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Resumo

Nesta dissertacao, baseado em técnica devida a Lars Hormander, demonstraremos dois
teoremas de extensao para R™ de solugoes homogéneas em R™\{0} do operador diferencial

parcial L =Y \x;0,, —a, \; >0, V.



Abstract

In this dissertation, based on owed technique Lars Hormander, will demonstrate two

extension theorems for R™ of homogeneous solutions in R™\{0} of the partial differential

operator L = > N\jx;0,, —a, \; > 0, V,.



Sumario

ntroducao

I Prelng l
(1.1 Introducao|. . . . . . . . . .

(1.2 Notacoes|. . . . . . . . .

(1.3 Distribuicoesno R" . . . . . . . . ...

(1.4 Alguns Resultados da Teoria das Distribuicoes| . . . . . . . . ... ... ...

[2  Distribuicoes Homogéneas em Espacos Euclidianos|

2.1 Introducaol. . . . . . . . .

[2.2  Distribuicoes Homogeneasem R| . . . . . . . . .. ... ... ... ......

(2.3 Distribuicoes Homogeneas em R"| . . . . . .. ... ... ... ... ... ..

[3 Extensoes para R" de Distribuicoes Homogéneas em R"\{0} - Parte |

[3.1 Introducao|. . . . . . . . . ..

[3.2  Extensoes quando a ordem nao pertencer a Z_|. . . . . . .. ... ... ...

4 Extensoes para R" de distribuicoes Homogéneas em R"\{0} - Parte 11

4.1 Introducao|. . . . . . . . . . e

[4.2  Extensoes quando a ordem pertencer a Z_| . . . . . . .. ...

[5 Solugoes Homogéneas em R"\{0} do Operador L = > \;z;0,. — d

(5.1 Introducao|. . . . . . . . . . ...

N W NN

13
13
13
21

31
31
31

39
39
39

50



[5.2  Operador L = 210, + px90,, —acom p >0 . . ... ... ... ... ... 50
[>.3 Operador L = > \; ;0,, —a com \; >0 paratodod ... .......... 54

|6 Extensoes para R" de Solugoes Homogéneas de L), = > \x;0,, —a em |

[  R™\{0} - Parte I| 58
6.1 Introducao|. . . . . . . . . ... 58
[6.2 Extensoes de Solucoes Homogeneas quando a ordem nao pertencer a Z_| . 58

|7 Extensoes para R" de Solugoes Homogéneas de L,, = ) \z;0,, —a em |

[  R™\{0} - Parte 11| 64
7.1 Introducao|. . . . . . . . . ... 64
[7.2  Extensoes de Solucoes Homogenas quando a ordem pertencea Z_| . . . . . . 64

[Referencias Bibliograficas| 75




Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados sobre extensoes para R™ de solugoes
homogéneas de Ly, = > \z;0;; —a em R™\{0}. Ns provaremos inicialmente como se

estende para R" solugoes homogéneas de L = Y ,;0,, —a em R™\{0}, segundo L. Hérmander.

Para isto, no primeiro capitulo, apresentaremos algumas notagoes, definicoes e resultados
que serao utilizadas nesta dissertacao, em particular descrevemos a topologia D'({2) e algumas

operacoes bésicas deste espaco.

No segundo capitulo, definiremos distribui¢coes homogéneas em R, no processo de motiva-
la apresentaremos alguns exemplos. A seguir estenderemos tal definicao para R™\{0} e R™.

Demonstraremos também alguns lemas que serao tuteis a seguir.

Nos terceiro e quarto capitulos, enunciaremos e demonstraremos teoremas de extensao

para R" de distribui¢gdes homogéneas em R™\{0}.

No quinto capitulo, nds estabelecemos um andlago ao Lema para solucao ho-
mogéneas em R™"\{0} de L = > \;x;0,, — a. Descrevendo portanto trés formas equivalentes

para definir solu¢oes homogéneas em R™\{0} desta classe de operadores.

Nos sexto e sétimo capitulos, estenderemos para R™ solugdes homogéneas em R™\{0} de
uma classe de operadores lineares de ordem um com coeficientes lineares, cuja a origem é o

unico ponto singular.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos algumas notacoes e resultados gerais. Na secao 1.3 introduzi-
mos a nocao de distribuicao e na se¢ao 1.4, enunciaremos alguns teoremas béasicos da teoria

de distribuigoes.

1.2 Notacoes

Consideramos = = (z1,...,x,) como as varidveis no espago euclidiano R" de dimensao
n > 1 e N" como o conjunto de todas as n-uplas & = (aq,--- ,®,) com «; € N, para cada
j=1,---,n. O suporte de uma fung¢do continua f(z) é o fecho do conjunto {x : f(z) # 0},

que denotamos por S(f). Se 2 é um conjunto aberto denotamos K CC 2 quando K C Q é

um compacto. Denotamos também 0% = 021052 - - - 99, sendo 0y, = %. Os monomios em
J
x de expoente « serdo denotados por % = x*x3* - - - .



1.3 Distribuicoes no R"

Sejam C*(2) = {f : @ — R | f infinitamente diferencidaveis } e CX*(Q) = {f €
C>®(Q) | S(f) cc 2}. A topologia de C*°(Q2) é definida através de uma familia de semi-
normas indexadas por K CC Qe j € N e é dada por:

Pri(p) = sup > |0%p|(x).

rzeK .
o] <j

Dado um aberto nao vazio 2 de R", definimos um espago vetorial C2°(§2) como sendo o
espago das fungoes C'*(2) cujo suporte é compacto. Uma base para a topologia de C*°(2)
é dada por:

Be pr;(f) = {9 € CQ) | pri(f —9) <e},

com f € C*®(Q). Denotaremos D(2) o espago C°(2) munido da topologia dada pelas

semi-normas:

o) =Y _sup |padp(x)] |

N €N
com p = (pa)acnn tal que p, € C(Q), Va, e {S(pa)}acnn sendo uma familia localmente
finita; isto é, V K CC Q, {a € N™, S(pa) N K # @} é finito. Definimos D’(§2) como o espago
dos funcionais lineares continuos de D(2), ou seja, u € D’'(€2) é linear e se existe p, tal que

Definicao 1.3.1. Uma sequéncia {¢;} de fungdes C2°(€2) converge a zero em C2°(£2) se
(i) existe um compacto K C Q tal que S(¢;) C K, j=1,2,...; e

(i) para todo inteiro nao negativo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem

uniformemente a zero quando j — co.

Um funcional linear u em D(2) é sequencialmente continuo se u(¢;) — 0 quando {¢;}
converge a zero em C2°(2). Este funcional linear u é chamado de distribui¢ao em €2 e
denotamos por D'(§2) o conjunto de todas distribuigdes em . Por vezes, é conveniente

escrever < u, ¢ > em vez de u(®).



Proposicao 1.3.1. Seja u : C*(Q) — C um funcional linear. Entdo u é uma distribui¢ao

se, e somente se, para cada compacto K C (), existe constantes C' e m > 0 inteiro depen-

dentes de K.

lu(p)| < C Y sup %], ¢ e CP(K). (1.3.1)

la|<m

Além disso, (1.3.1)) ocorre se, e somente se, u € D'(Q).

Demonstracgao:

(<) Se ¢; — 0 em C(2) e S(¢;) C Koy, j = 1,2, ..., entdo podemos tomar a desigualdade
(1.3.1)) com K = Ky, e como as derivadas de ¢; até ordem a zero uniformemente em qualquer
compacto, entao ngm sup |0%¢;| — 0. Portanto, < u, ¢; >— 0.

(=) Suponhamos que u nao satisfaca (1.3.1). Assim, para C = n, existe ¢, € C°(Q) tal

que

rn = [(u, n)| >n Z sup |[D%n|, S(pn) C K.

lo|<n
Desta forma, para ¢, = £= € C*(12), temos que
1
D sup Dl < =0 [, )| = 1, S(n) C K.
laj<n

isto é, 1, — 0 em CX(Q) e (u, 1,) # 0, contradizendo a hipétese. u

Definicao 1.3.2. A ordem de uma distribuicdo u é o menor valor de m de maneira que
a desigualdade ([1.3.1)) seja satisfeita para todo K. Se nao existir m finito que satisfaga a

desigualdade citada para todo K, dizemos que u possui ordem infinita.

Definicao 1.3.3. Se f é uma funcao complexa Lebesgue mensuravel definida num aberto
Q C R”™ tal que, para todo compacto K C €2, temos: fK |f| dz < oo dizemos que f é

localmente integravel e escrevemos f € L}, (Q).

Defini¢ao 1.3.4. Chamamos de suporte de u € D'(2), que denotamos por S(u), o comple-

mento em €2 do conjunto {x € Q; existe vizinhanca aberta U, C Q de forma que u|cew,) =

0}.



Exemplo 1.3.1. Se f € L,.(R2), Q CR", entao Ty é uma distribui¢ao dada por:

loc
1. o) = [ fods. 6 @),
De fato, Tt ¢ um funcional linear e sua linearidade é garantida por:
(Ty, &1+ Ap2) = /f(gzﬁl + A\¢po)dx = /fgbldx + /\/fgzﬁgdx, b1, P2 € C°(02), A e R.
Agora, pela Proposicao m, T} ¢ uma distribuicao, visto que:

|<Tf,¢>|:‘/s(¢)f¢dx

< de < Syeqld(t d
—/5<¢>'f¢' v < Q|¢<>|/S(¢)|f| r < o0

e tomandom =0e C'= [g, |f| dz < o0

Exemplo 1.3.2. Se 2 = R", a distribuicoes § que denominamos “delta de Dirac”, é dada
por (6, ¢) = ¢(0), ¢ € C*(R"™). De fato, 6 é um funcional linear e sua linearidade é

garantida por:

(6, 1+ Aga) = (1 + Ap2)(0) = 01(0) + Ap2(0) = (5, ¢1) + A (5, ¢).

Agora, pela Proposicao [1.3.1] 6 é uma distribuigao, visto que se ¢; — 0 em C°(Q2) tal que
¢j — 0, entao < 4, ¢j >= ¢J(0) — 0.

A soma e o produto por escalares se define de maneira 6bvia. Se uy, ug € D'(2), A € C,

definimos para ¢ € C°(2),

<u1+u27¢> = <u17¢>+<u27¢>7
(Auy,9) = Mua, 9).

Se u é uma funcao continua tal que Oyu estd definida e é continua, obtemos por integragao

por partes

J@yo =~ [wano). oecz@,



Se f é uma funcao continua, entao:

Jtrao= [ure). oecx@),

em que f¢ é uma funcao teste se f € C*.

As definigoes a seguir estende as igualdades acima para distribuigoes.

Defini¢ao 1.3.5. (Derivagao)

Se u € D'(Q2), definimos a derivacao de u com relacdo a z; como
(Oju, ¢) = —(u, 0;0), ¢ € CZ(Q). (1.3.2)
[terando , podemos definir 0“u para qualquer multi-indice « e obter
(0%, ¢) = (=1)1"(u,0%¢), ¢ € CZ(Q).
Observamos que 0“u é uma distribuicao em R. De fato, sua linearidade é garantida por:

0w, ¢1+ Ay > = (=D <, 0%(¢1 + M) >
= ()P < u,0%1 + X0 >
= (=) <u,0% > +(=1)N\ < u, 0%, >
E dada ¢; — 0. Notemos que 9%¢; — 0. Daf, temos < 9%u, ¢; >= (—1)1l < u, 9%ug; >— 0.

Exemplo 1.3.3. A funcdo H(z) =1 parax >0, H(z)=0 para z <0, em R"” é chamada

funcao de Heaviside, e sua derivada é por defini¢ao

H'(¢) = / (@) = 9(0).
dai H' = 6§ = delta de Dirac do Exemplo

Defini¢ao 1.3.6. (Produto por uma fungao C*(Q))) Se f € C®(Q) e u € D'(),

definimos a “multiplicagao de u por f”como

(fu,¢) = (u, fo), ¢e€CZ(Q). (1.3.3)

Observamos que fu é uma distribuicao em (2.



Exemplo 1.3.4. Se f € C®(R) e ¢ € C*(R),

(f0,0) = (0, f&) = F(0)¢(0) = f(0)(d,¢) = (£(0)d, &),

o que significa que fd = f(0)0 e s6 o valor de f em x = 0 é relevante. Analogamente,

(f8',0) = (0", fo) = —=(0,(fo)) = = (0, f¢' + f'9) = {f(0)d" — f'(0)d,¢)

ou seja, fo' = f(0)8" — f'(0)§. Resultados andlogos podem ser obtidos para derivadas de

qualquer ordem de 9.

Definicao 1.3.7. Denota-se por £'(£2) o subespago de D’(Q2) das distribui¢oes com suporte

compacto.

1.4 Alguns Resultados da Teoria das Distribuicoes

Lema 1.4.1. Toda funcgdo L} (R™) define uma distribui¢io de ordem zero.

Demonstragao:

Seja f € L},.(R"). Dado K CC R existe ¢k tal que | < f,¢ > | < cx||@]|s0o.x para todo

loc

¢ € C°(R™), com S(¢) C K. De fato,

!<f,¢>\=‘/Rf¢dw

com cx = [, |fldz. |

g/}(yf¢1dx=sgp\¢r/]<\f|dx=cf( 16 lloc,

Teorema 1.4.2. Seja K C Q um conjunto compacto. Entdao existe uma funcdao ¢ € C(2)

tal que 0 < p <1 e ¢ =1 numa vizinhanca de K.

Demonstracgao:
Seja 6 = d(K, Q°), § > 0, pois é a distancia entre um compacto e um fechado disjunto.
Consideremos €, €1 > 0 tais que € < € < € +¢€; < J e seja x a fungdo caracteristica de

K=K+ {z€Q; |z| <e}. Tomemos

ofz) = / x(@ — ey)d(y)dy = € / @)oY )ay,

€

7



em que ¢ € C° tal que [¢dz =1, ¢ > 0, e S(¢) C {z : |z| < 1} vale. o € C, pois
S(0) C Ky +{x; |z| <e} CK+{z; |z <e+e} CQ Sed(r, K) < e — €, segue que para

qualquer y € R, com |y| <1, z — ey € K;. Conseqiientemente,

o(z) = /X(m —ey)p(y)dy = /|<1 xX(z —ey)o(y)dy = o(y)dy = 1.

lyl<1
Portanto p = 1 numa vizinhanga de K. [ |
Teorema 1.4.3. Sejam 2 e U subconjuntos abertos de R™ e R™, respectivamente e u €
D'(QQ). Se existe K CC WV tal que p(x,y) = 0 quando x ¢ K, entdo a aplicacio y —
(u, (-, y)) pertence a C*°(¥) e

a;<u> (p(a y)> = <u7 ag§0(7 y))a
para todo multi-indice .

Demonstragao:

Provemos inicialmente que y — ¢(z,y) é continua. Fixe y arbitrario e tome uma
seqiiéncia y; — y qualquer. Para facilitar a compreensao, escrevamos ;(x) = ¢(z,y;) e
P(x) = p(x,y) (y esta fixado, de modo que v; e 1 sao fungdes de x). A linearidade e
a continuidade de w implicam que é suficiente provarmos que ; — 9 em C§°(£2). Como
o(x,y) = 0 quando = ¢ K, o suporte de cada v, estd contido em K.

O teorema do valor médio garante que, para cada j, existe um ntimero real 0 < ¢; < 1

para o qual vale

() — (@) = le(z,y;) —elz,y)|
= |Vyplz,y+0;(y — ;) - (y — )]
< [Vyplz,y +0;(y — ;) [y — vl
Como y; — y, os pontos y; estao contidos em uma bola m, e, como 0 < 0; < 1,

obtemos que os pontos y+6;(y —y;) estao contidos em Bg(y). Escrevendo B = Bgr(y) temos

[Wi(x) —v(x)| < sgglvyso(x,Z)l ly — yj]

< sup |Vyo(z,2)| |y — y;l-
z€B,xeK

8



Isso implica que 1; — v uniformemente. Mas o argumento acima vale para uma funcao ¢
arbitraria, logo vale também para 0%, qualquer que seja o multi-indice . Portanto, ¢, —
em C§°(92) e, dai, (u, p(-,y,)) converge para (u, ¢(-,y)). Como a seqiiéncia {y;} é arbitraria,
y — (u,¢(-,y)) é continua.

A prova de que y — (u, (-, y)) ¢ de classe C*>°(X) serd feita por indugao sobre |a|. Tome
um multi-indice « tal que |a| = 1, suponha « = e;. Tome uma sequiéncia {h;} arbitraria tal
que h; — 0 e h; # 0,Vj € N. A linearidade de u implica que o quociente de Newton pode

ser escrito como:

(u, 0(,y + hyer)) — (u, (- y)) 0 _ /eyt he) —olhy) 0
hj <U, ayzsp( 7y)> - <U, hj 8y190( 7y)>7
e, sua continuidade implica que, para provarmos que y — (u,(-,y)) possui derivada de

primeira ordem na direcao de e;, é suficiente provarmos que hij{go(-, y+ hje;) — o y)} —

%(p(-, y) — 0 em C§°(€2). Novamente para facilitar a compreensao, escreveremos
o,y + hie;) — (. y 0
i) = EEVERZ A o yia) = (o).

Em primeiro lugar note que S(¢;) C K,Vj € N. Nas estimativas que seguem, os nimeros
reais 0;,7; sao tais que 0 < 6;,7; < 1 e sua existéncia ¢ garantida pelo teorema do valor
médio.

) — o)) = [ By

0 0

2

= a—yzw(x,erTijhj@i) |9jhjei|
(9;
< a—y;@(x,y + 7;0;h;e;) || hy]
(2 82
< sup ‘—g@(:v,z)‘|h‘|’
z€[y,hjei],weK oy? j

sendo que [y, hje;] denota o segmento cujas extremidades s@o y e hje;. Para os indices ¢ tais



que |h;| < 1 temos:
82
i) —w(@)] < sup|=melw 2) byl
z€[y,ei],z€K Y;
Isso prova que ¥; — 1 uniformemente em K. Desde que a estimativa acima vale para
qualquer fungao ¢, vale para 9%y, para todo multi-indice 3. Portanto, 1; — 1 em C§°(2) e

dai,

<u7(10('7y+hjei)> _ <U, 90(7y)> 9
. — (U 5-209)).
j Yi
Desde que a seqiiéncia {h;} é arbitréria, y — (u, ¢(,y)) possui derivada de primeira ordem
na diregao de e; e vale a%<“= o y) = (u, a%go(-,y)). A prova de que y — %(u,gp(-,y»
7 7 ]
é continua é andloga a de que y — (u,(-,y)) é continua. O fato de que a diregao e; é

arbitrdria, implica que y — (u, (-, y)) é de classe C'.

Suponha que y — (u, p(+,y)) é de classe C* e que

8;(11,, SO(a y)> = <U, 8;90(7 y)>7

para qualquer multi-indice 7 de médulo k, e provemos que isso implica que y — (u, (-, y)) é
de classe C**!. Tome um multi-indice « tal que || = k + 1, podemos supor que a = v+ ¢;,
|7| = k. Aplicando a argumentacao do caso k = 1 com 9]¢ no lugar de ¢, obtemos o

resultado desejado. [ |

Observagao 1.4.4. - > b,0% = 0 < b, = 0 para todo . De fato, se b, =0, Ya evidente-

mente Y b,0*6 = 0. Reciprocamente, para qualquer aq fizados,

0= <Zbaaa5, xa0> = (b, D6, 2%0)
(1)1l (b0, 0% ()
— (= 1)l (bod, agld®zo0)
(—1)l0lby, ! (8, 0%02)
(—1)

1 ‘0‘0|ba0a0!
e portanto by, = 0.

10



Teorema 1.4.5. Se u; € uma seqiiéncia em D'(X) e

u(e) = lim u;(6), (1.4.1)

j—o0
para toda ¢ € CX(X), entdo v € D'(X). Assim u; — u quando j — oo. Além disso, (|1.3.1)
¢ vdlida para toda w; com constantes C' e K independentes de j, e u;(¢;) — u(¢) quando

¢; — ¢ em CZ(X).

Demonstragao:

Este resultado pode ser encontrado em [H|, pagina 38. n

Teorema 1.4.6. Seja u € £'(QY). Ezxiste um unico funcional linear @ : C*(Q) — C tal que
(1) u(¢) = u(p) para todo ¢ € C>(); e
(it) u(p) =0 se p € C* e S(¢) N S(u) = 2.

Demonstragao:

(Unicidade) Suponhamos que existem dois funcionais 4, e iy satisfazendo (i) e (ii) e seja i) €
C(Q) igual a 1 numa vizinhanga de S(u). Se ¢ € C*(2), entdo ¢ = g+ (1—1)p = 1+ Po,
em que ¢ = ¢ € C(Q) e po = (1 — )¢ com S(p2) N S(u) =, pois S(1 —YP)NS(u) = 2.
Assim

Uy (@) = U1(P1) + U1 (d2) = u(¢1) = ta(d1) = Ua(¢1) + Ua(Pa) = ta(),

portanto %; = uUs.

(Existéncia) Seja ¢ € C°(2) e defina

<a7 ¢> = <U7 ¢0>7

em que ¢ = ¢g+ ¢; ¢ qualquer decomposicao de ¢ com ¢y € C(€2) e S(¢1)NS(u) = . Se p =
¢y + @) é outra decomposigao, temos que ¢y — ¢ = ¢1 — @) e segue que S(Po—¢p)NS(u) = 2.
Como ¢g — ¢, estd suportada num aberto em que u se anula entao u(¢y — ¢}) = 0, ou seja
(u, ¢o) = (u, @) e a definicao de @ resulta independente da decomposigao. Logo existe @

satisfazendo (i) e (ii). |
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Teorema 1.4.7. Se u é uma distribui¢ao de ordem k com suporte igual a {y}, entdo u tem

a forma
u(@) = Y aad*é(y), ¢ € C*.
| <k
Demonstragao:
Este resultado pode ser encontrado em [H], pdgina 46. |

Teorema 1.4.8. Se u é uma fungdo no conjunto aberto X C R"™, com u € C*(X\{zo}) para
algum xo € X, e se a fun¢do v que € igual a u' para x # xo € integravel numa vizinhanga
numa vizinhanca de gy, entao o limite

u(zg£0) = lim wu(x)

x—x9E0

eziste e
u' = v+ (u(xg+0) — u(xg — 0))dy,
Demonstragao:
Este resultado pode ser encontrado em [H|, pagina 56. [ |
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Capitulo 2

Distribuicoes Homogéneas em

Espacos Euclidianos

2.1 Introducao

Na secao 2.2, motivamos a definicao de distribuicoes homogéneas em R e descrevemos todas
elas. Na secao 2.3, estendemos a definicao de distribui¢coes homogéneas de R para R",
apresentando trés formas equivalentes de defini-las quando u € D'(R™\{0}). Além disso

apresentaremos alguns resultados que serao utilizados nos capitulos seguintes.

2.2 Distribuicoes Homogéneas em R

Dado A € R. Dizemos que uma fungao real f em R\{0} é homogénea de grau A se

f(tz) = t*f(z) para t > 0, ou analogamente, se

2 f(1), se x>0

fx) = :
(—2) f(=1), se x<0
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Consideremos as fungoes fi(z) = f(1)z2 e f_(z)= f(—1)z, com

A
A T

0, se £ <0 (—z)*, se <0 .

se x>0 0, se >0

Uma funcdo homogénea de grau A também pode ser escrita da maneira f(x) = & f4 (z) +

& f-(z), para todo é1, & € R, ou equivalentemente, f(z) = cia} + coa?.

Observagao 2.2.1. Como 2 (—z) = 2> (), para qualquer x # 0, vamos estudar a fun¢do
xﬁ‘r, e resultados andlogos sio obtidos por x* .

Para a € C, definimos x4 por
¢ se x>0

=
0 se x<0

com

g@ = e 109(@) — gRe(@logrtilm(a)logr _ gRe(a) pilm(a)logr _ :Re(a) [ooq (Tm(a)logz) + isen(Im(a)logz)] .

Vamos estender tal fungao para uma fungao localmente integravel em R. Para isto, devemos

considerar Re (a) > —1, e tomar

" % sex >0

x4 =
0 sex <0

Logo, K = [a, b], temos:

/ |.Z‘i|dI — / |:L,Re(a)||€ilm(a)log m|dI — / |$Re(a)|dl’ — / $Re(zz) < 00
K KnN(0,00) KN(0,00) KN(0,00)

Observamos pelo Lema podemos concluir que 29 define uma distribuigao.
E claro que;

2% =29 se Re (a) > —1, (2.2.1)
e pelo Teorema [1.4.8, podemos concluir que,
d a—1

a __ —
—ZL’+—CLI+

- (2.2.2)
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Combinando [2.2.1] com [2.2.2| observemos que

xixa = qz*
+ = ary

dx

a4

- —a) em R"\{0}. Pelo teorema de existéncia e unicidade

x4 é uma solugao homogénea de (x
d

de equagoes diferenciais ordindrias temos que qualquer solugao de x4~

—a em R, é multiplo

de 29, analogamente para R_. Podemos observar que qualquer distribuicao em R que seja

solucao homogeénea de P = x% — a ¢ combinagao linear de 2% e 9.

Nosso proximo objetivo é estender esta analise para todo a € C, ou seja queremos estender

a defini¢ao de z¢ para todo a € C, de forma que as propriedades (2.2.2) e (2.2.1) sejam

preservadas. Porém isto nao é possivel para todo a € C. Basta notar que, para a = 0, temos
que o lado esquerdo de (2.2.2) é H' = ¢ e o lado direito é nulo.

Para ¢ € C2°(R) e Re(a) > —1 a seguinte funcdo é analitica

ar— I () =< 2%, ¢ >= / xp(x)dz. (2.2.3)
0
De fato, pois a diferencial de tal funcao é dada por:
d d [*. .
Tala(®)] = — i [z (x)]d
oo d a
- | el
— < d logz®
= [ o
— [ e ol
o da

Se Re (a) > 0, por (2.2.2) podemos concluir que:

[a(¢/) - _aIa—l(¢) ¢ € Cso(R) (224)
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De fato,
<af,¢ > = /000 ¢/ (x)dx
= _/000 az® 'o(x)dx
_ _a/ooo 2971 (z)dx

= —a<x‘i’1, ¢ > .

Observe que por ([2.2.4) diz que podemos calcular 1, ; a partir de I,

Se Re (a) > —1 e k > 0 for um inteiro, podemos mostrar que:

Ia+k(¢(k))
(a+1)...(a+k)

L(¢) = (1)

De fato, por induc@o em k, observe primeiramente que de (2.2.3]), mostraremos que a igual-

dade acima, vale para k = 1.

(=D Ianr (") (=1) atl (1)
@r1)  ~ faxp <ol

o (_1) d a

= (a+1)(—1><%]} +1,¢>
1

= (a+1>(a—|—1)<x“,¢>

= Ia<¢>

Suponhamos que valha para k, isto é,
1(6) = (~1 o0

(a+1)...(a+k)
Provaremos que vale para k + 1,

(~1)+

(k+1)) _
(a+1)..(a+Fk)at+k+1

) Ia+k+1 (¢
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(_1)k+1
(a+1)...(a+k)a+k+1)

B (—1)k+1 (_1>k+1< Jk+1 - ¢>
o (a+1).(a+k)(at+k+1) Akt )

<xa+k+17 ¢(k+1)>

_ ()" a+k+1) k+1 d a+k—1
B (a+1)...(a+k)(a+k:+l)(_1) <dg;'fx ’¢>

_ (—D)F a
- m+mm@+m<xMﬁw>

= [a((b)

Para Re(a) > —1, com k inteiro positivo, temos

]a+k(¢(k))
CESYNCET)

L(¢) = (=1)* (2.2.5)

O lado direito é analitico para Re (a) > —k — 1, exceto para os pdlos simples —1, -2, ..., —k.
Se a nao é um inteiro negativo podemos, neste caso, definir I,(¢) por continuidade analitica
com respeito a a, ou equivalentemente por (2.2.5), para Re (a) > —1 — k. Por (2.2.5)), I,

define uma distribui¢ao de ordem menor ou igual que k, pois

(—1)* (k)
I, I,
— allslo®)
= ¢l <29™, (") > |
< ¢, ¢ sup oW
< C) suple?,
§=0
para todo ¢ € C°(R) com S(¢) C K CC R,
Denotaremos a distribuicao I, por z%. Em a = —k, o residuo da funcao a — I,(¢) é
. ()
alg{lk(a + k)1 (0) = UESR
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pois,

lim (o +K)L(¢) = lim (a+k)(=1)" Lok (¢™)

a——Fk (a+1)(a+k)

B (™)

B (_1)k(1 —k)...(—1)

B fooo o) (x)dx

(=1

)

(k=1

Assim
sk=1)
(a+k)x% — (=1)F! (k:o— DIk quando a — —k, (2.2.6)

Subtraindo a parte singular, obtemos, quando a + k = ¢ — 0, que

1m{mw—¢kwm}=m{enk 1(6") _¢wwm}:

e—0 (k—1)le e—0 (a+1)..(a+k) (E—1)le
) N fooo 10" (z)dx »*+=1(0) 1 1
:E%{“J)@+1—@m@—1)+ ¢ Lk—1—@ma—@_Xk—UJ_

_ O _
(k—l—e) (1 =€) }

:hm{FDuﬁmtwww<> L0 (@{(—U%%k—kf%ﬂ—d}}:

(e+1—k)...(e—1)e € (k—1Dlk—1—¢€)...(1 —¢)

= lim

e—0

I = log ()™ (z)dx
{eom "

—1—€..(1—¢]—(k—1—¢€)...(1—¢)

b1 (k—1—¢€..2-k)+..+(k—2—¢)..(1—¢) B
+470(0) [(k (k-1 (- +h—T—e.(1- @]] } -

Jo tog(z)p® (x)de ¢®=D(0) [(k—1)..2+ (k—1)..31+ ...+ (k—2)!]
—(k—1)...(1) (k—n![ (k —1)! ]_

_fooo log(x)¢™) (x)dx N oE=1(0) k—1 1
=1 (=1 25

=
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Desta forma, podemos definir:

—k
<zt ¢>=—

i< Tog(x)o ™ () ¢*~(0)
: D

1
FT - (2.2.7)

j=1
Quando a = —Fk, a ordem de I, é k. De fato, pelo Lema [[.4.1] a funcado logz define uma
distribuicao de ordem zero. Dai temos que a primeira parcela de possui ordem k. E a
segunda parcela de possui ordem k — 1. Pela definicao de ordem de uma distribuicao,
temos que k é a ordem de ([2.2.7)).

A relagao (2.2.1)), ou equivalentemente,
(2%, zp ) = (2", ¢), &€ CZ(R), (2.2.8)

é valida para todo a € C. De fato, como é vélida quando Re a > —1, segue por continuacao
analitica quando a nao é um inteiro negativo. Além disso, o valor da igualdade quando

a = —k ¢é obtido fazendo a — —k apds subtrair um termo

c

R o qual deve ser o mesmo
em ambos os lados.
Também de (2.2.2)) segue que a nao é um inteiro negativo ou zero. Se k é um inteiro nao-

negativo entao de (2.2.6]) temos:

lim {%xi +k;x‘f1} = lim (a + k)%

a——k a——k

= hril 1(a—|—k+1)x‘i

55"
a+k’

= (-1

C(S(k)

e assim eliminando termos da forma —> i os quais devem cancelar-se, obtemos

5(k)

it = —kaF + (—1)’“%. (2.2.9)

d
dx

De fato,
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d
<%x;k7 ¢> - _<x4_rk7 ¢/>

1

- =T [/Omlog@w“)(x) 600 21]

k > 1
— E[/o log(z)¢"* Y (z)dx — ¢ (0 Z +¢M(0 ]

55"
= —kx’fr’lJr(—l)’“F,(b.

A nogao de homogeneidade para distribuigoes ¢ facilmente motivada pela fungao x4,

se Re (a) > —1. Isto significa que para t > 0,

o) = [ atotwns =t [ atoltaedn = et ),
0 0
sendo ¢:(x) = to(tr). Se a ndo é um inteiro negativo, a extensdo analitica continua em

ambos os lados nos fornece:

(a1, ¢) = "z, B), se ¢ € C2(R).

Dai, a propriedade acima sugere adotarmos a seguinte definicao para distribuigoes ho-

mogéneas em R.
Defini¢ao 2.2.1. Dado a € C, u € D'(R) é homogénea de grau a se:
(u, @) =t"(u, @), (2.2.10)
com ¢ € D(R) e ¢(z) = tp(tx).
Se a = —k, obtemos de que:

<:r+ ) = tF [_ﬁ /0°° log(x)tk(b(k)(tx)d(tx) +

_ L [P oa(Yyo® o)y~ 1
(k_l),/o log(7)¢™ (y)dy + RSy
- RO [ e



Portanto,

¢ (0)

= (2.2.11)

(@3, o) = t7"a3t, o) +logt
e assim, a homogeneidade é perdida em R.

, i 0 se >0
Além de z%, podemos fazer uso de z* para Re(a) > —1, definida por: 29 =

|z|* se <0

Esta ¢ uma reflexao de x4 com a origem, isto ¢,

(2, ¢) = (z%, ¢),

sendo ¢(x) = ¢(—z). Todos os resultados sobre 2, para a complexo arbitrério, sio andlogos

a

X

Em suma, demonstramos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.2. Dada a € C.
1) Se Re(a) > —1, entdo existem funcoes 2% e x* em Li (R) homogéneas de grau a.
+ loc ) g

(2) A aplicacdo a — z% e a — x% se estendem analiticamente para a € C\Z_, definindo

distribuicoes homogéneas de grau a.
(3) Para a € Z_ ¢é possivel estender as aplicagoes do item (2), no entanto q:jrk ez,

k € Z,, nao sao homogéneas.

2.3 Distribuicoes Homogéneas em R"

Nosso préximo objetivo é definir distribuigoes homogéneas em R™. Seja ¢(x) = t"¢(tx), com x €

R™ e t>0.

Definicao 2.3.1. Dado a € C, uma distribui¢do u em R™\{0} é dita ser homogénea de grau

a se,

<u,p>=t"<u, ¢ >, Ve CPR"\{0}) e t>0.
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Analogamente, se u é uma distribuicao em R" e
<u,p>=t"<u,¢p >, Ve CPR") e t>0,
diz-se u é dita homogénea de grau a.

Observagao 2.3.1. Seja u € L}, (R™\{0}) uma fungdo homogénea de grau a, isto é u(tz) =

loc

t*u(z) para x #0 et >0, entdo u € uma distribui¢ao homogénea de grau a.
<u,pp > = /u(x)t”gb(t:v)dx
= t"/u(x)qb(tx)dx
= t"‘“/u(tm)gb(tx)dx.

Fazendo a mudanc¢a de varidveis y = tx, obtemos,

O que conclui a afirmacao.

Lema 2.3.2. Eziste uma funcao v € C(R"\{0}) tal que
Ca(t
/ @dt =1, com x©#0 (2.3.1)
0

Demonstragao:
Provemos inicialmente o caso para n = 1. Seja ¢; € C°(0,00) tal que [ # 0. Assim,

temos que:

/det:/des:A
0 t 0 S

1
Tomemos Y9(x) = — 91 (x) para x > 0. Desta forma,
A

/0 : dt—/o ¢ dt—A/O " dt = 1.
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Tomemos 19(z) = 12(—2x), x < 0. Logo,
Fltr) [T a(tr) [T (=)
/0 t dt_/o : dt_/o g -
Assim, a fungio 1 € C=°(R™\{0}) dada por:

o) = (), se x>0

Po(—x), se <0

satisfaz as condigoes deste lema para n = 1.

Provemos agora o caso geral (n > 1). Tomemos ¢ (x) = ¥s(|z]). Portanto,
JEC Iy Py T
0 t 0 t 0 t

com z # 0. [ |

Agora expressaremos a no¢ao de homogeneidade de duas maneiras alternativas.

Lema 2.3.3. Seja u € D'(R"\{0}), sdo equivalentes:

(a) <u,¢p>=1t"<u,¢>, Ve COR"\{0}) (2.3.2)
(b) (a+n)<u,¢>+<uLp>=0, se L= in&- e ¢ € CX(R™{0}) (2.3.3)

(c) <u,p>=0, se peCFR"\{0}) e /OO rt L (rw)dr = 0V w € S*1 (2.3.4)
0

Demonstracao:
Mostraremos que (a) = (b), diferenciando (a) em relagao a ¢, usando o Teorema [1.4.3]

daf seguira que, (a +n) < u,¢ > + < u,Lp >= 0, onde ¢ € CX(R"\{0}) e L = > x;0; é
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um campo radial. De fato,

d d .
0= dt(<u¢>) = dt(t < u, ¢y >)

_ jt(t“ < u(z), " (tx) >)

= <u(x), %(t“+”¢(ta:))> , pelo Teorema [T.4.3

= (o mern o) + 0 o)

= (a+n)t* ' <u, t"o(tx) >+t <u %(¢(m))>

= () <o) > 4 (Y t,(0,,0)(12))

= (@t <o) >+t (u, (3 04(02,0)) (2)) homogeneidade de u
= (a+n)t Tt <ué> 4t <u ij(axj¢)> Vi

= (a+n)<u,¢>+<u, Y z;(0,,0) >

= (a+n)<u,¢>+<u,Lp>.

Para demonstrar que (b) = (c¢) primeiro observemos que a integral f(z fo atn=ly(rz)dr
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define funcao homogénea de grau —n — a, pois

— —a—n > at+n—1 d
t /0 s W(s)ds
= f(a)

Para provar estd equivaléncia basta verificar que a equagao (a +n)¢ + L¢ = 1, tem solugao

¢ € CZ(R™\{0}).

Em coordenadas esféricas tal equacao diferencial pode ser escrita como:

%(r‘””(b(rw)) =" Lp(rw), com |w|=1
Com efeito,
2(rc“”%b(rw)) = (a+n)r"t"o(rw) +r*t" 2gb(rw)
or or
= (a+n)r"""o(rw) +retnt Z rw;(9;0)(rw)
= " H(a+n)p(rw) + (Lo)(rw)]
= L (rw).
Mostraremos agora que dado v satisfazendo fooo rotn =Ly (rw)dr = 0, entdo existe ¢ €

C(R™\{0}), tal que 9,(r*™¢(rw)) = r*™ ") (rw). Suponhamos que tal ¢ exista logo,

D rngtra)) = i)
r*tré(rw) :/ sty (sw)ds,
0

pelo Teorema Fundamental do Célculo e se 0 ¢ S(¢);

o(rw) =r—*" /Or s b (sw)ds
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tomemos z = rw, onde z < 0, ¢p(x) = ¢ <|x|ﬁ> || ot f|x| a+n— 1¢< )ds Assim

definindo ¢, vé-se que evidentemente, ¢ € C*°(R™\{0}).

Mostraremos que S(¢) CC R"\{0}. Temos S(1p) CcC R™\{0} isto é, existe R > 1 tal que
S(W) C A(0, %, R) = {z; 3 <lz| < R}.

Se |z| < £ entdo, ¢(z)=|z[* " ol gatn—1,, <3£> ds = 0.

’ kd

=0
Se |z| > R entao,

||
¢($) — |$|_a_n/0 Sa+n—1¢< ﬁ) ds

|]
= ]x\“”/ sat =1y (3%) ds = 0, por hipdtese .
0 T

Portanto S(¢) C A (0, %, R), isto ¢ S(¢) cC R™\{0}.
Logo < u,1) >=<u, (a+n)p + Lo >= (

Mostraremos agora, (¢) = (a), seja ¥(y) = ¢(y) — t*"¢(ty), com ¢ € C(R"\{0}) temos
que ¢ € C(R™\{0}). E [°r**" 19 (ra)dr = 0, para mostrar isto basta tomar ¢ € C2°(R™),
fixar z # 0, dai

a+n)<u,¢ >+ <u,Lp>=0, por (b).

/000 rot Y (p(ra) — T g(rtx))dr =
(re™ = gra)) — T g(rtr)) =

usando defini¢io de homogeneidade de 7™ ~! em R\ {0}, temos:
G (i)} — (L pltr)) =
et et g (tra)) — TNt (tra)) = 0,
segue < u,1 >= 0, ou seja, vale (a).

Observacgao 2.3.4. (i) Observemos que

n n n n

(u, Loy = (wju, 9;0) = = > (Di(xju), ) =—> (u, ¢) — Z<xj8ju’ ),

J=1 J=1 J=1
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portanto,

Assim podemos escrever (2.3.3) na forma
Lu = au (2.3.5)
como distribuicao tal igualdade tal é conhecida com Identidade de Euler.

(ii) Se ) € uma fungio C* homogénea em R™"\{0} de grau b em R™"\{0} ( ver Observagio
2.3.1) e u é uma distribui¢ao de grau a em R™\{0}, entdo pu é homogénea de grau

a+b em R"\{0}. De fato:

(Yu, ) = (u, Vo)
= t"(u, (Vo))
= t""(u, (¥9)(tz))
=t u, 1" (2)d(tx))
= ta+b<u7 w¢t>
(Yu, ).
(tit) Notemos que LOju = 0;(Au)—0ju = (a—1)0;u, onde a iltima igualdade seque de .
Concluimos entao que a diferenciacao diminui uma unidade o grau de homogeniedade.
Lema 2.3.5. O operador R, : C*(K) — C*(R"\{0}) definido por
(Ra¢)(z) =< t%" 1 p(tz) >, 0# 2 € R, (2.3.6)

K CcC R", € continuo.

Demonstragao:
Primeiramente provemos que R, estd bem definida, ou seja, para ¢ € C°(K), temos que
R,¢ € C*(R™\{0}). Como o conceito de diferenciabilidade é local, basta mostrar que, para

cada = € R"\{0}, existe uma vizinhanga V, de x tal que R,¢ € C*(V},). Seja R > 0 tal que
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S(¢) C Br(0). Seja xy # 0 e tomemos ty € R tal que | ¢y |[> %. Definimos my, : R — R™,
por x — tox. Pela linearidade de my,, temos que my, € C*°(R™). Assim podemos encontrar
d > 0 tal que [tgx| > R para todo x € Bs(xg). Logo, para x € Bs(zg), e t € R tal que
[t| > |to], temos que ¢(tx) =0, pois |tz| > R. Tomemos u = t**"~! € D'(X), com X =R,
Wt z) = d(tr) € C°(R x Y), com Y = Bs(xo) e K = [ﬁ %] Pelo Teorema [1.4.3] 6
C>°(Bs(xp)).

Para mostrarmos que R, é um operador continuo basta verificarmos que dados ¢ > 0 e

j' € Zy existem C > 0 e j € Z tal que se qj(Ra¢n) < Cp;(¢n), sendo pi(¢) = Y [10°¢]o

|l <y
norma em C®(K) e g;(¢) = Z | 0% ||007Kj, as semi-normas de C*°(R™\{0}), com

|al<j’
Ky cC R™\{0} tal que Ky C K3, e U K; = R"\{0}. Sem perda de generalidade,
tomemos K = {z € R”\{O} <|z|| <4} Ora

05 (Ratn) = ap (57", n(t2))) = D 10°((t5 7 dnlt))) oo i,

|l <5’

= Y 0 (Gnlta)) lleore,  (237)

laf<j”

Para cada «, fixo, temos:

1t 08 (0n(t2)) lloo e, = sups, | (157", 05 (dn(tx))) |

< sup | (5 1009, (1)) |

7
ka 1

d
< awC ql@own). @y
pois t5" el ¢ uma distribuicdo de ordem k, = k e t — 0%¢(tr) € C*(R), para todo
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z € Kj. De (2.3.§), temos que:

k K,
a dl a
sup C Z sup @(aw(m)))‘ = Supg, Z C'sup Z cﬁxﬁ(ﬁawqﬁ) (tx)
Ky = 1 1=0 Lol
< supg, Cha sup, Z |cpa? (0P ¢) (tx)|
18I<ka

Note que sup.sup = maz{supsup, sup. sup }. Separaremos agora nosso problema em dois
Ky ot Ky t>1 K 0<t<1

casos.
1° Caso - Consideremos, supy , sup; 13" coa? (0P o) (ta)| = SUP, SUP;>1 3" ezl (0P ) (ta)|

Tomando tx = y, temos:

1
supsup |3 s (@ 0)(t)| = sup sup | 75”07 70)(v)
Ky t>1 <[yl =21
< sup [y (0°7P)(y)]| .
<yl

De (2.3.7)), e do fato que |y°| < |y|® < j'1¥!, obtemos:

Gy (Ratn) < Y > 1717 sup [(0°779n)(y))|

jol<|Bl<ke 7=
< g% Y 107 nlleex
[Y1<5" +ka

= 15'1*pi(en),

sendo j = 7' + k,.

> esa’ (070 9) (tx)

2° Caso - supy, sup, 3" cga(9°Pg) (ta)| = Sup, (?Btgl

sup supo<i<1 |27 (0P ) (tx)| < sup sup |27 sup supgcic1 (0“7 ) (t2)]

Kj/ Kj/ o<t<1 Kj/
< (" sup [0°TPo(y)]
Bj/(O)
< (7). sup |0°Po(y)|
KCRn
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De (2.3.7), e do fato de que |y?| < ||y||!®! < §/17I, obtemos:

g (Ratn) < D D 1717 sup [(0*7)(y)]

o] <j"|8|<kq <yl
< Y 1070l
[V <j'+ka
< 5 pjrin,(0)
= |j/|kap](¢)a

sendo j = 7' + k,.
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Capitulo 3

Extensoes para R" de Distribuicoes

Homogéneas em R"™"\{0} - Parte I

3.1 Introducao

Na secao 3.2 introduziremos o significado de extensoes de distribuicoes e mostraremos que
mesmo no caso n = 1, nem toda distribuicao possui extensao. No caso de distribuicoes
homogéneas de grau a, quando a nao é um inteiro < —n, mostraremos que elas podem ser

estendidas para R", mantendo a homogeneidade.

3.2 Extensoes quando a ordem nao pertencer a Z_

Definicao 3.2.1. Sejam u € D'(X) e X C Y. Dizemos que v € D'(Y') é uma extensao de u

se < v, >= <wu,¢>para ¢ € C(X)

Exemplo 3.2.1. Se A\, > 0, n € Z, for escolhido suficientemente grande, temos que u =
Y omei Ao € D'(R\{0}) porém nao admite extensao para D'(R). De fato, provaremos este

fato em 5 etapas.

(1) Tome ¢y € CX(R) com ¢y > 0 tal que S(¢p) C [1,3] e po(2) =1
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(2) Para cada n € Z,. Considere ¢, difeomorfismo da reta tal que ¢,(s) =0, ¢, (+) = 2

e P,(s) =sses>3.

(3) Tome ¢, = @y o ¢,. Afirmamos que ¢, € CZ(R\{0}), pois S(¢,) C (0,3] e ¢, > 0.

Tome pg(¢n) = ZHQ@%”HOO E dai A, > np,(¢,).
=0

(4) Afirmamos agora que u nao admite extensdo para D'(R). De fato, suponhamos que
u admitesse extensao para D'(R") e K = [0, 3]. Logo, existe C' > 0 e j € N tal que
|u(pn)| < Cpj,(pn). Porém como ¢, > 0, temos que |u(p,)| > A, o que implica que
An < Cpjy (). Mas como jy é fixo, entdo para n > jo temos que A, < Cp,(p,) =
C > n, para n >> 1, o que consiste numa contradicdo. Portanto nestas condicoes u

nao admite extensao.

(5) Se @ fosse extensdao de u em R entdao dado K = |0, 3] existiria C' > 0 e j tal que

|u(pn)| < pj(pn) para todo n.

No préximo resultado estenderemos para R™ distribui¢oes homogéneas de grau a em R™\{0},

quando a é um nao inteiro negativo.

Teorema 3.2.1. Se u € D'(R™"\{0}) € homogénea de grau a, e a é um nao inteiro < —n,
entdo u tem uma tunica extensao i € D'(R™) também homogénea de grau a. Além disso, se
P ¢ um polinomio homogéneo, entio (Pu) = P, e se a # 1 —n, entdo a}u = 0;u. Temos

também que o operador D'(R™\{0}) 3 u — @ € D'(R™) ¢é continuo.

Demonstracao:

(Unicidade) Mostraremos a unicidade da extensao de u. Sejam u, @ € D'(R™) distribuigoes
homogéneas de grau a e extensoes de u € D'(R"\{0}). Como |gn\ (o} = U|rm\ 0} = u, entao
para todo & € C*(R"\{0}) temos que: (& — i)(6) = @(6) — () = u(6) — u(6) =0 V 6 €
C2(R™\{0}).

Suponhamos que S(i — @) = {0}. Logo pelo Teorema [1.4.7} @ — @ é uma combinagao linear

de derivadas de dg, ou seja existem c, tais que u = u + g Ca0g -
|| <k
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Notemos que

k
v=1—1 :Z 2000 = Z anaa(so
al<k

=0 \lal=j

v~
uy

Mostraremos que ¢, = 0, Va. Fixado oy com |ap| < k, tomemos ¢g € C°(R™\{0}), onde

¢o = 1 numa vizinhanca de zero. E dai ¢(x) = x*¢g(z), como v é homogénea de grau a,

temos que:
k k
<V, >=1" < v, >=t" <Z S 0% ,¢t> —¢a <Zt”+ﬂ > cad”s, ¢>
J=0 \la|=j J=0 =5
Logo, < v, ¢ >= tot"tleol(—1)leole, mas < v, ¢ >= (—1)lle,,
Dal, a+n+|ay| =0 = a = —n—]a | Contradizendo a hipitese sobre a. Assim

co =0, V a. Logo, @ = u.

Observe que 0%dy é homogeénea de grau —n — |a|. De fato,
(0%00, ) = ((0%0), t"¢(tx))

= 1 ((0°00). (1))
= (1) (B (), 670" 6) (1))

- (-1 >'a't”+‘a'<6<>< 8)(ta)
= ) (55, 0%)
= ¢l (96, 6) .

Logo,
< 0%, ¢ >=t"71l < 9960, ¢, >, ¥V p € C°(R™) e t>0.

(Existéncia) A demonstragao da existéncia da extensdo serd feita em 5 passos.

(Passo 1) Se u é uma fungao em L] (R™\{0}) e ¢ € C>*(R"\{0}), entao em coordenadas

esféricas podemos escrever

<u,p>= / / r* g (rw) drdw
|w|=1
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Isto sugere que, para ¢ € C°(R") arbitrario, é natural considerar (R,¢)(z) =< t©™" ' ¢(tx) >
com 0 # x € R", como dado no Lema [2.3.5] o qual também afirma que R, uma aplicacao
continua de C°(K) em C*°(R"\{0}) para K CC R™

Observemos que como z¢ ¢ homogénea de grau a, segue que R,¢ ¢ uma funcao homogénea

de grau —n — a. De fato,

(Rad)(lz) = <2t g(tla) >
= U< o(tl) >
= ' <t g(tla) >
= 7' <t (H) > com 1h,(s) = ¢(sx)
= 7' <t (¢,)i(t) > usando a homogeneidade de ¢4, temos
= T g g (8) >
= et <t g (ta) >
= e < L (i) >

= U (Rag)(2).

= Y(tx)
t
com x # 0. Observemos que, YR, € C(R™"\{0}) e que R,(YR.9)(x) = (ORaqb)(x)

(Passo 2) Agora tomemos ¢ € C2°(R"\{0}) como no Lema [2.3.2, ou seja,

=1
. De
fato,
Ry($Rup)(x) = <t§"71 (YRu9)(ta) >
_ / (9 (1) Ry () dt

0

= / h (L)t T Ry () dt

— (o)) [
— (RO

Mostraremos que, dado u satisfazendo as hipdteses deste teorema, temos por (2.3.4) que
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< u,®¥R,¢ > independe da escolha de 1. De fato, dados, 11,1 € C°(R™\{0}), temos:
/ rot () — ahy) (ra) Rep(ra)dr = / r () — g (raz) Reg(z)r ™ "dr
0 0
= Raola) [0 - ) ra)dr =
0

Donde podemos concluir, < u, 1 R,¢ — Vo Ryp >= 0 =< u, Y1 Ry >=< u, Yo Ry >.

(Passo 3) Também ¢ valido que < u, ¥ R,¢ >=< u, ¢ >, se ¢ € C°(R"\{0}). De fato,

| twre = oade = [T Rl — [T g0 dr, pelo Passo 2, temos
0 0 0
— Ruo(z) — Red(z) = 0.

(Passo 4) Do passo 3 é natural definir @ como:
< U, >=< u,YPR,p > (3.2.1)

para todo ¢ € C°(R™). Mostraremos que @ é uma distribui¢do que estende u para R™.

Com efeito, se K é um compacto de R"\{0} tal que S(¢) C Int(K), entdo

| <u,¢>| = | <u,pRep > |

< C ) [0*(WRa¢)|| pois u € D'(R"\{0})
|| <k

= C1 > [I(0°¢)Ra(0°9)]]
la+B|<k

S R C N TRCEAI
la+BI<k

< 0 3 IR@D)llook
la|<k

< Oy ij(f)aqﬁ) pelo Lema [2.3.5]
<k

< Cspy(¢) para j'=j+1
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E mais pelo Passo 3 temos que < @, ¢ >=< u, Yy R, >=< u, ¢ > para ¢ € C°(R"\{0})

(Passo 5) Mostraremos que a extensao @ de u ¢ homogénea de grau a. Para isso, observemos

primeiramente que:
(Rad)() = < 15" 6(rt) >
= "<t g(rtx) >
= Tt <t rg(rta) >
= <t rg(rt) >
= Mt <t (rt) >
= prlpmemntl o tffr"_l, P(t) >
= <t g(tr) >
= r “Ryo(x).
Dai, pela igualdade segue que:

< U, Qp >=< U, YRy >=1% < u, Y Rep >=1t"% < u,¢ >

ou seja, < U, oy >=1"* < 1u,¢ >. Logo u é homogénea de grau a.

(Passo 6) O operador dado por:
D'(R™\{0}) — D'(R")
U U

¢ continuo. De fato, dado u € D'(R"\{0}) seja u,, uma seqiiéncia em D'(R™\{0}) tal que
u, — u em D'(R"\{0}). Devemos provar que @, — u. De fato, lim < (4; —u),¢ > =
j—oo

lim < (u; —u), PR, >= 0, Y¢ € C°(R"), o que prova a continuidade do operador acima.
j—o0

(Polinébmio Homogéneo ) Finalmente se P(z) é um polinémio homogéneo, entao mos-

traremos que o grau de (Pu)” = Pu é (a + grau P) e que (Pu)" = Pu. De fato, pelos
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resultados ja provados neste teorema podemos garantir que existe uma extensao homogénea

(Pu) de Pu. Seja m = grau de P, dai

< Pu,p> = <u,P¢p>
= t*<u,(P¢) >
= t* <u,t"(Po)(tx) >
= t* <u, t"t"P(x)p(tx) >
=t < Pu,t"¢) >

= """ < Pu,(¢); > .

Assim, temos que o grau de Pu é a+m. Como o grau de % coincide com o grau da extensao
de u, entdo o grau de (Pu) = Pu é igual a a + m.

Observamos que Pu é uma extensao de Pu. De fato, para ¢ € C°(R"\{0}), temos que:
< Pu,¢ >=< i, Pp >=< u, Pp >=< Pu,¢ > .

Como (Pu)’ é uma extensao de Pu, entao S((Pu)” — Pu) C {0} e, analogamente como
mostrado no inicio desta demostracdo, obtemos que (Pu)" = Pu. Também analogamente
segue que (O;u)" = 0;1.

Abaixo, segue alguns calculos adicionais que julgamos serem pertinentes a demostragao sobre
as extensoes dadas acima.

Para ¢ € C2°(R"), temos que:
< (Pu),¢p> = t“7" < (Pu), ¢ >
= """ < Pu,YR,¢ >
= " < Pu, Yt "Ry >
— < ut"PYR,G >
= < u, PR, (Pg) >
— <, P>

= < Pu,¢>.
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Lembremos que < u,t™ Py R,¢ >=< u, v R,(P¢) >. De fato,

<u,t"PYR,p > = / u()(2)t™ P(x) Rog(x)dx
= [u@penp) [ o
_ / (@) (@) / (1 P(2) () db
_ / (@) () / (L P () bt db

- / w(2)(x) Ra(PS)d
= <u, YR, (P¢p) >

Mostraremos que o grau de (J;u)" é a—1 e (0;u)” = 0;u. De fato, pelos resultados ja provados

neste teorema podemos garantir que existe uma extensao homogeénea (0;u)" de J;u.

< Oju, ¢ > = 1) <u,0;¢ >

Dt* < u, (0j¢); >

Dt* < u, t"(0;0)(tz) >
Dt <, (9;0)(tx) >
Dt <, 95(o(tz)) >
Dt < u, t"0;(o(tx)) >

1

(1)
(=1)
(=1)
(=1)
= (=)t <, 1(0;0)(tx) >
(=1)
(=1)
(=Dt <, 9;(t"¢(tx)) >
(—1)

1t~ L <u, 8](¢t) >
= vl < 8ju, Oy >

donde concluimos que o grau de d;u ¢ a — 1.

Observemos que o resultado acima estende a proposicao item (2).
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Capitulo 4

Extensoes para R" de distribuicoes

Homogéneas em R"\{0} - Parte II

4.1 Introducao

Como vimos no Capitulo 2, para n = 1 uma distribuigdo homogéneas em R\{0} nem sempre
admite extensao homogéneas para R, no entanto tal extensao nao é homogénea. Na préoxima

secao estenderemos tal fenomeno para n > 1.

4.2 Extensoes quando a ordem pertencer a Z_

O préximo mostra como se estende para R” distribui¢oes homogéneas de grau a em R™\{0},

quando a ¢ um inteiro negativo.
Teorema 4.2.1. Se u € D'(R"\{0}) € homogénea de grau inteiro a = —n — k < —n, entdo:

(1) u tem uma extensao v € D'(R™) satisfazendo, para t > 0

9(0)

ol

<, >=tF" <, ¢ > Hlog t Y < u, x>
la|=k

(4.2.1)
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(2) Duas quaisquer extensoes de u satisfazendo (4.2.1)) diferem por uma combinagao linear

de derivadas de ordem k de d.

(3) Uma extensao homogénea existe se, e somente se,
<u,z% >=0 (4.2.2)

para |o| = k. Mostramos que (4.2.2) independe de .

(4) Uma escolha consistente de extensao pode ser feita de forma tal que (Pu) = Pu para

todo polinomio P homogéneo.
(5) u tem paridade oposta a k, isto é, < u, ¢ >= (—1)"! <, ¢(—x) >, se e somente se
< u, ¢ >= (sgnt)t* < u, ¢y >, t #0 (4.2.3)
com ¢ € CX(R™\{0}) vale.

(6) Seu satisfaz (4.2.3) e u € homogénea de grau a, entao (4.2.2) vale. E mais existe uma

unica extensdo U satisfazendo (4.2.3|) para toda ¢ € C2°(R™). Além disso U é dada por

(,9) =% (< tkléw') >u) , (4.2.4)

sendo tF = (Hio)_k;(t*io)_k =t P4 (=1)k 2k

Demonstracao:

Demostragao de (1)
Motivada pela relagao (3.2.1)) definimos uma extensao u de u por < @, R,¢ >. Primei-

ramente vejamos que,

6agb

R—n—k ¢<x) = t_n_k R—n—k¢t + lOth
|lal=k
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R,y ¢u(z) = <o t"(tra) >
= t"< r;k_l, o(tra) >
= t 4" <r "t g(tra) >
= t " <r "t o(tra) >
= "< Pt y(ts) >
= t"l< r;k_l,wt(s) >
= ikt (< r P (s) > —logt %

!
Oy o(rx)
Kl

= "tk (< ri " o(ra) > —logt

= 1"™(R_,_1p(z) — logt®(x)).

aqui ® é a parte homogénea de grau k na expansao de Taylor de ¢. Assim,

<u,p> = <“=t_n_k¢ Ry +logt > x"aaj!(o) >

o=k

= tF" <wu,YR_, ¢ > +logt <U Z x%aaj'(o)>

|la|=F

= ¢k < wu, ¢y > +logt Z <u,xaw—aa2f0>>

laf=k

=t <, ¢y > +logt Z (u, %)

laf=k

79(0)

ol

Observagao: ([4.2.1]) é andlogo a (2.2.11)). Além disso tal extensao pode depender da escolha
da 1.

Demostragao de (2)

Pelo Lema [1.4.7, qualquer outra extensao de u é da forma U = u + Z a,,0%0g.
o] <1

Substituindo % por U — Z a,0%0 em (4.2.1)) o termo do logaritmo nao muda.
lal<t
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Mas introduz-se um outro termo, a saber:

> (1= ) ag 0%, (4.2.5)

o<l

De fato, temos:

<U - Z aaaaém ¢> - t_k_n <U - Z aaaa507 ¢t> + lOgt Z <U, 1.04¢> aaZ;(O) :

e R o] =k
Mas,
(D000 0) = (3 aud0, " 0(1) )
= — Z aa(—l)‘o‘| <§0, t”*la‘(é)agb)(tx»
= =) aat"M (076, 6).
Dai:
<U, ¢> _ tfnfk <U, ¢t> + <Z(1 — t|a|7k>aaaa(507 QZ5> + logt Z <U, xaw> 8“25'(0) .

Se |a| # k e a, = 0 entdo (1 — t=*)a, =0,V ¢ > 0.
Demostragao de (3)

Claramente existe uma extensao homogénea se, e somente se
<u,x*p >=0 quando |o| =k

Pois se < u,z%) >= 0 o ultimo termo de (4.2.1) se anula logo tal extensao é homogénea.

Reciprocamente, se @ é homogénea e como log t # 0, temos que » (u, ) 8‘1%!(0) =0, Vo.

Assim, < u, x* >= 0.

Afirmacao: Reescreveremos como X(z%u) =0 quando |a| + grau u = —n.
Observe que se v é homogénea de grau —n em R"\{0}, entdo temos que < v,¢p >

independe da escolha de 1.
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De fato, dados 1,19 € C°(R™\{0})
/ e (g — ) (ra)dr = / T Wy — o) (ra)dr = 0.
0 0

Pelo Lema temos que < v, (1 — ¥y) >= 0.

Observemos que (4.2.2), z%u é homogénea de grau —n. De fato,

< x%u, ) >

< u,x%p >, por (2.3.2));

= t* <u,(z%Y); >

= 1" <, (tx)*Y(tx) >

= 9T <, ol (tr) >

= ot <y ay(ta) >, o] =k=-n—ua
= < z%,(tr) >

= " <xu, t"P(tr) >

= tT" < x%u, P > .
Tomemos v = x“u e reescreveremos a igualdade (4.2.2)), da seguinte forma:
Y(z%u) =0 quando |af+ grau u = —n,

onde S(v) =< v, > para uma 1) fixa.
Também reescrevermos (4.2.1)) como

9%¢(0)

ol

<, >=tT"" <, ¢ > +logt Z S(x%u)
|a|=k
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Se v é uma funcao continua podemos introduzir coordenadas polares temos:

Yv) = <v,¢>
= /0 v(x)Y(z)de

= / / v(rw)w(wr)rndwﬁ, usando homogeneidade de v
0 |w|=1

r

00 d
_ / / 0y (w>w(wr)r”dw—r, usando Fubini
0 |w|=1 "

_ /| | wton S v

- /|w:1 o(w)dw.

Assim, ¥(v) é a integral de v sobre a esfera unitaria.
Observacao: Notemos que, se u ¢ homogénea de grau a, e a nao ¢ inteiro menor ou igual

que —n, entao (3.2.1)) pode ser escrito na forma:

<u,p> = <u,YR,p >
= < (Ra®)u,1p >
= Y((Rag)u)
= B(<t" M, ¢(t.) >), onde ¢ € C°(R™)

pois, (R,¢)u é entdo homogénea de grau a —n —a = —n.

Entretanto quando a = —n — k é inteiro < —n entao (3.2.1)) depende da escolha de .

Demostragao de (4)
Se P é um polinémio homogéneo de grau m, fixada @ uma tal extensao temos que (Pu) =
P1. De fato,

< Pu,¢ >=<u,Pp >=<u,YR_,_Pop >
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Mas,

R, P = <t ' P(tr)g(tr) >
= <M p(2), e(tr) >
= P(r)< ti‘_k_l,gb(t:x) >

= PRm—n—k:¢'

Dai,
< P, ¢ >=< u,YPR_,,_jym® >=< Pu, YV R_,,_p1mmp >=< (Pu)’, ¢ >

Demonstragao de (5)
Suponhamos que u tenha paridade oposta. Se ¢t > 0, (4.2.3)) é valida, pois < u, ¢ >=
t* < wu, ¢y >. Agora se t < 0, também concluimos que (4.2.3)) é valida, pois:

<u,p> =
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= <, t"g(tr) >

D) < u, ¢y >

(=1)
—)(=1)"" <u, 6 >

(=1)

)

Reciprocamente (4.2.3) é valida. Serd suficiente tomar ¢t = —1,

<u,p> =

Observagao : Se u é uma fungio entio parat = —1, nos da que u(z) = (—1)*u(—x).
<ub> = [(sgn ) < u, by >
— [(sgn 0} [ u()o(ta)ds
= (D1 [ @)1 s(-a)ds
= (—1)“+”+1/u(x)¢(—m)dx
= () [ua)o(ds
= (0 [u(-)oas

= (=D <u(—2),¢(x) > .
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Demonstracao de (6)

A igualdade (4.2.3) sempre implica em (4.2.2)). De fato, se ¢ é par, ou seja ¢(z) = ¢¥(—x) e
se ¢(z) = x*(x), com |a] =k e 1 satisfazendo (2.3.1)), entdo para t = —1, temos,

<u,p> = (=1)(-1D)*<u,¢p_q >
= (=D(=1)" <u, (=1)"¢(—z) >
= (DD <u, (=1)"(=2)"Y(-z) >
= (~1)(-1)* <u, (1) () >
= (D=1 <u, (=1)"Fo(x) >
= (DD <u, (=) "¢(z) >
= (-1)<u,¢>

Portanto < u, ¢ >= 0. Logo u possui uma extensao homogénea, pois < u, x*y >= 0.
Mostraremos que existe uma uma unica extensdo homogénea  satisfazendo (4.2.3) para
¢ € C*(R") e ¢, dada por:

<tmlig(t) >
9 u

Primeiramente, mostraremos a unicidade de tal extensao homogénea 1. Notemos que

<u,¢>:2< ),V¢EC§O(R”).
< 0%, >=t"T""F < 9%, ¢ >,
para todo t # 0, onde |a| = k. De fato,
R < 0%,y > = TR < 0%, 1" ¢(tx) >

= t77"<09%, ¢(tx) >
= t7F (=Dl <5 0%¢(tz)) >
= tF(=1)ll < 5, ¢ (9¢) (tz) >
= (=1)"(0%9)(0)
= (=) <50 >
= <0%,¢ > .
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Pela igualdade acima, segue que:

<U—-d,06> = t " "<U—1u,¢ >
= <D 0,0, ¢, >
= Zaat‘”"“<8a5,¢t>
= Zaa<8a5,¢>.

para t > (. Também temos, para t < 0 que:

<U-—-u,¢> =

Dai, como U — 4 =)0, 0% e U — i = — ) a,0%, entdao Y a,0*d = 0 o que mostra pela
observagao do Lema que a, = 0.
Agora mostraremos a existéncia.

Lembrando que a +n = —k, calculemos,

<t™* o) > = <t7F T et) > +(=D) T < gt >
= <t et) > + (=DM <t g(—t) >

= <t "hot) >+ <t o(—t) > .
Se U é uma extensao de u definida em (3.2.1)), entao por (4.2.4) obtemos que

2 <,¢>=<U¢>+(-1)"""1<U¢_ >, (4.2.8)
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com ¢ € CX(R™). De fato,

2<t,0> = B(<t M é(t) > u)
= S(<t7 o) + (=D e(—t.) > u)
= (<t F o) >u) + (-1D)FIS(< T p(—t) > )
(

= Y(R_ppou) + (=1 'S(R_ you)

= <u, YR, 10() > +H(=D)"" <u, R, po(—.) >
= <Ué()>+(-D)""1<Uep(-.)>

= <U¢()>+(=1)""* 1 <U¢_() >

Afirmagao : (4.2.4)) define uma distribui¢do em D'(R™). Como U é uma distribuigao, entao
em (4.2.8) @ define uma distribuigao.

Afirmacgao: u ¢é extensao de u e satisfaz (4.2.3)).

Se ¢ € C(R™"\{0}), e vale (4.2.3) entdao o lado direito da equacao (4.2.8)) é igual a

2 < U, ¢ >, pois:

2<i,0> = <Ud¢>+(=1)"" " [(=1)(-1)""* < U¢>]
= <U¢>+(=1)"F -1y ! < ¢ >

= 2<U¢>.

Logo, podemos concluir que @ = U em R™\{0}.
Finalmente concluimos que < @, ¢ >= (sgnt)t® < u, ¢, > para toda ¢ € C(R™), ou seja @

satisfaz (4.2.3)). De fato, para t = —1, temos:

2<U,¢ 1 >=<U,¢p_1 >+ <U ¢ >=2(-1)"""1 <q,¢>

Donde podemos concluir que:

<tu,¢>=(—-1)(-1)*< U, p_1 >
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Capitulo 5

Solugoes Homogéneas em R"\{0} do

Operador L = ) N0z, — a

5.1 Introducao

Neste capitulo, nés estabelecemos um analogo ao Lema para solucao homogéneas em
R™\{0} de L = > \jz;0,, — a. Descrevendo portanto trés formas equivalentes para definir
solugoes homogéneas em R™\{0} desta classe de operadores. Na segao 5.2 estudaremos o

caso L = x10,, + 1220, — a e na se¢ao 5.3 o caso geral.

5.2 Operador L = 210,, + pr20,, —a com p >0

Consideraremos o operador L = x10,, + px20,,, com pu > 0 e 1,22 € R. Vamos motivar a

extensao do Lema [2.3.3] para o caso ;> 1. Seja
ai a2

u = .CL‘1+$2+

com Re (a1), Re (as) ¢ Z_.
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Observemos inicialmente que, para todo ¢ € C°(R?),

<u,Lp> = < L'u,¢>
= < (=210, — px20,, — 1 — p)u, ¢ >

= < (—a;—pag—1—pu,¢ > .
Portanto as escolhas naturais para as condicoes expressas no Lema [2.3.3] serao :
(b") (a1 + pa) + (14 p)] <u,¢ >+ < u, Lo >=0.
Novamente comparando com (b) escolheremos
a = a; + pas

como sendo o grau de homogeneidade de u, com A = (1, u). Com as homotetias Hf, ), (71,72) =

(tMay, t2235) e H(s) = t7s, definimos
Gea (21, 22) = H o, (O(H{y, vy (21,22))) =t 220 (8 0, #72,)

propomos entdo que (a) serd substituido por < u, ¢ >=t* < u, ¢, >. Com estas escolhas,

temos:

Lema 5.2.1. Seja u € D'(R*\{0}) ea € C e A = (1, ), sdo equivalentes:

(a’) <u,¢>=1" <u,Pp) >, com ¢pr(x)=t"TFp(tay, tFas) ep >0 Vo e CX(R*\{0})
(b)) [a+ (1 +p)] <u,d>+ <u, Lop>=0, ¢ e C>R2{0})

(c’) <u,>=0, se ¥ € CX(RN{0}) e [°rotUTW=y(ray, rias)dr =0

Demonstracao:

Mostraremos que (a’) = (b'), diferenciando (a’) em relacdo a t, usando o Teorema [1.4.3]
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daf seguird que, [a + (14 p)] <u,¢ >+ <u,Lp >=0, ¢ € C(R*\{0}). De fato,

0 = %<< u(xth)a(b(xluZQ) >)

d
= %(ta < u(zy, ), Pea(w1,22) >)

d
= E@a < U(IEl, Ig), t1+“¢(tx1,t“x2) >)
= < u(zy, xo), [T (tay t#25)] >, pelo Teorema [[.4.3

<, fa+ (14 p)]tlerOmI=1g e, thay)

4+ lat(n)] [t_ltwl (Op, &) (ty, tras) + ,ut“_lxg(amgb)(tl’l, thry)] >

[a+ (1 + )]t (u, e P(tay, t#22))
+ ot <u, A [t21(0p, @) (21, tF20) + pttxo (0, @) (tay, t“fL’z)D
= o+ (14 @]t (u, dea(wr, w2)) + 971 (u, [£1(00, &) + pia(ayd)], (21, 22))

= o+ @+, ¢) + (u, Lo)

Agora (V') = (), para provar esta implicagao basta verificar que a equagao [a+ (1 + p)]¢ +
Lo = 1, tem solugao ¢ € C°(R?\{0}).
Tal equacao diferencial pode ser escrita como:

0
_(Ta+(1+“)¢(7“$1, rhry)) = TGHH”)_IID((T%, rh1y)).

or
Com efeito,

0
—(r[“+(1+“)]¢(m1,r”x2)) _ [a—l— (1+M)]T[M(H”)}_lgﬁ(ml,r”xg)

or
Ol (g (ray, riay)])

+

la+ (14 u)]r[““lﬂ)}_ld)(rm, rHzy)

plot+m]=1p4. (Op, &) (ray, rhag) + prtae(0,, @) (ray, ras)

+

T[a+(1+ﬂ)]*1[a + (1 + p)o(rey, ras)

plot(+ml=1 (L) (rxy, mxs)

+

e 0Ly (1 i)
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Mostraremos agora que dado ¢ satisfazendo [, rlet0FmI=1y (rgy, riay)dr = 0, entdo existe
¢ € C*(R?\{0}), tal que O, (rler0+mlg(ra,, riay)) = rlatEml=1y(ray ria,). Suponhamos

que tal ¢ exista. Logo,

0
a_(r[a+(1+u)]¢(mh,,,u$2)) _ 7“[“(”“)]711/1(7"1:1,7*”1;2):
’
r[“+(1+“)]¢(rx1,r“a;2) _ /S[aJr(lﬂm1¢<8$1,8“$2)d82>
0
o(rey,mey) = 7“_[“+(1+”)]/ s[a+(1+“)]_1¢(sx1,s“arg)ds
0

Assim definindo ¢, pode-se evidentemente ver que ¢ € C°°(R*\{0}).

Mostraremos que S(¢) cC R*\{0}. Seja r = 1, logo ¢(x) = fl sat<Ae>=Lo(xy, x9)ds.

Temos que S(1)) CC R*\{0} isto é, existe R > 1 tal que S(v) C A(0,%,R) = {=z :

+ < |z] < R}. Se |z| < £ entdo, ¢(x) = fol slat(+m=1 o (1 29) ds = 0. Se || > R entdo,
—_——

=0

() = f a1y (21, 25)ds = 0. Portanto S(¢) C A (0, 5, R), isto ¢, S(¢) cC R?\{0}.
Logo < u,t >=<u, [a+ (1+p)]¢p+ Lo >=[a+ (1+p)] <u,d >+ < u, Lo >= 0, por (b").
Mostraremos agora que (') = (a’). Seja ¥(y1,y2) = ¢(y1,y2) — t*[H{; yd(H(, )], com ¢ €
C°(R?\{0}). Desta forma, temos que ¢ € C°(R?\{0}). E mais, [~ r* ' (ray, ras)dr = 0.

Para mostrar isto basta tomar ¢ € C°(R?\{0}) e, para x # 0 fixo, temos que:

/ rl O (i, ) — 1 [H{y o d(Hy ) ldr =
0

/ P I Gy, rwg) — 4G ((tr)ay, (tr) ) dr =

0

(I 1y ) — gL e (1), (1ra)) =
<r£f-|-(1+lt)}—17 gb(rml, THZEQ» . t“+1+“<7“[f+(1+“)]_17 ¢((tr)x17 (t’l”)“l'Q» =

et QT I g by, (1)) — e T gt (1)) = 0
Dai, por hipdtese, segue < u, 1 >= 0, ou seja, vale (a’).
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Lema 5.2.2. Eziste uma 1 € C°(R"\{0}) tal que
o0 Ht
/ Mdt =1, com x#0 e X\ >0 (5.2.1)
0

Demonstragao:
De fato, tomemos n = 1, segue andlogo ao caso em A\ = (1,1,...,1), ou seja ao Lema
Para n > 1, tome 1(x) = (pyr(x)), sendo py(z) = \/(ml)% + (%2)% + ..+ (mn)ﬁ com 1y
como no Lema [2.3.2
/‘” w<H§<x>> it /°° wz(px(h;i(ﬂf)))dt _ /°° w(tzotx(w))dt - / Falty) gy
0 0 0 0

t

com z # 0. [ |

Daqui em diante, consideraremos as homotetias Hj(z) = (tMxy,...,t""x,) e Hi(s) = t7s.
Definimos

dra(e) = Hy($(HY (2))) = (g, ., ),

com z € R™.

Defini¢ao 5.2.1. Uma fungao em R” é dita A - homogénea de grau m € R se f(Hi(z)) =
t™ f(z).

5.3 Operador L =)\ x;0;, —a com \; > ( para todo i

Nosso proximo resultado descreveremos trés formas equivalentes para definir solugoes ho-

mogéneas em R™\{0} desta classe de operadores, com < \,e >= > \;.
Lema 5.3.1. Seja u € D'(R"\{0}). Sao equivalentes:

(a) <u,¢>=t* <u,dp\ >, V¢ e CPR"\{0}).

(b) [a+<XNe>|<u,¢>+<u,Lp>=0, ¢ecC*R"\{0}).

(¢) <u,p>=0, se € CXR"\{0}) e [~ rot=¥>"Ly(H](z))dr =0.
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Demonstracao:
Mostraremos que (a) = (b), diferenciando (a) em relagao a ¢, usando o Teorema

dai seguird (b). De fato,

d

0 = Z(<ul), o) >)

d

_ dt(ta <u(x), pea(z) >)

d
= L < ulw). By 0B (@) )
= (u(z), [tT*lg(Hi(x))]), pelo Teorema
= <u,fat+ < A e ST (1 (1)) 4 et 2N < N e > <M, 0) (HE ()] >

= Ja+ < Ae ] (u, N g(HL (2))) + 107 <u,t<“>[z tAi:ci(ﬁxi(b)(Hf\(x))D

= Jat < A e >t (u, ¢y (z) ta1< [Z/\I’ i } x)>

Mostremos que (b) = (c¢). Para provar esta implicacao, basta verificar que a equagao
l[a+ < e, A >|p+ Lo =1

tem solugao ¢ € C2°(R™\{0}).

Tal equacao diferencial pode ser escrita como:

0
5 (’I"a+<e’/\>¢(H;(l‘))) — Ta+<e’>\>_1@/1(H;(l‘>).

Com efeito,

55



Sl (G(HY ) = fo < e, A ] (g 2))

0
gl (o (1))

= ot < e\ S]ler<e g ()
i [a+<6/\>]Z)\7’ (0, 0) (Hy())
= lat < e, A Sl (H (2)
L plat<ens)- 1ZAT 2i(0r,®) (H) (7))
= ploF<eX>=la g < e X S]o(HY(x))
o plat<e XLy (T (7))

_ r[a+<e,/\>]—1w(H§(x))

Mostraremos agora que dado ¢ satisfazendo [ rlet<*>1=1y)(HY () = 0, entdo existe ¢ €
O3 (R {0}), tal que 0, (< g(H () = re+<A>1-1(HY (). De fato,

0
E(r[a+<)\,e>}¢(H§(x)) _ T[a+<)\,e>]flw(H;(w)>:>

r[a+<>\,e>}¢(H;(x)) _ /07“ S[a+</\,e>]—1¢(Hf\(x))dS
o(HY(z)) = plot (4w /0" lat ()= YW(H3(x))ds

Assim definindo ¢, vé-se que evidentemente, ¢ € C*°(R™\{0}).

Mostraremos que S(¢) CcC R™\{0}. Seja r = 1, logo ¢(H; (z) f slot(Fml=1y) (1) ds
Temos S(1) CC R”\{O} isto é, existe R > 1 tal que S(¢) C .A(O, L. R) = {z: % <
lz] < R}. Se |z| < & entdo, ¢(x fo glat<ie>]- 1@\[)\(/2 s = 0. Agora, se || > R entao,

=0

¢(x) = [ slet(+0l=-Lyp(z)ds = 0. Portanto S(¢) C A (0, 5, R), isto é S(¢) cC R™\{0}.
Logo , por (b),

<u, ) >=<u,lat+ < \e>|p+ Lo >=la+ < \je > <u,¢ >+ < u, Lo >=0.

Mostraremos agora, (c) = (a), seja 1(y) = ¢(y) — t**}>¢(H}(y)), com ¢ € C(R™\{0}),
temos que ¢ € CX(R™\{0}). E mais, [ r* " (H}(z))dr = 0. Para isto basta tomar
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¢ € C°(R") e, fixando = # 0, temos que

/ Pl A1 (1)) — 4N G(HY (2))drr =
0

(AT B () — g N AT () )
t[a+</\’e>]_1 <T—[iz_z—|-<)\,e>]—17 t¢(H§tT> (I))> . ta+<)\,e> <,r,£l_l+<>\,e>]—1, ¢(H>(\t7“) (l’))> —

t[a+<)\’e>],1<r£{_z+<>\,e>]—1’ t¢(H>(\tr) (l’))) . ta+<>\,e>71<,’{g+<)\,e>]—17 tqﬁ(H/(\tT) (l‘)» — 07

dai por hipdtese, segue < u,1) >= 0, ou seja, vale (a). Completando assim a demostracao

do lema. [ ]

Corolario 5.3.2. O operador R, : CX(K) — C*(R™\{0}) definido por

(Rapd)(x) =< 27771 6(Hf(2)) >, 0 #z € R™. (5.3.1)
Demonstragao:
A continuidade de R, segue analogamente ao Lema [2.3.5] [ |
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Capitulo 6

Extensoes para R" de Solucoes
Homogeéneas de L) , = > \jz;0y, —a em

R™\{0} - Parte I

6.1 Introducao

Neste capitulo mostraremos que sob certas condigoes em a e A, solugoes homogeéneas de L) ,

em R™\{0} se estendem para uma solucao em R". Tal resultado estende o Teorema do
Capitulo 3.

6.2 Extensoes de Solucoes Homogéneas quando a ordem
nao pertencer a Z._

O préximo resultado estende o Teorema do Capitulo 3. Neste capitulo consideraremos

a um nao inteiro negativo.
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Teorema 6.2.1. Se u € D'(R"\{0}) ¢ solu¢io de Lu = au, e a nao é um inteiro <

— < A,e >, entao u tém uma unica extensio i € D'(R™) a qual satisfaz Li = at, sendo

Demonstragao:

(Unicidade) Mostraremos a unicidade da extensao de u. Sejam @, @ € D'(R™) distribuicoes
que satisfazem Lu = au e Lu = at e sao extensoes de u € D'(R"\{0}). Como u|gn\ (0} =
U|rm\ {0} = u, entdo para todo ¢ € CP(R™\{0}) temos que: (& — u)(p) = (o) — u(p) =
u(@) —u(¢) =0 V¢ e C2(R"\{0}).

Suponhamos que S(i — @) = {0}. Logo pelo Teorema , 1 — U é uma combinacao linear

de derivadas de dg, ou seja existem ¢, tais que 4 = U + 5 Ca0p -
loo| <k
Notemos que

=0 \lel=j

V=1 — azz 2050 = Z anaaao
a|<k

~~
uj

Com o mesmo processo do Teorema [3.2.1| mostra-se que ¢, = 0, Va. Logo, u = .

Observemos que pela regra da cadeia temos que 9% (¢po Hi(x)) = t<**>(0%¢)(H.(z)).

Notemos que 0%dy é homogénea de grau — (A, e) — < a, A >. De fato,

(000, 6,) = {(0°60), t*G(HL(2)))
— %9 ((9°60), 6(H(x)))
= POyl (5o(x), 0 (p(HL(x)))
=t (1)l (o), <N (07 ) (L ()
= (— 1)l (5 (2, (9°9) (HY ()
= theF<ad>(_pylal (5. geg)

_ t<>\,e)+<a,)\> <aa507 ¢>
Logo, < 0%y, ¢ >=t=Ne=<ar> < ga5y ¢, > ¥V ¢ € CO(R") e t > 0.

59



(Existéncia) Dividiremos a existéncia da extensao de u em 5 passos.

(Passo 1) Se u é uma funcao em L}, (R"\{0}) e ¢ € C>(R"\{0}) entao, podemos escrever

_ OO a+(\e)—1 H"
<u,¢p> /w—1/o u(w)r o(H(w))drdw

Como a nao é um inteiro negativo < — < A e >, isto sugere, que para ¢ € C°(R"\{0})

arbitrario, podemos considerar:

(Ropd)(@) = (£ o(H(x))) . com 04z € R,

a qual podemos afirmar que R, é um operador continuo de C°(K) em C*°(R™\{0}) para

todo K CcC R".

at+<e>—1

Observemos que como ¢ ¢ homogeénea de grau a+ < \,e > —1, segue que R, ¢ ¢

uma fun¢do homogénea de grau —a — (A, e). De fato,

(Rapo)(Hy@)) = (#5709 o(Hl (@)
= (T (g ()) )
= (I I ) )
= (N )
= (O @)
= [ Yre-(e <t?j e *1,wg(t)> usando homogeneidade de %)
= 10 (1 g () )
= O (R,\0) (@)

com P (tl) = p(Hi (z))
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(Passo 2) Agora tomemos ¢ € C®(R™\{0}) como no Lema [5.2.2, Observemos que,
Rax¢ € CZ(R™\{0}) € Raa(¢(Rand)(2)) = (Rang)(z). De fato,

Rup(0(Bapd)(@) = (#5797 (0Rar0) (Hly 4 ()
/0 L (B () Ry (HY ()t
- /Owti““) (Y >> N (R r6) ()t

= (Ra )\(b / w H
= (Ra )\¢

Mostraremos que dado u homogénea de grau a(nao inteiro negativo < — < A, e >) satisfa-
zendo as hipdteses do teorema, teremos pelo item (¢) do Lema que (u, YR, 2p) é sempre
independente da escolha de 1. De fato, dados, 11,1y € C(R™\{0}), temos:

| = v H ) Rt (ER oy = [0 = ) (B ) Rasla)r i
= Raole) [ = v Hy )i

Portanto, (u, Y1 Rax¢ — VaRar@) = 0 = (u, Y1 Ra ) = <u7¢2R<a,>\>¢>'

(Passo 3) Também é vélido que (u, YR, ¢) = (u, ¢), se ¢ € C(R™\{0}). De fato, pelo

passo 2, temos:
/ PN (Y R, v — 6) (G (2))dr = / PN R S G(H () dr
0 0

0
= Ra,)ﬂs(m) - Ra,z\¢(£)

O que mostra a afirmagao.

(Passo 4) Do passo 3 ¢ natural definir 4 como:

<7:L, ¢> = <U>¢Ra,x¢> (621)
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para todo ¢ € C*(R™), sendo @ uma distribuicao em R™ que estende a u. De fato, @ é a
extensao de u, pois para ¢ € C°(R"\{0}), temos < u,¢ > = < u, YR\ >=< u, ¢ >.
E mais, & € D'(R™). Com efeito, se K é um compacto de R™\{0} tal que S(¢) C Int(K),

entao:

| <t,0>] = | <u,Ruzp > |
C Y 0" (W Ra) oo,

|la|<k

= 1 Y O Ran(079)]|so.xc

[v+B8I<k

= G > @)oo [1Ran(@70)] oo i

Iv+8|<k

< O, Z [[Rax(070)]|oo

[vI<k

C3p;(0°9)

< Cspji(¢) para j=j' +|al.

IN

IA

(Passo 5) Mostraremos que a extensao de @ de u é homogénea de grau a nao inteiro. Para

isso observemos primeiramente que:

(Rapdrp)(@) = <1577 6,0 (HY () >

- < tf< e)—1 ’r<)\,e)¢(Hrt(x)) >

= P < TR G(HY (@) >

= Ot < o (Y (1) >

= eyt <iﬂ+<)‘e> ,rn(rt) >
= PP 3O (), (1) >
— e ma—(he <tcjr+<“> ’wx(t) B
= r’< 7fa+<A O G(HL(z)) >

= 1 "Roro(x).
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Dai, pela igualdade ([2.2.10)) segue que:
< ua ¢t >=< u7wRa,)\¢t,)\ >= tia < u, ¢Ra,)\¢ >= tia < r[j’v ¢ >7

ou seja, < U, P\ >=1" < U, ¢ >.

(Passo 6) - (Polindmio Homogéneo ) Finalmente se P(x) ¢ um polinomio homogéneo, ou
seja P(H(x)) = t™P(z), entdo mostraremos que o grau de (Pu)" = Pu é (a+ grau P) e
que (Pu)" = Pt. De fato, pelos resultados ja provados neste teorema podemos garantir que

existe uma extensao homogénea (Pu) de Pu. Seja m = grau de P. Dai

< Pu,p> = <u,P¢p>
= t" <u,(Po)y >
= " <u, tM(Po)(Hj(x)) >
= t* < u, " P(2)o(Hi(z))
P TR i B

= "7 < Pu, ¢y > .

Assim, temos que o grau de Pu é a+m. Como o grau de % coincide com o grau da extensao
de u, entado o grau de (Pu) = Pu é igual a a + m.

Observamos que Pu é uma extensao de Pu. De fato, para ¢ € C°(R™\{0}), temos que:
< Pu,p >=<u, Pp >=<u, Pp >=< Pu,¢ > .

Como (Pu)’ é uma extensao de Pu, entao S((Pu)” — Pu) C {0} e, analogamente como
mostrado no inicio desta demonstracao, obtemos que (Pu)" = P4. Também analogamente

segue que (O;u)” = 0;1. |

63



Capitulo 7

Extensoes para R" de Solucoes
Homogeéneas de L) , = > \jz;0y, —a em

R™ {0} - Parte II

7.1 Introducao

Neste capitulo, queremos caracterizar extensoes de solugoes homogéneas de distribuicoes de
grau a < — < A, e >. Apresentaremos condicoes necessarias e suficientes para a, A excluidos
no Capitulo anterior para uma solugdo homogénea de L), em R"\{0} se estende para um

solugao homogénea em R”. Tal resultado é andlogo ao Teorema [4.2.1

7.2 Extensoes de Solugcoes Homogénas quando a ordem
pertence a Z_

O préximo resultado estende o Teorema do Capitulo 4. Neste capitulo consideraremos

a um inteiro negativo.
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Teorema 7.2.1. Se u € D'(R"\{0}) satisfaz Lu = au, com inteiro a = — < A\,je > —k <

— < A\, e >, entao:

(1) u tem uma extensdo @ € D'(R™) satisfazendo

8%( )

<l ¢ >=tFTNT <, > log t Y < u % >
|ae|=k

(7.2.1)

para t > 0.

(2) Duas quaisquer extensoes de u satisfazendo (7.2.1) diferem por uma combinagao linear

de derivadas de ordem k de .

(3) Uma extensao que satisfaz Lu = at existe se, e somente se,
<u,x%P >=0 (7.2.2)

para < A\, >= k. Mostramos que (7.2.2)) independe de 1.

(4) Uma escolha consistente de extensdo pode ser feita de forma tal que (Pu) = Pu para

todo polinomio P A-homogéneo.

(5) u tem paridade oposta a k, isto €, < u,p >= (—1)F1 < u, ¢(H§\_1)(I)) > se, e somente
se

< u, ¢ >= (sgnt)t® < u, ¢y > (7.2.3)

para ¢ € C(R™\{0}) et #0.

(6) Se u satisfaz 1' e Lu = au, entao (7.2.2)) vale. E mais existe uma unica extensao
U satisfazendo (|7 para toda ¢ € C(R™). Além disso i é dada por

(,9) =X << £, AU >u) : (7.2.4)

2

sendo t7F = (Hio)_k;(t*w)_k = tfrk + (=1)k t=*
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Demonstracao de (1)
Motivada pela rela¢ao (6.2.1) definimos uma extensao 4 de u por < u,9¥ R, ¢ >. Pri-

meiramente vejamos que,

— e>— e aa 0
Rocres_in O(x) = t—<Ae>7k R—<,\,e>—k,,\¢t,/\($)+logtz ) i,( )
|oo|=F )
Reanesmiadin(e) = <y HL, o o(HY (@) >
= 9 < Mo (2) >
— <A m—_k—l’t gb(H)(\tT)(:L“)) >
= e o T’kal,t gb(H/(\tT)(x)) >
=t <P N (ts) >
— t<>\,e>—1 < T;k—l, (wi\)t(s) >
8k A
= p<Ahe>—lyktl (< r;kz—l’ (802)(5) > —logt r(i@;)(s) )
: r=0
Ok p(HY
— t<>\,e>+k (< T;k_1,¢(H§\($)) > —logt r(b( A) )
r=0

= TRy esknd() — logt®y ().

aqui ® é a parte homogeénea de grau k na expansao de Taylor de ¢. Assim,

0% (0
<u,¢> = <U7t_</\’e>_k¢ R7<)\,e>fk,/\¢t,)\+log7f§ x® ¢,()
al

|a|=k

0%¢(0
— p<he>—k _ U, YR_xes—p 2Py > +logt <u, Z x%) ¢|( >>
lal=k '

979(0) > Q

ol

= tFTA < ¢y > Hogt Z <u,xo‘1/)

|a|=k

9%¢(0)

al

= NI <, ey > Hlogt Z (u, %)
|a|=k

Observagao: ([7.2.1]) é andlogo a (2.2.11]). Além disso tal extensao pode depender da escolha
da 1.
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Demonstragao de (2)

Pelo Lema [1.4.7, qualquer outra extensao de u é da forma U = u + Z a,,0%0y.

|| <1
Substituindo % por U — Z a,0%d em o termo do logaritmo nao muda, mas introduz-
la|<I
se um outro termo, a saber:
D (1=t ag 0%, (7.2.5)

o<l

De fato, temos:

<U - Z aa8a50,¢> = Thm<he> < Z e, 0% 60,q5t>\> + logt Z u, v* aad)( )

| <l o<l |al=k
Mas,
- <Zaaaa507¢t,)\> = <Zaaaa607 <A e>(H§\(x))>
_ Z |a\ t<)\,e>+<a,>\> (aa¢) (Hi (x>>>
- _ Z aat<e,)\>+<a,)\> <aa60’ (]ﬁ(Hi ((13))> )
Dai,

O]

(U, ¢) =t (U, ¢y 0) + <Z(1 — =0, 0%, ¢ > - logtz u, %

Demonstracao de (3)

Claramente existe uma extensao homogeénea se, e somente se,
<u,z%) >=0 quando, < a,A>=k

Pois se < u, 2% >= 0 o ultimo termo de se anula logo tal extensao é homogénea
Reciprocamente, se @ é homogénea e como log t # 0, temos que > (u, ) aa¢> =0, Vo.

Assim, < u, x* >= 0.
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Afirmagao: Reescreveremos (4.2.2) como ¥(z“u) = 0 quando < «a, A\ > +grau u =
— <A\ e>.
Observe que se v é homogénea de grau — < A, e > em R™"\{0}, entao temos que < v, >

independe da escolha de 1. De fato, dados 11,1, € C°(R"\{0}), temos que
| e e = a3 = [ - da) (@) = 0
0 0

Assim pelo Lema <, (11 — 1) >= 0.

Observemos que (4.2.2), x*u é homogeénea de grau — < A, e >. De fato,

< zu,p > = <u,x™ >, por ([2.3.2));
= % <u, (%) >
= Ut <, (HY (2)*y(HS (7)) >
= TN o M (H (7)) >
— pet<Ae>t<de> u,xal/)(Hf\(x)) > < Aa>=-—<\e>—a
= <a%u,y(Hy(x)) >
= N gy 1N (HY () >

= TN < >
Tomemos v = x“u e reescreveremos a igualdade (4.2.2)), da seguinte forma:
Y(z%u) =0 quando < A\ a > tgrauu = — < A e >, (7.2.6)

onde S(v) =< v,1 > para uma ¢ fixa.
Também reescrevermos (|4.2.1)) como

9%9(0)

al

<, ¢ =t < gy > Hogt Y S(au)
o=k

. (7.2.7)

Observacao: Notemos que, se u é homogénea de grau a, e a nao é inteiro menor ou igual
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que —n, entao (6.2.1)), pode ser escrito na forma,

<u,p> = <u, YRy P>
= < (Rapp)u, ¢ >
= X((Rap@)u)
= B(< tTN Ty, g(t) >), onde ¢ € CX(R™),

pois, (R, ¢)u é entdo homogénea de grau a— < A\,e > —a = — < \,e >.
Entretanto quando a = — < A\,e > —k é inteiro < — < A\, e > entdo (6.2.1)), depende da
escolha de .

Demonstracao de (4)
Se P é um polinomio homogéneo de grau m, fixada @ uma tal extensao temos que; (Pu)" =
P1. De fato,

< Pu, ¢ >=< 1, Pp >=< u,YR_) >y PO >

Mas,

Rooyes kPO = <t7571 P(Hy(2))¢(H)(2)) >
= <tMTP(x), o(Hi(x)) >
= P(x) <tP " ¢(Hi(x)) >
- PRmf<)\,e>fk¢'

Dai,

< Pu, ¢ >=< u,YPR__) s> tim® >=< Pu,YR__) es—p1m® >=< (Pu)’, ¢ > .

Demonstracao de (5)
Suponhamos que u tenha paridade oposta. Se ¢ > 0, (7.2.3) é vélida, pois < u, ¢ >=
t* < u, ¢y >. Agora se t < 0, também concluimos que ([7.2.3)) é valida, pois
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<u,p> = (—t)"<u HA >

)
—t)* < ( )<“>¢( " (2)) >
t)a+<)\e> < u, ¢(H( (z)) >

<u, > =

1) < u,g(H () >

1) < p(HTV (2)) >
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Demonstracao de (6)

A igualdade (7.2.3) sempre implica em (7.2.2). De fato, se v é par, ou seja ¥(H,(z)) =
Y(Hy () e se ¢p(x) = 2%(z), com |a| =k e ¢ satisfazendo (5.2.1]), entdo para t = —1,

temos,

<u,p> = (=1)(-1)* <u,¢_4
= (DD <wu (= 1)<“>¢( H(z)) >
= (=D(=1)" <u, (=) [(—2) ) (H () >
= (=D(=1)* <u, (=) (a) >
= (DD <u, (=)o) >
= (D=1 <u, (=1)"¢(z) >
= (1) <u,¢>

Portanto < u, ¢ >= 0. Logo u possui uma extensao homogeénea, pois < u, x%) >= 0.
Mostraremos que existe uma uma unica extensao homogénea w satisfazendo ([7.2.3)) para

¢ € CX(R") e é, dada por:

ta+<)\e> 1 ¢(Ht())
2

<, ¢ >= z( ),V¢GC§°<R").

Primeiramente, mostraremos a unicidade de tal extensao homogénea 1. Notemos que
< 9%, ¢ >=1""M"TF < 9%,y >,

para todo t # 0, onde < A\, « >= k. De fato,
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tfk7<)\,e> < 80467 (bt,)\ P tfk7<)\,e> < aa& t<)\’e>¢<H§\<$)) >

= t7F < 0%, ¢(H.(2)) >

= tH(=1) < 5,0%(p(H}(x))) >
= tF(=1)lel < 5, N> (0%9) (tx) >
= (=1)"(979)(0)

= (=Dl <50 >

= <0%,¢ >.

De ([7.2.5)) e pela igualdade acima, segue que:

<U—i,¢> = M F<lU—d,¢pp >

_ t—<>\,e>—k < Z aaaad ¢t,)\ >
= > aatmNTTE < 0%, ¢ 5 >
D aa < 0%5,¢ > .

para t > 0. Também temos, para t < 0 que:

<U-—-1u,¢>

MMM

Dai, como U — 4 = >0, 0% e U — i = — ) a,0%, entdo Y a,0*d = 0 o que mostra pela
observacao do Lema que a, = 0.
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Agora mostraremos a existéncia.

Lembrando que a+ < A\, e >= —k, calculemos,

<L) > (1) <2 @(H() >
= <t e(HL() > +H(=D)F <t o(HTV () >

= <L GHN() >+ < o(H () >

<t o(H3 () >

Se U é uma extensao de u definida em , entao por obtemos que
2< U, ¢ >=< U ¢>+(-1)MMH 1 <U g, > (7.2.8)
com ¢ € C*(R™). De fato,

2 <> = D(<t ™ o(HL()) > u)
() + (=D o(HTV() > w)

()) > u) + (-1 S(< 75 o(HTV()) > u)
- Y(R )+ (= 1) S(Roches—ia0u)
= <uYR_cxes—end() > +(—1) " <uYR_ s pad(—.) >
= <U¢()>+(=D)""'<Uo(-.) >
= <U¢()>+(=1)M 1 < U g () >.

( H:

= (<t o(H]

= (<t o(H]
(R

—Ae>—kAQU

Como U é uma distribuicao, entao em ((7.2.8) @ define uma distribuicao.

Afirmacgao: u é extensdo de u e satisfaz ([7.2.3)).

Se ¢ € C(R™\{0}), e vale (7.2.3) entdao o lado direito da equacao ([7.2.8)) é igual a
2 < U, ¢ >, pois:

2<i,¢> = <U¢>+(—1)H 1 [(=1)(=1)"MF < U, ¢ >
= < U,¢ > +<_1)<)\,e>+k71(_1>7<)\,e>fk+1 < U,¢ >

= 2<U¢>.
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Logo, podemos concluir que @ = U em R™\{0}.
Finalmente concluimos que < 4, ¢ >= (sgnt)t* < 4, ¢;, > para toda ¢ € C°(R"), ou seja,
@ satisfaz (4.2.3)). De fato, para t = —1, temos:

2 < U, ppya >=< U, ¢y > +(=1)fTd L < U g >=2.(-1)"FP>"1 <y ¢ >
Donde podemos concluir que:

< ua (b >= (_1)(_1>CL < U7 ¢(—1),)\ >
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