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Resumo

Seja & = (¢1, ..., ¢n) funcdo analitica definida em vizinhanga de uma bola © C R”

centrada na origem tomando valores em R e considere os campos

0NN 0
I 0t] 1 825] aﬂfk

que geram uma estrutura do tipo tubo em R x ©. Este trabalho traz um estudo de
regularidade Gevrey para os vetores Gevrey do sistema £, ou seja, sobre algumas hipoteses
de @, podemos garantir que se u é um s-vetor Gevrey para £, entao u é uma funcao Gevrey

de ordem s, sendo s’ > s.
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Capitulo 1
Introducao

Se P é um operador diferencial linear analitico de ordem m em um aberto 2 C R" e

2
loc

s > 1, dizemos que u € D'(Q2) é um s-vetor Gevrey para P quando P*u € L? (Q) para

todo k =0,1,... e para todo K C €2 compacto, existe C' > 0 tal que
HpkuHLz(K) < Cka!msa k=01,....

Diversas referéncias, como por exemplo [7], [16], [10] e [4], estudam propriedades de tais
objetos. Uma das questoes investigadas é a regularidade Gevrey dos s-vetores Gevrey
para P, ou seja, se u é um s-vetor Gevrey para P, existe s’ > 1 tal que u é funcao Gevrey
de ordem s. Algumas hipéteses sobre P (elipticidade, por exemplo) nos ddo uma resposta

afirmativa com s’ = s.

Neste trabalho, introduziremos o conceito (presente em [8]) de vetores Gevrey para
um sistema £ de campos lineares de primeira ordem que geram uma estrutura do tipo
tubo. Mais precisamente, iremos considerar ® uma func¢ao analitica em uma vizinhanga
de uma bola © C R"™ centrada na origem que toma valores em R™ e tal que ®(0) = 0. Os

campos
0 ~=O0pp O
Li=——1 ——,jzl,...,n,
J 825] 1 8t] al‘k

geram uma estrutura involutiva do tipo tubo (nome dado pela ndo dependéncia de = da
fungao ®) de posto n em R™ x © (¢, sdo as coordenadas de ®). O ortogonal de tal

estrutura é gerado pelos diferenciais de
Zk(x,t) =x + Z¢k(t), k= 17 e,

6



Se Q=U xV CR™x O é um aberto, dizemos que u € D'(2) é um s-vetor Gevrey
para £ quando L*u € L3 (V, L. (U)) para todo a € Z7, sendo L* = L{*...L2" se

loc loc

a=(ag,...,a), edado K = K; x K, compacto, existe C' = Cx > 0 de modo que
o al+1 s n
L o sy 21 (11 y) < Cal Vo € 7.

O conjunto dos s-vetores Gevrey para £ é denotado por G*(€2;£). O caso s = 1
também é tratado como o caso analitico. Assim como no caso em que n = 1, esta-
mos interessados em estudar inclusées G*(2; £) C GSI(Q), com 1 < 5,5, ou seja, obter
regularidade Gevrey dos vetores Gevrey para £.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar de forma detalhada os resultados
obtidos em [8] sobre regularidade Gevrey dos vetores Gevrey para o sistema £. Quando
colocamos mais algumas hipdteses sobre @, as referéncias [2] e [5] nos mostram que o
estudo de hipoelipticidade analitica em vizinhanca de 0 de solucoes de Lju = 0,7 =1,...n
estd relacionada com o fato dos funcionais t — ®(¢)-£ nao terem minimo em ¢ = 0 quando
& # 0. Isso nos motivara a supor que tais funcionais sao aplicagbes abertas.

Sob essas condigoes, a referéncia [8] demonstra que todo vetor analitico para £ é uma
funcao analitica. No entanto, mesmo nessas hipdteses, se m = n = 2 podemos encontrar
um s-vetor Gevrey que nao é funcao de classe C!, enquanto que se m = 1, conseguimos
garantir que todo s-vetor Gevrey é uma funcao Gevrey de ordem s’, sendo que s’ depende
tanto de s quanto do expoente de Lojasiewicz da funcao ®. Todos esses resultados serao

detalhados no tultimo capitulo deste trabalho.



Capitulo 2
Espacos Gevrey

Neste capitulo introduziremos e desenvolveremos as ferramentas sobre as fungoes Ge-

vrey, com as quais trabalharemos nos principais resultados deste trabalho. Tais funcoes

2 _
ot

(t,z) € R x R™. Uma exposi¢ao mais detalhada pode ser vista em [17].

surgem naturalmente no estudo do operador do calor L = A, em R"™ nas varidveis

2.1 Notacoes e desigualdades

Antes de tudo, fixaremos algumas notagoes ao longo desta secao e mostraremos algu-
mas desigualdades que nos serao uteis.

Um N-multi-indice é uma N-upla o = (ay,...,ayn) € Zf formada por inteiros nao
negativos. Dado um multi-indice o, denotamos

9% = 02102 N

TN

sendo que 0, = % indica a derivada parcial com relagao a varidvel x;. Denotamos
também
D = D3 DS DY,
sendo D, = %8%..
Dados dois multi-indices o = (ayq,...,an), 8 = (B1,...,By) € ZY, escrevemos < «

quando 3; < «;, para todo j = 1,... N. Definimos também o médulo de um multi-indice

« e seu fatorial respectivamente por

lal =a1+ ...+ ay

8
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al=aq!- ... anl. (2.1)

O coeficiente binominal entre dois multi-indices a e 8 é definido quando 8 < a e dado

(g) - ﬁl—ﬁ)' (2.2)

Dados z = (z1,...,zy) € RY e um multi-indice a € ZY, denotamos também

por

=t (2.3)

Se f,g € C*(RY), entdo uma indugao sobre |a| nos mostra que vale a férmula de Leibniz

(9= % ()2 (2.4)

B b

Além disso, a série de Taylor de uma fungao f € C*(Q2) em torno de zo € €, onde

Q C RY é um aberto, é definida por

0%f(x

> L 29
aEZf '

Uma funcao ¢é dita analitica em ) quando todo ponto xg € 2 possui uma vizinhanca V'

que o contém e na qual f é dada por sua série de Taylor. O conjunto das fungoes analiticas

de Q sera denotado por C¥(£2).

As desigualdades que aqui serdao obtidas seguem basicamente do Binomio de Newton

generalizado e da série de Taylor da fungdo exponencial em torno de 0. Quanto ao

primeiro, dados %4, ..., %, nimeros reais e N > 0 um inteiro positivo, vale
N!
N
i+ +t)V =) it (2.6)
la|=N
onde a soma ¢ feita com o € Z. Se escolhermos t; = 1 para todo j = 1,...,n, temos

W= 3 %’ (2.7)

lal=N
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Em particular, se fixarmos o € Z} e N = ||, obtemos

o !

|B|=lal
Um dos termos da soma do lado direito é %, 0 que nos da
la|! < nlelal, (2.8)

Se considerarmos n = 2 na Equacao (2.7), isto é, se trabalharos com indices duplos,

N!
N __
2N =) T (2.9)

j+k=N

concluimos que

uma vez que |(7, k)| = j + k. Além disso, a equagao (2.8) nos mostra que
(j + E)! < 27HF 51kl (2.10)

Da Equacao (2.9), segue que

3 (g) — glel, (2.11)

B

De fato, se o, 8 € Z,, entao

S () - amm X

B<o B<a k=
Para o caso geral, suponha o = (a1,...,ay) e 8 =(f1,...,0x). Entao
>(5) - Sotim

. e e
a Z {(041—51)!51! (O‘N_BN>!5N!]

Bi<a;, i=1,..N

> Lafé—ﬁ'w'} 2 [(aN—ag]!w!ﬂN!]

B1<an Brn<an

= oM. . .o

= gl
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Em particular, para todo 8 < «, vale

(g) < olel, (2.12)

Agora, analisemos a série de Taylor da fungao exponencial:

t - tN
e=Y" T (2.13)
N=0

Observe que se t > 0 e N é um inteiro nao negativo, temos

tN < Nlet. (2.14)
Como N! < NN VN =1,2,3,..., segue que

tN < NNet, (2.15)
Podemos melhorar a ultima desigualdade:

t4 < d%!=4 vt,d > 0. (2.16)

De fato, tomando o logaritmo, a desigualdade acima equivale a
dlogt < dlogd + (t — d).

Fixe d > 0 e defina f(t) = dlogd + (t — d) — dlogt. Derivando,

fy=1-2.

Assim, f'(t) > 0set >de f'(t) <0set < d. Como f(d) = 0, segue a desigualdade
(2.16). Em particular, se d > 0, temos e? > 1, e portanto

tde™t < d? Vt,d > 0. (2.17)
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As seguintes desigualdades também serao uteis:
ol < la|!,Va € Z¥. (2.18)

De fato, vamos fazer indugao sobre |a| = k. Se k = 0, vale a igualdade. Podemos supor

que a1 > 0 e definir o = (a1 — 1, 9, ..., ay). Entao || =n e
o'l < ]!,
ou seja
(g — D! .. can! < (g =14+ az+ ...+ an)!.

Observe que

al = a(ag — Dlag! - ... - ap!

< 061(061—1+062—|—...—|—05N)!

lal! = (s +...4+ay) (o —14+az+...+ay)!
Z 041<Oél—1+062+...+04]\/)!,

o que demonstra (2.18). O

af! < |a|l*l Va € ZY. (2.19)

Esta segue pois |a|! possui |a fatores, os quais sdo sempre menores do que ou iguais a
lau]. O

lall*l < ell|a|l, Va € ZY. (2.20)
Tal desigualdade segue diretamente da desigualdade (2.14), se considerarmos t = N = |a].

O

(a— BN <alBl™ Va,8€ZY, 8 < a. (2.21)
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Basta observar que

O
alfl < (a+ p),Va, B € Zf. (2.22)
Defina v = a+ . Entao a < 7y e, de (2.21), segue que
(v —a)lad <A,
ou seja
Bla) < (a+ B)L
O

(g) < (:ZD,V@,B e zv. (2.23)

A igualdade vale trivialmente no caso em que N = 1. Observe que, uma vez provado o
caso N = 2, o caso geral segue por inducao em N. J& para o caso N = 2, fazemos inducao
sobre |a|. Se |a| = 0, entdo devemos estudar apenas o caso f = a = 0, no qual vale a
igualdade. O caso |a| = 1 também segue sem maiores dificuldades. Supondo vélido para
|| = k, vamos considerar o = (a1, ), 8 = (b1, 52) € Z7, |a| = k+ 1, com k > 1. Neste

caso, (2.23) se escreve como

(1/1! OCQ! (Oél + 062)!
2

(a1 = B1)!B1! (ap — B2)! B! = (o 4+ ag — B — B2)H (B1 + B2)

Assim, podemos supor também que 0 < #; < a1 e 0 < [y < ag. Observe que a5 < a9
ou a8y < aefl1. Se anfy < ayfs, definimos o = a — eg, e obtemos |o/| = ke f < .

Logo,

a1! O./Q'

! B o (O/>
(041—51)%1!(@2— 2)!52! B a; — B\ B

w7 )
ap — B |5|
(03] (Ozl + Qg — 1)'

a1 — B (q + g — 1 — B — DB + B2)!

IN
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Note ainda que

o (o +ag —1)! (o1 + ag)!

ar — B (a1 +ag — B — o — D)1 (51 + 52)! = (a1 +ag — f1 — B2)! (B1 + Ba)!

equivale a dizer que
(o7 < oy + o

ar— 1 T artay— 01— fo

e essa desigualdade segue da nossa hipotese asf5; < a2, O caso a5y < a3 ¢ feito de

maneira analoga, definindo o/ = a — e,. 0

2.2 Espacos Gevrey

Introduziremos agora as fungoes Gevrey e deduziremos algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1 Sejam Q C RN um aberto e s > 1 um nimero real. O espaco das funcies
Gevrey de ordem s, o qual serd denotado por G*(2), € o subespago das fungées de classe
C>® de Q tais que para cada compacto K C €, existe um constante C = C(K) > 0 que
satisfaz

0% F(@)] < ClHI(at)r, (2.24)

para qQuaisquer o € Zf exre K.

Observe que G*(Q) C G* () quando s < &'. Além disso, a estimativa (2.24) é equivalente

as seguintes estimativas (mudando a constante se necessério):

0°f(z)| < RC'®l(a!)*, para algum R > 0. (2.25)
0% f(2)] < I (Jad])”. (2.26)

[0°f ()] < CF(Jaf)el. (2.27)

10° f(z)| < ClHY((Ja| + A))¥, para A € Z,. (2.28)

De fato, se (2.24) vale, basta definir R = C para obter (2.25). Reciprocamente, defina
M = max {R,C} para obter

|aaf(x)‘ < RC‘al(a!)s < M|a\+1(a!>s’
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obtendo portanto, (2.24). Segue de (2.18) que 1 < a! < |af! e portanto, (2.24) nos da

(2.26) facilmente. Reciprocamente, se (2.26) vale, usamos (2.8) para obter
’aaf(l')’ < Ns\a|0\a|+1(a!>s < (NSC)‘O[Hl(Oc!)S.

Se (2.24) vale, basta usar (2.18) e (2.19) para obter (2.27). Reciprocamente, suponha que
(2.27) seja valido. De (2.20), segue que

Gl (af)el < clel (e lal) < (eC) @+ (|all)*.

Obtemos entao (2.26). Como 1 < a! < (Ja|+ A)!,para todo A € Z, (2.24) implica (2.28).
Agora, se (2.28) é valido, usando (2.10), obtemos

(ol +A))* < (29)1(2°) 4 (A (fa]!)”.
Escrevendo (" = (2%)4(A!)*, obtemos
0°f ()] < (C2°)lCC! ().
Definindo M = max {C2°, CC"}, segue que
0% f ()] < M (Jaf)*.
Proposigao 2.2 O conjunto G'(Q) coincide com o conjunto C¥(S).
Demonstragao. Comecemos com f € C¥(2) e considere K C {2 compacto. Defina

= —d(K’R;N\Q) > 0 e considere U C CV tal que U NRY = Q e f admite uma extensio

holomorfa f em U (ver [9, p. 209]). Segue que para todo x = (z1,...,zx) € K, o polidisco
Alx,r)={z=(21,...,2n) €CV 1 |z —ay| <r,j=1,...,N}

estd contido em U. Como 0%f(x) = 0% f(z+iy)| , usamos a férmula integral de
y=0
Cauchy para polidiscos e obtemos

N a! flz1,. . 2n)dzy ... dz
%@ =5 N/ / _“ml ) Ep—r=od
T() \zlfxl\:r |ZN*IN‘:7’ (Zl l’l) e . (ZN .TN)
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Dessa forma, se R = sup |f(2)], entao
z€A(z,r),z€K

al (2m)NeN
(27T)N rlal+N

< R (r’l)w al,

|07 f ()] <

o que mostra, por (2.25), que f € GY(Q).

Reciprocamente, suponha que f € G*(€) e considere 7y € 2. Segue da Férmula de

Taylor que .
flag+z) =Y o f(xo)% + (), (2.29)
|| <k '
sendo k1)
ey = Y g0 p(a 4 o), (2:30)
|| =k+1 )

0<0 <1, 2= (x1,...,25) € Q tal que [z, 2] € Q. Considere r > 0 tal que B =
B(zg,r) C Q. Como f € G*(Q), existe C' > 0 tal que

0°f(y)| < C1I (a)* Yy € B,a € ZY.

Assim, se |z| < min {535,7}, entdo z¢ + 0z € B e segue que

C k+1)!
n@l < gogy X e
" a|=k+1 )

C(Nc)k+1|x‘k+l

1 k+1
< = .
< ¢(3)

Isso mostra que a série de Taylor de f converge para f em uma vizinhanga de xg, o que

IN

mostra sua analiticidade. [

O préximo passo é construir funcoes corte em G° para s > 1, ou seja, fungoes de classe
G com suporte compacto que valem 1 em um compacto dado. Pelo o que acabamos de
demonstrar, nao é possivel obter tais fungoes no caso s = 1, pois a tnica funcao analitica

com suporte compacto é a fungao nula.

Exemplo 2.3 Uma das ideias cldssicas para se construir funcgoes de classe C*(€2) com
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suporte compacto consiste em construir uma tal fun¢ao no caso unidimensional e depois
utilizar translagoes, homotetias e produto de funcoes do mesmo tipo para obter no caso
geral. Ja para consequir tal fungio em R, construimos uma fungao de classe C*°(R) que
se anula se x < 0. A estratégia que sequiremos € a mesma, porém para obter funcdao de

classe G® o trabalho € um pouco mais darduo. Para s > 1, considere g : R — R dada por

g9(t) = (2.31)

1
eVt e >0
0 se t<0.

Como lim+ tre= 17 = quando 8 > 0, temos que g € C*(R). Vamos mostrar que existe
t—0

C >0 tal que
g W (1) < CH(k)*,VE € Z,..

Afirmamos que eziste p = p(s) > 0 tal que set >0 e se
zE€(t)={tL+pe?):0<0<2r},
entao
Re (1/zs%1) > 1/2t5, (2.32)

De fato, primeiro note que se z = t(1 + pe'), entdo

e (1/zﬁ> _ Re [(t (1—|—pei9))3_ﬂ

(14 pei®))

. Re [(1+pei9) Sil]
— 1/t e

‘(1 + peit) T

Considere a fungao continua

min{Re (1 —Fpew)i 0<0< 27r}

b(p) = —
max {‘(1 + pe?)s=1

:0§9§27r}

Como ¥(0) =1, para € = 5 existe 0 < 6 < 1 tal que se p <9, entdo 5 < 1h(p) < 2. Logo,

se p = g, vale (2.32) para todo z € 7,(t), qualquer que seja t > 0. Na regido do plano
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complezxa definida por Rez > 0 podemos complexificar a varidvel t, ou seja, considerar

z =1t+1iy e, utilizando a Formula de Cauchy e (2.32), obter

k! z
i / 9( )k+1 I
21 S, (2 — t)

K1
———— sup
21 (pt)* ! enat

o—1/2t7 T

th

9P ()] =

1
,1/ZSTI

e 2mpt

< klp*

para todo k € Z. Da desigualdade (2.16) obtemos e~* < t=4d%e~?, para t,d > 0. Esco-
lhemos t = 1/225?11 e d= (s — 1)k para concluir que

1 1
o—1/2t5T o—1/2t5T

k s—1)k
t <t511)( )

1\ —(s—1)k
(1/277) (s — 1) k]~ DF ==k

< 1\ (s—1)k
()
S 2(8—1)k‘ [(S _ 1) ]{;](Sfl)k‘ 6—(8—1)k
r e 1—(s—1)k L
- | EF)T
EIrE
r e 1—(s—1)k )
k)5~
< 2G-1) (kle®)
1 1—(s—1)k .
= |— kN
26—, W
Dessa forma, para todo t > 0,
k‘ 1 —(S—l)k
B < = | ——— kst
0 < G laney] @
= C* (k)
1 —(s—1) 1 ' N
sendo C' = [2(571)} 0 0 que termina a demonstracao.
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Proposicao 2.4 Dados s > 1 e um aberto Q C RY, o conjunto G*(Q) € espago vetorial

e anel com as operagoes usuais no espaco de fungoes.

Demonstracao. Mostraremos apenas que se f,g € G*(Q2), entao fg € G*(2). Dado
K C Q compacto, podemos escolher C' > 0 tal que |0°f(x)| < Cl* (a!)® e |0%g(x)| <
Clel+1 (a!)?, para todo z € K e a € Z%. Assim, se v € K e o € ZY, temos

ool < X (5) w0t

BLa

< ¥ (§)er e pur o @y

BLla

Usando (2.21) e (2.11), obtemos
[0 (f - 9) (x)] < C1*2 (al)* 2,
Se definirmos C" = max {2C, C?}, obtemos
0% (f - g) ()] < C"H (o) Vo € K,a € ZY.

[J Usando a notacao do Exemplo 2.3, obtemos da Proposicao 2.4 que se s > 1, entao a

funcao

Hg r+xz;)g(r —x;),x = (z1,...,TN),

é uma fungao nao negativa de classe G° que possui suporte compacto contido na bola
B(z;r) (na norma do méximo). Consequentemente, se G§(2) ¢ formado pelas fungoes

f € G*(2) que possuem suporte compacto, entao G§(2) # {0} quando s > 1.

Proposigao 2.5 Sejam ¢ € G§(RY), s > 1, tal que supp p C B 0;1) f]RN p(x)dr =1
e f €Lt (RY). Defina, para e > 0,
y) dy.

_ / fla —ey)ply)dy = / e (x_

loc

Entao f. € G°(RY).
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Demonstragao. Observe que se ¢ (z) = e N (£), entdo p'9 € G§(RY) e fo = f* .

Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada e derivando sob o sinal de integragao,

obtemos que f. € C*°(RY). Considere agora K C RY compacto e defina K’ = K —B(0; ¢),

o qual ainda é compacto. Observe que se x € K, entao
supp (IT_) C K.

Como ¢ € G5(RY), existe C' > 0 tal que, para todo y € RN e o € Zf\:, vale
0%p(y)| < C1H (al)*

Assim, se x € K, temos

0% f(x)l < VR [ f(y)]
K

x_
()

< e~ N-lellal+1 HfHLl(K’) (a!)s
C'*HIR (o),
sendo que definimos ' = € e R=¢ NC [ ey O

Observacao 2.6 Segue da Proposi¢ao 2.5 que se s > 1, entao dado um compacto K C €2,
eziste o € G§(Q) tal que p =1 em K ¢ 0 < p <1 (ver [13, p. 7]).

2.3 Regularidade e Microrregularidade Gevrey

O objetivo desta se¢ao é obter informacoes sobre a regularidade G* de uma distribuicao
estudando a sua transformada de Fourier. Ou seja, daremos condi¢oes necesséarias e
suficientes para dizer quando uma distribuicao é uma funcao de classe GG°. Comegaremos

a secao com alguns lemas iniciais para deduzir algumas desigualdades que uma funcao em

G{(Q) satisfaz.

Lema 2.7 Seja f uma funcdo limitada definida em um aberto Q C RN e considere s > 1.

As segintes afirmacgoes sao equivalentes:
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1. Ezistem constantes C1 e € positivas tais que

1£(©)] < Crek, (2.33)

2. Existe Cy > 0 que ndo depende de n tal que
1£(6)] < Cptinl|e| ™ ¥n=1,2,. (2.34)

Existe C3 > 0 que ndo depende de n tal que

f( <C3 (;ﬁ?) Vn=1,2,.... (2.35)

Demonstracao. Se (2.33) é valido, entao
1/s
| e\§|1/é Z |f |€| <.

Logo, para todo n = 1,2, ... obtemos
£ < Cremnl |,

de onde obtemos (2.34) se definirmos Cy = max {C}, ¢ '}. Reciprocamente, suponha que
vale (2.34) e defina C} = max {Cy,sup |f|}. Segue que

1F(O)] Co—nn! €] < CL,¥n=1,2,.. ..

Se e = entao

2C’

n/s
Z £l e 1§ |§| <0

o que nos dé (2.33). A equivaléncia entre (2.34) e (2.35) segue de (2.14). O

Lema 2.8 Considere p > 0 um nimero real, s > 1 e p € C(RY) tal que suppy C K,
sendo K C RN um compacto. Seja M > 1 o menor inteiro tal que p/s < M e suponha
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que exista C' > 0 tal que
10%p(x)| < CleH ARl o] < M, V. (2.36)

Entao
[2(6)] < C"(C'p)P €] 7P"* e, (2.37)

sendo que C' > 0 nao depende de p e nem de @, mas depende de C' e do compacto K.

Demonstracao. Se |a] = M e |K| indica a medida de K, segue de (2.36) que

€756

(D) &)

/ 00 (2)| da
K
Ci]\/[+1MSM

IA

IN

sendo C = max {C,C |K|}. Afirmamos que existe Cy > 0 que nao depende de p nem de
v tal que
€77 1p(€)] < Gy MM (2.38)

De fato, podemos supor que C' > 1. Assim, se || < 1, temos

€7 1p(6)] < |K|C
< |K|CMMM,

Se €| > 1, escrevemos £ = (&1, ...,&y) e vamos supor que |&| = max |€;]. Se definirmos
<j<

o = Mey, sendo e; o vetor da base canonica de RY | entdo |¢|" < NM/2|£|. Logo,

)M

€[ |p(€)] < (NY2Cy)™ oy MM,

Obtemos (2.38) se definirmos Cy = max { N'/2C}, Cy, |K|,C'}. Da defini¢do de M, temos
M —1<p/s,oquenodd sM < s+ p. Assim, M*M < (p+ s)P**, e portanto

€77 |2(€)] < CEFCy(p + s)P*. (2.39)
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Observe que a funcao f(x) = (z + s)*¥e 2~ possui um maximo em (0,00), o qual

denotaremos por A. De (2.39), obtemos

[€[7% |3 ()] < CFTCy (ep)”

e o resultado fica demonstrado se definirmos C’' = max {C’§+1, 602}. U

Com esses lemas, obtemos desigualdades importantes para fun¢oes em G§(€2). Mais

precisamente, temos a

Proposigao 2.9 Se ¢ € G5(RY), entdo existem constantes C' e € positivas tais que
[2(6)] < Ceer™. (2:40)

Demonstragao. Como ¢ € C°(RY), se K = supp ¢, exite C' > 0 tal que

07p(x)| < CI a1 .
Com as mesmas notagoes do Lema 2.8, se p=n € Z, e |a] < M, entao

|0%p(z)| < Ol el g,
O Lema 2.8 nos garante que existe C’ > 0 tal que

@O < C'(Cm) g™,

sendo que C’ nao depende de n. O resultado segue do Lema 2.7. 0
Observagao 2.10 Ao longo do texto também usaremos que se ¢ € G5(RY), entdo eziste

C >0 tal que
€ |¢(6)] < C"nls n=10,1,2,. ...

O argumento é o mesmo da proposicao 2.9 se utilizarmos p = ns e n" < e"nl. Além

disso, dado 5 € Z, podemos considerar A > 0 tal que

(L+ €)™ 1p(8)] < Al n=1,2,....
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Para justificar isso, vamos supor que C' > 1 para obter

n+j .
a+iersel < Y (")t
k=
n—f—? .
k=0
n+j n+ i
< C«n+j+l(n+j)!sz< kj)

k=0
< (20)MHC(2%)"H sl

Assim, € suficiente definir A = max {(2°T1C)7, 21015}

O préximo lema, feito em [17], nos ajudard a fazer tais caracterizagoes e também serd

usado ao longo do trabalho.

Lema 2.11 Seja K C RN compacto e fite r > 0 real e n > 0 inteiro. Eziste o € C3°(RY)
tal que p =1 em K, p(x) =0sed(z; K) >r, 0 < ¢ <1, esea,f €Z} com |5 <n,

entao

18]
|0 Fp(z)| < Cor e (@> Vo € RY, (2.41)

r

sendo que C' depende apenas da dimensao N e C, depende apenas da dimensio N e de

Q.

Demonstragao. Considere ¢y € Ci°(R™) tal que supp ¢ C B(0;1/4), 0 < ¢g e [ ¢po = 1.
Defina
Ca= [1°6n(@)]dz, € =maxCy e u=x

|Oé‘=1 r/27

sendo que se a > 0, entdo K, = K + B(0;a) e xx é a fungao caracteristica do conjunto

X. Dado € > 0, definimos ¢.(z) = e N¢y(x/€) e consideramos

© = Uk Py k Pryp k... ¥ Oy, (2.42)

sendo que o lado direito da igualdade contém n fatores do tipo ¢,/,. Como u € LY (RYN),

temos o € C*(RY) e observe que

supp ¢r * ¢r/n KoLk d)r/n C B(O,T’/2)
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Assim, se g = ¢p * G/ ¥ ... % Gy, temos

o) = / e oty

Assim, ¢(x) = 0 se d(xz; K) > r. Além disso, se x € K, entao para |y| < r/2 temos
z—y € K3, 0quenos dd u(zx —y) = 1. Como [¢, =1,Va >0, temos 0 < p < 1le
¢(r) = 1ser € K. Resta apenas verificar (2.41). Escreva = ) +...+ 3, com |5} = 1

ou 0 (lembre que || < n) e obtemos

0P ()] <

‘//u(m—xl — = 20 11)0%0n (21) 0% Gy (22) o Oy (T )y - ATy

Dessa forma,

|7+ p(z)| < /|8a¢r(a:1)|dm1/’053¢T/n(m2)‘dx2-...-/‘c’)%qﬁr/n(m]\,ﬂ)‘dm}vﬂ.

Se |3j] = 1, entao

100tz =npr [ 0%ot)] dr < ",

r

enquanto que se |3;| = 0, entdo

/ ‘853@/”(:1;)) dr = 1.
Como |3} = 1 para exatamente |3| multi-indices e
/ 10%¢,(x)| dv = r~1*C,,
segue que

o+ pta)] < Cur ! (1) .

r

O

Corolério 2.12 Seja Q uma vizinhanca de o em RY. Dado V. C € aberto tal que
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19 €V, V € compacto e V. C Q, existe uma sequéncia @, € C(Q) tal que 0 < ¢, <1

para todon =1,2,..., cada p, vale 1 em V e que cumpre
0P, (2)] < C, Cn)? n=1,2,3,.... |8 <n,a ez, (2.43)
sendo que as constantes C, nao dependem de n e de 5 e a constante C' nao depende de

n, de B e de .

Proposigao 2.13 Seja K C RN compacto e f, g € C(RY) que satisfazem (2.43). Entao

o produto fg também satisfaz (2.43) com novas constantes B, e B.

Demonstragao. Considere a, 3 € ZY tal que || < n. Podemos supor que C, > 1 para

todo o e obtemos

ot at+p v at+B—y
READIOIEDS ( ! )|D F(@)] | D g(2)]

v<a+p

Fazendo a mudanga 7 — @ = ' na soma acima (e ainda escrevendo ~y ao invés de v/),

temos

| D (fg)()|

IN

5 <a - 6) | D7 f ()| | DP g ()]

v<B @ty
Z 2ll+ible (en) ¢y (leﬁl—hl
v<B

2\a|+\ﬂ\oaco Z (On)lﬁl

v<B
2\a|+\ﬂ\CaCO (C’n)w (QN)IﬁI
2‘a|CaCO (2N+10n)|/3| )

IA

IN

IA

E suficiente definirmos B, =2°1C,Cy e B = 2N*1C para concluir a demonstracao. O

l

Proposicao 2.14 Suponha que Vi,...,V; C RY sdo abertos e que K C UVJ é um
j=1
compacto. Entdo para cada n > 0 inteiro, existem fungoes p; € C°(V;) que satisfazem

(2.43) e
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l
9. Z @i(x) =1 em uma vizinhanga de K;;
j=1

3.0<p; <1,5=1,...,1
Demonstracao. Para cada j = 1,...,[, existe compacto K; C V; de modo que K =

l
U K;. Considere 9; € C°(V;) que vale 1 em vizinhanca de K, 0 < ¢); < 1 e satisfaz
j=1

(2.41). Definimos

1 = 1
pi= P (L=tn). . (1 =10),2 <) <l (se2<1)

O resultado segue da Proposicao 2.13 e de

Z%’Zl—(l—wl)---(l—@/}z)-
O

Lema 2.15 Se {u,} C £'(2) é um sequéncia limitada (na topologia fraca), entao existem
C>0eMeZ, tais que
@€)< C 1+ )™, ve. (2.44)

Demonstragao. Como o conjunto H = {u,, : n=1,2,...} é fracamente limitado, segue
do Teorema A.4 que existe uma vizinhanca de 0, a qual denotaremos por U, no espaco
C>(Q2) tal que H C U° (o polar de U). Como a topologia de C*(Q2) é dada por uma
familia de seminormas (ver Apéndice A), existem C' > 0, M € Z,; e K C ) compacto
tais que

CWUy, e C U,

sendo que U),, . ¢ a semibola unitdria fechada da seminorma

/113, = sup sup [0°f(z)[, f € C(Q).

a<mzeK

Logo,
0
Hcuco(ty,,) -
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Isso significa que para todon =1,2,..., vale
[(un, )| < C, Vo €Uy, -

Fixado ¢ € RY, defina

@)=
ve(x) = ———7.
(1+1¢D™

Observe que

(—i€)”

¢l ar i = sup sup | ———="—71 < 1,
MK T ek | (1 + €)™

de onde concluimos o resultado, ja que <u, ﬁ» <C. UJ

Teorema 2.16 Sejam s > 1, 29 € Q eu € D'(QQ). Entdo u € G° em vizinhanga de xq se,
e somente se, existem vizinhanca U C ) de xg e uma sequéncia limitada {u,} C £'(Q)

que coincide com u em U e que satisfaz

|ﬂn(§)|gC(?éL’”)n,n—l,Z,..., (2.45)

sendo C' > 0 uma constante que ndo depende de n e L, = (n+ 1)°.

Demonstracao. Suponha que u é funcao de classe G em uma vizinhanca W C €2 de
. Considere 7 > 0 tal que B (z0;3r) C W e uma sequéncia {¢,} C C5°(€'), sendo Q' =
B(zo;2r), tal que ¢, = 1 em U = B(xzo;r) e vale (2.43). Definimos u,, = ¢,u € £'(Q).
Mostraremos primeiro que a sequéncia é limitada em £'(2). Como u € D'(2), para o

compacto K = B(xo;2r), existem C' > 0 e m € Z, tais que

[(u, )| < C'sup sup [0%p(x)], Ve € C5°(K).

a<mzeK

Dada ¢ € C*=(f2), definimos M; = max C, e My = max ol - Como ¢, € C5°(K),n =
jsm ’

la|<m
1,2,..., segue que

IN

C sup sup 0% (¢np) ()]

la|<m zeK

< CQliMQ,\V/’I'L = 1,2, PN

[{un, )]
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o que prova a afirmagao. Observe que se |G| < n, entdo
| D ()| < (Con)!, Ve,

Seja C'x > 1 tal que
|Du(z)| < O o Vo € K.

Assim, se |a| =n e se x € K, obtemos

Dol = 3 (5) 0% (D uto)

BLa

IN

BLa

Usando que n < L, e (|a| —|8])° < Ly, obtemos

Dou(x) < Cx S (O‘) CIFICIE-181 Lo ol
B<a b
= CkLy, (Co+Ck)".
Logo, se || =n e C" = max {| K| Ck, (Co + Ck)}, temos

€% ()] < C™HLY.

Fixado £ = (&,...,&y) € RY e supondo que max & = |&1], temos [€]™

a = nep (em particular, || = n). Segue que
€[ i ()] < N™2C™ L

Portanto, se definirmos C' = max { N'/2C",C"}, obtemos

|4, (€)] §O<%)n,n: 1,2,....

T (g) (Con) L1815 (] — gyl

29

< N"/2|¢°], com
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Reciprocamente, suponha que exista tais vizinhanga U e sequéncia {u, } como no enunci-

ado. Observe que dado o € ZY, se escolhermos n = |a| + N + 1, entao

/ €91, ()] dE < oo,
pois 4, € C*(RY) e
[ lewei<ceny [ g <o
[§1>1 l€|>1

Logo, podemos usar a formula da transformada de Fourier inversa e, como u = u,, em U,

temos que se x € U, entao para n = |a| + N + 1, vale

Du(z) = (2m) N / e EEN G, (€)dE.

Pelo Lema 2.15, aumentado C' se necessario, existe M € Z,, o qual podemos supor > 1
tal que
[@n(€)] < C (14 [EY™, Ve,

Escrevemos agora

(2m)" | Du(z)]| < /

|€§|<Ln

€] 1 (€) dE + / €9 [in(€)] d

|&|>Ln

e vamos estimar cada uma das integrais acima. Utilizamos que o volume da bola N-
dimensional de raio 7 > 0 é Ar"V, com A > 0 que depende apenas de N e 1 < L,, para

obter

/ € [an (&) de < C / Ll (1 + L) de
|€|<Ln |€|<Ln

< QMACL\T;JH—M—&—N

_ |ee|+M+N
— L .
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Usando agora a nossa hipétese, a escolha de n e 1 < M, obtemos

/ €9 [in(€)] de s/ €l o (L) de
|€|>Ln |€]>Ln

< oLy / €N e

§1>1
< 02(02Ln>|a|+N+M'

De 1 < L,,, concluimos que existe C'3 > 0 que satisfaz
|D%u(z)] < C5H LYY,
e portanto, como 1 < M, temos
|D ()| < CyH[(n+ M)
Da desigualdade (n + M)"™™ < en*M(n + M)!, segue que
|D*u(z)| < CRFNTMF2es(alt NF1EM) (10| & N 4 M 4 1)1°,
o que conclui a demonstracao do teorema por (1.28). 0

Vamos denotar por suppsing,(u) o complementar do maior aberto em que uma dis-
tribuicao u é de classe G*. Introduzimos o conceito de vizinhanga conica: um cone é um
subconjunto I' C R¥ tal que se A € I sempre que A > 0 e £ € I'. Assim, toda vizinhanca
I' de £ que também é um cone é chamado de vizinhanga conica de £. O teorema anterior

nos motiva a dar a

Definigao 2.17 Se Q C RY ¢ aberto, s > 1 e u € D'(Q), denotamos por WF,(u) o
complementar em Q x (RN \ {0}) dos pontos (xo, &) tais que existem vizinhanga U C Q
de xg, vizinhanca conica I' de & e uma sequéncia limitada {u,} C E'(Q) que coincide

comu em U e que satisfaz

CL,
€]

|an(g)|go< )n,n:1,2,...,vger\{o}, (2.46)

para algum C' > 0 que nao depende de n.
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Observe que podemos trocar, na defini¢ao acima, L por n!*. O conjunto WF (u) também
serd usado para denotar WF,(u), o qual chamamos de conjunto frente de onda analitico da
distribui¢ao u. De modo geral, o conjunto WF(u) é chamado de conjunto frente de onda
Gevrey de ordem s da distribuicao u. O nosso préximo resultado mostra algo natural:
a projecdo na primeira variavel de WF (u) coincide com suppsing,(u). Para prové-lo,

utilizaremos o

Lema 2.18 Sejam s > 1, u € D'(Q), K C Q compacto e F C RY um cone fechado tais
que WFy(u) N (K X F) =@. Se {,} C Cg°(K) satisfaz

000, ()| < Aa (An)? 0 =1,2,3,...,8] <n, (2.47)
entao OL\"
G| < c( m") =12 e F\{0}, (2.48)

sendo C > 0 uma constante que nao depende de n.

Demonstracao. Considere (z9,&) € K x F, com & # 0. Como (z9,&) ¢ WF(u),
existem U, I' e {u,,} como na Definigdo 2.17. Mostraremos primeiro que (2.48) vale para
todo n tal que suppu, C U e para todo cone I'y que contém & e que satisfaz 'y C T
Considere 0 < ¢ < min{1,d ([ NSV~ T)}. Observe que se £ € ', £ # 0 e se
In —&| < ¢, entdo |£/ €] —n/ [€]| < ¢, o que nos garante que 1/ || € T" e portanto, n € T
Como u € &'(2) e p, € C3°(22), se supp ¢, C U, entdo p,u, = @,u e temos

2m)” [eito)| < [

In|<cl¢]

)] L (€ — )| dn + / ()] i (€ — )] dip.

clgl<|n|

Como vale (2.46) e existe B > 0 tal que ||, < B,Vn=1,2,..., pois

16l < /K on(@)] de < Ao,
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obtemos

IN

sup i (§ — )| |@nll 1
Inl<elé]

< B sup |in(n)]
In—gl<clé]

CyL,\"
< B sup () (1—) )
In—€|<cle| 7|

/ n ()] tn (6 — )] di
[nl<clé]

Como |n —¢] < ¢|€] nos da (1 — ¢) [£] < |n|, temos que existe Cy > 0 tal que

CgLn)”

e (2.49)

/| Bl € lan < €, (

Sejam C5 > 0 e M € Z, tais que |, ()] < Cs (1 + |€])™ para todo €. Se ¢|€| < |n]|, entdo
€ —nl < (14 ¢ |n| e portanto, (1416 —n)™ < (1 4+ (1 + n)™. Segue que

/ ()] [ (€ — )| d < Cs (1 4+ )™ / (G| (1 + )™ dn.
clé|<n| clé|<nl

Precisamos majorar agora o termo |G, (n)] (1 + |n|)™. Defina
D =max{A,,A:|la| < N+ M+1}.
Se0<j<N+M+1, |a|=7el|f| =n, entdo
[n**P@a(n)| < |K|D(DL,)" .
Logo, se D; = max {|K| D, D}, temos
£ pn(n)| < DIF'LY,

de onde concluimos que existe Dy > 0 tal que

7 [nl™ |pn(n)] < DL 0 < j < N4+ M +1.
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Dessa forma, temos

N+M+1

N+M+1 .
At )M g = 3 ( +j*‘)mvmwm4@|

j=0

N+M+1

N+M+1

< pprr S ( *.*)
J

Jj=0
n+loN+M+11n
Drt1o L.

Se definirmos C; = max {2N+M“D2, DQ}, obtemos

R " L. \" N
|%mnsq“(mﬁ )™M =12,

Assim,
. X n CN\M g, n N-
[ el € = mldg < Coep (1) Ly [ e
clgl<nl clé|<In]
Logo, usando |n|™" < (¢™1)" |¢|™", existe C5 > 0 que nao depende de n tal que

/ w@mnmas—mwMSCQ“(EQ . (2.50)
clél<In] €|

De (2.49) e (2.50), existe C' > 0 tal que se supp ¢, C U, entao

CL,
€]

Kﬁﬁ@ﬂgc( ),n:LGwgen. (2.51)
Para cara & € F N SY7! obtemos uma sequéncia {u,} C &'(Q), um aberto Ug, que
contém xy e um cone I que contem &, (todos dependendo de &) tais que vale (2.51) se
supp ¢, C U, sendo que a constante C' depende dos coeficientes A, e A que majoram
as derivadas da sequéncia {y,}, das constante Cj, C3 e M que majoram u, e de I';.
Podemos escolher vizinhancas I'y, ..., T, que cobrem F N SV~! e, portanto, cobrem F.
Se U ¢ a intersecao das respectivas vizinhancas Uy, entao (2.51) vale para todo £ € F,
sendo que C' depende das constantes A, e A (fixamos agora um nimero finito de cones
I’y e de sequéncias {u,}). Concluimos que para cada =y € K, existe U C Q aberto que

contém xy tal que se suppy, C U, entao (2.51) é valido para todo £ € F. Como K é
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compacto, podemos cobrir K com aberto Uy, ..., U; com essa propriedade. Usamos agora
a Proposicao 2.14 para obter funcoes ¢, j, paracadan =1,2,...ecadaj =1,...,J como
na proposigao. Fixado j, a Proposicao 2.13 nos mostra que a sequéncia {¢, ¢, ;} também
satisfaz (2.47) com novas constantes. Logo, aumentado C' se necessério, obtemos que vale

(2.48) para @,y j, para cada j = 1,..., L, uma vez que ¢, jp, € Co°(K)NC(U). Como
J

Z OnPnj = Pn,¥n = 1,2,..., ap6és uma mudanca da constante C, garantimos que vale
7j=1
(2.48). 0

Teorema 2.19 A projecio de WF(u) em € coincide com suppsing,(u).

Demonstracao. Seja X a projegdo de W F,(u) na primeira coordenada. Se u € G* em
vizinhanga de um ponto zy € €2, entdao o Teorema 2.16 nos mostra que (xg, &) ¢ WF(u)
para todo & # 0. Ou seja, X C suppsing,(u). Reciprocamente, vamos mostrar que se
(x0,&) ¢ WFs(u) para todo & # 0 entao zg ¢ suppsing,(u), ou seja, u é de classe G*
em vizinhanga de xg. Para cada & € SV~! existem vizinhanca Ug, C Q de zo sequéncia
limitada {u,¢} C £'(Q) que coincide com u em U, e vizinhanga conica I'g, de & tal
que vale (2.46) em I'g,. Existem finitos Sg, j = 1,2...m tais que podemos cobrir SV1
pela uniao gy U ... U D'gpn. Considere r > 0 tal que m C Ugg,j =1,...m. Defina
K = B(xg;r) e F = RN, Afirmamos que WF,(u) N (K x F) = @&. De fato, suponha
que (z,§) € K x Fef #0. Existe j =1,...,m tal que £ € Fgg' A sequéncia limitada
{unéé} C &'(2) coincide com u na vizinhanca Ug de x e vale (2.46) em [, ou seja
(x,€) ¢ WF,(u). Considere uma sequéncia {p,} C C§°(K) como no Corolédrio 2.12 que
vale 1 se |v — x| < 1/2 e defina u,, = p,u € £'(2). O mesmo argumento do Teorema
2.16 mostra que {u,} é limitada em &'(2). Segue do Lema 2.18 e do Teorema 2.16 que u

é de classe G* em B(xg;r/2), o que termina a demonstragao. O



Capitulo 3

Estruturas Localmente Integraveis
do Tipo Tubo

O objetivo principal desde capitulo é obter geradores locais apropriados para estru-
turas localmente integraveis do tipo tubo, sobre as quais trabalharemos na tultima parte
deste trabalho. Comecamos revisando alguns conceitos de variedades, assim como vetores
tangentes, campos de vetores e formas diferenciais, e a principal referéncia a ser seguida
é [6].

3.1 Campos vetoriais complexos em variedades

Vamos inicialmente lembrar a definicao de variedade suave de dimensao N.

Definicao 3.1 Considere um espacgo topologico 2 de Hausdorff com base enumerdvel.
Uma estrutura diferencidvel de dimensao N sobre Q é uma familia de pares F = {(U,x)},
sendo U C Q um aberto, x : U — RN um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto
x (U) C RY que satisfaz:

1. v=q
(Ux)eF

2. Dados dois pares (U,x) e (U',x") em F, se UNU' # @, entdo x'ox™ ' : x(UNU') —
x' (UNU') € uma fungdo de classe C*.

3. Suponha que V' C Q € um aberto nao vazio ey : V — y(V) € um homeomorfismo
sobre um aberto de RYN. Se para todo par (U,x) € F que cumpre VNU # 4, as

36
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fungoesyox1:x(UNV) —y(UNV)exoy l:y(UNV)—x(UNV) forem
de classe C*, entao (V,y) € F. Em outras palavras, dizemos que F € maximal com

respeito as propriedades 1 e 2 acima.

Na pratica, a propriedade 3 da Defini¢ao 3.1 é muito dificil de ser verificada, uma vez que
precisariamos conhecer todos os homeomorfismos de um aberto de €2 sobre um aberto de
RY. O que geralmente se faz é dar uma familia 7* = {(U,x)} que satisfaz as propriedades
1 e 2 acima e considerar F = {(V,y)} como sendo a familia de todos os pares (V,y) que
satisfazem 3. Nao é dificil ver que F ¢é a unica estrutura diferencidvel maximal que contém

Fr.

Definicao 3.2 Uma variedade diferencidvel (ou suave) de dimensao N € um espago to-
poldgico de Hausdorff e com base enumerdvel Q2 munido de uma estrutura diferencidvel
F de dimensdo N . Cada elemento (U,x) € F € chamado de carta local ou sistema de
coordenadas locais. Se escrevermos x = (Xi,...,Xy), entao para cada p € U, o ponto
(x1(p), ..., xn(p)) € chamado de coordenadas locais do ponto p com relag¢ao ao sistema de

coordenadas locais (U, x).

Se considerarmos funcoes reais analiticas ao invés de funcoes de classe C* nos itens 2 e 3

da Definigao 3.1, podemos definir variedades reais analiticas de dimensao V.

Definicao 3.3 Dada uma variedade ) suave de dimensdo N, dizemos que uma fun¢ao
f:Q — C € de classe C* (ou suave) se para todo par (U,x) € F, a composi¢io fox !

for uma fungao suave em x(U).

O conjunto das funcoes suaves de uma variedade {2 tomando valores em um subconjunto
A C C sera denotado por C*(£2; A). Quando o conjunto A estiver claro pelo contexto (ou
muitas vezes quando A = C), denotaremos apenas por C*(f2). A estrutura de corpo co-
nhecida em C nos permite definir uma estrutura de dlgebra no conjunto C*(£2) e podemos

introduzir o conceito de campos vetoriais complexos.

Definicao 3.4 Um campo vetorial complexo suave sobre uma variedade €2 de dimensao
N € uma aplicagao C-linear

L:C®(Q) — C(Q)

que satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f),Vf, g € C*(Q).
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Denotaremos por X(2) o conjunto de todos os campos de vetores sobre uma variedade
Q. Em RY, a restricio de um campo de vetores em um subconjunto aberto define-se
facilmente utilizando a composi¢ao com a inclusao. No caso de variedades, isso requer um

esfor¢o maior. Para isso, temos a

Proposicao 3.5 Se L € X(2) e f € constante, entdo L(f) = 0. Além disso, para toda
f e C>(Q), temos supp Lf C supp f.

Isso nos permite restringir um campo L € X(Q2) a um aberto W C Q. Mais precisamente,

podemos definir
m:X(Q) — X(W)

dado por (L) = L|;,, sendo que para cada f € C®(WW), consideramos uma extensao
g € C*(Q) de f e definimos Ll (f)(p) = L(g9)(p). A nado dependéncia da escolha de g,

que ¢ garantida pela Proposigao 3.5, nos da que L|y;, (f) € C* e que o diagrama

C®(Q) ——=C=(Q)

L

C (W) = coo (1)

¢é comutativo (as linhas verticais sdo as restrigoes).

Podemos definir em X(§2) uma estrutura de C*°(£2)-mdédulo com a operagao

(gL)(f) =g L(f).

Dada uma carta local (U,x), podemos obter uma base (local) para X(2). Os elementos

da base sao dados pela
Definigao 3.6 A aplica¢io C-linear C*(U) — C>*(U) definida por

of*

f—>ax]’

ox (3.1)

define um elemento em X(U) e serd denotado por 2-, sendo f* = fo

(‘)TJJ
mathbfz=!,

O conjunto {6%1, o %} é base para o C*°(U)-médulo X(U).
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3.2 Estruturas formalmente integraveis

Fixado um ponto p € €, denotamos por B, o conjunto de todos os pares (V, f)
formados por um aberto V' que contem p e f € C®(V). Definimos em B, a relagao de

equivaléncia dada por
Vi, f1) ~ (Va, fo) se 3V C Vi NV, aberto tal que f; = fo em V. (3.2)

Defini¢ao 3.7 Um germe de fun¢do C* em p é um elemento do espago quociente C*(p)
definido por B,/ ~.

Assim como o conjunto C*(£2), o conjunto C*(p) admite uma estrutura natural de C-
algebra.

Definicao 3.8 Seja p € Q. Um vetor tangente a 2 em p é uma aplicacao C-linear
v:C®(p) — C

que cumpre

v(f - g9) = f(p)v(g) + g(p)o(f). (3.3)
O conjunto de todos os vetores tangentes a {2 no ponto p serd denotado por CT 2 e
recebe o nome de espaco tangente complexo a {2 em p. O corpo C induz uma estrutura
natural de C-espago vetorial no conjunto CT,(2. Além disso, um campo L € X(2) define

um vetor tangente em cada p € €2 dado por

Ly(f) = L(f)(p). (3.4)

A linearidade de L, assim como a Regra de Leibniz e a Proposicao 3.5, garante que

L, € CT,Q,Vp € Q. Assim como fizemos para campos vetoriais, podemos encontrar uma
base para CT,(2. Considere (U,

mathbfxr) uma carta local tal que p € U. O conjunto {(i) s <i> } é uma base
p p

de CT,,(2 para cada p € €.

Proposicao 3.9 Fizado p € Q, temos CT,QQ={L,: L € X(Q)}

Demonstragao. Considere (U,

N
mathbfz) uma carta local tal que p € U. Dado v € CT,(, escreva v = Zaj <8i> ,
- X P

J=1
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com a; € C e defina L' = Zaj— € X(U) (aqui a; representa a fungao constante).
j=1
Considere L € X(Q2) tal que L = L' em vizinhanca de p. Segue que

al B,
Lp:Zaj a—xj = .
/ p

7j=1
[

A uniao disjunta U CT, ) é chamada de fibrado vetorial tangente de €2 e denotado
pEN

por CTS). Podemos introduzir o principal objeto dessa secao.
Definicao 3.10 Um subfibrado vetorial tangente complexo de CT(2 de posto n e co-posto

m = N —n é uma uniao disjunta

V=_Jv,ccra

peN
que satisfaz:

1. Para cada p € Q, V, € um subespaco de CT Q) de dimensao n;

2. Dado py € Q, existe um aberto Uy contendo py e campos vetoriais Ly, ..., L, € X(Up)

tais que (L1),, ..., (Ly), formam uma base de V, para cada p € Up.

Cada espaco V, ¢ chamado de fibra de V em p e os campos L; que geral ¥V em U sao
chamados de geradores locais da estrutura V. Uma secao de um subfibrado V sobre um
aberto W C Q é um elemento L € X(W) tal que L, € V,,¥p € W. Observe que a
escrita de um campo L = ) aj% em um aberto U nos permite investigar as solugoes
de um sistema de equacoes diferenciais parciais lineares de primeira ordem. Suponha
que sao dados r campos vetoriais e que procuramos por uma funcao u definida em 2
que resolve o problema homogéneo Lju = 0, j = 1,2,...,r. Se definirmos [L, M|(f) =
L(M(f))—M(L(f)),Vf € C>®(Q), sendo M, L € X(2), entao teremos que [L, M] € X(2)
e [Lj, LyJu = 0,Vj,k = 1,2,...,r. Ou seja, uma condigdo necessiria para que u seja
solucdo do sistema homogéneo é [L;, LyJu = 0,Vj,k = 1,2,...,7. O campo vetorial
[X,Y] é chamado de colchete de Lie (ou comutador) de X e Y e essa nova operacao em
X(Q) x X(2), que associa cada par (X,Y) ao seu colchete de Lie, torna X(2) uma algebra
de Lie sobre C.



3.2. ESTRUTURAS FORMALMENTE INTEGRAVEIS 41

Definicao 3.11 Uma estrutura formalmente integravel sobre ) ¢ um subfibrado vetorial
complexo V de CTS) satisfazendo a condi¢ao de involutividade de Frobenius: se W C €}
¢ um aberto e L,V € X(W) sao secoes de V sobre W, entdao [L, V] também € uma se¢ao

de V sobre W.

Observacao 3.12 O posto e o co-posto do subfibrado V serd também chamado de posto
ou co-posto da estrutura formalmente integravel V respectivamente. Suponha que (U,
mathbfx) € uma carta local e que existam campos Ly, . .., L,, os quais geram V, qualquer

que seja q € U. Seja L uma secao deV em U. Entao para cada q € U temos

Ly=Y al(L;),,al € C. (3.5)
j=1

Isso define fungées f; : U — C dadas por fi(q) = aj,j = 1,2,...,n. Além disso,

N
. _ 0
existem funcoes aji, by, =1,2,...,n,k =1,2,..., N suaves tais que L; = E ajka— 2
Tk
k=1

N
L= b,——. Assim, temos
1 al’k

L= EN: [i fj(Q)ajk(Q)] (%)q (3.6)

k=1 Lj=1
e portanto
bi(q) =Y fi(@)a(q),Yg € Uk =1,...,N. (3.7)
j=1

Como o conjunto {(Ll)q e (Ln)q} ¢ linearmente independente para cada q € U, seque
que a matriz

ai(q) ... ain(q)

Qn1 (Q) s anN(Q)

possui posto mdrimo em cada q € U. Renomeando as colunas se necessario, podemos
supor que a matriz (@ij)ij=1,..n € inversivel em p. Apds uma possvel contragao em U,
podemos supor que isso vale para todo q € U. Fazendo a mesma troca de linhas (do

mesmo modo que fizemos nas linhas de (aj;), que possui ordem N X n) no vetor coluna
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(b)), utilizando (3.7) podemos escrever

by apy ... Qin fi
by ani ... QNn fn
Em particular,
by aipr ... Qip S
bn Qp1 .. Qnn fn
e invertendo a matriz (a;j)i j=1,.n obtemos que f; € C*(U) para todo j =1,2,...,n. Ou

n

seja, L = ijLj, com f; € C®°(U). Um caso particular é quando V é uma estrutura
j=1

formalmente integrdvel e L = [Lj, Ly]: neste caso, existem funcées ¢, € C*(U) tais que

n

Lj, Li) =Y L. (3.8)
v=1
Definicao 3.13 Uma solucgao cldssica para uma estrutura formalmente integrdvel V sobre
Q é uma fungdo u de classe Ct em Q tal que Lu = 0, para toda se¢io L de V sobre algum
aberto de ).

3.3 Formas diferenciais

O espago dual do C*(€2)-mé6dulo X(£2) serda denotado por (£2) e seus elementos serao
chamados de formas diferenciais de grau 1 ou 1-formas diferenciais. O primeiro passo
que demos ao definir campo de vetores foi definir sua restricado a um aberto W C (.
Para realizar isso, tivemos que estender funcoes definidas em abertos de €2 para toda a
variedade 2. O mesmo pode ser feito com campos vetoriais: considere um aberto W C (2,
L eX(W)epeW. Entao existe L' € X(€2) que coincide com L em uma vizinhanga de
p. De fato, basta considerar uma funcao h € C*(W) que vale 1 em p e se anula fora de
um fechado contido em W. Definimos Ly = hL € X(W) e, para f € C*(Q),

L (fly)(q), seqeW

() :{ ) e
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Para definir a restri¢do de uma 1-forma w € 9(S2), precisamos de um resultado analogo

ao feito na Proposicao 3.5.

Proposicao 3.14 Se um campo L € X(Q2) se anula em um aberto W C Q, entdo w(L)

se anula em W.

Dessa forma, se w € 9(Q2) e W C Q é um aberto, podemos definir w|;;, da seguinte forma:
dado L € X(W) ep € W, fixe L' € X(Q2) que coincide com L em vizinha de p e defina
wly (L)(p) = w(L')(p). Segue que wly,, € X(W) e além disso, o diagrama

X(Q) —2=C=(Q) (3.9)

X (W) 2 e (1)

é comutativo, sendo que as linhas verticais sao as restricoes. Para fazer um resultado

analogo ao que temos na Proposicao 3.9, precisamos do seguinte

Lema 3.15 Seja w € MN(), L € X(Q) e suponha que L, =0, para algum p € Q. Entdo
w(L)(p) = 0.

Vamos detonar o dual de CT,2 por (CT;;Q. Assim como fizemos para campos vetoriais,

sep € Qewe N, oLema 3.15 nos permite definir w, € (CT;Q por
wp(v) = w(L)(p), (3.10)
onde L € X(Q) satisfaz L, = v (usamos a Proposigao 3.9).
Proposicao 3.16 Fizado p € 0, temos CT,Q = {w, : w € N(Q)}.
Defini¢ao 3.17 Dada uma funcao f € C*(Q)), definimos df € M(QY) por
a(L) = L()). (3.11)

Chamamos de subfibrado complexo cotangente a uniao disjunta

T,

peEQ
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a qual serd denotada por CT'Q. De modo andlogo ao que fizemos para CTS2, podemos
introduzir a nocao de subfibrado complexo cotangente de posto m como sendo uma uniao
disjunta
w=Jw,
peD

sendo que cada W, ¢ um subespaco vetorial de CT;Q de dimensao m que satisfaz: Dado
po € €, existe um aberto U contendo py e 1-formas wi,...,w, € MNU,) tais que
(wl)p ey (wm)p geram W, para cada p € Uy. Os espagos W, sao chamados de fibra
de W no ponto p.

Proposicao 3.18 Seja V = U V, um subfibrado tangente de CTS). Defina, para cada

peN
p e,

Vi={neCT,Q:n=0emV,}. (3.12)

Entao V*+ = U VL ¢ um subfibrado cotangente de CT"Q de posto m = N — n.

peEQ

Observacgao 3.19 Podemos provar também que se V= € um subfibrado cotangente de
posto m = N —n, entdo V € um subfibrado tangente de posto n. A partir de agora, se V
for uma estrutura formalmente integrdvel, denotaremos o subfibrado cotangente V* por

T'. Além disso, n sempre denotard o posto deV e m = N —n o posto de T".

Usaremos as seguintes notagoes
T,Q={veCT,Q:véreal},

sendo que v é real quando seus coeficientes na base usual sao reais, ou equivalentemente

se v(f) é real sempre que f for um germe de fungao real.

T,Q = {£ € CT,Q: & éreal};

TQ = | T,
peEN

T'Q = T,9;
peEN

Se L € X(Q), definimos seu complexo conjugado L € X(2) por L(f) = L (f), f € C>(%).

Observe que podemos falar de parte real e parte imaginaria de um campo: Re L = L+z
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elmL = L2—_ZZ, L = ReL +ilmL ese f € C®KLR), entdo Re L(f) e Im L(f) sao
fungoes reais. Um campo L € X(£2) sera dito real quando L(f) € C*(2;R) sempre que
f € C®(;R). Duas maneiras equivalentes e tteis de dizer o mesmo sdo: L = L ou que

os coeficientes de L em uma base local {%} sao funcoes reais. Podemos fazer o mesmo
J

para elementos de CT,(2, ou seja, dado v € CT,(?, definimos ¥ ( i) =v (Z) Além de
definicoes e propriedades andlogas ao que fizemos para campos serem validas, se dado um

subespaco V, C CT,(?, podemos definir o seguinte subespaco
V,={v:veV,}.

Se V é um subfibrado tangente de CTS2, entdo o mesmo vale para V = U Vp. Podemos
peQ
dar definicoes andlogas para CT Q) e CT;Q, sendo que para todo subfibrado tangente V
se CTSQ vale
— L R

Vo =VL

3.4 O conjunto caracteristico

Vamos comecar recordando a definicao em @ C RY. Considere P um operador dife-

rencial linear de ordem n em 2, ou seja

P=P(z,D)= ) as(z)D"

laj<n

sendo a € Z% e o € C*°(2). Definimos o simbolo principal de P, e o denotamos por P,,

como sendo
P,(x,&) = Z ao ()% x € QEcRY e £ £0.
la=n

O conjunto caracteristico de P, denotado por char P, é formado pelos pontos (z,¢) tais
que P,(z,&) = 0. Lembremos ainda que P ¢é dito eliptico quando char P = &. O objetivo
dessa se¢ao é definir o conjunto caracteristico em uma variedade §2 qualquer. Seja ¥V uma
estrutura formalmente integrével sobre a variedade €. Defina (o que também chamaremos
de conjunto caracteristico de V)

T°=T7'NnTQ, (3.13)
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ou seja, se V = UpGQ V, entao £ € TV se existe p € Q tal que £ € V;Dl e £ é real. Fixado
p € 2, definimos também Tz? = TIQQT;Q. Dado um campo L € X(2), definimos o simbolo

de L como sendo a aplicagao
o:T'Q—C, (L)) =¢&(Ly), se€T,Q. (3.14)

Observe que £ € Tz? se, e somente se, o(L)(§) = 0, para toda segdo L de V. Considere
agora uma carta local (U,
mathbfz), € € Ty, L € X(Q) ¢ escreva

N
§=Y &(dxj),, & eRe
j=1

Y9
7=1
Segue entao que

o(L)(€) = &(Ly) = > a;(p)é;. (3.15)

Note que a definicao de simbolo principal para um operador diferencial linear de pri-

meira ordem em um aberto 2 C RY coincide com a definicao dada para uma variedade
N

qualquer se olharmos para (3.15) e se identificarmos os vetores { = Zﬁjej e RY ¢
j=1

N
f: Z ¢i(dx;), € T, sendo ey, ..., ey a base canonica de RY. Dessa forma, o conjunto
j=1
caracterfstico também coincide quando olhamos para © C RY. Além disso, (3.15) nos
S , . .
mostra que se L; = Zajk—,j = 1,...,n é um conjunto de geradores locais de V,
1 8$k

entao T° N T*U é descrito pelo sistema

N
k=1
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3.5 Estruturas localmente integraveis

Nesta secao iremos definir o principal objeto de estudo do capitulo e fornecer um

conjunto de geradores adequados para o mesmo. Comegamos com dois lemas.

Lema 3.20 Seja V um subespaco complexo de CN de dimensdao m. Defina Vo = VNRY,
d = dimgVp e v = m — d. Considere ainda V; C CV tal que (Vo ®iVy) @ Vi =V,
{Ci, ..., ¢} uma base para Vi e {&,41,...,&n} uma base real para Vy. Se escrevermos

G=¢&+in;,j=1,...,v, entdo

{G, G éurty - &m) € uma base de V; (3.17)

{1, &mymy - M} € linearmente independente sobre R; (3.18)

v+m < N. (3.19)

Lema 3.21 Seja U C 2 um aberto e p € U. Se Xy,...,Xy SG0 fungoes reais suaves em
U e se {(dazl)p,...,(de)p} ¢ linearmente independente, entio x = (x1,...,xy) e U

(apds uma possivel contracao) definem uma carta local.

Definicao 3.22 Dizemos que um subfibrado complexo tangente V de posto n define uma
estrutura localmente integrdvel se dado py € €1, existir uma vizinhanca Uy de py e funcgoes

21y ey 2m € C(Uy), comm = N —n tais que VPL € gerado por {(dzl)p e (dzm)p}.

Observe que toda estrutura localmente integravel é uma estrutura localmente integravel.
A Definicao 3.22 para uma estrutura formalmente integravel V equivale a dizer que os
diferenciais das fungoes suaves z; sao linearmente independentes em cada ponto de Uy e

anulam todos os geradores locais de V. Assim, temos a

Proposicao 3.23 Uma estrutura formalmente integravel V ¢é localmente integravel se, e
somente se, dados py € ) e campos Ly, ..., L, que geram V em uma vizinhanca Uy de py,

existe vizinhanga Vo C Uy de py e fungoes zy, ..., zy, € C(Vp) tais que
1. dzy N ANdzpy #£ 0 em Vo,

2. Li(z)=0,5=1,....,n,k=1,...,m.
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Em outras palavras, procuramos por um nimero maximal de solugoes linearmente inde-
pendentes do sistema linear homogéneo definido pelos campos que geram )V localmente.
Iremos agora construir geradores locais apropriados para estruturas localmente integraveis
V. Fixe p € Q) e considere funcoes suaves Gy, ..., G, definidas em vizinhanca de p tais
que dGy,...,dG, geram T'. Usamos agora as notagoes do Lema 3.20 com V = T} e

Vo = T,). Existe uma matriz complexa inversivel (c;;) de ordem m tal que

G= cnl(dGy),.j=1,...1, (3.20)
k=1
&= cr(dGy),,j=v+1,...,m (3.21)
k=1

Defina as fungoes

Zj = chk(Gk —Gi(p),i=1....v;

k=1

VV[ = ZCVJrl’k(Gk — Gk(p)),l = 1, ...d.

k=1
Entao Z; e W, se anulam em p e por (3.20) e (3.21), temos que dZy, ..., dZ,, dWy,...,dWy
geram T’ em vizinhanca de p (que ainda denotaremos por V). Se definirmos z; = Re Zj,
y; = ImZ; para j = 1,...,ve s = ReW, paral = 1,...,d, entao o Lema 3.20 e as
equagoes (3.20) e (3.21) nos garantem que o conjunto {(dz;),, (dy;)p, (ds;),} C T:Q é
linearmente independente sobre R. Podemos admitir que existe um sistema de coorde-
nadas (V,X), com X = (X3,...,Xn) que se anula em p. Portanto existem n’ fungdes da
forma X;, as quais denotaremos por tj, tais que o conjunto {(dx;),, (dy;)p, (ds;)p, (dty),} é
uma base de T;Q e, por conseguinte base de (CT;;Q. Utilizando o Lema 3.21 e escrevendo

W, = s; + i¢;, demonstramos o

Teorema 3.24 Seja V uma estrutura localmente integravel, p € €2 e considere d como

sendo a dimensao real de TI?. Entao existe um sistema de coordenadas que se anula em p

Tl ooy Ty YLy ooy Yy S1yvv s Sdy iy e v ey by

e fungoes reais suaves @1, . . ., ¢q definidas em uma vizinhanca V- do ponto p que satisfazem

oe(p) =0, (dgn),=0,k=1,...d,
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tais que os diferenciais das funcgoes

Zj:Zj:Ij+iyj,j:1,...,V, (322)
geram T" em V. Em particular, v+d = m, v+n' =n e T£ € gerado por (ds1),,, ..., (dsq),,-

Usando as notagoes do teorema anterior, como (d¢y), = 0, temos que %(p) = Opn'-

/

oW;
0s;

se necessario, podemos supor que essa matriz é inversivel em V' e dessa forma podemos

Logo, a matriz ( > de ordem d é a matriz identidade em p. Diminuindo o aberto V

d
0
introduzir os campos M;, = Z e =,k =1,...,d tais que
1 8Sk/

Mka/ = 5kk’-

Os coeficientes (i, 1 sao dados pela transposta da inversa da matriz cujos coeficientes sao

<%> Assim, nao é dificil ver que os campos

0s;
0 4 ¢
Li=— —iS Z*yn =1 .. 3.24
j az] ZZ: azj ku] ) 7V7 ( )
B 4 9¢
I=——iS 2 1=1.....0/ 3.25
l 8251 ZkZI 8251 k> 3 , T ( )

sao linearmente independentes e satisfazem
Li(Zy) = Li(Zy) = Ly(Wy) = Li(Wy) = 0, (3.26)

para todos j, 7' =1,...,v,l=1,...,n ek =1,...d. Como v +n' =n e dZ;,dW) geram

Y+ em vizinhanca de p, segue que
Li,...L, Ly,...,Ly geram V em vizinhanca de p. (3.27)

Além disso, temos que as 1-formas

le, PN ,le,,dgl, ce ,dEV,de ce ,de,dtl, ce ,dtn/ (328)
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sao linearmente independentes em p e, portanto geram CT Q em vizinhanca de p. Um

célculo direto mostra que (3.28) ¢é a base dual de

Ly, ..,L Li,....L,,My,....,Myg, Ly, ... Ly, (3.29)
sendo que
0 . Oy
Ly=——iY ——M,j=1,. v 3.30
J aZj Zk:1 8,2]- ks J ) ,V ( )

Se P e () sao dois campos vetoriais de (3.29) e se I é alguma das fungoes Zj,?j, Wit
entdo como (3.28) é a base dual de (3.29), temos dF(P) e dF(Q) s@o constantes. Segue
da Proposicao 3.5 que dF ([P, Q]) = 0, de onde concluimos que [P, Q] = 0 e portanto os

campos vetoriais escritos em (3.29) comutam entre si.

3.6 Estruturas do tipo tubo

Nesta secao definiremos um caso particular de uma estrutura localmente integravel,
as estruturas do tipo tubo, que sao objetos de grande importancia para este trabalho.
Nao sao necessarias todas as informagoes do Teorema 3.24 para encontrar geradores locais
adequados para as estruturas do tipo tubo. Assim, comecgaremos enunciando um resultado

mais fraco que é corolario imediato do Teorema 3.24:

Proposicao 3.25 Nas hipoteses do Teorema 3.2/, existe um sistema de coordenadas que
se anula em p (o qual identificaremos com 0)

xl,...,xm,tl,...,tn
e funcgoes reais suaves ¢y ..., ¢, definidas em vizinhanca de 0 tais que

or(p) =0, dy¢x(0,0) =0

e os diferenciais de
Zi(x,t) = xp +iop(x,t),k=1,...,m

geram T" em vizinhanca da origem.
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Demonstracao. A demonstragao é apenas uma identificacao com as coordenadas

/ / / / / / / /
Tlsee s Ty Yy oo Yy S1a ey Sgybyy e by

que obtivemos no Teorema 3.24. A identificacao que fizemos de p com a origem de RY
¢é feita via carta local e isso nos permite fazer consideragoes do tipo d,¢x, j4 que agora
podemos falar de coordenadas. As primeiras v fungoes x; nao alteramos, enquanto que
definimos w,; = s, = 1,...d, iy, = y,l = 1,... ;v ety =tk =1,...n. Para
que os diferenciais de Zy(x,t) = zy + igp(z,t),k = 1,...,m sejam geradoras de T’ em
vizinhanga da origem é suficiente considerar ¢, = y.,k = 1,...,v € ¢ppp = &), k =
1,...,n'. Denotando esse sistema de coordenadas por

mathbfz, vemos que ¢, nao depende de x, de onde concluimos que d,¢(0,0) = 0. O

As consideracoes feitas apos o Teorema 3.24 podem ser refeitas para a Proposicao 3.25

e se tornam mais simples. Primeiro, notamos que %% =d,k=1,....nel=1,...m

em 0. Podemos introduzir entdo, na vizinhanca da origem de RY, campos vetoriais

= 0
M, = t)— 3.31
K ;Mi@l(% )&m (3.31)
tais que
Mk<Zl> = 5kl-
Dessa forma, se definirmos
0 )

L izﬂ(x,t)Mk,j: 1,....n, (3.32)

i T 4oy
o o

entao como antes temos:

1. Os campos L; sao linearmente independentes e satisfazem L;(Z;) = 0 para todo

7=1,...,n.
2. Ly,..., L, geram V em vizinhanca da origem.
3. Li,...,L,, M,..., M, comutam entre si ¢ geram CTR” em vizinhanca da origem

de RV,
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A Observacao 3.19 nos diz que se f1, ..., f, sao funcoes suaves tais que seus diferenciais
sao linearmente independentes em um aberto W, entao podemos considerar a estrutura
formalmente integravel V tal que V* é gerada por dfi, ..., dfn,. Segue que V é localmente

integravel.

Definigao 3.26 (Estrutura do tipo tubo) Seja U C R™ um aberto, ¢ : U — R™
uma funcao suave, sendo ¢(t) = (P1(t),...,dm(t)). Uma estrutura do tipo tubo em Q =
R™ x U € a estrutura localmente integrdavel V em ) tal que T' é gerado pelos diferenciais
das funcgoes

Z = a +igp(t),k=1,...,m, (3.33)

ou seja,
Zi(x1, oo Ty b1y oy tn) = @+ iRt . L ).

Observe que neste caso é facil explicitar quem sao os campos My definidos em (3.31)
uma vez que Z,(z,t) = Idyxm em todo (x,t) € R™ x U. Neste caso, temos ug/(x,t) =

Ok, V(z,t) € R™ x U e portanto os campos vetoriais (3.32) ficam

L= i—ii%(t)i. (3.34)

T
I

Note ainda que tais campos geram V em R™ x U.



Capitulo 4

Vetores Gevrey em Estruturas do
tipo Tubo

4.1 Introducao

Demonstraremos neste capitulo os principais resultados deste trabalho, os quais estao
presentes em [8]. Trataremos de vetores Gevrey para um sistema de operadores que geram

uma estrutura do tipo tubo. Comecamos o capitulo com algumas defini¢oes iniciais.

Defini¢ao 4.1 Sejam s > 1 e P = P(z,D) = Z ao(x)D* um operador diferencial
lal<m

parcial analitico linear de ordem m > 1 no aberto Q C RY. Dizemos que u € D'(Q) é um

s-vetor Gevrey para P (ou vetor analitico para P se s = 1) quando P*u € L} (Q) para
todo k € Zy e para todo K C ) compacto, existe C > 0 tal que
k k+17.1ms _
|P u||L2(K) < CFPEI™ £ =0,1,2,.... (4.1)

O espago dos s-vetores Gevrey para um operador P como na defini¢cao acima serd denotado
por G*(£2; P). Afirmamos que
{ue L} .(Q): Pue G ()} CG(%P).

loc

Para justificar tal inclusdo é suficiente verificarmos que G*(Q) C G*(Q; P), que por sua

vez segue da

23
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Proposigao 4.2 Seja f € G5(2), com s > 1 e Q C RY aberto. Ewiste constante C > 0
tal que
[DOPEf]] ooy < IO (Ja] +mk), Ya € ZY k= 0,1, (4.2)

Demonstracao. Dado K C {2 compacto, se f € G*(£2), existe A > 1 tal que
0% f(z)] < AP |a1* Vo € ZY 7 € K.
Além disso, como cada a, ¢ analitica, podemos encontrar B > 1 tal que
0%, (z)| < B al,Va,y € ZY, |y| <m,z € K.
Afirmamos que existem C7,Cy > 0 tais que
e

fHL2(K) < C‘labgﬂ (Ja| + mk)1*,V a € ZY k=0,1,2,...

e o resultado segue se definirmos C' = max {C}, Cy}. Considere C} = max {A, B + 1},

N
02:maX{AIK\m,B\KIW(er1)(N+1)mC{” (CCIB) }
=

e vamos demonstrar a afirmagao por inducao em k. Se k = 0, a afirmacgao vale pois
|K|1/2 Alel+l < 0'1“'02. Vamos supor que vale para k e mostrar que vale para k + 1.

Primeiro, observe que
DaPk+1f ZZ< > Da B+’yPk ( )
[y|<m B<a

0 que nos mostra que se z € K, entao

}DaPk+1f Z Z ( >B|BI+15!C«10<||/3+|7|C§+1 (lo| = 18] + |y| + mk).

[v|<m B<a
Usando (2.23), obtemos

(67 |Oé| ° s a|— S
1P gy S IET2 DD (‘ g) BHIBICSTIICE () = 18]+ 1]+ mk)”.
[v[<m B<a

(4.3)
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Dessa forma, se

s s 18l
M = Z Z (|a|) |5|!S|K|1/2 (la’ — ‘6' +m+mk> B (E) O{nCQ_I,

iz iz I (laf +m + mk)!s c;

concluimos de (4.3) que
1D P | oy < CEICE (Ja] + m(k + 1)) M

e o resultado fica demonstrado se mostrarmos que M < 1. Como

(1) el = B et

5] (la| +m + mk)!
e o nimero de multi-indices y € Z¥ tais que |y| < m, é menor que Z(N + 1)P (ver [17,
p=0
p.11]), é suficiente verificar que
» B\
BIK["? (m+1)(N +1)"CPCyt > <—> <1 (4.4)
1

BLla

Como C7 > B, temos

(@) <(a%)
= 4 —\Ci—-B) ’

de onde concluimos que

B\ ¢\
B<a

e obtemos (4.4) pela escolha de Cs. O

A inclusao G*(2) C G*(€; P) segue de (4.2) com e = 0 ap6s aplicarmos (2.10) diversas
vezes. Isso nos leva a estudar as inclusoes G*(Q2; P) C G*(Q2) e vérios resultados foram
obtidos ao longo dos anos. Quando P é eliptico, todo vetor Gevrey para P é uma funcao
Gevrey. Reciprocamente, se existe s > 1 tal que G*(2) C G*(€); P), entdao P é eliptico

(veja, por exemplo, [16, teo.1]).
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4.2 Vetores Gevrey em Estruturas do tipo Tubo

Denotaremos por © uma bola aberta centrada na origem de R™ e ® uma funcao
analitica definida em vizinhanca de © tomando valores em R™. Escrevemos ® = (¢1,. .., ¢m),
supomos que $(0) = 0 e consideraremos a estrutura do tipo tubo definida em R™ x ©
assim como na defini¢ao (3.26). Ou seja, os campos

0 = Oy, O

Lj=——1

— 4.
J th 1 8t] al’k ( 5)

definem uma estrutura localmente integravel de posto n, cujo ortogonal é gerado pelos

diferenciais das funcoes
Zk(x,t) :{L’k+2¢k(t),k: 1,...,m. (46)

Observe ainda que os campos L; e %, além de comutarem entre si, satisfazem

0 0
CT(R™ x ©) = Ly, Ly, 2 ... 2\ 47
R x 6) =span {Lu,.. L g | (@7)
Dados s > 1 e a = (ay,...,0,) € Z7, vamos denotar L* = L{" ...L%" e podemos

introduzir o principal objeto deste trabalho:

Definicao 4.3 Sejam Q = U x V um aberto de R™ x © e u € D'(§2). Dizemos que u €
um s-vetor Gevrey (s > 1) para £ se L*u € Ly (V, L;, . (U)) para todo o € Zt e, para

loc loc

cada K = Ky x Ky C ) compacto, existe Cx > 0 tal que
ey al+1 s n
LU/l oo ey 11500y < Clial®, Vo € 221 (4.8)

O conjunto de todos os s-vetores Gevrey para £ serd denotado por G*(2; £). Um 1-vetor

Gevrey para £ também serd chamado de vetor analitico para £.
O préximo resultado nos da uma caracterizagao bastante util das fungoes Gevrey:

Proposicao 4.4 Uma funcio f € C®(Q) € uma fun¢ao Gevrey de ordem s > 1 se, e

somente se, dado compacto K = K1 x Ky, existe C > 0 tal que

12202 ey < P el B (49)
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Demonstracao. Vamos demonstrar que a estimativa (4.9) é suficiente para garantir que
f € G*(2). Dado um compacto K C €, obtemos um numero finito de compactos da
forma K7 x Ky C U x Vque cobrem K. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade,
que K é da forma K = K x K,. Para tal compacto K, como ® = (¢4, ..., ¢,,) é analitica,

existe D > 0 tal que
Afirmamos que existem C7,Cy, C5, R, > 0 tais que
|7 LB F gy < CINCYICYIR (0] + 18] + [7)1°, Yo,y € 22, B € 2. (4.11)

Uma vez provada a afirmacao, o resultado segue se considerarmos o = 0 e (2.10). A
demonstragao serd feita por inducao em |y|. Se v = 0, entao obtemos (4.11) de (4.9)
desde que C' < C},Cy, R. Suponha valido para |y| = k e mostremos que vale quando
|7] = k 4+ 1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que v — e, > 0. Dessa forma,

temos
OLOPf = O oL’ f
_ = 0¢y O
= 97| L — | L*0?
o; ( n—H;&tn@xk) O’ f

= atwienLa%"aff +1 Z Z (7 _06") azﬂen@g ) (atvfen—aLaangek) f.

k=1 o<vy—en

Usamos a hipétese de indugao e (4.10) para concluir que

(7LD f || e ey < C1TH Y CEIT R (0] + 18] + )P+

3

m
k=1 c<y—en

— e, - al 18 s s
(7 0 )D' +2 (lo| + |)!C{ |C‘2 | 1C':|))7| - lR(|a| + 18|+ || = lo])r.
LOgO, temos

17 LoD f || e ) < CLICT IR (0] + 18] + [A])!* - M,
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sendo

o . (el < 18+ Iyl = Lo
M =CiC5' + ! 6>D'”'+2 ) TeXeramics .
EIDIDYD ( o (ol + DG T T+

k=1 c<vy—ep

Dessa forma, o resultado fica demonstrado se garantirmos que M < 1. Escolhemos

primeiro Cj tal que C; < C3/2 e entdo é suficiente termos

IN

m . . 'S
o

k=1 o<y—en (’Oé| + |ﬁ| + |,7’)ls

Observe que

(!’V - enl) ‘U“(Ial 8Lt =Dt

o] (lal + 181+ 17])!

Como (|o| + 1)! < 271 gl e (V) < (|V|_J‘T"|)8 , 0 nosso trabalho se reduz a demonstrar

que
2D lo]
2 ~1
AD*CyCy'm Y (73) <1 (4.12)
o<y—en
Se 2D < (3, entao
D\ Cs \"
> (2) < (%)
b Cs Cs—2D
o<v—en

Logo, para obter (4.12) é suficiente garantir

C n
2 3
- - < .

que é verdade para Cj suficientemente grande. Ou seja, basta considerarmos C, Csy, R de
modo que C1,Cy, R > C e (5 suficientemente grande de modo que C3 > 2D, C3 > 2C e
que satisfaz (4.13).

Para a reciproca, o argumento é analogo: suponha que exista C' > 0 tal que
1
10708 1l e, < CoH a1
Mostramos por inducao em |y| que

122070 gy < B BY'BY'R (lal + 18] + )Y,
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para constantes By, By, By, R’ > 0.

Corolério 4.5 Se u € L2 (V, L},
u € G°(; L).

(U)) e Liu € G*(Q) para todo j =

99

1,...,n, entdao

Demonstragao. Segue da hipétese e de (4.9) com =0 quese K = Ky X Ko C Q é

compacto, entao existe A > 0 tal que

L Ljull foo (g, 50p) < Al Yo e Z0 j=1,...,n

Se |a| > 1, supondo sem perda de generalidade que o > 0, temos

T P ———— /K Lou(e, 1)) da
1
| K, ||La_61L1uHL°0(K1><K2

< K| Allats

IN

)

Logo, se Cx = max {|K1] VA, ||U||L00(K2,L1(K1))}v obtemos (4.8).

O

Se u é um s-vetor Gevrey para £, entao u ¢ um s-vetor Gevrey para cada L; e temos

que o conjunto caracteristico de L; contém W Fy(u) (ver [7, p.9]). Assim como na Segao

3.4, o conjunto caracteristico de £ sobre Q (denotado por C(£) |,) é a intersecao dos

conjuntos caracteristicos de cada L;, 1 < 7 <n. Como

(L), = ﬂ (r,t,6,7) € Q x [(R™™)\ {0}] : o(L;)(x,t,€,7) = 0}

_ {ngm reUteV,e+0,Do(t)-& =0},

temos a

Proposicao 4.6 Se u € G*(€; £), entao o conjunto frente de onda Gevrey de ordem s

de u estd contido no conjunto
{(m,t,ﬁ,O) cx €U teV,E£0,'DO(1) &= O} .

Corolario 4.7 Se £ € eliptico e s > 1, entao G*(Q2; £) = G*(Q).
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Corolario 4.8 Sejam u € G*(;£) e s > s qualquer, sendo Q = U x V aberto em
R™ x ©. Assuma que dados xo € U e Ky CV compacto, existe sequéncia {1y} C C§°(U)
tal que Y wale 1 em vizinhanga de xg, |||« < M, para algum M > 0 e existe C > 0
tal que

1s’

— N!
’(¢NU)(€7t)‘ S CN+1W7Vt € K27N € ZJru

—

sendo que (Ynu)(&,t) representa a transformada parcial de Fourier na varidvel x. Entdo
u € G (Q).

Demonstracao. Usando o Teorema 2.19 e a Proposicao 4.6, é suficiente demonstrarmos
que dados (zo,tg) € Qe & # 0, entao (xo, to, o, 0) ¢ WEy(u). Considere y € C§°(V) que

vale 1 em vizinhanga de t e satisfaz 0 < y <1 e uma sequéncia 1y como no enunciado,

1
loc

sendo Ky = suppx. Como u € L; (), segue que a sequéncia (Y @ x)u € E'(2) é

limitada. Observe agora que

IF Wy @x)u] (§7)| < /K /e—iz'%N(x)u(g;,t)dx dt
< K] sup (@) €.1)
NI
K CN+1—.
s Ml g

Seja I' = {(&,7) e R™\ {0} : |7] < [£|}, que é um cone aberto. Observe que (§y,0) € T’
e, em I, temos |(£,7)| < v2[¢]. Logo, se Cy = max {C2Y/2,C | K|}, segue que

15’

[(Xolnl

0 que termina a demonstracgao. 0

F [(n @ x)u] (€, 7)] < O N=12... (7)€l
Para o caso em que £ nao é eliptico e s > 1, temos a
Proposigao 4.9 Se £ ndo € eliptico e s e s' sao niumeros reais tais que
l<s<s <2s—1, (4.14)

entao existe um s-vetor Gevrey para £ que nao é uma funcao Gevrey de ordem s'.
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Demonstracao. Por hipétese, C(£) |, # @, ou seja, existem ¢ty € © e § # 0 tais que
ED®(ty) - & = 0. Observe que se considerarmos ®(t) = ®(t + to) — B(t,), entdo podemos
supor que to = 0. Além disso, pela linearidade da diferencial, vamos considerar || = 1.
Defina agora o funcional f : © — R por f(t) = ®(t)-&. Se n € R", entao nossa hipétese

garante que
df(0) - n = (&, DP(0) - n) = 0.

Como f(0) = 0, segue da Férmula de Taylor que, apds uma possivel contracao de ©,
existe C' > 0 tal que
|D(t) - &| < C|t]*,Vt € ©. (4.15)

Escolha 0 < o < 1 de modo que 525 < o < & e defina 0 = s — 122, Como o(2s —1) > 1,

temos 2as + a — 1 > 2a, 0 que nos garante que 1 < o. Denote por r o raio de © e
considere 0 < p < min {r, C~/?} e ( € G§(B(0, p)) tal que ((0) = 1. Definimos

u(x,t) = / M@ QAT (NA=)2) g) (3,1) € R™ x O, (4.16)
1

lembrando que Z(x,t) = a3 + i®,(t). Observe que se A > 1 e A17%/2¢ ¢ supp ¢, entdo
At]? < p2A\?, e portanto A |®(¢) - &| < Cp?A*. Fixe M > 0 tal que

10°¢(t)| < MPHLB17 vt e R, B € 7.
Denotando por g(z,t, \) o integrando na equagao (4.16) segue que

/ lg(z, t, \)|d\ < M e AP gN < 0o,
1 (LAo00){A[t[2<p?A>}
pois —A®(t) - & — A* < (Cp? — 1)A* e Cp* — 1 < 0. Isso nos mostra que u estd bem

definida e estimativas analogas nos mostram que u é de classe C* em R™ x ©. Note que

u(z,0) = / eATETAT N
1

Se & - D, denota o operador % (518%1 +...+ @n%), sendo & as coordenadas de &,

obtemos N N
o- Do)ul (2,0) = [ NgPePr o X ax= [ Ao,
[(§ )ul (z,0)

1 1



62 CAPITULO 4. VETORES GEVREY EM ESTRUTURAS DO TIPO TUBO

Utilizando um argumento de inducao e fazendo x = 0, concluimos que

[(fo . D,)* u} (0,0) = /OO MNe™2d\ k=0,1,.... (4.17)

1

A mudanga de variavel u = A\* nos mostra que

1 (k+1
/ )\’“e‘Ad)\:—F( i ),k:O,Q,...,
0 a o

e segue de (4.17) que

[(50 . D, u} (0,0) = 1n (k + 1)

« «

1
—/ Nee™"d\ k=0,1,.... (4.18)
0
Suponha que u seja uma fungao Gevrey de ordem 7, com 7 < é Entao existe C; > 0 tal

que
107u(0,0)] < CIHT vy ez,

Dessa forma,

& D" ] (0,0 = i...igjl-----fjk%(o,tJ)

Ji=1 Je=1 k
k!
< ZW&W 107u(0,0)]
IvI=k
< Z k_!cvk—i-l 1T
lv|=k
< (mO)FEIT

Podemos supor ainda que C' > 1 e fol Nee=A"d\ < O para todo k = 0,1,2,.... Segue de
(4.18) que existe A > 1 tal que

(0% (0%

1p (k + 1) < AR (4.19)

Usamos agora que existem constantes 0 < B e 0 < 6 < 1 tais que I'(z) = Bx® 1/2¢-#+027"

para x > 0 (ver [19, p.253]), T'(k + 1) = k! e escrevemos j = k + 1 para obter, apds
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redefinir A,

Aol
1 (l) a3 o A0S < Aj+1jrj—g€—rj+9j—7.
Esta tultima desigualdade pode ser reescrita como

(Aa1/a€1/ae—r)*f'j(T—1)/2j(1/a—7)j69(a—7)/j < al2A,

o que é uma contradic¢do, pois ja que 1/a — 7 > 0, vale

Isso mostra que u nao é funcao Gevrey de ordem 7 em vizinhanga de 0 quando 7 < 1/av.
Observe que se 8 € Z", usando que L;Z;, = 0 para todo j =1,...nek =1,...,me

derivando sob o sinal de integracao, obtemos
Loula ) = / AG=0)81/2 2500 S0=3" 98 ¢ (\1=/2) @,
1
0 que nos mostra que

| Lou(z, t)| < MIPH1L e / A1=a)l81/2=(1=Cp*)A% g (4.20)

1

Denote por n o fiumero real positivo 1 — Cp?. Se realizarmos a mudanca de varidvel

x = nA%, concluimos que para algum C' > 1 > 1, vale
| LPu(z,t)| < O /OO pE(B+D =z gy 310
0
Afirmamos que existe Cy > 0 tal que
/ R gy < CP3 (18| + 1)1 %=, VB € 27, (4.21)
0

ou seja
1—«a

r (— (181 +2) + 1) < O (18 4 2)'F

2x
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Se escrevermos || +2 = j e ¢ = 1%, devemos demonstrar que
T'(cj+1)<C3'T ().
Como I' (¢j + 1) = ¢jI' (¢j), é suficiente mostramos que existe Cy > 0 de modo que
T(cj) < (), 5=1,2,....
Esta tltima desigualdade equivale a

(cj) I=1/2 —cj+0/cj < Cg+1jcj—c/2e—cj+09/j,j =1,2,....

Logo, basta termos

pLe—1 6 i1
i e < O

Como h(z) = e# é limitada em [1, +00) e k < €, se considerarmos Cs tal que Cy = ez

e h(z) < Cy, entdo para todo x > 1 as equagoes (4.20) e (4.21) nos mostram que
| P, )] < MPFLRITCP (6] + 1)1
Da definigao de o, segue que existe C); > 0 tal que
|LPu(z,t)| < P31, Y(a,t) e R™ x ©, 6 € Z.

Logo, u € G* (R™ x ©; £) \ G* (R™ x ). O

4.3 Vetores Analiticos para L

Enunciaremos agora um resultado (ver [5] e [2, teo 2]) que nos motivaréd a considerar

uma hipétese adicional para a nossa fungao P.

Suponha que h € uma solucao de L;h = 0,7 =1,...,n definida em vizinhanca da origem.
Fizado & # 0 em R™, temos que o funcional (¢, : © — R dado por (g, = ®(t) - & ndo

tem um minimo local na origem se, e somente se, (0,&) ¢ WFE, (h(-,0)).
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A partir de agora, iremos trabalhar com a seguinte hipotese:
(x) V& e R™\ {0}, é uma aplicagao aberta.

Demonstramos agora o principal resultado sobre regularidade analitica de [8]:

Teorema 4.10 Se Q = U x V C R™ x © € aberto e £ satisfaz (x), entao G*(Q; £) C
Cv(Q).

Demonstracao. Considere U’ x V/ um aberto tal que U’ x V! C U x V. Segue que
Low e L™ (V' L} (U")) para todo a € Z e existe C > 0 tal que

HLau||L°°(V’,L1(U’)) S OlaH_lOA,VOZ S ZCLF (422)

Seja 0 < r < C~1'/4. Observe que

2.

«

(0%
L% ol

<Y (0" < .
) -

|
Q. Loo (V! LY(U’

Logo, como L* (V', L}(U")) é um espago de Banach, temos que f : D = B(0;r) C R* —
L> (V' LY(U")) dada por

F) =Y S i) (1.23)

define uma fungao analitica real (ver [9, p.203]). Assim, se definirmos U = U’ x D x V' e

Lu(x,t e
v(x,y,t) = Z%(_Zy) 7(x7yat> € u7
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obtemos que v € L'(U) C D'(U). Além disso

Hayﬁv(Wy")HLoo(v',Ll(U/)) = [|0°f(y ”Loo (V/,LL(U"))

o LY
< Y| B iy
(; (a - B)‘ a! Lo (V! LY(U"))
1 (e a—
< Zm 1Ll oo yrr 1 gy 71277
a>p
< C (Tfl)\ﬂ\ il Z (O‘) (Cr)'a‘
a>f 2
< (a2l (ol
a>f
Logo, existe A > 0 tal que
H(?fv(, Y, ‘>HL°°(V’,L1(U’)) < A|B|+15'7v6 € Ziu Y€ D. (424>

Vamos denotar as coordenadas duais de (z,y,t) por (&,n,7). Afirmamos que
WF,(v) CU x {(&,0,7) : (§,7) # 0} (4.25)

Fixe (o, Yo, t0) € U e (&0, M0, 7o) € R™27\ {0} tal que 19 # 0. Consideramos x € C5°(U’ x
V") que vale 1 em vizinhanga de (z¢,%), 0 < x < 1 e uma sequéncia {¢)y} C C5°(D)
que vale 1 em vizinhanca de yo e que satisfaz (2.43) com constantes C,, e C;. Definimos
a sequéncia limitada vy (z,y,t) = x(z,t)Yn(y)v(z,y,t) € E'(2) que coincide com v em

vizinhanca de (x¢,yo,%p). Observe que se 3 € Z% e || = N

WP F (x(, o (y)o) (€, 7)| < Z(f) /D / | / D )| Dt )| dydrda
V<8

Z (5) /D// (CoN)P 7 | Dyw (e, t,y)| dydtde

D |V/|AZ( ) (CLN) 1B=1 gl MM

v<B

IN

IN
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Usamos agora que |G| = N, |y| < |5] e (2.19) para concluir que existe Cy > 0 tal que
0’ F (x(z, )n(y)o) (§,m,7)| < CPHINY.

Como |n|¥ < n™2n?|, com |B| = N, trocando Cy por (n'/2Cy), temos

F (e ) ()0) (€., 7)) < cN,N‘ (4.26)

Considere o cone aberto I' = {(£,n,7) € R™™27\ {0} : |¢] + |7] < p|n|}, sendo p > 0 tal

que % < p. Assim, (&o,m0,70) € ' e, se (&,n,7) € T, entao
[(E&n,7)] = 1(£0,0)+(0,n,0) +(0,0,7)|
< |(£,0,0)[ + [(0,7,0)] + [(0,0,7)]
< (X+p)nl.

Portanto, de (4.26), redefinindo Cs, temos
N

7 (x(a ) ()0) (€., 7)] < OV — y(en.7) €T,
Enr)l

de onde concluimos que (£y,10,70) ¢ WF,(v), obtendo (4.25). Vamos introduzir agora

uma nova estrutura do tipo tubo. Consideramos ® : © —s R™*" dada por

B(t) = (P1(1),. .., Pp(t), tr, ... 1n), Yt = (t1, ..., 1,) € O.

Os campos agoram sao dados por ij = L; — iaiyj,j = 1,...,n e temos que para todo
7=1,...,n, vale
- Loteiy L, . .
Lo = 3Tt = Y (0 — o)=L (i)
o aze;

_ Z La+63u _Zy Z L5+6]u _Zy _0

«

Segue (ver Apéndice B) que todo ponto em U admite uma vizinhanga na qual v é da

forma

v=A? 2,

(z,y)
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sendo v' uma funcao de classe C* em tal vizinhanca, L;jv’ = 0 paratodo j =1,...,n, Ay,
representa o Laplaciano nas variaveis z e y e ¢ é um inteiro nao negativo. Logo, é suficiente
mostrarmos que v’ é uma funcao analitica, pois nesse caso teremos que v é analitica e, como
v(z,0,t) = u(z,t), teremos o resultado desejado. Observe ainda que v' € G'(€; £), ja que
v é de classe C! e também ¢é solucao do problema homogéneo. O conjunto caracteristico
de £, C(£) |, esta contido em U x {(&,n,7) : 7 =0, + ®'(t) - £ = 0} (Proposicio 4.6),
e portanto WF,(v') também estd contido em tal conjunto.

Afirmamos que fixado t € V' a fungao v; = v/(+,-,t) definida em U’ x D é analitica.
Defina f: U'x D — U’ x D x V' por f(z,y) = (z,y,t), a qual é analitica. Observe que
Ny ={(x,9,t,0,0,7) : (x,y) € U x D}, lembrando que

Ny ={(f(z,y),&n,7) €U X R™* 'z, y) - (&n,7) =0} .

Dessa forma, temos Ny N WF,(v') = @. Vamos fixar
P=Ux{(&n7):7=0n+ () &=0}

e usar as notagoes de [12, p. 262,p. 263,p. 296]. Seja v/, € C3°(U) tal que v, — v’ em
Dr(U). Como v; é de classe C*, segue que f*v; = v;o f. Ja que f*vj; — f*' em
D'(U' x D), se mostrarmos que vjo f — v'o f em D'(U’ x D), teremos f*v' = v'o f = v;.
Dada ¢ € C°(U’ x D), uma vez que vale

(hof=vofie) < [ [apnt) = o(o0.6)] lola,y)] dody,

supp ¢

/.
j
verificar isso, vamos explicitar quem sao v}:

é suficiente mostrarmos que v, — ¢’ uniformemente sobre compactos K C U. Para

o0

Considere K; uma sequéncia de compactos em ¢ tal que K; C int K11, U = U K; e dado
j=1

K C U compacto, existe j tal que K C K. Definimos uma sequéncia y; € C5°(int /;41)

que vale 1 em K; e uma outra sequéncia ¢; € R™"?" de modo que [ ¢; = 1 para todo

j=1,2,... esuppy,; = B(0;¢;), sendo que €; é uma sequéncia que decresce a zero e que

satisfaz

K; +B(0;¢;) CU,Vj=1,2,....
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A sequéncia v, é dada por

v = (V'x5) * @5

Sejam K C U compacto e € > 0 dados. Considere r > 0 tal que K + B(0;7) C U. Existe
Jo € Ntal que K + B(0;7) C Kj, e €, <.
Como v’ é uniformemente continua em K + B(0;7), existe § > 0 tal que |[v'(z) —v(2)| < €

sempre que z, z € K' e |z — z| <. Seja ji € N que satisfaz €;, < min{J, r}. Observe que

|v3(x) — v'(x)‘ =

| 00 =) @ty

< s [) (0 = 9) = /(o).

Suponha que j > jo e x € K. Segue que que se |y| < €;, entdo x —y € K + B(0;¢;,) C

K + B(0;r). Como Kj, C Kj e K+ B(0;r) C K;

o, concluimos que se j > jo, v € K e

ly| < €;, entao x;(z —y) = 1. Por outro lado, se j > ji, entéo para x € K e |y| < ¢,

temos * —y € K + B(0;51) C K+ B(0;r) e |z — (x — y)| < J, podendo concluir que
|V'(z —y) —v'(x)| < e. Ou seja, se j > max {jo, j1} entdo
[vi(z) —v(z)| <€ Vo € K.

J

Dessa forma, temos

WFa(v) € f* WFa(v)={(z,5," f'(2,9) - (&0, 7)) : (2,9, 8,6m,7) € WFa(v) } . (4.27)

Observe que neste caso

f* WFCL(UI) = {@ay’fﬂ?) : (3773/;73577777') S WFCL(UI)} :

Se definirmos P = Agx’y), temos que se (§,n,7) € char P, entao n = 0. De (4.25) e
WEF, v C char PUWF,(v), temos que

WF,(v') cU x {(£,0,7): (§,7) #0}.

Segue de (4.27) que se n # 0, entao (z,y,&,m) ¢ WF,(v;). Por outro lado, se n = 0,
temos que ®(t) - (£,0) = ®(t) - £, a qual estamos supondo que é aberta, e portanto nio

possui minimo local sempre que £ # 0. Segue que (z,y,&,0) ¢ WE,(v;). Concluimos que
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WF,(v;) = @ e do Teorema 2.19 segue que v; é analitica para todo t € V' fixado.

Usamos agora os teoremas de Cauchy-Kovalevski e Holmgren para concluir a analiti-

cidade de v’ em vizinhanga de cada (z,y,t) € U: fixe ty = (19,...,t2) € V. O sistema

Elu = 0
uy(z,y, 89, e, .. t,) = V(x,y,to)

admite uma solu¢ao analitica u; em vizinhanca da hipersuperficie t; = t em U. A
funcio vi(z,y,t) = v'(x,y,t1,19,...,t%) de classe C* também ¢é solugao de tal sistema.
Pelo Teorema de Holmgren, segue que v; é analitica em um vizinhanca de ¢; = 9 em U.

Consideramos agora o sistema

EQU = 0
ur(z,y, 0,19, k) = V(@Y 1S, ).

Aplicamos o0 mesmo argumento com vy(x,y,t) = v'(x,y,t1,ts,...,t0) e, utilizando os

mesmos passos sucessivamente, concluimos que v’ é analitica. 0

Observacao 4.11 E possivel demonstrar o Teorema 4.10 sem passar pelo resultado pre-
sente no Apéndice B. Faremos alguns comentdrios sobre isso, uma vez que o argumento
utilizado serd importante posteriormente. Verificamos que a funcao v satisfaz Lyv = 0

para todo j =1,....,n ev € L=¥(V'; LY(U")). Em particular temos que
L e L>®(V'; LY (U")), Va € Z..

Afirmamos que
ve >V D(U).

Para verificar isso, recordamos que os espacos de Sobolev HP~™(§2), com 1 < p < 400,
m €N e Q CR", sio formados pelas distribuicoes u € D'(§2) que se escrevem como uma
soma finita de derivadas de ordem até m de fungoes em LP(Q). Tais espagos sao espagos
de Banach (podemos introduzir uma norma como feito em [18, p.326]) e contém o espago
LP. Assim, seque que

v(t), (Lv)(t) € LY(U).
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Como
~ 00 0u

atjv = (LJU) + 2 at] al'k7

k=1
obtemos que

v, Oyv e LV HYH(UY), j=1,...,n

Isso nos permite concluir que
v E Cl(V'; Hl’_Z(U’)).

Um argumento de indugdo e as inclusoes H>~™(U") C D'(U’) para todo m nos permite
concluir a afirmacao.
Uma vez mostrado que o trago v(-,-,t) € analitico para cada t € V' fizado, utilizamos

a sequinte versao do Teorema de Holmgren, a qual pode ser vista em [11, p. 125]:

Sejam Q C R™ um aberto, ¢ : Q — R uma funcgdo de classe C' e P = P(x, D) um
operador diferencial parcial analitico de ordem m. Suponha que Py, (zo, V(xq)) # 0 para
xo € Q, sendo P,, o simbolo principal de P. Entdo existe uma vizinhanca Q' C Q de x

tal que se u € D'(Q) é uma distribuicao que satisfaz Pu =0 e u se anula no conjunto

{z:€ Q:p(x) > @(xy)},
entao u se anula em €Y.

A conclusao do teorema seque de modo andlogo ao que fizemos anteriormente: fixe (o, Yo, to)
qualquer e considere primeiro P = Ly e ¢(z,y,t) = —t1. Denote to = (19,...,%). O pro-

blema de Cauchy

Elu = 0
uy(z,y, 89, ta, .. t,) = V(x,y,to)
admite uma solucdo analitica uy. Se vi(z,y,t) = v(x,y,t1,19, ..., %) —uy(x,y,t), entdo

v (2,10, ty, .. t,) = 0. Além disso, Liv; = 0. Se definirmos Vi(x,y,t) = H(t —
tNv(z,y,t), sendo que H denota a fungio de Heaviside, entio ainda temos LiV; = 0 e
agora Vi = 0 para t; < 1. Seque do teorema que vy = hy em vizinhanca de (zg, Yo, to)-
Prosseguindo com esse argumento e trocando tanto o sinal de ¢ quanto o sinal do argu-
mento da func¢ao Heaviside, concluimos que v € analitica em vizinhanga de (xo,yo,to) €

obtemos o resultado.



72 CAPITULO 4. VETORES GEVREY EM ESTRUTURAS DO TIPO TUBO

Mesmo com a nossa hipdtese (x), fendmenos como o da Proposi¢ao 4.9 ainda ocorrem e
para demonstrar essa afirmacao, necessitamos de alguns resultados preliminares. Deno-
taremos por C¥(2), 0 < k < oo o subconjunto das funcdes de C*(§2) tais que todas suas
derivadas de ordem menor ou igual a k admitem uma extensdo continua em Q. De modo

anélogo, trocamos C* por G* e definimos o conjunto G*(€).

Lema 4.12 Consideremos m = n = 2, Q C R? x © um aberto, s > 1 e V¥ C

outro conjunto aberto. Suponha que se u € C(Q?) e Lyu € G*(2) para j = 1,2, entdo
ulg € CHSY). Entao dados h > 0 e K C ) compacto, existe uma constante C' > 0 tal

que
: |LP0] Lyl

sup |u| + su su
p ful > sup  sup

LIBT3l ls (4.28)
o1 (BEZZXZZ Q ERRIEIENE

S supaul < ©
K

la|=1

Demonstracgao. Para cada h > 0, denote por G*"(Q) o subespaco de C*(€2) das funcdes
que satisfazem
ful .- K]
ull,,= sup  sUp —m————— < O0.
h (Be)ezsxzz 9 R8BI+ Blsy1s
Afirmamos que (Gs’h(ﬁ), ||||Sh> ¢ um espaco de Banach. De fato, suponha que {u,} C

G*"(Q) seja uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que

‘Lf’@; (up — um)|
sup  sup

<€ Vm,n 2 no. (4.29)
(B.7)€Z2 <72 Q RIBI+IY Bl 1s

Por um argumento indutivo, temos que, para cada § e cada v, vale

AP0 (ty, — ) —> 0
uniformemente em Q quando m,n — co. Em particular, existe u € C*(2) tal que tanto
u, quanto suas derivadas convergem para u e suas respectivas derivadas uniformemente
em . A equacio (4.29) nos mostra que u € G*"(Q). Assim, podemos considerar o
espago de Banach E = C (Q) x G*"(Q) x G*"() com a norma da soma e seu subespago
F formado por (u, fi, fo) € F tal que Lyu = fr para k = 1,2 em Q (no sentido das
distribuigoes). Como wu, — 0 em D(2) implica que 0%u,, — 0 em D'(2) qualquer
que seja o multi-indice a, temos que F' é fechado (e portanto é um espago de Banach).

Definimos agora
f:F—CY)
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por f(u, fi, f2) = ul|n,. Vamos demonstrar que f é continua usando o Teorema do Gréfico
Fechado para F-espagos (ver [18, p. 173]): suponha que uma sequéncia (s, fin, fon, Un) €
graf f convirja para (u, fi, f2,v) € F'xCH'). Entao v, = uy|q, v, — u uniformemente
em () e v, — v uniformemente sobre compactos de ', o que nos mostra que v = ulg,.

Segue que (ver [18, p. 64]) para tais h > 0 e K C ' compacto, existe C' > 0 tal que

2
LPO) Lyu
Z sup [0%u| < C' |sup |u| + Z sup  sup W
a1 K 9 o1 (B)Enixzy 9 Rl
Em particular, obtemos (4.28). O

O préximo resultado ird nos garantir que existe funcio u € C(Q) \ C*(Q) tal que

Lju € G*(2) para j = 1,2. Antes de enuncia-lo, faremos algumas consideracoes que serao

uteis na demonstracao deste fato.

Considere o polinomio p(z) = 2% — 3z + aca?, sendo @ um pardmetro real que satisfaz
la| < Ry, com Ry > 0 fixado e ¢ > 0 um numero real pequeno. Os fatos que serdo
demonstrador abaixo também vale para a = 0, mas demonstragoes mais simples do que o
caso o # 0 podem ser dadas. Assim, vamos supor também que a # 0. Realizaremos um
estudo sobre as rafzes nao nulas do polindémio p, ou seja, as rafzes de pi(z) = 22 —3+aca3.
Se definirmos ¢(z,y) = 2% —3-+yx?, entdo pi(z) = q(z,ac) e ¢(£+/3,0) = 0. Pelo Teorema
da Funcao Implicita, existem fungoes analiticas p, e p_ definidas em vizinhanca de 0 tais

que p+(0) = £v/3 e ¢(p(y),y) = 0. Em particular, para todo ¢ pequeno vale

q(p+(ac), ac) = 0. (4.30)

Agora definimos as funcoes analiticas em vizinhanca de 0, hi(y) = p+(y) F V3, que

satisfazem hy(0) = 0. Segue de (4.30) que duas raizes nao nulas de p sdo da forma
Pt = £V3+ halac), (4.31)

sendo hy analitica em vizinhanga de 0 e hy(0) = 0. Seja po a terceira raiz nao nula de p.

Comparando

(z— pi)(z—p=) (@ — po) = 2° — (s + p— + po)x® + (pr-p— + p+po+ p—p+)T — prp—po =0
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1 3
ac (w3 + —a? = —) =
ac ac

com

concluimos que

1
=——+4h 4.32
po =~ + h(ac), (4.52)
sendo h(ac) = —hy(ac) — h_(ac), ou seja, h é analitica em vizinhanca de 0 e h(0) = 0.

Note que py tende a infinito quando ¢ tende a zero.

Fazemos a mesma andlise com a derivada p'(z) = 32% — 3 + 4acz®. Duas das raizes de

P, as quais denotamos por 7 e r_ satisfazem, de modo andlogo ao que ocorre em (4.31),
ry = +1+ ¢ (ac), (4.33)

sendo ¢ analitica em vizinhanca de 0 e ¢(0) = 0. A terceira raiz ry de p’ satisfaz

3
o= + ¢(ac), (4.34)

sendo ¢ analitica em vizinhanca de 0 e ¢(0) = 0.

Teorema 4.13 FEziste uma vizinhanca da origem Q0 C R* que satisfaz: dada qualquer

vizinhanga da origem ' C § e qualquer s > 4, existe uw € C(2) tal que Lju € G*(§2) para
Jj=1,2 mas u ¢ C'(Q).

Demonstragao. Se para toda u como nas condigoes do enunciado tivermos u € C*(£Y),
entao podemos aplicar o Lema 4.12. A demonsragao do teorema consiste em mostrar que
para qualquer €, existem h > 0 e K C (Q tais que a estimativa (4.28) nem sempre é

valida. Vamos considerar
Zi(x,t) = a1 — ity e Zy(x,t) = 1y +i(tyty + 1T,
ou seja, P(t) = (=3ty, (t1ta + 1)t3) para t = (t1,t5) € R Defina
u(z,t) = g(ty)eZ@H, (4.35)

sendo & = (£,&) € R? dado por & = ¢?p, & = p, p e ¢ ntimeros positivos a serem

definidos e g(t1) = go(t1/c), sendo gy € G§(R) tal que supp go C [-3/2,3], go vale 1 em
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[—1,2], 0 < go < 1 e o serd escolhido posteriormente. De (4.35) segue que
[u(z, )] = g(t1)e "¢ = g(t,)e P29, (4.36)

com Q(7,a,c) = T3 +ar*—3c*r. Note que ¢ 3Q(cT, a,c) = 73 —37+act?, que coincide com
p(7), sendo p o polindémio introduzido acima. Vamos definir agora nosso aberto €2: fixe

Ry > 0 arbitrério e considere By uma bola centrada na origem de R? qualquer. Definimos
Q= By x (=R, Ry) x (—Ro, Ryp)-
Dado Q' C , existe Ry > 0 de modo que o compacto
K’ ={(0,0,t1,0) : |t:] < Ry}

estd contido em ). Faremos a primeira restricao na escolha de ¢: ¢ < Ry, o que nos

permite dizer que (0,0,¢,0) € K.

Nossa primeira afirmacao é: existe dy > 0 tal que
Q(cr,a,c) > doc®, 7 € supp gj, |a| < Ry, ¢ pequeno. (4.37)

A desigualdade (4.37) equivale a dizer que existe dy > tal que ¢3Q(cr,a,¢c) = 7° — 37 +
act® > dy para todo |a| < Ry, 7 € [-3/2,—1] U [2,3] e ¢ pequeno. Iremos justificar no
caso em que —Ry < a <0 e T € [2,3], sendo os demais casos andlogos. De (4.31), (4.32),
(4.33) e (4.34), existe § > 0 tal que para todo 0 < ¢ < §, vale

T < pyr <2<3<7r9<py,V—Ry<a<O.

Como p'(z) > 0 em (ry,rg) e p(ps) = 0, temos que p(2) < Q(cr,a,c) e obtemos o
resultado apds uma possivel diminui¢ao de 0 considerando que p(2) tende a 2 quando ¢

se aproxima de 0. Passamos a considerar a restricao 0 < ¢ < 9.

Afirmamos agora que

ou

— 2c3p 4
e el (4.38)

sup
K

De fato, para todo t; € supp g, vale

Q(t1,0,¢) > Q(c,0,¢) = —2c>. (4.39)
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Para verificar (4.39), note que se t; € supp g, entdo —3c¢/2 < t; < 3c e (4.39) equivale a
0< t‘;’ — 3%, + 265,

Esta tltima desigualdade é vélida em [—3c/2,2c]: defina f(t) = 3 — 3¢*t + 2¢® e note
que f'(z) = 0 apenas para z = £c e f'(z) > 0 se, e somente se, |z| > ¢. Como ¢ ¢é raiz
de multiplicidade 2 para f, temos f(x) > 0 sempre que = > «, sendo a < 0 a outra raiz
de f. A afirmagao fica provada se f(—3c¢/2) > 0, que é verificado por um calculo direto.
Além disso, se (x,t) = (x1, 29, t1,t3) € K, temos 1 = x5 =t; =0 ¢

ou

.t = t)e PR(t1,0¢)
9, )' py(ti)e

Como go(1) =1¢€(0,0,¢,0) € K, (4.38) segue de (4.39).

Nossa ultima afirmacao que envolve o estudo do polinomio p é:

sup |u| < ep<263+o(c4)), (4.40)
Q

sendo que f(c) = O(c') quando existem M > 0 e 6, > 0 tais que | f(¢)] < M |¢|' sempre que
lc| < 01. Para obter (4.40) podemos nos restringir a t; € supp g, ou seja, —3/2 < t;/c <3
e |ta] < Ry. Além disso, usando (4.36) e escrevendo ¢ 3Q(ty,t2,¢) = ¢ 3Q(ct1/c,t2,¢),
devemos estudar o minimo de p no intervalo (p_, p4). Tal minimo, que denotaremos por

—p ocorre na raiz positiva ry de p’. Assim,
_ 3 4
= —ry+3ry —acry.

Como —pQ(t,ts,¢c) < pcu, é suficiente mostrarmos que = 2 + O(c). Segue de (4.33)

que

po= 3(1+i(ac)) — (1 + dy(ac))’ — ac(1+ ¢, (ac)*
= 24+ Q1(¢(ac)) — ac — acQ2(p(ac)),

sendo )1 e ()5 dois polindmios que se anulam em 0. O resultado segue pois ¢ ¢é analitica

e também se anula na origem.
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Note agora que como L;Z;, = 0 para j,k = 1,2, segue que
Liu(z,t) = ¢'(t)eZ@DE ¢ (4.41)

Lyu(x,t) = 0. (4.42)

Fixado s > 4, vamos supor 1 < o < 4. De (4.41) e (4.42), concluimos que u|y, € C*()
e pelo Lema 4.12, fixado h > 0 (que explicitaremos abaixo), existe C' > 0 tal que vale
(4.28). Dessa forma, usando (4.28), (4.38), (4.40) e (4.42) obtemos

p < C e 4 e Lyl (4.43)

para alguma constante d; > 0. Iremos estimar agora o termo ||Ljull,,. Escrevemos
B = (B1,B2) ey = (71,72) e observe que se 35 # 0, entdo L°9YLyu = 0. Por outro lado,

se By = 0, entao
(LPO] L) (w,t) = (i€) ¢~ G (1, ) 2t

e as estimativas serdo feitas para (z,t) € A = By xsupp ¢’ X [—Ro, Ry|. Segue das escolhas

de £ = p(c?,1) e go que existe C; > 0 tal que
|LP0) Lyu(x, t)| < prl@n =10t (B, + 1)1 rRltitae), (4.44)
Escrevemos t, = ct1/c e usamos (4.37) e (4.44) para obter
|LP0) Lyu(w,t)| < pMEn=A=100H 1 (8) + 1)10e 70 (2,1) € A. (4.45)

Escolhemos agora p = 1/c* e denotamos A = 1/c. Dessa forma, apdés um reajuste de Cf,

temos que (4.45) é reescrito como

|LP0) Liu(z, t)| < CPH BI7 AIDIHBILe=doA (4 1) € A (4.46)

I

. _dot . _dg . .
Usamos lim te” 3 ¢ = ( para estimar o termo A*"le=%* e concluir que existe Cy > 0
t—>+o00

tal que
\le=dor < C;M\ ’,y|4|7|_ (4.47)
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Argumentando de modo andlogo para os termos ABle=FA o )\e_%o)‘, de (4.46) e (4.47)

concluimos que para algum C3 > 0 vale
|LP0) Lyu(z, t)| < CYHPIH grodipt (2 1) € A (4.48)

Escolhendo h = C3 e 1 < o < 3. Observe que

| Lyl | L7607 Lyu|
1U = sup sup ekt
. (B)€L2 xZ2 Q hIBI+I Bls s

+|y]+1
Cil’)ﬁ‘ o] 6!0+1,y!4

< sup sup
Grezzxzz 4 CYPPgLsats
< 03 sup 6!cr+1—s,y!4—s
(B)€L? XL
< Cs.

De (4.43) segue que
A <O (M 4 Cie™)

o que gera uma contradicao quando fazemos A — oo. ([l

Ao contrario do que ocorre no Teorema 4.13, quando consideramos o caso m = 1, toda
distribuigao que satisfaz L;ju € G*(Q2) é uma funcao de classe G°. Esse é o enunciado do

segundo grande resultado de [8], o qual serd tratado com detalhes na préxima segao.

4.4 Estruturas do tipo tubo de co-posto 1

Ao longo desta secao, vamos supor que m = 1. Assim, ® agora é uma funcao que
assume valores reais, ®(0) = 0 e nossos campos (4.5) agora se tornam
0 o, . 0
Li=— —i—(t)—. 4.49
J atj 8tj ( )8[)3 ( )
O ortogonal da nossa estrutura do tipo tubo agora é gerado pelo diferencial de uma tnica
funcao:
Z(x,t) =z +1iD(t)
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e a hipétese (x) agora equivale a dizer que ® é uma aplicagdo aberta. O caso m = 1
se difere dos demais casos pois podemos fazer uso da Desigualdade de Lojasiewicz

(ver [14]): ap6s uma contracao de ©, podemos supor que existe ¢ € [0,1) e C' > 0 tal que
6" < CIVe(@)]. (4.50)

O expoente de Lojasiewicz é o infimo dos nimeros ¢ > 0 que satisfazem (4.50) para
alguma constante C' > 0 e serd denotado por 6. Observe que se V® # 0, entao estamos
no caso eliptico pela Proposicao 4.6 e vale § = 0. Caso contrario, temos necessariamente
0 € [1/2,1) e, apés uma possivel contracao de O, vale (4.50) para ¢ = 6. Feita tais

consideracoes, podemos enunciar o

Teorema 4.14 Suponha que m =1, s > 1 e que £ satisfaca a propriedade (x). Entdo L é
G”-hipoeliptico, ou seja, se 8 C Rx© € aberto, entdo u € G*(§2) sempre que Lyu € G*(QQ)

para todo j =1,... n.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema serd dividida em varias etapas. Pri-
meiro, enunciamos alguns fatos ja provados: segue de [2] que o resultado vale quando
s = 1 (caso analitico) sob a hip6tese (*). Além disso, £ também é C*°-hipoeliptico nessas

condigoes (ver [15] ou [1, p. 39]). Dessa forma, o teorema preenche o caso 1 < s < 00.

Vamos assumir que s > 1, considerar u € D'(2) tal que L;u € G*(Q2) para todo
j =1,...,n. Assim, podemos supor que u € C*®(f). E suficiente mostrar que fixado
(x0,t0) € Q, a fungao u é de classe G* em vizinhanga de (zg,%y). Vamos assumir, sem
perda de generalidade, que (to, 79) = (0, 0) e, apés uma contracao de © que u € C®(.J x O)
e Liu € G*°(J x ©), sendo J C R um intervalo aberto centrado na origem. Nosso objetivo
é verificar que u satisfaz as hipdteses do Corolario 4.8. Nossa hipdtese e o Corolario 4.5
ja garantem que u € G*(£2; £).

Preliminares: Considere o conjunto fechado em ©
Y={teO:Vo(t) =0}

e defina
Vo(t)

F:0\Y —R, F(t):—‘v(b(t)‘.
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Resolvemos o problema de Cauchy

dar (1) = (T
{ i((@)) - f( (1) (451)

e consideramos «; solucao definida em [0, d(¢)) (sendo §(¢) o extremo maximal superior
de definigdo do problema (4.51)). Para cada t € © \ ¥, considere h; = ® o a; definido em
[0,6(t)) e observe que

Wi(1) = — [V®(ay ()| < —C ' hy(7)]°. (4.52)

A primeira desigualdade nos mostra que h; é decrescente, ou seja, ® decresce ao longo das

trajetorias das curvas a;. Afirmamos que existe M > 0 tal que se 0 = (1 — )7, entao
O(ay(m1)) — Plaw(m2)) > M(e —1)7,V 0 <7y <1 <§(t),t €O\ X, (4.53)
Como o sistema (4.51) é auténomo, segue que
Qo (r) (T2 — T1) = (T2),
0 que nos mostra que é suficiente verificar que
O(t) — P(ay(r)) > M7,V 0 <7 <§(t),t €O\ X. (4.54)

Vamos considerar inicialmente que h;(0) < 0. Segue que h:(7) < 0 para todo 0 < 7 < 46(¢)
e (4.52) nos mostra que

Ol < —hy(7) ‘
T (—hu(r))’

7. Como 1 — 60 > 0, integrando de 0 até 7 obtemos

d(-n~")

dr T (—h)

Observe que

C77 < (=) = (=ha(0))*].

Fixados z > 0 e p > 1 como a derivada da fungao f(y) = (2=y)” para 0 < z < y e

J;P—yp

f(x) = 0 é negativa, temos que (x —y)? < 2 — y? sempre que 0 < y < z. Dessa forma,

obtemos (4.54) para este caso. O caso restante ¢ estudado de maneira andloga (ver [1]).
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Em particular, como ® ¢ limitada em ©, segue que sup J(f) < oo, 0 que nos mostra que
teO\X
existe

lim o (7) =1(t), Vt€ O\ X. (4.55)

T—5(t)
Podemos introduzir agora as curvas 7; sobre as quais iremos integrar as fungoes Lju.
Observe que ou [(t) € 90 ou I(t) € ¥. No primeiro caso, definimos v = a;. No segundo
caso, pela Desigualdade de Lojasiewicz segue que ®(I(t)) = 0, e (4.54) nos mostra que
®(t) > 0. Por continuidade, podemos encontrar uma bola B contida em © e centrada em
I(t) tal que ® < ®(t) em B. Pela condicao (x), existe t arbitrariamente préximo de [(t)
tal que ®(ty) < 0. Em suma, encontramos ty préximo de [(t) de modo que ®(ty) < 0 e
¢ < ®(t) no segmento [I(t),ty]. Pela andlise feita para t, temos que [y, € 3. Neste caso,

definimos v, = ay * [I(¢), to] * ay,-

Vamos destacar algumas propriedades das nossas curvas ;.
O(t) — P(s) >0, s€y,sFt. (4.56)

Para 7; = a4, essa desigualdade ¢é imediata de (4.54). Para o caso I(t) € X, utilizamos a

validade da mesma para «; e a nossa escolha de t.
Se C' = max {diam(©),1} entdo|y(s)| < C,Vt€ O\ X, s € . (4.57)

Basta notar que que em |aj(7)| < 1, pois a; ¢ solugao de (4.51) e em [I(t), o], temos
;| < diam(©).

A 1ltima propriedade segue do fato que F' é limitada e continua em © \ X, o que nos
garante que se ©' C O, o intervalo maximal da soluc¢ao de (4.54) contém um intervalo do
tipo (—e¢,€) para todo t € ©"\ O: se denotarmos por tx o ponto final de 7, entao existe
d > 0 tal que

O(t) — O(ty) >d, Vt € ©'\ X. (4.58)

Integrando sobre as curvas 7;: dada uma funcao v de classe C*>°, vamos escrever

n

Lv =Y (Ljuv)dt

j=1
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e também -
(Z 'Ujdtj) = Zf)}dt],
j=1 j=1

sendo que usaremos v ou Fov para denotar a transformada de Fourier na variavel « (quando

a Transformada estiver bem definida). Para todo j = 1,...,n, temos
— ov ¢ Ov
Liv = F| 7 —t7%
3 (atj "ot 893)
00 op .
Ot 0t
Multiplicando por e®®%¢ temos
0

0_tj (eq)(t)%) = e‘b(t)f@,j =1,...,n,
ou seja,
e®WL(v) = d, (e@(t)f)) : (4.59)

Observe que podemos trocar o compacto Ko do Corolario 4.8 por ©' € © e considerar
zo = 0. Comegamos fixando ¢ € G§(I) tal que 0 < ¢ < 1 e ¢ vale 1 em um intervalo
J1 C I centrado na origem e considerando ainda x € G§(J1) que vale 1 em vizinhanga da

origem. Utilizamos (4.59) com v = 1u e o Teorema de Stokes para obter

— —

(W) (€,1) = W) (€, ty)e S (PO-210) / e E@O=PENT, () (€, 5)ds, Wt € O\ (4.60)

Tt

Denotamos a funcao Heaviside por H e fazendo convolucao na primeira variavel, segue de
(4.60) que

X(€) * {H(é)(/wu\)(f,t)} = (&) * {H(f)@(&t#>e—f(<1>(t)—<1>(t#))}

~0(©{(6) [ e OTIEG €, 9)as |

Yt

Usando agora que xi) = x e escrevendo H (&) = (H(§) — 1) + 1, obtemos

#(&) « {HEOWuE 0 } =2n(a)(€. ) + 1(©) = {(HEO -V ).} (461)
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As duas tltimas igualdades obtidas e a Regra de Leibniz nos dao
2n(xu) (6,t) = ﬂ@*{(@@@@t@éﬂ<>“w@
+ O+ {1 - HE) WU, t)}
- O {100 [ 0TI € s
{H =€) T 0 (¢, S)ds}

= P& 1) +F2§t)+F3(€ t) + Fu(&,1).

Nosso objetivo agora é conseguir estimar cada um dos termos Fj(§,t) para t € ©"\ X.

Vamos supor inicialmente que & > 0.

Estimativa de Fy(£,t) = x(§) * {H(g)(z//zz) (&, t#)e*E(q)(t)*q)(t#))}:

Primeiro note que

[F1(6,0)] < /‘x& ) H () (§u)(n, ty)e™™

— /‘f((ﬁ —n)H(n) </ ez‘ww(q;)u(:c,t#)dx) o
< ( / |>€(£—n)H(n)e‘”d|dn) [/

Usando que £ <2(§ —n) se 0 <n < E/2 e <n caso contrario e escrevendo

dn

dn

o0

£/2
§N [F1(€,t)] < (fN/O IX(§—=n)| 6_”ddn + fN IX(€§—n)| e_ndd77> ||u||L°°(6,L1(J)) )

£/2

obtemos
£N ‘F1<§7t)| <

{ [ ele=aixe-nlemar+ [ @ g - 6‘"dd77} lill 0,0

Para a primeira integral do lado direito da desigualdade, usamos a Observacao 2.10 que

nos fornece A > 0 tal que
€17 1%(€)] < AVHINT.
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Para a segunda integral, um calculo do maximo global em [0,00) da fungao f(z) =

(22)Ne~% nos mostra que

aN\ "
(2n)Ne M < (g) Vi > 0.

Concluimos assim que existe A; > 0 tal que

£N ’Fl(gat)| < Ai\“rlN!S HuHLOO(@,Ll(J)) ) Vie @/ \ Eag > 0. (462>
Estimativa de Fy(¢,1) = 1(€) * {(1 —H(e)) (wu)(g,t)}:
Observe que
REN] < [ |1 - HE) Gum.o]dy
0

< / IX(& = m)dnllull Lo L) -
Novamente da Observagao 2.10 temos que existe B > 0 tal que

(141D [R(€)] < BN,

Como 1 < 0 nos d& " < (£ — n)" para £ > 0, temos

0
V| R(E )] < / (L4 1€ = )™ [R(€ = m] dn [l i 1,001

—00

1
< BN“N!S/ —————dn |Jul| ; ;
e (oo
ou seja, existe Ay > 0 tal que
N F(& 1) < AYTINY ull pw o,y (yy» Y EE O\ Z,E > 0. (4.63)
Estimativa de F3(&,t) = —x(&) x {H(f) L, e’g(‘b(t)’é(s))mg, s)ds}:

Se escrevermos

Yt
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entao

By(E,0)] < / " R(E = )R, D) d.

Defina f; = (¢Lu) paracada j=1,...,ne f = Z fjdt;. Temos por hipétese que cada
j=1
f; € G°(J x ©) tem suporte compacto na varidavel z. Usando os mesmos argumentos do

Lema 2.8, da Proposicao 2.9 e da Observacao 2.10, existe C’ > 0 tal que

é-N

fie.n| < oviNe, vee o

Usamos agora (4.56), (4.57) e o fato de d6(¢) ser limitado quando ¢t € © para concluir que
existe Az > 0 tal que
EV|R(E )| < AYTINI Vi e ©'\ X (4.64)

Assim como fizemos para estimar Fi, podemos concluir que

£/2 o

¢V |Fs(& )] < 2N/ € =0l [R(€ = m) [R(n, )| dip + 2~ // ™ [X(E =) |R(n, )| dn.
0 ¢/2

Para a primeira integral do lado direito, utilizamos (4.64) com N = 0 e a escolha de B na

estimativa de Fy. Ja para a segunda integral, utilizamos novamente (4.64) e concluimos

que existe A4 > 0 tal que

€ o6, 1)] < AVINE [l o1y » Y E € O\ 5,6 > 0. (465)

Estimativa de Fy(¢,1) = —¢(€) * {H(g) [, e S@O-PEL(G)(¢, s)ds}:

Note que como 1 nao depende de t, e estamos fazendo a Transformada de Fourier

apenas na variavel z, entao
ul(y) = —i ) %(1/) u)dty = —i(y'u)d @
g=1 "
Assim, podemos reescrever

Fiet) =i / / ( / RUE — e @O0 imy (. sw’(y)dy) 4, (s)dsd.
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Defina, para (n,7,y) € X = (0,+00) x [0,(¢)] x J,

H(n,7,y) = X(§ — n)e” " OO =m0y (y (7)) (y) V(1 (T)) - 7, (7),

sendo que £ e t sao vistos como parametros. Segue que

oo ro(t)
F4(€,t)=/o /0 /JH(W,T,y)dyden-

Nio é dificil ver que H € L'(X). Assim, se definirmos H.(n,7,y) = H(n,7,y)e ",

podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada para obter

o

Fig0 =i lim | F(dn, (4.66)

sendo

5(t) ‘ .
R = [ [ (e = mer s SOy 7)) ()T 0u() (g

Observe que todas as fungoes envolvidas na expressao de F,. que dependem de 7 admitem
uma extensao holomorfa em C. Podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada
e derivar sob o sinal de integragao para considerar uma extensao holomorfa de F, na
variavel complexa n = 1 + ixy. A vantagem de termos introduzido o termo —en? é que

agora podemos deslocar o caminho de integragao na variavel n: se

tR
Cﬁé(lf) =R + 277t S [07 1]7

entao

lim F(z)dz=0, Ye>0.

R—> 00 a}:s (t)

Isso nos permite fazer a integral (4.66) sobre os caminhos oy () = n+id e a_(n) =n—1i3
para i > 0. Observe ainda que como ¥ vale 1 em vizinhanga de 0, a integral na varidvel

y é feita para |y| > 0, sendo 0 > 0. Assim, temos

Fy(&,t) =i limo h F. ((1 + E) 77) dn. (4.67)
€E—> 0
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A escolha do sinal no limite acima depende do sinal de y. Escrevemos J* = J N (0, +00)
e JJ  =JN(—00,0) e a integral em J é dada pela somas das integrais em J* e J~. Em
J* realizamos a mudanca n — (1 — %) n e em J~ realizamos n — (1 + %) 1. Observe

que nos dois casos podemos escrever 7 — (1 — ). A parte real do expoente de

2|yl
F, ((1 — ﬁ) 77) ¢é dada por

Consequentemente, obtemos que existe constante As; > 0 tal que

EVIEL(Et)] < As {fN max/ 1X(§ —n+iwn)| 6_6n/2d77} ull poio,Ly(yy - (4:68)
0

41
w—iz

Agora recordamos o Teorema de Paley-Wiener-Schwartz para fungoes de classe G* (ver
[17]):

Seja K C R™ um compacto e ¢ uma funcao inteira em C". Entao ¢ € a Transformada
de Fourier de uma func¢do ¢ € G§(R™) comsupp ¢ C K se, e somente se, existem C,h >0
tai que

[6(0)] < Ce IR0 ¢ e

sendo

Hg(n) =supz-n,n€R.
rxeK

Se escrevermos J; = (—a,a), temos a < § e podemos usar o Teorema de Paley-Wiener-

Schwartz para K = [—a,a] e x. Neste caso, existem C,h > 0 tais que
X +in)| < Ce e+ "y ¢ p e R, (4.69)
Observe que
& [Tl ™y < 2 [T ieal 5 -t i)y

+ 2N/ ™ [X(E — 0+ iwn)| e 2dn
0
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e vamos majorar as duas integrais do lado direito da desigualdade. Para a primeira,

utilizamos (4.69) e obtemos

[ le=n e —n il ey < C [ je— gl et ey
0 0

< (}sup {tNe_htl/s} :
>0

_phtl/s
— tNe ht

Se definirmos ¢(t) para t > 0 temos que o maximo (global) de g ocorre em

to = (%)s Como f(tg) = (%)S segue que existe Cy > 0 tal que

/OO € = 0™ [X(€ = +iwn)| e 2dy < CIFFINY.
0
De modo analogo, para a segunda integral temos
/ T IR(E = dem)] 2y < / el gy
0 0
com p = (2§ —a)/4 > 0. Logo,

/ ™ 1X(& = n +iwn)| e 2dn < sup {tNer} / e,
0 > R

N
Como sup; {tN e‘“t} < (e(ajj 5 5)) concluimos que existe C3 > 0 tal que

[e.e]
/ ™ [X(E = n+iwn)| e 2dn < CIFINE.
0
Com essas informagoes, concluimos que existe Ag > 0 tal que
£N |F4(£a t)| S A411V+1N!S ||u||L0°(®7L1(J)) ) Vie @, \ Eag > 0. (47())

Para realizar estimativas com £ < 0, devemos integrar sobre outras curvas ;. Essas novas
curvas sao obtidas resolvendo o problema (4.51) trocando a func¢ao F' por —F. Além disso,
ao invés de trabalharmos com a fungao Heaviside H(§) em (4.61), passamos a trabalhar

com a fun¢ao 1 — H (). Concluimos que existe A7 > 0 tal que

€| (xue n] < AFFNE Ve 20t e O\ S (1)
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Pelas nossas hipdteses sobre @, 3 tem interior vazio. Por continuidade podemos trocar

te® \Xporte® em (4.71), terminando a demonstragao. O

O préximo resultado garante regularidade de vetores Gevrey. A ideia da demonstracao
anterior serd usada agora, porém iremos trabalhar com iteradas do operador IL. Dessa
forma, faremos algumas consideragoes iniciais. Considere 2 C R x © um conjunto aberto
e N € Z,. Se E(Q) é um subespaco de D'(1), vamos denotar por E(Q)*™) o conjunto
dos tensores do tipo (0, N) da forma

F= D fuindty ® ... @dtiy, fi. iy € BE(Q). (4.72)
i -

Estaremos mais interessados nos espagos de Banach L>®(0, L!(J))™) sendo J C R um

intervalo, com a norma

n

”fHLoo(@,Ll(J)): Z Hfu ,,,,, izv”Loo(e,Ll(J))- (4'73)

Definimos dois operadores lineares

Dy, L : C®(Q)WN) — oo ()N

dados por
" 0f “ "\ Oy
Df=3" o ®dt; = >y — S (), © @ dhy © d (4.74)
j=1 i1yin=1 j=1 J
e

Lf=Y Lif@d;= Y > Li(fu.i)(@t)dh, ©. . @dh, ®@d.  (4.75)
j=1

i1, in=1 j=1

Note que (4.74) e (4.75) juntas fornecem

X (0f 0%of
Lr = Z;(atj "atjax>®dtﬂ
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Podemos ainda definir a integral de tensores da seguinte forma: se

identificamos F' com uma 1-forma cujos coeficientes sao tensores do tipo (0, N — 1):
F(t) =) Fydt,
j=1

sendo

Assim, se G é um tensor do tipo (0, N — 1) de classe C* em O, entdo
/ DG = G(b) — Gla). (4.76)
”
Assumindo que f € C=(0,C(R))™), (4.59) pode ser reescrito como

E2OLT(e,1) = D, {e€¢> f} . (4.77)

Utilizaremos as curvas 7; definidas na demonstracao do Teorema 4.14. Se s € =, com
t € ©\ X, vamos denotar por ;5 a “porcao” de 7 que liga o ponto s ao ponto tx € 90

ainda na parametrizacio de ;. Observe que se u € C*(0,&'(J)), entdo

ef20) (€ ty) — £2DG(E, 1) = / 2D (Lu) (€, 51),
S1€EYt

e portanto

a(é,t) = — / e SO (L) (€, 1) + e S POTPEDG(E 1), (4.78)
S1EYt
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Ou seja, quando v; = oy, obtemos
5(t)
a(€,t) Z/ —EO=CC IO, (€, 7y (1y))dry + e S@O2ENG(E 1),
Trocando u por Lu no argumento acima, obtemos
Lu)(, 1) = _/ e~ E@EN) =P T2 (¢, 5,) + e E@ED"2ED (La) (¢, 1),
S2€7Yt s1

concluindo que

o) = [ et [ e e )
S1EYt 52€7t,s1
— P02 / L) (€, 1) + e PO (g 1),
S1E€EYt

—_—

Para entender melhor esta ultima escrita, observe primeiro que (]L2 ) é uma forma do
fszew,sl e—6(2(s1 (]L2 )(&, s2) é uma forma

do tipo (0, 1). Se p; é o inico nimero em [0, §(¢)) tal que fyt(pl) = $1 e se denotarmos por

tipo (0,2), e portanto o termo Iy(sy) =

Vi, J = 1,...,n, as coordenadas de 7y, entao podemos escrever

<Z / e~ E@(e(p1))— (%(m))]LilLbu(f’ '715(7-2))%:@‘2 (7‘2)d7'2) dt;, .
11=1 \t2=1

Consequentemente, o termo

/ 6_§(<I>(t)—<1>(51))/ e E(®(s1) (s ( u)(§, s2)
s1Ev 52€7t,s1

pode ser escrito como

3(t)
Z / e E@@) =2 (ve(m)] [/ e—f[é(vt(n))—d%%(m))]LilLhu(&%(72))%’7;2(72)0572 Vg, (r1)dm,
i1,i2=1 0

T1

enquanto que o termo
o (@)= (ty)) / (/Eu\)(ﬁ, t)
S1€7t
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fica simplesmente
a(t)
(@)~ (t4) ZL u(é, ty) / Vi ;(T)dT.

De modo geral, podemos obter

N-1
(€, t) = Ky (LVu)+e (20 —2(t) {u Ety) + ) (—1)F / / Lku(g,t#)},
k=1 S1€7t SkEVt, s

(4.79)

sendo

Kxlg) = (-1 [

S1€EY

SN EYt SN_—1

De modo analogo ao que fizemos para o caso N = 2, quando y; = 4, o termo Ky (LNu)

¢é dado por

0 (1) (1)
Sy / =€)~ (e (r1))] / o~ ()= P(re(r2))] / =€ (1) =0 ()]
. 0 T

TN—-1
Liy - oo+ Ligu(ye(7n) Vi (TN) v, (1) dTy -y

Lema 4.15 Usando as mesmas notagoes do Teorema (4.14), defina

0 0 e )
Rn(n,t) = / e M / e—en(=—m)” / e~ NN g dry
0

T1 TN-1

para cada N inteiro positivo. Entao existe C7 > 0 que nao depende de N e que satisfaz

CN
Ry(nt) < <7 >0,t €O\ (4.80)
(&
N Ry (n,t) < CF. (4.81)

Demonstracao. Como §(¢) é limitado em © \ 3, a desigualdade (4.80) fica demonstrada

ARSI RCEE

se mostrarmos que
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ja que e~ en(mi—7i-1)7 < 1 ge Tj—1 < 1; e n > 0. Para cada k € Z, considere

Observe que

Como

obtemos g(x) =

A

6(t k J(;t

J=

B kt1 (—1)id§(¢)k+1=d
91(1) =2 NE+1—j)

].(k +1 —])!

k+1 k41
91(0(¢)) = i ! Z (k + 1>(_1)j =0,

fr(x). Assim,

() o(t)
/ dTl / / / —TNfl)dTNfl...

d7'1

93
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Um argumento de inducao nos mostra que

5()  po(t) 5(t) 5(t) N—-1 (_1)j7_j5<t)N717j
dry ...dr :/ . 1 ——dT
/0 /T /TN_I A o JMN-1-jr
- : (N —1_ q)
= G+ DN =1=7) e
. . . ’7’1:(5(15)
_ i(—w—wa@w—ﬂ
= MV =9) _
SN SN SN (N
= w2
j=0
JOM

Considere agora a mudanca de variavel sy = (7 — 7y_1)(cn)'/?. Entao

5(t) 5(1) s
N7 Ry, 8) < ¢~ YopN-D/e / e / p—en(ry_1-7N—2) / N sy
0 TN_9 0

Repetindo o mesmo argumento para as demais integrais, obtemos (4.81). 0

Podemos entao enunciar e demonstrar o ultimo grande resultado sobre regularidade de

vetores Gevrey de [8].

Teorema 4.16 Ses>1eQ =JxV, sendo J CR e© CR" abertos, entio G*(€2; £) C
G*(Q), com s' = s/(1 —0), sendo 0 o expoente de Lojasiewicz de ®.

Demonstracao. Podemos supor 6 > 0, uma vez que o caso 6 = 0 em que o operador é
eliptico ja foi resolvido. Vamos considerar ainda ©' € © outra bola centrada na origem
para utilizar o Coroldrio 4.8 (mas ainda denotaremos a bola por © por simplicidade).
Assim como no Teorema 4.14, vamos supor que J é um intervalo centrado na origem de
R e considerar u € D'(J x ©) tal que L*u € L>®(0, L*(J)) para todo a € Z'}. Assim
como na Observacdo 4.11, obtemos que u € C>(0,D'(J)). Seja x € G§j(J), com 7> 1 a
ser escolhido, que vale 1 em vizinhanca da origem e ¢ € Gf(J), 0 < < 1 que vale 1 em

supp x. Dessa forma, 1)y = x. De (4.79), para cada N € N podemos escrever

(W) (&, 1) = Kn (LY (pu))+ (4.82)
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N—-1
e 6(PO-2(0) {(/wu\)(f,t )+ u)(€, b )}
# ; ZIEWt L}ﬁ% Sh_1 *

Assim, se H denota a funcao Heaviside e se fizermos convolugao na variavel &, obtemos

)+ { HEOWu)(€.1) | = (&)  {HEO KN (LN (Wu))(, 1)} +

>z<5>*{e‘€<‘1’“>‘q’“#> 3 [wu (€ ty) +Z / / ft#)”

Se escrevermos LY (yu) = ¢Lu + uy (lembre que L; satisfaz a Regra de Lelbmz) e

() + {HEOWu)(g.1) | = 2mxu(E, ) + (&) « { (H(©) — D{wu)(&. 1)}

entdo para todo t € © \ X obtemos

2n(xu) (€ 1) = %) + { (1 = HEO)Wu)(€. )} + (4.83)
+>z<s>*{e—é@’“)—@“#)m(@ [@(5, ty) + i / / L(u)(€ ty) } +

+R(E) * {H(E)Kn (LN (u) (&)} + X(&) = {H(& )KN(UN)(§715)} =
= F1(§,t) + Fan(§t) + Fyn(§:t) + Fan(§, 1)

Assim como Teorema 4.14, vamos estimar cada um dos termos separadamente. O termo

F; ja foi estimado em (4.63), ou seja, existe A; > 0 tal que

ENR(E )] < ATTINY (lull poo(o 110y - € > 0,8 € O\ X (4.84)

Estimativa de I,y (1) :

x<s>*{e—5<¢<t>—¢<t#>>fr<5 [ DE )+ 3 (-1 / e / ) ﬁ(%)(s,t#)”-
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Como ]L’“/(%)(g t ‘ | L*(gu) (-, t) || L1y Utilizamos o que foi demonstrado no Lema

4.15 para concluir que (quando v, = )

‘ N-1
—_—

U)(§7t#) " ;( /816% /SkE’Yt Sp_1 ¢u g t#

Segue que

N .
Z _11 HLJ (z/}u)HLOO(e,Ll(J)) :
=0

N-1 Cj '
Fyn(é,t) (/ (€ —mH >€dn|d”) > j_'l (LG P

Jj=0

Com o mesmo argumento usado para obter (4.62), concluimos que existe Ay > 0 tal que
para todo £ > 0 e todo t € © \ X, vale

N-1 1 n
IRNED < ATNTY D [ILa - Ly (V)] 1
§=0 77 it,eij=1
1
= AQIHN!T Z EHLQ(@DU)HLW(@,D(J))
la|<N—1
< AFTNTY Y Bw; 127 () L7 (@)]] o 0,010
la|<N—1 B+y=a

Da nossa escolha de 1, apds redefinirmos A,, obtemos

N By (& )] < AFFINETT ST Z;” W)l (o117 -

|a|<N—-17v<a

Observe que a soma do lado direito da ultima desigualdade ainda percorre todos os multi-
indices v € Z7} tais que |y| < N — 1, porém os termos podem aparecer repetidas vezes.
Apenas o termo v = 0 aparece em cada uma das somas Z’YSOC % | L7 (u) ||Loo(@7L1(J)). Assim

se My é a quantidade de multi-indices em Z7 de médulo no maximo N — 1, entao

T— M a
Ny (&) < AFTINPTTE N EHL ()l oo o,L1()) -

la|<N—1
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Dessa forma, redefinindo As, obtemos

T— 1 o
EV BN (& 1)) < AN Z JHL (Wl zoe(o,L1() - (4.85)

la|<N-1

O argumento para a estimativa quando v, # a; é o mesmo que utilizaremos para a

estimativa de F3py.

Estimativa de I (£, 1) = x(&) *x {H (&) Kn(un)(&,t)}: Vamos denotar
unN = Z 9%’1 ..... Z'N(x,t)dt,;l ®®dt2N

Como LY (vu) = YLu + uy, temos que cada g;,. i, (z,t) é um produto da forma

(Lil""'Lijqﬂ) (Lij+1""'LNU>a1§j§N~

Em particular, cada g;, i, (z,t) contém um fator que é uma derivada de ordem j > 1 de

.....

1. Com a notacao 1ntrodu21da, quando 7; = oy, obtemos

Ky(un)(€,t) =

5(¢)
(=" Z / / e POl G (E (T )V, (1) -V (T )T iy
0

(SRR

Dessa forma, se escrevermos

GN(n7 Yy Tiy ooy TN) = Z e_n[CD(t)_(D(%(TN))]_inygil ..... iN (y7 P)/t<7_N>)’Y£77;1 (7_1> <o 7;77;]\, (TN)a

s 8(t) 5(t)
Fin(&t) :/ / / /G’N(n,y,ﬁ,...7TN)dTN...d7'1d7].
o Jo S

E de modo andlogo ao que fizemos em (4.66), com auxilio do Lema 4.15, podemos escrever

Fyn(&,t) = lim / / / /GN Ny Yy Tiy -y TN)E _EWQdTN...dTldn.
e—0F

temos
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Assim como fizemos para obter (4.68) e (4.70), e utilizando também (4.80), obtemos que
existe D > 0 tal que

N |Fyn(& ) < DNFINIT! Junll Lo @210 -
Como
N
HUNHLoo(@,Ll(J)) = ||]L (Yu) — w”LOO(@,Ll(J))

= [ Li, - -+ Liy (Yu) = ¥ Ls, - Liyull poe o, 1101
' (

NV L a
= 3 I W) = LUl o 1y

la|l=N
< ¥ Z Z Bly |HL%’L uHLOO9L1 (1)’
|er|= Nﬁﬂ o

podemos concluir que existe A4 > 0 tal que

_ 1
N [Fun(& 1)) < AN Y I Ull o 117y € > 0,6 €O\D, N €N, (4.86)

[y|I<N-1

sendo que a estimativa para o caso vy, # «; também segue de modo analogo ao que faremos

no péximo caso.
Estimativa de F3n(&,t) = X(€) * {H() Ky (WL (w))(&,1)} -

Observe que

0
Assumiremos primeiro que 7; = a;. Usando as notagoes do Lema 4.15 e (4.53), segue que

‘KNW]LNU)(U?M < Rn(n,t H]LNUHLOO (©,L1(J)) "

Assim, usando os mesmos argumentos realizados para obter (4.62), concluimos que

V7 | By (€, 1)] <
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/2
2N/"/ (€ =™ (& = ) R (g, t)eln [ LVul| o g 11, +
0

2 /5/2 ™7 X (€ = )| Ry (n, t)dn Il o 10y <

o [Ot) [T Njo . * Njo e
2"/ {W/ ™ |><(77)|d77+/£/2 " |X(§_77>|RN(777t>d77}H]LNUHL"O(@,Ll(J))'

De (4.69) obtemos que para algumas constantes Cy e h positivas vale

i i N TN/o .
I G0 = Cop {wme el (GT) e
w>0 ho

de onde podemos concluir que

o0 o1 N TN/o 00 B p
/ ™7 X)) dnp < Co (E) / el .

Se escolhermos 1 <7< 0 = ﬁ, entao

TN TN/o / N Nt/ N
— < (C77e)y NV < M'N!
() (et <amm
sendo M; > 0 constante que nao depende de N. Ja de (4.81), concluimos que existe

Msy > 0 tal que

/5 T IE B )y < MY
2

Ou seja, no caso em que y; = oy, existe As > 0 tal que

VDB (€ 1)] < AR ”ILNUHLOO( ) LEONLE>0. (4.87)

0,L1(J)

E importante notar que tal A3 ndo depende de ¢t € © \ X. Suponha agora que 7, =

ag * [I(t), to] * auy. Se s € 4, entdo

s * (L), to) ¥ oy, sS€ 5 € ay;
Vi,s = (s, to] * auy, se s e [l(t),to); (4.88)

Q.55 se S € Ol
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Note que podemos escrever
Kn(un)(§t) =

() [ eemoeen [ S OOND D (BN (€, )+
s1€¢ SNE€Vtsn_1
I B A (A
s1€fi(t).to] SNETsN

S1€an SNE€Yt,sny_1

Denote por Q1 (&, t) a tltima parcela da soma do lado direito da igualdade e vamos escrever
A~ B quando A — B = O(|l(t) — to|). Como

(_1)N/ e E(@(H)—2(s1)) / 6—5(‘1’(81\771)—‘1>(SN))(Q/J]LNU)@7 SN) = O(|l(t)—t0|),
Sle[l(t) t()} SNE'Yt,sN_l
segue que

Kn(LY (un)) ~ Q1(€, 1)+

)Y / —E(@(—0(s1)) / €PN )= (FTN 1) (€, s)-
s1€at SNEYt,snN_1

Quando s; € ay, usamos a decomposigao dada em (4.88) para escrever ;5 = Qi *
[1(t),to] * cu, € concluimos que se

Q2(§7 t) =

(1) / —E(®(0)—D(s1)) / o= E(@(s1)—0(s2) / e~ E@N-D=268) (JLNG) (€, sy ),
s1€ot S2€Q,sq SNE€Yt,sn_1

entao

Ky (un)) ~ Q1(&,t) + Qa(&, )+

1)V / —E(@()—0(s1)) / o E(@(s1)~B(s2)) / =€ @GN =20 (TN 0) (€, 5).
S1€Qt $2€Q¢, s SNE€Vt,sny_1

Definindo @;(§,t) para j até N de maneira andloga ao que fizemos para Q)1 e ()2, con-

cluimos que

KN(w]LNU) ~ Q1<§7t) +.F QN(&: t)

Afirmamos que, aumentando As se necessario, vale

SN (HOQ € < A LV]| e pr gy d =L N (489)
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e a constante A3 nao depende da escolha que fizemos de ty. De fato, para 7 = 1 segue do

fato de A3 nao depender de t € © \ X, enquanto que se fixarmos 1 < j < N, temos

N (HO)Qi (1)) (&) < /Omli(i—n)\!Qj(n,t)ldn

< /“|X@—w»U%oLwRNﬁo%memehw@L%m7
0

sendo que usamos e~ M®(E)=®(541) < p=n(®t0)=®(5541) quando j = 1,...,N — 1. Para

concluir que vale (4.89) basta utilizar as desigualdades

o o’ ey
Rj(n,t)Ry—;(n,t) < SO

e

™7 R;(n,t) Ry (n,t) < O
Concluimos que

5N(179)

X {[HC) (KL (un)) = Qi) + -+ Qu(- )]} (E.1)] = O(Ji(t) — tol)-

Portanto, fazendo t, — [(t), segue de (4.89) que (4.87) vale de modo geral. Com
estimativas andlogas para £ < 0, de (4.84), (4.85), (4.86) e (4.87), temos que existe A > 0
tal que

‘(@) (3 t)‘ < (4.90)

1 N2t 1

N+1 a

AV v oo+ T 2 i IE e o
lo|=N [v|<N-1

paratE@’,NEN,&#Oe1<T§1—i6. Supondo que

||Lau”L°°(6,L1(J)) < gL,
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obtemos

|27’ 1

N+ \oz|+1 s :
< AT N(l 9) Z al
g7 2 "

N!s N!s+27—2
S A/N+l 4 )
{ [ T

Se escolhermos 7 também satisfazendo

Z C|’Y|+1 15— 1

[v|<N-1

1<s’—37 s0
T T T ey

entao
s+2r—2<4

maen <= {(6) (%) (o

Mostraremos agora que desta ultima desigualdade podemos obter B; > 0 tal que

e concluimos que

S/

N
(.| < B (N )  NeNteo, (4.92)

€]

0 que termina a nossa demonstracao. Como existe B > 0 tal que

(@)(5 t)‘ <B para
todo £ # 0 et € ©, (4.92) é satisfeito sempre que < 1.

Afirmamos que para todo N,p € N, vale

—| > 1. Suponha entao que |

3 EI

(N + ) }“””’“‘9’

o] < 2o {0

(N+p)*
€]

De fato, se <1 basta usar (4.91). Caso contrério, usamos novamente (4.91) e

/

N (N +p)*
SR P R v
G
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Logo,

_— N s'(N+p)(1-6) NS (N+p)(1-0)
|(xu)(e, )] < 24+ (%) (E) YN, peN.,

Se considerarmos p tal que

o 0
N <p< L N,
—g=P~ *

1—-06
entao N 9
+p
N < (N 1—-6 2
S(N+p)1=0) ¢ P c s
e obtemos

(N—I—p) s'(N+p)(1 (Ns )(Ner)(lO) - <2+ 9 ) s'(N+1-0) (Ns’)N
N €] - 1-0 S

Considerando A’ > 1, obtemos finalmente que

N o s'(N+1-6) s\ NV
(e 1] < 247 (2+L9> (N) ’

o que mostra (4.92). O

4.5 Aplicacoes para sistemas semilineares

A dltima secao deste trabalho traz algumas aplicagoes dos teoremas demonstrados na
Secao 4.4. Iremos considerar sistemas semilineares assosciados aos campos L;. Comecamos

com o

Teorema 4.17 Assuma que £ satisfaca a hipdtese (%) e considere os campos

0
Ly = Lj+ gj(x,t, C)aCJ

]- -5 1

sendo que cada fungdo g; € analitica para (x,t) em vizinhanga da origem e inteira holo-

morfa em ¢ € C. Suponha que os campos L; comutam entre si. Se u € uma funcao de
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classe C' definida em vizinhanca da origem de RM x © que satisfaz
Lju(z,t) = gj(z, t,u(x,t),j=1,...,n,

entdo u € real analitica em vizinhanca da origem.
Demonstracao. Vamos assumir que «(0,0) = 0. Considere H uma soluc¢ao do problema

LH = 0j=1..n
H(:'UJ(:)?C) -

a qual é uma funcdo holomorfa definida em vizinhanga da origem de C™"*! (veja [3,
p. 110]). Defina
v(z,t) = H(z,t,u(x,t))

€ valnos escrever
u=A+1iB e H((L’,t,g) = H1+ZH2

Se denotarmos a varidavel complexa ¢ = n; + 12, entao segue que

oH, _  OH:
om on2
Oy _  _oH, (4.93)
o2 om *

Utilizando a regra da cadeia, obtemos

Ljv(z,t) = (LjH) (x,t,u(z,t)) + aZ (x,t,u(z, zf))gg1 (x,t)+
OH - aqﬁk 0A OH 0B
gy @t D) 5 z;—tj (8n1 7.t (@, 0)) (@, 1) + 5 (b ule, 1) @,t))

e utlizando a nossa hipdtese sobre u e (4.93), obtemos

Liv(z,t) = (LjH) (z,t,u(z,t)) + %—ZZ

= (L;H) (z,t,u(x,t)) =0.

(x,t,u(z,t))gj(x, t, u(z, 1))

Segue do Teorema 4.14 que v é uma funcao analitica em vizinhanca da origem. Defina
agora

F(z,t,,w) = H(x,t,{) —w
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para (z,t,¢) em vizinhanca de 0 de C™*"*! ¢ w € C. Observe que

OF

F(0,0,0,0)=0 e 3%

(0,0,0,0) # 0.

Pelo teorema da funcao implicita existe uma func¢ao homolorfa G definida em vizinhanca
U da origem de C™"*1 tal que para cada (x,t,w) € U, G(x,t,w) é o tnico valor tal que
F(z,t,G(z,t,w),w) = 0, ou seja,

H(z,t,G(x,t,w)) = w.

Assim,
u(z,t) = Gz, t,v(z,t))

em vizinhanca da origem e o resultado fica demonstrado. 0

Antes de enunciar o proximo resultado, vamos demonstrar um lema auxiliar.

Lema 4.18 Fizados s > 1, n € N e c > 0, defina

cp!®
= Z
P g 1) P € Ly
Entao existe ¢ > 0 tal que
«Q n
E (5)m5|ma_5| < myal, Va € Z+. (494)

BLa

Demonstragao. Podemos reescrever (4.94) como

() <||g:)_s<|ﬁ|+1>gf1|<Ta1)—n;|+ e S Ve

BLa

Logo, é suficiente mostrarmos que a soma

_ Z (lof + 1™ (4.95)

Z B+ )" (la— B+ 1
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¢ limitada para a € Z7} tal que |a| > 2. Observe que se |a| = 2k, com k > 1, entao

g <QZ (laf + )"+
T 1B+ (ja = B+ )M
I81<k

enquanto que se |a| =2k + 1, com k > 1, entao

(Jal + )" (Jol + )"
Sa<2Y +3 .
(Bl (o =Bl + )" = (181 )" (la = B+ )M
1BI<k |B|=Fk

Como o nimero de multi-indices 5 € Z7; tal que |f| =k ¢é (k:le) (ver [17, p. 11]), segue

que

Z (‘Oé‘ + 1)n+1 — 2n+1 Z 1
2 1B+ 1" (ja— Bl + ) 2 2y
|B1=k 181=k

ni1 (kK +n—1)! 1

<
= (n— D)k (k+2)

o que nos permite concluir que tal parcela é limitada em «. Como

R R (-
BT+ DJa—pl+D)  BI+1\ " fal=[3[+1

e |a|_|,‘3[\3|+1 < 1 se |f| < k (tanto para |a] = 2k quanto para |a| = 2k + 1), obtemos o

resutado, uma vez que

[e.e] o0 1
>N e e

51:1 ﬂnzl

Considere m, como no Lema 4.18 com ¢ > 0 de modo que vale (4.94). Se definirmos

M, = m,/e’~!, entao
al
ﬁ'_’y'M"BIMM < 6]\4|a|7 Ve > 0. (496)

Bty=a
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Destacaremos duas propriedades de M,. A primeira segue de

1 (p+2

n+1
<2.2" vpezZ
(1+p)* p+1) B TP S B

que garante m, < 2”+2mp+1, e portanto
M, < 2""2eM,,,,Vp € Z,. (4.97)

A segunda é:
Ap-i—lp!s < Mp/2, p=>2 0<e<Le. (4.98)

Para verificar que isso é possivel, note primeiro que (4.98) equivale a

el < —A_p_lc
— 2(p+ l)n-i-l :

Assim, para um nimero finito de inteiros p, isso é possivel para ¢, suficientemente pequeno.
Basta garantir agora que (4.98) seja valido qualquer que seja p > pg, para algum py € N.

Outro jeito de escrever a desigualdade (4.98) é

1/(p-1)) "

—_o\1/(n+1
Ao < (cA~2) /(n+1)
- 21/(n+1)(p+ 1)
Como
(ca-)Ven )0
lim =1,
p—00 21/(n+1) (p -+ ]_)
basta considerarmos ¢g tal que Aeg < 1.
Iremos trabalhar agora com séries formais. Dadas f, g € R[[ X1, ..., X,,]] vamos escre-

ver f < g quando f(®(0) < ¢(®(0) para todo a € Z". Definimos T € R[[X, ..., X,]]

por
§ : 1”04 [ n

|a|>0
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Note que

TXP=> | > MMy | s

11
la|>1 \ B+v=a B-’Y'
B,y#0

Segue de (4.96) que
T(X)? < eT(X).

De modo geral, obtemos

TX)P < e 1F(X), p>1. (4.99)

Defina agora, para p > 0 tal que epA < 1,

L(X) =) pPAT(X)Y € R[[Xy, ..., X,]].

p>0

Segue de (4.99) que

(8°1,) (0) = D pPA”(8* (T(X))) (0)

p>0

< YA (99)(0)
p>0

_ A

- o 7(0).

Com essas notacoes introduzidas, podemos demonstrar a

Proposicao 4.19 Suponha que Q C RN € um aberto e que Z1, ..., Z, sio campos reais-
analiticos definidos em € e que comutam entre si. Seja u € C1(Q) que satisfaz o sequinte
sistema semilinear

(Zju)(z) = fij(z,u(x)),z€Q,j=1,...,n,

sendo que as fungoes f;(x,() sao de classe G° na varidvel x € Q assumindo valores no
espago das fungoes inteiras na varidvel ¢ € C. Entio Z%u € C*(Q) para todo o € 7.
Além disso, dado um compacto K C ), eziste C = C(K) > 0 tal que

1ZUl| o ey < C1H |15, (4.100)
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Demonstracao. Considere inicialmente K C {2 um compacto. Usando limitacoes
07 f (@, Q)] < O ar?

para x e ( em certos compactos, dos mesmos argumentos utilizados na Proposicao 2.2 e

na Proposigao 4.4 segue que existe A = A(K) > 0 tal que
Hzaapfj z,¢) HLOo o~ < AlePlg|epla € ZM p € Zy, 1 < j < n. (4.101)

Defina

1 2n+l Zu| 31 AVA
M = maxq 1, —sup |ul, SUP | ]u|7 SUP 1252 g k=1,...np.
c K c c21s

Mostraremos por indugao sobre |a| que Z%u é de casse C' para todo a € 77 e que
sup | Z%| < MM, o€Zl, (4.102)
K

para algum 0 < € < 1 (lembre que M|, depende de € > 0). A nossa hipdtese garante que
u € C(Q) e como u satisfaz o sistema semilinear, também temos que Z;u € C'(2) para
todo j = 1,...,n. Além disso, a nossa escolha de M nos mostra que (4.102) é vélido se
a = 0. Como MM; = Mce '27""! nossa escolha de M nos garante que (4.102) vale
para todo 0 < € < 1, e podemos concluir também para o caso |a| = 2. Vamos admitir
que (4.102) vale para || = k e mostrar para |a| = k+ 1, com k > 2. Como os campos
Z; comutam entre si, vamos supor que a, > 0 e definir § = a — ¢,,. Recordamos aqui a

férmula de Faa di Bruno:

p(w(x)) =>_Cr W) w(z) . .. dlw(x),
sendo a soma sobre os multi-indices 7q,...,7, tai que |y;] > 0 ey + ...+ 7, = 7
e as constantes C  sdo universais. Escrevemos entao Z%u = ZP fo(z,u) e obtemos

Zou(x) = (ZP f,)(x,u(x)) + H(x), com
_ B B q 7B8—B 1 8l
Ha)= Y ( B) 3 o,m (acz fn> (2, u(@)) Z"u(z) . .. Z7u(x).

0£5<8 Y1t Avg=
"Y]|>O
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Segue que Z% € C'()) e usando (4.98) e (4.101), obtemos

MM,
HzﬁhCﬂMhmm)S 2‘& se 0 < e < e.

Usando novamente (4.98) e a nossa hipdtese de indugao, concluimos que

B\ 41— Fi1s ;
sgﬂH@ﬂ < }:(é AR g — e N O AYIMO My, M,

0£5<p Y1+ +vg=8
[v;1>0
ﬁ 3— 2118 3 1
= Y Q§/W%%Hﬁ—5u > ) AQMY9T)(0). .. (9T)(0).
0£B5<p Y+ tyq=8
[v51>0

Usando que as constantes ny Sao universais, segue que

sw |H@)| < 3 (g)Aw-“+wﬁ——BMS(&%M)<m

0#£B<B
AM B - .
< ) AIB=BI+118 _ BI1S M, -
= 1—eAM £ QJA 15— A1 Mg
0£3<8
AM 3 . B
- ~ 1B=Bl+113 _ ANSAT, -
1— eAM AMW+‘§: QJA' |8 = Bl Mg,
0£A<p
B8

De (4.98) e (4.96) e usando que (g) < (g) e que ‘a — B‘ > 2 quando 0 < 3 < A, obtemos,

para 0 < € < €,

AM a\ a5 ™|
H < — | AM s
SI;(P| (x)] < 1 — cAM 18l + 0;@ <5> 9elal—2

B#8

AM
AMg + €Mq/2)

1—eAM(

AM
m (2 +16]\4"04 + €M|oz\/2)

2n+1 + 1/2
“MM<T:EW)MW

IN

IA
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Assim, escolhemos € (dependendo de K) suficientemente pequeno para obter supy |H (z)] <
M Mg /2. O

Juntando os Teorema 4.10, Teorema 4.16 e a Proposicao 4.19, podemos enunciar o

Corolario 4.20 Suponha que £ satisfaz a propriedade (%) e que u seja uma fungao de

classe C' em vizinhanca da origem de R™ x © que satisfaz o sistema

(Lju)(x’ t) = gj(wu t, u($v Zf)),

sendo que cada g; € uma funcdo de classe G*, s > 1 para (x,t) em vizinhanga da origem
de R™ x O que assume valores no espago das funcoes inteiras holomorfas na varidvel
¢ € C. Entao

1. para s =1, u € uma funcao analitica em vizinhan¢a da origem;

2. Para s >1 em =1, u é uma funcao Gevrey de ordem s/(1 — 6) em vizinhanga da

origem.



Apeéendice A

Espacos Vetoriais Topoldgicos

A.1 Principais definicoes

Nesta parte do trabalho daremos algumas definigoes e enunciaremos alguns teoremas
sobre os espacos vetoriais topoldgicos, os quais serao lteis ao longo do trabalho. Nao

forneceremos as respectivas demonstragoes, as quais podem ser encontradas em [18].

Definicao A.1 Seja E um espaco vetorial sobre C. Dizemos que E é um espacgo vetorial

topolégico (EV'T) se existe uma topologia T em E tal que a soma em E
+:ExXFE—FE

e o produto por escalar

+:ExC—F

sao fungoes continuas quando consideramos a topologia produto nos conjuntos E X E e

E x C, sendo que C esta munido com a topologia usual.

Em um EVT E, a continuidade da soma nos mostra que se B é uma base para as vizi-
nhancas de 0, entao para todo x € FE, a familia formada por B + x, B € B é uma base
para as vizinhangas de x. Dessa forma, na maioria das vezes é suficiente apenas dar uma
familia B de subconjuntos de £ que contém o 0 e que satisfaz determinadas propriedades
para que FE admita uma estrutura de EVT, na qual B é uma base de vizinhancas da
origem. Para mais detalhes de quais propriedades B deve satisfazer, ver [18, p. 21].

Uma das principais maneiras de se obter um ETV ¢ utilizando uma familia de seminormas.

Uma seminorma em um espaco vetorial £ é uma funcao p : F — R que satisfaz

112
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1. p(x) > 0,Vz € E e p(0) = 0;

2. p(z +y) < p(x) + py);
p(Az) = [A|p(x),Vz € E, X € C.

Observe que se uma seminorma p satisfaz p(r) = 0 se, e somente se, z = 0, entao p é
uma norma. Lembremos ainda que um subconjunto C' C E de um espaco vetorial é dito
convexo se z,y € C'e 0 < A < 1 implicar Ax 4+ (1 — A\)y € C. Uma classe importante de
EVT sao os localmente convexos, isto é, os EVT que admitem uma base de vizinhanca
de 0 formada por conjuntos convexos. Uma maneira de construir um EVT localmente
convexo € a seguinte:

Dada uma seminorma p em F, definimos a semibola fechada unitéria com respeito a
norma p como sendo

={re EF:px) <1}.

Seja {pa} e, uma familia de seminormas em um espaco vetorial £. O conjunto
B={\U,, :A\>0,a€L}. (1.1)

forma uma base de vizinhancas de 0 em uma topologia de E que define uma estrutura

de EVT em E. Neste caso, dizemos que a familia de seminormas {p, } define uma

a€el
estrutura de EVT em E. Reciprocamente, se £ é um EVT localmente convexo, entao
existe uma familia de seminormas {pq},., em U tal que (1.1) é uma base de vizinhancas
da origem.

Um resultado notavel é que um EVT E é metrizavel se, e somente se, admite uma
base enumeravel de vizinhancas da origem. Quando E é localmente convexo, podemos
melhorar o resultado exibindo uma métrica em fungao de seminormas. Neste caso, ¢é
possivel obter uma sequéncia de seminormas {p, }j oy nao decrescente e a métrica é dada

por

Tanto no caso em que E é localmente convexo quanto no caso em que E é apenas um

EVT, conseguimos métricas invariantes por translacao. Isso nos motiva a dar a

Definicao A.2 Um espago de Frechet (ou simplesmente um F-espago) é um EVT E

metrizavel, localmente convexo e completo.
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Assim, se uma sequéncia de seminormas gera um EVT F, entao F é um F-espaco se,

e somente se, K é completo.

Exemplo A.3 Considere Q C RY aberto e seja E = C*(Q) que admite uma estrutura
natural de espacgo vetorial. Vamos dar a E uma estrutura de F'-espaco. Para cada K C €)

compacto e para m € Z,, considere a seminorma

[fllnc = sup sup|0°f(z)|, f € E. (1.2)
la|<mzeK
A partir de agora consideramos a estrutura de EV'T gerada por essas seminormas em
E. Observe que estamos indexando a familia no conjunto Z, X L, sendo L formado
por todos os subconjuntos compactos de ), o qual claramente ndo € enumerdvel. No
entanto € possivel exibir uma base enumerdvel para as vizinhancgas de 0 nesta topologia.
Consideramos primeiro uma sequéncia {K,} de subconjuntos compactos de Q) tais que
o
K, cint K,,,, E = U K, e dado K C Q compacto, existe n € N tal que K C K,,. A

n=1
base desejada é formada pelos conjuntos

kilUll-Hm,Kn’ k,m,n € N.

Nao é dificil ver que uma sequéncia {f,} € E converge para f € E se, e somente se,
tanto f, quanto suas derivadas de qualquer ordem convergem para f uniformemente sobre
compactos. Assim, se {f,} € uma sequéncia de Cauchy em E, para cara o € Zf, existe
fo tal que 0% f, converge uniformemente para f, sobre compactos. Em particular fy € E,

0% fo = fa € fn converge para fy em E. Isso nos mostra que E é um F-espago.

A.2 O dual topolégico de um EVT

Nesta secao F representara um EVT sobre C. Denotaremos por E’ o seu dual to-
poldgico, ou seja, o conjunto dos funcionais lineares f : F — C continuos. Se 2’ € E' e
x € E, denotaremos por (2, z) a agdo de 2’ em z. Dado um conjunto A C E, definimos

o seu polar A° C E’' por

A% = {x' € E :sup (2, x)| < 1} : (1.3)

z€A
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Nao é dificil vetificar as seguintes propriedades:
1. Se A C B, entao B° C A°;
2. Se € > 0, entao (eA)’ = e 1A

Com a nogao de polar de um subconjunto de E é possivel introduzir topologias em E’
que o tornam um EVT. Uma importante topologia é chamada de topologia fraca, na qual
uma sequéncia de funcionais {z/ } continuos converge para um funcional z’ continuo se,
e somente se, (!, x) converge para (z’,z) em C para cada z € E. Além disso, dizemos
que uma sequéncia {z,,} C E’ é fracamente limitada (ou simplesmente limitada quando
nao houver risco de confusao) se o conjunto {z/} for limitado na topologia fraca - um
subconjunto A C F de um EVT é limitado se dada vizinhanga V' de 0, existe ¢ > 0 tal
que V' C ¢V. Na topologia fraca, uma sequéncia {z/,} é limitada se, e somente se, dado

x € F, existe ¢ > 0 tal que [(x],x)| < ¢, para todo n € N.

Teorema A.4 Seja E um F-espago. Uma sequéncia {u,} C E' € limitada se, e somente
se, existe A C E wvizinhanga de 0 tal que {u,} C A°.

Este resultado segue do Teorema da Limitagao Uniforme. Para a demonstracao, veja [18,
p. 341,p. 349].



Apeéendice B

Um resultado sobre solucoes para

sistema homogéneo

Utilizaremos o Teorema 4.1 de [5] nas condigoes presentes neste trabalho. Ou seja,
nas notacoes da Proposicao 3.25, € é um subconjunto aberto de RY que contém 0, e os

campos

- 0
Mk = Zukl(l’,t)a—xl,k = 1,...,TL
=1

satisfazem My (Z;) = 6. Introduzimos entdao o operador

Av =302
k=1

No caso de uma estrutura do tipo tubo, temos M} = % e A)s se torna o Laplaciano na

variavel .
Assim, o Teorema 4.1 de [5] pode ser enunciado da seguinte forma (nao precisamos

nos restringir a vizinhanga da origem):

Se Lih =0 em Q, existem Q' C Q aberto que contem 0 e q € Zy e fungdo f € CH(Y) tal

que
Lif=0,1<j<n e h=ALf

Nessa versao que acabamos de enunciar, o mesmo resultado pode ser encontrado em [2,
p.2].
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