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perguntarem pelo “Tio Mazim”.

Aos meus amigos da graduação (e de sempre), Altair Tosti, Giovana Alves e Renata

Fernandes.

Aos colegas da pós-graduação do PPGM pelo companheirismo, alegria e excelente

ambiente de trabalho. Ao Pedro Lopes pela disponibilidade nas correções e sugestões

do texto. Aos “truta” Caio Pena, Carolina Antonio, Danilo Ferreira, Ederson Dutra,
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Resumo

Esse trabalho está dividido em duas partes.

Na primeira, nosso objetivo é apresentar os espaços de Hardy HppRnq, o qual coincide

com os espaços LppRnq, quando p ą 1, está estritamente contido em LppRnq se p “ 1, e é

um espaço de distribuições quando 0 ă p ă 1. Quando 0 ă p ď 1, os espaços de Hardy

oferecem um melhor tratamento envolvendo análise harmônica do que os espaços LppRnq.

Entre outros resultados, provamos o teorema da caracterização maximal de Hp, o qual

fornece várias, porém equivalentes, formas de caracterizar Hp, com base em diferentes fun-

ções maximais. Demonstramos o teorema da decomposição atômica para Hp, 0 ă p ď 1,

que permite decompor qualquer distribuição em Hp como soma de Hp-átomos (funções

mensuráveis que satisfazem certas propriedades). Nessa etapa, usamos fortemente a de-

composição de Whitney e a decomposição de Calderón-Zygmund generalizada.

Na segunda parte, como uma aplicação, provamos que quantidades não-lineares (como

o jacobiano, divergente e o rotacional definidos em Rn), identificadas pela teoria compa-

cidade compensada pertencem, em condições naturais, aos espaços de Hardy. Para tanto,

além dos resultados visto na primeira parte, usamos outros como os Teoremas de Imersões

de Sobolev, a desigualdade de Sobolev-Poincaré. Usamos ainda, definições e resultados

referentes ao contexto de formas diferenciais.

Palavras-chave: Análise Harmônica, Espaços de Hardy Hp, Caracterização Maximal de

Hp, Decomposição Atômica de Hp, Compacidade Compensada.
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Abstract

This work is divided into two parts.

In the first part, our goal is to present the theory of Hardy Spaces HppRnq, which

coincides with the Lebesgue space LppRnq for p ą 1, is strictly contained in LppRnq if

p “ 1, and is a space of distributions when 0 ă p ă 1. When 0 ă p ď 1, the Hardy spaces

offers a better treatment involving harmonic analysis than the Lp spaces. Among other

results, we prove the maximal characterization theorem of Hp, which gives equivalent

definitions of Hp, based on different maximal functions. We will proof the atomic decom-

position theorem for Hp, which allow decompose any distribution in Hp to be written as

a sum of Hp-atoms (measurable functions that satisfy certain properties). In this step,

we use the strongly the of Whitney decomposition and generalized Calderón-Zygmund

decomposition.

In the second part, as a application, we will prove that nonlinear quantities (such

as the Jacobian, divergent and rotational defined in Rn) identied by the compensated

compactness theory belong, under natural conditions, the Hardy spaces. To this end, in

addition to the results seen in the first part, will use the results as Sobolev immersions

theorems ans the inequality Sobolev-Poincaré. Furthermore, we will use the tings and

results related to the context of differential forms.

Keyworks: Harmonic Analysis, Hardy Spaces Hp, Maximal Caracterization of Hp, Ato-

mic Decomposition for Hp, Compensated Compactness.
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Introdução

O estudo dos espaços de Hardy, o qual se originou durante as décadas de 1910 e 1920,

no cenário das séries de Fourier e análise complexa em uma variável, tem se transformado

numa teoria rica e aprimorada, ao longo do tempo, proporcionando conhecimentos básicos

em temas como funções maximais, integrais singulares e os espaços Lp. Os espaços de

Hardy, definidos em termos de distribuições, conforme veremos, foram introduzidos por

E. Stein e G. Weiss em 1960. Aqui enfatizamos alguns aspectos desta teoria:

• Extensão de Lp - De forma simples, porém imprecisa, os elementos de Hp são

distribuições (temperadas) tais sua “função maximal”pertence a Lp. Quando p ą 1,

a própria definição de Hp torna-o equivalente a Lp, mas quando 0 ă p ď 1, esses

espaços são muito mais favoráveis, ou seja, nos levam a uma série de perguntas em

análise harmônica do que os espaços Lp. Em particular, no caso 0 ă p ă 1, apesar

de serem apenas espaços quase-normados, os duais não se reduzem a t0u e são

interessantes. Em muitas situações que ocorrem em análise de Fourier o espaço H1

é considerado um bom substituto do espaço L1. De fato, existem muitos resultados

em análise de Fourier que são válidos para Lp, 1 ă p ă 8, mas que não permanecem

válidos para L1. No entanto, a substituição de L1 por H1 recupera a validade desses

resultados.

• Equivalência de definições - O tema central que tratado no caṕıtulo 2 é uma

variedade de abordagens distintas de Hp, com base em diferentes definições; todas

levam à mesma concepção de Hp. Entre elas estão: as várias definições maximais,

das quais a mais simples é que uma distribuição f pertence a Hp se, para alguma

φ P S com

ż

Rn
φ ‰ 0, a função Maximal

Mφpfqpxq
.
“ sup

tą0
|pf ˚ φtqpxq|

está em Lp; a decomposição atômica, a qual permite expressar qualquer distribuição

6
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em Hp como série de elementos relativamente simples (e, reciprocamente, tal soma

pertence a Hp). Uma das vantagens da caracterização atômica por meio de átomos

é que ela facilita a estimativa de muitos operadores (como de convolução, pseudo-

diferenciais e integral singular) sobre os espaços Hp, pois permite que tal estimativa

seja realizada apenas sobre os átomos.

• Natureza de Hp - Em contraste com o caso p ą 1, a questão para determinar se

uma distribuição f pertence o Hp 0 ă p ď 1, não é apenas uma questão do tamanho

(valor absoluto) de f , mas também envolve propriedades de cancelamento da função,

conforme veremos no texto. Assim, na definição do operador maximal dada acima,

o operador Mφ não pode ser substitúıdo pelo operador maximal

Mpfqpxq “ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy

de Hardy-Littlewood (que será definido ao final do Caṕıtulo 2), pois o último envolve

apenas o valor absoluto do f . As propriedades de cancelamento também entram (de

uma forma muito direta) na definição de Hp-átomos apresentados no texto. São

estas sutilezas que são responsáveis pela natureza árdua de alguns dos argumentos

nesse texto, porém as recompensas para o leitor paciente são as afirmações elegantes

e de grande profundidade que se pode provar.

• Aplicação: Compacidade Compensada e Lema tipo div´ rot - Por fim, nos

concentramos no espaço H1, que também é um espaço de Banach. Esse espaço pos-

sui ricas propriedades e forma grande parte do assunto tratado no último caṕıtulo.

Em particular, nos concentramos numa pequena aplicação à teoria da Compacidade

Compensada, a qual surgiu a partir de resultados obtidos por L. Tartar e F. Murat

no decorrer de estudos em Teoria da Homogenização. Matematicamente, essa úl-

tima trata-se de um problema de entender como oscilações de equações diferenciais

parciais criam oscilações em suas soluções.



Caṕıtulo

1

Espaços de Hardy no disco unitário

A teoria dos espaços de Hardy Hp tem sua origem no estudo dos valores fronteira

de funções anaĺıticas no interior do disco unitário ∆ “ tz P C; |z| ă 1u. Pode-se afirmar

que o primeiro resultado nesse sentido é devido a Fatou, o qual em 1906 demonstrou que

funções anaĺıticas e limitadas em ∆ possuem limite em quase todo ponto da fronteira de

∆. Os espaços Hp, p ą 0, apareceram como espaços de funções anaĺıticas em ∆, cujas

restrições a circunferências de raio r possuem normas Lp, 0 ă p ă 8 limitadas para todo

r P r0, 1q, isto é,

sup
0ďră1

ż 2π

0

|F preiθq|pdθ ă 8.

Iniciamos este caṕıtulo apresentando definições e resultados utilizados para definir os espa-

ços de Hardy no disco unitário. Os resultados aqui expostos foram retirados e adapatados

do trabalho de Hoepfner, G.,[9].

1.1 Funções Harmônicas

DEFINIÇÃO 1.1.1 (Funções Harmônicas). Seja Ω Ą Rn um domı́nio. Dizemos u P C2pΩq é

harmônica se u satisfaz a equação de Laplace ∆u “ 0 em Ω, em que

∆ “

n
ÿ

j“1

B2

Bxj2
.

Em particular, em R2, temos

B2u

Bx2
`
B2u

By2
“ 0.

8
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Observação 1.1.2. É bem conhecido que sendo Ω Ă R2 um domı́nio; então ∆u “ 0 se, e

somente se, u “ RepF q, F holomorfa.

DEFINIÇÃO 1.1.3 (Propriedade do Valor Médio). Dizemos que f satisfaz a Propriedade do

Valor Médio (PVM) em Ω ô @x0 P Ω, tem-se

fpx0q “
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

|fpx0 ` rσq|dσ,

@r ą 0 tal que Bpx0, rq Ă Ω, em que Sn´1 “ tx P Rn : |x| “ 1u e |Sn´1| “

ż

Sn´1

dσ.

Observação 1.1.4. Neste trabalho, |X| sempre denotará a medida de Lebesgue do con-

junto X.

O teorema seguinte relaciona as funções harmônicas com as que satisfaz a PVM. Para

demonstrá-lo, usamos dois resultados clássicos:

|Bp0, rq| “
rn

n
|BBp0, 1q| “ |Bpx0, rq| “

rn

n
|Sn´1

| (1.1)

ż

Bpx0,rq

fpxqdx “

ż r

0

tn´1

ż

Sn´1

fpx0 ` tσqdσdt (1.2)

TEOREMA 1.1.5. Seja u uma função cont́ınua. Então u é harmônica se, e somente se,

u satisfaz a PVM.

Demonstração. pñq Suponha que u é harmônica em Ω, então ∆u “ 0 em Ω. Dado x0 P Ω,

para 0 ă t ď r suficientemente pequeno tal que Brx0, rs Ă Ω, definamos

fptq “
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

upx0 ` tσqdσ.

A função f está definida em p0, rs, é diferenciável e sua derivada é
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f
1

ptq “
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

Bu

Bt
px0 ` tσqdσ

“
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

∇upx0 ` tσqσdσ

“
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

∇upx0 ` rσq~npσqdσ

“
1

tn|Sn´1|

ż

BBpx0,tq

∇upxq~npσqdσtpxq

“
1

tn|Sn´1|

ż

Bpx0,tq

∆upxqdx

“ 0.

Logo, f é constante em p0, rs.

Afirmação 1.1.6. lim
tÑ0

fptq “ upx0q.

De fato,

|fptq ´ fpx0q| ď
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

|upx0 ` tσq ´ upx0q|dσ ď sup
σPSn´1

|upx0 ` tσq ´ upx0q|
tÑ0

ÝÑ 0,

(pois u é uniformemente cont́ınua em Sn´1).

Além disso, de lim
tÑr

fptq “ fprq, temos fprq “ upx0q e, portanto,

upx0q “
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

upx0 ` rσqdσ.

pðq Suponha que u satisfaz a PVM. Vamos dividir em dois casos: Caso 1: Suponha que

u P C2pΩq. Dado x0 P Ω, existe r “ rpx0q tal que

upx0q “ fptq “
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

upx0 ` tσqdσ, @t ď rpx0q.

De modo análogo à primeira parte (e com a mesma notação, fptq “ upx0q é constante em

r0, rs), derivando obtemos

0 “ f
1

ptq “
1

tn|Sn´1|

ż

Bpx0,tq

∆upxqdx, @t ď rpx0q,
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ou ainda,

0 “
n

tn
1

|Sn´1|

ż

Bpx0,tq

∆upxqdx “
1

|Bpx0, tq|

ż

Bpx0,tq

∆upxqdx.

Pelo teorema da convergência dominada 1,

1

|Bpx0, tq|

ż

Bpx0,tq

∆upxqdx
tÑ0

ÝÑ ∆upx0q,

pois ∆u P C0pΩq. Logo, ∆upx0q “ 0.

Caso 2: u R C2pΩq.

Seja φ P Cc
8 tal que

ż

Rn
φ “ 1, φpxq “ φpx1q se |x| “ |x1|, isto é, φ é radial e definamos

φεpxq “
1

εn
φpx{εq.

Essas funções são chamadas “Identidades Aproximadas”em Rn radial e satisfazem as

seguintes propriedades:

(1)

ż

Rn
φεpxqdx “

ż

Rn
φpxqdx “ 1;

(2) sup
|x|ąδ

|φεpxq|
εÑ0

ÝÑ 0, @δ ą 0;

(3) sup
εą0

ż

Rn
|φεpxq|dx ă 8.

Vamos mostrar que

uεpxq
.
“ pφε ˚ uqpxq

.
“

ż

Bp0,εq

φεpx´ yqupyqdy “

ż

Bp0,εq

φεpyqupx´ yqdy

é harmônica em seu domı́nio e também que uε ” u (localmente). O śımbolo
.
“ significa

que a igualdade é valida por definição.

Veremos mais adiante que uε
.
“ φε ˚u

εÑ0
ÝÑ u uniformemente (ou ver Jorge Hounie [12])

e pelo teorema da convergência dominada, uε é C8.

Afirmação 1.1.7. uε satisfaz a PVM em Ωε
.
“ tx P Ω : dpx, BΩq ą εu

.
“ Dompuεq.

1Ver caṕıtulo 2, página 23.
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Se x0 P Ωε e Brx0, ts Ă Ωε, temos

1

|Sn´1|

ż

Sn´1

upx0 ` tσqdσ “
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

„
ż

Bp0,εq

φεpyqupx0 ´ y ` tσqdy



dσ

“
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

upx0 ` tσqdσ

“
1

|Sn´1|

ż

Bp0,εq

φεpyq

„
ż

Sn´1

upx0 ´ y ` tσqdσ



dy

“
1

|Sn´1|

ż

Bp0,εq

φεpyq|S
n´1
|upx0 ´ yqdy

“

ż

Bp0,εq

φεpyqupx0 ´ yqdy

“ pφε ˚ uqpx0q

“ uεpx0q.

Logo, uεpx0q satisfaz a PVM em Ωε. Portanto, uεpx0q é harmônica em Ωε.

Afirmação 1.1.8. u “ uε em Ωε.

Para x P Ωε, temos

uεpxq “

ż

Bp0,εq

upx´ yqφεpyqdy

“

ż ε

0

rn´1

ż

Sn´1

upx´ rσqφεprσqdσdr

“
1

εn

ż ε

0

rn´1

ż

Sn´1

upx´ rσqφ
´rσ

ε

¯

dσdr

“
1

εn

ż ε

0

rn´1

ż

Sn´1

upx´ rσqφpr{εqdσdr

“
1

εn

ż ε

0

rn´1
|Sn´1

|upxqφpr{εqdr

“ upxq

ż ε

0

rn´1

ż

Sn´1

dσφεpr{εqdr

“ upxq

ż

Bp0,εq

φεpxqdx

“ upxq.

Observação 1.1.9. Usando as equações (1.1) e (1.2), podemos mostrar que u satisfaz a

PVM se, e somente se,

upx0q “
1

|Bpx0, rq|

ż

Bpx0,rq

upxqdx.
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1.2 Funções Subharmônicas

Os resultados não demonstrados nesta seção podem ser encontrados no trabalho de Ho-

epfner, G.,[9].

DEFINIÇÃO 1.2.1 (Funções Subharmônicas). Seja Ω um aberto de Rn. Uma função

u : Ω Ñ RYt´8u é dita subharmônica se ela é semi-cont́ınua superiormente e u satisfaz:

@ x P Ω, Drpxq ą 0 tal que

upxq ď
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

|upx` rσq| dσ,@r ă rpxq.

Em particular, quando Ω Ď R, @x0 P Ω, tem-se lim
xÑx0`

upxq “ upx0q; equivalentemente,

@ c P R, o conjunto u´1pp´8, cqq é aberto.

Observação 1.2.2. Se u é semi-cont́ınua superiormente e K ĂĂ Ω 2, então u é limitada

superiormente em K.

De fato, para j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ definamos Kj “ tx;upxq ă juc
Ş

K. Notemos que Kj é

compacto em K para cada j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . Além disso, K Ą K1 Ą K2 Ą ¨ ¨ ¨ e
8
č

j“1

Kj “ tx P

K;upxq “ 8u “ H. Pelo Teorema de Cantor, existe j0 P N tal que Kj0 “ H. Então,

upxq ă j0 @ x P K, ou seja, uˇ
ˇ

K

ď j0. Portanto, u é limitada superiormente em K.

Exemplo 1.2.3.

(1) Seja u : Ω Ă CÑ C anaĺıtica e p ą 0. Então |upzq|p é subharmônica.

Com efeito, seja z0 P Ω. Se upz0q “ 0, então 0 ď
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

|upz0 ` rσq|pdσ,

claramente. Suponha upz0q ‰ 0; então existe um ramo de |upzq|p que é anaĺıtico

numa vizinhança de z0. Aplicando a propriedade do valor médio para as partes real

e imaginária de |upzq|p, obtemos

|upxq|p “
1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇupz0 ` re
iθ
q
ˇ

ˇ dθ.

(2) Se u é harmônica em Ω Ă C e p ě 1, então |upzq|p subharmônica.

2Usamos a notação A ĂĂ B para indicar que A é um subconjunto compacto de B.
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De fato, sendo u harmônica, vale a PVM, isto é,

upz0q ď
1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇupz0 ` re
iθ
q
ˇ

ˇ dθ.

Se p “ 1, o resultado é direto. Para p ą 1, temos

|upz0q| ď

ˆ

1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇupz0 ` re
iθ
q
ˇ

ˇ

p
dθ

˙1{pˆ
1

2π

ż π

´π

1qdθ

˙1{q

“

ˆ

1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇupz0 ` re
iθ
q
ˇ

ˇ

p
dθ

˙1{p

.

Portanto,

|upz0q| ď
1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇupz0 ` re
iθ
q
ˇ

ˇ

p
dθ.

(3) Se u1, ¨ ¨ ¨ , un são subharmônicas, então u “ maxtu1, . . . unu é subharmônica. De

fato, dado x0 P Ω, seja 1 ď j0 ď n satisfazendo upx0q “ vj0px0q. Como uj0 satisfaz

a PVM, temos

upx0q “ uj0px0q ď
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

|uj0px0 ` rσq| dσ ď
1

|Sn´1|

ż

Sn´1

|upx0 ` rσq| dσ.

PROPOSIÇÃO 1.2.4. Uma função u é semi-cont́ınua superiormente se, e somente se,

para todo K ĂĂ Ω, u é limite de uma sequência decrescente de funções cont́ınuas em K.

TEOREMA 1.2.5 (Prinćıpio do Máximo para funções subharmônicas). Seja Ω um domı́nio

e u : Ω Ñ R, então u não atinge máximo, a menos que u seja constante.

TEOREMA 1.2.6. Seja v : Ω Ñ r´8,8q. São equivalentes:

(a) v é subharmônica em Ω;

(b) Dado G Ă Ω limitado e u : GÑ R harmônica tal que u P C0pḠq, Ḡ Ă Ω, v ď u em

BG, então v ď u em G.

Corolário 1.2.7. Se v subharmônica em Bp0, Rq, então a função

mprq
.
“

1

|Sn´1|

ż

Sn´1

uprσqdσ

é crescente em r P p0, Rq.
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Exemplo 1.2.8. Seja F anaĺıtica em Bp0, 1q e 1 ă p ď 8. Consideremos vpzq “ |F pzq|p.

A função

MppF, rq
.
“

1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇF preiθq
ˇ

ˇ

p
dθ

.
“ }F }LppBBp0,rqq

é crescente para r P p0, 1q.

De fato, para 1 ă p ă 8, vimos que, se F anaĺıtica, então |F pzq|p é subharmônica.

Logo, basta aplicar o corolário acima. Se p “ 8, M8pF, rq
.
“ sup

θPp´π,πq

|F preiθq|, o resultado

segue do Prinćıpio do Máximo para funções subharmônicas.

Denotemos por Hp∆q o espaço das funções holomorfas f : ∆ Ñ C, em que ∆ é o disco

unitário em C.

DEFINIÇÃO 1.2.9 (Espaços de Hardy Hpp∆q). Seja 0 ă p ď 8. Dada uma função F P Hp∆q,

dizemos que F P Hpp∆q se

}F }Hp

.
“ sup

0ďră1
MppF, rq ă 8.

Mais precisamente, para 0 ă p ď 8, definimos os espaços de Hardy

Hp
p∆q “ tF P Hp∆q; }F }Hp

.
“ sup

0ďră1
MppF, rq ă 8u.

Claramente, se 0 ă p ă q ă 8, valem as seguintes inclusões H8 Ă Hq Ă Hp.

Definindo a métrica dpF,Gq
.
“ sup

0ără1
rMppF ´G, rqs

p, o espaço pHpp∆q, dq torna-se um

espaço métrico completo e Banach se p “ 1.

Até agora vimos a caracterização dos espaços de Hardy definidos sobre o disco unitá-

rio e subordinada à teoria das funções anaĺıticas. No próximo caṕıtulo vamos exibir os

espaços de Hardy em Rn. Para tanto, apresentamos algumas definições e resultados sobre

funções teste, distribuições, espaço de Schwartz e trasformada de Fourier. Omitimos as

demonstrações, as quais podem ser encontradas no livro do Hounie [12].



Caṕıtulo

2

Espaços de Hardy em Rn

Na teoria moderna, os espaços de Hardy Hp são apresentados sem referência a funções

harmônicas ou holomorfas. Isso permite a extensão natural da definição a várias variáveis

reais, como em Hp, e até mesmo a domı́nios mais gerais. Essencialmente, queremos

tornar a teoria dos espaços Hp independente da teoria das funções anaĺıticas, de modo que

seja caracterizado em termos de funções maximais. Iniciamos esse caṕıtulo apresentando

alguns conceitos preliminares para o desenvolvimento desse trabalho.

2.1 Preliminares

2.1.1 As funções teste

DEFINIÇÃO 2.1.2. Seja Ω um aberto de Rn. As funções f : Ω Ď Rn Ñ C infinitamente

diferenciáveis, com suporte compacto em Ω são chamadas funções teste em Ω. O conjunto

das funções teste em Ω será denotado por C8c pΩq.

Lembremos que o suporte de uma função cont́ınua φ : Ω ÞÑ C é o fecho do conjunto

tx P Ω : φpxq ‰ 0u. Denotaremos esse conjunto por supppφq.

DEFINIÇÃO 2.1.3. Uma seqüência pφjq de funções de C8c pΩq converge a zero em C8c pΩq

se:

(1) Existe um compacto K Ă Ω tal que supppφjq Ď K, j “ 1, 2, ...;

(2) Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funções φj convergem

uniformemente a zero quando j Ñ 8.

16
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Observação 2.1.4. É posśıvel dotar C8c pΩq com uma topologia não metrizável de forma

que a convergência nessa topologia coincida com a dada pela definição acima (ver refe-

rência [11]).

2.1.5 Distribuições

DEFINIÇÃO 2.1.6. Seja Ω Ď Rn aberto. Um funcional linear cont́ınuo u : C8c pΩq Ñ C é

dito uma distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω se denota por D1pΩq. Isto

é se u P D1pΩq e φ1, φ2 P C
8
c pΩq, λ P C e pφjq é uma seqüência em C8c pΩq, então,

upφ1 ` λφ2q “ upφ1q ` λupφ2q (Linearidade)

φj Ñ 0 em C8c pΩq ñ upφjq Ñ 0 (Continuidade).

Em geral, escrevemos xu, φy em vez de upφq.

As operações soma de distribuições e multiplicação por escalar por distribuição são

definidas de maneira “standard”. Dados u1, u2 P D1pΩq, φ P C8c , λ P C, definimos:

xu1 ` u2, φy “ xu1, φy ` xu2, φy

xλu1, φy “ λxu1, φy

Dado um operador linear L : C8c pΩq ÝÑ C8c pΩq, dizemos que L é cont́ınuo se Lφj Ñ 0

em C8c pΩq quando φj Ñ 0 em C8c pΩq.

DEFINIÇÃO 2.1.7. Sejam L e L1 operadores lineares cont́ınuos de C8c pΩq em C8c pΩq.

Dizemos que L é o transposto formal de L1 (e denotamos por L1 “ Lt) e vice-versa se

ż

Ω

pLφqψdx “

ż

Ω

φpL1ψqdx φ, ψ P C8c pΩq. (2.1)

Observemos que na definição acima, φ, Lφ, ψ, Lψ P C8c pΩq Ď L1
locpΩq Ă D1pΩq, então,

a equação (2.1) pode ser reescrita na forma xLφ, ψy “ xφ, L1ψy. Deste modo, é intuitivo

estender L a um operador L̃ : D1pΩq Ñ D1pΩq, definido por:

xL̃u, ψy “ xu, L1ψy u P D1pΩq ψ P C8c pΩq. (2.2)
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Exemplo 2.1.8 (Produto por uma função C8). Dado f P C8pΩq, definimos L : C8c pΩq Ñ

C8c pΩq, pLφqpxq “ fpxq ¨ φpxq. L é um operador linear cont́ınuo e, além disso,

ż

pLφqpxqψpxqdx “

ż

φpxqpLψqpxqdx.

Vemos que o transposto formal de L (L1) é L. Deste modo, definimos

xfu, φy “ xu, fφy. (2.3)

Exemplo 2.1.9 (Derivação). Sejam Ω um aberto de Rn e L “
B

Bxj
. L é um operador

linear cont́ınuo e, além disso, se φ, ψ P C8c pΩq, pelo teorema de Fubini 1 e integração por

partes:
ż

Ω

Bφ

Bxj
pxqψpxqdx “ ´

ż

Ω

φ
Bψ

Bxj
dx.

Portanto, o transposto formal de L é ´
B

Bxj
e dado u P D1pΩq definimos:

B

Bu

Bxj
, φ

F

“ ´

B

u,
Bφ

Bxj

F

. (2.4)

Exemplo 2.1.10 (Mudança de variável). Sejam Ω1, Ω2 abertos de Rn e Φ : Ω1 Ñ Ω2 um

difeomorfismo, isto é, uma bijeção de Ω1 em Ω2, com Φ e Φ´1 de classe C8. Definemos

Lf “ f ˝Φ, L é operador linear cont́ınuo de C8c pΩ2q em C8c pΩ1q. Dada uma função teste

f em Ω2, x pertence ao complementar de Spf ˝Φq se, e somente se, existir Vx vizinhança

de aberta de x , em que f ˝ Φ é nula. Mas como Φ é difeomorfismo, isto equivale a

dizer que existe uma vizinhança de Φpxq, a saber, ΦpVxq, em que f é nula. Deste modo,

Spf ˝ Φq “ Φ´1psupppfqq, já que supppfq é compacto e Φ é difeomorfismo f ˝ Φ possui

suporte compacto. Assim, se Lf “ f ˝ Φ, Lf é função teste em Ω1, o que mostra a

boa definição do operador L. Dada ψ função teste em Ω2, pelo teorema de mudança de

variáveis obtemos

ż

Ω2

fpΦpxqqψpyqdy “

ż

Ω1

fpxqψpΦ´1
pxqq|JpΦ´1

q|pxq,

1Ver caṕıtulo 2, página 23.
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em que |JpΦ´1q| representa o valor absoluto do determinante da jacobiana de Φ´1, assim

L1ψ “ |JpΦ´1
q| ¨ ψ ˝ Φ´1.

Portanto, definimos

xu ˝ Φ, φy “ xu, pφ ˝ Φ´1
q|JpΦ´1

q|y. (2.5)

2.1.11 Suporte de distribuições

DEFINIÇÃO 2.1.12. Dados u1, u2 P D1pΩq dizemos que u1 e u2 são iguais (u1 “ u2) se

para todo função teste φ em Ω temos xu1, φy “ xu2, φy.

Abaixo será dada uma condição necessária para igualdade de distribuições.

TEOREMA 2.1.13. Sejam u1, u2 P D1pΩq tais que para todo x P Ω existe vizinhança

aberta Vx em que u1 “ u2. Então, u1 “ u2 em Ω

DEFINIÇÃO 2.1.14. Dado u P D1pΩq, definimos o suporte de u como sendo a interseção

de todos os fechados de Ω fora dos quais u é nulo. Denotamos o suporte de u por supppuq.

Observação 2.1.15. As definições de suporte de distribuições e de funções coincidem,

para funções que são cont́ınuas (ver referência [11]).

DEFINIÇÃO 2.1.16. Uma distribuição u P D1pΩq é dita ser C8 em um aberto U Ă Ω, se

existe f P C8pUq tal que

xu, φy “

ż

fpxqφpxqdx; φ P C8c pUq.

DEFINIÇÃO 2.1.17. Se Ω é aberto de Rn, denotamos o espaço das distribuições em Ω

com suporte compacto por E 1pΩq.

TEOREMA 2.1.18. Seja u P E 1pΩq. Existe um único funcional linear ru : C8pΩq Ñ C

tal que,

(1) rupφq “ upφq @ φ P C8c pΩq;

(2) rupφq “ 0 se φ P C8pΩq e supppφq
Ş

supppuq “ H.
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DEFINIÇÃO 2.1.19. Uma seqüência pφjq de funções C8pΩq converge a zero em C8pΩq

quando para todo compacto K e qualquer α em Nn, a seqüência de funções pBαφjq converge

uniformemente a zero em K.

Observação 2.1.20. Se pφjq é uma seqüência de funções convergindo a zero em C8c pΩq,

então, pφjq converge a zero em C8pΩq.

Usamos a seguinte notação, dado α “ pα1, ..., αnq P Nn, i “
?
´1 e x “ px1, ..., xnq P Rn

denotamos:

|α| “
n
ÿ

j“1

αj, Dj “
1

i

B

Bxj
, Dα

“ Dα1
1 ¨ ¨ ¨Dαn

n

xα “ xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαnn , α! “ α1! ¨ ¨ ¨αn!

TEOREMA 2.1.21. Sejam Ω um aberto de Rn e u um funcional linear em C8pΩq. Então

u é cont́ınuo é se, e somente se, existem K Ă Ω compacto, C ą 0 e m P Z` tais que

|xu, φy| ď C
ÿ

|α|ďm

sup
x PK

|Dαφ|, φ P C8pΩq

TEOREMA 2.1.22. Sejam Ω um aberto de Rn e u um funcional linear em C8c pΩq. u é

cont́ınuo se, e somente se, para todo compacto K Ă Ω existem C ą 0 e m P Z` tais que

|xu, φy| ď C
ÿ

|α|ďm

sup |Dαφ|, φ P C8c pΩq, supppφq Ă K. (2.6)

Sejam Ω aberto de Rn e u P D1pΩq. Se, para todo compacto K, a condição (2.6) é

satisfeita para algum valor m fixado dizemos que u é de ordem menor que ou igual a m. O

conjunto das distribuições em Ω de ordem menor que ou igual am é denotado por D1mpΩq.

2.1.23 A transformada de Fourier em SpRnq

Se f P L1pRnq, definimos a transformada de Fourier de f por

Frf spξq “ pfpξq
.
“

ż

Rn
e´ixξfpxqdx, ξ P Rn (2.7)

em que i “
?
´1, x “ px1, ..., xnq, ξ “ pξ1, ..., ξnq e xξ “ x1ξ1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnξn. Pelo teorema

da convergência dominada, pf é cont́ınua, além disso, é limitada, pois supRn |f̂pξq|ď }f}1.
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Como já foi visto, é posśıvel estender a D1 um operador cont́ınuo definido em C8c , o

que não é aplicável neste caso, já que se φ P C8c pRnq, então pφ não tem suporte compacto

a menos que φ seja a função nula 2. Por isso definimos um espaço que contém C8c e é

invariante por transformada de Fourier.

DEFINIÇÃO 2.1.24. Denotamos por S (ou SpRnq) o subespaço das funções φ P C8pRnq

tais que supxPRn |x
αDβφpxq| ă 8, para todo α, β P Nn.

Intuitivamente,o espaço de Schwartz, SpRnq, é o conjunto das funções suaves φ defi-

nidas em Rn, cujas derivadas decrescem rapidamente no infinito (permanecem limitadas

quando multiplicadas por polinômios arbitrários), isto é,

|B
αφpxq| ď Cp1` |x|q´N ,

para todo α P Nn e N P N, em que C depende apenas de α,N .

A topologia de SpRnq é dada pela coleção enumerável de semi-normas

}φ}α,β
.
“ sup

x PRn
|xαBβxφpxq|,

sendo xα “ xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn2 , Bβx “

Bβ1

Bxβ1
1

¨ ¨ ¨
Bβn

Bxβnn
. Se f P S 1pRnq e φ P SpRnq, a convolução

f ˚ φ está bem definida e é suave.

DEFINIÇÃO 2.1.25. Dizemos que uma seqüência tφju
8
j“1 Ă S converge a zero em S se

para todo α, β P Nn temos xαDβφjpxq Ñ 0 uniformemente.

S é invariante por multiplicação por polinômio e derivação, e ainda SpRnq Ă L1pRnq.

TEOREMA 2.1.26. A transformada de Fourier é um operador cont́ınuo de S em S e

valem as propriedades:

zDαφpξq “ ξαpφpξq

F pxαφpxqq pξq “ p´1q|α|Dα
pφpξq.

2Pelo Teorema de Paley-Wiener (ver referência [12]), a transformada de Fourier é anaĺıtica real, deste
modo, se possuir suporte compacto ela será nula. Pela fórmula de inversão da transformada de Fourier,
se pf ” 0, então, f ” 0 .
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TEOREMA 2.1.27. A transformada de Fourier é continuamente inverśıvel de SpRnq em

SpRnq e

F´1
rφspxq “

1

p2πqn

ż

eixξφpξqdξ, φ P SpRn
q.

Observação 2.1.28. A transformada de Fourier F : SpRnq Ñ SpRnq é um isomorfismo.

TEOREMA 2.1.29. Se φ, ψ P S, então,

ż

pφψdx “

ż

φ pψdx
ż

φψdx “ p2πq´n
ż

pφ pψdx

zφ ˚ ψ “ pφ ¨ pψ

xφψ “ p2πq´npφ ˚ pψ.

2.1.30 A transformada de Fourier em S 1

DEFINIÇÃO 2.1.31. Uma distribuição temperada é um funcional linear e cont́ınuo em S.

O espaço das distribuições temperadas será denotado por S 1.

Observemos que se u é distribuição temperada, então a restrição de u a funções testes

é uma distribuição e, além disso, C8c pRnq é denso em SpRnq. A seguir será dada uma

caracterização para continuidade em S 1.

TEOREMA 2.1.32. Seja u um funcional linear em S. As seguintes condições são equi-

valentes:

(1) u é cont́ınua;

(2) Existem inteiros positivos M,m tais que

|xu, φy| ď
ÿ

|α|ďm

sup
x
|p1` |x|2qmDαφpxq|, φ P S.

DEFINIÇÃO 2.1.33. Dado tuju
8
j“1 Ă S 1 e u P S 1 dizemos que uj Ñ u em S 1 quando, para

todo φ P S, xuj, φy Ñ xu, φy, quando j Ñ 8.

As definições de convergência em D1 e E 1 são definidas de modo análogo.
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DEFINIÇÃO 2.1.34. Seja u P S 1, a transformada de Fourier de u é definida por

xpu, φy “ xu, pφy, φ P S.

TEOREMA 2.1.35. (i) Se f P L1pRnq, a transformada de Fourier de f como distri-

buição temperada coincide com a transformada de f dada por (2.7).

(ii) Se f P L2pRnq, então pf P L2pRnq e

}f}22 “ p2πq
´n
} pf}22 (Identidade de Plancherel).

(iii) Se u P E 1pRnq, então pu é uma função C8 dada por

pupξq “ xux, e
´ixξ

y.

(iv) Se u P S 1, então

zDαu “ ξαpu, yxαu “ p´1q|α|Dα
pu.

2.1.36 Alguns resultados clássicos

Inicialmente, recordemos que dado Ω Ă Rn um conjunto mensurável e 1 ď p ă 8,

definimos o espaço Lp como sendo o espaço das (classes de equivalência de) funções p-

integráveis no sentido de Lebesgue, isto é,

LppΩq “

#

u : Rn
Ñ C;

ˆ
ż

Ω

|upxq|pdx

˙1{p

ă 8

+

,

dotado da norma

}u}Lp “

ˆ
ż

|upxq|pdx

˙1{p

se u P LppRnq, 1 ď p ă 8; e o espaço L8pΩq como sendo o espaço das (classes de

equivalência de) funções mensuráveis limitadas, isto é,

L8pΩq “

"

u : Rn
Ñ C; sup

xPΩ
|upxq| ă 8

*

,

munido da norma

}u}L8 “ sup
x PΩ

|upxq|.
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Observe que nesse caso sup
Ω
|u| “ inftc ą 0; |u| ď c q.t.p.u

Para todo 1 ď p ď 8, LppΩq é um espaço de Banach.

• Teorema da Convergência Monótona

Seja pfnq uma sequência de funções em L1pΩq que satisfaz

paqf1 ď f2 ¨ ¨ ¨ ď fn ď fn`1 ď ¨ ¨ ¨ qtp em Ω;

pbq sup
n

ż

fn ă 8.

Então fnpxq converge q.t.p. em Ω para um limite finito, que denotamos por fpxq; a

função f está em L1 e }fn ´ f}L1 Ñ 0.

• Lema de Fatou

Seja pfnq uma sequência de funções que satisfazem

paq@n, fn ě 0 q.t.p.;

pbq sup
n

ż

fn ă 8.

Então @x P Ω com fpxq “ lim
nÑ8

inf fnpxq ă 8, tem-se f P L1 e

ż

f ď lim
nÑ8

inf

ż

fn.

• Teorema da Convergência Dominada

Seja pfnq uma sequência de funções em L1pΩq que satisfaz

paqfnpxq Ñ fpxq q.t.p. em Ω;

pbq existe uma função g P L1pΩq tal que @n, |fnpxq| ď gpxq q.t.p. em Ω.

Então f P L1 e }fn ´ f}L1 Ñ 0.

• Densidade

O espaço das funções cont́ınuas com suporte compacto, C0
c pRnq, é denso em LppRnq,

@1 ď p ă 8, isto é,

@f P LppRn
q, @ ε ą D g P C0

c pRn
q tal que }f ´ g}Lp ď ε.

• O espaços das sequências lp

Seja 1 ď p ă 8. Definimos o espaço lp como sendo o espaço das sequências reais
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p-somáveis, isto é,

lp “

$

&

%

x : NÑ R;

˜

8
ÿ

i“1

|xi|
p

¸1{p

ă 8

,

.

-

,

dotado da norma

}x}p “

˜

8
ÿ

i“1

|xi|
p

¸1{p

,

e o espaço l8 como sendo o espaço das sequências reais limitadas, isto é,

l8 “

"

x : NÑ R; sup
iPN
|xi| ă 8

*

,

munido da norma

|x|8 “ sup
iPN
|xi|.

É bem conhecido que, para todo 1 ď p ď 8 , lp é um espaço de Banach.

Sejam pΩ1,M1, µ1q, pΩ2,M2, µ2q espaços de medida σ-finita. Podemos definir

de uma forma padrão a estrutura do espaço medida sobre o produto cartesiano

Ω “ Ω1 ˆ Ω2.

• Teormea de Tonelli

Seja F px, yq : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R uma função mensurável que satisfaz

paq

ż

Ω2

|F px, yq|dµ2 ă 8 q.t.p. x P Ω1;

pbq

ż

Ω1

µ1

ż

Ω2

|F px, yq|dµ2 ă 8.

Então F P L1pΩ1 ˆ Ω2q.

• Teorema de Fubini

Seja F P L1pΩ1 ˆ Ω2q.

q.t.p. x P Ω1, temos F px, yq P L1
ypΩ2q e

ż

Ω2

|F px, yq|dµ2 P L
1
xpΩ1q.



26

Analogamente, q.t.p. y P Ω2, temos F px, yq P L1
xpΩ1q e

ż

Ω1

|F px, yq|dµ1 P L
1
ypΩ2q.

Além disso,

ż

Ω1

µ1

ż

Ω2

|F px, yq|dµ2 “

ż

Ω2

µ2

ż

Ω1

|F px, yq|dµ1 “

ż ż

Ω1ˆΩ2

|F px, yq|dµ1dµ2.

• Desigualdade de Hölder

Sejam 1 ď p, q ď 8 tais que
1

p
`

1

q
“ 1.

Se f P LppΩq e g P LqpΩq, então fg P L1pΩq e

ż

Ω

|fg|dx ď

ˆ
ż

Ω

|f |pdx

˙pˆż

Ω

|g|qdx

˙q

.

• Desigualdade de Minkowski

Sejam f, g P LppΩq, 1 ď p ď 8, então f ` g P LppΩq e

ˆ
ż

Ω

|f ` g|pdx

˙
1
p

ď

ˆ
ż

Ω

|f |pdx

˙
1
p

`

ˆ
ż

Ω

|g|pdx

˙
1
p

.

• Desigualdade de Minkowski para integrais

Seja F mensurável em Ω1 ˆ Ω2 e 1 ď p ă 8. Então

„
ż
ˆ
ż

|F px, yq|dy

˙p

dx


1
p

ď

ż
ˆ
ż

|F px, yq|pdx

˙
1
p

dy.

Agora, suponha que |F px, .q| P Lq e ponha Gpxq
.
“

ˆ
ż

|F px, yq|qdy

˙
1
q

. Se G P Lp,

aplicamos a desigualdade de Minkowski para integrais e obtemos

«

ż
ˆ
ż

|F px, yq|qdy

˙
p
q

dx

ff
1
p

ď

«

ż
ˆ
ż

|F px, yq|pdx

˙

q
p

dy

ff
1
q

.

Em particular, para q “ 1, ψpx, yq
.
“ fpxqgpyq P LppΩx ˆ Ωyq e
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}ψ}LppΩxˆΩyq
ď

ż

Ωy

„ˆ
ż

Ωx

|fpxq|pdx

˙
1
p

|gpyq|dy.

• Desigualdade de Young

Se f P Lp e g P Lq, então f ˚ g P Lr, com
1

r
“

1

p
`

1

q
e

}f ˚ g}r ď }f}p }g}q .

DEFINIÇÃO 2.1.37 (Aproximação da Identidade). Dizemos que uma famı́lia de funções tφtutą0

é uma Aproximação da Identidade se

(1) sup
tą0

ż

Rn
|φtpxq|dx ă 8;

(2)

ż

Rn
φtpxqdx “ 1;

(3) lim
tÑ0

ż

δď|x|

|φtpxq|dx “ 0 @ δ ą 0.

A seguir, apresentamos um exemplo clássico de aproximação da identidade, a qual

usamos com grande frequência em todo o texto.

Exemplo 2.1.38. Fixemos uma função integrável φ em Rn, com

ż

Rn
φpxqdx “ 1. Para

t ą 0, as funções φtpxq
.
“ t´nφpx{tq formam uma aproximação da identidade.

A proposição seguinte justifica, de fato, tal nomenclatura para a famı́lia tφt; t ą 0u.

PROPOSIÇÃO 2.1.39. Se tφt; t ą 0u é uma aproximação da identidade, então para toda

g P SpRnq, temos lim
tÑ0
pφt ˚ gq “ g em S.

Demonstração. Ver referência [12] .

O próximo resultado nos mostra que a convergência de φt ˚ f pode ser dada na norma

em Lp.

TEOREMA 2.1.40. Seja tφt; t ą 0u uma aproximação da identidade.

Então lim
tÑ0
}φt ˚ f´f}Lp“0 se f P Lp, 1ď p ă8, e uniformemente se f P C80 pRnq, p “ 8.

Demonstração. Ver referência [12] .
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Observação 2.1.41. Neste trabalho, sempre supomos que cada elemento da famı́lia de

uma aproximação da identidade é de classe C8 e tem suporte compacto.

Na seção seguinte, apresentamos alguns resultados úteis sobre convolução, os quais se-

rão fortemente utilizados para demonstrar o principal teorema sobre Compacidade Com-

pensada no último caṕıtulo. A demonstração de cada resultado pode ser encontrada no

livro do Hörmander [11], caṕıtulo 4, seção 5.

2.1.42 Estimativas básicas em Lp para Convolução

A convolução u ˚ φ de uma distribuição u P D1pRnq e uma função φ P C8c pRnq é definida

por pu ˚ φqpxq “ upφpx ´ ¨qq, em que o lado direito denota u agindo em φpx ´ yq como

uma função de y.

Para evitar questões de convergência, geralmente assumimos que u P Cc. O resultado

a seguir é, essencialmente, a desigualdade de Hölder, a qual é, de fato, o caso especial

k “ 2.

TEOREMA 2.1.43. Sejam u1 . . . uk P Cc. Se
1

p1

` . . .`
1

pk
“ k´ 1 e 1 ď pj ď 8, então

|u1 ˚ u2 ˚ . . . ˚ ukp0q| ď }u1}Lp1 . . . }uk}Lpk .

Corolário 2.1.44. Se 1 ď pj ď 8, j “ 1, . . . , k, e
1

p1

` . . .`
1

pk
“ k ´ 1`

1

q
, 1 ď q ď 8,

então

}u1 ˚ u2 ˚ . . . ˚ uk}Lq ď }u1}Lp1 . . . }uk}Lpk . (2.8)

TEOREMA 2.1.45. Se 1 ă a ă 8, 1 ă p ă q ă 8 e
1

p
`

1

a
“ 1 `

1

q
, definindo ka por

kapxq “ |x|
´n
a , u P Rn, temos 3

}ka ˚ u}Lq ď Cp,a }u}Lp , u P C0
c . (2.9)

DEFINIÇÃO 2.1.46. Seja P um operador diferencial parcial linear com coeficientes cons-

tantes, isto é,

P “ P pDq “
ÿ

|α|ďm

aαD
α, aα P C.

Então

3Esse resultado, por densidade, pode ser estendido para u P Lp.
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1. Pu “ pPδq ˚ u;

2. P pu1 ˚ u2q “ pPu1q ˚ u2 “ u1 ˚ pPu2q, u1, u2 P D1.

Dizemos que uma distribuição E P D1 é uma solução fundamental de P se PE “ δ,

em que δ é a distribuição delta de Dirac.

Observemos que se E é solução fundamental de P , então

E ˚ Pu “ PE ˚ u “ δ ˚ u “ u, @ u P E 1.

e

P pE ˚ fq “ PE ˚ f “ δ ˚ f “ f, f P E 1.

Agora considere a EDP

Pu “ f, f P E 1.

Suponha que E é uma solução fundamental de P . Pela observação acima, se u “ E ˚ f ,

então Pu “ f . Reciprocamente, se u é solução de Pu “ f , então u “ E ˚ Pu “ E ˚ f .

Em particular, se P “ ∆ é o operador de Laplace (ou Laplaciano) em Rn, isto é,

∆ “

n
ÿ

j“1

B2

Bxj
“ ∇ ¨∇ “ divp∇q,

vale o seguinte resultado:

TEOREMA 2.1.47. Seja E solução fundamental do operador de Laplace, isto é,

Epxq “

$

&

%

1
p2´nqCn

|x|2´n n ě 3

1
2π

log |x|, n “ 2.

em que Cn é a área da esfera unitária em Rn. Então

BE

Bxj
“

xj
Cn|x|n

P L1
locpRnq e ∆E “ δ.

O próximo resultado fornece uma forma local do Teorema de Imersão de Sobolev.

TEOREMA 2.1.48. Seja u P D1pΩq, com Ω Ă Rn, e suponha que Bju P L
p
locpΩq,
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j “ 1, . . . n, 1 ă p ă n. Então u P LqlocpΩq se

1

p
“

1

q
`

1

n
. (2.10)

O resultado a seguir dá uma versão global do teorema acima.

TEOREMA 2.1.49. Seja u P D1pRnq e suponha que Bju P L
ppRnq, j “ 1, . . . n, 1 ă p ă n.

Então existe uma constante C tal que u´ C P LqpRnq, com

1

p
“

1

q
`

1

n
.

TEOREMA 2.1.50. Suponha que k P C1pRn\t0uq é homogêneo de grau ´n{a. Seja

1 ď p ď 8 e suponha 0 ă γ “ np1´ 1{a´ 1{pq ă 1. Então temos

sup
x‰y

|k ˚ upxq ´ k ˚ upyq|

|x´ y|γ
ď C }u}Lp , u P LppRn

q X E 1pRn
q.

TEOREMA 2.1.51. Seja u P D1pRnq e suponha que Bju P L
ppRnq, j “ 1, . . . n, p ą n.

Então u P ΛγpRnq, isto é, u é uma função Hölder cont́ınua, com γ “ 1´ n
p

e vale:

sup
x‰y

|upxq ´ upyq|

|x´ y|γ
ď C

n
ÿ

j“1

}Bju}LppRnq . (2.11)

Corolário 2.1.52. Se u P D1pΩq é tal que Bju P L
npΩq, então u P LqlocpΩq, @ 1 ă q ă 8.

TEOREMA 2.1.53. Seja u P D1pΩq e suponha que Bju P L
p
locpΩq, j “ 1, . . . n, p ą n.

Então u é Hölder cont́ınua de ordem γ “ 1´ n{p, isto é,

sup
x‰y;x , y PK

|upxq ´ upyq|

|x´ y|γ
ă 8, K ĂĂ Ω. (2.12)

TEOREMA 2.1.54 (Imersão de Sobolev). Seja u P D1pΩq e suponha que Bαu P LplocpΩq,

quando |α| “ m, com m P Z`, 1 ă p ă 8. Se β ă m, então

(1) Bβu P LqlocpΩq desde que q ă 8 e
1

p
ď

1

q
`
pm´ |β|q

n
;

(2) Bβu é Hölder cont́ınua de ordem γ se 0 ă γ ă 1 e
1

p
ď
pm´ |β| ´ γq

n
.
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2.2 Caracterização Maximal de Hp

A partir de agora, nossa principal referência de inspiração são os livros do Stein, [16] e

[17]. As definições de funções maximais, por exemplo, assim como os teoremas da Carac-

terização Maximal e da Decomposição Atômica de Hp, e outros resultados relacionados a

esse contexto e aqui expostos foram adpatados das referências acima.

Os espaços Hp 4 são conjuntos de distribuições definidas em Rn que podem ser carac-

terizados de muitas formas, todas implicando na mesma concepção.

2.2.1 Núcleo de Poisson em Rn`1
`

A conexão dos espaços de Hardy HppRnq com as funções harmônicas definida no semi-

plano superior Rn`1
` “ tpx, tq : x P Rn, t ą 0u pode ser feita considerando o produto de

convolução f ˚ Pt, em que Ptpxq “ t´nP
´x

t

¯

, t ą 0 e P é o núcleo de Poisson em Rn`1
` ,

definido por

P pxq “
cn

p1` |x|2qpn`1q{2
,

sendo cn uma constante tal que

ż

P pxqdx “ 1.

A convolução f ˚ Pt não está bem definida para qualquer distribuição 5, visto que P

não está em SpRnq. Então os espaços HppRnq exigem uma restrição em sua classe de

distribuições. Por isso, torna-se necessário trabalhar na classe das distribuições limitadas,

as quais definimos a seguir.

DEFINIÇÃO 2.2.2 (Distribuição Limitada S 1L). Uma distribuição u P S 1 é limitada se u ˚ϕ P

L8, @ϕ P S, em que u ˚ ϕpxq
.
“ xu, ϕpx´ ¨qy. Denotaremos o espaço das distribuições

limitadas por S 1L.

Notemos que valem as seguintes inclusões L8 Ă S 1L Ă S 1. Ainda, se u é uma dis-

tribuição limitada e h P L1pRnq, então a convolução u ˚ h pode ser definida como uma

distribuição. De fato, seja φ P SpRnq. Podemos definir

xu ˚ h, φy “
@

u ˚ φ̌, ȟ
D

“

ż

Rn
pu ˚ φ̌qpxqȟpxqdx,

4De agora em diante, não faremos distinção entre as notações Hp e HppRnq, a menos que seja especi-
ficado.

5Até o fim do texto, a menos que seja especificado, a palavra distribuição significará distribuição
temperada.
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em que φ̌pxq “ φp´xq.

Além disso, u ˚ h é também uma distribuição limitada e u ˚ ph1 ˚ h2q “ pu ˚ h1q ˚ h2

se hi P L
1pRnq, i “ 1, 2. Portanto, como P P L1pRnq, segue u ˚ Pt está bem definido para

toda distribuição limitada.

Observação 2.2.3. Podemos mostrar que, para todo t ą 0 fixo, u˚Pt é uma função suave

e limitada, isto é, u ˚ Pt P L
8
Ş

C8, se u P S 1L.

Agora, nosso próximo objetivo é enunciar o Teorema da Caracterização Maximal,

porém, antes precisamos definir as chamadas funções maximais.

2.2.4 Funções Maximais

Em muitas situações, o estudo de uma função f definida em Rn pode estar intimamente

ligado às propriedades de uma função correspondente F , definida no semi-plano superior

Rn`1
` “ tpx, tq : x P Rn, t ą 0u. Por exemplo, F constrúıda a partir de f usando

aproximação da identidade, a qual descrevemos anteriormente.

No entanto, o ponto principal aqui é que lim
tÑ0
pf ˚ φtq pxq “ fpxq, q.t.p. x, sempre que

f P LppRnq para algum 1 ď p ď 8, em que φ satisfaz |φpxq| ď A
p1`|x|qn`ε

, A, ε constantes

positivas (ver referência [16]). Agora, para cada φ P SpRnq e qualquer distribuição f P S 1,

definimos a Função Maximal de f ,

Mφpfqpxq “ sup
tą0
|pf ˚ φtqpxq| .

Vamos considerar a função maximal associada não apenas a uma aproximação iden-

tidade φt, mas a uma famı́lia limitada de funções testes, chamada grande função maxi-

mal definida a seguir. Consideremos a coleção finita de semi-normas em S, Pα,βpψq
.
“

›

›xαBβψ
›

›

L8
, ψ P S e o conjunto F .

“ tψ P S;Pα,βpψq ď 1, |α|, |β| ď Nu (bola unitária

com respeito às semi-normas Pα,β) e N P Z` fixo, a ser escolhido.

Definimos a grande função maximal de f P S 1 associada à famı́lia F por

MFpfqpxq “ sup
ψ PF

Mψpfqpxq.

Finalmente, se f P S 1L, seja upx, tq
.
“ pf ˚ Ptqpxq a integral de Poisson de f , definida no

semi-plano superior. Notemos que u está bem definida, é C8 e harmônica.
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Seja

u˚pxq
.
“ sup
|x´y|ďt

|upy, tq|

a função maximal não-tangencial de u e

uKpxq
.
“ sup

tą0
|upx, tq|

a função maximal radial de u.

Agora, apresentamos mais uma “função maximal”: a Função Maximal de Hardy-

Littlewood. Devido à sua grande importância, destacamos uma seção para ela.

2.2.5 Função Maximal de Hardy-Littlewood

Nesta seção, vamos provar que o operador maximal de Hardy-LittlewoodM é limitado em

certos espaços. Como consequência, provaremos o Teorema da Diferenciação de Lebesgue.

DEFINIÇÃO 2.2.6. Seja f P L1
locpRnq. Definimos o Operador Maximal de Hardy-Littlewood

por

Mfpxq
.
“ sup

rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy. (2.13)

Observação 2.2.7. Aqui estamos considerando f ÞÑ Mf como operador e

x ÞÑ Mfpxq como função. Uma questão plauśıvel de discussão é determinar quando

Mf P Lp, se f P Lp, ou ainda, analisar em que espaços o operador M é limitado. Uma

conta simples, nos mostra que f “ χ
Bp0;1q

P L1, masMf R L1. Mais adiante mostraremos

que existe f P L1pRnq, f ı 0 tal que

Mfpxq ě
C }f}L1

|x|n
,

quando |x| Ñ 8, o que nos diz que Mf R L1pRnq.

Apesar disso, mostraremos queMf deixa de estar em L1pRnq por pouco, considerando

os espaços Lpfraco, conforme veremos. Para tanto, usaremos a desigualdade de Tchebyshev,

a qual apresentamos adiante. Antes, recordemos a definição de Função Distribuição e uma

proposição clássica, cuja demonstração pode ser encontrada na referência [6].
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DEFINIÇÃO 2.2.8 (Função Distribuição). Seja f : Rn Ñ C uma função Lebesgue mensurável

e µ a medida de Lebesgue definida em Rn. A função λf : p0,8q Ñ p0,8q definida por

λpαq
.
“ |tx : |fpxq| ą αu|

é chamada função distribuição de f e denotada por λf .

PROPOSIÇÃO 2.2.9. Se 0 ă p ă 8, então

ż

Rn
|f |pdx “ p

ż 8

0

αp´1λf pαqdα. (2.14)

Seja f mensurável sobre Ω Ă Rn e 0 ă p ă 8. Definimos rf sp “

ˆ

sup
αą0

αpλf pαq

˙1{p

.

DEFINIÇÃO 2.2.10 (Lpfraco). L
p
fraco é conjunto das funções mensuráveis f sobre Ω tais

que rf sp ă 8.

PROPOSIÇÃO 2.2.11. Lp Ă Lpfraco.

Demonstração. De fato,

αpλf pαq “ αp|tx : |fpxq| ą αu|

“ αp
ż

tx; |fpxq|ąαu

1dx

ď αp
ż

tx; |fpxq|ąαu

α´p|fpxq|pdx

ď

ż

Ω

|fpxq|pdx

“ }f}pLp .

Portanto,

rf sp ď }f}Lp .

Observação 2.2.12. Lpfraco Ć Lp, pois podemos mostrar que fpxq “ |x|´n está em L1
fraco,

mas não pertence a L1.

PROPOSIÇÃO 2.2.13 (Desigualdade de Tchebyshev). Seja f P L1pRnq. Então para todo

α ą 0, tem-se

λf pαq ď
}f}L1

α
. (2.15)
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Demonstração. Com efeito,

ż

Rn
|fpyq|dy ě

ż

tx; |fpxq|ąαu

|fpyq|dy

ě α|tx; |fpxq| ą αu|

“ αλf pαq.

Portanto,

λf pαq ď
}f}L1

α
.

TEOREMA 2.2.14 (Estimativa L1
fraco para o operador maximal). Seja f P L1pRnq. Existe

uma constante C “ Cpnq ą 0 tal que @α ą 0,

|tx P Rn; |Mpfqpxq| ą αu| ď
C

α
}f}L1 , pDesigualdade fraca de tipo (1,1)q.

Nesse caso, dizemos que M é um operador do tipo fraco p1, 1q.

Para provar esse teorema, admitiremos o Lema Recobrimento de Vitali (ou cobertura

de Vitali), cuja demonstração pode ser encontrada na referência [17].

LEMA 2.2.15 (Recobrimento de Vitali). Seja E subconjunto de Rn mensurável que possui uma co-

bertura de bolas tBαuαPΛ de diâmetros limitados (uniformemente). Então existem

tBαuαPJĂN Ă tBαuαPΛ, (finita ou infinita) disjuntos dois a dois, tais que

|E| ď 5n
ÿ

kPJ

|Bk|.

Demonstração. [do Teorema 2.2.14]

Fixemos α ą 0 e definamos

Eα “ tx P Rn;Mpfqpxq ą αu.

Queremos aplicar o Recobrimento de Vitali a Eα. Afirmamos que Eα é mensurável. Com
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efeito,

Mpfqpxq “ sup
rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy

“ sup
rPQ, rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy.

Sendo r ÞÑ
1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy mensurável e Q enumerável, segueMf é mensurável.

Mas Eα “ p Mf
loomoon

mens.

q´1tpα,8q
loomoon

mens.

u. Logo, Eα é mensurável. Seja x P Eα; então

Mpfqpxq .
“ sup

rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy ą α.

Pela definição de supremo, existe rx ą 0 tal que pondo Bpx, rxq “ Bx, temos

Mpfqpxq ´ rMpfqpxq ´ αs ă 1

|Bx|

ż

Bx

|fpyq.

Então,
ż

Bx

|fpyq| dy ą α|Bx|. (2.16)

Disso, segue |Bx| ă
1

α
}f}L1 e Eα Ă

ď

x PEα

Bx. Da última desigualdade, segue diampBxq é

uniformemente limitado. Pelo Lema 2.2.15, existe tpBxqiui P J ĂN Ă tBxux PEα tal que os

pBxqi
1 s são disjuntos dois a dois e

ÿ

i P J

|pBxqi| ě 5´n|Eα|. (2.17)

De (2.16) e (2.17), temos

}f}L1pRnq ě

ż

ď

i P J

pBxqi

|fpyq|dy

“
ÿ

i P J

ż

pBxqi

|fpyq|dy

ě
ÿ

iPJ

α|pBxqi|

ě α5´n|Eα|.
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Portanto,

|tx P Rn;Mpfqpxq ą αu| ď
5n

α
}f}L1pRnq ,

com C “ 5n.

TEOREMA 2.2.16. Seja f P LppRnq.

(1) Se 1 ă p ď 8, então Mpfq P LP pRnq. Além disso, vale

}Mpfq}Lp ď Ap }f}Lp (Desigualdade forte de tipo (p,p)),

em que Ap “ Apn, pq. Nesse caso, dizemos queM é um operador de tipo forte pp, pq.

(2) Se 1 ď p ď 8, então Mpfqpxq ă 8 q.t.p. x P Rn .

Demonstração. (1) Para p “ 8, temos

Mpfqpxq .
“ sup

rą0

"

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyq dy

*

ď }f}L8

Dáı,

}Mpfq}L8 “ inftα ą 0; |Mpfqpxq| ď α q.t.p.u ď }f}L8 ,

com A8 “ 1.

Para 1 ă p ă 8, fixemos α ą 0 e definimos

f1pxq “

$

&

%

fpxq, |fpxq| ě α
2

0, |fpxq| ă α
2
.

Notemos que f1 P L
1pRnq, pois

ż

Rn
|f1pxq|dx “

ż

tx PRn; |fpxq|ěα
2
u

|fpxq|p|fpxq|1´pdx

ď

´α

2

¯1´p
ż

Rn
|fpxq|pdx

“

´α

2

¯1´p

}f}pLp .

Além disso, temos |fpxq| ď |f1pxq| `
α
2
, @x P Rn, pois se |fpxq| ě α

2
, então |fpxq| “

|f1pxq| ď |f1pxq| `
α
2
; e se |fpxq| ă α

2
, então |fpxq| ă 0` α

2
“ |f1pxq| `

α
2
.
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Dáı,

Mpfqpxq ď sup
rą0

"

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|f1pyq| dy

*

`
α

2
.

Portanto,

Mpfqpxq ďMpf1qpxq `
α

2
.

Em particular, se Mpf1qpxq ď
α

2
, então Mpfqpxq ď α. Logo,

Eα
.
“ tx P Rn;Mpfqpxq ą αu Ă

!

x P Rn;Mpf1qpxq ą
α

2

)

.

Pelo Teorema 2.2.14,

|Eα| ď
ˇ

ˇ

ˇ

!

x P Rn;Mpf1qpxq ą
α

2

)ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

α
¨ 5n

ż

Rn
|f1pxq|dx

“
2.5n

α

ż

tx PRn ; |fpxq|ěα
2
u

|fpxq|dx.

Seja g “Mpfq e λg sua função distribuição. Então, pela Proposição 2.2.9 e por Tonelli-

Fubini, temos

ż

Rn
pMpfqpxqqpdx “ p

ż 8

0

alphap´1λgpαqdα

“ p

ż 8

0

αp´1
|Eα|dα

ď p

ż 8

0

αp´1 2.5n

α

ż

tx; |fpxq|ě α
2
u

|fpxq|dxdα

“ 2 ¨ 5n ¨ p

ż

tpα,xq ;0ăαď2|fpxq|u

αp´2
|fpxq|dpx, αq

“ 2 ¨ 5n ¨ p

ż

Rn

ż 2|fpxq|

0

αp´2
|fpxq|dαdx

“
2 ¨ 5n ¨ p

p´ 1

ż

Rn
p2|fpxq|qp´1

|fpxq|dx

“
2p ¨ 5n ¨ p

p´ 1

ż

Rn
|fpxq|pdx.

Portanto,

}Mpfq}Lp ď Ap }f}Lp , 0 ă p ď 8, com Ap “ 2 ¨

ˆ

5n ¨ p

p´ 1

˙1{p

.
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Agora, demonstraremos o item p2q. Se 1 ă p ă 8, pelo item (1), Mpfq P Lp. Logo,

Mpfqpxq ă 8 q.t.p. x P Rn.

Se p “ 1, temos

|tx;Mpfqpxq ă 8uc| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

#

ď

kPN

tx;Mpfqpxq ď ku

+cˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

č

kPN

tx;Mpfqpxq ą ku

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |tx;Mpfqpxq ą ku|

ď
A

k

ż

Rn
|fpxq|dx

“
A

k
}f}L1

kÑ8

ÝÑ 0 .

Portanto, Mpfqpxq ă 8 q.t.p. x P Rn.

Para p “ 8, por hipótese, sup ess|fpxq| ă 8. Logo,

Mpfqpxq .
“ sup

rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyq dy ď }f}L8
1

|Bpx; rq|

ż

Bpx,rq

1dy “ }f}L8 .

Corolário 2.2.17 (Diferenciação de Lebesgue). Se f P L1
locpRnq, então

lim
rÑ0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyq dy “ fpxq q.t.p.x P Rn.

Demonstração. Inicialmente, afirmamos que se o corolário vale para f P L1, então vale

para f P L1
loc. De fato, seja x P Rn, então existe n P N tal que x P Bp0, nq. Tomemos

g “ χ
Bp0,nq ¨ f P L

1pRnq. Dáı, para quase todo x P Bp0, nq, temos

gpxq “ χ
Bp0,nqpxq ¨ fpxq

răn
“ lim

rÑ0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

χ
Bp0,nqpyqfpyqdy

“ lim
rÑ0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyq dy q.t.p. x P Bp0, nq, com r ă n´ |x|

“ lim
rÑ0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

gpyq dy.

Sendo assim, seja f P L1pRnq, ε e x P Rn. Sabemos que o conjunto Cc é denso em L1; então

existe g “ gε P CcpRnq tal que }f ´ g}L1 ă ε. Definamos grpxq “
1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

gpyqdy.
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Como g é cont́ınua e

|grpxq ´ gpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

pgpyq ´ gpxqq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|gpyq ´ gpxq| dy,

vemos que

lim
rÑ0

|grpyq ´ gpxq| “ 0.

Analogamente, tomamos frpxq “
1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyqdy. Então

lim sup
rÑ0

|frpxq ´ fpxq| ď lim sup
rÑ0

t|frpxq ´ grpxq| ` |grpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ fpxq|u

ď lim sup
rÑ0

|fr ´ gr| ` lim sup
rÑ0

|g ´ f |.

Dáı,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

y; lim sup
rÑ0

|frpyq ´ fpyq| ą α

*ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

y; lim sup
rÑ0

|frpyq ´ grpyq| ą
α

3

*ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

y; lim sup
rÑ0

|gpyq ´ fpyq| ą
α

3

*
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Porém,

lim sup
rÑ0

|frpyq ´ grpyq| “ lim sup
rÑ0

"
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|Bpy, rq|

ż

Bpy,rq

pf ´ gqpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

*

ď lim sup
rÑ0

"

1

|Bpy, rq|

ż

Bpy,rq

|f ´ g|pzq dz

*

ď Mpf ´ gqpyq.

Com isso e usando o fato de M ser fraco do tipo p1, 1q, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

y; lim sup
rÑ0

|frpyq ´ fpyq| ą α

*
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

!

y;Mpf ´ gqpyq ą α

3

)ˇ

ˇ

ˇ

`
3

α

ż

Rn
|gpyq ´ fpyq|dy

ď
3A

α

ż

Rn
|pg ´ fqpyq|dy

`
3

α
}g ´ f}L1

ď C }g ´ f}L1

ď Cε.
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Como ε é arbitrário, lim sup
rÑ0

|fr ´ f | “ 0 q.t.p. e, portanto, lim
rÑ0

|fr ´ f | “ 0 q.t.p. .

OBSERVAÇÕES:

(1) Da desigualdade forte de tipo pp, pq, segue o operador M : LppRnq ÝÑ LppRnq é

limitado, para 1 ă p ď 8.

(2) Da desigualdade fraca de tipo p1, 1q, segue o operador M : L1 ÝÑ L1
fraco é limitado.

Com efeito, dada f P L1, temos

|tx;Mpfqpxq ą αu| ď
C

α
¨ }f}L1 ô αλMf pαq ď C }f}L1 ô sup

αą0
pαλMf pαqq ď C }f}L1 .

Logo, rMf s1 ď C }f}L1 ă 8.

(3) Se f P L1 e f ‰ 0 q.t.p. , então Mf R L1. Inicialmente, mostraremos a seguinte

afirmação:

Afirmação 2.2.18. Se f P L1pRnq e f ‰ 0 q.t.p. , então existe C ą 0 tal que, para |x| ě 1,

Mpfqpxq ě C

|x|n
}f}L1 .

De fato, seja r ą 0. Como f P L1, temos lim
rÑ8

ż

Bp0;rq

|fpxq|dx “ }f}L1 . Dáı, existe k0 tal

que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Bp0;rq

|fpxq|dx´ }f}L1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
¨ }f}L1 , r ě k0.

Seja k “ maxt1, k0u; então

ż

Bp0;kq

|fpxq|dx ą
1

2
¨ }f}L1 .

Seja |x| ě 1. Claramente, Bpx; 2|x|kq Ą Bp0; kq. Tomemos r0 “ 2k|x| e notemos que

|Bpx; r0q| “ Cnp2k|x|q
n “ C 1|x|n; dáı

Mpfqpxq “ sup
rą0

"

1

|Bpx; rq|

ż

Bpx;rq

|fpxq|dx

*

ě
1

|Bpx; r0q|

ż

Bpx;r0q

|fpxq|dx

ě
1

C 1|x|n 2
}f}L1

“
C

|x|n
}f}L1 .
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Disso, conclúımos queMf R L1, pois a função x ÞÑ |x|n não é integrável para |x| grande,

conforme mencionamos no ińıcio dessa seção.

Finalmente, considerando a coleção F , uK e as funções u˚ definidos anteriormente,

podemos enunciar o Teorema da Caracterização Maximal de HppRnq. Esse resultado

também é conhecido como Teorema de Fefferman-Stein devido ao fato de serem eles os

autores. Apresentamos a seguir uma adaptação desse teorema, o qual na sua originalidade

é composto apenas pelos itens (1), (2) e (4) conforme é exposto abaixo.

TEOREMA 2.2.19 (Caracterização Maximal de HppRnq). Seja f uma distribuição (tem-

perada) e 0 ă p ď 8. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) Existe uma função φ P S, com

ż

Rn
φ ‰ 0 tal que Mφf P L

ppRnq;

(2) Existe uma coleção F tal que MFf P L
ppRnq;

(3) A distribuição f P S 1L e uK P LppRnq;

(4) A distribuição f P S 1L e u˚ P LppRnq;

(5) Para qualquer função φ P S, com

ż

Rn
φ ‰ 0, tem-se Mφf P L

ppRnq.

Observação 2.2.20. Se qualquer uma dessas propriedades equivalentes é satisfeita, dize-

mos que f pertence a HppRnq. Além disso, segue da demonstração que qualquer norma

em Lp das funções maximais acima são equivalentes.

Com isso, dado 0 ă p ď 8, podemos definir os espaços de Hardy HppRnq como o

conjunto das distribuições temperadas de Rn tais que sua Função Maximal pertence a Lp.

Mais precisamente,

Hp
pRn

q
.
“ tf P S 1pRn

q : Mφf P L
p
u.

E ainda, definimos também

}f}Hp

.
“ }Mφf}Lp .

Para p ą 1, veremos que Hp “ Lp, dáı seguirá que pHp, }.}Hpq é completo. Antes de

provar esse teorema, precisamos ainda de um pouco mais de teoria.

Seja F : Rn`1
` Ñ C Borel mensurável dada por F px, tq “ pf ˚ φtqpxq, com f P S 1L.

Claramente, 0 ď F ˚pxq
.
“ sup
|y´x|ăt

|F py, tq| e, ainda, vale a proposição a seguir.

PROPOSIÇÃO 2.2.21. A função F ˚ é semi-cont́ınua inferiormente, isto é, @α ě 0, o

conjunto Aα “ tx P Rn;F ˚pxq ą αu é aberto.
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Demonstração. Fixemos α ě 0 e tomemos x P Aα, isto é, F ˚pxq ą α. Seja Γpxq “

tpy, tq; |x´y|ă tu. Existe py0, t0q P Γpxq tal que |F py0, t0q| ą α. Tomemos δ “ t0´|x´y0|

e mostremos que Bpx; δq Ă Aα. Se x P Bpx; δq, então |x1 ´ y0| ď |x1 ´ x| ` |x ´ y0| ă

δ ` |x´ y0| “ t0, ou seja, py0, t0q P Γpx1q. Portanto, F ˚px1q ě |F py0, t0q| ą α.

Agora, fixemos a ą 0 e consideremos F ˚a pxq
.
“ sup
|y´x|ďat

|F py, tq|. É claro que se 0 ă a ď b,

então F ˚a pxq ď F ˚b pxq e, consequentemente,

ż

Rn
F ˚a pxqdx ď

ż

Rn
F ˚b pxqdx.

No entanto, vamos provar que vale a proposição abaixo.

PROPOSIÇÃO 2.2.22. Existe uma constante C “ Cpa, b, nq ą 0 tal que

ż

Rn
F ˚b pxqdx ď C

ż

Rn
F ˚a pxqdx. (2.18)

Disso, concluiremos que a integral em Lp não depende da abertura “a” do cone Γapxq
.
“

tpy, tq : |x ´ y| ă atu, isto é, F ˚b P L
p ô F ˚a P L

p, ou seja, para verificar que pertence a

Lp, basta tomar uma abertura arbitrária. Ainda, para p ‰ 1, basta considerar a função

F ˚ “ sup |F |p. Antes de provar a Proposição 2.2.22, façamos a seguinte definição:

DEFINIÇÃO 2.2.23. Seja G Ă Rn fechado e 0 ă γ ă 1. Um ponto x P Rn é ponto de

γ ´ densidade global de G se

γ ď
|Bpx; rq XG|

|Bpx; rq|
, @r ą 0.

Demonstração. Para provar a Proposição 2.2.22, lembremos que

ż

Rn
|f |p “ p

ż 8

0

αp´1λf pαqdα. (2.19)

Em particular, λf pαq ď λgpαq implica }f}Lp ď }g}Lp . Com isso, para mostrar a

Proposição 2.2.22, vamos provar a desigualdade das funções distribuições. Seja

G˚ “ tx P Rn;x é ponto de γ ´ densidade global de Gu.

Agora, afirmamos que G˚ é fechado. Com efeito, seja pxkq Ă G˚ tal que xk Ñ x. Pelo
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teorema da convergência dominada, temos

γ ď
|Bpxk; rq XG|

|Bpxk; rq|
“

1

cn rn

ż

G

χkpxqdx
kÑ8
ÝÑ

1

|Bpx; rq|

ż

A

χ
B
pxqdx “

|Bpx; rq X A|

|Bpx; rq|
@r ą 0,

em que χk, χB são, respectivamente, as funções caracteŕısticas de Bpxk; rq e de Bpx; rq.

Notemos que χkpxq
kÑ8
ÝÑ χpxq e

ż

G

χkpxqdx ď |Bpx, rq|. De fato, dado x0 P Rn, temos

x0 P Bpx, rq ou x0 R Bpx, rq. Mas existe k0 P N tal que para k ě k0, |xk ´ x| ă ε, @ε ą 0.

Se x0 P Bpx; rq, tomemos ε “ r ´ |x0 ´ x| “ r ´ r1, com r1 “ |x0 ´ x|. Dáı,

|x0 ´ xk| ď |x0 ´ x| ` |x´ xk| ă r1 ` r ´ r1 “ r e χpx0q “ χkpx0q “ 1, @ k ě k0.

Se x0 R Bpx; rq, podemos supor x0 fora da fronteira, pois essa tem medida nula. Então

basta verificar para x0 P Bpx; rq
c
, que é análogo.

Portanto, provamos que x é ponto de γ´ densidade global de G, isto é, x P G˚ e,

consequentemente, G˚ é fechado.

Observação 2.2.24. Como G é fechado, temos G˚ Ă G, pois se existe z P G˚ tal que

z R G “ G, então existe r ą 0 tal que Bpz; rq X G “ H, ou seja, z não é ponto de

γ´ densidade global de G, que é um absurdo.

Agora, ponha A “ Gc e A˚ “ pG˚qc. Da observação acima, temos A Ď A˚. Além

disso, vale o seguinte resultado:

LEMA 2.2.25. Existe C “ Cγ tal que |A˚| ď Cγ|A|.

De fato,

x P A˚ ô D r ą 0;
|Bpx; rq XG|

|Bpx; rq|
ă γ ô D r ą 0;

|Bpx; rq XA|
|Bpx; rq|

ą 1´ γ,

pois como GYA “ Rn, temos |Bpx; rq XG| “ |Bpx; rq| ´ |Bpx; rq XA|.

Dáı,

γ ą
|Bpx; rq XG|

|Bpx; rq|
“ 1´

|Bpx; rq XA|
|Bpx; rq|

,

ou seja,
|Bpx; rq XA|
|Bpx; rq|

ą 1´ γ.
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Ou ainda, existe r ą 0 tal que

1

|Bpx; rq|

ż

Bpx;rq

χApyqdy ą 1´ γ.

Então

MpχAqpxq
.
“ sup

rą0

1

|Bpx; rq|

ż

Bpx;rq

pχAqpyqdy ą 1´ γ.

Consequentemente,

|A˚| ď |tx P Rn;MpχAqpxq ą 1´ γu| .

Entretanto, o operador de Hardy-Littlewood M é fraco de tipo p1, 1q, isto é,

|tx P Rn;Mpfqpxq ą αu| ď
Apn, pq

α

ż

Rn
|f |dx, @α ą 0.

Logo, obtemos

|A˚| ď Apn, pq

1´ γ

ż

R\
χApxqdx “

Apn, pq

1´ γ
|A|,

provando, portanto, o lema com Cγ “
Apn, pq

1´ γ
.

Finalmente, agora vamos provar a desigualdade

|tx P Rn;F ˚b pxq ą αu| ď C |tx P Rn;F ˚a pxq ą αu| @α ą 0, com a ď b.

Para tanto, basta provar o seguinte: “Para algum 0 ă γ ă 1 , tem-se

tx P Rn;F ˚b pxq ą αu Ď A˚, (2.20)

com A “ tx P Rn;F ˚a pxq ą αu “ Gc, G˚ “ tx P Rn;F ˚a pxq ď αu˚, A˚ “ pG˚qc e ˚

denota o conjunto dos pontos de γ´densidade de um conjunto”. A desigualdade seguirá,

respectivamente, de (2.20) e do lema anterior, pois teremos

|tx P Rn;F ˚b pxq ą αu| ď |A˚|
lema
ď Cγ| tx P Rn;F ˚a pxq ą αu

looooooooooomooooooooooon

A

|.

Para provar (2.20), seja x P tz P Rn;F ˚b pzq ą αu. Então sup
|y´x|ăb t

|F py, tq| ą α. Logo,

existe py1, t1q P Γbpxq tal que |F py1, t1q| ą α. Vamos mostrar que x P A˚ .
“ G˚c, isto é, x

não é ponto de γ-densidade global de G
.
“ tz P Rn;F ˚a pzq ą αuc. Com efeito, temos
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(1) Bpy1, at1q Ă A .
“ tz P Rn;F ˚a pzq ą αu, pois de x P Bpy1, at1q temos |x ´ y1| ă at1.

Dáı, F ˚a pxq :“ sup
|y1´x|ăat1

|F py1, t1q| ą α. Logo, x P tz P Rn;F ˚a pzq ą αu.

(2) Bpy1, at1q Ă Bpx, pa` bqt1q, pois para z P Bpy1, at1q, temos |z ´ y1| ă at1 e com isso

|z ´ x| ď |z ´ y1| ` |y1 ´ x| ă at1 ` bt1 “ pa` bqt1,

isto é, z P Bpx, pa` bqt1q.

De (1) e (2), temos Bpy1; at1q Ă Bpx; pa` bqt1q XA. Então

|Bpx; pa` bqt1q XA|
|Bpx; pa` bqt1q|

ě
|Bpy1; at1q|

|Bpx; pa` bqt1q|
“

an

pa` bqn
.

Assim como antes, obtemos

|Bpx; pa` bqt1q XG|

|Bpx; pa` bqt1q|
ď 1´

an

pa` bqn
ă 1.

Agora, basta tomar γ tal que 1 ´
an

pa` bqn
ă γ ă 1. Com esse γ, x não é ponto de

γ´ densidade global de G, ou seja, x P G˚c.

Portanto,

|tx P Rn;F ˚b pxq ą αu| ď Cγ |tx P Rn;F ˚a pxq ą αu| .

Usando a Proposição 2.2.22, obtemos

ż

F ˚b ď C

ż

F ˚a . Portanto a integral em Lp não

depende da abertura do cone. Em particular, tomando b “ 1, podemos escolher C “

p1` aqn.

O lema a seguir será utilizado para mostrar o que hav́ıamos mencionado na introdução

do texto, isto é, Lp “ Hp se p ą 1. Ele nos dá uma útil estimativa pontual da função

maximal Mφfpxq em termos da função maximal de Hardy-Littlewood.

LEMA 2.2.26. Dada f P L1
loc e φ P S, existe C “ Cpφq tal que Mφfpxq ď CMfpxq.

Demonstração. Vamos separar em casos:

Caso 1: Suponhamos, inicialmente, que φ “
n
ÿ

j“1

ajχBj , com aj ą 0, Bj “ Bp0, rjq, χBj

a função caracteŕıstica da bola Bj e que

ż

Rn
φ “ 1, ou seja,

n
ÿ

j“1

aj|Bj| “ 1. Para essas
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funções φ1s, temos

|pφt ˚ fqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

tn

ż

Rn
φpy{tqfpx´ yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

k
ÿ

j“1

aj
cn rj

n

cnprj tqn

ż

Bp0;rj tq

|fpx´ yq|dy

ď

˜

k
ÿ

j“1

aj|Bj|

¸

Mfpxq.

Portanto,

Mφfpxq
.
“ sup

tą0
|pφt ˚ fqpxq| ď

n
ÿ

j“1

aj|Bj|Mpfqpxq “Mpfqpxq.

Caso 2: Suponhamos 0 ď φ P S radial e radialmente decrescente, isto é, φpxq “ ϕp|x|q,

com ϕ : r0,8q Ñ C é decrescente. Nesse caso, podemos aproximar φ por funções da

forma
n
ÿ

j“1

ajχBj , com aj ą 0, Bj “ Bp0, rjq e
k
ÿ

j“1

aj|Bj| “

ż

φ, como no caso (1). Aná-

logo ao caso 1, provamos que |pφt ˚ fqpxq| ď CpφqMpfqpxq, com Cpφq “

ż

φdy. Como
´

φt ˚ χBj

¯

pxq ď |Bj|Mpfqpxq, obtemos o resultado desejado.

Caso 3 (Caso geral):

Temos |pφ ˚ fqpxq| ď |p|φ| ˚ |f |qpxq| . Mas
ˇ

ˇxαBβφ
ˇ

ˇ ď Cα,β, pois φ P S. Dáı, obtemos

p1` |x|qn`1
|φ| ď Cn, isto é, |φ| ď

Cn

p1` |x|qn`1 . Sendo assim, ψpxq “
Cn

p1` |x|qn`1 satisfaz

o caso 2. Logo, aplicamos o argumento anterior para a função ψ e obtemos

|pψ ˚ fqpxq| ď |p|ψ| ˚ |f |qpxq|

ď pψ ˚ |f |qpxq

ď Cn

ˆ
ż

p1` |y|q´pn`1qdy

˙

Mpfqpxq.

Portanto,

Mφpfqpxq ď CMpfqpxq.

Observação 2.2.27. A mesma prova se aplica no caso quando φ tem um limitante radial

que é não crescente, limitado e integrável. Na verdade, φ não precisa estar em SpRnq.
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TEOREMA 2.2.28. Lp “ Hp se p ą 1, e H1 Ă L1.

Demonstração. Se f P Lp, então pelo Lema 2.2.26 Mφpfqpxq ď CMpfqpxq q.t.p. x P Rn

e ainda }Mφf}Lp ď C }Mf}Lp ď
rC }f}Lp , pois M é limitado. Logo, f P Hp.

Para outra inclusão, seja f P Hp Ă S 1. Dado ε ą 0, as funções fε “ φε ˚ f satisfazem

}fε}Lp “ }Mφf}Lp
.
“ c ă 8. Tomemos εj Œ 0. Dáı, pfεj qjPN Ă BLpp0; cq é limitada em

Lp. Pelo teorema de Banach-Alaoglu (ver referência [15]), existem pfεjk q Ă pfεj q e F P Lp

tal que fεjkáF em σpLp, Lqq fracamente, ou ainda,

ż

fεjkψ ÝÑ

ż

Fψ @ ψ P Lq.

Por outro lado, fεjk ÝÑ f em S 1, ou seja,

ż

fεjkψ ÝÑ

ż

fψ @ ψ P S Ă Lq.

Pela unicidade do limite, f “ F em S 1 e dáı f P Lp. Portanto, LP “ Hp, se p ą 1.

A prova que H1 Ă L1 pode ser encontrada na referência [16].

OBSERVAÇÕES:

(1) A primeira parte da demonstração acima mostra apenas que H1 está contido no espaço

das medidas de Borel.

(2) Veremos no último caṕıtulo que podemos definir H1pRnq “ tf P L1;Mφf P L
1pRnqu.

Dáı, seguirá que L1 Ć H1, isto é, existe f P L1pRnq que não está em H1pRnq. De fato,

basta tomar φ P SpRnq não identicamente nula e f P L1 tal que

ż

f ‰ 0. Podemos

mostrar que Mφf R L
1. A idéia da prova é escolher um ponto x0 ‰ 0 tal que |φpx0q| ‰ 0

e mostrar que |f ˚ φtptx
1q| ě c t´n para todo x1 próximo de x0 e todo t grande.

2.2.29 Prova do Teorema Maximal

Finalmente, podemos provar o Teorema da Caracterização Maximal de Hp. Inicialmente,

vamos definir as seguintes funções maximais auxiliares:

M˚
φ pfqpxq

.
“ sup
|y´x| ă t

|pφt ˚ fqpyq| “ sup
|y|ăt

|pφt ˚ fqpx´ yq| (Versão não tangencial de Mφq
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e a função maximal com peso

M˚˚
φ,Npfqpxq

.
“ sup

y PRn
tą0

#

|pφt ˚ fqpx´ yq|

ˆ

1`
|y|

t

˙´N
+

.

Valem as seguintes estimativas pontuais

Mφpfqpxq ďM˚
φ pfqpxq ď 2NM˚˚

φ,Npfqpxq. (2.21)

Com efeito,

M˚
φ pfqpxq “ sup

|y|ăt

|pφt ˚ fqpx´ yq|

“ sup
y PRn
tą0

t|pφt ˚ fqpx´ yq|uχΓp0q
py, tq

ˆ

1`
|y|

t

˙N ˆ

1`
|y|

t

˙´N

ď 2NM˚˚
φ,Npfqpxq,

em que χ
Γp0q

é a função caracteŕıstica do cone Γp0q
.
“ tpy, tq P Rn`1

` ; |y| ă tu.

Notemos que a primeira desigualdade em (2.21) segue por definição. Além disso, pela

Proposição 2.2.22, podemos concluir que o controle do operador maximal não tangencial

Mφ (definido com respeito à abertura 1) conduz a um correspondente controle do operador

maximal não tangencial definido com respeito a qualquer abertura.

Em particular,
ż

Rn
F ˚a pxqdx ď p1` aq

n

ż

Rn
F ˚pxqdx,

desde que F px, tq “ |pf ˚ φtqpxq|
p e F ˚a pxq “ sup

|x´y|ăat

F py, tq.

Inicialmente, vamos provar a equivalência entre (1) e (2). Começamos com o seguinte

lema:

LEMA 2.2.30. Se M˚
φ pfq P L

p e N ą
n

p
, então existe C “ Cpp,Nq tal que

›

›M˚˚
φ,Npfq

›

›

Lp
ď C

›

›M˚
φ pfq

›

›

Lp
.
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Demonstração. Temos

rM˚˚
φ pfqpxqs

p
“ sup

y PRn
tą0

|pφt ˚ fqpx´ yq|
p

ˆ

1`
|y|

t

˙´pN

ď

8
ÿ

k“1

sup
2k´1tă|y|ď2kt

|pφt ˚ fqpx´ yq|
p

ˆ

1`
|y|

t

˙´pN

` sup
|y|ďt

|pφt ˚ fqpx´ yq|
p

ˆ

1`
|y|

t

˙´pN

ď

8
ÿ

k“1

2´pNpk´1q sup
2k´1tă|y|ď2kt

|pφt ˚ fqpx´ yq|
p
` sup
|y|ďt

|pφt ˚ fqpx´ yq|
p

ď

8
ÿ

k“0

2´pNpk´1q
rF ˚2kpxqs

p,

com F ˚a pxq
.
“ sup
|x´y|ăat

|pφt ˚ fqpyq|. Agora, precisamos garantir que essa última série con-

verge. Mas como

ż

Rn
F ˚2kpxqdx ď p1 ` 2kqn

ż

Rn
M˚

φ pfqpxqdx, basta verificar

8
ÿ

k“0

p1` 2kqn2´pNk ă 8 que, de fato, acontece, pois

8
ÿ

k“0

p1` 2kqn 2´pNk ď
8
ÿ

k“0

2pk`1qn 2´Npk “ 2n
8
ÿ

k“0

2kpn´pNq,

com n ´ pN ă 0, por hipótese. Portanto, a última série à direita converge e, consequen-

temente, a primeira também. Dáı,

ż

Rn
rM˚˚

φ pfqpxqs
pdx ď

8
ÿ

k“0

2´pNpk´1q

ż

Rn
rF ˚2kpxqs

pdx ď C̃pN, pq

ż

Rn
rM˚

φ pfqpxqs
pdx,

com C̃pN, pq “
8
ÿ

k“0

p1` 2kqN 2´pk. Logo,

›

›M˚˚
φ,Nf

›

›

Lp
ď CpN, pq

›

›M˚
φf

›

›

Lp
.

O próximo lema será muito útil na demonstração do teorema maximal. Ele nos diz

que podemos passar de uma aproximação identidade qualquer para uma outra , conforme

mostramos a seguir.
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LEMA 2.2.31. Suponha φ, ψ P S, com

ż

Rn
φ “ 1. Então existe pηpkqq Ă S tal que

ψ “
8
ÿ

k“0

ηpkq ˚ φ2´k , (2.22)

com pηpkqq satisfazendo: dado M ą 0,

Pα,βpη
pkq
q “ Op2´kMq, k Ñ 8, isto é ,

Pα,βpη
pkqq

2´kM
kÑ8

ÝÑ 0 . (2.23)

Demonstração. Inicialmente, notemos que

ż

Rn
φ “ 1 nos diz que φ̂p0q “ 1 (em que

p denota a transformada de Fourier), enquanto (2.22) equivale a ψ̂ “

8
ÿ

k“0

η̂pkq ˚ φ̂2´k .

Tomemos ϕ̂ P C8c tal que ϕ̂pξq “ 1 em |ξ| ă 1 e supppϕ̂q Ă Bp0, 2q. Notemos que isso é

posśıvel, pois C8c Ă S e a transformada de Fourier é um isomorfismo. Definamos

ψ̂0pξq “ ϕ̂pξq,

ψ̂1pξq “ ϕ̂p2´1ξq ´ ϕ̂pξq,

...

ψ̂npξq “ ϕ̂p2´nξq ´ ϕ̂p2´pn´1qξq,

...

De supppϕ̂q Ă Bp0, 2q e tξ; |ξ| ă 2n´1u Ă tξ; |ξ| ă 2nu, supppψ̂nq Ă Bp0, 2n`1q\Bp0, 2n´1q,

ou seja, ψ̂n está suportada em 2n´1 ď |ξ| ď 2n`1, @ n ě 1. Além disso,

L
ÿ

k“0

ψ̂kpξq “ ϕ̂p2´Lξq @ ξ P Rn

e fazendo L Ñ 8, temos
8
ÿ

k“0

ψ̂kpξq “ 1 (pontualmente), pois ϕ̂pξq “ 1 em |ξ| ď 1. Logo,

tψ̂nu é uma partição da unidade e ainda

ψ̂pξq “
L
ÿ

k“0

ψ̂kpξqψ̂pξq. (2.24)

Como φ̂p0q “ 1 e da continuidade da transformada de Fourier de φ, segue | ˆφpξq| ě 1
2

numa
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vizinhança de ξ “ 0.

Caso 1: Vamos supor |φ̂pξq| ě 1
2

em Bp0, 2q.

Multiplicando e dividindo (2.24) por φ̂2´kpξq “ φ̂p2´kξq [ pois φ̂tpξq “ φ̂ptξq ], obtemos

ψ̂pξq “
L
ÿ

k“0

˜

ψ̂kpξqψ̂pξq

φ̂p2´kξq

¸

¨ φ̂2´kpξq.

Agora, tomemos η̂pkqpξq “
ψ̂kpξqψ̂pξq

φ̂p2´kξq
e mostremos que ηpkqpξq P S. Observemos que

ψ̂p2´kξq P C8c e, além disso, como |φ̂pξq| ě 1
2

em supppψ̂kq Ă Bp0, 2k`1q, ηpkq está bem

definida e ηpkq P C8c Ă S. Logo, ηpkq P S.

Considerando η̂pkqpξq “
ψ̂kpξqψ̂pξq

φ̂p2´kξq
, com α, β fixos e pondo α1 ` α2 ` α3 ` α4 “ α,

temos

|xαBβxη
pkq
pxq| ď

ż

ˇ

ˇB
α
ξ rξ

β
pηkpξqs

ˇ

ˇ dξ

“

ż 2k`1

2k´1

|B
α
ξ ξ

β
pηkpξq|dξ

“

ż 2k`1

2k´1

ξ|β|´α1 rB
α2
ξ

pψkspξqrB
α3
ξ

pψspξqB
α4
ξ r

pφ
´1

p2´kξqsdξ

ď C1

ż 2k`1

2k´1

|ξ||β|´α1 |rB
α3
ξ

pψs|pξqdξ

ď C1

ż 2k`1

2k´1

ξ|β|´α1C2|ξ|
´Mdξ

ď C1C2

ż 2k`1

2k´1

|ξ||β|´α1´Mdξ

ď C 1
ż 2k`1

2k´1

rn`1r|β|´α1´Mdr

ď C2
ż 2k`1

2k´1

r2´Mdr

“ C2´kM ,

isto é,
›

›ηpkq
›

›

α,β
“ Op2´kMq, quando k Ñ 8.

Caso 2: De φ̂p0q “ 1, existe δ ą 0 tal que |φ̂pξq| ě 1
2
@ ξ P Bp0; δq.

Essencialmente, precisamos apenas mudar os termos na definição de η̂pkq acima e dáı

obtemos η̂pkqpξq “
ψ̂k´k0pξqψ̂pξq

φ̂p2´kξq
para k ě k0 e η̂pkqpξq “ 0 para k ă k0. Em outras
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palavras, simplesmente dilatamos φ̂ (para que φ̂ ě 1
2

quando |ξ| ď 2) antes de começar

a construção. Mais precisamente, escolhemos k0 P N satisfazendo 21´k0 ă δ e definamos

φ̂0pξq “ φ̂p2´k0ξq. Agora, φ̂0 satisfaz o caso 1 e o resultado segue análogo, pois |ξ| ď 2

implica em |2´k0 | ď 21´k0 ă δ. Logo, φ̂0pξq ě
1
2

e dáı existe pηpkqq Ă S tal que

ψ̂pξq “

8
ÿ

k“0

η̂pkqpξqφ̂0p2
´kξq

“

8
ÿ

k“0

η̂pkqpξqφ̂p2pk´k0qξq

“

8
ÿ

k“k0

η̂pk´k0qpξqφ̂p2´kξq.

Observação 2.2.32. Da demonstração do lema, podemos chegar à seguinte conclusão: Se

FS “
!

ψ P S; }ψ}α,β ď 1, |α|ďm`M `2N, |β|ďm`2N
)

,

com φ P S,
ż

Rn
φ “ 1, então valem (2.22) e (2.23) do lema acima, e de (2.23) obtemos

|Pα,βpηpkqq| ď C2´kM , com C “ Cpα, β,M, ψq independente de ψ P F , desde que |α| `

|β| ď m. De fato, seja f P S e N “
X

n
2
` 1

\

. Temos

ż

Rn
| pfpξq|dξ “

ż

Rn

p1` |ξ|2qN

p1` |ξ|2qN
| pfpξq|dξ

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tp1´ |∆|qNfuppξq|

p1` |ξ|2qN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ

ď C
›

›tp1´ |∆|qNfup
›

›

L8

ď C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
eixξp1´∆qNfpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ż

Rn
p1´ |∆|qN |fpxq|

p1` |x|2qN

p1` |x|2qN
dx

ď C
›

›p1` |x|qNp1´ |∆|qNf
›

›

L8

ď C
ÿ

|α|`|β|ď2N

Pα,βpfq.
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Dáı, para |β| ď m, temos

P0,βpη
pkq
q ď C

›

›ξβpηpkq
›

›

L1

ď C
ÿ

|β|ďm

›

›ξβpηpkq
›

›

L1

ď C
ÿ

|β|ďm

ż

2k´1ď|ξ|ď2k

|ξ|m| pψkpξq| pψpξq|

|pφp2kξq|
dξ

ď C
ÿ

|β|ďm

ż

2k´1ă|ξ|

|ξ|m`M ¨
| pψpξq|

|ξ|M
dξ

ď 2MC
ÿ

|α|ďm`M

ż

Rn
{|Dαψpξq|dξ ¨ 2´Mk

ď C̃2´Mk
ÿ

|α|ďm`M`2N
|β|ď2N

Pα,βpψq.

Em geral, para |α| ` |β| ď m, temos

Pα,βpηpkqq À 2´Mk
ÿ

|α|ďm`M`2N
|β|ďm`2N

Pα,βpψq,

em que À significa “ ď C ‚ ”, com C constante.

Observação 2.2.33. Se φtpxq “ t´nφpx{tq, então pf ˚ gqtpxq “ pft ˚ gtqpxq, pois

pf ˚ gqtpxq
.
“ t´n

ż

f
´x

t
´ y

¯

gpyqdy “ t´nt´n
ż

f
´x

t
´
z

t

¯

gpz{tqdz “ pft ˚ gtqpxq.

Estamos, agora, em condições de provar que o controle do operador maximal não

tangencial M˚
φ também permite o controle do grande operador maximal MF para F

apropriada e, mais precisamente, que vale a seguinte estimativa.

LEMA 2.2.34. }MFf}Lp À
›

›M˚
φf

›

›

Lp
.

Demonstração. Fixemos m e definamos FS “ tψ P S; }ψ}α,β ď 1u
|α|,|β|ďm

. Dada ψ P FS ,
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pelo Lema 2.2.31, temos

Mψpfqpxq “ sup
tą0
|pf ˚ ψtqpxq| ď sup

tą0

#

ÿ

kě0

ˇ

ˇrf ˚ pηpkq ˚ φ2´kqtspxq
ˇ

ˇ

+

“ sup
tą0

#

ÿ

kě0

ˇ

ˇ

ˇ
rpf ˚ φ2´ktq ˚ η

pkq
t spxq

ˇ

ˇ

ˇ

+

ď sup
tą0

#

ÿ

kě0

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pf ˚ φ2´ktqpx´ yq
1

tn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇηpkqpy{tq
ˇ

ˇ

ˆ

1`
|y|

2´kt

˙N´N

dy

+

ď M˚˚
N,φpfqpxq sup

tą0

#

ÿ

kě0

1

tn

ż

ˇ

ˇηpkqpy{tq
ˇ

ˇ

ˆ

1`
2k|y|

t

˙N

dy

+

“ M˚˚
N,φpfqpxq sup

tą0

#

ÿ

kě0

ż

|ηpkqpyq|p1` 2k|y|qN
p1` |y|qn`1

p1` |y|qn`1
dy

+

p˚q

ď M˚˚
N,φpfqpxq

ÿ

kě0

2kN
ż

|ηpkqpyq|
p1` |y|qN`n`1

p1` |y|qn`1
dy

ď C 1M˚˚
N,φpfqpxq

ÿ

kě0

2kN sup
y
|ηpkqpyqp1` |y|qN`n`1

|

ď C2M˚˚
N,φpfqpxq.

Em (*), usamos

p1` 2k|y|qN ď p2k ` 2k|y|qN “ 2kNp1` |y|qN

e a última desigualdade segue do fato de ηpkq P S e de (2.23), com M “ N ` 1. Portanto,

MFpfqpxq
.
“ sup

ψ PFS

Mψfpxq ď C2M˚˚
N,φpfqpxq,

com C2 independente de ψ pela observação (2.2.32) e, além disso, pelo Lema 2.2.30, com

N ą
n

p
, obtemos

}MFpfq}Lp ď C2
›

›M˚˚
N,φpfq

›

›

Lp
ď C

›

›M˚
φ pfq

›

›

Lp
.

Agora chegamos ao ponto de passagem na prova de que a propriedade p1q, do teorema

maximal, implica no controle, em Lp, de M˚
φ pfq por Mφpfq, admitindo que Mφpfq P L

p

implica M˚
φ pfq P L

p. Provaremos essa implicação mais adiante no Lema 2.2.42.
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LEMA 2.2.35.

›

›M˚
φf

›

›

Lp
À }Mφf}Lp.

Demonstração. Inicialmente, afirmamos que basta provar

M˚
φf ď Cq rpMpMφfqq

q
s

1
q @ q ą 0. (2.25)

De fato, admitindo (2.25) e tomando p ą q, teremos

ż

Rn
pM˚

φfq
pdx À

ż

Rn
rMpMφfq

q
s
p
q dx À

ż

Rn
rpMφfq

q
s
p
q dx “

ż

Rn
pMφfq

pdx,

(Lembremos que M é limitado se p
q
ą 1). Portanto,

›

›M˚
φf

›

›

Lp
À }Mφf}Lp . Sendo assim,

resta-nos provar (2.25). Fixemos λ ą 0 e definamos F “
 

x P Rn;MFfpxq ď λM˚
φfpxq

(

.

Podemos supor ψ P F .
“ tψ P S;Pα,βpψq ď 1u

|α|,|β|ďm . Suponhamos M˚
φf P L

p e escreva-

mos
ż

Rn
pM˚

φfq
p
“

ż

F

pM˚
φfq

p
`

ż

F c
pM˚

φfq
p
“ I ` II.

Notemos que

II ă
1

λp

ż

F c
pMFfq

pdx

ď
1

λp

ż

Rn
pMFfq

pdx

ď
Cp

λp

ż

Rn
pM˚

φfq
pdx, (Lema 2.2.34)

ď
1

2

ż

Rn
pM˚

φfq
pdx, para λ ąą 1 (suficientemente grande).

Dáı,
ż

Rn
pM˚

φfq
pdx ď 2

ż

F

pMFfq
pdx,

ou seja, basta mostrar (2.25) para x P F. Para tanto, ponhamos fpx, tq “ pf ˚ φtqpxq e

f˚pxq “ sup
|y´x|ăt

|fpy, tq|
.
“ M˚

φfpxq. Dado x P Rn, existe py, tq P Rn`1
` tal que fpy, tq ě

1
2
f˚pxq. Seja r ą 0 (a escolher) e consideremosBpy; rtq. Se x1 P Bpy; rtq, pela desigualdade

do valor médio, temos

|fpx1, tq ´ fpy, tq| ď rt sup
|z´y|ărt

|∇zfpz, tq|. (2.26)

Porém,
Bf

Bzi
pz, tq “

1

t

`

f ˚ pφpiqqt
˘

pzq, com φpiq “
Bφ

Bzi
, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n. Se z “ x ´ ht, com
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|ht| ă p1` rqt, seja Th o transladado de h, isto é, Thfp¨q “ fp¨ ´ hq; então

Bf

Bzj
px´ ht, tq “

1

t

`

f ˚ pφpiqqt
˘

px´ htq

“
1

t
¨ Tht

´

f ˚ φ
piq
t

¯

pxq

“
1

t

´

f ˚ Thtpφ
piq
t q

¯

pxq.

Consideremos a famı́lia limitada de S,
 

φpiqpx´ hq; 1 ď i ď n, |h| ď 1` r
(

“
 

Thφ
piq
(

a qual é um compacto. Logo, existe c tal que Pα,βpThφpiqq ď c, |α|, |β| ď m. Dáı,

t
Thφ

piq

c
u Ă F e, portanto,

Bf

Bzi
pz, tq “

c

t
pf ˚ ψtq pxq, com ψt “ Thtφ

piq
t .

Com isso, se x P F , em (2.26), obtemos

|fpx1, tq ´ fpy, tq| ď rt ¨
c

c

1

t
|f ˚ pThφ

piq
qt

looomooon

ψt

|pxq

ď c ¨ rMFpfqpxq

ď cλrM˚
ψpfqpxq

ď
1

4
f˚pxq,

para r suficientemente pequeno e @x1 P Bpy; rtq. Além disso, de |fpy, tq|ě 1
2
f˚pxq, temos

|fpx1, tq| ě |fpy, tq|´|fpx1, tq ´ fpy, tq|

ě
1

4
f˚pxq

“
1

4
M˚

ψpfqpxq, @ x
1
P Bpy; rtq.

Logo,

1

|Bpx; p1` rqtq|

ż

Bpx;p1`rqtq

|fpx1, tq|qdx1 ď
1

|Bpx; p1` rqtq|

ż

Bpx;p1`rqtq

rMφfpx
1
qs
qdx1

ď MrpMφfpxqq
q
s.
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Pelo que fizemos

1

|Bpx; p1` rqtq|

ż

Bpx;p1`rqtq

|fpx1, tq|qdx1 ě
1

|Bpx; p1` rqtq|

ż

Bpy;rtq

|fpx1, tq|qdx1

ě
1

|Bpx; p1` rqtq|
¨
pf˚pxqqq

4q

ż

Bpy;rtq

dx1

»

ˆ

r

1` r

˙n

¨
pf˚pxqqq

4q
,

em que » significa “ “ C ‚”. Notemos que Bpy; rtq Ă Bpx; p1` rqtq.

Portanto,

f˚pxq ď

ˆ

r

1` r

˙
n
q

MrpMφfpxqq
q
s

1
q ,

ou seja,

M˚
φfpxq ď CqMrpMφfpxqq

q
s

1
q ,

e, com isso, conclúımos o resultado desejado.

Destacamos que já provamos as equivalências entre p1q e p2q do teorema maximal

admitindo que Mφpfq P L
p implica em M˚

φ pfq P L
p. Essa implicação será provada mais

adiante, conforme Lema 2.2.42.

Afirmação 2.2.36. p2q implica em p5q e p1q.

Vamos mostrar que MFpfq P L
p implica Mφpfq P L

p, @ φ P S,
ż

φ ‰ 0. Com efeito,

seja F .
“
 

φ P S; |xαBβxφ| ď 1, |α| ` |β| ď N
(

. Dada φ P S tal que

ż

φ ‰ 0, consideremos

c “ 1` max
|α|`|β|ďN

 

|xαBβxφ|
(

e definamos φ̃ “
φ

c
P F . Dáı,

|pφt ˚ fqpxq| “ c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

φ

c

˙

t

˚ f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pxq ď cMFpfqpxq,

ou seja,

Mφpfqpxq ď cMFpfqpxq.

Logo, se MFf P L
p, temos Mφf P L

p, isto é, p2q implica em p5q. É claro que p1q segue de

p5q.

Agora, provemos que p1q implica em p3q e p4q.

Suponhamos p1q do teorema maximal. Lembremos que f P S 1L se, e somente se, f ˚ψ P L8,
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@ψ P S e que M˚
ψfpxq

.
“ sup
|y´x|ăt

|pf ˚ ψtqpyq|. Temos

|pf ˚ ψtqpxq|
p
ď pM˚

ψfpyqq
p
@y P Bpx; tq

e integrando em Bpx; tq, obtemos

ctn|pf ˚ ψtqpxq|
p
“

ż

Bpx;tq

|pf ˚ ψtqpxq|
pdy ď

ż

Bpx;tq

rM˚
ψfpyqs

pdy.

Logo,

|pf ˚ ψtqpxq| ď c1t´np
›

›M˚
ψf

›

›

p

Lp
.

No entanto, notemos que f ˚ψ“f ˚ψ1 que está em L8. Como ψ P S é qualquer, conclúımos

que f P S 1L.

Seja P pxq “
Cn

p1` |x|2q
n`1

2

o núcleo de Poisson em Rn`1
` e Ptpxq “ t´nP px

t
q. Pelo que

vimos, a convolução pf ˚Ptqpxq está bem definida. Sabemos que |DβP pxq| ď Cβ|x|
´n´1´|β|,

|β| ą 0. Consideremos uKpxq “ sup
tą0
|pf ˚ Ptqpxq|.

Afirmação 2.2.37. p1q implica em p3q. Se 0 ă p ď 1, admitamos, por instante, o seguinte

lema:

LEMA 2.2.38. Podemos escrever P pxq “
ÿ

k

2´kφ
pkq

2k
, com

!

φpkq

c

)

Ă F , c independente de k.

Como a aplicação s ÞÑ sp é subaditiva para 0 ă p ď 1, temos

|f ˚ Ptpxq|
p
ď
ÿ

k

cp2´kp|f ˚ pc´1φ
pkq

2kt
qpxq|p ď cp

˜

ÿ

k

2´kp

¸

rMFfpxqs
p.

Integrando, obtemos
›

›uK
›

›

p

Lp
ď c }MFf}

p
Lp .

Portanto, uK P Lp, para 0 ă p ď 1.

Agora, provaremos o Lema 2.2.38. Escolha φ P C8c pRnq tal que φ “ 1 em Bp0; 1
2
q e

supppφq Ă Bp0; 1q. Como antes,

1 “ φpxq `
8
ÿ

k“1

`

φp2´k´1xq ´ φp2´kxq
˘
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e

P pxq “ P pxqφpxq
looomooon

φ0pxq

`

8
ÿ

k“1

P pxq
“

φp2´k´1xq ´ φp2´kxq
‰

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

2´kφ
pkq

2k
pxq

.

Queremos que

2´k ¨
φpkqp2´kxq

2nk
“ P pxq

“

φp2´k´1xq ´ φp2´kxq
‰

,

ou seja, definamos

φpkqpxq “ 2pn`1qkP p2kxq rφpx{2q ´ φpxqs .

Queremos mostrar que

Pα,βpφpkqq ď Cα,β, (2.27)

com Cα,β independente de k. Notemos que supppφpkqq Ă Bp0; 2qzBp0; 1
2
q. Logo, φpkq P S

e para calcular p2.27q, basta tomarmos α “ 0. Queremos que
›

›Dβφpkq
›

›

L8
ď Cβ.

Para β “ 0,

|φpkqpxq| ď 2pn`1qk
|2kx|´pn`1q2 }φ}L8 ď C.

Para |β| ą 0, como |DβP pxq| ď Cβ|x|
´n´1´|β|, temos

|Dβφpkqpxq| ď 2pn`1qk
ÿ

αďβ

Cα,β|D
α
rP p2kxqs||Dβ´α

rφpx{2q ´ φpxqs|

ď Cβ2pn`1qk
ÿ

αďβ

2k|α||pDαP qp2kxq|

ď Cβ.

Com isso, conclúımos a prova do Lema 2.2.38.

O caso p ą 1, segue do Lema 2.2.26.

Afirmação 2.2.39. p1q implica em p4q.

Para p ď 1, também de modo análogo à primeira parte do lema anterior, temos

ru˚pxqsp “ r sup
|x´y|ăt

|Pt ˚ f |pyqs
p
ď
ÿ

k

2´kp sup
|x´y|ă2kt

|φ
pkq

2´kt
f |pyq ď

ÿ

k

2´kpM˚

φpkqfpxq.

Dáı,

}u˚}pLp ď
ÿ

k

2´kp
›

›

›
M˚

φpkqf
›

›

›

p

Lp
ď C

ÿ

k

2´kp }MFf}
p
Lp ,

ou seja, u˚ P Lp.
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Afirmação 2.2.40. p3q implica em p1q, isto é, para uma função φ P S adequada, vale

}Mφf}Lp À
›

›uK
›

›

Lp
, ou ainda, Mφfpxq À uKpxq À u˚pxq.

(Inicialmente, notemos que a última desigualdade é direta.)

De fato, vamos construir φ usando o lema a seguir.

LEMA 2.2.41. Existe F P C8pr1,8qq X L8 tal que

ż 8

1

F psqds
p1q
“ 1 e

ż 8

1

F psqskds
p2q
“ 0, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

Demonstração. Se z P C ´ tr1,8q ˆ t0uu, então z ´ 1 P Cz tr0,8q ˆ t0uu, e escrevendo

z ´ 1 “ reiθ, 0 ă θ ă 2π, temos pz ´ 1q
1
4 “ r

1
4 e

iθ
4 (para algum ramo fixo).

Seja w “

?
2

2
´ i

?
2

2
“ e´

iπ
4 . Logo, iw “ w. Consideremos Gpzq

.
“ e´wpz´1q

1
4 . Para

z “ s` it, t ą 0, definamos

F psq “ C lim
tÑ0`

Im

"

Gpzq

z

*

“ CIm

#

e´wps´1q
1
4

s

+

.

Temos
ˇ

ˇ

ˇ
e´wps´1q

1
4

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e

´

´
?

2
2
`i
?

2
2

¯

ps´1q
1
4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ e´
?

2
2
ps´1q

1
4
« e´

?
2

2
s

1
4 ,

para s grande. Isso mostra que F tem decrescimento exponencial. Pelo Teorema de

Cauchy (ver Ahlfors, [1]),
ż

γR,ε

Gpzq

z
dz “ Gp0q2πi.

Fazendo RÑ 8pñ r Ñ 8q e εÑ 0, obtemos

|Gpzq| “ eRer´wpz´1q
1
4 s
“ e´r

?
2

2
r

1
4 cosp θ

4
q`r

1
4 senp θ

4
qs

rÑ8

ÝÑ 0, 0 ă
θ

4
ă
π

2
,

2πGp0q “

ż 8

1

e´iwps´1q
1
4

s
ds´

ż 8

1

e´wps´1q
1
4

s
¨ ei

π
2 ds.

Mas ei
π
2 “ iñ ´we´

π
2 “ ´iw “ ´w. Dáı,

ż 8

1

e´wps´1q
1
4

s
¨ ei

π
2 ds “

ż 8

1

e´wps´1q
1
4

s
ds “

ż 8

1

e´wps´1q
1
4

s
ds,

isto é, 2πie´1
“ 2i

ż 8

1

Im

#

e´wps´1q
1
4

s

+

ds. Tomando C “ π´1e, temos que F satisfaz p1q
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do lema, pois

ż 8

1

F psqds “ C

ż 8

1

Im

#

e´wps´1q
1
4

s

+

ds “ Cπe´1.

Uma conta inteiramente análoga, usando o Teorema dos Reśıduos (ver Alhfors, [1]),

nos dá
ż 8

1

skIm

#

e´wps´1q
1
4

s

+

ds “ Res
`

zk´1Gpzq
˘

ˇ

ˇ

ˇ

z“0
“ 0,

mostrando p2q do lema. Agora vamos usar isso para a construção de φ:

φpxq “

ż 8

1

F psqPspxqds “

ż 8

1

F psq
P px

s
q

sn
ds.

A função t ÞÑ
1

p1` t2q
n`1

2

possui expansão de Taylor em t “ 0 dada por

ÿ

kďN

akt
k
` tN`1rptq, r P L8.

Disso,

Ptpxq “
Cnt

pt2 ` |x|2q
n`1

2

“
Cnt

|x|n`1
¨

1
ˆ

1`
´

t
|x|

¯2
˙

n`1
2

“ Cn
ÿ

kďN

akt
k`1

|x|k`n`1
`

Cn
|x|N`n`2

¨ tN`2rptq.

Logo,

|φpxq| ď

ż 8

1

|F psq|
Cn

|x|N`n`2
sN`2

|rpsq|ds

ď
Cn

|x|N`n`2

ż 8

1

|F psq|sN`2ds

ď
Cn,N

|x|N`n`2
.

Então

|φpxq| ď CN |x|
´N , @N P N.

Analogamente, mostra-se que Dαφ satisfaz a “mesma estimativa”. Portanto, φ P S. Agora
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que constrúımos φ, observemos que

p1q

ż

Rn
φpxqdx “

ż

Rn

ˆ
ż 8

1

F psqPspxqds

˙

dx “

ż 8

1

F psq

ˆ
ż

Rn
Pspxqdx

˙

ds “ 1

p2q φtpxq“
1

tn
φ
´x

t

¯

“
1

tn

ż

F psqPs

´x

t

¯

ds“

ż

F psqPstpxqds,

pois pPsqtpxq “ pPstqpxq.

Das observações p1q e p2q acima, temos

pφt ˚ fqpxq “

ż

φtpyqfpx´ yqdy “

ż

Y

ˆ
ż 8

1

F psqPstpyqds

˙

fpx´ yqdy

Fubini
“ F psq

ż

φtpyqfpx´ yqdy

“

ż 8

1

F psq

ˆ
ż

Y

F psqPstpyqfpx´ yqdy

˙

ds

“

ż 8

1

F psqpPst ˚ fqpxqds.

Dáı,

|φt ˚ fpxq| ď uK
ż 8

1

|F psq|ds

e, portanto,

Mφfpxq ď CuKpxq,

com C “

ż 8

1

|F psq|ds, provando o lema.

Finalmente, para completar a prova do teorema maximal, voltamos ao ponto deixado

em aberto anteriormente, ou seja, que a finitude de }Mφpfq}Lp implica na de
›

›M˚
φ pfq

›

›

Lp
.

Em geral, a passagem de uma desigualdade como no Lema 2.2.35 é relativamente simples;

entretanto, aqui as coisas são um pouco complicadas, conforme veremos no lema a seguir.

LEMA 2.2.42. Se Mφpfq P L
p, então M˚

φ pfq P L
p.

Para provar o lema, consideremos 0 ă ε ď 1 e definamos as seguintes funções maximais



64

com peso

˚

M ε,L
φ pfqpxq “ sup

|x´y|ătăε´1

"

|f ˚ φtpyq| ¨
tL

pε` t` ε|y|qL

*

M ε,L
F pfqpxq “ sup

ψ PF

´

˚

M ε,L
ψ fpxq

¯

˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq “ sup

zPRn
|x´y|ătăε´1

#

|f ˚ φtpy ´ zq| ¨
tL

pε` t` ε|y|qL
¨

ˆ

1`
|z|

t

˙´N
+

.

A idéia aqui é mostrar que

›

›

›
M ε,L

F pfq
›

›

›

Lp
À

›

›

›

˚˚

M ε,L
N,φpfq

›

›

›

Lp
À

›

›

›

˚

M ε,L
φ pfq

›

›

›

Lp
À }Mφpfq}Lp ,

para L,N escolhidos adequadamente. Consequentemente, como veremos, tomando εÑ 0,

o lema estará provado.

Observação 2.2.43. Se f P S 1 e ϕ P S, então f ˚ ϕ cresce, no máximo, polinomialmente,

pois se f P D1 e ψ P C8c , temos

| xf, ψy | ď C
ÿ

|α|ďm

}Dαψ}L8 , @ ψ P C
8
c .

Portanto, existe L “ Lpfq (suficientemente grande) tal que
˚

M ε,L
N,φpfq P L

p, para cada

ε ą 0. Fixemos esse L “ Lpfq.

Afirmação 2.2.44. M ε,L
F pfqpxq ď C

˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq.

De fato, sejam ψ P F , x P Rn e y P Rn tal que |x´ y| ă t ă ε´1. Pelo Lema 2.2.31, temos

I
.
“ |f ˚ ψtpyq|

tL

pε` t` ε|y|qL

ď
tL

pε` t` ε|y|qL

ÿ

k

ż

|f ˚ φt2´kpy ´ zq|t´n
ˇ

ˇ

ˇ
ηpkq

´z

t

¯
ˇ

ˇ

ˇ
¨

pt2´kqL´L

pε` t2´k ` ε|y ´ z|qL´L

ˆ

1`
|z|

t2´k

˙´N`N

dz

ď
˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq

tL

pε` t` ε|y|qL

ÿ

k

ż

pt2´kq´Lp1` |z|
t2´k q

N

pε` t2´k ` ε|y ´ z|q´L
¨ t´n

ˇ

ˇ

ˇ
ηpkq

´z

t

¯
ˇ

ˇ

ˇ
dz.
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Observemos que

pε` t2´k ` ε|y ´ z|qL

pε` t` ε|y|qL
ď

p1` ε
ε`t
|y ` z|qL

p1` ε
ε`t
|y|qL

ď
p1` ε

ε`t
|y| ` ε

ε`t
|z|qL

p1` ε
ε`t
|y|qL

‹

ď

ˆ

1`
ε

ε` t
|z|

˙L

ď

ˆ

1`
|z|

t

˙L

.

Em ‹ usamos a relação 1` a` b ď p1` aqp1` bq, com a, b ě 0.

Assim, em pIq, fazendo mudança de variável, obtemos

I ď
˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq

ÿ

k

2kpL`Nq
ż

p1` |z|qLp1` 2k|z|qN |ηpkqpzq|
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

semi´normas de S

dz

ď C
˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq

ÿ

k

2kpL`Nq2´kM

ď C̃
˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq.

Logo,

˚

M ε,L
φ pfqpxq

.
“ sup

|x´y|ătăε´1

"

|f ˚ φtpyq| ¨
tL

pε` t` ε|y|qL

*

ď C̃
˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq

e, consequentemente,

M ε,L
F pfqpxq ď C̃

˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq.

Afirmação 2.2.45. Para N suficientemente grande, vale

›

›

›

˚˚

M ε,L
N,φpfq

›

›

›

Lp
ď C

›

›

›

˚

M ε,L
φ pfq

›

›

›

Lp
.

Para provar essa afirmação, usamos a idéia da demonstração do Lema 2.2.30.
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Temos

I
.
“ sup

zPRn

#

|f ˚ φtpy ´ zq|
p tLp

pε` t` ε|y ´ z|qLp

ˆ

1`
|z|

t

˙´Np
+

ď

8
ÿ

k“1

sup
2k´1tď|z|ď2kt

#

|f ˚ φtpy ´ zq|
p tLp

pε` t` ε|y|qLp

ˆ

1`
|z|

t

˙´Np
+

` sup
|z|ďt

#

|f ˚ φtpy ´ zq|
p tLp

pε` t` ε|y ´ z|qLp

ˆ

1`
|z|

t

˙´Np
+

ď

8
ÿ

k“1

2pN´Nkqp sup
2k´1tď|z|ď2kt

"

|f ˚ φtpy ´ zq|
p tLp

pε` t` ε|y ´ z|qLp

*

` sup
|z|ďt

"

|f ˚ φtpy ´ zq|
p tLp

pε` t` ε|y|qLp

*

“

8
ÿ

k“0

2pN´Nkqp sup
2k´1tď|z|ď2kt

"

|f ˚ φtpy ´ zq|
p tLp

pε` t` ε|y ´ z|qLp

*

ď

8
ÿ

k“0

2pN´Nkqp sup
2k´1tď|y´x|ď2kt

"

|f ˚ φtpyq|
p tLp

pε` t` ε|y|qLp

*

.

Portanto,

”

˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq

ıp

ď

8
ÿ

k“0

2´pk´1qpN sup
|y´x|ă 2ktă ε´1

"

|f ˚ φtpxq|
p tLp

pε` t` ε|y|qLp

*

.

De modo análogo ao que fizemos no Lema 2.2.30, agora com N grande suficiente, obtemos

ż

Rn

”

˚˚

M ε,L
N,φpfqpxq

ıp

dx ď C

ż

Rn

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx,

com L suficientemente grande; concluindo a prova da afirmação.

Afirmação 2.2.46.

›

›

›

˚

M ε,L
φ pfq

›

›

›

Lp
ď CL }Mφpfq}Lp .

Com efeito, analogamente à prova do Lema 2.25, basta provar

˚

M ε,L
φ pfq ď C rMpMφfq

q
s

1
q @q ą 0,

pois dáı, tomando q ă p, obtemos

ż

”

˚

M ε,L
φ pfq

ıp

À

ż

rMpMφpfqq
q
s
p
q À

ż

rMφpfqs
p .
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Logo,
›

›

›

˚

M ε,L
φ pfq

›

›

›

Lp
À }Mφpfq}Lp .

Análogo ao que fizemos antes, com F “
!

x;M ε,L
F pfqpxq ď λ

˚

M ε,L
φ pfqpxq

)

, λ a escolher,

escrevemos

ż

Rn

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx “

ż

F

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx`

ż

F c

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx.

Porém, pelas afirmações 2.2.44 e 2.2.45, temos

ż

F

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx ď
1

λp

ż

F c

”

M ε,L
F pfqpxq

ıp

dx

ď
C

λp

ż

Rn

”

˚

M ε,L
pfqpxq

ıp

dx

ď
1

2

ż

Rn

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx,

para λ " 1. Logo,

ż

Rn

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx ď 2

ż

F

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıp

dx

ď
1

λp

ż

F c

”

M ε,L
F pfqpxq

ıp

dx,

ou seja, basta mostrar a idéia para x P F . Se x P F , existe py, tq P Rn`1
` , com |x´ y| ă t,

tal que

|f ˚ φtpyq|
tL

pε` t` ε|y|qL
ě

1

2

˚

M ε,L
φ fpxq. (2.28)

Para r ą 0, consideremos a bola Bpy; rtq Ă Bpx; p1`rqtq, pois |x´y| ă t. Se x1 P Bpy; rtq,

x1 “ y ` ρej, com |ρ| ă r. Como no Lema 2.25, supondo ψ P F , temos

|fpx1, tq ´ fpy, tq| ď rt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bfpz1, tq

Bzj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ r|f ˚ ψtpxq| (2.29)

e, claramente,

|fpy, tq| ď |fpx1, tq ´ fpy, tq| ` |fpx1, tq|. (2.30)
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Combinando (2.28), (2.30) e (2.29), obtemos

1

2

˚

M ε,L
φ fpxq ď |fpy, tq|

tL

pε` t` ε|y|qL

ď |fpx1, tq ´ fpy, tq|
tL

pε` t` ε|y|qL
` |fpx1, tq|

tL

pε` t` ε|y|qL

ď r |f ˚ ψtpxq|
tL

pε` t` ε|y|qL
` I

ď CL r|f ˚ ψtpxq| ¨
tL

pε` t` ε|x|qL
` I

ď CLrM
ε,L
F pfqpxq ` I

ď CLr λ
˚

M ε,L
φ pfqpxq ` I

ď
1

4

˚

M ε,L
φ pfqpxq ` I,

para r suficientemente grande, em que

I
.
“ |fpx1, tq| ¨

tL

pε` t` ε|y|qL
ě

1

4

˚

M ε,L
φ pfqpxq, @x1 P Bpy; rtq. (2.31)

Por outro lado, integrando (2.31) em relação a x1, segue

1

|Bpx; p1` rqt|

ż

Bpy;rtq

|fpx1, tq|q
tL

q

pε` t` ε|y|qLq
dx1 ě

1

|Bpx; p1` rqt|

ż

Bpy;rtq

4´qr
˚

M ε,L
φ pfqpxqsqdx1

ě
rn tn

4qp1` rqntn
r
˚

M ε,L
φ pfqpxqsq

“
rn

4qp1` rqn
r
˚

M ε,L
φ pfqpxqsq.

Da definição de Mφpfq, temos

1

|Bpx; p1` rqtq|

ż

Bpy;rtq

|fpx1, tq|q
tLq

pε` t` ε|y|qLq
dx1 ď C

1

|B|

ż

Bpy;rtq

rMφpfqpx
1
qs
qdx1

ď CMrMφpfqpxqs
q.

Combinando essas duas últimas estimativas, obtemos

rn

4qp1` rqn

”

˚

M ε,L
φ pfqpxq

ıq

ď C
1

|B|

ż

Bpy;rtq

rMφpfqpx
1
qs
q
dx1 ď CMrMφpfqs

q
pxq, @q ą 0.

Portanto,
˚

M ε,L
φ pfqpxq ď CqrMpMφfq

q
pxqs

1
q , @ q ą 0.
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Com isso, finalmente, completamos a prova do Teorema da Caracterização Maximal

de Hp.

OBSERVAÇÕES: Para φ P C8c , φ ě 0, supppφq Ă Bp0; 1q e

ż

φ “ 1, definimos

}f}Hp

.
“ }Mφf}Lp , 0 ă p ď 8.

Vimos que

}Mφf}Lp „
›

›M˚
φf

›

›

Lp
„ }MFf}Lp ,

em que x „ y significa que existem constantes positivas c1, c2 satisfazendo c1x ď y ď c2x.

Em particular, se p ą 1, então Lp “ Hp, isto é, Hp é um espaço de Banach se p ą 1.

Para p “ 1, f ÞÑ }Mφf}L1 é uma norma, pois Mφ é sublinear.

Com efeito,

Mφpf ` gqpxq “ sup
tą0
|pf ` gq ˚ φt|pxq

ď sup
tą0
|f ˚ φt|pxq ` sup

tą0
|g ˚ φt|pxq

“ Mφfpxq `Mφgpxq.

Ainda, como }f}L1 ď }f}H1 , segue que se }f}H1 “ 0, então f “ 0 q.t.p. x .

Além disso, podemos mostrar, usando transformada de Riesz, que para p “ 1, H1 é

completo.

Para p ă 1, }f}Hp não é norma, porém podemos definir a distância

dpf, gq
.
“ }f ´ g}pHp . (2.32)

Notemos que }.}pHp é subaditiva.

Além disso, se }f}Hp “ 0, então f é a distribuição nula. De fato, por hipótese,

}MFf}Lp “ 0 e dáı MFfpxq “ 0 q.t.p. x, ou seja, para toda ψ P F , temos MFfpxq “

0 q.t.p. x que implica em para toda ψ P F e para todo t ą 0, t´n
@

f, ψp ¨´x
t
q
D

“ 0 q.t.p. x.

Então, xf, ψp¨ ´ xqy “ 0 q.t.p. x. Seja xn Ñ 0 tal que xf, ψp¨ ´ xnqy “ 0. Da continuidade

de f , segue xf, ψp¨qy “ 0, pois ψp¨ ´ xnq Ñ ψp¨q em S 1. Portanto, xf, ψy “ 0, @ψ P F .

Se ϕ P S é qualquer, então εϕ P F , para um certo ε ą 0 suficientemente pequeno. Logo,

xf, ψy “ ε´1 xf, εϕy “ ε´1 ¨ 0 “ 0, isto é, f é a distribuição nula.

A métrica em 2.32 define a topologia de Hp, p ă 1, o qual é um espaço métrico
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completo com essa distância. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na referência

[10].

PROPOSIÇÃO 2.2.47. Se fj Ñ 0 em Hp, então fj Ñ 0 em S 1, isto é, a topologia em Hp

é mais fina do que em S 1.

Demonstração. De fato, dado ϕ P S, consideremos ϕτ pxq “ ϕpx´ τq
.
“ Tτϕpxq, |τ | ď 1.

Logo, tTτϕu|τ |ď1 é um conjunto limitado de S. Portanto, εtTτϕu|τ |ď1 Ă F para algum

ε ą 0. Agora notemos que f ˚ ϕtpxq “
A

f, T̆xϕ
E

e dáı
A

f,
˘̆
ψ
E

“ f ˚ ψ̆p0q.

Com isso, temos

|xfj, ϕy| “ |xfj, T´τTτϕy|

“ |xTτfj, Tτϕy|

“

ˇ

ˇ

ˇ
pTτfjq ˚ pT̆τϕq

ˇ

ˇ

ˇ
p0q

“

ˇ

ˇ

ˇ
Tτ rfj ˚ pT̆τϕqs

ˇ

ˇ

ˇ
p0q

“

ˇ

ˇ

ˇ
rfj ˚ pT̆τϕqs

ˇ

ˇ

ˇ
p´τq

ď ε´1MFfjp´τq.

Elevando a p e integrando para τ P Bp0; 1q, obtemos

|xfj, ϕy|
p
ď

1

|Bp0; 1q|εp

ż

Bp0;1q

rMFfjs
p
p´τqdτ ď C }fj}

p
Hp

jÑ8
ÝÑ 0, @ϕ P S.

Portanto, fj Ñ 0 P S 1.

OBSERVAÇÕES:

(1) }.}Hp é invariante por translações. De fato, basta notar que

pTτfq ˚ φt “ Tτ pf ˚ φtq ñMφpTτfq “ Tτ pMφqf.

(2) Compacidade fraca da bola unitária: Se fn P H
p com }fn}Hp ď A, então existe

um f P Hp e uma subsequência fnk tal que fnk Ñ f no sentido das distribuições (ver

referência [16]).

A proposição seguinte será muito usada no próximo caṕıtulo.
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PROPOSIÇÃO 2.2.48. Seja ϕ P C8c pBpx0; rqq tal que |Dαϕ| ď r´n´|α|, @ |α| ď N (N

definido da famı́lia F). Então

| xf, ϕy | ďMFfpx0q. (2.33)

Tal ϕ é chamada concentrada em Bpx0; rq.

Demonstração. Com efeito, considerando ψpxq
.
“ rnϕprx ´ x0q, obtemos supppψq Ă

Bp0; 1q e |Dαψpxq| “ rn`|α||Dαϕprx´ x0q| ď 1@ |α| ď N . Então ψ P F , pois

›

›xβDαψ
›

›

L8pBp0;1qq
ď }Dαψ}L8 ď 1, @ β e @ |α| ď N.

Temos

|f ˚ ψt|px0q ďMFfpx0q, @ t ą 0. (2.34)

Em particular, para t “ r, temos ψrpzq “ ϕ̆px0 ´ zq “ pTx0ϕ̆qpzq. Dáı,

f ˚ ψrpx0q“f ˚ pTx0ϕ̆qpx0q“Tx0pf ˚ ϕ̆qpx0q“f ˚ ϕ̆px0 ´ x0q“f ˚ ϕ̆p0q“xf, ϕy .

Usando isso e por (2.34), obtemos

| xf, ϕy | ďMFfpx0q.

No próximo caṕıtulo apresentamos o Teorema da Decomposição Atômica de Hp.



Caṕıtulo

3

Decomposição Atômica de Hp

Os resultados aqui expostos foram retirados e adaptados dos livros do Stein [16] e [17].

Iniciamos esse caṕıtulo apresentando duas decomposições auxiliares (a de Whitney e a de

Calderón-Zygmund Generalizada), as quais são de extrema importância para o decom-

posição atômica de Hp. A decomposição de um dado conjunto em uma união disjunta

de cubos (ou bolas) é uma ferramenta fundamental na teoria descrita neste caṕıtulo. Já

usamos esse tipo de técnica no Lema da cobertura de Vitali, no caṕıtulo anterior. Essa

idéia foi introduzida pela primeira vez por Whitney e formulada como se segue.

A Decomposição de Whitney, essencialmente, nos diz que dado um conjunto não vazio

e fechado F Ă Rn, seu complementar é a união de uma sequência de cubos Qk, cujos

interiores são mutualmente disjuntos e cujos diâmetros são proporcional à distância deles

a F .

Observação 3.0.49. Por cubos entendemos cubos fechados, cujas faces são paralelas aos

planos coordenados e dois cubos serão “disjuntos” se seus interiores forem disjuntos.

3.1 Decomposições Auxiliares

TEOREMA 3.1.1 (Decomposição de Whitney). Seja F Ă Rn fechado. Então existe uma

coleção de cubos F “ tQ1, Q2, . . .u dois a dois “disjuntos” tais que

(1) Ω “ F c “
ď

k

Qk;

(2) c1diampQkq ď dpQk, F q ď c2diampQkq.

Nesse caso, dizemos que diampQkq e dpQk, F q são comparáveis, e denotamos isso por

diampQkq „ dpQk, F q.

72
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Demonstração. Sejam Ωk Ă Ω, k P Z, dados por Ωk “
 

x P Rn; c2´k ď dpx, F q ď c2´k`1
(

,

com c ą 0 a escolher, M0 a malha de cubos unitários com vértices em Zn, n P N e

Mk “ 2´kM0, k P Z. Geometricamente, temos

Figura 3.1: Decomposição de Whitney

Consideremos F0 “ tQ PMk;QX Ωk ‰ H, k P Zu . Para x P Ωk X Q e y P Q P F0,

temos

dpx, F q ď dpx, yq ` dpy, F q ď diampQq ` dpQ,F q.

Logo,

dpQ,F q ě dpx, F q ´ diampQq ě c2´k ´
?
n2´k “ pc´

?
nq2´k ě c1

?
n2´k,

com c1, c a escolher. Por outro lado,

dpQ,F q ď dpx, F q ď c2
´k ` 1 ď c2

?
n2´k.

Agora, basta tomar c “ 2
?
n, c1 “ 1 e c2 “ 4. Com isso, p1q é satisfeito e para obter os

cubos dois a dois disjuntos, basta usar o axioma da escolha.

A seguir, apresentamos a Decomposição de Calderón-Zygmund generalizada, a qual

será fortemente usada mais adiante. Essencialmente, dada uma função f , queremos de-

compor f como f “ g ` b, sendo g uma função “good” e b uma função “bad”.
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TEOREMA 3.1.2 (Decomposição de Calderón-Zygmund Generalizada). Seja f P L1
loc

Ş

Hp

e λ fixo. Então existe uma decomposição f “ g` b, b “
ÿ

bk e uma coleção de cubos Qs
k

tal que

(1) g P L8, |g| ď Cλ;

(2) supppbkq Ă Qs
k e

ż

Rn
rMφbks

p
ď C

ż

Qsk

rMFf s
p;

(3) tQs
ku tem a propriedade da interseção limitada e

ď

k

Qs
k “ tx P Rn : MFpfqpxq ą λu.

Demonstração. Notemos que tx P Rn;MFfpxq ą λu Ĺ Rn é um aberto de Rn, pois MFf

é uma semi-cont́ınua inferiormente.

Primeiramente, vamos provar (3). Pela decomposição de Whitney, podemos escrever

Ω “ tx P Rn;MFfpxq ą λu “
ď

k

Qk, Qk “ Qpxk, lkq,

com lk „ distpQk, F q, em que F “ Ωc.

Para 0 ă a ă s fixos, consideremos Qa
k “ Qpxk, p1 ` aqlkq e Qs

k “ Qpxk, p1 ` sqlkq.

Observemos que Qk Ă Qa
k Ă Qs

k. Se s for suficientemente pequeno, todo ponto de Ω per-

tence a, no máximo, N “ 2n cubos tQs
ku , isto é, tQs

ku possui a propriedade da interseção

limitada, e, além disso,
ď

k

Qs
k “ Ω. Logo, (3) está provado.

Agora, vamos provar (1). Se y R Qs
k e x P Qa

k, então existem c1, c2 ą 0 tais que

c1 ă
|y´xk|
|x´y|

ď c2, pois, como função de px, yq P Qa
kˆpQ

s
kq
c, é limitada e possui ı́nfimo maior

que zero. Observemos que |y´xk|
|x´y|

se aproxima de 1, quando y se afasta de xk. Escolhamos

0 ď ψ P C8c pQp0, aqq, ψ ” 1 em Q “ Qp0, 1q e consideremos ψkpxq “ ψpx´xk
lk
q P C8pΩq.

Notemos que supppψkq Ă Qa
k, pois |x ´ xk| ě p1 ` aqlk, ou seja, |x´xk|

lk
ą 1 ` a e dáı

ψpx´xk
lk
q “ 0. Assim,

1 ě ψpxq
.
“
ÿ

k

ψkpxq P C
8
pΩq.

Portanto, as funções

ηkpxq
.
“

ψkpxq
ÿ

j

ψjpxq
P C8c pQ

a
q

formam uma partição da unidade de Ω, subordinada à cobertura tQa
ku e, consequente-

mente,
ÿ

k

ηkpxq “ 1.
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Observemos que ηk satisfaz a desigualdade

|Dαηkpxq| ď cα l
´|α|
k , com cα independente de k.

Com efeito, para |α| “ 1, por exemplo, α “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q, temos

|B1ηkpxq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B1ψk
ψ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ψk
B1ψ

ψ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c̃ l´1
k ` cN l´1

k “ c1 l
´1
k .

Para α qualquer, aplicamos o processo de indução e obtemos

|Dαηkpxq| ď }B
αψ}L8 l

´|α|
k .

Além disso, existem x̄k P F “ tx P Rn;MFfpxq ą λuc e c ą 0 independente de k tais que

Bpx̄k, clkq Ą Qa
k Ą supppηkq, pela decomposição de Whitney. Dáı,

ηk
clnk

está concentrada

em Bpx̄k, clkq. Logo,

1

|Qk|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fηk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

f,
ηk
clnk

Fˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c1MFfpx̄q ď c1λ. (3.1)

Finalmente, vamos construir g e bk. Definamos bk “ pf ´ ckqηk, com ck “

ş

fηk
ş

ηk
. Então

ż

bk “ 0 e supppbkq Ă Qa
k Ă Qs

k.

Afirmação 3.1.3. |ck| ď c λ.

De fato, notemos que
ż

ηkpxqdx » lnk , (3.2)

isto é, existem c1, c2 ą 0 tais que c1l
n
k ď

ż

ηk ď c2l
n
k , pois

ż

Qak

ηk ď |Q
a
k| “ p1 ` aqn lnk e

de η
k

ˇ

ˇ

Qk

“
ψk

ÿ

j

ψj
“

1
ÿ

j

ψj
ě

1

N
, segue

ż

Qak

ηk ě

ż

Qk

ηk ě
1

N
lnk . Portanto, por (3.1), (3.2) e

como |Qa
k| » lnk , obtemos

|ck| ď c1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ş

fηk
lnk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c λ,

provando a afirmação.
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Agora, definamos

gpxq “

$

’

&

’

%

fpxq se x R Ω
ÿ

k

ckηkpxq se x P Ω

Claramente, g ` b “ f , sendo b definida por b “ f ´ g.

Se x R Ω, MFfpxq ď λ e dáıMφfpxq ď cMFfpxq. Portanto, |φt˚fpxq| ďMφfpxq ď cλ,

@ t ą 0. Fazendo t Ñ 0, obtemos |φt ˚ fpxq|
q.t.p
ÝÑ |gpxq| “ |fpxq| e, consequentemente,

|gpxq| ď cλ.

Se x P Ω, pela afirmação anterior, |g| ď
ÿ

k

|ck|ηk ď cλ
ÿ

k

ηk “ cλ.

Portanto, (1) está provado.

Finalmente, para mostrar a estimativa em (2), isto é,

ż

Rn
rMφbks

p
ď c

ż

Qsk

rMFf s
p

provaremos que

(a) Mφbkpxq ď cMFfpxq, se x P Qs
k;

(b) Mφbkpxq ď cλ
ln`1
k

|x´ xk|n`1
, se x R Qs

k.

Dáı, admitindo (a) e (b), se x P Qs
k, a estimativa seguirá diretamente. Se x R Qs

k, para

p ą
n

n` 1
, teremos

ż

RnzQsk

rMφbks
p
ď cpλp l

pn`1qp
k

ż

RnzQsk

|x´ xk|
´ppn`1qdx

ď cpλp l
ppn`1q
k

ż

Bp0;
lk
2
qc

|x|´ppn`1qdx

“ cpλp l
ppn`1q
k

ż 8

lk
2

r´ppn`1qrn´1dr

“ cpλp l
ppn`1q
k l

´ppn`1q`n
k

“ cpλp lnk

“ cpλp
ż

Qk

1

“ cp
ż

Qk

λp

ď cp
ż

Qk

rMFf s
p.

Notemos que Bp0, lk
2
qc Ą RnzQs

k se, e somente se, Bp0, lk
2
q Ă Qs

k “ Q pxk, p1` bq lkq e
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´ppn` 1q ` n´ 1ă´1 se, e somente se, p ą n
n`1

. Portanto, conclúıremos

ż

RnzQsk

rMφbks
p
ď C

ż

Qsk

rMFf s
p.

Com isso e usando (a), obteremos

ż

Rn
rMφbkpxqs

pdx ď

ż

Qsk

rMφbkpxqs
pdx`

ż

RnzQsk

rMφbkpxqs
pdx

ď C

ż

Qsk

rMFfpxqs
pdx` C

ż

Qsk

rMFfpxqs
pdx

“ C 1
ż

Qsk

rMFfpxqs
pdx.

Sendo assim, resta-nos provar (a) e (b). Para mostrar (a), seja x P Qs
k. De bk “ fηk´ckηk,

temos Mφbkpxq ďMφpf ηkqpxq `Mφpck ηkqpxq. Mas

Mφpck ηkqpxq ď |ck|Mφpηkqpxq

ď c λ sup
tą0
|φt ˚ ηk|pxq

“ c λ sup
tą0
}φt}L1 }ηk}L8

“ c λ

ď cMFfpxq.

Por outro lado, se t ď lk, temos

Mφpf ηkqpxq “ sup
tą0
|φt ˚ pf ηkq|pxq

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

t´nφ
´x´ y

t

¯

ηkpyqfpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0
| xf, ϕy |,

com ϕpyq “ t´nφ
`

x´y
t

˘

ηkpyq P S e f P L1
loc Ă S 1 e supppϕq Ă Bpx, tq.

Afirmação 3.1.4. A função
ϕ

c
está concentrada em Bpx, tq, isto é,

ˇ

ˇ

ˇ
Dαϕ

c

ˇ

ˇ

ˇ
ď t´n´|α|,

com c constante. Com efeito,
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• α “ 0 : |ϕ| ď
c

tn

• |α| “ 1:

|Bjϕ| ď
c

tn`1
`

c

tn
|Bηk| ď

c

tn`1
`

c

tn
c

lk
ď

c1

tn`1
.

• |α| “ j : Para β ` γ “ α, temos

Dαϕpyq “ t´n
ˇ

ˇ

ˇ
Dβ

”

φp
x´ y

t
q

ı

Dγηkpyq
ˇ

ˇ

ˇ
ď

cβ
tn`|β|

cγ
t|γ|

. “
cα

tn`|α|
,

concluindo a afirmação, pela regra de Leibniz.

Portanto, para t ď lk, temos |φt ˚f |pxq “ | xf, ϕy | ď cMFfpxq. Para t ą lk, supppϕq Ă

Bpx,
?
np1`aqlkq e, de modo análogo, mostramos que

ϕ

c
está concentrada em Bpx,

?
np1`

aqlkq. Logo, obtemos a mesma estimativa |φt ˚ f |pxq “ | xf, ϕy | ď cMFfpxq. Disso,

conclúımos que Mφbkpxq ď cMFfpxq e, consequentemente, (a) está provado.

Agora, mostraremos (b), isto é,

Mφbkpxq ď cλ
ln`1
k

|x´ xk|n`1
, x R Qs

k.

Temos, para y P Qa
k e x R Qs

k,

|φt ˚ bk|pxq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

t´nφ
´x´ y

t

¯

bkpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

tn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

”

φp
x´ y

t
q ´ φp

x´ xk
t

q

ı

bkpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

tn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

”

φ
´x´ y

t

¯

´ φ
´x´ xk

t

¯ı

fpyqηkpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
1

tn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

”

φ
´x´ y

t

¯

´ φ
´x´ xk

t

¯ı

ckηkpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
“ J1 ` J2.

Lembremos que supppbkq Ă Qa
k, φtpx´ yq “ 0 se

|x´ y|

t
ą 1 e, ainda, |x´ y| ě c|x´ xk|.

Logo, basta considerar valores de t ą c|x ´ xk| ą c1 lk. Pondo J1 “ xf, ϕy , com ϕpyq “

rφtpx´ yq ´ φtpx´ xkqs ηkpyq, temos

• α “ 0: |ϕ| ď
c |y ´ xk|

tn`1
ď

c lk
|x´ xk|n`1

.
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• |α| “ 1: Pela desigualdade do valor médio,

|Bjϕ| ď
1

tn`1

ˇ

ˇ

ˇ
Bjφ

´x´ y

t

¯

´ Bjφ
´x´ xk

t

¯ˇ

ˇ

ˇ
¨ |ηk| ` c

|y ´ xk|

tn`1
¨

1

lk

ď
c

tn`1

ď
c

|x´ xk|n`1
.

• Em geral, para α “ β ` γ, obtemos |Bα|ϕ ď
cαl

1´|α|
k

|x´ xk|n`1
e supppϕq Ă pQa

kq Ă

Bpx̄k; c lkq.

Além disso, a função ψ
.
“ ϕ ¨

|x´ xk|
n`1

ln`1
k

está concentrada em Bpx̄k; c lkq e pela Proposição

2.2.48, temos

| xf, ψy | ďMFfpx̄q.

Dáı, finalmente, obtemos

|J1| “ | xf, ϕy |

“ c ¨
ln`1
k

|x´ xk|n`1
¨ | xf, ψy |

ď c ¨
ln`1
k

|x´ xk|n`1
¨MFfpx̄q

ď cλ
ln`1
k

|x´ xk|n`1
.

Para J2, lembrando que |ck| ď cλ e |Dα ηk| ď c ¨
λ

l
|α|
k

, pela desigualdade do valor médio,

obtemos uma estimativa semelhante para |J2|, isto é,

|J2| ď

ż

Qsk

|φtpx´ yq ´ φpx´ xkq| ¨ |ck| ¨ |ηk|dy (3.3)

ď c
|y ´ xk|

tn`1
¨ λ lnk (3.4)

ď c λ
ln`1
k

|x´ xk|n`1
, (3.5)

com t ě c |x´ xk|. Por (3.3) e (3.3), conclúımos, a proposição para
n

n` 1
ă p ď 1.
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A prova para pď
n

n` 1
precisa de uma estimativa melhor para

Mφbkpxq ď cλ
ln`1
k

|x´ xk|n`1
, x R Qs

k.

Isso é feito modificando a construção das “más” funções bk de modo que elas satisfazem

uma propriedade adicional de momento, conforme veremos na seção a seguir.

3.1.5 Correção das funções bk.

Se p ď
n

n` 1
, existe d P N, d ą 1 tal que

n

n` d
ă p ď

n

n` d´ 1
. Fixemos esse d. Vamos

procurar a seguinte estimativa:

Mφbkpxq ď c λ
ln`dk

|x´ xk|n`d
, x R Qs

k. (3.6)

Gostaŕıamos que
ż

bkpyqP pyqdy “ 0, (3.7)

para todo polinômio P de grau menor ou igual a d. Se vale (3.7), usamos o polinômio

de Taylor de grau d da função y ÞÑ ϕpyq
.
“ ψtpx ´ yq em torno de xk e obtemos (3.6).

Fixemos k e consideremos L2pQa
kq dado pelo produto interno

xf, gy “

ż

Qak

f ḡ η̃kdy,

com η̃k “
ηk
ş

ηk
, supppQa

kq. Observemos que

}B
αη̃k}L8 “

}Bαηk}L8
ş

ηk
ď
cαl

|α|
k

|Qk|
ď cαrp1` bqlks

´n´|α|.

Sejam Pd “ tpolinômio P em Rn; graupP q ď du, Pd,k “ Pdˇˇ
ˇQa
k

Ď L2pQa
kq e a sua

projeção ortogonal Pk : L2pQa
kq ÝÑ Pd,k. Vamos apresentar os novos ck “ ckpxq e bk

de modo que esses novos ckpxq substituem as constantes ck usadas antes por polinômios

ckpxq P Pd. Definamos ck “ Pkpfq. Dáı, f ´ ck KPd,k, isto é,

xf ´ ck, P y “

ż

Qak

pf ´ ckq η̃kP “ 0, @ P P Pd,k.
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Portanto, basta definirmos

bk “ pf ´ ckq η̃k.

Afirmação 3.1.6. Se q é um polinômio de grau menor ou igual a d, então

}Dαq}L8pQakq
ď cαl

´|α|
k }q}L2pQakq

. (3.8)

De fato, basta provar a seguinte desigualdade para o cubo unitátio Q, centrado na origem,

}Dαp}L8pQq ď cαl
´|α|
k }p}L2pQq , (3.9)

que é válida, pois em espaços normados de dimensão finita, podemos dominar qualquer

semi-norma pela norma. Agora, vamos mostrar que p3.9q implica em p3.8q.

Consideremos ppxq “ qplk x` xkq. Notemos que x P Qô lkx` xk“y P Q
a
k. Como

}Dαp}L8pQq“ l
|α|
k }Dαq}L8pQakq

e

}p}L2pQq“
1

|Q|

ż

Q

q2
plkx` xkqηkpxqdx“

1

|Qa
k|

ż

Qak

q2
pyqηkdy“}q}L2pQakq

,

obtemos

}Dαq}L8pQakq
ď l

´|α|
k }Dαp}L8pQq ď l

´|α|
k cα }p}L2pQq “ cαl

´|α|
k }q}L2pQakq

,

concluindo a afirmação.

Vale o seguinte resultado que substitue a Afirmação 3.1.3 no caso p ď
n

n` 1
:

Afirmação 3.1.7.

(a) |ck ηk| ď c λ, @ x;

(b) |ckpxqηkpxq| ď cMFfpxq, x P Q
s
k.

De fato, seja te1pxq, e2pxq, ¨ ¨ ¨ , ed`1pxqu base ortonormal de Pd,k e completemos a uma

base ortonormal de L2pQa
kq. Dáı, todo u P L2pQa

kq se escreve como

upxq “
ÿ

j

xu, ejy ejpxq.
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Logo,

Pkupxq “
d`1
ÿ

j“1

xu, ejy ejpxq

e, em particular,

ckpxq “

d`1
ÿ

j“1

xf, ejy ejpxq

“
1

|Qa
k|

ż

Qak

fpyq
d`1
ÿ

j“1

ējpyq ¨ ejpxqη̃kpyqdy

“

ż

Qak

fpyqkpx, yqη̃kpyqdy

“ xf, kpx, ¨qη̃ky ,

sendo kpx, yq “
1

|Qa
k|

d`1
ÿ

j“1

ējpyqejpxq polinômio em x e y.

Notemos que |Bαy kpx, yq| ď cαl
´pn`|α|q
k para x, y P Qs

k, pois por (3.8), temos

›

›B
α
y kpx, .q

›

›

L8pQakq
ď cα l

´|α|
k }kpx, .q}L2pQakq

ď cα l
´|α|
k

„

1

|Qa
k|

ż

|kpx, yq|2ηkpyqdy


1
2

“ cα l
´|α|
k

«

1

|Qa
k|

d`1
ÿ

j“1

e2
jpxq

ff
1
2

1

|Qa
k|

2

ď cα

d`1
ÿ

j“1

}ej}L8 l
´p|α|`nq
k

ď cα l
´p|α|`nq
k .

Pela regra de Leibniz, obtemos

ˇ

ˇDα
y rkpx, yqηkpyqs

ˇ

ˇ ď cαl
´p|α|`nq
k .

Então ϕpyq
.
“ cαkpx, yqηkpyq está concentrada em Bpx̄; c lkq, x̄ R Ω e, consequentemente,
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pela Proposição 2.2.48,

|ckpxq| ď c| xf, ϕy |

ď cMFfpx̄q

ď c λ,

provando (a). Analogamente, para x P Qs
k, obtemos (b).

Agora, finalmente, mostremos (1), isto é,

Mφbkpxq ď cMFfpxq, x P Q
s
k.

Seja x P Qs
k (lembremos que

ď

k

Qs
k “ Ω “ tx;MFfpxq ą λu). Então

φt ˚ bkpxq “

ż

φtpx´ yqfpyqηkpyqdy ´

ż

φtpx´ yqckpyqηkpyqdy
.
“ I1 ´ I2,

• I2:

|I2| ď }ck ηk}L8 ¨ }φt}L1 ď c λ ď cMFfpxq

• I1: t ă lk e t ě lk:

|I1| “ | xf, φtpx´ .q ηky | “ | xf, ϕy |,

com

|Dαϕ| ď

$

&

%

c λ t´pn`|α|q se t ă lk

c λ l
´pn`|α|q
k se t ě lk.

Em ambos os casos (como antes), vale |I1| ď | xf, ϕy | ď cMFfpxq.

Logo,

|φt ˚ bkpxq| ď cMFfpxq

e, portanto,

Mφbkpxq ď cMFfpxq, x P Q
s
k.

Agora, mostraremos 3.6. Seja Pd o polinômio de Taylor de grau d, centrado em xk, da
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função y ÞÑ φtpx´ yq e rd`1 seu resto. Temos

φt ˚ bkpxq “

ż

φtpx´ yqbkpyqdy ´

ż

Pdpyqbkpyqdy
loooooooomoooooooon

“0

“

ż

rd`1pyqbkpyqdy

“

ż

rd`1pyqfpyqηkpyqdy ´

ż

rd`1pyqckpyqηkpyqdy

“ xf, rd`1 ηky ´ xck, rd`1 ηky ,

com |Dαrd`1pyq| ď c λ
|xk ´ y|

d`1´|α|

tn`d`1
.

Por outro lado, a função ϕ “ rd`1 ¨ ηk satisfaz

|Dαϕ| ď c
ÿ

α1`α2“α

|Dα1rd`1||D
α2ηk| (3.10)

ď c
ÿ

α1`α2“α

|xk ´ y|
d`1´|α1|

tn`d`1

1

l
|α2|

k

(3.11)

ď c
l
d`1´|α|
k

|x´ xk|n`d`1
, (3.12)

pois lembremos que |x´ xk| „ |x´ y| e t ě |x´ y| ě c |xk ´ x| ě c1 lk.

Logo, a função ψpyq
.
“
c ϕpyq|x´ xk|

n`d`1

ln`d`1
k

está concentrada na bola Bpx̄, c lkq, x̄ P F .

Pela Proposição 2.2.48, temos

| xf, ηk rd`1y | “ | xf, ψy | ¨
ln`d`1
k

|x´ xk|n`d`1

ď cMFfpx̄q
ln`d`1
k

|x´ xk|n`d`1

ď c λ
ln`d`1
k

|x´ xk|n`d`1
.

Com isso, em (3.10), obtemos

|φt ˚ bk|pxq ď c̃ λ
ln`d`1
k

|x´ xk|n`d`1
,

ou ainda,

Mφtbkpxq
.
“ sup

tą0
|φt ˚ bk|pxq ď c̃ λ

ln`d`1
k

|x´ xk|n`d`1
.

Portanto, a prova do Teorema 3.1.2, finalmente, está completa.
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Na seção seguinte, enfim, apresentamos o Teorema da Decomposição Atômica de Hp.

De agora em diante, vamos supor 0 ă p ď 1, pois para p ą 1, já sabemos que Hp “ Lp.

3.2 O Teorema da Decomposição Atômica de Hp

Dada f P Hp, sabemos apenas que suas funções maximais, conforme o teorema da carac-

terização maximal, pertencem a Lp. Embora o esse teorema nos dê várias equivalências,

ele ainda nos fornece pouca informação sobre os espaços Hp. Precisamos, então, de um

resultado mais forte, isto é, que nos dê informações mais precisas sobre Hp. Uma das

vantagens de caracterização atômica é que facilita a estimativa de muitos operadores (em

particular, operadores de convolução) sobre os espaços Hp, pois permite que tal estimativa

seja realizada apenas sobre os átomos, que são funções relativamente simples. Gostaŕıa-

mos de expressar f como uma soma de elementos relativamente simples e com proriedades

interessantes. Esses elementos são conhecidos como Hp-átomos, os quais apresentamos

sua definição a seguir.

DEFINIÇÃO 3.2.1 (Hp-átomo). Uma função a P L8 diz-se um Hp-átomo se existe uma

bola Bpx0, rq tal que

(1) supppaq Ď Bpx0, rq;

(2) }a}L8 ď |B|
´ 1
p ;

(3)

ż

Rn
xαapxq dx “ 0 , @ |α| ď

Z

n

ˆ

1

p
´ 1

˙^

.

Observação 3.2.2.

(1) Teŕıamos uma definição equivalente se em vez de bolas tivéssemos tomado cubos

com lados paralelos aos eixos coordenados.

(2) Se
n

n` 1
ă p ď 1, a propriedade (3) acima vale apenas para α “ 0.

(3) Das propriedades (1) e (2) da definição de átomo, obtemos

ż

|apxq|pdx ď 1, pois

ż

|apxq|pdx “

ż

B

|apxq|pdx ď }a}p
8
|B| ď

´

|B|´
1
p

¯p

|B| “ 1.
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(4) Um Hp-átomo como definido acima também é conhecido por pp,8q-átomo devido ao

fato de usarmos a norma L8 na propriedade (2). Em geral, para q ě 1, definimos os

pp, qq-átomos de modo inteiramente análogo à definição acima, substituindo apenas

a propriedade (2) por }a}Lq ď |B|
1
q
´ 1
p . Além disso, todo pp,8q-átomo é um pp, qq-

átomo, para todo q ě 1. Com efeito, basta notar que

}a}Lq “

ˆ
ż

B

|a|q
˙

1
q

ď

´

|B|´
q
p
`1
¯

1
q
“ |B|

1
q
´ 1
p .

(5) É posśıvel mostrar que todo pp, qq-átomo pode ser escrito como soma de pp,8q-

átomos. Maiores detalhes, ver referência [8].

O próximo resultado nos diz que um Hp-átomo é, de fato, um elemento de Hp e que

a “norma” em Hp de tais átomos são uniformemente limitadas (em particular, elas são

independentes das bolas B). Em outras palavras, temos proposição a seguir.

PROPOSIÇÃO 3.2.3. Seja a um Hp-átomo. Existe uma constante C “ Cpn, pq tal que

}a}Hp

.
“ }Mφpaq}Lp ď C. (3.13)

com 0 ď φ P C8c ,

ż

Rn
φ “ 1, supppφq Ă Bp0, 1q.

Demonstração. Seja a um Hp-átomo suportado em Bpx0, rq, φ como na hipótese e B˚ “

Bpx0; 2rq. Temos

ż

Rn
|Mφpaqpxq|

pdx “

ż

B˚
|Mφpaqpxq|

pdx`

ż

pB˚qc
|Mφpaqpxq|

pdx “ I ` II

(I):

|pφt ˚ aqpxq| ď

ż

Rn
φtpyq|apx´ yq|dy ď }a}L8

ż

Rn
φtpyqdy ď |B|

´ 1
p

Logo,

Mφpaqpxq
.
“ sup

tą0
|pφt ˚ aqpxq| ď |B|

´ 1
p

e, portanto,

ż

B˚
|Mφpaqpxq|

pdx ď |B|´1

ż

B˚
1dx “ |B|´1

|B˚| “ |B|´1
|B| ¨ 2n

.
“ C1pnq.
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Outra forma (usando a limitação em L2):

I “

ż

B˚
|Mφpaqpxq|

pdx

“

ż

B˚
r|Mφpaqpxq|

pχ
B˚
sχ

B˚
dx

ď

ˆ
ż

B˚
|Mφpaqpxq|

2dx

˙
p
2
ˆ
ż

B˚
1dx

˙
2´p

2

ď C

ż

B˚
|Mφpaqpxq|

2dx|B˚|
2´p

2

ď C1 }a}
p
L2 |B

˚
|

2´p
2

“ C1

ˆ
ż

B˚
|a|2

˙
p
2

p|B|2nq
2´p

2

ď C1

ˆ
ż

B˚
|B|´

2
p

˙
p
2

|B|
2´p

2 p2nq
2´p

2

“ C1|B|
´1

ˆ
ż

B˚
1

˙

p
2

|B|
2´p

2 p2nq
2´p

2

“ C1|B|
´1
|B˚|

p
2 |B|

2´p
2 p2nq

2´p
2

“ C1p2
n
q

2´p
2 2

np
2

“ C1pn, pq.

(II): Temos

pφt ˚ aqpxq “

ż

B

φtpx´ yqapyqdy,

com x R B˚ “ Bpx0; 2rq. Como φ P C8c , usamos a expansão de Taylor sobre x0 da função

y ÞÑ φtpx´ yq dada por

φtpx´ yq “
ÿ

|α|ďn¨pp´1´1q

B
α
y

φtpx´ x0qpx0 ´ yq
α

α!
`Rn¨pp´1´1qpt, x, x0, yq,

com |Rd`1| ď
C|x0 ´ y|

d`1

tn`d`1
, d “

X

n ¨ pp´1
´ 1q

\

. Substituindo em (II), temos

|pφt ˚ aqpxq|ď

ż

B

|apyq|

¨

˝

ÿ

|α|ďd

Bαy φtpx´ x0qpx0 ´ yq
α

α!
`
C|x0 ´ y|

d`1

tn`d`1

˛

‚dy (3.14)

“ C

ż

B

|apyq||x0 ´ y|
d`1

tn`d`1
dy. (3.15)

Como y P B, x R B˚ e |x ´ y| ď t (t suficientemente pequeno), temos |x0 ´ y| ď r,
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|x´ x0| ě 2r e, por conseguinte, |y ´ x0| ď r ď |x´x0|

2
. Logo,

t ě |x´ y| ě |x´ x0| ´ |x0 ´ y| ě
|x´ x0|

2
,

ou seja,
1

t
ď

2

|x´ x0|
. Com isso, em (3.14), obtemos

Mφpaqpxq À |B|´
1
p

ż

B

|x0 ´ y|
d`1

|x0 ´ x|n`d`1
dy

»
|B|´

1
p

|x0 ´ x|n`d`1

ż r

0

λd`1`n´1dλ

»
|B|´

1
p rn`d`1

|x´ x0|
n`d`1

.

Logo,

ż

B˚c
pMφpaqpxqq

pdx À |B|´1rppn`d`1q

ż

B˚c
|x´ x0|

´ppn`d`1qdx

» |B|´1rppn`d`1q

ż 8

2r

λ´ppn`d`1q`n´1dλ

“ C2pn, pq.

Notemos que a integral imprópria acima converge, pois ´ppn ` d ` 1q ` n ´ 1 ` 1 ă 0,

sendo d “
Y

n ¨
´

1
p
´ 1

¯]

.

Portanto, por (I) e (II), conclúımos a prova da proposição.

Observação 3.2.4. Se fpxq “
8
ÿ

k

λkakpxq em S 1, com λk P l
p e ak são Hp-átomos, então

f P Hp. Em outras palavras, se taku é uma coleção de Hp-átomos e pλkq é uma sequência

em C tal que
8
ÿ

k“1

|λk|
p
ă 8, então

8
ÿ

k“1

λkak “ f (3.16)

converge no sentido das distribuições e f P Hp, com

}f}Hp ď C

˜

8
ÿ

k

|λj|
p

¸
1
p

. (3.17)
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De fato, para cada n P N, consideremos a soma finita em (3.16), isto é, fn “
n
ÿ

j“1

λkak.

Para n ă m, temos

}fm ´ fn}Hp “

›

›

›

›

›

m
ÿ

k“n`1

λkak

›

›

›

›

›

Hp

ď C

˜

m
ÿ

k“n`1

|λk|

¸1{p

ÝÑ 0,

quando m,n Ñ 8. Logo, pfnq é uma sequência de Cauchy em Hp, o qual é completo.

Então existe f P HppRnq tal que fn
nÑ8
ÝÑ f em Hp. Pela Proposição 2.2.47, obtemos

a convergência em S 1 e, com isso, provamos o resultado. Observemos que 3.17 é uma

consequência da Proposição 3.2.3 e podeŕıamos ter provado a Observação 3.2.4 de outra

forma, conforme apresentamos a seguir.

Consideremos fn “
n
ÿ

j“1

λkak, para cada n P N. Temos

Mφpfnq “Mφ

˜

n
ÿ

k“1

λkak

¸

ď

n
ÿ

k“1

|λk|Mφpakq. (3.18)

Como p ď 1, segue
˜

n
ÿ

k“1

|λk|Mφpakq

¸p

ď

n
ÿ

k“1

|λk|
p
rMφpakqs

p . (3.19)

Combinando (3.18) e (3.19), e integrando, obtemos

}fn}
p
Hp “

ż

rMφpfnqpxqs
p dx

ď

n
ÿ

k“1

|λk|
p

ż

rMφaks
p dx

ď c
n
ÿ

k“1

|λk|
p,

que dá a convergência absoluta de (3.16) na métrica de Hp. Pela Proposição 2.2.47,

obtemos a convergência em S 1.

A rećıproca da Observação 3.2.4 é o esperado Teorema da Decomposição Atômica de

Hp, o qual enunciamos e provamos a seguir. Para a prová-lo, admitimos o lema a seguir,

cuja demonstração pode ser encontrada em [16].

LEMA 3.2.5. L1
loc

Ş

Hp é denso em Hp, 0 ă p ă 8.
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TEOREMA 3.2.6 (Decomposição Atômica de Hp). Para qualquer f P Hp, podemos escre-

ver

f “
ÿ

j

λjaj,

com λj P l
p, aj átomos e

ÿ

j

|λj|
p
ď C }f}pHp .

Demonstração. Inicialmente, vamos mostrar a decomposição para L1
loc

Ş

Hp. Seja f P

L1
loc

Ş

Hp o qual é denso em Hp pelo Lema 3.2.5. Dado λ “ 2j, j P Z, seja f “ gj ` bj a

decomposição de Calderón-Zygmund de f , isto é,

(1) }gj}L8 ď c 2j;

(2)

bj “
ÿ

k

bjk, supppb
j
kq Ă Qj

k

˚
,

ż

xαbjkpxqdx “ 0, @|α| ď

Z

n

ˆ

1

p
´ 1

˙^

(3) bjk “ pf ´ cjkqη
j
k, sendo cjk polinômio tal que graupcjkq ď d “

Y

n
´

1
p
´ 1

¯]

e

ď

k

Qj
k

˚
“ Ωj

“
 

x;MFfpxq ą 2j
(

.

Notemos que Ωj`1 Ă Ωj e
č

j

Ωj
“ tx;MFfpxq “ 8u . Mas como MFf P Lp, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

č

j

Ωj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. Com isso, por (2) e (3) acima, temos

›

›f ´ gj
›

›

p

Hp “
›

›bj
›

›

p

Hp

»
›

›Mφb
j
›

›

p

Lp

ď
ÿ

k

ż

pMφb
j
kq
p

ď c
ÿ

k

ż

Q˚k

pMFfq
p

ď c

ż

Ωj
pMFfq

p
jÑ8

ÝÑ 0,

pelo teorema da convergência dominada. Pela Proposição 2.2.47, gj Ñ f quando j Ñ 8.

Como |gj| ď c 2j, por (1), segue gj ÝÑ 0 uniformemente em S 1 quando j Ñ ´8 e, em
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particular, gj Ñ 0 em S 1, quando j Ñ ´8. Lembremos que

gj “

$

’

&

’

%

f em pΩjqc,
ÿ

k

cjk η
j
k em Ωj.

Logo,

gN`1
´ g´N “

N
ÿ

j“´N

pgj`1
´ gjq

NÑ8

ÝÑ 0 em S 1,

isto é, f “
ÿ

j

pgj`1
´ gjq em S 1. Então,

f “
ÿ

j,k

pgj`1
´ gjqηjk. (3.20)

Como gj`1` bj`1 “ f “ gj ` bj, segue gj`1´ gj “ bj ´ bj`1 está suportada em Ωj`1 Ă Ωj

e, ainda, a função pgj`1 ´ gjqηjk está suportada numa bola Bj
k (a escolher) que contém

˚

Qj
k. A partir de agora, usaremos a notação

˚

Qj
k em vez de Qj

k

˚
, por simplicidade. Mas

observemos que a função pgj`1 ´ gjqηjk não possui momentos nulos, isto é, não satisfaz a

propriedade crucial de cancelamento. Para garantir isso, precisamos duma decomposição

melhor que (3.20) e na qual agora nos concentraremos. Seja Pk “ P j
k a projeção usada

anteriormente. T́ınhamos cjk “ P j
k pfq e, ainda, cj`1

l “ P j`1
l pfq.

Agora, consideremos cjk,l “ P j`1
l rpf ´ cj`1

l qηjks o polinômio de grau menor ou igual a

d, P j`1
l : L2p

˚

Qj`1
l q Ñ Pdˇ

ˇ

˚
Q
j`1
l

.

Propriedades de cjk,l:

(a) Se
˚

Qj
k

Ş ˚

Qj`1
l “ H, então cjk,l ” 0;

(b) |cjk,l η
j`1
l | ď c 2j.

Tomemos k, l tais que
˚

Qj
k

Ş ˚

Qj`1
l ‰ H (caso contrário, cjk,l ” 0.)

Afirmação 3.2.7. diamp
˚

Qj
kq ě c diamp

˚

Qj`1
l q.

Com efeito, sejam p P
˚

Qj
k

Ş ˚

Qj`1
l e δjk o diâmetro de

˚

Qj
k, isto é, δjk “ sup

!

dpp, qq; p, q P
˚

Qj
k

)

.

Temos δjk „ dp
˚

Qj
l ,
c
Ωjq e dpp,

c
Ωj`1q ď dpp,

c
Ωjq, pois Ωj`1 Ă Ωj. Logo,

δj`1
k „dp

˚

Qj`1
l ,

c

Ωj`1
q„dpp,

c

Ωj`1
q.

Donde segue a afirmação.
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Se cjk,l ı 0, existe p P
˚

Qj
k

Ş ˚

Qj`1
l . Dáı, existem c ą 0 e q R Ωj tal que supppcjk,l η

j`1
l q Ă

Bpq, c ljkq. Como antes, adaptando a notação, escrevemos

cjk,lpxq “

ż

pfpyq ´ cj`1
l qkpx, yqηjkpyqη

j`1
l pyqdy “

@

f, kpx, .qηj`1
l ηj`1

l

D

,

com k polinômio em x, y. De modo análogo, adaptando os argumentos anteriores, mos-

tramos que |Bαkpx, yq| ď c l
jp´n´|α|q
k e, ainda, a função ϕpyq

.
“ c kpx, yqηj`1

l pyq está con-

centrada em Bpq, c ljkq. Portanto, obtemos

|cjk,lpxq| ď c | xf, ϕy | ď cMFfpqq ď c 2j, q R Ωj,

como queŕıamos, visto que |Bβηj`1
k | ď

cβ

l
|β|
k

, @β.

Voltando à decomposição em (3.20), lembremos que f “
ÿ

j

ÿ

k

pgj`1
´ gjqηjk.

Temos

f “
ÿ

j

rbj ´ bj`1
s “

ÿ

j

«

ÿ

k

pf ´ cjkqη
j
k ´

ÿ

l

pf ´ cj`1
k qηj`1

l

ff

“
ÿ

j

«

ÿ

k

Ajk

ff

,

em que

Ajk “ pf ´ c
j
kqη

j
k ´

ÿ

l

pf ´ cj`1
l qηj`1

l ηjk `
ÿ

l

cjk,lη
j`1
l ,

com cjk,l “ P j`1
l rpf ´ cj`1

l qηjks e |cjk,lη
j`1
l | ď c 2j.

Observemos que
ÿ

l

cjk,lη
j`1
l é não nulo somente se

˚

Qj
k

Ş ˚

Qj`1
l ‰ H. Lembremos que

ÿ

k

ηjk “ 1 em supppηj`1
l q, pois Ωj`1 Ă Ωj. Dáı, temos

ÿ

k

ÿ

l

cjk,lη
j`1
l “

ÿ

k

ÿ

l

 

P j`1
l rpf ´ cj`1

l qηjks
(

ηj`1
l

“
ÿ

l

“

P j`1
l pf ´ cj`1

l q
‰

ηj`1
l

“
ÿ

l

“

P j`1
l pfq ´ P j`1

l pcj`1
l q

‰

ηj`1
l

“
ÿ

l

“

P j`1
l pfq ´ rP j`1

l pfqs2
‰

ηj`1
l

“ 0,

pois rP j`1
l pfqs2 “ P j`1

l pfq.

Agora destacamos as propriedades de Ajk
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(1) supppAjkq Ă Bj
k, a qual contém

˚

Qj
k e todos

˚

Qj
l tais que

˚

Qj
k

Ş ˚

Qj`1
l ‰ H. Dáı,

diamp
˚

Qj
l q ď c

˚

Qj
k e |Bj

k| „ |
˚

Qj
k|;

Figura 3.2: Propriedades das funções Ajk

(2) |Ajk| ď c 2j;

(3)

ż

xαAjkpxqdx “ 0, @ |α| ď d.

Prova das propriedades:

(1): Segue diretamente da construção das funções Ajk.

(2): Temos

Ajk “ ηjkpf ´
ÿ

l

f ηj`1
l q ´ cjk η

j
k `

ÿ

l

pcj`1
l ηjk ` c

j
k,lqη

j`1
l “ I1 ´ I2 ` I3

Mas
ÿ

l

f ηj`1
l “ f χj`1

Ω em que χj`1 é a função caracteŕıstica de Ωj`1.

ηjk

˜

f ´
ÿ

l

f ηj`1
l

¸

“ ηjkpfq ´ η
j
kf χ

j`1

Ω
j`1

“ ηjk f
´

1´ χj`1

Ω
j`1

¯

“ ηjk fχ
j`1

Ω
j \Ω

j`1
.
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Notemos que em Ωj\Ωj`1, temos MFfpxq ď 2j`1 “ 2 2j. Com isso,

|fpxq| “ lim
tÑ0
|φt ˚ f |pxq

ď Mφfpxq

ď c̃MFfpxq

ď c1 2j.

Logo, |I1| ď |η
j
k| ¨ |f | ď c1 2j.

Em I2, já vimos que |I2| “ |cjk η
j
k| ď c2 2j e em I3, temos |I3| “ |cj`1

l ηj`1
k | ď c3 2j.

Portanto,

|Ajk| ď c 2j.

(3): Temos

Ajk “ pf ´ c
j
kqη

j
k ´

ÿ

l

“

pf ´ cj`1
l qηjk ´ c

j
k,l

‰

ηj`1
l

e por construção, pf ´ cjkqKPd em L2p
˚

Qj
kq, em que xu, vyL2p

˚Qjkq

.
“

1

|
˚Qj

k|

ż

u v̄ ηjk.

Dáı, @ |α| ď d, temos

ż

xαpf ´ cjkqη
j
k dx “ |

˚

Qj
k|
@

f ´ cjk, x
α
D

L2p
˚Qjkq

“ 0.

Analogamente,
ż

xα
“

pf ´ cj`1
l qηjk ´ c

j
k,l

‰

dx “ 0 @ |α| ď d

(definição de cjk,l ), provando a propriedade (3).

Queremos que

|Ajk| ď |B
j
k|
´ 1
p “ c |

˚

Qj
k|
´ 1
p .

Sendo assim, consideremos λj,k “ c2j|Bj
k|
´ 1
p e aj,k “ pλj,kq

´1Ajk. Então

f “
ÿ

j,k

Ajk “
ÿ

j,k

λj,k aj,k,

com

• supppaj,kq Ă Bj
k;

• }aj,k}L8 “ |λj,k|
´1Ajk }}L8 “ c´12´j|Bj

k|
´ 1
p c2j “ |Bj

k|
´ 1
p ;
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•
ż

xαaj,kpxqdx “ 0 @ |α| ď d.

Assim, vemos que os aj,k são os átomos procurados na decomposição de f . Além disso,

ÿ

j,k

|λj,k|
p
“

ÿ

j,k

cp2jqp|Bj
k| (3.21)

ď c
ÿ

j

p2jqp
ÿ

k

|Bj
k| (3.22)

“ c
ÿ

j

p2jqp|
 

x;MFfpxq ą 2j
(

|. (3.23)

Agora, lembremos que dada g P Lp, λgpγq
.
“ tx; |gpxq| ą γu é a função distribuição de

g e vale

ż

Rn
|g|p “

ż 8

0

γp´1λgpγqdγ. Pondo g “ MFpfq e hpγq “ γp´1λgpγq, em (3.21),

temos

ÿ

j,k

|λj,k|
p
“ c

ÿ

j

p2jqp´1
|
 

x;MFfpxq ą 2j
(

| 2j

“ c
ÿ

j

hp2jq 2j, pSoma de Riemann de hq

ď c1
ż 8

0

γp´1
| tx;MFfpxq ą γu | dγ

“ c1
ż

rMFf s
p
pxqdx

» }f}pHp .

Enfim, isso mostra que f possui a decomposição atômica desejada, desde que f P L1
loc

Ş

Hp.

Afirmação 3.2.8. Se a decomposição vale para f P L1
loc

Ş

Hp, denso em Hp, então vale

para f P Hp.

Com efeito, pelo Lema 3.2.5, dada f P Hp, podemos encontrar uma sequência fi P

L1
loc

Ş

Hp tal que

f0 ” 0, fi
iÑ8

ÝÑ f em Hp e }fi`1 ´ fi}
p
Hp ď 2´i´1

}f}pHp .

Logo, f “
8
ÿ

i“0

pfi`1´fiq incondicionalmente em Hp e, portanto, converge em S 1, pela Pro-

posição 2.2.47. Aplicando a decomposição atômica para cada fi`1 ´ fi, temos
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fi`1 ´ fi “
ÿ

j,k

λij,ka
i
j,k. Logo,

f “
ÿ

i,j,k

λij,ka
i
j,k,

com
ÿ

i,j,k

|λij,k|
p
ď c

ÿ

i

}fi`1 ´ fi}
p
Hp » }f}

p
Hp e obtendo, finalmente, a decomposição atô-

mica para f P Hp.

Observação 3.2.9.

p1q A decomposição atômica não é única.

p2q Dada f P Hp, podemos escolher uma decomposição atômica da forma f “
8
ÿ

k“1

λkak,

em que os átomos a1js satisfazem

ż

xαakpxqdx “ 0 @ |α| ď N,

com N ě tnpp´1 ´ 1qu natural fixo.

p3q Uma condição necessária para que f P H1 é

ż

f “ 0, ou ainda, se

ż

f ‰ 0, então

f R H1. De fato, se f P H1, pelo teorema da decomposição atômica, f “
8
ÿ

k“1

λkak a

qual converge em L1. Pelo teorema da convergência dominada e da propriedade p3q

da definição de H1-átomo, obtemos

ż

Rn
fpxqdx “

ż

Rn

8
ÿ

k“1

λkakpxqdx “
8
ÿ

k“1

λk

ż

Rn
akpxqdx “ 0.

p4q Se a é um átomo com

ż

xαapxqdx “ 0 @ α, então a ” 0.

Com efeito, pelo Teorema de Paley-Wiener, âpξq é uma função inteira em Cn, com

âpξq “
ÿ

α

Bαξ âp0q

α!
ξα. Mas para todo α, temos

B
α
ξ âp0q“B

α
ξ

ż

e´ix¨ξapxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ξ“0
“p´iq|α|

ż

xαe´ix¨ξapxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ξ“0
“p´iq|α|

ż

xαapxqdx“0.

Logo, â ” 0 e, como a transformada de Fourier é um isomorfismo, segue a ” 0.



97

3.2.10 Dualidade dos espaços de Hardy

Nesta seção, citaremos algumas observações sobre dualidade dos espaços de Hardy, cujas

demonstrações ser podem encontradas na referência [16].

Dada f P L1
locpRnq e Q um cubo em Rn, escrevemos gQ “ ´

ż

Q

g
.
“

1

|Q|

ż

Q

g e definimos

a função “sharp” associada a f por

M 7fpxq “ sup
x PQ

"
ż

Q

|fpyq ´ fQ|dy

*

.

Definimos o espaço vetorial normado de funções de oscilação média limitada (Bounded

Mean Oscillation) por

BMOpRn
q “

"

f P L1
locpRn

q; sup
Q

inf
c
´

ż

Q

|fpxq ´ c|dx ă 8

*

com a norma }f}BMO

.
“ sup

Q
inf
c
´

ż

Q

|fpxq ´ c|dx.

Um passo importante no desenvolvimeto da teoria dos espaços de Hardy foi dado por

C. Fefferman, que caracterizou o dual de H1 como o espaço BMO, isto é,

pH1
pRn

qq
˚
“ BMOpRn

q.

Os espaços BMO também pode ser definido como

BMOpRn
q “

 

f P L1
loc;M

7f P L8
(

com a norma }f}BMO

.
“
›

›M 7f
›

›

L8

Além disso, vale a inclusão L8 Ĺ BMO; basta tomar fpxq “ ln|x| que não pertence

a L8. Esse espaço, que contém estritamente o espaço L8, foi introduzido por John e

Niremberg. Posteriormente, R. Coifman forneceu uma caracterização dos espaços Hp, 0 ă

p ď 1, em termos dos átomos, construindo os átomos por meio da função maximal de

Fefferman-Stein, conforme vimos anteriormente.

Para 0 ă p ă 1, o dual do espaço HppRnq é o espaço de Lipschitz homogêneo de ordem

n

ˆ

1

p
´ 1

˙

, denotado por Λ
np 1

p
´1q

˚ . Para mais detalhes ver referência [7].

Para p “ 1, já sabemos que H1 é Banach e, mais, vale o teorema de Hahn-Banach.

Mas para Hp, 0 ă p ă 1, não vale o teorema de Hahn-Banach, pois Hp não é localmente
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convexo.

No caṕıtulo seguinte, iniciamos a segunda parte do trabalho apresentando uma apli-

cação dos espaços de Hardy referente à teoria de Compacidade Compensada.



Caṕıtulo

4

Aplicação - Compacidade Compensada

4.1 Introdução

Nesse caṕıtulo, apresentamos alguns resultados retirados e adaptados do artigo [4]. Como

uma aplicação da teoria dos espaços de Hardy, provaremos, por meio de um resultado

conhecido como Lema tipo div´ rot, que quantidades não-lineares (como o jacobiano,

divergente e o rotacional), identificadas pela teoria Compacidade Compensada perten-

cem, em condições naturais, aos espaços de Hardy multimensionais. A teoria Compaci-

dade Compensada identificou classes de tais quantidades não-lineares, bem como algumas

ferramentas gerais para determiná-las de forma sistemática. Conforme mencionado na

introdução do trabalho, essa teoria surgiu a partir de resultados obtidos do problema

de entender como oscilações de equações diferenciais parciais criam oscilações em suas

soluções.

Inicialmente, lembremos que definimos

H1
“
 

f P S 1pRn
q;Mφpfq P L

1
pRn

q
(

,

em que

Mφpfqpxq
.
“ sup

tą0
|pf ˚ φtqpxq|,

e φtpxq “ t´nφpx
t
q, φ P C8c pRnq,

ż

Rn
φ “ 1, φ ą 0 e supppφq Ă Bp0, 1q.

Podeŕıamos também ter definido esse espaço como

H1
pRn

q “

"

f P L1
pRn

q : sup
tą0
|φt ˚ f | P L

1
pRn

q

*

,

pois claramente, H1 Ď H1, (lembremos que L1 Ă S 1) e como H1 Ĺ L1, segue H1 Ď H1.

99
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Daqui em diante, vamos adotar essa segunda definição.

Lembremos também que

Mpfqpxq .
“ sup

rą0

1

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy

como a função Maximal de Hardy-Littlewood.

Observação 4.1.1. A seguir, vamos trabalhar com quantidades como o Jacobiano, Di-

vergente e o Rotacional de um campo vetorial definido em Rn. Uma abordagem mais

detalhada sobre tais quantidades pode ser encontrada na referência [3].

Começamos com o exemplo do Jacobiano já mencionado na introdução.

Seja u satisfazendo

u P LqlocpR
n
q
n
@ q ă 8, ∇u P LnpRn

q
nˆn. (4.1)

Vamos considerar o Jacobiano Jpuq “ detp∇uq que pertence a L1pRnq. Um segundo

exemplo trata de campos vetoriais E,B em Rn tais que

E P LppRn
q
n, B P Lp

1

pRn
q
n com 1 ă p ă 8,

1

p
`

1

p1
“ 1. (4.2)

divpEq “ 0, rotpBq “ 0 em D1pRn
q. (4.3)

Em seguida, formamos o produto escalar E.B que claramente está em L1pRnq (pela

desigualdade de Hölder). Finalmente, consideremos uma função escalar u e um campo

vetorial v em Rn, n ě 2, satisfazendo

$

&

%

∇u P L2pRnqn, u P L2n{pn´2qpRnq, se n ě 3,

u P LqlocpRnq @ q ă 8, se n “ 2,
, (4.4)

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∇u P L2pRnqnˆn, divpvq “ 0,

u P L2n{pn´2qpRnqn, se n ě 3

v P LqlocpRnqn @ q ă 8, se n “ 2

(4.5)
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e formamos ∇u ¨ Bv
Bxi

para algum i P t1, . . . nu.

Finalmente, temos o principal resultado deste caṕıtulo que é o teorema a seguir sobre

Compacidade Compensada, também conhecido como Lema tipo div´ rot.

TEOREMA 4.1.2.

(1) Seja u satisfazendo p4.1q, então Jpuq P H1pRnq.

(2) Se E,B satisfazem p4.2q e p4.3q, então E.B P H1pRnq.

(3) Sejam u, v satisfazendo p4.4q e p4.5q, então ∇u ¨ Bv
Bxi
P H1pRnq.

Observação 4.1.3.

Além das pertinências, o resultado acima proporciona também estimativas a priori em

H1pRnq em termos de }∇u}nLn (no caso de p1q), }E}Lp }B}Lp1 (no caso de p2q) e }∇u}L2 }∇}L2

(no caso de p3q).

Demonstração.

Inicialmente, vamos provar p2q e, em seguida, afirmamos que p2q implica p1q e p3q. Para

provar p2q, vamos admitir o seguinte lema fundamental, cuja demonstração será apresen-

tada mais adiante na seção 4.2.

LEMA 4.1.4. Sejam E,B satisfazendo p4.2q e p4.3q. Para quaisquer α, β tais que

1

α
`

1

β
“ 1`

1

n
, 1 ď α ď p, 1 ă β ď p1, (4.6)

existe uma constante C “ Cpφ, α, βq tal que

|rφt ˚ pE.Bqspxq| ď C

˜

´

ż

Bpx,tq

|E|α

¸1{α˜

´

ż

Bpx,tq

|B|β

¸1{β

@x P Rn, t ą 0.

Aqui Bpx, tq é a bola aberta de centro x e raio t, e ´

ż

X

denota
1

|X|

ż

X

, |X| medida do

conjunto X.

Inicialmente, notemos que basta provar a desigualdade para cada função coordenada

e, em seguida, utilizar a norma da soma.

Sejam 1 ă p, p1 ă 8 tais que
1

p
`

1

p1
“ 1 e consideremos ε1 “

p´ 1

n p
, ε2 “

p1 ´ 1

n p1
.

Então ε1 ` ε2 “
1

n
. Observemos que ε1p` 1 ă p e ε2p

1 ` 1 ă p1.
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Agora, tomemos α “
p

1` ε1p
ă p, β “

p1

1` ε2p1
ă p1. Claramente,

p

1` ε1p
ą 1 e

p1

1` ε2p1
ą 1. Ainda,

1

α
`

1

β
“

1` ε1p

p
`

1` ε2p
1

p1
“

1

p
`

1

p1
` ε1 ` ε2 “ 1`

1

n
.

Pelo Lema 4.1.4, existe C “ Cpφ, α, βq tal que

|rφr ˚ pE.Bqspxq| ď C

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α˜

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β

@x P Rn, r ą 0. (4.7)

De α ă p e

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|p

¸1{p

ă 8, temos

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

ă 8, pois LppB̄px, rqq Ă LαpB̄px, rqq.

De modo análogo,
˜

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β

ă 8.

Tomando o supremo à direita de (4.7), obtemos

sup
rą0

$

&

%

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α˜

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β
,

.

-

ď sup
rą0

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

sup
rą0

˜

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β

ď

˜

sup
rą0

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α˜

sup
rą0

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β

.

Notemos que a última desigualdade é válida, pois

´

ż

Bpx,rq

|E|α ď sup
rą0

´

ż

Bpx,rq

|E|α para cada r ą 0

e, consequentemente,

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

ď

˜

sup
rą0

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

.
“M para cada r ą 0,

ou ainda, M é cota superior de

$

&

%

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

: r ą 0

,

.

-

.
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Logo,

sup
rą0

˜

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

ď

˜

sup
rą0

´

ż

Bpx,rq

|E|α

¸1{α

.

Analogamente,

sup
rą0

˜

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β

ď

˜

sup
rą0

´

ż

Bpx,rq

|B|β

¸1{β

.

Pela definição de função Maximal de Hardy-Littlewood, temos

sup
rą0

|rφr ˚ pE.Bqspxq| ď C rMp|E|αqpxqs1{α
“

Mp|B|βqpxq
‰1{β

. (4.8)

Como E P Lp e 1 ă α ă p, |E|α P L
p
α , com

p

α
ą 1. Além disso, já vimos que para

1 ă q ď 8, o operador M : Lq Ñ Lq é limitado, isto é, @f P Lq, Mpfq P Lq, e mais,

D C ą 0 tal que }Mpfq}Lq ď C }f}Lq . Sendo assim, Mp|E|αq P L
p
α . Analogamente,

Mp|B|βq P L
p1

β . Com isso, em (4.8), usando a desigualdade de Hölder, obtemos

ż

Rn
sup
rą0

|rφr ˚ pE.Bqspxq|dx ď

ż

Rn
rMp|E|αqs1{αrMp|B|βqs

1
β dx

À

ˆ
ż

Rn
|Mp|E|αq| p

α
dx

˙
1
p
ˆ
ż

Rn
|Mp|B|βq|

p1

β dx

˙
1
p1

» }Mp|E|αq}
1
α

L
p
α

›

›Mp|B|βq
›

›

1
β

L
p1

β

À }|E|α}
1
α

L
p
α
C2

›

›|B|β
›

›

1
β

L
p1

β

» }|E|}Lp }|B|}Lp1 ,

isto é,
ż

Rn
sup
rą0

|rφr ˚ pE.Bqspxq|dx ă 8.

Portanto, E.B P H1pRnq, com }E ¨B}H1 À }E}Lp ¨ }B}Lq .

Afirmação 4.1.5. p2q implica p1q.

Suponha (2) e seja u satisfazendo

u P LqlocpR
n
q
n
@ q ă 8, ∇u P LnpRn

q
nˆn. (4.9)

Queremos mostrar que Jpuq “ detp∇uq P H1pRnq. Faremos o caso n “ 3, isto é, u “
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pu1, u2, u3q P L
q
locpR3q3, com ui P L

q
locpR3q e ∇ui P L3pR3q3, i “ 1, 2, 3.

(a) Primeiramente, vamos supor que ui P C
8
c , i “ 1, 2, 3.

Temos

detp∇uq “ det

¨

˚

˚

˚

˝

Bu1

Bx1

Bu1

Bx2

Bu1

Bx3

Bu2

Bx1

Bu2

Bx2

Bu2

Bx3

Bu3

Bx1

Bu3

Bx2

Bu3

Bx3

˛

‹

‹

‹

‚

“

“

ˆ

Bu2

Bx2

Bu3

Bx3

´
Bu3

Bx2

Bu2

Bx3

˙

Bu1

Bx1

`

ˆ

Bu2

Bx3

Bu3

Bx1

´
Bu3

Bx3

Bu2

Bx1

˙

Bu1

Bx2

`

ˆ

Bu2

Bx1

Bu3

Bx2

´
Bu3

Bx1

Bu2

Bx2

˙

Bu1

Bx3

.

Dáı, tomamos

E “

ˆ

Bu2

Bx2

Bu3

Bx3

´
Bu3

Bx2

Bu2

Bx3

,
Bu2

Bx3

Bu3

Bx1

´
Bu3

Bx3

Bu2

Bx1

,
Bu2

Bx1

Bu3

Bx2

´
Bu3

Bx1

Bu2

Bx2

˙

e

B “

ˆ

Bu1

Bx1

,
Bu1

Bx2

,
Bu1

Bx3

˙

“ ∇u1.

Com isso, rotpBq “ 0 e, por hipótese, B P L3pR3q3.

(b) Se ui R C
8
c , i “ 1, 2, 3, seja ϕ P C8c ; então uma conta simples nos mostra que

xrotpBq, ϕy “ 0, isto é, rotpBq “ 0 em D1.

(a’) Novamente, supondo ui P C
8
c , i “ 1, 2, 3, obtemos

divpEq “
B2u2

Bx1Bx2

Bu3

Bx3

`
Bu2

Bx2

B2u3

Bx1Bx3

´
B2u3

Bx1Bx2

Bu2

Bx3

´
Bu3

Bx2

B2u2

Bx1Bx3

`
B2u2

Bx2Bx3

Bu3

Bx1

`
Bu2

Bx3

B2u3

Bx2Bx1

´

´
B2u3

Bx2Bx3

Bu2

Bx1

´
Bu3

Bx3

B2u3

Bx2Bx1

`
B2u2

Bx3Bx1

Bu3

Bx2

`
Bu2

Bx1

B2u3

Bx3Bx2

´
B2u3

Bx3Bx1

Bu2

Bx2

´
Bu3

Bx1

B2u2

Bx3Bx2

“ 0.

(b’) Se para cada i “ 1, 2, 3, ui R C
8
c , existem sequências pξnq, pηnq em C8c tais que

u2 “ lim ξn e u3 “ lim ηn em D1. Por outro lado, sabemos que se uma sequência

de funções pfnq em C8c converge a f em D1, então a derivada Bjfn converge a derivada

Bjf, @j P N. Dáı, @ϕ P C8c , após alguns cálculos, obtemos xdivpEq, ϕy “ 0, ou seja,

divpEq “ 0 em D1.

Agora verificaremos que E P Ln
1

pR3q3. Notemos que n1 “ 3
2
. Sejam E1, E2, E3 as

coordenadas de E. Vamos verificar que Ei P L
3
2 pR3q, para cada i “ 1, 2, 3. Para tanto,

basta mostrar que cada parcela da soma de cada Ei está em L
3
2 pR3q.

Observemos que Bui
Bxj

P L3pR3q, i, j “ 1, 2, 3, dáı podemos aplicar a desiguladade de
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Hölder para os expoentes conjugados p2, 2q, isto é,

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu2

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3
2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu3

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3
2

ď

˜

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu2

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3
¸

1
2
˜

ż

R3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu2

Bxk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3
¸

3
2

“

›

›

›

›

Bu2

Bxj

›

›

›

›

3
2

L3

›

›

›

›

Bu3

Bxk

›

›

›

›

3
2

L3

.

Logo, E P L
3
2 pR3q3. Donde conclúımos, pela hipótese, que E.B “ Jpuq P H1pR3q.

Afirmação 4.1.6. p2q implica p3q.

Suponha (2) e sejam u, v satisfazendo (4.4) e (4.5). Mostremos que ∇u ¨ Bv
Bxi
P H1pRnq, i P

t1, . . . nu fixado. De fato, basta tomar B “ ∇u P L2pRnqn e E “
Bv

Bxi
P L2

pRn
q
n.

Claramente,

rotpBq “ 0 em D1pRn
q, divpEq “ div

ˆ

Bv

Bxi

˙

“
Bpdivpvqq

Bxi
“ 0 em D1pRn

q.

Portanto, usando a hipótese para p “ p1 “ 2, obtemos E ¨B “ ∇u ¨ Bv
Bxi
P H1pRnq.

Com isso, conclúımos que se p1q, (2) e (3) valem, então Jpuq, E.B, ∇u ¨ Bv
Bxi
P L1pRnq.

Observação 4.1.7.

Para mostrar que p1q, p3q segue de p2q quando n ą 3, fazemos de modo inteiramente

anólogo ao caso n “ 3 observando que ∇u P L2pRnqn,
Bv

Bxi
P L2

pRn
q
n enquanto

rotp∇uq “ 0 e div

ˆ

Bv

Bxi

˙

“
B

Bxi
pdivpvqq “ 0 em D1pRn

q.

Portanto, como antes, só temos que definir E “
Bv

Bxi
, B “ ∇u1 para provar a afirmação que

p2q implica p3q (com p “ 2). Para a outra implicação, como antes, também escrevemos

Jpuq “ detp∇uq “ ∇u1 ¨ σ,

com

divpσq “ 0 em D1pRn
q, |σ| ď

n
ź

j“2

|∇uj| q.t.p.,
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e com isso, novamente, retornamos ao caso p2q com

B “ ∇u1 em D1pRn
q e E “ σ P Ln{pn´1q

pRn
q
n,

e σ representa a “permutação” que surge conforme o caso n “ 3.

Agora, na seção a seguir, por fim, provaremos o lema fundamental admitido anterior-

mente para provar o Teorema .

4.2 Demonstração do Lema 4.1.4

Como rotpBq “ 0 em D1pRnq, seja Π uma função escalar tal que ∇Π “ B P pLp
1

qn, isto é,

BjΠ P L
p1 , j “ 1, . . . , n (ver apêndice).

Afirmação 4.2.1. Π P LqlocpRnq, para algum 1 ă q ă 8.

Dividimos essa afirmação em 2 casos: p1 ă n e p1 ě n.

(1) Π P Lp
1˚

loc pRnq, se p1 ă n, em que p1˚
.
“

n p1

n´p1
é o expoente conjugado de Sobolev de

p1. De fato, notemos que 1
p1˚
“ 1

p1
´ 1

n
e dáı p1 ă p1˚. Seja F solução fundamental

do operador ∆ “

n
ÿ

j“1

B2

Bxj
, ou seja, ∆F “ δ em D1pRnq, em que δ o usual Delta de

Dirac (elemento neutro da operação convolução). Então podemos escrever

Πpxq “ ∆F ˚ Πpxq “
n
ÿ

j“1

BjpBjF ˚ Πqpxq “
n
ÿ

j“1

pBjF ˚ BjΠqpxq (4.10)

Adaptando o Teorema 2.1.45, com 1´ 1
a
“ 1

n
, p1 “ p, q “ p1˚, obtemos

}BjF ˚ BjΠ}p1˚ ď c }BjΠ}p1 .

Observemos que a expressão à direita tem valor finito para cada j “ 1, . . . , n, pois

BjΠ P L
p1 , para cada j “ 1, . . . , n. Logo, BjF ˚ BjΠ P L

p1˚ e por (4.10), Π P Lp
1˚

loc pRnq,

com p1˚ ą 1, desde que p1 ă n, pois p1˚ “ np1

n´p1
.

(2) Π P Lqloc, @1 ă q ă 8, se p1 ě n. Com efeito,

• se p1 “ n, então pelo Corolário 2.1.52, como BjΠ P Lp
1

, j “ 1, . . . , n, segue

Π P LqlocpRnq, @1 ă q ă 8.
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• se p1 ą n, pelo teorema 2.1.51, como BjΠ P Lp
1

pRnq, j “ 1, . . . , n, Π é Hölder

cont́ınua, em particular, Π é cont́ınua. Logo, Π P LqlocpRnq, @1 ă q ă 8.

Com isso, conclúımos que Π P LqlocpRnq para algum 1 ă q ă 8, como afirmamos.

Afirmação 4.2.2. E.B “ divpE Πq em D1pRnq.

Inicialmente, fazemos a seguinte observação:

Observação 4.2.3.

Se ϕ P C8c pRnq, então EjΠ P L
1
locpRnq, j “ 1, . . . , n. De fato,

• se Π P Lqloc, @1 ă q ă 8, para p1 ě n, tomemos q “ p1. Como Ej P L
p, então

EjΠ P L
1
locpRnq. Além disso, para cada j “ 1, . . . , n, temos

ż

Rn
EjΠBj ă 8, pois

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
EjΠBj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }Ej}Lp }Π}Lp1 }Bjϕ}L8 .

• se Π P Lp
1˚

, para p1 ă n, então Π P Lp
1

loc, pois p1 ă p1˚. Logo, EjΠ P L1
locpRnq. Além

disso, para cada j “ 1, . . . , n, também temos

ż

Rn
EjΠBj ă 8, pois

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
EjΠBj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }Ej}LppRnq }Π}Lp1 psupppBjϕqq }Bjϕ}L8pRnq .

Agora, seja ϕ P C8c pRnq e K Ă Rn compacto tal que supppϕq Ă K. Pela observação

acima, para E “ pE1, . . . , Enq e E Π “ pE1Π, . . . , EnΠq, temos
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xdivpE Πq, ϕy “

n
ÿ

j“1

xBjpEjΠq, ϕy

“ ´

n
ÿ

j“1

xEjΠ, Bjϕy

“ ´

n
ÿ

j“1

ż

K

EjΠBjϕ

“ ´

n
ÿ

j“1

ż

K

Ej rBjpΠϕq ´ ϕBjΠs

“ ´

n
ÿ

j“1

ż

K

EjBjpΠϕq `
n
ÿ

j“1

ż

K

EjϕBjΠ

˚
“

n
ÿ

j“1

ż

K

BjEjϕΠ`
n
ÿ

j“1

ż

K

pEjBjΠqϕ

“

ż

K

Π xdivpEq, ϕy `
n
ÿ

j“1

xEjBjΠ, ϕy

“ xE.∇Π, ϕy

“ xE.B, ϕy .

Notemos que em
˚
“ aplicamos integração por partes e o termo não integrado é nulo,

pois ϕ se anula fora de seu suporte. Portanto,

divpE Πq “ E.B em D1pRn
q.

Dáı, para cada x P Rn fixo e t ą 0 escrevemos pφ̌tqxpyq
.
“ φtpx ´ yq

.
“ t´nφpx´y

t
q, com

E.B P D1, φt P C8c e
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rφt ˚ pE.Bqspxq “
@

E.B, pφ̌tqx
D

“
@

divpE Πq, pφ̌tqx
D

“

n
ÿ

j“1

B

BpEjΠq

yj
, pφ̌tqx

F

“ ´

n
ÿ

j“1

B

EjΠ,
Bpφ̌tqx
Byj

F

“

n
ÿ

j“1

ż

Rn
ΠpyqEjpyq

1

tn
Bφpx´y

t
q

Byj

1

t
dy

“

ż

Rn
Epyq∇φpx´ y

t
q

1

tn`1
Πpyqdy

“

ż

Rn
∇φpx´ y

t
q

1

tn`1
Epyq

«

Πpyq ´ ´

ż

Bxt

Πpyq

ff

dy.

Na última última igualdade, usamos o seguinte resultado:

Afirmação 4.2.4. divpE.Πq “ divpE.pΠ ` Cqq, para qualquer constante C, desde que

divpEq “ 0 em D1. Com efeito, dado ϕ P C8c pRnq, temos

xdivpE Π` Cq, ϕy “

n
ÿ

j“1

xBjpEjpΠ` Cqq, ϕy

“ ´

n
ÿ

j“1

xEjpΠ` Cq, Bjϕy

“ ´

n
ÿ

j“1

ż

K

EjpΠ` CqBjϕ

“

n
ÿ

j“1

ż

K

BjEjpΠ` Cqϕ

˚
“

n
ÿ

j“1

ż

K

BjEjΠϕ`
n
ÿ

j“1

ż

K

CBjEjϕ

“

n
ÿ

j“1

xBjEjΠ, ϕy ` C
n
ÿ

j“1

xDjEj, ϕy

“ xdivpE Πq, ϕy ` C xdivpE Πq, ϕy

˚˚
“ xdivpE Πq, ϕy .

Na igualdade
˚
“ aplicamos integração por partes como antes e tomando C “ ´´

ż

Bxt

Πpyqdy,
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obtemos a igualdade
˚˚
“ acima.

Notemos que como supppφq Ă Bp0, 1q, então supppφpx´y
t
qq Ă Bpx, tq. Pela desigual-

dade de Hölder, temos

|rφt ˚ pE.Bqspxq| ď

ż

Bxt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

∇φ
´x´ y

t

¯ 1

tn
1

t
Epyq

«

Πpyq ´ ´

ż

Bxt

Πpyq

ffˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

ď C

ż

Bxt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|Bx
t |

1{α

1

|Bx
t |

1{α1
Epyq

«˜

Πpyq ´ ´

ż

Bxt

Πpyq

¸

1

t

ffˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

ď C
1

|Bx
t |

1{α

«

ż

Bxt

|Epyq|α

ff1{α
1

|Bx
t |

1{α1

»

–

ż

Bxt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

Πpyq ´ ´

ż

Bxt

Π

¸

1

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1
fi

fl

1{α1

ď C

«

´

ż

Bxt

|Epyq|α

ff1{α
»

–´

ż

Bxt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

Πpyq ´ ´

ż

Bxt

Π

¸

1

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α1
fi

fl

1{α1

Queremos aplicar a desiguladade de Sobolev-Poincaré sobre a bola (ver referência

[5]) para p “ β, com 1 ď p ă n e 1 ă β ď p1 ă p1˚. Notemos que α1 “ β˚, pois
1

β˚
“

1

β
´

1

n
“ 1´

1

α
“

1

α1
. Vimos que:

• Se p1 ě n, então Π P LqpBx
t q, @1 ă q ă 8. Tomando q “ β, temos Π P L1pBx

t q.

Além disso, como β ď p1 e BjΠ P L
p1pB̄x

t q, então BjΠ P L
βpB̄x

t q, j “ 1, . . . , n.

• se p1 ă n, então Π P Lp
1˚

pB̄x
t q Ă Lp

1

pB̄x
t q Ă LβpB̄x

t q Ă L1pB̄x
t q. Ainda, BjΠ P

Lp
1

pB̄x
t q Ă LβpB̄x

t q.

Em outras palavras, Π PW1,βpB̄x
t q (o usual espaço de Sobolev das funções de Lβ que tem

a primeira derivada no sentido das distribuições em Lβ dotado da topologia usual.) Pela

desigualdade de Sobolev-Poincaré, obtemos

|rφt ˚ pE.Bqspxq| ď C 1

«

´

ż

Bxt

|E|α

ff1{α˜

´

ż

Bxt

|∇Π|β
¸1{β

@ t ą 0

e o lema, enfim, está provado.

OBSERVAÇÕES:

(a) O item p1q do teorema 4.1.1 ainda vale se assumirmos que ∇ui P LpipRnq, em que

1 ă pi ă 8 e
n
ÿ

i“1

1

pi
“

1

n
, n ě 2.
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(b) Se usarmos a estimativa (4.8) nas “reduções” de p1q ou p3q a p2q do teorema 4.1.1,

deduzimos, no caso de p1q e escolhendo β “ pn´ 1qα que

sup
tą0
|φt ˚ detp∇uq| ďMp|∇u|αqn{α, (4.11)

em que α “
n2

n` 1
.

No caso de p3q, escolhemos α “ β (por simetria) e assim α “
2n

n` 1
, e encontramos

sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φt ˚

ˆ

∇u ¨ Bu
Bxi

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďMp|∇u|αq1{αM
ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bv

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α˙1{α

. (4.12)

Agora, vamos enunciar uma extensão do teorema 4.1.1. Antes recordemos que, para

0 ă p ă 1, definimos

Hp
pRn

q “ tf P S 1pRn
q : sup

tą0
|φt ˚ f | P L

p
pRn

qu.

Usando 4.8, 4.11 ou 4.12, deduzimos um resultado mais forte do que o teorema 4.1.1.

Primeiramente, vamos detalhar as condições necessárais para indicá-lo de forma concisa:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∇u P LppRnqn, para algum n ě p ą
n2

n` 1
,

u P Lp˚pRnq se p ă n, u P LqlocpRnq @ q ă 8, se q “ n,

E P LppRnqn, B P LqpRnqn,

(4.13)

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

com

1 ă p ă 8, 1 ă q ă 8,
1

p
`

1

q
ă 1`

1

n
,

rotpEq “ 0, divpBq “ 0 em D1pRnq,

(4.14)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∇u P LppRnqn, u P Lp˚pRnq se p ă n,

u P LrpRnq, @ r ą 0 se p ě n,

∇v P LrpRnqnˆn, v P Lp˚pRnqn se q ă n,

v P LrpRnqn, @ r ą 0 se q ě n, divpvq “ 0,

1 ă p ă 8, 1 ă q ă 8,
1

p
`

1

q
ă 1`

1

n
.

(4.15)
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Finalmente, apresentamos a seguir o teorema que estende 4.1.1.

TEOREMA 4.2.5.

(1) Seja u satisfazendo p4.13q, então Jpuq P Hp{npRnq.

(2) Sejam E,B satisfazendo p4.14q, então E ¨B P HrpRnq, com 1
r
“ 1

p
` 1

q
.

(3) Seja u, v satisfazendo p4.15q, então ∇u ¨ Bv
Bxi
P HrpRnq, com 1

r
“ 1

p
` 1

q
.

Demonstração.

A demonstração e maiores detalhes desse resultado podem ser encontrados na referência

[4].



Caṕıtulo

5

Apêndice

Existência da função escalar Π tal que B “ ∇Π e rotpBq “ 0.

Vamos reescrever o problema no contexto de formas. Inicialmente, faremos algumas

considerações, a saber, introduziremos a noção de formas diferenciais em Rn.

5.1 Formas Diferenciais em Rn

DEFINIÇÃO 5.1.1. Seja p P Rn. Denotamos por Rn
p ao conjunto (espaço vetorial) dos

vetores q ´ p, q P Rn, com origem em p, chamado espaço tangente de Rn em p. Sendo

B “ te1, ¨ ¨ ¨ , enu a base canônica de Rn “ Rn
0 , denotamos por peiqp “ ei ´ p P Rn

p .

Observe que tpe1q, ¨ ¨ ¨ , penqpu é uma base de Rn
p . Chamamos campo de vetores em Rn

a uma aplicação ν, que a cada ponto p P Rn associa um vetor νppq P Rn
p . Podemos

escrevemos νpvq “ a1ppqe1 ` ¨ ¨ ¨ anppqen, sendo ai : Rn Ñ R funções que caracterizam ν.

Diremos que ν é de classe C8 quando cada ai o for.

Denotemos por xi : Rn Ñ R a projeção na i´ésima coordenada e consideremos pRn
p q
˚

o espaço dual de Rn
p . Notemos que o conjunto tpdxiqp; i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu é a base dual de

tpeiqp; i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu, pois pdxiqppejq “
Bxi
Bxj
“ 1 se i “ j e 0 caso contrário.

Seja ΛkpRn
p q
˚ o espaço vetorial de todas as funções k´lineares alternadas ϕ : Rn

p ˆ

¨ ¨ ¨ ˆ Rn
p Ñ R. Dados ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕk P pRn

p q
˚, notemos que ϕ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ϕk P ΛkpRn

p q
˚, em

que ϕ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ϕk “ detpϕipvjqq. Em particular, o elemento pdxi1qp ^ ¨ ¨ ¨ ^ pdxikqp, que

denotaremos simplesmente por pdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikqp, é um elemento de ΛkpRn
p q
˚.

PROPOSIÇÃO 5.1.2. O conjunto tpdxi1^¨ ¨ ¨^dxikqp; i1 ă 12 ă ¨ ¨ ¨ ă ik, ij P t1, ¨ ¨ ¨ , nuu

é uma base para ΛkpRn
p q
˚.

113
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DEFINIÇÃO 5.1.3. Uma k´forma exterior em Rn é uma aplicação ω que a cada ponto

p P Rn associa um elemento ωppq P ΛkpRn
p q
˚, que em virtude da proposição anterior pode

ser escrito como

ωppq “
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

a11¨¨¨ikppqpdxii ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikqp, ij P t1, ¨ ¨ ¨ , nu,

em que ai1¨¨¨ik : Rn Ñ R são aplicações. ω é dito de classe C8 quando cada ai1¨¨¨ik o for.

Convencionamos, a partir de agora, que todas as k´formas exteriores consideradas serão

de classe C8. Diremos somente que ω é uma k´forma exterior.

Denotando simplesmente por I a k´upla pi1, ¨ ¨ ¨ , ikq, com i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ij e ij P

t1, ¨ ¨ ¨ , nu, escrevemos a k´forma exterior ω como ω “
ÿ

I

aIdxI . Por convenção, dizemos

que uma 0´forma exterior é uma função f : Rn Ñ R, de classe C8.

DEFINIÇÃO 5.1.4. Sejam ω “
ÿ

I

aIdxI e ϕ “
ÿ

I

bIdxI k´formas diferenciais. Defini-

mos a soma de ω e ϕ por ω`ϕ “
ÿ

I

paI ` bIqdxI . E sendo ω “
ÿ

I

aIdxI e ϕ “
ÿ

J

bJdxJ ,

com I “ pi1, ¨ ¨ ¨ , ikq, i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik e J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jsq, j1 ă ¨ ¨ ¨ ă js, definimos o produto

exterior ω ^ ϕ “
ÿ

IJ

aIbJdxI ^ dxJ .

PROPOSIÇÃO 5.1.5. Sejam ω uma k´forma, ϕ uma s´forma e θ uma r´forma. Então,

p1q pω ^ ϕq ^ θ “ ω ^ pϕ^ θq;

p2q pω ^ ϕq “ p´1qkspϕ^ ωq;

p3q ω ^ pϕ` θq “ ω ^ ϕ` ω ^ θ, se r “ s.

DEFINIÇÃO 5.1.6. Seja ω “
ÿ

I

aIdxI uma k´forma exterior em Rn. Definimos a de-

rivada exterior dω de ω por dω “
ÿ

I

daI ^ dxI , em que para cada função f : Rn Ñ R

tem-se a 1´forma exterior df “
n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
dxi, por definição.

PROPOSIÇÃO 5.1.7. Com relação a derivada exterior, seguem as seguintes propriedades:

p1q dpω1 ` ω2q “ dω1 ` ω2;

p2q dpω ^ ϕq “ dω ^ ϕ` p´1qkω ^ dϕ, em que ω é uma k´forma e ϕ é uma s´forma;
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p3q dpdωq “ d2ω “ 0.

Agora, denotamos por ΛkpRnq o espaço das k-formas suaves em Rn e u “
ÿ

|I|“k

uIdxI

um elemento t́ıpico do espaço. Dizemos que uma k-forma u P LppRnqk (analogamente

u P C8c pRnq) se para cada |I| “ k, temos uI P L
ppRnq (respectivamente uI P C

8
c pRnq).

O produto no espaço ΛkpRnq pode ser definido como

u ¨ v “
ÿ

|I|“k

uIvI .

Consideremos o complexo de De Rham dado pela derivada exterior d : ΛkpRnq Ñ Λk`1pRnq

e d˚ : Λk`1pRnq Ñ ΛkpRnq a derivada co-exterior dada por

xdu, vy “ xu, d˚vy , u, v P C8c pRn
q,

de modo que x , y : ΛkpRnq ˆ ΛkpRnq Ñ R é definido por

xu, vy “
ÿ

|I|“k

ż

R
uIpxqvIpxqdx.

Agora, retornemos à existência Π. Queremos π tal que d˚π “ u e dπ “ 0. Dáı, fazemos

k “ 1 ou k “ n´ 1 e obtemos o problema original com u “ E

Como d˚u “ 0, podemos escrever u “ d˚π tal que dπ “ 0. De fato, consideremos a identi-

dade v “ p∆Eq ˚ v, sendo ∆ o operador de Laplace em Rn e E uma solução fundamental

para ∆; em paticular, Epxq “ c |x|2´n, n ě 3. Reescrevendo ∆ “ dd˚ ` d˚d, obtemos

u “ pdd˚ ` d˚dqE ˚ u

u “ dpE ˚ d˚uq ` d˚pE ˚ duq pd˚u “ 0q

u “ d˚pE ˚ duq pπ “ E ˚ duq

u “ d˚π.

Claramente, dπ “ E ˚ ddu “ 0, como queŕıamos.
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