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Resumo

Esse trabalho esta dividido em duas partes.

Na primeira, nosso objetivo é apresentar os espagos de Hardy H?(R"), o qual coincide
com os espacos LP(R™), quando p > 1, estd estritamente contido em LP(R™) sep=1,e é
um espaco de distribuigoes quando 0 < p < 1. Quando 0 < p < 1, os espagos de Hardy
oferecem um melhor tratamento envolvendo andlise harmonica do que os espagos LP(R"™).
Entre outros resultados, provamos o teorema da caracterizacao maximal de H”, o qual
fornece varias, porém equivalentes, formas de caracterizar H?, com base em diferentes fun-
¢oes maximais. Demonstramos o teorema da decomposicao atomica para HP, 0 < p < 1,
que permite decompor qualquer distribuigdo em H? como soma de HP-dtomos (fungoes
mensuraveis que satisfazem certas propriedades). Nessa etapa, usamos fortemente a de-
composi¢ao de Whitney e a decomposi¢ao de Calderén-Zygmund generalizada.

Na segunda parte, como uma aplicac¢do, provamos que quantidades nao-lineares (como
o jacobiano, divergente e o rotacional definidos em R"), identificadas pela teoria compa-
cidade compensada pertencem, em condi¢oes naturais, aos espagos de Hardy. Para tanto,
além dos resultados visto na primeira parte, usamos outros como os Teoremas de Imersoes
de Sobolev, a desigualdade de Sobolev-Poincaré. Usamos ainda, defini¢oes e resultados

referentes ao contexto de formas diferenciais.

Palavras-chave: Analise Harmonica, Espacos de Hardy H?, Caracterizagao Maximal de

H? Decomposicao Atomica de HP, Compacidade Compensada.



Abstract

This work is divided into two parts.

In the first part, our goal is to present the theory of Hardy Spaces HP(R™), which
coincides with the Lebesgue space LP(R"™) for p > 1, is strictly contained in LP(R"™) if
p = 1, and is a space of distributions when 0 < p < 1. When 0 < p < 1, the Hardy spaces
offers a better treatment involving harmonic analysis than the LP spaces. Among other
results, we prove the maximal characterization theorem of HP, which gives equivalent
definitions of H?, based on different maximal functions. We will proof the atomic decom-
position theorem for H?, which allow decompose any distribution in H? to be written as
a sum of HP-atoms (measurable functions that satisfy certain properties). In this step,
we use the strongly the of Whitney decomposition and generalized Calderén-Zygmund
decomposition.

In the second part, as a application, we will prove that nonlinear quantities (such
as the Jacobian, divergent and rotational defined in R™) identied by the compensated
compactness theory belong, under natural conditions, the Hardy spaces. To this end, in
addition to the results seen in the first part, will use the results as Sobolev immersions
theorems ans the inequality Sobolev-Poincaré. Furthermore, we will use the tings and

results related to the context of differential forms.

Keyworks: Harmonic Analysis, Hardy Spaces H?, Maximal Caracterization of H?, Ato-

mic Decomposition for H?, Compensated Compactness.
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Introducao

O estudo dos espacos de Hardy, o qual se originou durante as décadas de 1910 e 1920,
no cendario das séries de Fourier e andlise complexa em uma varidavel, tem se transformado
numa teoria rica e aprimorada, ao longo do tempo, proporcionando conhecimentos basicos
em temas como fungdes maximais, integrais singulares e os espagos LP. Os espagos de
Hardy, definidos em termos de distribuicoes, conforme veremos, foram introduzidos por

E. Stein e G. Weiss em 1960. Aqui enfatizamos alguns aspectos desta teoria:

e Extensao de LP - De forma simples, porém imprecisa, os elementos de H? sao
distribuigoes (temperadas) tais sua “fungdo maximal’pertence a LP. Quando p > 1,
a propria definicao de HP torna-o equivalente a LP, mas quando 0 < p < 1, esses
espacos sao muito mais favordveis, ou seja, nos levam a uma série de perguntas em
analise harmonica do que os espagos LP. Em particular, no caso 0 < p < 1, apesar
de serem apenas espacos quase-normados, os duais nao se reduzem a {0} e sdo
interessantes. Em muitas situacoes que ocorrem em anélise de Fourier o espaco H*!
é considerado um bom substituto do espaco L. De fato, existem muitos resultados
em analise de Fourier que sao validos para L”, 1 < p < 00, mas que nao permanecem
vélidos para L!. No entanto, a substituicao de L' por H! recupera a validade desses

resultados.

¢ Equivaléncia de definigoes - O tema central que tratado no capitulo 2 é uma
variedade de abordagens distintas de H?, com base em diferentes defini¢oes; todas
levam a mesma concepcao de HP. Entre elas estao: as varias definicoes maximais,
das quais a mais simples é que uma distribuicao f pertence a H? se, para alguma

¢ €S com ¢ # 0, a funcao Maximal
Rn

My(f)(z) = sup [(f * ¢¢) ()]

t>0

estd em LP; a decomposigao atomica, a qual permite expressar qualquer distribuicao



em HP? como série de elementos relativamente simples (e, reciprocamente, tal soma
pertence a H?). Uma das vantagens da caracterizagao atomica por meio de dtomos
é que ela facilita a estimativa de muitos operadores (como de convolucao, pseudo-
diferenciais e integral singular) sobre os espagos H?, pois permite que tal estimativa

seja realizada apenas sobre os atomos.

Natureza de H? - Em contraste com o caso p > 1, a questao para determinar se
uma distribui¢ao f pertence o H? 0 < p < 1, nao é apenas uma questao do tamanho
(valor absoluto) de f, mas também envolve propriedades de cancelamento da fungao,
conforme veremos no texto. Assim, na definicao do operador maximal dada acima,

o operador M, nao pode ser substituido pelo operador maximal

M(f)(z) = sup ——

r>0 |B(I,7”)| B(z,r)

|f(y)|dy

de Hardy-Littlewood (que serd definido ao final do Capitulo 2), pois o iltimo envolve
apenas o valor absoluto do f. As propriedades de cancelamento também entram (de
uma forma muito direta) na definicio de HP-dtomos apresentados no texto. Sao
estas sutilezas que sao responsaveis pela natureza ardua de alguns dos argumentos
nesse texto, porém as recompensas para o leitor paciente sao as afirmagoes elegantes

e de grande profundidade que se pode provar.

Aplicacao: Compacidade Compensada e Lema tipo div —rot - Por fim, nos
concentramos no espaco H', que também ¢é um espaco de Banach. Esse espaco pos-
sui ricas propriedades e forma grande parte do assunto tratado no ultimo capitulo.
Em particular, nos concentramos numa pequena aplicacao a teoria da Compacidade
Compensada, a qual surgiu a partir de resultados obtidos por L. Tartar e F. Murat
no decorrer de estudos em Teoria da Homogenizacao. Matematicamente, essa 1l-
tima trata-se de um problema de entender como oscilagoes de equacgoes diferenciais

parciais criam oscilacoes em suas solucoes.



Capitulo

1

Espacos de Hardy no disco unitario

A teoria dos espacos de Hardy HP tem sua origem no estudo dos valores fronteira
de fungoes analiticas no interior do disco unitario A = {z € C;|z| < 1}. Pode-se afirmar
que o primeiro resultado nesse sentido é devido a Fatou, o qual em 1906 demonstrou que
funcoes analiticas e limitadas em A possuem limite em quase todo ponto da fronteira de
A. Os espacos HP, p > 0, apareceram como espacos de funcoes analiticas em A, cujas
restricoes a circunferéncias de raio r possuem normas LP, 0 < p < oo limitadas para todo
r e [0,1), isto é,

27
sup J |F(re?)|Pdf < 0.

o<sr<1 Jo
Iniciamos este capitulo apresentando definicoes e resultados utilizados para definir os espa-
¢os de Hardy no disco unitario. Os resultados aqui expostos foram retirados e adapatados

do trabalho de Hoepfner, G.,[9].

1.1 Funcoes Harmonicas

DEFINICAO 1.1.1 (Fungdes Harménicas). Seja D R™ um dominio. Dizemos u € C*(Q) é

harmonica se u satisfaz a equacao de Laplace Au =0 em §2, em que

n 52
A - Z ﬁxﬂ'
7j=1

Em particular, em R?, temos

*u N Pu 0
ox? = 0y? '



Observacgao 1.1.2. E bem conhecido que sendo 2 < R? um dominio; entao Au = 0 se, e

somente se, u = Re(F'), F' holomorfa.

DEFINICAO 1.1.3 (Propriedade do Valor Médio). Dizemos que f satisfaz a Propriedade do
Valor Médio (PVM) em Q) < Vx4 € ), tem-se

f(zo) = 5 1’f|f:r0~|—ra\da
Vr > 0 tal que B(xg,7) = Q, em que S" ' = {x e R": |z| =1} e |S"!| = J do.
Sn—1
Observagao 1.1.4. Neste trabalho, | X| sempre denotard a medida de Lebesgue do con-

junto X.

O teorema seguinte relaciona as fungoes harmonicas com as que satisfaz a PVM. Para

demonstra-lo, usamos dois resultados classicos:

,,,n 7,77, _
|B(0,r)] = —[0B(0,1)] = |B(xo, r)| = —|5" 'l (1.1)

JB(a:o,v") f(x)dx - LT tn_l an—l f(Io + tO’)dadt (1'2)

TEOREMA 1.1.5. Seja u uma funcdo continua. Entdao u € harmoénica se, e somente se,

u satisfaz a PVM.

Demonstrag¢ao. (=) Suponha que u é harmoénica em 2, entdao Au = 0 em Q. Dado z € €,

para 0 < t < r suficientemente pequeno tal que B|xzg,r]| < Q, definamos

1

(ZBO + t(f)d

A funcao f estd definida em (0, 7], é diferencidvel e sua derivada é
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/ 1 " (9u
£ = 51| an ot

1
= SnZu(:L’g + to)odo

|5n—11| J;nvlu(xo + ro)ii(o)do
= | Vui(o)doi(x)

tn|S1’L 1| (7BJ:0t

- tn’Sni ’ J :Eot

= 0.

(.TQ + tU)d

I
[ S—

Logo, f ¢ constante em (0, 7].
Afirmacao 1.1.6. 111% f(t) = u(xo).
De fato,

\f<t>—f<wo>\<@ [u(wo + t0) — ulzo)ldo < sup |u(o + t) — ulze)] —» 0,

Sn—1 oesSn—1

(pois u é uniformemente continua em S™71).

Além disso, de 1ltim f(t) = f(r), temos f(r) = u(xg) e, portanto,

1
157 Jgn-

u(zo) =

({L‘() + ro)do.

(<) Suponha que u satisfaz a PVM. Vamos dividir em dois casos: Caso 1: Suponha que

u e C?*(Q2). Dado x4 € Q, existe r = r(xg) tal que

1
W gl’o + tO')d Vi < 7’(1‘0).
Sn—

u(zo) = f(t) =

De modo anélogo a primeira parte (e com a mesma notagao, f(t) = u(zg) é constante em

[0,7]), derivando obtemos

= YVt <
0= f tn|5’n 1|J Blzot) T(Io),
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ou ainda,
n 1 1
0= ——f Au(z)dr = — Au(z)dx.
t 1S J B (zo.0) |B(70, )| JB(ot)
Pelo teorema da convergéncia dominada [f]
1 t—0

—— |Au(x)dr — Au(xg),
|B(20,1)| B(xo,(t)) (o)

pois Au € C°(Q2). Logo, Au(xg) = 0.
Caso 2: u ¢ C?(Q).
Sejagpe C. % talque | ¢ =1, ¢(z)=¢(z') se |z|=|2'],isto é, ¢ éradial e definamos
Rn
1
6u(x) = (/o).
Essas fungoes sao chamadas “Identidades Aproximadas”em R™ radial e satisfazem as

seguintes propriedades:
(1) | ¢e(@)de = | o(x)dr =1;
R™ R™

e—0
(2) sup|ope(z)] — 0,6 > 0;

|z|>0

(3) sup fRn |pe(x)|dx < 0.

e>0
Vamos mostrar que

U () = (¢ * u)(w) = s ;be(x —y)u(y)dy = no ?e(y)U(w‘ —y)dy

¢ harmonica em seu dominio e também que u. = u (localmente). O simbolo = significa
que a igualdade ¢é valida por definicao.
. . . e—0 . .
Veremos mais adiante que u, = ¢ * u — u uniformemente (ou ver Jorge Hounie [12])

e pelo teorema da convergéncia dominada, u, é C'.

Afirmacao 1.1.7. u, satisfaz a PVM em Q. = {x € Q : d(z,09) > ¢} = Dom(u,).

Wer capitulo 2, pagina 23.
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Se xg € Q¢ e B[z, t] < €, temos

1 1 F [
— | u(zg +to)do = —— ¢€yux—y+tady]da
| 5n—1] Snfg 0 ) 1571 Jgus B(O,e)( Ju(zo )
! ( (o +to)d
= —— |u(x o)do
|Sn=1] Jgus®
L
= oot | 2W) | |ulzo —y + to)do |dy
|S | JB(0,¢) Sn—1
1
= o | eI o - )y
‘S ‘ JB(0,¢)
= de(y)u(zo — y)dy
B(0,¢)
= (¢e * u)(wo)
= u(xp).

Logo, u.(zo) satisfaz a PVM em Q.. Portanto, u.(xg) é harmonica em Q..

Afirmacgdo 1.1.8. u = u, em ..

Para x € (), temos

u(x — ro)p(ro)dodr

B u(z — ra)(é(%)dadr
1 u(z —ro)o(r/e)dodr

Hu(@)o(r/e)dr

u(x) - Lﬁg—m@@my

_ rn—lf
0 gn—1
1 €

- Tn—lf

_ 1 ‘ n—lf
€ Jo Sn—
1 €

- rn—1|Sn—
€n

= u(x

)
)

JE rt J dope(r/e)dr
0 sn-1
u(z JB(QE) dc(x)dx

O

Observagao 1.1.9. Usando as equacoes (1.1)) e (1.2), podemos mostrar que u satisfaz a

PVM se, e somente se,

u(x(J) = | !

B(x(]? 7,)| B(=xo,r)

u(z)dz.



13

1.2 Funcoes Subharmonicas

Os resultados nao demonstrados nesta secao podem ser encontrados no trabalho de Ho-

epfner, G.,[9].

DEFINICAO 1.2.1 (Fungdes Subharmoénicas). Seja Q um aberto de R™.  Uma funcado
u:Q— Ru{—w} € dita subharmonica se ela é semi-continua superiormente e u satisfaz:

V xeQ, Ir(x) >0 tal que

u(z) < ﬁ \u(x + ro)| do,Vr < r(z).
Sn—1

Em particular, quando Q2 € R, Vxy € Q, tem-se lim u(z) = u(z); equivalentemente,
ToT o+

V ce R, o conjunto u'((—0,c)) é aberto.
Observacgao 1.2.2. Se u é semi-continua superiormente e K cc ) EL entao u é limitada
superiormente em K.
De fato, para j = 1,2,--- definamos K; = {z;u(z) < j}°() K. Notemos que K; é
a0
compacto em K para cada j =1,2,---. Além disso, K D K1 D Ky D --- e ﬂKj ={xe
j=1

K;u(z) = oo} = J. Pelo Teorema de Cantor, existe jo € N tal que K;, = ¢J. Entao,

u(z) < jo ¥ x € K, ou seja, u‘ < jo. Portanto, u é limitada superiormente em K.
K

Exemplo 1.2.3.

(1) Sejau: Q c C — C analitica e p > 0. Entao |u(z)|P é subharmonica.

1
= L B lu(zo + ro)|Pdo,

claramente. Suponha u(zg) # 0; entdo existe um ramo de |u(z)|? que é analitico

Com efeito, seja zo € . Se u(zy) = 0, entdo 0 <

numa vizinhanca de zy. Aplicando a propriedade do valor médio para as partes real
e imagindria de |u(z)[P, obtemos

1 Z

P_
=

|u(zo + reia)} do.

2) Se u é harmonicaem 2 < C e p > 1, entao |u(z)|? subharmonica.
( p=1,

2Usamos a notacdo A cc B para indicar que A é um subconjunto compacto de B.
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De fato, sendo u harmonica, vale a PVM, isto é,

1 (" .
u(zo) < —f |u(zo + re)| do.
2m

—Tr

Se p = 1, o resultado é direto. Para p > 1, temos

1 (™ o VU 1/q
lu(z)] < <% ,LU<ZO+T€ )| dQ) %J}rqci@

1 ™ ) 1/27
- <— ’u(zo—l—reze)‘pd@) :

27 J_
Portanto,
1 (" ,
lu(z0)] < —J |u(zo + re’)|” do.
2 J)_.
(3) Se uq,- -+ ,u, sdo subharmonicas, entdo v = max{uq,...u,} é subharmonica. De

fato, dado g € Q, seja 1 < jo < n satisfazendo u(zo) = v;,(x9). Como u;, satisfaz

a PVM, temos

1

W . |U(ZL'() + TO')| do.

1
U($0) = UjO(ZU()) < W J:g B |UjO(ZL‘() + TJ)| do <

PROPOSICAO 1.2.4. Uma funcao u € semi-continua superiormente se, e somente Se,

para todo K cc ), u € limite de uma sequéncia decrescente de funcoes continuas em K.

TEOREMA 1.2.5 (Principio do Maximo para funcdes subharmoénicas). Seja € um dominio

eu: ) — R, entao u nao atinge maximo, a menos que u seja constante.

TEOREMA 1.2.6. Seja v : Q — [—o0,0). Sdo equivalentes:
(a) v € subharménica em $Q;
(b) Dado G = Q limitado e u : G — R harménica tal que u e C°(G),G = Q,v < u em

0G, entdo v <u em Q.

Corolario 1.2.7. Se v subharmonica em B(0, R), entio a fun¢do

, 1
m(r) = =] Ln_l u(ro)do

¢ crescente em 1 € (0, R).
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Exemplo 1.2.8. Seja F' analitica em B(0,1) e 1 < p < c0. Consideremos v(z) = |F(2)[P.
A fungao

N i :
M (Fyr) = = j [Fre®)d = | Fleson

2 Jo
é crescente para r € (0,1).
De fato, para 1 < p < o0, vimos que, se F' analitica, entao |F'(z)[P é subharménica.
Logo, basta aplicar o corolario acima. Se p = 0, M(F,r) = sup |F(re™)|, o resultado
segue do Principio do Maximo para fungoes subharmonicas. e

Denotemos por H(A) o espago das fungoes holomorfas f : A — C, em que A é o disco

unitario em C.

DEFINIGCAO 1.2.9 (Espacos de Hardy H?(A)). Seja 0 < p < 00. Dada uma fungao F € H(A),
dizemos que F' € HP(A) se

| o = Supl M,y(F,r) < o0.

o<r<

Majis precisamente, para 0 < p < 00, definimos os espacos de Hardy

HP(A) = {F e H(A); |F|y» = sup1 M,(F,r) < wo}.

osr<

Claramente, se 0 < p < ¢ < o0, valem as seguintes inclusces H* < HY ¢ HP?.

Definindo a métrica d(F,G) = sup [M,(F —G,r)]?, o espaco (HP(A), d) torna-se um
espac¢o métrico completo e Banach();:]; =1

Até agora vimos a caracterizagao dos espacgos de Hardy definidos sobre o disco unita-
rio e subordinada a teoria das funcoes analiticas. No préximo capitulo vamos exibir os
espacos de Hardy em R™. Para tanto, apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre

funcoes teste, distribuigoes, espaco de Schwartz e trasformada de Fourier. Omitimos as

demonstragoes, as quais podem ser encontradas no livro do Hounie [12].



Capitulo

2

Espacos de Hardy em R"

Na teoria moderna, os espagos de Hardy H? sao apresentados sem referéncia a funcoes
harmonicas ou holomorfas. Isso permite a extensao natural da definicao a varias variaveis
reais, como em HP e até mesmo a dominios mais gerais. Essencialmente, queremos
tornar a teoria dos espagos H? independente da teoria das fungoes analiticas, de modo que
seja caracterizado em termos de funcoes maximais. Iniciamos esse capitulo apresentando

alguns conceitos preliminares para o desenvolvimento desse trabalho.

2.1 Preliminares

2.1.1 As funcoes teste

DEFINICAO 2.1.2. Seja 2 um aberto de R™. As funcoes f : Q < R" — C infinitamente
diferencidveis, com suporte compacto em ) sao chamadas fungoes teste em ). O conjunto

das funcoes teste em S serd denotado por CF(S2).

Lembremos que o suporte de uma fungao continua ¢ : 2 — C é o fecho do conjunto

{z € Q: ¢(x) # 0}. Denotaremos esse conjunto por supp(e).

DEFINICAO 2.1.3. Uma seqiiéncia (¢;) de fungoes de CF(Q) converge a zero em CL(S2)

se:
(1) Eziste um compacto K < Q tal que supp(¢;) < K, j =1,2,...;

(2) Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem

uniformemente a zero quando j — 0.

16
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Opbservagao 2.1.4. E possivel dotar C*(€2) com uma topologia ndo metrizavel de forma
que a convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela definicdo acima (ver refe-

réncia [11]).

2.1.5 Distribuicoes

DEFINICAO 2.1.6. Seja Q < R™ aberto. Um funcional linear continuo u : CF()) — C é

dito uma distribuicao em 2. O espago das distribuicoes em ) se denota por D'(Q). Isto

€seueD(Q) epr,p0€ CL(Q), Ne C e (¢;) € uma seqiiéncia em CF(Q), entao,

u(pr + Ap2) = u(ér) + Au(p2)  (Linearidade)
¢; =0 em CF(Q) = u(¢p;) — 0 (Continuidade).
Em geral, escrevemos {u, ¢y em vez de u(¢p).

As operagoes soma de distribuigbes e multiplicagdo por escalar por distribuigao sao

definidas de maneira “standard”. Dados uy, us € D'(R2), ¢ € CF, X € C, definimos:

<U1 + Uz, ¢>
<>\U1, ¢>

(ur, ) + C(ug, )
>\<U1, ¢>

Dado um operador linear L : C°(2) — C(2), dizemos que L é continuo se Lp; — 0

em C(2) quando ¢; — 0 em C(Q).

DEFINICAO 2.1.7. Sejam L e L' operadores lineares continuos de CF(Q2) em CF ().

Dizemos que L € o transposto formal de L' (e denotamos por L' = L) e vice-versa se

| @opts = [ owors s.vecz@ 2.1)

Observemos que na defini¢do acima, ¢, Lo, ), Ly € CX(Q) < L) < D'(Q), entao,

a equacao (2.1) pode ser reescrita na forma (L¢,v) = (¢, L'1)). Deste modo, é intuitivo
estender L a um operador L : D'(Q) — D'(Q), definido por:

(Lu, )y = (u, L'y ueD(Q) e CP(Q). (2.2)



18

Exemplo 2.1.8 (Produto por uma fungao C*). Dado f € C*(Q2), definimos L : CF(§2) —
C*(Q), (Lo)(x) = f(z) - ¢(z). L é um operador linear continuo e, além disso,

|eo@i@as = [ o/t

Vemos que o transposto formal de L (L) é L. Deste modo, definimos

(fu, ¢ = Cu, f¢). (2.3)

Exemplo 2.1.9 (Derivacao). Sejam {2 um aberto de R" e L = L é um operador

(3x '

linear continuo e, além disso, se ¢, € CF (), pelo teorema de Fubml E| e integracao por
partes:

J9

—d
o 0T, oz, @) J ¢8x] -
0 , .

Portanto, o transposto formal de L é ——— e dado u € D’'(£2) definimos:

ox;

() ~(e2)

Exemplo 2.1.10 (Mudanca de variavel). Sejam €, {25 abertos de R" e ® : 3 — 5 um
difeomorfismo, isto ¢, uma bijecao de Q; em €y, com ® e ®~! de classe C®. Definemos
Lf = fo®, L éoperador linear continuo de C(€23) em CP(€2;). Dada uma fungao teste
f em Qy, z pertence ao complementar de S(f o @) se, e somente se, existir V,, vizinhanga
de aberta de x , em que f o ® é nula. Mas como ¢ é difeomorfismo, isto equivale a
dizer que existe uma vizinhanga de ®(z), a saber, ®(V,,), em que f é nula. Deste modo,
S(fo®) = d Y supp(f)), ja que supp(f) é compacto e ® é difeomorfismo f o ® possui
suporte compacto. Assim, se Lf = f o ®, Lf é funcao teste em €);, o que mostra a
boa definicao do operador L. Dada 1) funcao teste em €25, pelo teorema de mudanca de

varidveis obtemos

. F@@)y(y)dy = | fla)p (@ (@) (27)|(x),

941

Wer capitulo 2, pagina 23.
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em que |J(®71)| representa o valor absoluto do determinante da jacobiana de ®~!, assim
L = |J(@ V)] - pod .

Portanto, definimos

(wo @, ¢) =u, (g0 ") (1)) (2.5)

2.1.11 Suporte de distribuicoes

DEFINIGCAO 2.1.12. Dados uy,us € D'(QY) dizemos que uy € ug $ao iguais (u; = ug) se

para todo fungao teste ¢ em 0 temos {uy, ¢y = (us, ¢).
Abaixo serd dada uma condig¢ao necessaria para igualdade de distribuicoes.

TEOREMA 2.1.13. Sejam uy,us € D'(Q) tais que para todo x € 0 existe vizinhanca

aberta V, em que uy = uy. Entao, u; = us em

DEFINIGAO 2.1.14. Dado u € D'(2), definimos o suporte de u como sendo a intersegdo

de todos os fechados de Q) fora dos quais u € nulo. Denotamos o suporte de u por supp(u).

Observagao 2.1.15. As definicoes de suporte de distribuicdes e de funcdes coincidem,

para fungoes que sao continuas (ver referéncia [11]).
DEFINICAO 2.1.16. Uma distribui¢io u € D'(Q) € dita ser C* em um aberto U < ), se

existe f € C*(U) tal que

Cuy &) = f f@)o(@)da; ¢ e Co(U).

DEFINICAO 2.1.17. Se Q € aberto de R"™, denotamos o espaco das distribuicoes em €

com suporte compacto por E'(2).

TEOREMA 2.1.18. Seja u € £'(QY). Existe um tnico funcional linear i : C*(2) — C

tal que,
(1) u(¢) = u(¢) ¥V ¢ € CX(Q);

(2) u(¢) =0 se p e C*(2) e supp(d) (| supp(u) = .
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DEFINICAO 2.1.19. Uma seqiiéncia (¢;) de fungoes C*(2) converge a zero em C*®(2)
quando para todo compacto K e qualquer o em N, a seqiiéncia de fungoes (0“¢;) converge

uniformemente a zero em K.

Observagao 2.1.20. Se (¢;) é uma seqiiéncia de fungdes convergindo a zero em CP(2),

entdo, (¢;) converge a zero em C* ().

Usamos a seguinte notacao, dado o = (o, ...,a,) € N" i = y/—lex = (21, ...,2,) € R"

denotamos:

- 10 a a1 o
|Oé| = ;aj, Dj:;§_x]7 D :Dl Dn

Qn

— a1 —
= xfteanr, ol =gl

TEOREMA 2.1.21. Sejam Q um aberto de R™ e u um funcional linear em C*(Q). Entdo

u € continuo € se, e somente se, existem K < Q compacto, C >0 e m e Z" tais que

u, @)l <C ) Sungad)!, ¢ e C*(Q)

|a|<mxe

TEOREMA 2.1.22. Sejam Q2 um aberto de R™ e uw um funcional linear em C* (). u é

continuo se, e somente se, para todo compacto K < € existem C' >0 e m € Z" tais que

Ku, )l <C ) sup D¢,  ¢eCr(Q),  supp(¢) = K. (2.6)

lal<m

Sejam ) aberto de R™ e u € D'(Q). Se, para todo compacto K, a condi¢ao (2.6) é
satisfeita para algum valor m fixado dizemos que u é de ordem menor que ou igual a m. O

conjunto das distribui¢oes em 2 de ordem menor que ou igual am é denotado por D], (€2).

2.1.23 A transformada de Fourier em S(R")
Se f e L'(R"), definimos a transformada de Fourier de f por

A~

FNO=F© = [ e padn  cerr 27)

em que i =+/—1, x = (x1,...,2,), & = (&1,...,&n) e ©€ = 18 + - -+ + x,&,. Pelo teorema

da convergéncia dominada, f ¢ continua, além disso, ¢ limitada, pois supg. | f(€)|< || f],.
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Como ja foi visto, é possivel estender a D’ um operador continuo definido em C¥, o
que nao é aplicavel neste caso, ja que se ¢ € CL(R"), entdao ¢ nao tem suporte compacto
a menos que ¢ seja a funcao nula E| Por isso definimos um espaco que contém CF e é

invariante por transformada de Fourier.

DEFINICAO 2.1.24. Denotamos por S (ou S(R™)) o subespaco das fungoes ¢ € C*(R™)

tais que Sup,egn |2*DP(2)| < o0, para todo v, f € N™.

Intuitivamente,o espaco de Schwartz, S(R™), é o conjunto das fungoes suaves ¢ defi-
nidas em R", cujas derivadas decrescem rapidamente no infinito (permanecem limitadas

quando multiplicadas por polinomios arbitrérios), isto é,
|0%p(2)] < C(1 + |2)~",

para todo a € N” e N € N, em que C depende apenas de a, N.

A topologia de S(R™) é dada pela cole¢ao enumeravel de semi-normas

[6]0,5 = sup [2°07(2)],

zeR”

851 aﬂn
sendo 2% = z{* - a5, 09 = P @ Se f e S'(R™) e ¢ € S(R™), a convolugao

f * ¢ estd bem definida e é suave.

DEFINICAO 2.1.25. Dizemos que uma seqiiéncia {¢j}721 = S converge a zero em S se

para todo o, B € N™ temos xo‘Dﬁgbj(a:) — 0 uniformemente.
S é invariante por multiplicagao por polinoémio e derivagao, e ainda S(R") = L}(R™).

TEOREMA 2.1.26. A transformada de Fourier é um operador continuo de S em S e

valem as propriedades:

Deg(€) = €6(€)
F(a%p(2)) (&) = (~1)P'D(€).

2Pelo Teorema de Paley-Wiener (ver referéncia [12]), a transformada de Fourier é analitica real, deste
modo, se possuir suporte compacto ela serd nula. Pela férmula de inversao da transformada de Fourier,
se f=0, entao, f=0.
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TEOREMA 2.1.27. A transformada de Fourier é continuamente inversivel de S(R™) em

S(R™) e 1
Pl = o j YV, pe SR,

Observagao 2.1.28. A transformada de Fourier F : S(R") — S(R") é um isomorfismo.

TEOREMA 2.1.29. Se ¢,v € S, entdo,

|Gvis = [oias
| vts ~ @mr | Gias

2.1.30 A transformada de Fourier em S’

DEFINICAO 2.1.31. Uma distribuicao temperada € um funcional linear e continuo em S.

O espaco das distribuicoes temperadas serd denotado por S'.

Observemos que se u € distribuicao temperada, entao a restricao de u a fungoes testes
¢ uma distribuicao e, além disso, CX(R™) é denso em S(R™). A seguir serd dada uma

caracterizacao para continuidade em &’.

TEOREMA 2.1.32. Seja u um funcional linear em S. As sequintes condicoes sao equi-

valentes:
(1) u é continua;

(2) Existem inteiros positivos M, m tais que

Ku, )| <)) sup|(1+ |z)"D(z)|, ¢eS.

|a|<m *

DEFINICAO 2.1.33. Dado {u;}ij2, S eue S dizemos que u; — u em 8" quando, para
todo p € S, {uj, ¢y — {u, ¢y, quando j — 0.

As definigoes de convergéncia em D' e £ sao definidas de modo andlogo.



23

DEFINICAO 2.1.34. Seja ue S, a transformada de Fourier de u é definida por

@, ¢) = (u, ¢y, €S

TEOREMA 2.1.35. (i) Se f € L'(R"), a transformada de Fourier de f como distri-
buicao temperada coincide com a transformada de f dada por .
(ii) Se f € L*(R™), entdo fe L*(R") e

If]3 = (27?)‘"\\?“% (Identidade de Plancherel).
(111) Se u e E'(R™), entao u € uma fung¢ao C* dada por
() = (ug, e7).

(iv) Se uw e S’', entao

Doy = €9, zou = (—1) D3,

2.1.36  Alguns resultados classicos

Inicialmente, recordemos que dado 2 < R™ um conjunto mensuravel e 1 < p < o,
definimos o espago LP como sendo o espaco das (classes de equivaléncia de) fungoes p-

integraveis no sentido de Lebesgue, isto é,

Q) - {u R - C; (JQ |u(x)|pdx) " oo} |
bl = ( [ utayaz) "

se u € LP(R"), 1 < p < o0; e o espago L*(€)) como sendo o espago das (classes de

dotado da norma

equivaléncia de) fungoes mensurdveis limitadas, isto é,

L*(Q) = {u :R" — C;sup |u(x)| < oo} :
xef)

munido da norma

[ull o = sup |u(z)].
ze
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Observe que nesse caso sup |u| = inf{c > 0;|u| < ¢ ¢.t.p.}
Q

Para todo 1 < p < o0, LP(Q2) é um espago de Banach.

e Teorema da Convergéncia Mond6tona
Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em L'(Q) que satisfaz
(@fi<for < fo<forn <o glpem
(b) supffn < 0.
Enté:z) fn(z) converge q.t.p. em {2 para um limite finito, que denotamos por f(z); a

funcao f estd em L' e | f, — f];. — 0.

e Lema de Fatou
Seja (f,) uma sequéncia de funges que satisfazem

(a)vn, fn =0 qt.p,;

(b) Supffn < 0.
Entao Vz € Q com f(x) = lim inf f,(z) < , tem-se f € L' e
n—a0
ff < lim infffn.
n—oo

e Teorema da Convergéncia Dominada
Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em L'(§2) que satisfaz
(@) fu(x) = f(2) qtp. em €
(b) existe uma funcao g € LY(Q) tal que Vn,|f,(z)| < g(z) q.t.p. em Q.
Entao fe L' e |fn — fl. — 0.

e Densidade
O espago das fungoes continuas com suporte compacto, C?(R"), é denso em LP(R"),

V1l < p< oo, isto é,

Vf e LP(R"), Ve > 3g € COUR™) tal que ||f — g, <e

e O espacos das sequéncias [P

Seja 1 < p < 0. Definimos o espaco [P como sendo o espaco das sequéncias reais
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p-somaveis, 1sto €,

0 1/p
P = x:N—>R;<2|mi|p) <y,

i=1

00 l/p
=], = <2 \xi!p> ,
i=1

e o espaco [* como sendo o espago das sequéncias reais limitadas, isto é,

dotado da norma

[* = {x:NHR;sup|xi| <oo},

€N

munido da norma

|z|on = sup |z
€N

E bem conhecido que, para todo 1 < p < oo , [P é um espago de Banach.

Sejam (21, My, p1), (Qa2, Mo, 112) espagos de medida o-finita. Podemos definir
de uma forma padrao a estrutura do espaco medida sobre o produto cartesiano

Q=0 x Q.

Teormea de Tonelli

Seja F(x,y) : Q1 x Q3 — R uma fun¢do mensurdvel que satisfaz
(a)f (2, )|ds < 0 qt.p. 7 € O
Q2
(b)f ,ulf |F(z,y)|dps < 0.
o Q,
Entao F e Ll(Ql X Qg)

Teorema de Fubini
Seja F e LY(Qq x Q).
qt.p.x € Qy, temos F(z,y) € L, (Q) e

f Fla,y)lduz € ().
Qo
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Analogamente, g.t.p. y € Qy, temos F(x,y) € LL() e
| 1P o)l e (o)
1951

Além disso,

f ulf |F(2,y)|dps =f sz |F(z,y)|dp = JJ |F(2,y)|dpydps.
Q1 Q2 Q2 971 Q1 xQa

Desigualdade de Holder

1
Sejam 1 < p,q < oo tais que — + — = 1.
p
Se fe LP() e ge LI(Q), entao fge LY(Q) e

[ ([ ([’

Desigualdade de Minkowski
Sejam f,ge LP(2),1 < p < oo, entao f+ge LP(Q2) e

(s« () ()’

Desigualdade de Minkowski para integrais

Seja ' mensuravel em €; x {25 e 1 < p < c0. Entao

I 'F@’y)'dy)pdw]; < [ ([P oyra) " .

Agora, suponha que |F(x,.)| € L? e ponha G(x) = (J ]F(a:,y)]qdy) . Se G e P,

aplicamos a desigualdade de Minkowski para integrais e obtemos

U (JF(x,y)qdy>Zd:pr < U (J|F(x’y)|pdx)zdy]

Em particular, para ¢ = 1, ¥(z,y) = f(x)g(y) € LP(Q, x Q) e

Q=



27

o KL i/ <x)’pdx)]; 9(y)|dy.

Wlarauro < |
Yy

e Desigualdade de Young

1 1 1
Se felPegel? entao fxge L",com — = -+ — e
r - p g

I =gl <171, gl

DEFINIGAO 2.1.37 (Aproximacdo da Identidade). Dizemos que uma familia de fungoes {¢;}i=o

¢ uma Aprorimacao da Identidade se

(1) s | Jouo)lds < o

t>0

(2) . ¢i(x)dx = 1;

(3) Pm |o(z)|de =0V 6 > 0.

0<|z|
A seguir, apresentamos um exemplo cldssico de aproximacao da identidade, a qual

usamos com grande frequéncia em todo o texto.

Exemplo 2.1.38. Fixemos uma fungao integravel ¢ em R", com | ¢(x)dx = 1. Para
RTL
t > 0, as fungdes ¢;(z) =t "¢(x/t) formam uma aproximagao da identidade.

A proposigao seguinte justifica, de fato, tal nomenclatura para a familia {¢;; ¢ > 0}.

PROPOSICAO 2.1.39. Se {¢;;t > 0} € uma aprozimagdo da identidade, entio para toda

g € S(R™), temos %ir%(qbt xg) =g emS.
Demonstracao. Ver referéncia [12] . O

O préximo resultado nos mostra que a convergéncia de ¢; = f pode ser dada na norma

em LP.

TEOREMA 2.1.40. Seja {¢s;t > 0} uma aprozimagdo da identidade.

Entao Pr% o f—fll;» =0 se feLP, 1< p <o, e uniformemente se f € CF(R"),p = 0.

Demonstragao. Ver referéncia [12] . O
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Observacao 2.1.41. Neste trabalho, sempre supomos que cada elemento da familia de

uma aproximagao da identidade é de classe C* e tem suporte compacto.

Na secao seguinte, apresentamos alguns resultados 1teis sobre convolucao, os quais se-
rao fortemente utilizados para demonstrar o principal teorema sobre Compacidade Com-
pensada no ultimo capitulo. A demonstracao de cada resultado pode ser encontrada no

livro do Hormander [11], capitulo 4, segao 5.

2.1.42 Estimativas basicas em L” para Convolucao

A convolugao u * ¢ de uma distribuicao u € D'(R"™) e uma fungao ¢ € CP(R") é definida
por (u = ¢)(x) = u(¢(z — -)), em que o lado direito denota u agindo em ¢(z — y) como
uma fungao de y.

Para evitar questoes de convergéncia, geralmente assumimos que u € C.. O resultado

a seguir é, essencialmente, a desigualdade de Holder, a qual é, de fato, o caso especial

k=2

1 1
TEOREMA 2.1.43. Sejam uy ... up € Co. Se —+ ...+ — =k—1e1<p; <o, entao

D1 Pk
v 0 (0)] < il g ] o
. 1 1 1
Corolario 2.1.44. Se 1 <pj<w,g=1...kke—+...+—=k—-1+-,1<¢<
p1 Pk q
entao
lwr = ug * oo ug e < | poy - ] o - (2.8)
1 1 1 .
TEOREMA 2.1.45. Sel <a<w,l<p<qg<we—-+—=1+=, definindo k, por
p a q

ko(z) = |7|~%, ue R, temos
ko s ulye < Cpalluly,  weCP 2.9)

DEFINICAO 2.1.46. Seja P um operador diferencial parcial linear com coeficientes cons-
tantes, isto ¢,

P=P(D)= ) a,D%a,eC

lal<m

Entao

3Esse resultado, por densidade, pode ser estendido para u € LP.
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1. Pu= (Pd) *u;
2. P(U,l * UQ) = (Pul) * Uy = U * (PU,Q), Ui, Ug € D'

Dizemos que uma distribuicao E € D' € uma solucao fundamental de P se PE =,

em que 6 € a distribuicao delta de Dirac.

Observemos que se E é solucao fundamental de P, entao

E+«+Pu=PEsu=0*u=u, Yueéf&.

PE«f)=PExf=0xf=f fe&.

Agora considere a EDP
Pu=f fe&.

Suponha que F é uma solucao fundamental de P. Pela observacao acima, se u = E = f,
entao Pu = f. Reciprocamente, se u é solu¢ao de Pu = f, entao u = F* Pu= E = f.

Em particular, se P = A é o operador de Laplace (ou Laplaciano) em R", isto é,
A=> — =V -V =div(V),
e iv(V)

vale o seguinte resultado:

TEOREMA 2.1.47. Seja E solugdo fundamental do operador de Laplace, isto ¢,

1 2—n
By ={ Eoe " =

1 _
5= loglz|, n=2
em que C,, € a drea da esfera unitdria em R™. Entao

E_ 5
ox;  Cplz|n

€ L}OC(Rn) e AE =.

O préximo resultado fornece uma forma local do Teorema de Imersao de Sobolev.

TEOREMA 2.1.48. Seja ue D'(Q2), com Q < R", e suponha que 0ju € LE (),

loc



30

j=1,...n,1 <p<n. Entao ue L] () se

loc

12 (2.10)

O resultado a seguir da uma versao global do teorema acima.

TEOREMA 2.1.49. Sejau € D'(R") e suponha que d;u € LP(R™),j=1,...n,1 <p<n.

Entao existe uma constante C tal que u — C € LY(R™), com

TEOREMA 2.1.50. Suponha que k € C'(R"\{0}) é homogéneo de grau —n/a. Seja

1 <p<ow esuponha 0 <y =n(l—1/a—1/p) <1. Entdo temos

k * — k=
sup D =R u) oy e DR A £,
T#Y ‘I - y|”

TEOREMA 2.1.51. Seja u € D'(R") e suponha que Oju € LPF(R™),j = 1,...n,p > n.

Entao uw e A7(R"), isto €, u € uma fun¢do Hélder continua, com v =1 — % e vale:

ju(z) — u(y)| 3
sup ————— < C' ) ||0u; ppn - (2.11)
wry T — Y[ ; P

Corolirio 2.1.52. Se u e D'(Q) € tal que d;ue L™(Q), entdo u € L]

loc

(Q), V1< g < oo.

TEOREMA 2.1.53. Seja u € D'(Q) e suponha que d;u € LY (Q),7 =1,...n,p > n.

loc

Entao u € Hélder continua de ordem v =1 —n/p, isto é,

sup Ju(z) = uly)] o0, K cc Q. (2.12)

zAy; T, ye K |z —y|7

TEOREMA 2.1.54 (Imersdo de Sobolev). Seja u € D'(Q) e suponha que 0*u € L (),

quando |a| =m, commeZ,,1 <p <. Se f <m, entao

1 1 —
(1) d"ue Li,.(Q) desde que g < 0 e — < ~ + (m 15D,
p q n
1 — _
(2) 0%u é Hélder continua de ordem v se 0 <y <1 e~ < w
D n
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2.2 Caracterizacao Maximal de H?

A partir de agora, nossa principal referéncia de inspiracao sao os livros do Stein, [16] e
[17]. As defini¢oes de fung¢oes maximais, por exemplo, assim como os teoremas da Carac-
terizacao Maximal e da Decomposicao Atomica de HP, e outros resultados relacionados a
esse contexto e aqui expostos foram adpatados das referéncias acima.

Os espacos H? E| sao conjuntos de distribuig¢oes definidas em R™ que podem ser carac-

terizados de muitas formas, todas implicando na mesma concepcao.

2.2.1 Niicleo de Poisson em R""!

A conexao dos espagos de Hardy HP(R"™) com as fungdes harmonicas definida no semi-

plano superior R"*! = {(z,t) : # € R",t > 0} pode ser feita considerando o produto de
x

convolugao f = P, em que Py(x) =t "P (—) .t >0e P éonicleo de Poisson em R
t

definido por
Cn

(1 [T

P(r) =

sendo ¢, uma constante tal que fP(x)dx =1

A convolugao f = P, nao estd bem definida para qualquer distribuigao EL visto que P
nao estd em S(R"). Entao os espacos HP(R™) exigem uma restrigdo em sua classe de
distribuigoes. Por isso, torna-se necessario trabalhar na classe das distribuicoes limitadas,

as quais definimos a seguir.

DEFINIGCAO 2.2.2 (Distribuigio Limitada S ). Uma distribui¢io u € 8’ é limitada se u =@ €
L* Yo e S, em que u = p(x) = (u,p(x —-)). Denotaremos o espaco das distribuicoes

limitadas por S} .

Notemos que valem as seguintes inclusdes L* < S < §’. Ainda, se u é uma dis-
tribuicao limitada e h € L'(R"), entdao a convolucao u = h pode ser definida como uma

distribui¢ao. De fato, seja ¢ € S(R™). Podemos definir

)= Cundhy= | (@) (@)hadr

4De agora em diante, ndo faremos distingao entre as notacoes H? e HP(R™), a menos que seja especi-
ficado.

5Até o fim do texto, a menos que seja especificado, a palavra distribuicio significard distribuicio
temperada.
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em que ¢(x) = ¢(—x).
Além disso, u = h é também uma distribuicao limitada e w = (hy * hg) = (u * hy) * ho
se h; € L'(R"),7 = 1,2. Portanto, como P € L'(R"™), segue u = P, estd bem definido para

toda distribuicao limitada.

Observacgio 2.2.3. Podemos mostrar que, para todo ¢ > 0 fixo, u* P; é uma funcio suave
e limitada, isto é, u* P, e L* (O, se ue S;.
Agora, nosso proximo objetivo é enunciar o Teorema da Caracterizacao Maximal,

porém, antes precisamos definir as chamadas fung¢oes maximais.

2.2.4 Funcoes Maximais

Em muitas situagoes, o estudo de uma funcao f definida em R™ pode estar intimamente
ligado as propriedades de uma funcao correspondente F', definida no semi-plano superior
R?™ = {(z,t) : © € R",t > 0}. Por exemplo, F construida a partir de f usando
aproximacao da identidade, a qual descrevemos anteriormente.

No entanto, o ponto principal aqui é que 121(1) (f =) (z) = f(x), q.t.p. x, sempre que

f e LP(R™) para algum 1 < p < o0, em que ¢ satisfaz |¢(x)| < ( 4

Aele A, € constantes

positivas (ver referéncia [16]). Agora, para cada ¢ € S(R™) e qualquer distribuigao f € &,

definimos a Funcao Maximal de f,

My(f)(x) = sup [(f = ¢¢)(x)] -

t>0

Vamos considerar a funcao maximal associada nao apenas a uma aproximacao iden-
tidade ¢;, mas a uma familia limitada de funcoes testes, chamada grande funcao maxi-
mal definida a seguir. Consideremos a colegao finita de semi-normas em S, P, (1)) =
|z%0°¢|,.,, . ¥ € S e o conjunto F = {1 € S;Pas(v) < 1,]al,|8] < N} (bola unitéria
com respeito as semi-normas P, g) e N € Z, fixo, a ser escolhido.

Definimos a grande fungdo maximal de f € &’ associada a familia F por

Mz(f)(x) = sup My (f)(x).

PYeF

Finalmente, se f € S}, seja u(x,t) = (f = P,)(x) a integral de Poisson de f, definida no

semi-plano superior. Notemos que u estd bem definida, é C'° e harmonica.
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Seja

u*(z) = sup |u(y,1)|

lz—yl<t

a funcao maximal nao-tangencial de u e

u(z) = sup u(z, t)]
t>0

a funcao maximal radial de .
Agora, apresentamos mais uma “funcao maximal”: a Funcao Maximal de Hardy-

Littlewood. Devido a sua grande importancia, destacamos uma se¢ao para ela.

2.2.5 Funcao Maximal de Hardy-Littlewood

Nesta secao, vamos provar que o operador maximal de Hardy-Littlewood M é limitado em

certos espagos. Como consequéncia, provaremos o Teorema da Diferenciacao de Lebesgue.

DEFINIGAO 2.2.6. Seja f € L}, .(R"). Definimos o Operador Mazimal de Hardy-Littlewood

loc

por

1
Mf(x isup—f
() = S0 B ] oy

Observacao 2.2.7. Aqui estamos considerando f +— M/ como operador e

fy)ldy. (2.13)

r — Mf(x) como funcdo. Uma questao plausivel de discussdo é determinar quando
Mf e LP se f e LP, ou ainda, analisar em que espagos o operador M ¢ limitado. Uma
conta simples, nos mostra que f = x, ., € L', mas M f ¢ L'. Mais adiante mostraremos

que existe f € L'(R"), f # 0 tal que

Cl Al

[

Mf(x) = :
quando |z| — o, o que nos diz que M f ¢ L'(R").

Apesar disso, mostraremos que M f deixa de estar em L'(R™) por pouco, considerando

p

Fraco’ conforme veremos. Para tanto, usaremos a desigualdade de Tchebyshev,

os espacos L
a qual apresentamos adiante. Antes, recordemos a definicao de Funcao Distribuicao e uma

proposigao cléssica, cuja demonstragao pode ser encontrada na referéncia [6].
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DEFINICAO 2.2.8 (Funcio Distribuicio). Seja f : R® — C uma funcdo Lebesgue mensurdvel

e i a medida de Lebesgue definida em R™. A funcdo Ay : (0,00) — (0,00) definida por

Aa) = [{z - [f(2)] > o}

¢ chamada funcao distribuicao de f e denotada por Ay.

PROPOSICAO 2.2.9. Se 0 < p < o0, entdo

J |f|Pdz = pjoo P\ (a)da. (2.14)
R”

0

1/p
Seja f mensurdvel sobre 2 < R" e 0 < p < o0. Definimos [f], = (Sup ap)\f(a)> )

a>0

DEFINICAO 2.2.10 (L% ). L%

fraco € conjunto das fungoes mensurdveis [ sobre (1 tais

que [f], < 0.

PROPOSICAO 2.2.11. [P < L%

fraco*

Demonstracao. De fato,

a?Ap(e) = ol{z: |f(z)] > a}

= Ozpf 1dx
{z;1f(2)|>a}

o j{ @

)[>a}

| 1r@pas

= HfHLP .

N

N

Portanto,

L1, < 1 fls -
O

Observagao 2.2.12. L ¢ LP, pois podemos mostrar que f(z) = ||~ estd em L raco

raco

mas nao pertence a L.

PROPOSICAO 2.2.13 (Desigualdade de Tchebyshev). Seja f € LY(R™). Entdo para todo
a >0, tem-se

(2.15)

/\f(Oé) < w
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Demonstracao. Com efeito,

\Y

J i = | sl
al{z: 1f(2)] > o}

alp(a).

V

Portanto,

11,

A <
@) >

]

TEOREMA 2.2.14 (Estimativa L} para o operador maximal). Seja f € L'(R"). Existe

rac

uma constante C' = C(n) > 0 tal que ¥ a > 0,
C , :
H{x e R"; IM(f)(z)| > a}| < - Ifll;1 s (Desigualdade fraca de tipo (1,1)).

Nesse caso, dizemos que M é um operador do tipo fraco (1,1).
Para provar esse teorema, admitiremos o Lema Recobrimento de Vitali (ou cobertura

de Vitali), cuja demonstracao pode ser encontrada na referéncia [17].

LEMA 2.2.15 (Recobrimento de Vitali). Seja E subconjunto de R™ mensurdvel que possui uma co-
bertura de bolas {Ba}aen de diametros limitados (uniformemente). Entao ezxistem

{Ba}acien € {Bataer, (finita ou infinita) disjuntos dois a dois, tais que

|E| <5" ) |Byl.
keJ

Demonstragao. [do Teorema [2.2.14]

Fixemos a > 0 e definamos
E, = {z e R"; M(f)(z) > af.

Queremos aplicar o Recobrimento de Vitali a E,. Afirmamos que E, é mensuravel. Com
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efeito,
M(F)() : o
x) = Ssup ——— y)| dy
>0 |B(:C 7ﬁ)| B(z,r)
d

TEQT>0‘B$T‘JxT |y

Sendo r — ﬁ J f(y)|dy mensurédvel e Q enumerével, segue M f é mensuravel.
(z,7)] JBean

Mas E, = ( Mf )"Y{(a,0)}. Logo, F, ¢ mensurdvel. Seja x € E,; entao
—— —

mens. mens.

M) = sup s | 1wy > o

r>0
Pela definigdo de supremo, existe r, > 0 tal que pondo B(z,r,) = B,, temos

1
| B:| Jg,

M()(x) = [M(F)(x) = o] 1/ (y)-

Entao,

| 1rwldy> alp|. (2.16)

Disso, segue |B,| < — HfHL1 e B, c U B,. Da tltima desigualdade, segue diam(B,) é

ze F,

uniformemente limitado. Pelo Lema [2.2.15] existe {(B.):}icscn € {B:}zer, tal que os

(B.) s sdo disjuntos dois a dois e

D 1(Ba)il = 57" . (2.17)

ieJ

De (2.16) e (2.17), temos

\%

1122 geny

v
2
™
&

\Y
o
S
s
&
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Portanto,

n 5n
[{z e R M(f)(2) > af| < — [ fllageny »
com C' = 5", n
TEOREMA 2.2.16. Seja f € LP(R™).

(1) Se 1 < p <o, entao M(f) e L¥(R™). Além disso, vale
Mo < Ap [ fllze (Desigualdade forte de tipo (p.p)),

em que A, = A(n,p). Nesse caso, dizemos que M €é um operador de tipo forte (p,p).

(2) Sel<p< oo, entao M(f)(x) <oqtp zeR".

Demonstragao. (1) Para p = o0, temos

M(f)(x) = sup {ﬁ LW) ) dy} < Ifl,

r>0

Dai,
M) = inf{a > 0; [ M(f)(2)] < a qgtp} <|f]pe

com Ay, = 1.

Para 1 < p < oo, fixemos o > 0 e definimos

Notemos que f; € L'(R"), pois

[n@iae = [ s
R {zeR™;[f(2)[=5}

Além disso, temos |f(x)] < |fi(x)] + 2, Vo € R™, pois se |f(x)] = £, entdo |f(z)] =

@
2 27
&
5

[fi(@)] < [fi(@)] + §; e se [f(x)] < §, entdo [f(2)] <0+ § = [f(z)] +
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Dai,
1
M) <spd s | i} 5
Portanto,
M(f)(x) < M(F)() + 5.
Em particular, se M(f;)(z) < % entdo M(f)(z) < a. Logo,

Ea = {r e REM(f)(@) > o} < {z e RE M(A)(@) > 5.

Pelo Teorema [2.2.14]

Ba < |

—~

v e R M(A)(@) > 5}

2
5 [ 1h@)ds

2.5™
_ f f(2)|da
O Jaerr;|f(2)>%

SEEN

Seja g = M(f) e A, sua funcao distribuicao. Entao, pela Proposicao e por Tonelli-

Fubini, temos

(o0

Jn(./\/l(f)(x))pdx = pjo alpha?~ '\, (a)da

= p| o E,|da

[S—
o

(2.5
<vp] oo |f(z)ldxda
0 @ @@= $)

_ 2.5 f a2 f(2)\d(x, o)
{(a)x) 0<Oé<2|f x)[}

2/f(x
= 2.5". J J oﬂ’ 2| f(x)|dadz

2:5"-p p—1
- | @) @)

el MO

p—1

Portanto,

5n'p 1/p
IM(F)l, < Ay fl,0. 0<p < o0, com Ap=2-( ) |
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Agora, demonstraremos o item (2). Se 1 < p < o, pelo item (1), M(f) € LP. Logo,
M(f)(z) <0 qtp. zeR"™

Se p =1, temos

{z; M()(x) <o} = {U{w;/\/l(f)(fv) < k}}

< ﬂ{x/\/l x) >k}
< Hao M) > k)
< 2 If@)lde

A k—00
= E”fHL1—>O'

Portanto, M(f)(x) < w0 ¢.t.p. x € R™

Para p = oo, por hipdtese, sup ess|f(z)| < o. Logo,

. 1
M) = sup s | 0y <l gy [ vy = e

Corolério 2.2.17 (Diferenciagio de Lebesgue). Se f € L (R™), entdo

lim y)dy = f(x) qtpxeR™

HO\B%HJM

Demonstracao. Inicialmente, afirmamos que se o coroldrio vale para f € L', entao vale

para f € Li . De fato, seja x € R", entao existe n € N tal que x € B(0,n). Tomemos

loc*

9= Xgon - | € LY(R™). Dal, para quase todo x € B(0,n), temos

7’<7’l ]-
9(x) = Xpom(@) - flz) = lm ——m X5 (Y)f(y)dy
() (0 )() () THO‘B(.T 7")‘ Box) B(0 )() ()
= ll_I)%‘er‘Jxr y)dy q.t.p. xe B(0,n), com r <n— |z|

= lim ——

Sendo assim, seja f € L'(R"), e e z € R™. Sabemos que o conjunto C. é denso em L'; entao

existe g = g. € C.(R") tal que |f — g|;: < e. Definamos g,(z) = B J
B(z,r (@.r)
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Como ¢ é continua e

|9r(2) = g(2)] = ‘; (9(y) —g(m))dyl < L

TBlm ol 9(y) — g(2)| dy,
’B(:Ij‘, 7")’ B(z,r) B(:Ij‘, 7”)’ B(z,r)

vemos que
lim [g,(y) — g(«)[ = 0.

1

—_— f(y)dy. Entao
|B<I’, T)| B(z,r)

Analogamente, tomamos f,.(z) =

limsup |f,(z) = f(2)| < limsup{[f.(z) = g-(2)] + [g:(x) = g(x)[ + [9(x) = f(2)[}

r—0 r—0
< limsup |f, — g.| + limsup |g — f].
r—0 r—0
Dali,
. 1 a

Hy;hmsgp ) — ()] > a} < \{y; timsup| f,(y) = g0 (y)| > 5}
‘ o
+ y;hms(l)lp lg(y) — f(y)| > 3

Porém,

!

. , 1
hr}qu{t}lp |fr(y) —9e(y)] = hrfjélp {’ Bl JB(y,T)(f —g)(2)dz

1
< limsup{ J |f—g\(z)dz}
o B, )] Jp.n

M(f = 9)(y).

N

Com isso e usando o fato de M ser fraco do tipo (1, 1), temos

{timswlf) - £ > a}| < {7 - )00 > 5}
r—0
+ %Jn!g(y)—f(y)!dy
A
< 2| e nwi
3
s 2yl
< Clg— 1l
< Ce.
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Como € é arbitrario, limsup |f,. — f| = 0 ¢.t.p. e, portanto, lirré lfr = fl=0gqtp. . O

OBSERVACOES:
(1) Da desigualdade forte de tipo (p,p), segue o operador M : LP(R") — LP(R") é
limitado, para 1 < p < @

(2) Da desigualdade fraca de tipo (1,1), segue o operador M : L' — L% ¢é limitado.

fraco

Com efeito, dada f € L', temos

°lQ

{o; M(f)(2) > e < -l = admg(@) < Ol < supladny (@) < Cf]

Logo, [Mf]i < C|f[; <.
(3) Se fe L' e f # 0q.tp., entao Mf ¢ L'. Inicialmente, mostraremos a seguinte

afirmacao:

Afirmacio 2.2.18. Se f € L*(R") e f # 0 q.t.p. , entdo existe C > 0 tal que, para |z| > 1

M(f)(z) > |§ £l

De fato, seja r > 0. Como f € L', temos lim |f(x)|dx = || f||;. - Dai, existe kg tal
=% JB(0yr)

| 1r@lae =11,
B(0;r)

Seja k = max{1, ko}; entao

que

1
<3 Wl v = ko

f F@)lde > 5 1],
B(0;k)

Seja |x| = 1. Claramente, B(x;2|z|k) o B(0;k). Tomemos 1y = 2k|z| e notemos que

|B(x;ro)| = Cn(2k|z])™ = C"|z|™; dai

M(f)(z) = sup{ﬁ |f(x)|dx}

r>0 )

J |f(z)|dz
SL’ 3 To ’ :vro)
(A

\%

\%

Cl‘x’n
= W 1Nz
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Disso, concluimos que M f ¢ L', pois a fungao x — |z|" nao ¢ integrdvel para |z| grande,
conforme mencionamos no inicio dessa secao.

Finalmente, considerando a colecdo F, u' e as funcoes u* definidos anteriormente,
podemos enunciar o Teorema da Caracterizagao Maximal de HP(R™). Esse resultado
também é conhecido como Teorema de Fefferman-Stein devido ao fato de serem eles os
autores. Apresentamos a seguir uma adaptacao desse teorema, o qual na sua originalidade

¢ composto apenas pelos itens (1), (2) e (4) conforme é exposto abaixo.

TEOREMA 2.2.19 (Caracterizagio Maximal de HP(R™)). Seja f uma distribuicio (tem-

perada) e 0 < p < 00. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) Exziste uma fungdo g€ S, com | ¢ # 0 tal que Myf € LP(R™);
R™

(2) Existe uma colegao F tal que Mz f e LP(R™);
(3) A distribuicio f € S; e ut e LP(R");
(4) A distribuicao f € S} e u* € LP(R"™);

(5) Para qualquer func¢ao ¢ € S, com ¢ # 0, tem-se Myf € LP(R").
Rn

Observacio 2.2.20. Se qualquer uma dessas propriedades equivalentes ¢ satisfeita, dize-
mos que f pertence a HP(R™). Além disso, segue da demonstracdo que qualquer norma
em LP das fungoes maximais acima sao equivalentes.

Com isso, dado 0 < p < o, podemos definir os espagos de Hardy H?(R"™) como o
conjunto das distribuicoes temperadas de R™ tais que sua Funcao Maximal pertence a LP.

Mais precisamente,

HP(R") = {f e S'(R") : Myf € LP}.

E ainda, definimos também

[l = Mol -

Para p > 1, veremos que H? = LP, dai seguirda que (H?,|.|,,) é completo. Antes de
provar esse teorema, precisamos ainda de um pouco mais de teoria.
Seja F' : R — C Borel mensurével dada por F(x,t) = (f * ¢;)(), com f € S}.

Claramente, 0 < F*(xz) = sup |F(y,t)| e, ainda, vale a proposicao a seguir.
ly—z|<t

PROPOSICAO 2.2.21. A funcio F* € semi-continua inferiormente, isto €, Ya = 0, o

conjunto A, = {x € R"; F*(x) > a} € aberto.
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Demonstracao. Fixemos a > 0 e tomemos = € A,, isto é, F*(x) > a. Seja I'(x) =
{(y,t); |x—y| <t}. Existe (yo,to) € I'(z) tal que |F(yo,to)| > . Tomemos § = ty— |z — yo|
e mostremos que B(x;0) € A,. Se x € B(x;0), entao |2/ — yo| < |2/ — x| + |x — yo| <

0 + |z — yo| = to, ou seja, (yo,to) € ['(z’). Portanto, F*(z') = |F(yo,t0)| > . O

Agora, fixemos a > 0 e consideremos F*(x) = sup |F(y,t)|. E claro quese 0 < a < b,
ly—x|<at

entdo F¥(z) < Fj(z) e, consequentemente,

L F*(2)dz < J F (2)da.

No entanto, vamos provar que vale a proposicao abaixo.

PROPOSICAO 2.2.22. Eziste uma constante C' = C(a,b,n) > 0 tal que

J E(n)de < C J E3 () (2.18)

Disso, concluiremos que a integral em L” ndo depende da abertura “a” do cone I',(x) =
{(y,t) : |z —y| < at}, isto é, Ff € LP <« F* € LP, ou seja, para verificar que pertence a
L?, basta tomar uma abertura arbitraria. Ainda, para p # 1, basta considerar a funcao

F* = sup |F|P. Antes de provar a Proposicao [2.2.22] facamos a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 2.2.23. Seja G < R" fechado e 0 < v < 1. Um ponto x € R™ é ponto de

~v — denstidade global de G se

|B(x;7) n G|

, Vr > 0.
| B(x;7)|

Demonstracao. Para provar a Proposicao [2.2.22] lembremos que
0
J |fIP = pf o’ ¢ (a)da. (2.19)
Rn 0

Em particular, A\;(a) < A() implica ||f[;, < |[g[l;,. Com isso, para mostrar a

Proposigao [2.2.22] vamos provar a desigualdade das fungoes distribuigoes. Seja
G* = {x € R";x é ponto de v — densidade global de G}.

Agora, afirmamos que G* é fechado. Com efeito, seja (r) < G* tal que zy — x. Pelo
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teorema da convergéencia dominada, temos

|B(xy; 1) N G 1 J on 1 J |B(x;7r) n Al
= Xk(r)dr — ——— | xz@)dr = —————— Vr >0,
Blwn] e Jo O T ) ) e O = TR

em que Xg, X Sa0, respectivamente, as fungoes caracteristicas de B(xg;7) e de B(z;7).
Notemos que () o x(z) e J Xk(z)dx < |B(x,r)|. De fato, dado xy € R™, temos
G
xo € B(x,r) ou xo ¢ B(x,r). Mas existe kg € N tal que para k > ko, |zr — x| <€, Ve > 0.

Se zg € B(x;r), tomemos € =1 — |xrg — x| = r — 7', com r’ = |rg — x|. Dai,
lwg —ap| <|wog— x|+ |z —ap] < +r—7"=1r e x(xo) = xu(x0) =1, VEk = k.

Se xy ¢ B(x;r), podemos supor xy fora da fronteira, pois essa tem medida nula. Entao
basta verificar para zo € B(z; r)c, que é anélogo.
Portanto, provamos que x é ponto de v— densidade global de G, isto é, x € G* e,

consequentemente, G* é fechado.
Opbservacgao 2.2.24. Como G é fechado, temos G* — G, pois se existe z € G* tal que
z ¢ G = G, entdo existe r > 0 tal que B(z;7) n G = ¢, ou seja, z ndo é ponto de
~v— densidade global de GG, que é um absurdo.

Agora, ponha A = G° e A* = (G*)°. Da observagao acima, temos A < A*. Além

disso, vale o seguinte resultado:
LEMA 2.2.25. Eziste C = C, tal que |A*| < C,|A|.

De fato,

|B(x;7) n G
|B(x;7)]

| B(a;r) N Al

reA* < dr > 0;
| B(z;7)]

<v<edr>0; >1—7,

pois como G U A = R", temos |B(z;7) n G| = |B(x;7)| — |B(x;r) n Al.
Dai,

|B(x;7r) n G| |B(x;r) n Al
S e L LVt IO I et SA AP AR
| B(z;7)| | B(x;7)]
ou seja,
BaronAl_y

|B(x;7)]
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Ou ainda, existe r > 0 tal que

: J
—_— Xa(y)dy > 1 —1.
’B(l‘,?")’ B(z;r) A

Entao

M(x,) (@) = sup ——

_ X)) (y)dy >1—~.
r>0 |B(I,T’)| B(x;r)< A)( )

Consequentemente,

|A*| < [{z e R"; M(x ) (z) > 1—7}].
Entretanto, o operador de Hardy-Littlewood M é fraco de tipo (1, 1), isto é,

Hzx e R"; M(f)(z) > o}| < Aln,p) fRn |fldz, Ya > 0.

(07

Logo, obtemos

. A(n,p)f _ A(n,p)
AT < — .. Xa(2)de = ——= — | Al

Aln
provando, portanto, o lema com C, = ( ,p)‘

L=
Finalmente, agora vamos provar a desigualdade

Hx e R™; Ff(z) > a}| < Cl{z e R"; F(x) > a}| Ya >0, com a < b.
Para tanto, basta provar o seguinte: “Para algum 0 <y < 1, tem-se
{xeR" F)(z) > a} € A", (2.20)

com A = {x e R, F(z) > a} = G° G* = {x € R, Ff(z) < a}*, A* = (G*)° e*
denota o conjunto dos pontos de y—densidade de um conjunto”. A desigualdade seguira,
respectivamente, de (2.20]) e do lema anterior, pois teremos
lema
H{x e R"; Fy(z) > a}| < |[A*| < C)|{z e R Fj(z) > a}|.
A

Para provar (2.20), seja z € {z € R"; F}*(2) > a}. Entao sup |F(y,t)| > a. Logo,
ly—z|<bt
existe (y/,t') € I'y(z) tal que |F(y',t')| > a. Vamos mostrar que x € A* = G*°, isto é, x

nao ¢ ponto de y-densidade global de G = {z € R™; F*(z) > a}°. Com efeito, temos
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(1) B(y,at') ¢ A = {z e R" F*(2) > a}, pois de z € B(y/,at’) temos |x — /| < at’.
Dai, F*(z) := sup |F(y,t')| > «a. Logo, z € {z € R"; F*(z) > a}.

ly' —z|<at’

(2) B(y,at’) = B(z,(a+ b)t'), pois para z € B(y',at’), temos |z — y/| < at’ e com isso
z—z|<|z—¢|+ |y — x| <at' +bt' = (a + D),
isto é, z € B(x, (a + b)t).
De (1) e (2), temos B(y';at’) < B(x;(a + b)t') n A. Entao

|Bz; (a+0)t") n Al |B(y';al’) a”

Bz (a+0)t)] " [Blai(a+ b)) (a+0)"

Assim como antes, obtemos

|B(z; (a + b)t') n G| a"
Bt~ arbr "

n

(a+b)"
~v— densidade global de G, ou seja, x € G*“.

Agora, basta tomar v tal que 1 — < v < 1. Com esse v, x nao é ponto de

Portanto,

{z e R™ F}(z) > a}| < C, |{z e RY; F*(z) > a}|.

Usando a Proposicao [2.2.22, obtemos JFb* < C’JF; Portanto a integral em LP nao

depende da abertura do cone. Em particular, tomando b = 1, podemos escolher C' =

(1+a)™ O

O lema a seguir sera utilizado para mostrar o que haviamos mencionado na introducao
do texto, isto é, L = HP se p > 1. Ele nos d4 uma ntil estimativa pontual da funcao

maximal My f(z) em termos da fun¢ao maximal de Hardy-Littlewood.

LeMA 2.2.26. Dada f€ L}, e p € S, existe C = C(¢) tal que Myf(x) < CMf(x).

loc

Demonstra¢ao. Vamos separar em casos:
n

Caso 1: Suponhamos, inicialmente, que ¢ = ZanBj, com a; > 0,B; = B(0,r;), X,
j=1

a funcao caracteristica da bola B; e que ¢ = 1, ou seja, Z a;|B;] = 1. Para essas

R™ j=1
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funcoes ¢'s, temos

(@ = f)(2)] =

Portanto,

< > BiIM(f)(z) = M(f)(x).

My f(x) = Stlig|(¢t « f)() ‘

Caso 2: Suponhamos 0 < ¢ € S radial e radialmente decrescente, isto é, ¢(z) = ¢(|x]),

com ¢ : [0,00) — C é decrescente. Nesse caso, podemos aproximar ¢ por fungoes da
k

forma ZanBj’ com a; > 0,B; = B(0,r;) e Zaj]Bj\ = J(b, como no caso (1). Ané-

J=1 J=1

logo ao caso 1, provamos que |(¢; * f)(z)| < C(p)M(f)(z), com C(¢) = fgbdy Como

(¢t * XB]-> () < |Bj|M(f)(x), obtemos o resultado desejado.
Caso 3 (Caso geral):
Temos [(¢ = f)(z)] < |(|¢] = |f])(z)|. Mas |z*0°¢| < Cap, pois ¢ € S. Dai, obtemos
C
1+ 2" 6| < C,, isto é, < —— . Sendo assim, 9(z) = ————— satisfaz
(1+ Jal)"™*" Jo 91 < o o V@) =
o caso 2. Logo, aplicamos o argumento anterior para a funcao 1 e obtemos
(W= @) < (] = f]) ()]
< @ =[fD(x)
< G (Jar o) mine),

Portanto,
My (f)(x) < CM(f)(x).

]

Observaciao 2.2.27. A mesma prova se aplica no caso quando ¢ tem um limitante radial

que é nao crescente, limitado e integravel. Na verdade, ¢ nao precisa estar em S(R"™).
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TEOREMA 2.2.28. [» = H? sep>1, e H = L.

Demonstragio. Se f € LP, entdao pelo Lema [2.2.26) My (f)(z) < CM(f)(z) g.t.p. x € R”
e ainda |Myfl|,, < C|Mf|., < C | fll;», pois M ¢é limitado. Logo, f € HP.

Para outra inclusao, seja f € H? < §'. Dado € > 0, as fungoes fe = ¢¢ = [ satisfazem
I fele = Mg fl,, = ¢ < oo. Tomemos €; N\, 0. Dai, (fe;)jen = Bi»(0;¢) é limitada em
LP. Pelo teorema de Banach-Alaoglu (ver referéncia [15]), existem (fe; ) < (fe;) e F € LP

tal que fe; —F em o(L”, L?) fracamente, ou ainda,

ffejkwﬁfm Ve LY.

Por outro lado, fe; — f em S', ou seja,

ffejkwﬁffw Vi eSclLl

Pela unicidade do limite, f = F em &’ e daf f € LP. Portanto, LY = H?, se p > 1.

A prova que H' = L' pode ser encontrada na referéncia [16]. O

OBSERVACOES:

(1) A primeira parte da demonstracao acima mostra apenas que H'! estd contido no espago
das medidas de Borel.

(2) Veremos no tltimo capitulo que podemos definir H'(R™) = {f € L*; M, f € L'(R")}.
Dai, seguird que L' ¢ H*, isto é, existe f € L'(R") que nao estd em H'(R™). De fato,
basta tomar ¢ € S(R") nao identicamente nula e f € L' tal que ff # 0. Podemos
mostrar que Myf ¢ L'. A idéia da prova é escolher um ponto zy # 0 tal que |¢(zo)| # 0

e mostrar que |f = ¢y(tz')| = ¢t~ para todo z’ préximo de zg e todo t grande.

2.2.29 Prova do Teorema Maximal

Finalmente, podemos provar o Teorema da Caracterizacao Maximal de HP. Inicialmente,

vamos definir as seguintes fungoes maximais auxiliares:

Mg (f) (@)= sup |(¢¢* f)(y)] = sup |(¢ = f)(x — y)| (Versdo ndo tangencial de M)

ly—=z| <t ly|<t
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e a funcao maximal com peso

M) = sup {|<¢t*f><x—y>| (1+) }

Valem as seguintes estimativas pontuais

My (f)(@) < M (f)(z) < 28 MZN(f)(@). (2.21)

Com efeito,

M3 (f)(@) = supl(¢y = f)lz —y)]

ly|<t
N _N
— sup{|(6e F)( = I} X 01 (H% (1+@)
< 2YMpN(f)(@),

em que X, ¢ a funcio caracterfstica do cone I'(0) = {(y,?) € R |y <t}

Notemos que a primeira desigualdade em segue por definicao. Além disso, pela
Proposigao [2.2.22] podemos concluir que o controle do operador maximal nao tangencial
M, (definido com respeito a abertura 1) conduz a um correspondente controle do operador
maximal nao tangencial definido com respeito a qualquer abertura.

Em particular,

n

fﬂ F*(2)dr < (1+ a)"f F*(2)dx,

desde que F(x,t) = |(f = ¢y)(x)|P e F¥(x) = sup F(y,t).
|lz—y|<at
Inicialmente, vamos provar a equivaléncia entre (1) e (2). Comegamos com o seguinte

lema:

LEMA 2.2.30. Se MF(f) e LP e N > 2, entao existe C' = C(p, N) tal que
p

1M (N < CIMED] -
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Demonstracao. Temos

(MG (f)(@)]P = ys;lﬂg [(dy £z —y)|P (1 i |’i|)_

N

wp (e f)a -y (1 + M)W

=1 2k tt<|y|<2Ft t

+ sup (g0 )@ = y)l” (Hiyi)

lyl<t t
0
< 22N sup [(Gn f)la =yl + supl(ors )z — )P
k=1 2k l<|y[<2kt lyl<t
< ZZkalF*(ﬂpa
com F¥(x) = sup |(¢ = f)(y)|. Agora, precisamos garantir que essa ultima série con-
|z—y|<at
verge. Mas como f s(v)de < (1 + 29" Mg (f)(x)dz, basta verificar
" n R
Z(l + 2827 PNk — o0 que, de fato, acontece, pois
k=0

il—k?k 2ka<22’€+1)n2—Npk QnZan PN)

com n — pN < 0, por hipotese. Portanto, a ultima série a direita converge e, consequen-

temente, a primeira também. Dali,

Jz @par < 3o @b < O [0

o0
com C Z 1+ 2"~ 277k Logo,
k=0

[MEN L, < CN.p) [ME S, -

]

O préximo lema serd muito tutil na demonstragao do teorema maximal. Ele nos diz
que podemos passar de uma aproximacao identidade qualquer para uma outra , conforme

mostramos a seguir.
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LEMA 2.2.31. Suponha ¢,0 € S, com | ¢ = 1. Entio existe (™) < S tal que
R

P =Y 0" sy, (2.22)

k=0
com (n®)) satisfazendo: dado M > 0,

Pa,ﬁ (n(k)) k—o0

Paﬂ(n(k)) = O(Q_kM)v k— o0, isto € ) 9—kM — 0. (223)

Demonstracao. Inicialmente, notemos que ¢ = 1 nos diz que gg(O) = 1 (em que

denota a transformada de Fourier), enquanto (2.22)) equivale a @/A) = Zﬁ(’“) * ngfk.

Tomemos ¢ € CF tal que ¢(§) = 1 em |£] < 1 e supp(p) < B(0,2). Notemos que isso ¢

possivel, pois C° < S e a transformada de Fourier é um isomorfismo. Definamos

De supp() © B(0,2) e {& |¢] < 2771} < {&[¢] < 27}, supp(ih) < B(0, 2" )\ B(0,2"Y),

ou seja, ¥, estd suportada em 271 < €] < 21V n > 1. Além disso,

L
Z P27 VE eR”

e fazendo L — o, temos Z@Z;k(f) = 1 (pontualmente), pois ¢(§) = 1 em |£] < 1. Logo,
k=0
{1} é uma partigao da unidade e ainda

= D U(©P(©). (2.24)

Como ¢(0) = 1 e da continuidade da transformada de Fourier de ¢, segue |<b(£ )] = 5 numa
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vizinhanga de £ = 0.

Caso 1: Vamos supor |$(€)| = L em B(0,2).

Multiplicando ¢ dividindo (2.24) por ¢o—r (&) = G(27%) [pois ¢(€) = B(t€) ], obtemos
Lo
ey WOV ) 5
¥(€) I;)( é(z—'fo) da-(8).

D (E)U(€)

Agora, tomemos 7" (&) = W e mostremos que n®)(£) € S. Observemos que
h(277€) € CF e, além disso, como [p(€)] = L em supp(y) = B(0,251), n®) esta bem

definida e n*) € C* < S. Logo, n® € S.

D (€)U(€)

Considerando ¥ (€) = S2e)

, com «, (3 fixos e pondo a; + ay + az + ay = a,

temos

2o P @] < | [l d¢

~ok+1

L e o)l

~2k+1 ~ R -
P G Gt (L CRERSI L

2k+1

e [t e

[
[ S—

N

2k+1

< ¢ f £181en Cyle| M de
2k_121e+1

< GG f g]181en =M g
ok—1

2k+1
Tn+17,\,8|7a1 fMdr

n
Q
T2
|

N
Q
mm—
ﬂw
\

g
QU
3

isto ¢é, Hn(k)Haﬁ = 027" quando k — o0.
Caso 2: De ¢(0) = 1, existe d > 0 tal que |¢(€)| = + Ve B(0;9).

Essencialmente, precisamos apenas mudar os termos na definicio de 7% acima e daf

obtemos 7 (¢) = M para k > ko e 7(¢) = 0 para k < ko. Em outras

$(277¢)
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palavras, simplesmente dilatamos QAS (para que $ > % quando |£| < 2) antes de comecar
a construcdo. Mais precisamente, escolhemos ky € N satisfazendo 2'7% < § e definamos
do(&) = G(27M¢). Agora, ¢y satisfaz o caso 1 e o resultado segue anslogo, pois |€] < 2
implica em [27%0| < 217% < §. Logo, ¢o(€) = 3 e dai existe (n*)) = S tal que

P& = DM (©)do(27*¢)

k=0

= D a®(©)d(2 M)
k=0

= D a%RE)d2re)
k=ko

[]

Observacao 2.2.32. Da demonstracio do lema, podemos chegar & seguinte conclusao: Se

= {@b €S;[]ap <1, lal<m+M +2N, |3 <m+2N} :

com ¢ € S,f ¢ = 1, entao valem ([2.22) e (2.23) do lema acima, e de (2.23]) obtemos

RTL
Pos(n®)] < C27*M  com C = C(a, 3, M,) independente de ¢» € F, desde que |a| +

|8] < m. De fato, seja fe S e N [% + 1J_ Temos
2 _ (L+ g
[ iFoue = [ Gsamien
{(1—]A]) Nf}A !‘
Jo [ |

/A

I
| - 8) s

< of a-ansl

< |+l 1A
< C Z Pa,ﬁ(f)'

laf+|Bl<2N

N

C
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Dai, para |3 < m, temos

Posn®) < ],
DI S P

|Bl<m

o J €™ | (€)1 (€ )|,
o J21<lel<r [B(25)]

C Z f |§|m+M <§)|d§

18l<m t<lg] 1M

Mo Y f|Daw €)|de - 2~ Mk
|o| <m+M

C27ME N Pas(®h)

|a|<m+M+2N
|Bl<2N

N

N

dg

N

N

N

Em geral, para |o| + |5 < m, temos

Pas(®™) s 27M8 X0 Pos(v),

|| <m+M+2N
|B|l<m+2N

em que < significa “ < C'e 7, com C constante.

Observagao 2.2.33. Se ¢;(z) = t "¢(z/t), entdo (f = g)i(x) = (f; * g¢)(x), pois

(Fooh) =0 [ 1 (5= v) sy = e [ £(5=3) gle/thdz = (i 9) o)

t

Estamos, agora, em condicoes de provar que o controle do operador maximal nao
tangencial MJ também permite o controle do grande operador maximal Mz para F

apropriada e, mais precisamente, que vale a seguinte estimativa.
LEMA 2.2.34. [Mzf|;, < HM;fHLP

Demonstragdo. Fixemos m e definamos Fs = {¢ € S; [, 5 < 1}, Dada v € Fgs,

[,|Bl<m*
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pelo Lema [2.2.31] temos

t>0

My(f)(x) = sup|(f =) (z SUP{Z\ k)*ﬁbzk)t](x)\}

k>0
= sup {2 [(F = 6rmse) = m““](w)\}
t>0 k>0
(k Y| -
< sup J * Pgry) (T — Y t" ‘7] (y/t)| 1+2kt dy
t>0 k>0
kk y
< MN¢ sup{Ztnf}n y/t (1+ i |> dy}
k>0
1+ [y
= M3 x)su (k) 1+2° N(—d
Ean >p{2 f P W+ 2
(%) 1 + ’y’)N+n+1
< M;\‘f*¢ 2kNJ| - dy
k>0 (1 + [y[)m*?
< C'ME(£)(@) Y] 25 sup [n® (y) (1 + [y))V
k=0 Y
< C'MFL(f)(@).

Em (*), usamos

(142%™ < (25 + 25y)™ = 2"V (1 + [y))™

e a tltima desigualdade segue do fato de n®) € S e de (2.23)), com M = N + 1. Portanto,

M(f)a) = sup Myf(x) < O"MEZ (1)),

com C” independente de v pela observacao (2.2.32]) e, além disso, pelo Lema [2.2.30, com

n
N > — obtemos
p

IMF(£)l e < C" | MFH(H)] < C M)

I

]

Agora chegamos ao ponto de passagem na prova de que a propriedade (1), do teorema
maximal, implica no controle, em LP, de M (f) por My(f), admitindo que My(f) € L?
implica Mj(f) € LP. Provaremos essa implicagdo mais adiante no Lema [2.2.42]
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LEMA 2.2.35. HM;fHLp < (Mg fl .-

Demonstragao. Inicialmente, afirmamos que basta provar

Q=

MG f < Cg[(M(Myf))*] ¥ ¢ > 0. (2.25)

De fato, admitindo (2.25)) e tomando p > ¢, teremos

[ azayar< [ monptan < [ qonpmian= [ sy

n n

(Lembremos que M é limitado se £ > 1). Portanto,

M;fHLp < [|Myf|,, - Sendo assim,
resta-nos provar 1) Fixemos A > 0 e definamos F' = {x eR™ Mzf(x) < /\M(;’jf(x)} .
Podemos supor ¢ € F = {¢ € §;Pag(¥) < 1}, 5/<pm - Suponhamos Mg f € LP e escreva-

o f (Mg - JF(M;; P J (M =TT

Notemos que

II < % FC(M;f)pdx
< % (Mpfyds
< % Rn(M;f)pdx, (Lema [2.2.34)
< %JH(M;f)pdx, para A >> 1 (suficientemente grande).

Dai,
| onzppae <2 | Ot

F
ou seja, basta mostrar (2.25) para x € F. Para tanto, ponhamos f(z,t) = (f = ¢)(z) e
f*(@) = sup [f(y.t)| = M} f(z). Dado z € R", existe (y,t) € R} tal que f(y,t) >

ly—z|<t

$/*(x). Sejar > 0 (aescolher) e consideremos B(y; rt). Sea’ € B(y;rt), pela desigualdade

do valor médio, temos

[f(@t) = fly. ) <rt sup V. f(z,1)]. (2.26)

|z—y|<rt

o,
82/

=1,---,n. Se z =x — h, com

0 . ,
Porém, a—i(z,t) = % (f * (gb(l))t) (2), com ¢ =
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|he| < (14 r)t, seja T}, o transladado de h, isto é, T, f(-) = f(- — h); entdo

of 1 .
72 (=N t) = n (f = (6D)) (2 — hy)
- 2T (red) @)
! ;
= 2 (Feme™) @.

Consideremos a familia limitada de S, {¢@(z —h);1 <i<n,|h| <1+7r} = {ThoW}

a qual é um compacto. Logo, existe ¢ tal que P, 5(Tho”) < ¢, |af,|8] < m. Dai,

{%M} c F e, portanto,

of

6zi(z,t) (f * ) (x), com 1 = Thtgbgi)_

1O

Com isso, se x € F, em ([2.26]), obtemos

50— Fw 0] < e Solr s @60, (@)
——
Pt

¢ rMr(f)(2)
eAr My (f)(z)

1 *
Zf (I’),

N

N

N

para r suficientemente pequeno e Va' € B(y;rt). Além disso, de | f(y,t)|>3/*(z), temos

If@ D1 = [f )| =1f(" 1) = [y, 1)l

1
= Zf*(l‘)
1 *
= Mi(f)@), ¥ a'e Blyr).
Logo,
t)|%dx" < J [Myf(2")]%da’
‘ 1 + T' | J 1+'r ’ t | s(1+7r)t d)

| B(
<M( 9]
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Pelo que fizemos

\

f@,0))ds" = f f t)%dx’
|B(w; (1+7)t ’J |1+rt) ) |B( 1+7“ )t B(yrt) )

B ,<1+r>t>| Y L@fi’f
(17" >n.(f*i:r))q7
+r a

em que =~ significa “ = C'o”. Notemos que B(y;rt) = B(z; (1 + r)t).

10

Portanto,

n

rr) < (1) ML)

1+r

ou seja,

M f(x) < CoM[(Myf(x))9]7,

e, com isso, concluimos o resultado desejado.

]

Destacamos que ja provamos as equivaléncias entre (1) e (2) do teorema maximal

admitindo que My(f) € L? implica em Mf(f) € LP. Essa implicacao serd provada mais

adiante, conforme Lema [2.2.42

Afirmacao 2.2.36. (2) implica em (5) e (1).

Vamos mostrar que Mz(f) € LP implica M,(f) € LP, V ¢ € S, J(b # 0. Com efeito,

seja F = {¢ e S|zl < 1, |a| + 18] < N}. Dada ¢ € S tal que J(b # 0, consideremos

¢
c=1+ max 0P e definamos ¢ = — € F. Dal,
ol U001} -

() < eMp(f)(x),

ou seja,

My(f)(x) < cMz(f)(x).

Logo, se My f € L?, temos Myf € LP, isto é, (2) implica em (5). E claro que (1) segue de

(5)-

Agora, provemos que (1) implica em (3) e (4).

Suponhamos (1) do teorema maximal. Lembremos que f € S} se, e somente se, fx1) € L®,
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Vi eSeque Mif(z) = sup |(f =10)(y)]. Temos

ly—z|<t
|(f = ) (@)[" < (MGf(y))P Vy € B(x;t)

e integrando em B(x;t), obtemos

TP = [ (e s [ sy

x;t)

Logo,
((f = ) (@) < e Mg £

No entanto, notemos que f = = f=; que estd em L. Como ¢ € S é qualquer, concluimos
que feSy.

Cr
Seja P(x) = T O nicleo de Poisson em R e Py(z) = 7" P(%). Pelo que

(14 [a]?) >
vimos, a convolugio (f+ P;)(x) estd bem definida. Sabemos que |D?P(z)| < Cyla| 1181,

|3] > 0. Consideremos ut(z) = stug |(f = Py)(2)].

Afirmacao 2.2.37. (1) implica em (3). Se 0 < p < 1, admitamos, por instante, o seguinte

lema:

LEMA 2.2.38. Podemos escrever P(x Z 2" kgbzk , {@} c F,c independente de k.

Como a aplicagao s — sP é subaditiva para 0 < p < 1, temos

|f = Pz ZCpQ 1 f (o) (2))P < & (Z 2_'“”) (M f(z)]".
k

Integrando, obtemos

HULHZP sc HM]:fH]I?,p .

Portanto, ut € L?, para 0 < p < 1.
Agora, provaremos o Lema [2.2.38. Escolha ¢ € CP(R") tal que ¢ = 1 em B(0;3) e
supp(¢) < B(0;1). Como antes,

Z 2 k— 1 ¢(2—kx))

k=1
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() 20 (2)
Queremos que
3t S2CT i) [o21) - o(2-42)].

ou seja, definamos

0" (x) = 2P (25) [6(2/2) — d(2)] -

Queremos mostrar que

Pa,6(¢(k)) < Ca,ﬂ? (227)

com C, 3 independente de k. Notemos que supp(¢™*)) = B(0;2)\ B(0; 3). Logo, o* e S
e para calcular 1} basta tomarmos a = 0. Queremos que HDﬂ ot < Cp.
Para 8 = 0,

[ ()] < 20 VF 2RV g < C.

Para |3| > 0, como |D?P(x)| < Cglz|™" 1718l temos

[D6® ()| < 208 N7 Co | DO[P(2"0)]|| D7 [(/2) — ¢ ()]

a<f

< 052(n+1)k Z 2k|a|‘(Dap)(2kx)|

a<f

N

Cs.
Com isso, concluimos a prova do Lema [2.2.38|
O caso p > 1, segue do Lema |2.2.20]
Afirmacao 2.2.39. (1) implica em (4).

Para p < 1, também de modo andlogo a primeira parte do lema anterior, temos

[u*(2)]" = [ sup |P;* f|(y p<22 " sup |¢2 ktf| 22 "M M f(x

le—y|<t |z —y| <2kt

Dali,

[u*7, < D 27"
k

p
M:;(k)fHLP < CZ Q*kp HM]'—fHI[?,p )
k

ou seja, u* e LP.
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Afirmacao 2.2.40. (3) implica em (1), isto é, para uma funcdo ¢ € S adequada, vale

My fl,, < [ut],, . ou ainda, Myf(z) < ut(z) < u*(2).

(Inicialmente, notemos que a ultima desigualdade é direta.)

De fato, vamos construir ¢ usando o lema a seguir.

LEMA 2.2.41. Existe F'e C*([1,0)) n L® tal que

o0 o0
J F(s)ds D¢ f F(s)skds@(), k=1,2,---
1

1

Demonstragao. Se z € C — {[1,0) x {0}}, entdao z — 1 € C\ {[0,0) x {0}}, e escrevendo

z—1=re? 0<0 <2, temos (2 — 1)1 =riet (para algum ramo fixo).

. V2 V2 e
Sejaw=7—@7=e 1,

z = s+ 1t, t >0, definamos

F(s) = C lim Im{G(z)} - Clm{ﬂ}.

t—0+

—w(z—l)%

Logo, iw = w. Consideremos G(z) = e . Para

Temos

fw(sfl)%! _

e

para s grande. Isso mostra que F tem decrescimento exponencial. Pelo Teorema de
Cauchy (ver Ahlfors, [I]),
G
J ﬁdz = G(0)2mi.
TR, e

z

Fazendo R — oo (= r — o) e € — 0, obtemos

|G(Z)| _ eRe[fw(zfl)Zli] _ 6—[727"% cos(g)Jrr%sen(%)] :OO07 0 < Q < z’
4 2
© —iw(s—1)1 © gmw(s—1)T
21G(0) = J —ds —J — - ¢e'zds.
1 S 1 S
Mas €'z = i = —we™ 2 = —jw = —w. Dal,
1 1 1
0 L —w(s—1)4 . © ,—w(s—1)% © p—w(s—1)7T
f £ . e'2ds = J e—ds = J e—ds,
1 S 1 S 1 S

1
0 e—w(s—1)1
isto é, 2mie” ! = 2@'[ Im {— ds. Tomando C = 7~ te, temos que F satisfaz (1)
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o]

0 e~ (8—1)%
do lema, pois J F(s)ds = C’J Im{ ———}ds=Cre .

1 1 §
Uma conta inteiramente andloga, usando o Teorema dos Residuos (ver Alhfors, [1]),

0 efw(sfl)%
J s*Im{ ——— } ds = Res (2" 7'G(z))
1

S

nos da

z=0

mostrando (2) do lema. Agora vamos usar isso para a construgao de ¢:

“ B

é(z) = L - F(S)Ps(x)ds=f F(s)—=2gs.

1 s"

A funcao t — m possui expansao de Taylor em ¢t = 0 dada por
2

Z apt® + tN e (t), re L”.
k<N

Disso,

tk-i—l C
_ an ag I n -tN+27’(t).

= ’x|k+n+1 |x|N+n+2

Logo,

o C,
(@) < f F0) otz (o) s

1
Ch

|x|N+n+2

Cn,N

|x‘N+n+2'

Q0
J |F(s)|s™ *2ds
1

~

Entao

|p(z)] < CN|5L"7N, VYN e N.

Analogamente, mostra-se que D¢ satisfaz a “mesma estimativa”. Portanto, ¢ € S. Agora
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que construimos ¢, observemos que

(1) | ol)de = J ) (fo F(s)Ps(x)ds> dr = L " Fs) ( f ) Ps(x)dx) ds = 1

) o) =0 (7) =0 [FOP(F) ds= | P Pataras.

tn

pois (P.)(2) = (Puo)(z).
Das observacdes (1) e (2) acima, temos
0@ = [atie-nar = [ ([ ForPaas) e
TEF(s) | oy f(z — y)dy
- [T ro ([ FOPdnse - pay) as
- [ P s

Dai,
60+ F(2)] < u f F(s)|ds

1
e, portanto,

M f(x) < Cu(x),

0 ¢]
com C = J |F'(s)|ds, provando o lema.
1

Finalmente, para completar a prova do teorema maximal, voltamos ao ponto deixado

em aberto anteriormente, ou seja, que a finitude de |My(f)| ,,

implica na de HM;(f)HLp

Em geral, a passagem de uma desigualdade como no Lema [2.2.35|¢é relativamente simples;

entretanto, aqui as coisas sao um pouco complicadas, conforme veremos no lema a seguir.

LEMA 2.2.42. Se My(f) € LP, entao Mj(f) € LP.

Para provar o lema, consideremos 0 < € < 1 e definamos as seguintes func¢oes maximais
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com peso
M@ = il
¢ |lz—y|<t<e—l ' (6 +t+ €|y‘)L
MEH(f)() = sup (MG f(2))
YeF
M) (@) = su If = ¢y — 2)] (1T
ok = R T e U )
A idéia aqui é mostrar que
g n| < [vshon| < [eto] < Ml

para L, N escolhidos adequadamente. Consequentemente, como veremos, tomando € — 0,

o lema estara provado.

Observaciao 2.2.43. Se f € S’ e p € S, entdo f * ¢ cresce, no maximo, polinomialmente,

pois se f € D' ey e CF, temos

[foby| < C Y D), Vb e CF.

laf<m

Portanto, existe L = L(f) (suficientemente grande) tal que *]WfVLd)( f) € LP, para cada
¢ > 0. Fixemos esse L = L(f).

Afirmagdo 2.2.44. M2"(f)(x) < C*Wf\,%(f)(a:)

De fato, sejam 1) € F,z € R" e y € R" tal que |x —y| <t < e !. Pelo Lema [2.2.31] temos

tL

I = \f’“/)t(y”m

th .
< W Zﬁf * Q- (y — 2)|t 77(k)

ok

67
My

—N+N
(f)\. (t27) RN A
t/1 (e4+t27F + ely — z|) L1 t2—k

o ()

oA

(@) (€+t+€|y| LZJ e—|—t2 k+e|y—2|)

N
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Observemos que

(e +127F + €|y — z|)F - 1+ Hly +2)"

(e+1t+ eyt T+ SlwhE
- (1 + Syl + Sl)*
(14 SSlyh*
* 6 L
< 1
< + 6+t’Z|>

Em * usamos a relagdo 1 +a + b < (14 a)(1 +b), com a,b > 0.

Assim, em (I), fazendo mudanca de varidvel, obtemos

-

I < MME@(J”)(?J)Z?“”N)JQJr|Z!)L(1+2R\Z!)N!n(“(2) dz
k v
semi—normasde S

k

< CMYG(f)().
Logo,

U R (R e

|lz—y|<t<e=1 (6 + 1+ 6|y|>L
X k% e L
< O My (f)(z)

e, consequentemente,

MEH(f) (@) < C MG (f) ().

Afirmacao 2.2.45. Para N suficientemente grande, vale

< C|"Mg"(f)

L L

Para provar essa afirmagcao, usamos a idéia da demonstracao do Lema [2.2.30]
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Temos
) Lo ’Z| —Np
I = su —z 1+ —
sup 415000~ I g (1 )
0 L —Np
P 2|
< sup \f = di(y — 2)|P (1~|——>
kZ::l 2k1t<|z|<2kt{ (e + 1+ ely[)rr t
) th 2\ 7
+ su -z 14+ =
i R R parerraps e (1+7)
A o (N_NK) the
< AR sup { f=o(y —2)|P }
kz=:1 2h—1< 2| <2kt | o ) (e+t+ely—z)t»
S —
+ su * — 2z
" <oty g |
< (N—NE) thr
= 2577HP - sup { fro(y—2)f }
1;) 2h—1< 2| <2kt | o ) (e+t+ely—z)»
N o (N_NE) thv
< Yo fireawp .
kz_]() k=Lt |y—z| <2t ' (e +t+elyl)tr
Portanto,

N 0 Lp
] < D sy fifamr )
k=0

ly—z|< 2kt< e~ 1 (6 +1+ €|y|>Lp

De modo analogo ao que fizemos no Lema [2.2.30, agora com N grande suficiente, obtemos

Mg (1)(@)] d,

n
com L suficientemente grande; concluindo a prova da afirmacao.

Afirmacao 2.2.46.

MH(A)| < O IMo(£)]

Com efeito, analogamente & prova do Lema [2.25] basta provar
MEH(F) < C LML) Vg >0,

pois dai, tomando ¢ < p, obtemos
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Logo,

W;,L(f>“Lp < Hqu(f)”Lp

Andlogo ao que fizemos antes, com F' = {a:; ME (f)(x) < A W;L(f)(x)} , A a escolher,

escrevenos

f [t @) e = L (Mg () ()| do + f @) e

Porém, pelas afirmacoes [2.2.44) e [2.2.45] temos

N

| [ n@la < 5| o] e

¥ I
<§;WFMﬂumﬂ%x
< 5| [t

para A » 1. Logo,

f” [W;’L(f)(:p)]pdx s 2 JF [W;L(fxfﬁ)]pdx
< 5. o]

N ) e
ou seja, basta mostrar a idéia para x € F. Se z € F, existe (y,t) € R”"! com |z —y| < t,
tal que
FRT T —— VL) (2.23)
(e+t+ey)t  277¢
Para r > 0, consideremos a bola B(y;rt) < B(x; (1+7r)t), pois |z —y| < t. Se 2’ € B(y;rt),

z' =y + pe;, com |p| <r. Como no Lema [2.25] supondo ) € F, temos

of (2, t)

10 = sl < e

‘=ﬂﬁ%@ﬂ (2.20)

e, claramente,

[fy. Ol < (2, 1) = fly. )] + [f ()], (2.30)
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Combinando ([2.28]), (2.30)) e (2.29), obtemos

tL
(e +t+ €|y|)”

[f('8) = f(y, 1)l

Mf) < |f(y.0)

DN | —

L tL

+ | f(a',1)]

N

(e +1t+ ely|)- (e +1t+ ely|)-

tL
r ’f*¢t($)|m +1

tL
CLT’f * wt($)‘ . m + I

Crr MSH(f)(z) + 1

N

N

N

N

Cor ANMG"(f)(x) + 1
1

< M@+

para r suficientemente grande, em que

L 1* € /
I=|f(0)]- m > MM (@), Vel € Bly;rt). (2.31)

Por outro lado, integrando (2.31)) em relacao a ', segue

L 1

1 J —qr*a r€,L /
1 |If@ )] A’ > e [T M (f)(2)]
|B(SL’, (1 + T>t| B(y;rt) (6 +1+ €|y‘)L |B(;E, (1 + T)t| B(y;rt) ¢

r " % re L

> W[M’b (f) ()]

= W[WQ’LU)(I)][]'

Da definicao de My(f), temos

tla

1 T o 1 s’
B(; (1+r)t)IJB(y;rt> O e ana ™ < O JB(W)[MW)( )Id
< OM[My(f)(@)]".

Combinando essas duas tltimas estimativas, obtemos

n

r S q 1 N1 .
Ay | M@)o fB(W[tz)m(f)(x " da’ < CM[My(f)](x), Vg > 0.
Portanto,

*

MG"(£)(@) < Col MMy f)2 ()]s, ¥ g > 0.
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Com isso, finalmente, completamos a prova do Teorema da Caracterizacao Maximal
de HP?.
OBSERVACOEs: Para ¢ € C*, ¢ >0, supp(¢) = B(0;1) e fqﬁ = 1, definimos

[ le = 1Mo flln, 0 <p<co.

Vimos que

| Mo flw ~ MG ], ~ IMEf L

em que x ~ y significa que existem constantes positivas ¢y, s satisfazendo ciz < y < co.
Em particular, se p > 1, entao P = HP, isto é, H? é um espaco de Banach se p > 1.
Parap =1, f — |[Myf|,, é uma norma, pois M, é sublinear.

Com efeito,

My(f +g)(z) = igg|(f+g)*¢t|(x)
< Stgg|f*¢t!(:v)+§gg\g*¢t!(x)

= Myf(z) + Myg(x).

Ainda, como [ f] 1 < |[f] 1, segue que se ||f] ;1 =0, entdao f =0 ¢.t.p.x .
Além disso, podemos mostrar, usando transformada de Riesz, que para p = 1, H' é
completo.

Para p <1, | f| 4» nao é norma, porém podemos definir a distancia

d(f,9) = If — 9l - (2.32)

Notemos que |.|/%, é subaditiva.

Além disso, se | f|y» = 0, entdo f é a distribuicdo nula. De fato, por hipétese,
|Mzfl;» = 0edai Mrf(z) = 0 q.t.p.z, ou seja, para toda ¢ € F, temos Mrf(x) =
0 q.t.p.x que implica em para toda ¢ € F e para todot > 0, t™" <f, ¢(_T$)> =0 qtp.z.
Entao, (f,¢¥(- —x)) =0 q.t.p.z. Seja x,, — 0 tal que {f, ¥ (- — z,)) = 0. Da continuidade
de f, segue (f,¢(:)) = 0, pois ¥(- — z,,) — ¥(-) em &'. Portanto, {f,v) =0, V¢ € F.
Se ¢ € § é qualquer, entao ep € F, para um certo € > 0 suficientemente pequeno. Logo,
(f,py =et{f epy=¢1-0=0,isto é, f ¢ a distribui¢ao nula.

A métrica em define a topologia de HP, p < 1, o qual é um espago métrico
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completo com essa distancia. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na referéncia

[10)].

PROPOSICAO 2.2.47. Se f; — 0 em H?, entao f; — 0 em S, isto €, a topologia em HP

¢ mais fina do que em S'.

Demonstragao. De fato, dado ¢ € S, consideremos ¢, (z) = p(z — 7) = Trp(x), |7 <1
Logo, {T7¢},,/<; é um conjunto limitado de S. Portanto, e{T-p} ., = F para algum

€ > 0. Agora notemos que f = ¢ (x <f Tm<p> e dai <f 1/;> f= ¢ 0).

Com isso, temos

Kfiol = Kf5 T--Tr )l

= [T f5, Trp)l
\(Tf»( )| 0)
Ly« (10| (0)
= |15+ ()| (=)
< € Mpf(-

(=
7).

Elevando a p e integrando para 7 € B(0; 1), obtemos

1 —
fs O < (GG Jygy A7 < Clisl T50, Ve s
) 0;1
Portanto, f; - 0e S’ -
OBSERVACOES:

(1) ||.|l z» ¢ invariante por translacoes. De fato, basta notar que

(T7f) = e = To(f = @) = My(T f) = T-(My) f.

(2) Compacidade fraca da bola unitaria: Se f, € H? com | f,] 4, < A, entao existe
um f € H? e uma subsequéncia f,, tal que f, — f no sentido das distribuigoes (ver
referéncia [16]).

A proposicao seguinte serd muito usada no préximo capitulo.
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PROPOSIGAO 2.2.48. Seja ¢ € CP(B(wo;7)) tal que |D%p| < r~™™71°1 Vo] < N (N
definido da familia F). Entdo

|{fr )| < Mz f (o). (2.33)

Tal ¢ é chamada concentrada em B(zo;r).

Demonstragao. Com efeito, considerando 1 (z) = r"¢(rx — xg), obtemos supp(v) <

B(0;1) e | DY (x)| = r"*1el|Do(ra — z0)| < 1¥|a| < N. Entdo ¢ € F, pois
HxﬂDawHLoo(B(o;l)) < HDawHLOO < 17 v /B eV |O[| < N.

Temos

|f # ¥l (z0) < Mrf(20), ¥ >0, (2.34)

Em particular, para ¢t = r, temos ¢,(2) = ¢(zo — 2) = (T, @)(2). Dali,

fetn(@o) = f o+ (Toy @) (w0) =T (f @) (wo) = f * B0 — wo) = [+ p(0) ={f, ).
Usando isso e por , obtemos

|{fr )| < Mz f (o).

No proximo capitulo apresentamos o Teorema da Decomposicao Atomica de HP.



Capitulo

3

Decomposicao Atomica de HP

Os resultados aqui expostos foram retirados e adaptados dos livros do Stein [16] e [17].
Iniciamos esse capitulo apresentando duas decomposigdes auxiliares (a de Whitney e a de
Calderon-Zygmund Generalizada), as quais sao de extrema importancia para o decom-
posicao atomica de HP. A decomposicao de um dado conjunto em uma uniao disjunta
de cubos (ou bolas) é uma ferramenta fundamental na teoria descrita neste capitulo. Ja
usamos esse tipo de técnica no Lema da cobertura de Vitali, no capitulo anterior. Essa
idéia foi introduzida pela primeira vez por Whitney e formulada como se segue.

A Decomposicao de Whitney, essencialmente, nos diz que dado um conjunto nao vazio
e fechado F' < R", seu complementar é a uniao de uma sequéncia de cubos )y, cujos

interiores sao mutualmente disjuntos e cujos diametros sao proporcional a distancia deles

a F.

Observacgio 3.0.49. Por cubos entendemos cubos fechados, cujas faces sdo paralelas aos

planos coordenados e dois cubos serao “disjuntos” se seus interiores forem disjuntos.

3.1 Decomposicoes Auxiliares

TEOREMA 3.1.1 (Decomposicdo de Whitney). Seja F' = R™ fechado. Entdo existe uma

cole¢io de cubos F = {Q1,Q2, ...} dois a dois “disjuntos” tais que
(]) Q=F°= UQk:
k
(2) crdiam(Qr) < d(Qy, F) < cadiam(Qy).

Nesse caso, dizemos que diam(Qy) e d(Qx, F) sdo compardveis, e denotamos isso por

diam(Qx) ~ d(Qy, F).

72
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Demonstracao. Sejam €, < Q, k € Z, dados por Q;, = {x e R 27% < d(x, F) < 02"““},
com ¢ > 0 a escolher, M a malha de cubos unitarios com vértices em Z", n € N e

M, = 27*M, k € Z. Geometricamente, temos

Figura 3.1: Decomposicao de Whitney

Consideremos Fy = {Q e My; QN Q. # &, keZ}. Paraz e Oy nQ ey € Q € Fo,
temos

d(z, F) < d(z,y) + d(y, F) < diam(Q) + d(Q, F).

Logo,
d(Q,F) = d(z,F) — diam(Q) = 27" — y/n27F = (¢ — v/n)27% = ¢;/n27%,
com cq, ¢ a escolher. Por outro lado,
d(Q,F) <d(x,F) < A~k + 1< cp/n27"

Agora, basta tomar ¢ = 24/n,c; = 1 e ¢g = 4. Com isso, (1) é satisfeito e para obter os

cubos dois a dois disjuntos, basta usar o axioma da escolha. O]

A seguir, apresentamos a Decomposicao de Calderén-Zygmund generalizada, a qual
serd fortemente usada mais adiante. Essencialmente, dada uma funcao f, queremos de-

compor f como f = g+ b, sendo g uma fungao “good” e b uma funcao “bad”.
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TEOREMA 3.1.2 (Decomposigio de Calderén-Zygmund Generalizada). Seja f € L}, () H?

e A fixo. Entao exriste uma decomposicio f = g+b, b = Zbk e uma colegao de cubos Q)5

tal que

(1) ge L™, |g]| < CX;
(2) supp(by) < Q3 ¢ J MbP <C | e

(3) {Q3} tem a propriedade da intersecao limitada e UQZ ={zeR": Mx(f)(x) > \}.
k

Demonstragao. Notemos que {x € R"; Mzf(x) > A\} £ R® é um aberto de R", pois Mxf
¢ uma semi-continua inferiormente.

Primeiramente, vamos provar (3). Pela decomposi¢ao de Whitney, podemos escrever

Q={zeR" Msf(x) > \} = UQk, Qr = Q(p, ly),

k

com [ ~ dist(Qg, F'), em que F' = Q°.

Para 0 < a < s fixos, consideremos Qf = Q(xk, (1 + a)ly) e QF = Q(xk, (1 + s)lk).
Observemos que Q) < Qf < Q3. Se s for suficientemente pequeno, todo ponto de €2 per-
tence a, no maximo, N = 2" cubos {Q}}, isto é, {Q;} possui a propriedade da intersecao
limitada, e, além disso, UQZ = Q. Logo, (3) esta provado.

2

Agora, vamos provar (1). Se y ¢ Qf e z € @, entao existem c¢y,cy > 0 tais que

[

o < ‘y__xy’“” < ¢, pois, como fungao de (z,y) € QF x (Q°,)¢, é limitada e possui infimo maior

|z
ly—zk|
[z—y|

0<¢eCr(Q0,a), v=1em Q = Q(0,1) e consideremos Yy (x) = (=) € C*(2).

s

que zero. Observemos que se aproxima de 1, quando y se afasta de ;. Escolhamos

|z —2|

I > 1+ a e dai

Notemos que supp(x) < QF, pois |z — x| = (1 + a)ly, ou seja,

() = 0. Assim,

1> ¢(z) = ) dp(z) € C(Q).

Portanto, as funcoes

R 1C))

J

€ CX(Q%)

formam uma partigdo da unidade de €2, subordinada & cobertura {Q%} e, consequente-

mente,

an(:c) =1.
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Observemos que 7, satisfaz a desigualdade

D ()] < cq l;al, com ¢, independente de k.
Com efeito, para |a| = 1, por exemplo, a = (1,0, - ,0), temos
% %
|1 ()] < “:f’“ + ¢k(12_;/} <L+ N =l

Para a qualquer, aplicamos o processo de indugao e obtemos
D me(@)] < 6" 15

Além disso, existem Ty € F' = {x € R™; Mz f(x) > A\}° e ¢ > 0 independente de k tais que

B(Zg, cly) 2 QF > supp(nk), pela decomposi¢gao de Whitney. Dali, % estd concentrada
Cli
em B(Zy, cly). Logo,
1 Nk / — /
|| fe| =c | fin )| S EMEf(Z) < A (3.1)
Qx| cly
Finalmente, vamos construir g e by. Definamos by, = (f — ¢x)ng, com ¢ = ngnk. Entao
Mk

ka =0 e supp(by) < QF < Q5.
Afirmacio 3.1.3. |ci| < c .
De fato, notemos que

Jmc(x)dx ~ 1y, (3.2)

isto é, existem ¢y, ¢y > 0 tais que ¢l < Jnk < el pois J me < |QF = (1+a)"l}; e
Q%

- 11 f 1
den, = = > —, segue e = e = —l;.. Portanto, por (3.1)), (3.2)) e
k‘Qk Z%‘ Z%’ N Qf. Qk N
J J

como |Q%| ~ [!, obtemos

provando a afirmacao.
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Agora, definamos
f(z) sex ¢
9(x) = Z cenk(z)  sex e
k

Claramente, g + b = f, sendo b definida por b = f — g.

Sex ¢ Q, Mrf(xr) < Aedal Myf(z) < c Mxf(x). Portanto, [¢yxf(2)| < Myf(z) < ¢,
V¢ > 0. Fazendo t — 0, obtemos |¢y  f(z)] &5 |g(x)| = |f(2)| e, consequentemente,
l9(x)] < eA.

Se x € Q, pela afirmagao anterior, |g| < Z]cklnk < c)\an = c\.
2 k

Portanto, (1) estd provado.

Finalmente, para mostrar a estimativa em (2), isto é, f [Msbi]P < CJ [Mxf]?
Qx

n

provaremos que
(a) Mpby(z) < cMrf(z), se x € Qj;
(b) Mgbp(z) < A—r ez ¢ Q.

Dai, admitindo (a) e (b), se x € @}, a estimativa seguird diretamente. Se x ¢ Qf, para

n
p > ——, teremos
n+1

.
J [Mgbe]? < AP IHP | & — 2| P D
R™ @y R™\ Qj

< AN li(nﬂ) [ || 7P+ D g
JB(O;%V

("0

= (P)NP l]kj:("H‘l) T_p(n+1)7“n_ld7"

g

2
(n+1)7—p(n+1)+n
AP P

— N

ch)\pfl
. cpf AP

o ka[Mff]p.

N

Notemos que B(0,%)¢ o R™ @} se, e somente se, B(0,%) < Q5 = Q (zy, (L +b) ) e
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—p(n+1) +n—1<—1 se, e somente se, p > — . Portanto, concluiremos

e

Com isso e usando (a), obteremos

J [Myby(a)

<

N

[Mybi]P < C JQS [Mrf]P.

f (M by () Pz + f (M, by ()] de
s Rn\QZ
c

(M f (o) Pde + C LS (M f(2)Pde

o L} [Mxzf(z)]Pdz.

Sendo assim, resta-nos provar (a) e (b). Para mostrar (a), seja x € Q5. De by, = fn— i,

temos Myby(z) < My(f ne)(x) + My(cr i) (x). Mas

My(erne)(@) < fex|Mg(m)(z)

Por outro lado, se t < [, temos

Mo (f ) ()

< cAsup |y = mgl(x)
t>0

= cAsup || 1 |7k oo
t>0

= cA

< cMrf(z).

sup ¢ = (f m)|(x)

t>0
sup

Suf ft‘% (g) nk(y)f(y)dy‘

sup | (f, ¢,
t>0

com @(y) =t"¢ (F) m(y) e S e f e Li,, = " e supp(p) = B(a,1).

Afirmacao 3.1.4. A funcao © esté concentrada em B(z,t), isto é,

com c constante. Com efeito,

C

)Daf‘ <t ol
c
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oazO:’g0|<t£n

e |a| =1:
c c c d
03Pl < S + mlom] < g+ S
e |a] = j: Para f+ v = «, temos
N P :E—y}7 ‘< g ¢y _ Ca
Dely) =17 |07 | (=) | Dmy)| < o = o

concluindo a afirmacgao, pela regra de Leibniz.

Portanto, para t < li, temos |¢; = f|(z) = | {f, @) | < cMzf(x). Parat > li, supp(p) <
B(z,y/n(1+a)ly) e, de modo andlogo, mostramos que % estd concentrada em B(x,/n(1+
a)ly). Logo, obtemos a mesma estimativa |¢, = f|(z) = |{f,o)| < cMzf(x). Disso,

concluimos que Myby(z) < cMgf(x) e, consequentemente, (a) esta provado.

Agora, mostraremos (b), isto é,

Mybi(z) < cA%J ¢ Q-
Temos, para y € Qf e = ¢ QF,
6 bl () = Ut"qﬁ (x n y) bk(y)dy’
=l [ - e iy
< w5 -0 (552)] rwmiay
- tin f ¢ <9: ; y) —¢ <:): - xk)] Cknk(y)dy‘
= L+
Lembremos que supp(by) < Qf, ¢¢(x —y) = 0 se = ; vl > 1 e, ainda, [v —y| > cz — 24|,

Logo, basta considerar valores de t > c|z — x| > ' l. Pondo J; = {f, ), com ¢(y) =

[6e(z — y) — ¢e(x — zx)] Mi(y), temos

cly — g - cly
~ .
tn+1 ’x_xk|n+1

e a=0: |p <
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e |a| = 1: Pela desigualdade do valor médio,

1 T =y T — T |y—$k| 1
|00 < ey aj¢< ; >— j¢< ; >"\77k\+0 IS
c
<
tn—i—l
_ c
= |JZ _ xk|n+1
e ll—kﬂ
e Em geral, para o = [ + 7, obtemos [0%¢ < MT“W e supp(p) < (QF) <
lg(fk;clk)
_ n+1
Além disso, a fungao ¢ = ¢- % esté concentrada em B(Zy; cly) e pela Proposicao
k
2.2.48) temos
[{fs )| < Mzf(2).
Dai, finalmente, obtemos
Al = [{fie)]
ZZ+1
= O | {fs)]
lz+1
< M
c (& — 2y 7f(Z)
ZZ+1
A
¢ iz — |t

A
Para Js, lembrando que |cx| < che |[DYn| < ¢ W, pela desigualdade do valor médio,

obtemos uma estimativa semelhante para |.Js|, isto é,

Al < | 169 oe—al-lad - Iy (33
k
~ C tn+1 ° )\lk (34)
ZZ+1
< CA——, 3.5
¢ iz — 2|t (3:5)

n
com t > c|x — x|. Por (3.3) e 1} concluimos, a proposicao para 1 <p<1.
n
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A prova para p< — precisa de uma estimativa melhor para
n

n+1
lk

S
ot L @

Mpbi(z) < cX z

Isso é feito modificando a construcao das “més” fungoes b, de modo que elas satisfazem

uma propriedade adicional de momento, conforme veremos na se¢ao a seguir.

3.1.5 Correcao das funcoes by.

Se p < n:l_ T existe d € N, d > 1 tal que - :L_ 7 <p< ﬁ Fixemos esse d. Vamos
procurar a seguinte estimativa:
lz+d
Myb <cA——— . 3.6
® k(‘x) ¢ ’l’ — l’k|n+d T ¢ Qk ( )
Gostariamos que
| nwPeay o, (37)

para todo polinomio P de grau menor ou igual a d. Se vale (3.7]), usamos o polinémio
de Taylor de grau d da funcao y — ¢(y) = ¥4(x — y) em torno de z; e obtemos (3.6)).

Fixemos k e consideremos L?(Q%) dado pelo produto interno

Q@

com 7j, = ﬂ, supp(Qy). Observemos que

Snk

o 1%l e cal)”
Ha nkHLOO = SnkL < |QZ| < Ca[(1+b)lk] | |-

Sejam P; = {polinémio P em R"; grau(P) < d}, Pix = Pd‘ c L*QY}) e a sua

Qf
projecao ortogonal Py : L*(Q%) —> P,x. Vamos apresentar os novos ¢; = cx(z) e by
de modo que esses novos ¢ (x) substituem as constantes ¢, usadas antes por polindémios

Ck(l‘) € Pd. Definamos Cl = Pk(f) Dai, f — Ck J_Pd,k, isto é,

<f—Ck,P>= (f—Ck)ﬁkPIO, VPEPd’k.
Q@
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Portanto, basta definirmos

be = (f — c&) 7k
Afirmacao 3.1.6. Se ¢ é um polinémio de grau menor ou igual a d, entdo
1D°] ) < cali™ ez (3.8)

De fato, basta provar a seguinte desigualdade para o cubo unitatio (), centrado na origem,

10D ey < Cali™ 1Pl 2 (3.9)

que é valida, pois em espacos normados de dimensao finita, podemos dominar qualquer
semi-norma pela norma. Agora, vamos mostrar que (3.9) implica em (3.8)).

Consideremos p(z) = q(ly x + x1). Notemos que x € Q < [yx + zp =y € Q¢. Como

10Dl ey =1 1Dl oo e

1 1
Plz = — f Pz + mm@)de = | @@)mdy =l 200
| 2@ Q| Q |Qk‘ Qe ‘LZ(Q’“)
obtemos

IDqll e gy < 1 1DPll oy < b e Pl 2y = cali ] 2qn)

concluindo a afirmagao.

n .
n+1

Vale o seguinte resultado que substitue a Afirmacao [3.1.3/no caso p <

Afirmacao 3.1.7.
(a) [crme| < cA, Vo

(b) [ex(z)ne(z)| < eMpf(x), x € Q.

De fato, seja {e1(x), ea(x), -, eqr1(x)} base ortonormal de Py e completemos a uma

base ortonormal de L?*(Q¢). Dai, todo u € L*(Q%) se escreve como

u(r) = Z (u, €5) e;().
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Logo,
d+1

Pru(x Z<u e;e;(r)

e, em particular,

cx(x) = dil<f,€j>€j($)
o
= @il o, f(y) 2 e;(y) - e;(x)ik(y)dy
= sz(y)/f(%y)ﬁk(y)dy
= k()i
L d
sendo k(z,y) = o ; &;(y)e;(x) polinémio em z e y.

Notemos que [0gk(z,y)| < cal,;(nHa') para z,y € Q3 pois por {) temos

|05k Mpmiggy < cali™ Ik M izopy

_ 1
la 1 2
< el 5 Jlk(rc,y)l%k(y)dy]
_|Qk|
o d+1 3
= ¢, .
| B ] o
d+1
< (le|+n)
S Ca 2 lesl po le
< ¢, lk |a\+n).

Pela regra de Leibniz, obtemos

| D2 [k, y)me(y)]] < ealy .

Entao ¢(y) = cok(x,y)nk(y) estda concentrada em B(Z;cly), T ¢ € e, consequentemente,
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pela Proposicao [2.2.48|

lew(z)| < <[, )]
< cMzf(z)

< CcA,

provando (a). Analogamente, para x € @5, obtemos (b).

Agora, finalmente, mostremos (1), isto é,
Mybi(z) < cMzf(x), v € Q.

Seja x € QF (lembremos que UQZ =Q = {z; Mrf(z) > A\}). Entéo
k

@*%@)=f@@—yﬁwmaw@—J@mWﬂMMwm@Myih—b,

® ]QZ

o] < lex mill oo - [Pt 0 < e A < e Mzpf(x)

° ]1:t<lket>lk:

|Il| :|<f7¢t(m_)nk>| :|<f7(p>|a

com

Doyl < et~ ge <,
p| <
AL et > 0

Em ambos os casos (como antes), vale |I1| < |{f,¢)| < ¢ Mzf(x).

Logo,
|G+ bg(2)] < c Mpf(z)

e, portanto,

M¢bk(ﬂf) < CM]:f(.Z'), X € Qi

Agora, mostraremos [3.6, Seja P, o polinémio de Taylor de grau d, centrado em xy, da
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funcao y — ¢y(x — y) e rq;1 seu resto. Temos

b v () = j brlx — y)bi(y)dy — f Pa(y)be(y)dy

—_—
=0

_ j ras ()be(y)dy
= [ ran@ @y - [ rea@awmwiy

<f7 Td+1 ’f]k> - <ck7 Td+1 nk> )

y|d+1f\a|

Tk —
coim |‘Dard+1(y)| g C)\ tn+d+1

Por outro lado, a fungao ¢ = rg4.1 - 1y satisfaz

Dol < ¢ S D% rg||Dl (3.10)
a1tar=a
|'Ik o y|d+17|a1\ 1
S ¢ Z fn+d+1 l|a2| (311)
altags=a k
ld+l—|a|
< e—h (3.12)

|$ _ xk|n+d+l ’

pois lembremos que |x — x| ~ [z —y| et = |z —y| = clay — x| = 1.

_ n+d+1
Logo, a funcao ¥ (y) = cpy)lr — ] estd concentrada na bola B(z,cly), T € F.

lz+d+1
Pela Proposicao [2.2.48] temos

ln-‘rd-i—l
k

’<f7nkrd+1>| = |<f7¢>|

|.I’ — T |n+d+1
l2+d+1

S MA@

ln+d+1
k

cA

|I‘ _ xk|n+d+1 '

Com isso, em ((3.10]), obtemos

ln+d+1
k

|y be|(z) < EA

|Z’ _ $k‘n+d+1 )

ou ainda,
ln-‘rd-‘rl
k

Portanto, a prova do Teorema [3.1.2] finalmente, estd completa. ]
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Na secao seguinte, enfim, apresentamos o Teorema da Decomposicao Atomica de HP.

De agora em diante, vamos supor 0 < p < 1, pois para p > 1, ja sabemos que H? = LP.

3.2 O Teorema da Decomposicao Atomica de H?

Dada f € HP, sabemos apenas que suas funcoes maximais, conforme o teorema da carac-
terizacao maximal, pertencem a LP. Embora o esse teorema nos dé varias equivaléncias,
ele ainda nos fornece pouca informacao sobre os espagos HP. Precisamos, entao, de um
resultado mais forte, isto é, que nos dé informacoes mais precisas sobre HP. Uma das
vantagens de caracterizagao atomica é que facilita a estimativa de muitos operadores (em
particular, operadores de convolugao) sobre os espagos H”, pois permite que tal estimativa
seja realizada apenas sobre os atomos, que sao fungoes relativamente simples. Gostaria-
mos de expressar f como uma soma de elementos relativamente simples e com proriedades
interessantes. Esses elementos sao conhecidos como HP-atomos, os quais apresentamos

sua definicao a seguir.

DEFINICAO 3.2.1 (HP-4tomo). Uma funcdo a € L® diz-se um HP-dtomo se existe uma

bola B(xo,r) tal que
(1) supp(a) € B(xo,7);
(2) llalp <|B|">;
1
(3) x%a(z)dr =0, V |af < {n (—~1>J.
R® p
Observacgio 3.2.2.

(1) Terfamos uma definicao equivalente se em vez de bolas tivéssemos tomado cubos

com lados paralelos aos eixos coordenados.

n

(2) Se

1 < p < 1, a propriedade (3) acima vale apenas para a = 0.
n

(3) Das propriedades (1) e (2) da definigdo de dtomo, obtemos J|a(:v)|pdx < 1, pois

_1\P
| ta@rac = | ja@ypas < i, 151 < (181151 - 1.
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(4) Um HP-dtomo como definido acima também é conhecido por (p, o0)-dtomo devido ao
fato de usarmos a norma L® na propriedade (2). Em geral, para ¢ > 1, definimos os
(p, ¢)-4tomos de modo inteiramente andlogo a defini¢ao acima, substituindo apenas
a propriedade (2) por |af,, < |B|$7% Além disso, todo (p,o0)-atomo é um (p, q)-
atomo, para todo ¢ = 1. Com efeito, basta notar que

1

a _a % 11
o = ([ 1)< (B8 = 1813,

(5) E possivel mostrar que todo (p, ¢)-4tomo pode ser escrito como soma de (p, o0)-

atomos. Maiores detalhes, ver referéncia [§].

O préximo resultado nos diz que um HP-atomo é, de fato, um elemento de H? e que
a “norma” em HP? de tais d4tomos sao uniformemente limitadas (em particular, elas sdo

independentes das bolas B). Em outras palavras, temos proposi¢ao a seguir.

PROPOSICAO 3.2.3. Seja a um HP-dtomo. FExiste uma constante C = C(n,p) tal que
lal e = [Mg(a)], < C. (3.13)

com 0 < peCr, ¢ =1, supp(¢) < B(0,1).
Rn

Demonstrag¢ao. Seja a um HP-atomo suportado em B(xg,7), ¢ como na hipdtese e B* =

B(xg; 2r). Temos
| Mso@pis = | M@@Pde | M@ 1411
R B* (B*)e
(1):
(G a)@)| < [ arlate = ldy < lal- [ oty < |51
Logo,

My(a)(z) = sup (¢, a)(a)| < |B| >

t>0

e, portanto,

| My (a)(x)[Pdr < \B\lf ldz = |B|™'|B*| = |B|7'[B] - 2" = Ci(n).
B* B*
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Outra forma (usando a limitagao em L?):

- | M@

- | @@ eds

(CCEONED

¢ | M@l

2—p
2

N

N

N

Ci [ally, |B*] ="

= e[ ) e
B*
o ([ 1re) e
B*
= s ([ 1) e
B*

P 2=p iy 2=P
= GB|I7YB*[2|B| 7 (2") =

N

— ()22
= Ol(nap)
(I): Temos
(¢1 * a) J ¢y — y)dy,

com x ¢ B* = B(xp;2r). Como ¢ € C, usamos a expansao de Taylor sobre xy da fungao

y — ¢(x —y) dada por

(bt(‘r - y) = 2 (3; ¢t(m — :L‘O)(xo — y>a + Rn-(p_lfl) (tv T, Xo, y>7

al
la|<n-(p~1-1)

Clag — y|**!

com |Rgy1] < v p— d=|n-(p~" —1)]. Substituindo em (II), temos

|d+l

0y de(x — x0) (20 — )@ Ty —
L B e

o!
|a|<d

la(y)[]zo — y|™*!
J {n+d+1 dy

(3.14)

(3.15)

Como y € B, x ¢ B* e |z — y| < t (t suficientemente pequeno), temos |rg — y| < r
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|z — xg| = 2r e, por conseguinte, |y — zo| < r < m;—xol Logo,

|z — o
t> |z =yl > |z —wo — |20 —y| > —F—,
1 2 .
ou seja, — < . Com isso, em (]3.14])), obtemos
t |z —
R
My(a)(z) < [B|"» dy

B |ZL’0 _ x‘n+d+1

|B|_E JT )\d-‘rl-‘rn—ld)\

’x[) _ x‘n+d+1 0

0

‘B‘*%rn+d+l

|[l§' _ l‘o‘n+d+1 :

0

Logo,

f (My(a)(z))Pde < |B|—1rp(n+d+1)f |z — 2| PO g
B**

B*c

12

’B’—lrp(nﬂlﬂ) Joip(n+d+1)+n1d)\

2r
= CQ(”a p)

Notemos que a integral imprépria acima converge, pois —p(n +d+ 1) +n—1+1 < 0,

sendo d = |n- (1 -1)].

Portanto, por (I) e (IT), concluimos a prova da proposicao. ]

o0

Observacio 3.2.4. Se f(z) = 2 Arag(x) em S’ com A, € [P e a; sdo HP-atomos, entao
s

f € HP. Em outras palavras, se {a;} é uma colecao de HP-dtomos e (\x) é uma sequéncia

a0
em C tal que Z |Ak|P < o0, entdo
k=1

k=1

converge no sentido das distribuicoes e f € HP, com

3=

[l <C (Z |Aj|f’) . (3.17)

k
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n
De fato, para cada n € N, consideremos a soma finita em (3.16)), isto é, f, = Z ApQ.
j=1

Para n < m, temos

”fm - anHp =

Z )\kak

k=n+1 k=n+1

m 1/p
$;(j ( :E: |Ak|> - Oa
Hp

quando m,n — o. Logo, (f,) é uma sequéncia de Cauchy em H?, o qual é completo.
Entdo existe f € HP(R") tal que f, =5 f em H?. Pela Proposicao obtemos
a convergéncia em S’ e, com isso, provamos o resultado. Observemos que [3.17] é uma
consequéncia da Proposi¢ao [3.2.3] e poderfamos ter provado a Observagao [3.2.4] de outra
forma, conforme apresengamos a seguir.

Consideremos f,, = Z Aray, para cada n € N. Temos
=1

My(f) = M, (2 A) < 37l My (). (3.18)

k=1 k=1

Como p < 1, segue

<2 |>\k|M¢(ak)> < I [Mg(ar)]” (3.19)

k=1 k=1

Combinando (3.18]) e , e integrando, obtemos

anHI;Ip = J[M¢(fn)<$)]p dx
< Zn: |>\k|pJ[M¢ak]p da

n
< ¢ Z |)‘k‘|p7
k=1

que d& a convergéncia absoluta de na métrica de HP. Pela Proposicao [2.2.47|
obtemos a convergéncia em S’.

A reciproca da Observacao [3.2.4] é o esperado Teorema da Decomposicao Atomica de
HP? o qual enunciamos e provamos a seguir. Para a prové-lo, admitimos o lema a seguir,
cuja demonstragao pode ser encontrada em [16].

LEMA 3.2.5. L] () H? é denso em HP, 0 < p < 0.

loc
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TEOREMA 3.2.6 (Decomposicao Atémica de HP). Para qualquer f € HP, podemos escre-

ver
f = Z )\j(lj,
J

. P a: d |P p
com \; € [P, a; dtomos e Z\)\j| <C|fl%e -
J
Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar a decomposigao para L}, () H?. Seja f €

L} . H? o qual é denso em H? pelo Lema . Dado A =27, jeZ,seja f = ¢’ +V a

decomposicao de Calderén-Zygmund de f, isto é,
(1) 9] < c2;
(2)
V= Zbk’ supp(bl) < Q1" fxo‘b,jg(a:)da: =0, V]o| < {n (}) — I)J
(3) bl = (f — c)nl, sendo ¢, polinémio tal que grau(c,) < d = ln (l - )J e
Joi = = {&; Mrf(z) > 2}
k

Notemos que Q' < W e ﬂQj = {z; Mzf(z) = o0}. Mas como Mzf € LP, temos

[l

J

= 0. Com isso, por (2) e (3) acima, temos

1F =5 = 15
~ | MY |7,
<3 f (Myb])?
< ZJ (Mzf)P

J—©

< ¢ Lj(l\/[;f)p—>0,

pelo teorema da convergéncia dominada. Pela Proposicao [2.2.47, ¢/ — f quando j — 0.

Como |¢7| < ¢27, por (1), segue g9 —> 0 uniformemente em S’ quando j — —o0 e, em
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particular, ¢ — 0 em S’, quando j — —o0. Lembremos que

, f em (Q7)°,

i o '

J ZC’;% em 7.

k
Logo,

Nl N N i1 . N—>w

=gV = Y (¢ —¢g)—0 em &
j=—N

isto é, f = Z(ngrl —¢’) em S'. Entdo,
J

=" =g (3.20)
7,k

Como ¢/t + b7t = f = ¢ + b/, segue ¢/t — ¢/ = b/ — I/ F! estd suportada em QFF <
e, ainda, a funcao (¢! — ¢’ )77% esta suportada numa bola Bi (a escolher) que contém
*Qi. A partir de agora, usaremos a notagao *Qi em vez de Qi*, por simplicidade. Mas
observemos que a fungao (¢! — ¢’ )ni nao possui momentos nulos, isto é, nao satisfaz a
propriedade crucial de cancelamento. Para garantir isso, precisamos duma decomposicao
melhor que e na qual agora nos concentraremos. Seja P, = P,g a projecao usada
anteriormente. Tinhamos cfg = P,g(f) e, ainda, CZH = Pljﬂ(f).
Agora, consideremos c,ivl = P/"'(f — ¢*nl] o polinémio de grau menor ou igual a
4R Ry
Qi+l

Propriedades de c,il:

(a) Se QLN Q" = &, entdo c,i,l = 0;

(b) |e, m ™' < c2.
Tomemos k, [ tais que @, (N QJ™ # & (caso contrério, C{;,z =0.)
Afirmagao 3.2.7. diam(Q)) = cdiam(QJ™).
Com efeito, sejam p e QL QI ¢ ) o didmetro de Q7, isto é, 6 = sup {d(p, q);p,q€ *Q{c} :
Temos &, ~ d(Q],"V) e d(p,”¥*') < d(p, V), pois W+ < Q. Logo,

G~ d(QIT ) ~d(p, ).

Donde segue a afirmagao.
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Secl, #0, existe pe QI Q. Dali, existem ¢ > 0 e ¢ ¢ OV tal que supp(cl, ™)
Kl k ! %t T

B(q, c¢l?). Como antes, adaptando a notacio, escrevemos
k ¢

chife) = [ () = k(e o) @)y = (b, Jal o],

com k polinomio em x,y. De modo analogo, adaptando os argumentos anteriores, mos-

il

tramos que |0%k(x,y)| < e, ainda, a funcio ¢(y) = ck(z,y)n ' (y) estéd con-

centrada em B(g, cl). Portanto, obtemos

(@) < e[ {fyo)| < eMpfla) <2, q¢ @,

, . 1
como querfamos, visto que |07/ < |5|, V.

Voltando a decomposicao em ([3.20]), lembremos que f = ZZ(gj g )ni

Temos

em que

com c, = BI(F — ] e [ i | < e
Observemos que 2 C;mlj *1 ¢ nao nulo somente se *Qi N *Q{ 1 £ . Lembremos que
!

Zni =1em supp(nljﬂ), pois Q! < Q7. Dai, temos
%

2.2t = ZZ{PIj+1[( S ARLA A
k1 k

_ Z[P]+1(f Cy+1)] j+1

l

_ 2 [lDle(f) Pj+1(cy+1)] j+1

l

= P =[PP e
!
= 0,

pois [P/ (f)]> = PITH(f).

Agora destacamos as propriedades de Aj,
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(1) supp(Ai) c Bi, a qual contém *ch e todos ’l@{ tais que *Qfgﬂ*Q{H # . Dal,
diam(Q]) < c¢Q}, e |Bj| ~ [Q};

Figura 3.2: Propriedades das fungoes Ai

(2) |AL] < c27;
(3) JxaAg(x)dx — 0, ¥]a| <d.

Prova das propriedades:

(1): Segue diretamente da construcao das fungoes Ai.

(2): Temos

AL =l =) — o+ S+ gl = B =B
1 l

j+1 +1 1. ~ - ;
Mas Z fnlj+ = fx& " em que YT é a funcdo caracteristica de Q/*!.
!

Qj+1

m <f—2fni“> = i (f) —mf X
l

_ ] j+1
- s (1)
_J j+1

= M fXQJ'\QjH'
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Notemos que em Q/\Q/ 1 temos Mxf(x) < 29Tt = 227, Com isso,

F@) = lmlgr+ f1(z)

< Myf(x)
< EMrf(x)
< Y.
Logo, || < [ml - fl < e 2.
Em I, j& vimos que |lo] = |cLnl| < 227 e em Is, temos |I3] = |7 | < e327.
Portanto,
|AL| < e 27,
(3): Temos
Ai; _ f Z Cj+1 j CJ :Inl]Jrl

l

. A 1
e por construcio, (f — ) LP; em L2(Q}), em que {(u, U>L2(*Qi) = @ fuvni
k

Dal, V |a| < d, temos
|56 = e = [QUC = ity = 0

Analogamente,

[# 1= - ) de =0 Vial <

definicao de ¢/, ), provando a propriedade (3).
)l

Queremos que

; 1 SN
Al < [Byl 7 = e[ Qi 7
Sendo assim, consideremos Ay = 02j|B,z|_% e ajr = (\jx) 'AL Entao
= ZAi = Z/\j,k @jks
Ik gk
com

o supp(a;i) < B,z;

o Jajil e = [Nkl A o = 27| By v e’ = | BY|
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. Jxaam(a:)dx =0V |of <d

Assim, vemos que os a;; sao os atomos procurados na decomposigao de f. Além disso,

DAkl = D e@)|Bi) (3.21)
Ji:k Jsk
< CZ(2J‘)PZ|B;‘1 (3.22)

k

= CZ(2J)P| {z; Mxrf(z) > 27}|. (3.23)

Agora, lembremos que dada g € L?, A\,(7) = {z; |g(z)| > 7} é a fungao distribuigao de

0
g e vale J lg|P = J Y=\, (7)dy. Pondo g = Mz(f) e h(y) = 4PN, (7), em (3.21)),
Rn 0

temos

Z Al = CZ(Qj)pfl | {z; Mpf(x) > 27} |2
ik

J
= CZ h(27)27, (Soma de Riemann de h)
J

< ¢ Mt @) = ) )
0

= ¢ [P
171

0

Enfim, isso mostra que f possui a decomposigao atomica desejada, desde que f € Ly, .[| HP.

Afirmacao 3.2.8. Se a decomposicio vale para f € Li [ HP, denso em HP, entdo vale

para f € HP.

Com efeito, pelo Lema [3.2.5] dada f € HP, podemos encontrar uma sequéncia f; €
Li . H? tal que

1—00 X
fo=0,fi— f em H” e |fiss = filf <2771 | £ -

e¢]

Logo, f = Z( fix1— f;) incondicionalmente em H? e, portanto, converge em S’, pela Pro-
i=0

posigdo [2.2.47  Aplicando a decomposicdo atomica para cada fi1 — fi, temos
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Jir1 — fi= Z )\;,kaé,k- Logo,
j7k
f =20 Niati
i7j7k
com Z XLl < CZ | fix1 — fillse = | fl%» e obtendo, finalmente, a decomposi¢ao ato-
ik i
mica para f e HP.

m
Observagao 3.2.9.
(1) A decomposicao atomica nao ¢ unica.
o0
(2) Dada f e HP, podemos escolher uma decomposi¢ao atomica da forma f = Z Ak,
k=1

em que os atomos ag-s satisfazem
Jxo‘ak(:c)dx =0Vl|al <N,

com N = |n(p~! — 1)] natural fixo.
(3) Uma condigao necessaria para que f € H! é ff = 0, ou ainda, se Jf # 0, entao

0

f ¢ H'. De fato, se f € H', pelo teorema da decomposicao atomica, f = Z ApGp &
k=1

qual converge em L. Pelo teorema da convergéncia dominada e da propriedade (3)

da definicao de H'-a4tomo, obtemos

0

@)= f i Mpag(z)de =) /\kf ar(z)dx = 0.

R™ =1 k=1 "

(4) Se a é um dtomo com Jxaa(a:)d:r; =0V a, entdao a = 0.

Com efeito, pelo Teorema de Paley-Wiener, a(£) é uma funcao inteira em C", com
A(&)—Ea?d(o)fa M todo a, t
a(§) = o . Mas para todo «, temos

67

dga(0) =g f e"“'éa(:c)dx’é_o = (i)l Jxo‘em{a(aﬁ)daﬁ’s_o = (i)l Jxaa(:ﬂ)dw =0.

Logo, a = 0 e, como a transformada de Fourier é um isomorfismo, segue a = 0.
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3.2.10 Dualidade dos espacos de Hardy

Nesta secao, citaremos algumas observacoes sobre dualidade dos espacgos de Hardy, cujas
demonstragoes ser podem encontradas na referéncia [16].

Dada f € Lj,.(R") e @ um cubo em R", escrevemos gg = JL

1
g = —f g e definimos
o 1QlJg

loc

a funcao “sharp” associada a f por

M*f(z) = sup {f 1 (y) f@ldy}-
rzeEQ

Definimos o espago vetorial normado de fungoes de oscilagao média limitada (Bounded

Mean Oscillation) por

BMO(R"™) = {f e L},.(R™); sup inf][ |f(z) —cldx < oo}
Q ¢ Jg

com a norma | f| 5,0 = sup ian[ |f(z) — c|dx.
Q C

Um passo importante no desenvolvimeto da teoria dos espacos de Hardy foi dado por

C. Fefferman, que caracterizou o dual de H! como o espaco BMO, isto é,
(H'(R™)* = BMO(R").
Os espacos BMO também pode ser definido como
BMOR") ={feL,;M'feL”}

com a norma || f| 1,0 = HM’ijLQO

Além disso, vale a inclusao L* ¢ BMO; basta tomar f(z) = In|x| que ndo pertence
a L*. Esse espaco, que contém estritamente o espago L®, foi introduzido por John e
Niremberg. Posteriormente, R. Coifman forneceu uma caracterizagao dos espacos H?, 0 <
p < 1, em termos dos dtomos, construindo os atomos por meio da funcao maximal de
Fefferman-Stein, conforme vimos anteriormente.

Para 0 < p < 1, o dual do espago HP(R™) é o espago de Lipschitz homogéneo de ordem
n <11) — 1), denotado por A:(%_l). Para mais detalhes ver referéncia [7].

Para p = 1, j4 sabemos que H' é Banach e, mais, vale o teorema de Hahn-Banach.

Mas para H?, 0 < p < 1, nao vale o teorema de Hahn-Banach, pois H? nao é localmente
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COnvexo.
No capitulo seguinte, iniciamos a segunda parte do trabalho apresentando uma apli-

cagao dos espacos de Hardy referente a teoria de Compacidade Compensada.



Capitulo

4

Aplicacao - Compacidade Compensada

4.1 Introducao

Nesse capitulo, apresentamos alguns resultados retirados e adaptados do artigo [4]. Como
uma aplicacao da teoria dos espacos de Hardy, provaremos, por meio de um resultado
conhecido como Lema tipo div —rot, que quantidades nao-lineares (como o jacobiano,
divergente e o rotacional), identificadas pela teoria Compacidade Compensada perten-
cem, em condi¢oes naturais, aos espacos de Hardy multimensionais. A teoria Compaci-
dade Compensada identificou classes de tais quantidades nao-lineares, bem como algumas
ferramentas gerais para determina-las de forma sistemética. Conforme mencionado na
introducao do trabalho, essa teoria surgiu a partir de resultados obtidos do problema
de entender como oscilagoes de equagoes diferenciais parciais criam oscilagoes em suas
solugoes.

Inicialmente, lembremos que definimos

H' = {feS'[R"); My(f) e L'(R")},
em que

My(f)(x) = sup |(f = ¢¢)()],

t>0

e dr(z) =t7"d(7), 9 CL(RY), | ¢ =1,¢>0e supp(¢) = B(0,1).
Rn
Poderiamos também ter definido esse espago como

HARY) = { £ e DR suploc € LED
>
pois claramente, H' < H', (lembremos que L' = &) e como H! < L' segue H' = H!.

99



100

Daqui em diante, vamos adotar essa segunda definicao.

Lembremos também que

M(f)(z) = sup =

r>0 ’B(.Z‘,T)’ B(z,r)

[f(y)| dy

como a funcao Maximal de Hardy-Littlewood.

Opbservagao 4.1.1. A seguir, vamos trabalhar com quantidades como o Jacobiano, Di-
vergente e o Rotacional de um campo vetorial definido em R"™. Uma abordagem mais
detalhada sobre tais quantidades pode ser encontrada na referéncia [3].

Comecamos com o exemplo do Jacobiano ja mencionado na introdugao.

Seja u satisfazendo

q
ue L,

(R")"V g <o, Vue L"(R")™". (4.1)

Vamos considerar o Jacobiano J(u) = det(Vu) que pertence a L'(R"). Um segundo

exemplo trata de campos vetoriais £, B em R" tais que

/ 1 1
EeP(R")", Be P(R")"com 1 <p<®, —+— =1 (4.2)
p p

div(E) = 0, rot(B) =0 em D'(R"). (4.3)

Em seguida, formamos o produto escalar E.B que claramente estd em L'(R") (pela
desigualdade de Hélder). Finalmente, consideremos uma func¢ao escalar v e um campo

vetorial v em R™ n > 2, satisfazendo

Vue LA2(RY)", we L*C=2(R"), se n >3,

, (4.4)
we L] (R") Vg < o, se n=2,
Vu e L*(R™)™", div(v) = 0,
we L2YOD@RY) sen =3 (4.5)
ve Ll (R™)" Vg < o, se n=2
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e formamos Ve - — para algum 7 € {1,...n}.

(7x7;

Finalmente, temos o principal resultado deste capitulo que é o teorema a seguir sobre

Compacidade Compensada, também conhecido como Lema tipo div — rot.

TEOREMA 4.1.2.

(1) Seja u satisfazendo (4.1)), entdo J(u) € H'(R™).
(2) Se E, B satisfazem (4.2) e (4.3)), entao E.B € H*(R").
(8) Sejam u,v satisfazendo 1' e 1 , entdo Vu - g—; e H(R™).

Observagéo 4.1.3.
Além das pertinéncias, o resultado acima proporciona também estimativas a priori em
H'(R™) em termos de |Vul|}, (nocasode (1)), |E| ., |Bl.» (nocasode (2))e|Vu|, V|2

(no caso de (3)).

Demonstracao.
Inicialmente, vamos provar (2) e, em seguida, afirmamos que (2) implica (1) e (3). Para
provar (2), vamos admitir o seguinte lema fundamental, cuja demonstragao serd apresen-

tada mais adiante na secao [£.2]

LEMA 4.1.4. Sejam E,| B satisfazendo (4.2)) e (4.3)). Para quaisquer o, B tais que

1 1

1
+_:1+_71<a<pa1<5<p/7 (46)
a f n

existe uma constante C' = C(¢, o, B) tal que

1/ 1/8
[é: + (E.B)](x)] < C Jf B[ Jf BF| veeRt>o.
B(z,t) B(z,t)

1
Aqui B(z,t) é a bola aberta de centro z e raio t, e J[ denota x| f , | X| medida do
X

X
conjunto X.
Inicialmente, notemos que basta provar a desigualdade para cada funcao coordenada

e, em seguida, utilizar a norma da soma.

Sejam 1 < p,p’ < oo tais que — + — = 1 e consideremos ¢; = b , €9 =
p p np

1
Entao €; + €3 = —. Observemos que e;p+ 1 <peep +1 <p.
n
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p 4 / p
Agora, tomemos o = <p, B = < p'. Claramente, ——— > 1 e
& 1+ep P, b 1+ e b 1+ep
/
P~ 1. Ainda,
14 exp’
1 1 1+¢€ l+ep 1 1 1
—+ == TR
o p p p pop n

Pelo Lema [4.1.4] existe C' = C(¢, «, 5) tal que

1/« 1/8
I[¢r = (E.B)](z)| < C <J[B( )]E\“) (:fB( )\Bﬁ> Vo e R" r > 0. (4.7)

1/p 1/c
Dea<pe (J[ |E\p> < o0, temos (J[ \E|a> < oo, pois LP(B(x,1)) < LY B(z,r)).
B( B(

,r)

1/8
(][ |B|5> < 0.
B(z,r)

Tomando o supremo a direita de (4.7]), obtemos

/o 1/8 1/a 1/8
s d (£ gpe) (fme) b o< sw(f o me) s (f e
r>0 B(z,r) B(z,r) r>0 B(z,r) r>0 B(z,r)
1/a 1/8
< supJ[ |E|* supJ[ |B|? .
r>0 B(z,r) r>0 B(x,r)

Notemos que a tultima desigualdade ¢é valida, pois

z,r)
De modo analogo,

J[ |E|* < supJ[ |E|* para cada 7 > 0
B(z,r) B(z,r)

r>0

e, consequentemente,

l/a 1/a
J[ |E|* < supJ[ |E|* = M para cada r > 0,
B(z,r) r>0 JB(z,r)

1/a

ou ainda, M é cota superior de <J[ ]E|a> >0
B(z,r)
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Logo,

1/ 1/a
sup J[ |[E|* | < supJ[ |E|~ :
>0 B(z,r) r>0 J B(z,r)

/8 /8
sup <]£ |B|5> < (supJ[ |B|ﬁ) :
r>0 B(z,r) r>0 J B(z,r)

Pela definicao de funcao Maximal de Hardy-Littlewood, temos

Analogamente,

a a 1/
sup|[¢, + (E.B)](z)] < CM(|E] )(@)]"* [M(BP) ()] (4.8)
>
Como Ee€IPel <a < p,|E[*e La, com P o1 Além disso, ja4 vimos que para
a
1 < ¢ < oo, o operador M : L1 — L7 é limitado, isto é, Vf € L1, M(f) € L%, e mais,
3C > 0 tal que |[M(f)|, < C|f|. - Sendo assim, M(|E|*) € L«. Analogamente,
M(|B|?) € L%. Com isso, em (4.8), usando a desigualdade de Holder, obtemos

| swlo s EB@la < | pagEnp O
1 1
a2 gr)” g\
< ([ wagzenZae)” (] wagsrysac)
1 Py
~ [MAEP)F, [MABP)],
1 1 Le
< lEFI:: C:|IBI)7,
LB
~ [IE[] o 1Bl »
isto é,
f sup |[¢, * (E.B)|(x)|dx < .
Rn >0
Portanto, E.B € H'(R"), com |E - Bl,;p < |E| L, - Bl -
Afirmacao 4.1.5. (2) implica (1).
Suponha (2) e seja u satisfazendo
we LL (R")" VY ¢ <o, Vue L"(R")"". (4.9)

Queremos mostrar que J(u) = det(Vu) € H!'(R"). Faremos o caso n = 3, isto é, u =
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(R3)3, com u; € L}

(u1,uz2,us) € L loc

loc

(R3) e Vu; € L3(R?)3, i =1,2,3.

(a) Primeiramente, vamos supor que u; € C, i = 1,2, 3.

c )

Temos

Qup  OJui  QJuy
ox1 ors  Ox3

det(Vu) = det | 2 Zu fuw ) —

1 Oory  Ox3

Jug  Quz  Qus
5331 612 5:)33

_ (Qualus _OusQup Our  (OupOus OusOup) Oy  (OupOus  OugOup Our
B 8332 85(33 al'g @Ig 81‘1 61'3 51‘1 8x3 5x1 8x2 ﬁxl 8x2 6:1:1 85(12 al’g ’
Dai, tomamos

ﬁuQ 6u3 8u3 8uQ aUQ 8U3 8U3 &uz &u2 §UJ3 6u3 5u2

N (a_xga_x?, Oy 01y’ 0w 01y 01301y 011 09 Oy ax2)

B:<% Juy %):wl_

0x, 0y Oxs
Com isso, rot(B) = 0 e, por hipétese, B € L3(R3)3.
(b) Se u; ¢ CF, i = 1,2,3, seja ¢ € C'P; entdo uma conta simples nos mostra que
{rot(B),p) =0, isto é, rot(B) = 0 em D'.

(a’) Novamente, supondo u; € CF

X, 1=1,2,3, obtemos

62U2 &u3 8uz 82U3 (92U3 (9uQ &u3 82u2 (32u2 8u3 (3u2 62u3

- (9%1(3%2% &_xgaxlaxg_axlﬁxg ﬁ_(?_xg&xlaxg (9.1'2(3.’173 (9x1+(9_563 (9%2(3%1

div(E)

@2u3 8u2 8u3 82U3 82u2 6U3 6u2 62U3 62U3 8u2 8u3 @2u2

(b’) Se para cada i = 1,2,3, u; ¢ C'P, existem sequéncias ("), (n") em C tais que
up = m&™ e ug = limn™ em D’. Por outro lado, sabemos que se uma sequéncia
de fungoes (f,) em CF converge a f em D', entdo a derivada 0d;f, converge a derivada
0;f,¥j € N. Dai, Vo € CF, apds alguns calculos, obtemos (div(E),p) = 0, ou seja,
div(F) =0 em D'.

Agora verificaremos que E € L™ (R?)3. Notemos que n’ = 2. Sejam Ey, Ey, E3 as
coordenadas de F. Vamos verificar que E; € L%(R3), para cada ¢ = 1,2,3. Para tanto,
basta mostrar que cada parcela da soma de cada FEj estd em L2 (R3).

Observemos que 27“; e L3(R?), 4,5 = 1,2,3, daf podemos aplicar a desiguladade de
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Holder para os expoentes conjugados (2,2), isto é,

J%% [HE R
R3 (%j 6a;k R3 (9.1'j R3 6a;k
B aijg, éka'

Logo, E € L2(R%)*. Donde concluimos, pela hipétese, que E.B = J(u) € H(R?).

Afirmacao 4.1.6. (2) implica (3).
Suponha (2) e sejam u, v satisfazendo 1} e 1} Mostremos que Vu - % e HY(R"), i€

{1,...n} fixado. De fato, basta tomar B = Vu € L}(R")" e £ = PU e L*(R™".
X5
Claramente,
rot(B) =0 em D'(R"), div(E) = div (sv) — m =0 em D'(R").
ZT; ZT;

Portanto, usando a hipétese para p = p’ = 2, obtemos E - B = Vu - a” e HY(R").
Com isso, concluimos que se (1), (2) e (3) valem, entao J(u), £.B, Vu 2 e LY(R™).
O

Observagéo 4.1.7.
Para mostrar que (1), (3) segue de (2) quando n > 3, fazemos de modo inteiramente

Ve L*(R™)" enquanto

i

andlogo ao caso n = 3 observando que Vu € L*(R")",

. [ ov o, .. S
rot(Vu) =0 e div (8@) = o (div(v)) = 0 em D'(R").

v
Portanto, como antes, s6 temos que definir £ = —, B = Vu, para provar a afirmacao que
i
(2) implica (3) (com p = 2). Para a outra implica¢do, como antes, também escrevemos

J(u) = det(Vu) = Vuy - o

com

div(e) =0 em D'(R"), |o| <[ [IVu gtp.,
7j=2
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e com isso, novamente, retornamos ao caso (2) com
B =Vu, em D'(R") e E =0e LY DR,

e o representa a “permutacao” que surge conforme o caso n = 3.

Agora, na secao a seguir, por fim, provaremos o lema fundamental admitido anterior-

mente para provar o Teorema .

4.2  Demonstracao do Lema 4.1.4

Como rot(B) = 0 em D'(R"), seja IT uma funcao escalar tal que VII = B e (L¥)", isto ¢,

o;lle L¥, j=1,...,n (ver apéndice).

Afirmacdo 4.2.1. Il € L] (R"), para algum 1 < ¢ < o0.

Dividimos essa afirmacao em 2 casos: p' <nep >=n

(1) e ¥

loc

(R™), sep’ <mn, em que p* =

p’ . De fato, notemos que z% =

do operador A = 2 F ou seja, AF = ¢ em D'(R"), em que ¢ o usual Delta de
— Jb

z% - % e dai p’ < p™. Seja F solucao fundamental

Dirac (elemento neutro da operacao convoluc¢ao). Entao podemos escrever

(z) = AF « II(z Zn] (0;F  TI)( iaF o,10) () (4.10)

7j=1

Adaptando o Teorema [2.1.45, com 1 — % = %, p' = p, ¢ =p*, obtemos
|05 F = 0311 e < c[[ 0511,

Observemos que a expressao a direita tem valor finito para cada j = 1,...,n, pois

0;ll e LV paracada j = 1,...,n. Logo, 0;F « 0,11 € L"™ e por 1} Me 17" (R™),

loc

com p™* > 1, desde que p’ < n, pois p'* = n"Tp,.

(2) e L}

loc?

V1 < g < o, se p’ = n. Com efeito,

e se p' = n, entao pelo Corolario [2.1.52, como J;II € LY j = 1,...,n, segue
Me L] (R"), V]l <q< .

loc
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e se p' > n, pelo teorema [2.1.51 como o;11 € L' (R™), j = 1,...,n, I é Holder

continua, em particular, IT é continua. Logo, IT € L} (R"), V1 < ¢ < o0.

q

Com isso, concluimos que IT e L} .

(R™) para algum 1 < ¢ < o0, como afirmamos.

Afirmacao 4.2.2. E.B = div(ETl) em D'(R").

Inicialmente, fazemos a seguinte observagao:

Observagéo 4.2.3.
Se p € CX(R"), entao E;Il € L}, (R"), j = 1,...,n. De fato,

loc

e sell e LY

loc?

E;Il e Lj,.(R™). Além disso, para cada j = 1,...,n, temos f E;110; < o0, pois

V1l < ¢ < o, para p’ = n, tomemos g = p’. Como E; € L, entao

n

[ B3] < 1B, 10 1061,

e se [le LP" parap/ <n, entdo Il e Lfolc, pois p’ < p™*. Logo, E;I1 € L}, (R"). Além

loc

disso, para cada j = 1,...,n, também temos f E;Ilo; < oo, pois

n

f EjHaj < HEJHLP(RTL) HHHLP/(supp((?jp)) HajSOHLoo(Rn)-

Agora, seja p € CP(R") e K < R" compacto tal que supp(p) < K. Pela observagao
acima, para F = (Ey,...,E,) e EIl = (E/I1, ..., E,II), temos
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(div(ETD), @) = (0;(E;1), ¢)

[|
g
—
hQ)
=
A
=
_l’_
g
—
=
E
A

* . . ~ ~ . ,
Notemos que em = aplicamos integracao por partes e o termo nao integrado é nulo,

pois ¢ se anula fora de seu suporte. Portanto,

div(ET) = E.B em D'(R").

Dai, para cada z € R" fixo e t > 0 escrevemos (¢;).(y) = ¢(v —y) = t7"¢(*), com

EBeD, ¢eCPe
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(60« (E.B)](z) = {(E.B,(d)s)
= <d1V(EH)’(Q§t)a:>

- 5 e)

- 3, mwnwg T

t

- | BV ndy

t

z—y, 1
= RnW)( ) E)

1) - f $H<y>] ay.

t

Na tultima tultima igualdade, usamos o seguinte resultado:

Afirmacio 4.2.4. div(E.Il) = div(E.(IT + C)), para qualquer constante C, desde que
div(E) = 0 em D’. Com efeito, dado ¢ € CP(R™), temos

M=

Wiv(EIl+C), ) = (0(E;(IT+C)) )

<.
Il

I
|
M3 —

<
Il
_

(E;(I1+ ), djp)

I
|
=

| B
K

I
—

O;E;(Il+ C)p

I
=
=

<.
Il

Il =
INab
T

K

0, BTl + ZJ Co;Ejp
j=1"K

= D (B )+ C ) (D;E; )
j=1 J=1

= (div(ET), ) + C{div(ET), @)

1

<
SN

= (div(ETI), o).

€T

Na igualdade = aplicamos integracio por partes como antes e tomando C' = — J[ (y)dy,
t



110

obtemos a igualdade £ acima.
Notemos que como supp(¢) = B(0, 1), entao supp(¢(*¥)) < B(w,t). Pela desigual-
dade de Holder, temos

t

Vo (x — y) tinlE(y) [H(y) - J[BIH@)]

e (BB < |

|

By
1 K

< OW [JBZ [E(y)] [Be[U fz <H(y) _J[ wH)

1/ . 10/
foeor| |f (H@)——— )
¥ H JBY

Queremos aplicar a desiguladade de Sobolev-Poincaré sobre a bola (ver referéncia

1 1
| BE[Ve | By [

N

C

N

[B]) parap = B, com 1 < p <nel < f < p < p* Notemos que o = [*, pois

1 1 1 1 Vi
— =_-—--=1-= == Vimos que:
g* B n a o q
e Se p/ = n, entao I1 € LY(BY), V1 < ¢ < o0. Tomando q = 3, temos Il € L'(BY).

Além disso, como 3 < p' e 0,1 € LY (BF), entdo 0,11 e LA(B?F), j =1,...,n.
e se p < m, entdo I e LY (BF) = L¥(BF) < LP(BF) = LY(B¥). Ainda, 9,11 €
L¥(Bf) = LP(By).
Em outras palavras, IT € WA (B?) (o usual espaco de Sobolev das funcoes de L que tem

a primeira derivada no sentido das distribui¢oes em L? dotado da topologia usual.) Pela

desigualdade de Sobolev-Poincaré, obtemos

1/a 1/8
J[ |E|a] <Jf |vnyﬂ> V>0

t

[¢e« (E.B)](z)] < "

e o lema, enfim, estd provado.
OBSERVACOES:
(a) O item (1) do teorema ainda vale se assumirmos que Vu; € LPi(R"), em que

1 1
1<pi<ooe2—=—,n>2.
o pion
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(b) Se usarmos a estimativa (4.8) nas “redugoes” de (1) ou (3) a (2) do teorema |4.1.1]

deduzimos, no caso de (1) e escolhendo f = (n — 1)a que

sup |y * det(Vu)| < M(|Vau|*)™e, (4.11)

t>0

n2

n+1

em que o =

2n
n +

a) " (4.12)

Agora, vamos enunciar uma extensdao do teorema [£.1.I] Antes recordemos que, para

No caso de (3), escolhemos o = # (por simetria) e assim o = 7 e encontramos

ou
6$i

ov
ﬁxi

sup
t>0

oue (Va2 | < aquy e |

0 < p < 1, definimos

H'(R") = {f € S'(R") : sup|¢ = f| € L'(R")}-

Usando [4.8] ou |4.12] deduzimos um resultado mais forte do que o teorema 4.1.1]

Primeiramente, vamos detalhar as condig¢oes necessérais para indica-lo de forma concisa:

2

n
Vv LP(R™)™ 1 >p > ,
uwe LP(R™)", para algum n = p 1
uwe LP*(R") se p<n, ue L] (R")Vq< w0, seq=n, (4.13)
Be DR, Be LR
com
1 1 1
l<p<ow, 1<qg<owo, —+-<1+—, (4.14)
p q n

rot(F) =0, div(B) =0 em D'(R"),

Vue LP(R™)", ue LP*(R™) se p<mn,
ue L"(R"), Vr>0 se p=n,
{ Vv e L"(R™)™ " v e LP*(R™)" se ¢ <n, (4.15)
ve L'(R")", Vr>0 se ¢ =n, div(v) =0,
l<p<oo, 1<qg< o, 1+1<1+l.
L p q n
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Finalmente, apresentamos a seguir o teorema que estende [£.1.1]

TEOREMA 4.2.5.
(1) Seja u satisfazendo (4.13)), entdo J(u) € HP/™(R™).

(2) Sejam E, B satisfazendo 1) entio F - B € H"(R™), com % = ]l) + %.
(3) Seja u,v satisfazendo 1} entao Vu - a% e H"(R"), com 1 = ]% + %.

Demonstracao.

A demonstracao e maiores detalhes desse resultado podem ser encontrados na referéncia

[4]. 0



Capitulo

5

Apéndice

Existéncia da fungao escalar II tal que B = VII e rot(B) = 0.
Vamos reescrever o problema no contexto de formas. Inicialmente, faremos algumas

consideracoes, a saber, introduziremos a nocao de formas diferenciais em R".

5.1 Formas Diferenciais em R"

DEFINICAO 5.1.1. Seja p € R™. Denotamos por R? ao conjunto (espago vetorial) dos
vetores ¢ — p, q € R™, com origem em p, chamado espaco tangente de R™ em p. Sendo
B = {e1, - ,en} a base canonica de R™ = Ry, denotamos por (e;), = e; —p € RY.
Observe que {(e1),--- ,(en)py € uma base de RY. Chamamos campo de vetores em R”
a uma aplicagio v, que a cada ponto p € R™ associa um vetor v(p) € Rp. Podemos
escrevemos v(v) = ai(p)ey + - - - an(p)en, sendo a; : R* — R fungdes que caracterizam v.

Diremos que v € de classe C* quando cada a; o for.

Denotemos por z; : R™ — R a proje¢ao na ¢t—ésima coordenada e consideremos (RZ)*

o espaco dual de R?. Notemos que o conjunto {(dz;),;7 = 1,---,n} é a base dual de
{(ei)p;i=1,--- ,n}, pois (dz;),(e;) = % = 1se i =j e0 caso contrario.
J

Seja Ak(RZ)* o espago vetorial de todas as fungoes k—lineares alternadas ¢ : R} x
- x R? — R. Dados @1, , ¢ € (R})*, notemos que o1 A -+ A @y € A’“(Rg)*, em
que @1 A -+ A @ = det(p;(v;)). Em particular, o elemento (dz;,), A -+ A (dz;,)p, que

denotaremos simplesmente por (dz;, A -+ A dz;,),, é um elemento de AF(R?)*.

PROPOSICAO 5.1.2. O conjunto {(dzi, A+ Adxy,)pip < 1o < -+ <y, i; € {1,--- ,n}}

€ uma base para A*(R!)*.

113
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DEFINICAO 5.1.3. Uma k—forma exterior em R"™ é uma aplicacio w que a cada ponto
p € R" associa um elemento w(p) € Ak(RZ)*, que em virtude da proposicao anterior pode

ser escrito como

W(p> = 2 all"'ik(p>(dxii ARA d‘rik)pv Z.j € {17 T ’n}v

1< <ip

em que a;,..;, : R" — R sao aplicagoes. w € dito de classe C” quando cada a;,..;, o for.
Convencionamos, a partir de agora, que todas as k—formas exteriores consideradas serao

de classe C*. Diremos somente que w é uma k—forma exterior.

Denotando simplesmente por I a k—upla (i1, - ,4), com i3 < --- < i; e i; €
{1,---,n}, escrevemos a k—forma exterior w como w = Z ardx;. Por convencao, dizemos

i
que uma 0—forma exterior é uma funcao f : R — R, de classe C*.

DEFINICAO 5.1.4. Sejam w = Zaldzl ep= Zbldzl k—formas diferenciais. Defini-
1 1

mos a soma de w e © por w + @ =Z(a1+b1)dm1. E sendo w =Za1dx] ey = Zdea:J,
I I J
com I = (iy, i), i1 < - <igeJ =1, ,Js)y 1 <+ < Js, definimos o produto

exterior w A p = Za[bjda:[ Adzxy.
1J

PROPOSICAO 5.1.5. Sejam w uma k—forma, @ uma s—forma e 0 uma r—forma. Entdio,
(1) (wAg) Al =wn (pnd);
(2) (WA =(=1)"(prw);
B)wAalp+0)=warp+wAalb, ser=s.

DEFINICAO 5.1.6. Seja w = Zaldxl uma k—forma exterior em R™. Definimos a de-
I

riwada exterior dw de w por dw = Zdal A dxy, em que para cada funcdo f : R™ — R
I

= 0
tem-se a 1—forma exterior df = Z —fdxl-, por definicao.
i=1 0
PROPOSICAO 5.1.7. Com relagdo a derivada exterior, sequem as sequintes propriedades:
(1) d(wy + we) = dwy + wo;

(2) dw A p) =dw A p+ (=1)Fw A dp, em que w € uma k—forma e p é uma s—formay
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(3) d(dw) = d*w = 0.

Agora, denotamos por A*(R™) o espaco das k-formas suaves em R" e u = Z urdxy
|1|=k
um elemento tipico do espaco. Dizemos que uma k-forma u € LP(R")® (analogamente

u e CP(R™)) se para cada |I| = k, temos uy € LP(R") (respectivamente u; € C(R")).

O produto no espaco A¥(R") pode ser definido como

U-v= Z Urvr.

[|=k

Consideremos o complexo de De Rham dado pela derivada exterior d : AF(R") — AP 1(R")

e d* : AFTL(R") — A¥(R") a derivada co-exterior dada por

{du,vy = {u,d*vy, wu,ve CPR"),

de modo que {, ) : A*(R") x A¥(R") — R é definido por

{u,v) = Z ur(x)vr(x)de.

|7|=k VR
Agora, retornemos a existéncia II. Queremos 7 tal que d*7 = u e dm = 0. Dai, fazemos
k=1ouk =n—1 e obtemos o problema original com u = F
Como d*u = 0, podemos escrever u = d*m tal que dm = 0. De fato, consideremos a identi-
dade v = (AE) = v, sendo A o operador de Laplace em R" e E uma solugao fundamental

para A; em paticular, E(z) = c|z|*™™, n > 3. Reescrevendo A = dd* + d*d, obtemos

u = (dd* +d*d)E *u
u = d(E=d*'u)+ d*(E = du) (d*u = 0)
u = d*(F *du) (m = E = du)

u = d*r.

Claramente, dm = E * ddu = 0, como queriamos.
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