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Resumo

Neste trabalho estuda-se uma equagao diferencial parcial parabdlica semilinear com
condicao de fronteira de Neumann homogénea que surge em genética populacional, a qual
descreve a evolucao de frequéncias de genes sob a agao conjunta de migracao e selecao
numa regiao limitada. No termo nao-linear que aparece na equacao, de tipo logistico,
tem-se um parametro positivo e uma fungao peso de sinal indefinido. Considerando-se
um espaco de fase adequado ao problema, determina-se um sistema dinamico nao-linear e
gradiente, de forma que os equilibrios, ou soluc¢oes estacionarias, desempenham um papel
fundamental no que concerne a dinamica.

H4 dois equilibrios constantes, chamados triviais, que dao origem a duas curvas, cha-
madas ramos triviais, contendo os equilibrios triviais. O objetivo principal desta dis-
sertacao é estudar as estruturas de bifurcacao e estabilidade de todos os equilibrios, as
quais sao completamente determinadas e expressas através de diagramas, além de deter-
minar o comportamento do tnico equilibrio nao-trivial que o problema possui para cada
valor do parametro.

Elemento decisivo na andlise é a média da funcao peso do termo nao-linear. De
fato, em caso de média nao nula bifurca de ramo trivial — que é determinado pelo sinal
da média — uma curva global constituida de equilibrios nao-triviais exponencialmente
estaveis, enquanto os unicos equilibrios que podem existir quando o parametro é pequeno
sao os triviais, sendo um exponencialmente estdavel e outro instavel. Quando a média da
funcao peso é zero uma nova curva passa a ter papel central: dela bifurca uma curva
global, definida para cada valor do parametro, constituida de equilibrios nao triviais
exponencialmente estaveis e nao hé bifurcacao dos ramos triviais, estes contendo entao
equilibrios instaveis.

Finalmente, é determinado o comportamento do ramo de bifurcacao global quando o
parametro é grande ao estabelecer-se que o tinico equilibrio nao trivial do problema tende
a concentra-se numa regiao em que o peso tem sinal definido.



Abstract

This work is concerned with a semilinear parabolic partial differential equation under a
homogeneous Neumann boundary condition occuring in population genetics. It describes
the evolution of gene frequencies under selection and migration effects in a bounded
domain. In the nonlinear term appearing in the equation, which is of logistic type, one
has a positive parameter and an indefinite sign weight function. Considering a suitable
phase space one obtains a nonlinear dynamical system, actually a gradient system, in a
such way that the equilibrium solutions, or stationary solutions, play a fundamental role
in the dynamics viewpoint.

The problem has two constant equilibria, called the trivial ones, inducing two curves,
called trivial branches, and containing the trivial equilibrium solutions. The main aim of
this dissertation is to study the bifurcation and stability structures of equilibria, which are
completely established and also expressed through diagrams. Furthermore, to establish
the behaviour of the only nontrivial equilibrium the problem has for each value of the
parameter.

A key ingredient in the analysis is the average of the weight function. Indeed, if the
weight has nonzero average a global curve consisting of nontrivial exponentially stable
equilibria bifurcates from a trivial branch — which is determined according to the sign of
the average. But if the parameter is sufficiently small the problem admits the two trivial
equilibria as the only equilibrium solutions, one of them exponentially stable and the
other unstable. When the weight function has zero average a new curve has now a central
role: from such curve bifurcates a global curve defined for all values of the parameter and
consisting of nontrivial exponentially stable equilibria. Further, there is no bifurcation
from the trivial branches, that ones containing unstable equilibria.

Finally, the behaviour of the global bifurcation branch is also established as the pa-
rameter is large. Actually, that is achieved as long as one proves the only nontrivial
equilibrium concentrates in a region where the weight function has a definite sign, as the
parameter is large.
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Introducao

Neste trabalho estudamos uma equagao parabdlica semilinear com condicao de fron-
teira de Neumann homogénea que surge em genética populacional, a qual descreve a
evolucao de frequéncias de genes sob a acao conjunta de migragao e selecao numa regiao
limitada. O modelo foi inicialmente proposto por R.A. Fisher em [14] e aperfeigoado por
W. Fleming em [15]. Mais precisamente, consideramos o problema parabdlico

(Ou = Au+ As(+)f(u) em Q x RT,
ou
— =0 sobre 902 x Rt (0.0.1)
v

( u(+,0) = ¢ 0<¢og<1em Q,

num dominio limitado 2 C R™, com fronteira 9 de classe C?, em que \ é um parametro
real positivo, que representa a razao entre a intensidade de selecao e a taxa de migracao,
e s(-) é uma funcao peso em L®(2) de sinal indefinido, ou seja, que muda de sinal
em conjuntos de medida positiva. A fungdo nao-linear f : [0,1] — R é de classe C?,
satisfazendo

/>0 em (071>’ f(O):OZf(l),

f(0)>0, f(1)<o, f"<0 em (0,1),

(H1)

e foi introduzida por D. Henry no capitulo décimo de seu célebre livro [20], em que se
estuda (0.0.1) generalizando-se os resultados de Fleming por meio de diferente abordagem,
ainda que apresentada de forma bastante sintética, e influenciou diversos trabalhos dentre
os quais esta dissertacao. O principal objetivo deste trabalho é determinar as estruturas de
bifurcagao e estabilidade dos equilibrios de (0.0.1), além de determinar o comportamento
do tnico equilibrio nao-trivial que o problema possui para cada valor do parametro.

Para tratarmos (0.0.1) no contexto de sistemas dinamicos nao-lineares e levando em
conta a situacao concreta que o modelo representa, o espaco de fase adequado para con-
siderarmos o problema (0.0.1) é

(H>) X:={ueH(Q) : 0<u(z)<1qtpaze}.
Assim, uma solucao de equilibrio ou um equilibrio de (0.0.1) é uma solugao do problema
eliptico

—Au = As(+)f(u) em £,

(0.0.2)

@ =0 sobre 0f
ov



e que pertenca ao espaco de fase X, ou seja, um equilibrio € uma solucao u € X do problema
(0.0.2). Para cada A > 0 existem dois ramos triviais I'y e I';, curvas determinadas pelos
equilibrios triviais u = 0 e u = 1 de (0.0.1), respectivamente, qual sejam

Lo :={(A\0) : A >0} e [y:={(\1) : A >0},

H4 vérias caracteristicas interessantes no problema (0.0.1), consequentemente no cor-
respondente problema eliptico (0.0.2), como a presenca de uma fungao nao-linear de tipo
logistico, um peso de sinal indefinido, um parametro e a condicao de fronteira de Neumann,
frequente em aplicagoes. Além de [15, 20], muitos trabalhos tem sido dedicados ao estudo
de (0.0.1): considerando operadores mais gerais ou sistemas como em [24, 25, 26, 34],
em dominios ilimitados como em [8, 13], sob condigoes de fronteira nao-lineares como em
[28, 29], com outras fungdes nao-lineares de tipo logistico como em [27, 30], entre outros.

Motivados principalmente pelos trabalhos [20, 34, 28, 29], os resultados contidos nesta
dissertacao serao obtidos por meio de ferramentas classicas tais como o teorema da funcao
implicita, o teorema de bifurcacao de autovalor simples, o principio da transferéncia de
estabilidade, o principio da estabilidade linearizada, o principio de reducao de Lyapunov-
Schmidt, o Lema de Morse, estimativas para problemas elipticos, principios de méaximo,
além de combinacgao entre argumentos variacionais e dinamicos.

Nossa estratégia para atacar as principais questoes estudadas neste trabalho, quais
sejam, bifurcacao e estabilidade dos equilibrios de (0.0.1) e comportamento do tnico
equilibrio nao-trivial u) quando o parametro é grande, serd a seguinte. Estudaremos
bifurcagao e estabilidade em duas situagoes, segundo a média da funcdo peso s(-), e,
por fim, estudaremos o comportamento uy, quando A\ — oco. Mais precisamente, a parte
central desta dissertacao esta dividida em trés partes, como segue.

1. Na primeira parte consideramos fungoes peso s(-) com média nao nula, i.e., satis-
fazendo / s(+) dr # 0, e seguiremos os argumentos em [28]. Introduziremos a
Q

aplicacao nao linear .# : R* x W2(Q) — LP(Q) x W, P(09), com p > n, definida
por

#0u0 = (30200700, )

de modo que os métodos da teoria de bifurcacao possam ser aplicados.
Quando a média de s(-) é negativa ocorre que o nimero

/\VU|2dx
= inf s v e HY /f Y2 dr >0y,

/f Yo? dx

que é autovalor principal de um problema de autovalores com peso indefinido e
condicao de fronteira de Neumann homogénea, problema este satisfeito por auto-
funcoes associadas ao autovalor zero de D,.# em pontos de I'g, é positivo e é ponto
de bifurgao de (0.0.2) com respeito a I'y. De fato, bifurca de Ao, para a direita, uma
curva global formada por equilibrios nao-triviais de (0.0.1) de tal modo que, para
cada A > )¢, existe um tnico equilibrio nao-trivial uy de (0.0.1). Nao ha bifurcagao
com relagdo ao ramo I'y. Para 0 < A < Ay, os unicos equilibrios de (0.0.1) séo os

3



triviaisu=0eu = 1.

Quando a média de s(-) é positiva os papéis de 'y e I'; invertem-se. Realmente,
a mudanga de varidvel o : R — R, dada por o(u) = 1 — u, preserva a estrutura
do problema (0.0.2) trocando apenas os ramos triviais e permite transportar todos
resultados obtidos em relagao ao ramo trivial I'y para o ramo trivial I';y.

Quanto a estabilidade a estrutura que se tem é a seguinte: para 0 < A < Ag
(observando-se que A\ depende do sinal da média do peso s(-)), ha dois equilibrios,
como mencionado acima, um deles exponencialmente estavel e outro instavel — con-
clusao obtiva via principio da estabilidade linearizada. Quando ocorre a bifurcagao
de equilibrios para A = Ay, por meio do principio da transferéncia de estabilidade
mostramos que a estabilidade que o equilibrio trivial possuia, no ramo em que a
bifurcagao ocorre, é transferida para o ramo bifurcado — que passa a ser exponen-
cialmente estavel — enquanto os equilibrios triviais passam a ser instaveis.

. Na segunda parte consideramos fungoes peso s(-) com média nula, ou seja, satis-
fazendo [ s(-) dz = 0, e nos basearemos em [29]. Além dos ramos triviais I'y e

Q
I’y outra curva, também denominada ramo trivial e formada por solugoes de (0.0.2)
para A = 0, dada por

Iy :={(0,c):0<c<1},

passa a ter papel central na estrutura do conjunto solu¢ao de (0.0.2) em X. Com
efeito, utilizando uma reducao tipo Lyapunov-Schmidt combinada com o Lema de
Morse, é provado que hd um tnico ponto de bifurcagao para (0.0.2) em X, o qual
pertence a curva ['}. Esta curva local é entdao estendida a uma curva globalmente
definida para cada A > 0. Provamos também que para cada dado inicial ug # 0,1, a
solugao de (0.0.1) ndo pode convergir, em certa norma de Sobolev, para equilibrio
trivial. Uma vez que o problema possui para cada A > 0 trés equilibrios, dois triviais
e um nao-trivial u, sobre o ramo global previamente obtido, a estrutura gradiente
do sistema dinamico gerado por (0.0.1) nos permite concluir que uy é um minimo
global da energia associada a (0.0.1). Esta informagao nos permite inferir que uy
é um equilibrio assintoticamente estavel para cada A > 0, mas, na verdade, com
auxilio do principio da estabilidade linearizada, podemos provar sua estabilidade
exponencial — e também a instabilidade dos equilibrios constantes para cada A > 0.

. Na terceira parte estabelecemos um resultado de concentracao para o equilibrio
nao-trivial u, de (0.0.1), quando o parametro é grande. De fato, mostramos que
uy concentra-se em P := {x €N : s(x) > O} quando o parametro é grande se o
conjunto P for regular em certo sentido, por exemplo, se P tiver capacidade finita,
ao provarmos que uy converge para xp em L(Q), 1 < g < oo, quando A — oo,
sendo xp a funcao caracteristica do conjunto P.

A distribuicao dos assuntos neste trabalho é feita da seguinte forma: no primeiro
capitulo introduzimos notacgoes, alguns resultados classicos que serao utilizados ao longo
do texto e demonstramos alguns resultados, como os Teoremas 1.3.2, 1.3.3, 1.3.23, 1.3.9,
1.4.5. No segundo capitulo mostramos que o problema (0.0.1) gera um sistema dinamico
nao-linear no espaco de fase X, o qual é um sistema gradiente. No terceiro e quarto
capitulos determinamos as estruturas de bifurcacao e estabilidade dos equilibrios de
(0.0.1), respectivamente, e apresentamos os correspondentes diagramas de bifurcagao e

4



estabilidade em cada situacao em que a média da func¢ao peso s(-) é negativa, positiva ou
nula. No quinto capitulo mostramos que o equilibrio nao-trivial uy de (0.0.1) concentra-se
no conjunto P = {x € Q : s(x) > O}, quando P tem capacidade finita, ao estabelecermos
que uy — xp em LI(2), 1 < g < oo, quando A — o0.



Capitulo 1

Preliminares

Nesta parte introduzimos notagoes, resultados classicos e enunciamos e demonstramos
Teoremas importantes para o trabalho.

1.1 Resultados basicos

O propésito desta secao introdutdria é estabelecer a notacao que serd usada ao longo
do trabalho e enunciar varios resultados classicos importantes, os quais sao necessarios
para uma melhor compreensao do trabalho que sera desenvolvido.

1.1.1 Os espacos de Sobolev
Comecemos com a seguinte

Definigao 1.1.1 Sejam Q C R™ um aberto, u,v € LL (Q) e a = (v, -+ , ) um multi-

loc
indice. Entdo, v € a a-derivada fraca de u, de ordem || = Y"1 | oy, se

/ ud®¢ de = (—1)l! / v dr, Vo € C°(9).
Q Q
assim, denota-se 0%u := v e pode-se introduzir a estrutura de um espago necessario para

nosso objetivo

Definicao 1.1.2 Seja 2 C R™ um aberto. Sel < p < oo ek € N, o espaco de Sobolev
WE(Q) € o conjunto das fungoes u € LP(Q) tais que 9*u € LP(Q) para cada multi-indice
a com |a| < k.

No caso p = 2, custom-se denotar H*(Q) = W¥(Q), k € N pois, H*(Q) é um espaco de
Hilbert. Ditos espacos tém estrutura topoldgica que veem da seguinte

Definigao 1.1.3 A norma em W} (Q) € dada por

1/p
ullwy) = ( 3 Haauugp(m) se 1<p<oo

o<k

||U||W§O(Q) = Z ||6au||L°°(Q)-

| <k



Por exemplo, | 1) = (/ |Vul? dm—l—/uQ dx)
Q 0

Vejamos, algumas propriedades dos espagos Wf (), nos seguintes quatro teoremas
Teorema 1.1.4 Sao vdlidas as sequintes afirmacoes.

(i) WE(Q) € um espago de Banach para todo k € N e todo 1 < p < oo, com a norma
- s o)
(ii) WE(Q) € separdvel se, e somente se, 1 < p < co.

Teorema 1.1.5 Se @ C R™ é um dominio limitado com fronteira de classe Cl, entao
C>(Q) € denso em W(Q), na norma || - lwi(oy, para k € N e 1 < p < oo.

Teorema 1.1.6 (Imersoes de Sobolev, continuas) Sejam @ C R" um dominio limi-
tado satisfazendo a condicao do cone e k > 1, m > 0, inteiros. FEntao, as sequintes
imersoes sao continuas:

(i) Wk (Q) — WM(Q) V1<g< pa——— desde que kp < n.

(i) W (Q) — W () Vq>1, desde que kp=n.

Teorema 1.1.7 (Imersoes de Sobolev, compactas) A imersao do dltimo item do Te-
orema 1.1.6 é compacta, sendo que a primeira também o € para todo 1 < q < np/(n— kp).
Além disso, se Q) € de classe C™', as sequintes imersoes sao também compactas.

(i) WrtQ) = cm(Q) desde que kp > n.
ii Wmtk(Q) — C™9(Q pamO<9<k—E, desde que kp >n > (k—1)p.
P
p

Por exemplo, nas condi¢oes do Teorema 1.1.7 tem-se

H'Y(Q) < L*(Q) , compactamente,
W;(Q) — LP(Q2) , compactamente para todo p > 1,

2 e
W7 (Q) = C(Q) , compactamente quando p > n,

WPQ(Q) — CM(Q) , compactamente, para algum 0 < 6 < 1 — n
p

E também verifica-se

Teorema 1.1.8 (Regra da Cadeia) Seja f € C'(R) tal que f' € L®(R). Se u €
Wy (Q), com 1 < p < oo, entao foueW,(Q) e

V(fou)= f(u)Vu.



e uma consequéncia se refere as partes positiva e negativa de uma funcao u, ut :=
max{u,0} e u~ := —min{u, 0}, respectivamente, e a seu valor absoluto |u| = u™ + u~.

Corolario 1.1.9 Seu € W, (), com 1 < p < oo, entdo ut,u™, |u| € W, (Q).
Além disso, denotando

{u>0} ={z €suppu : u(x) >0}

{u <0} ={z €suppu : u(x) <0}
tem-se
Vut = X{u>0} VU e Vu™ = —Xqu<oy Vu
de forma que
Vlu| = Xfus>01 Vo = X fu<oy Vu,

sendo ssup u o suporte da func¢ao u.

E

Corolario 1.1.10 Se u,v € W, (Q), com 1 < p < oo, entdo max{u,v} € W, (Q) e
min{u, v} € W, (Q).

1.1.2 O principio do maximo

Nesta parte enunciaremos uma das ferramentas extremamente importantes em equagoes
diferenciais que sao chamados de principios do maximo e Lema de Hopf

Principio do maximo eliptico Sejam (2 C R™ um dominio limitado, com fronteira

0f) suave e
n

Lu = Z Oy, O, u + z": b0z, u + cu

ij=1 i=1
um operador com coeficientes continuos, uniformemente eliptico, isto é, que exista 6 > 0
tal que

Y anbi& > 0P Yz eQ, VE= (&, ,E) ER™
i,k=1

além de simétrico, isto é, a;; = a;; para i,j = 1,--- ,n. Entao
Teorema 1.1.11 (Principio do méaximo forte) Suponha que ¢ <0 em Q

(i) Seu € C*HQ)NCYQ) € tal que Lu > 0 em Q e u atinge um mdrimo ndo negativo
sobre 0 num ponto interior, entdo u € constante em §2.

(ii) Seu € C*HQ)NCYQ) € tal que Lu < 0 em Q e u atinge um minimo nao positivo
sobre €2 num ponto interior, entao u € constante em €.

Dizemos que 2 satisfaz a condi¢ao da bola interior em zy € 02 se existe uma bola
aberta B C (2 tal que z¢ € dB. A condicao da bola interior é automaticamente satisfeita
em dominios com fronteira de classe C2. Sendo v um campo normal exterior a 92, temos



Teorema 1.1.12 (Lema de Hopf) Seja u € C*(Q) N CYHQ) e suponha que ¢ = 0 em
Q.

(1) Se Lu >0 em Q e existe xy € 052 tal que
u(zo) > u(z) Vo e Q

com ) satisfazendo a condicao da bola interior em xqy, entao

)
a—Z(xo) > 0.

(ii) Se Lu <0 em Q e existe yo € 0N tal que

u(yo) < uly) Yy € Q
com § satisfazendo a condi¢cao da bola interior em yo, entdo

ou

5(%) < 0.

Se ¢ <0 em Q, a conclusio em (i) permanece vdlida contanto que u(xg) > 0. Se ¢ > 0
em Q, a conclusao em (ii) ainda € vdlida desde que u(yy) > 0.

Principio do maximo parabdlico Vamos assumir as mesmas hipdteses sobre €2 e £
feitas quando tratamos do principio do maximo eliptico acima, sendo que os coeficientes
de £ podem agora depender do tempo. Fixado T" > 0, defina Q7 = Q x (0, 7. A fronteira
parabdlica de Q7 é o conjunto 907 = Qr \ Q7. Considerando o espaco

C%(Qr) = {u 00— R } u, Oy, u, (ﬁimju, u € C(Qr), i,7=1,--- ,n}
temos
Teorema 1.1.13 (Principio do maximo forte) Suponha Q2 conezo e ¢ <0 em Q.
(i) Seu e C¥HQr)NCHQr) € tal que
ug+ Lu > 0 em Qp

e u atinge um mdzimo ndao-negativo sobre Qr em (xo,to) € Qr, entdo u € constante
em (.

(ii) Seu € C¥(Qr)NCHQr) € tal que
ug+ Lu < 0 em Qp

e u atinge um minimo nao-positivo sobre Qp em (xo,tg) € Qr, entdo u € constante
em Qto-



1.2 Bifurcacao de autovalor simples e o principio da
transferéncia da estabilidade

Sejam U, V' dois espagos de Banach e sejam A, B em L(U, V'), o espago dos operadores
lineares limitados entre U e V.

Definicao 1.2.1 ([10],[22],[23]) O conjunto resolvente p(A, B) do par (A, B) € definido
como o conjunto dos \ € C tais que A—\B tem uma inversa limitada. O espectro o(A, B)
do par (A, B) € definido como

5(A, B) = C\p(4, B).

Xo € 0(A, B) € dito um autovalor de (A, B) se zero é um autovalor de A— \oB, isto €, se
dim Ker[A — X\B] > 1

e Ao € C € dito um autovalor simples do par (A, B) se

dim Ker[A — X\oB] = codim R[A— X B] =1

sendo R[A — N B] a imagem do operador A — \gB.
Na defini¢ao anterior podemos ver que se U C V', B = I (a aplicagao inclusao) e \g é um

autovalor simples do par (A, I), dizemos simplesmente que A\g é um autovalor simples de
A.

Observacao 1.2.2 E comum caracterizar autovalor simples da sequinte forma: Ay € C
¢ um autovalor simples do par (A, B) se A — \oB é um operador de Fredholm de indice
zero (Definicoes 1.4.1 e 1.4.2) com

dim Ker[A—XB] =1 e B(uy) &€ R[A— B,

sendo ug gerador de Ker[A — \gB]. FEsta ltima condi¢io é conhecida como condigdo de
transversalidade.

Seja .Z# : R x U — V um operador nao linear associado a uma equacao nao linear
abstrata que depende do parametro A, qual seja

F(\u) = 0. (1.2.1)

Uma ferramenta muito 1util neste contexto é o Teorema de Funcgao Implicita, que
enunciamos no contexto geral, como

Teorema 1.2.3 (Teorema da Fungao Implicita) Sejam U, V e W espacos de Ba-
nach, Q C U x V um aberto e T : Q@ — W uma aplicacdo de classe C*, k > 1.
Suponha que (5\,11) € Q satisfaca

T(\ @) =0
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e que )
D, T\ a):V — W
seja uma bije¢do. Entao, existem uma vizinhanga aberta Q de (5\,11) em U x V, uma
vizinhanca aberta U de X em U e uma funcdo ¢ : U — V de classe C* tais que
{(\u) e Q: T\ u) =0} = {(\u): A€ U, u= e\ }.

Além disso, Q pode ser escolhida de forma que DuT(S\,ﬁ) seja uma bijecao de Vem W
para todo (A, 1) € §). Neste caso, se A € U entao

De(A) = —[D,T(A, o(\)] " DaT(A, o(\).

Estamos interessados na estrutura do conjunto solucao. Para este fim, suponha que
[ seja uma curva de solugoes de (1.2.1), que serd chamada de ramo trivial, e que seus
pontos sejam da forma (A, 0). Considere (Ag,0) € I

Defini¢ao 1.2.4 Um ponto (Ao, 0) (ou simplesmente \y) € ponto de bifurcacio de (1.2.1)
com relagdo ao ramo trivial I' se hd uma sequéncia (g, u) € R x (U\{0}) satisfazendo
F (A, ur) = 0 para todo k e tal que A\ oo Ao € uy "0 em U

Para enunciarmos os principais resultados da teoria da bifurcacao que utilizaremos
neste trabalho, estabelecemos algumas notacoes. Dado um operador .# de classe C2, no
sentido de Fréchet, numa vizinhanga de (A\g,0) € R x U, denotamos as seguintes derivadas

parciais

€0 := DyF (Mo, 0) € L(U, V)

21 = D)\Dueﬂoz()\o,()) S L(U, V)

Teorema 1.2.5 ([10],[11],[23];Bifurcagao de um autovalor simples) Suponha que .7
¢ de classe C*, para algum k > 2, e zero é um autovalor simples de (Lo, £1). SejaY C U
um subespaco tal que

Ker[£)@Y =U
Entao, existem € > 0 e duas aplicacoes de classe C*!
Ai(—ee) — R  y:(—ge) —Y

tais que
A0) =X, y(0)=0

e para cada r € (—¢,¢) se tem F(A(r),u(r)) = 0, em que u(r) := rug + ry(r), com wug
gerador de Ker[£).

Além disso, existe p > 0 tal que se F (A, u) =0 e (A\,u) € B,(\,0), entao ou u =0
ou (A, u) = (A(r),u(r)) para algum r € (—¢,¢).

Agora veremos a relagao do espectro da linearizagao de % (A, u) ao longo do ramo trivial
{(00) : A Ao}
e o ramo de solucoes bifurcadas
{(A(r),u(r)) : r=0}.
O seguinte resultado garante que o autovalor zero de £y pode ser perturbado ao longo de

cada um destes ramos.
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Teorema 1.2.6 ([10],[12],[23]) Suponha que .F ¢é de classe C*, para algum k > 2, e
zero € um autovalor simples de (£9,£1). Seja K € L(U,V) tal que zero é um autovalor
simples de (£9,K), e Y um subespago fechado de U tal que

Ker[&®Y =U
Entao, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
1. Ezistem ¢ > 0 e duas tnicas aplicacoes de classe C*!
v:(do—gX+e) —R z:(A—g, +e) —U
tais que

v(Ao) =0 z(Xo) = wg z(A) —up €Y

DyF (X, 0) - z(A) =v(AN)K - z(})
para cada X\ € (Ao — €, Ao + €).

2. Erxistem 6 > 0 e duas nicas aplicagoes de classe CF1
p:(=0,0) — R z:(—e,e) — U

tais que
©1(0) =0 2(0) = ug 2(r) —uy €Y

Dy F (A(r), u(r)) - 2(r) = p(r)K - z(r)

para cada v € (—6,0), sendo que (A(r),u(r)) esta sobre a curva emanando desde o
ramo trivial {(A,0) : A € R} em A = Ao, cuja ezisténcia € garantida pelo Teorema
1.2.5.

O resultado seguinte relaciona as perturbacoes do autovalor zero de £y ao longo do
ramo trivial e do ramo de solugoes bifurcadas, usualmente conhecido como principio da
transferéncia da estabilidade.

Teorema 1.2.7 ([10],[12],[23];Principio da transferéncia da estabilidade) Sob as
mesmas hipoteses do Teorema 1.2.6. Tem-se 7' (Xo) # 0. Além disso, as funcgoes u(r) e
—rA(r)Y' (Xo) tém os mesmos zeros para todo r suficientemente pequeno, e o mesmo sinal
quando p(r) # 0 (sendo d/dr ="~ e d/d\ = " ). Especificamente, a sequinte rela¢ao é

vdlida _
. /
lim rA(r)y' (o)

r—0
M(S#O u(r)

= 1.

Outra ferramenta importante para descrever & estrutura dos zeros de uma equagcao
nao linear perto de um ponto de bifurcagao (do tipo mencionado ao comego desta segao),
é o seguinte resultado, dada por Morse.
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Teorema 1.2.8 ([21],[32];Lema de Morse) Seja ¥ : R* — R wuma aplicagio de
classe C*, para algum k > 2, tais que ¥(0) = 0, ¥ (0) = 0 e que ¥”(0) é uma ma-
triz nao singular. Entao, existe uma aplicagio, mudanga de coordenadas, r +— y(x),
definida numa vizinhanca do ponto 0 em R™, de classe C*~2 tal que y(0) =0, y/'(0) =1 e

U(x) = = (V" (0)y(x), y(x)),

DN | —

sendo 0" (0)y(z) € LIR™,R), e (P"(0)y(x),y(x)) = (¥"(0)y(x)) - y(=).
Neste caso o conjunto solugao de ¥(x) = 0 é muito simples. Em particular, temos

Corolario 1.2.9 ([21],[32]) Seja ¥ : R? — R uma aplicagdo de classe C*, para algum
k > 2, tais que ¥(0) = 0, ¥'(0) = 0 e que V"(0) é uma matriz nao singular. Entdo,
o conjunto solugao da equagao V(z) = 0, perto do ponto 0 € R?, consiste de um par de
curvas que se interceptam no ponto 0. Além disso, se k > 2, as curvas sdo de classe C*
e cortam-se transversalmente.

1.3 Problemas de autovalores com condicao de fron-
teira de Neumann homogénea e com peso indefi-
nido

Nesta se¢ao consideraremos o seguinte problema de autovalores eliptico, seguindo [7],
[35] e [37], [1] dado por
—Av = Ag(z)v em Q,
9 (1.3.1)
— =0 sobre 0f2.
v
Assumiremos que A é um parametro real; g € L®(2) que troca de sinal e v é a normal
exterior a d). Dizer que troca de sinal significa que os conjuntos {x € Q : g(z) > 0} e
{z € Q:g(x) <0} tém medida positiva.
E importante em aplicagoes, particularmente em dinamica populacional, determinar
os valores do parametro A € R aos quais estao associados solugoes positivas de (1.3.1)

Definicao 1.3.1 Dizemos que A € R é um autovalor principal de (1.3.1) se é um au-
tovalor que estd associado a uma autofgng:do positiva em ). Ou seja, A € um autovalor
principal de (1.3.1) se existe v >0 em € que satisfaca (1.5.1).

Para conhecer os autovalores principais de (1.3.1), primeiro consideremos autovalores
principais do seguinte problema de autovalores linear para um autovalor u()), dado por

—Av = Ag(z)v = p(A)v em Q,

(1.3.2)
@ =0 sobre 0.
ov

Como antes, dizemos que () é autovalor principal de (1.3.2) se existe v > 0 em  solucao
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de (1.3.2). Note que, A é um autovalor principal de (1.3.1) se, e somente se, u(A) = 0 for
autovalor principal de (1.3.2).

O seguinte teorema caracteriza a existéncia e unicidade de autovalor principal de
(1.3.2).

Teorema 1.3.2 Para qualquer A € R hd um dnico autovalor principal pq () de (1.5.2),
caracterizado por

pi(A) = inf{/Q(\Vv]2 —Ag( ) dx v € Hl(Q),/Qv2 dr = 1}. (1.3.3)

Prova: Para provar a existéncia se usard um argumento variacional (veja [35]). Conside-
remos o conjunto minimizador do funcional

SA:{/ |Vu|2da:—/\/g(-)u2dm:uGHl(Q),/u2d$= },
Q Q Q

para todo A € R. Note que S, é limitado inferiormente pois,

[ 19up de = [ g doz <3 [ gOn do = =Alg*lmmy, oA 20
Q Q

Q

/ |Vul? do — /\/ g(u? dv > —/\/ g()u? dv > —X\inf(g™), se A <0
Q Q Q

para todo v € H'(Q) com /u2 dr = 1, sendo g*(z) := max{0,g9(z)} e g (x) :=
Q
max{0, —g(z)} para x € Q.

Afirmacdo: o infimo de S) é atingido por alguma funcao ¢,, ou seja,
Iy = inf S, :/ V|2 dz — )\/ 9()¢2 dz (1.3.4)
Q Q

com ¢, € H(Q) e / @5 dor = 1.
Q

De fato, seja {¢x} C H'(Q2) uma sequéncia minimizante:

/ IV y|? da — )\/ g()¢? da =3 1, (1.3.5)
Q Q

com / ¢7 dr = 1. Note que, {/ IVor|* do — )\/ g(-)b% dx} ¢ limitada, pois é conver-
Q Q Q

gente, e ‘)\/ g(-) % da:‘ < |Alllgllze= () para todo k, de modo que
0

[k o= ([ 1vol d=x [ g0 ar)+r [ a0sta 030

é também limitada. Assim, {¢;} € uma sequéncia limitada em H 1(Q) e, passando a uma
subsequéncia se ¢ necessdrio, existe ¢ € H'(Q) e h € L*(Q) verificando, quando k — 0o
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b — ¢ em H'(Q),
o — gg em L?*(Q),
b — ¢ qtpemQ, com |ok(x)] < h(x) q.t.pem .

Entdo, por ¢ — ¢ em L*(2) e pelo fato que /gbi dr = 1 para todo k, /@2 dr = 1,
Q Q

além disso,

\A [ o162 s =2 [ g6 e

< \Ar/\ng—a%?rdx
QO
7 k—o0
< Mgl / 162 — 3 do = 0

pelo Teorema de Convergéncia Dominada, donde A / g(") 7 dw ks gp / g(')<§2 dx e, por
Q Q
(1.3.5) e (1.3.6), segue

/Q|v¢k|2 de "2 I, + )\/Qg(~)gz~52 dz. (1.3.7)

Dai, a convergéncia fraca ¢, — ¢ em H'(Q) e a semicontinuidade inferior da norma
implicam

5 < liminf
[Pl @) < im in | Pl e ()

3
= liminf (/ |Vor|? do + / o3 dw)
k—o0 Q Q
%
= lim (/ Vor|? dx+1)
k—o0 Q
8 3
= (IA + )\/ g(-)¢z dx + 1) . (1.3.8)
Q
Como ¢ é admissive ao conjunto Sy, tem-se

I, < /Q |Vo|? do — A/Qg(-)g£2 dx

e assim,

IA+)\/ g()? dr +1 < / IVo|? dx+/g52 dr,
Q Q Q
que implica

1

(A 2 [ g o+ 1)2 < 3llne (1.3.9)
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de modo que, por (1.3.8) e (1.3.9), se conclui

D12 o0 = (I + A V2 d .
16020 (H /ngqs a:+1)

Logo,
/|vq3|2 dg;+/¢§2 dx:IA+)\/g(-)<52 dr + 1
Q Q Q

e como / <;~52 dx =1, temos
Q

/ |Vé]2 dr — )\/ g(~)g£2 de = I,
Q Q

ou seja, I, é atingido pela funcao ¢, = ¢.

Afirmagdo: ¢, é uma solu¢ao do problema de autovalores linear (1.3.2) com o autovalor
I,.

De fato, consideremos a forma bilinear Jy : H'(Q) x H'(Q) — R, dada por
I, ) = / Vo -V dr — /\/ g(-)ov dx. (1.3.10)
0 Q

or+Co

e H(Q) e
o + Coll 20 1)

Assim, para ¢ € H'(2). Se C' € R é uma constante, entao

(ox + Co)°
Q ||¢/\ + C¢H%2(Q)

I)\S/QV( ox+Co )

|62 + CollL20)
e assim, por calculo direto, usando (1.3.4) e (1.3.10) segue que

que dr =1, dai

2 2
or+ Co
= [ o0 (52 o¢||L2<m) de,  (131)

f,\||¢/\+0¢||%2(9) < /Q|V(¢A+C'¢)‘2 d$—)\/§29(')(%+0¢)2 dx

206 6n) + I+ / Vo[ dr — AC? / 9()&* da,
Q Q

de forma que

0 < 20J,\(¢,¢>\)+L\—l—02/ V|2 dx—w?/g(-)qs? dr — L[l o + Col[22(0)
Q Q

= 2C [JA@, Px) —IA/QCb,\Qﬁ dx}

2
10) 2
d:v—)\/Qg(-)(‘|¢||L2(Q)) dw—[,\),
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°_)

v -
(ol

2
dx — )\/g()(L)2 dx — I, > 0, se
o ol

logo, como C' é qualquer e /
Q

pode concluir que

a6, 60) = I / b2 dr,

para todo ¢ € H'(Q), ou seja,

/Q Vo Vo di — A /Q 9()bon dz = I, /Q b3 da

para todo ¢ € H' (), que é a formulacao fraca do problema de autovalores linear (1.3.2).
Assim, ¢, é solugao de (1.3.2) associada ao autovalor I, provando a afirmagao.

Agora, vamos mostrar que |¢,| também é solugao do problema de autovalores linear
(1.3.2) associada ao autovalor I,. Note que

I, =inf S, = / (Vos|* dx — A/ 9(-)¢3 da.
Q Q

As afirmagbes acima mostram que se

_ 2 5. o2
B 196 de= [ g0 da

entao ¢ é solucao fraca de (1.3.2). Dai, basta mostrar que ¢ = |¢,| é tal que

I = / V[l dr — A / 9()|on]? d.

Note que

/Q V[l ? dr — A / gO)éal d = / V[l ? dr — A / g( )& da

€ COINo
2
‘V|¢>\H = VoAl - Viga| = (X{¢A>0}V¢A—X{¢A<0}V¢/\)’(X{¢A>0}V¢/\_X{¢A<0}V¢A)
2 Vo =2 Vol + Xfo, <0y VOl
X{g>01 VO X{92>03 X {63 <0} VO™ + X{g, <01 [ VoA
= Vol (X{pas0p + X{sr<0})
= |Voul?
temos

/Q V[éal[? do — A /ﬂ g(O)léal d = /Q Va2 dr — A /Q ()& da = I,

assim |¢,| também é solucao fraca de (1.3.2).
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Logo, podemos escolher ¢, > 0. Por outro lado, por regularidade eliptica também po-
demos considerar ¢, ao menos de classe C?(€2), assim se supomos que ¢y (zo) = 0, para

algum zy € €, pelo principio do maximo z, pertenceria a 9 e logo ﬂ(3(:0) < 0 pelo

ov

Lema de Hopf, uma contradicdo. Portanto, temos ¢, > 0 em Q, provando que Iy é um
autovalor principal do problema de autovalores (1.3.2).

Para provarmos a unicidade, supomos, que existe outro autovalor principal p (# u1(\))
do problema de autovalores linear (1.3.2), cuja autofuncao 1 positiva em (2 associada a
ele é solugao de

~AY = Agla)d + pgp em

(1.3.12)
a—w =0 sobre 02
v
e também temos
—Agy = Ag(x)Pr + p1(A)gpx em €,
(1.3.13)
% =0 sobre 0f2
ov

sendo ¢y > 0 em Q. Logo, por (1.3.12), (1.3.13) e a férmula de Green, segue

— a_¢_ % n—1
0= /m(%u %v)dH

- /Q (@Aw —M@) dz

= /Q [ — P ()\g(flfw + H¢) + (Ag(ﬂf)% + Ml<>‘)¢)\)} dx
= /Qw@(ul()\) — ) du,

como 1(A) — p # 0, segue que / Yoy dxr = 0, uma contradi¢ao. Provando o teorema. O
Q
As propriedades da aplicagdo A — 1 (\) sao dadas no seguinte

Teorema 1.3.3 Suponha que g(-) troque de sinal. Entdo a funcao real i (\) da varidvel
real A possui as sequintes propriedades.

i) A aplicagao X — pi(\) € concava e pi () — —oo quando A — £oo
ii) A aplicagao X — pi(\) € continua.

iii) O dnico autovalor principal iy (N\) tem um ponto mdzximo local (na verdade, global)
que pertence ao intervalo [0, 00), se /g() dr < 0. Se /g() dx > 0, o ponto de
Q

Q
mdzimo ocorre no intervalo (—oo,0).
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i) uw(\) depende continuamente de g na topologia de L*°(Q), isto é, denotando i ()

k—o0 g

por i (N), tem-se: Se gy 2% g em L®(Q) entio pd* (A) — uf(N).

Prova: Para verificar a afirmagao (i). Note que, para cada v € H'(Q2) a aplicagao

/\r—>/ Vo[ dx—)\/g(-)v2 dx
Q Q

¢ afim e assim concava, e dai que também o infimo é concava. Por outro lado, quando
A < 0 é possivel escolher uma funcio nao-trivial ¢, € C1(Q) satisfazendo [ 7 dz = 1,

Q
tal que 1, tenha suporte compacto em {z € Q : g(x) < 0} pois, a func¢ao peso g(-) troca
de sinal em €2 logo

m) < [ 1Vl d=x [ gt do

< Mm@+ [ 400t do

A——00
—0Q,

sendo M; = supg |Vii|, m a medida de Lebesgue em R™ e ¢g~(z) = maz0, —g(x).
E quando A > 0 ¢é possivel escolher uma fungao nao trivial ¢ € C*(Q) satisfazendo

/ Y? dx = 1, tal que v tenha suporte compacto em {x € Q : g(z) > 0} assim, temos
Q
mO) < [ (VP de- [ g0 do
) Q

< M%MD—A/ ()2 da

ssup Y

A—)_—i—)oo — 0,
sendo M = supg |V¢|, m a medida de Lebesgue en R” e ssup ¢ o suporte da fungao .
Para verificar a afirmagao (iz). Consideremos, o conjunto

¢eH1 /gbzdas—l

e para cada A € R o funcional linear Jy : H*(Q2) — R, dado por

0= [ 1Vf de=x [ g()6% o

pi(A) = iI}lf I (1.3.14)

para todo ¢ € H'(Q2). Logo,

Para cada ¢ € A e \, \yg € R, temos

5(6) — o (6)] = ](Ao— N [ o0

< A= olllgllz=@)
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que implica
f [73(0) = S (@)] < [A = Aolllgll e )- (1.3.15)

Por outro lado, temos
_H,,Lllf |J/\ - J)\O‘ S H/llf (J)\ - J)\O) S Hfllf J)\ - ir}lfJAO
e trocando os papeis de Jy por J,,, e viceversa
inf Jy —inf J,, <inf |J, — J
inf Jy —inf Jy, <inf [y = Jy|,

que implicam

|1IJLl‘fJ)\—1IfllfJ)\0’ Slr,éllf‘J/\_J)\0| (1316)
Logo, por (1.3.14), (1.3.15) e (1.3.16), temos
[1(A) = (o) = |inf Iy —inf Iy | < [A = Aol =)

que mostra a continuidade da aplicacdo A — p1(A).

Para verificarmos a afirmac@o (i7i). Diferenciamos o problema de autovalores linear
(1.3.13) com respeito a A, temos

—AQ) = g(x)Px + Ag(x) @) + 1 (A)oa + pa(A)¢y  em

P
ov

(1.3.17)
=0 sobre 0.

Assim, usando (1.3.13), (1.3.17) e pela férmula de Green, segue

B a(b' , 0y I
0 - /m(@ %590 )d%

= /(@A@—wvwﬂdx

= [ - o (st0r+ rgt)eh + 00+ 065 ) + 64 (Agtedon + ()01 ) | a

Q

- /Qg 62 da — iy (A /mdx

que implica

;mmz—émm&m: (13.18)

pois, ¢y > 0 em Q e que /gzﬁ dx = 1. Para A = 0, temos u1(0) = 0 logo, ¢y pode ser

Q
escolhido uma constante C, positiva. Dai
i (0) = —C? / g(z) dx. (1.3.19)
Q
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De (1.3.18), encontramos que Ay é um ponto critico de pq(A), isto é, p)(Ag) = 0 se, e

somente se, [ g(z)¢3, = 0. Logo, pelas afirmacdes (i), (ii) e (1.3.19), garantimos a
Q

existéncia de um ponto critico em A > 0, quando / g(z) dx < 0.
Q

Além disso, a unicidade pode ser obtida da seguinte forma, consideremos \y ponto critico

de p1(N), ou seja, / g9(x)d3, dz = 0. E suficiente provar que i (A) < i1 (Xo) para A # Ao.
Q

De fato, note que p1(Ag) = / |V | dz e também
Q

m(y) < / Vn? dr — A / 9(@) B, da
- / Vsl de
Q

= p1(Xo)

para todo A # A\g. Entao, se existe A\; (# A\o) tal que p1(A1) = u1(Ao), teriamos que ¢y,
atinge o infimo de Sy, ou seja,

( —Adr, = Mg(2)dr, + p1(A1)@y, em €,

P

. 2, =0 sobre 0f),

mas também

([ —Apx, = Mg (7)Pr, + p1(Xo)@r, em €,

0P,
\  Jv

=0 sobre 0f2,

logo, subtraindo as primeiras equagoes e pela suposigao, segue (A; — Ag)gPyr, = 0 em €
que implicaria g = 0 em 2, uma contradigao, com o que conclui a prova da afirmacao (ii7).

Finalmente, a prova de (iv) é andloga a prova de (i7). Ou seja, consideremos, o con-
junto

A:={p e H(Q /¢ dz =1},

para cada A € R e cada fungao peso g(-) € L>=(f2), o funcional linear Jy : H'(Q) — R,

dado por
0)i= [ Vol dz = / 96 do

wi(N) = iI}\f JY. (1.3.20)

para todo ¢ € H* (). Logo,
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Para cada ¢ € A e g,g € L™(Q), temos

726) = R0 = [ (60~ 70)6? da| < Wil - T
que implica -
it 173(6) = F0) < Mg = Tl (1.321)
Por outro lado, temos
—inf |J{ — Jf| < inf (J5 — J5) < inf J{ — inf J{

e trocando os papeis de J§ por Jf, e viceversa

iIfllf Jy — iI}tf Ji < iI}lf |y — J3),
que implicam ~ -

|ingf—infJf\’| < i2f|Jf\’— JY| (1.3.22)
para cada A € R

Portanto, se tomarmos uma sequéncia {gy} C L*() com gy % g em L>(€2). Por

(1.3.20), (1.3.21) e (1.3.22), terfamos

k—o0

() = V)] = inf I3 — inf | < Allge = gllz=@ =0,
para todo A € R. -

Observacao 1.3.4 Com rela¢ao aos autovalores principais de (1.3.1), tem-se:

e 11(0) =0, pois / |Vo|?> do > 0 para cada v € H'(Q) e existe vy =

1
g ‘Q‘—l/2 tal que

pi1(0) =0 = / |Vwol? dx, isto é, seque de (1.8.3) que 0 é sempre um autovalor
Q
principal de (1.3.1).

o Se / g(+) dz >0 entdo ndo existe um autovalor principal positivo de (1.3.1).
Q
o Se / g(+) dx < 0 entdo existe um unico autovalor principal positivo g de (1.5.1),
Q
isto significa que pu1(Ng) = 0. Decorre das afirmagées (i) e (iii) do teorema anterior.
O seguinte teorema da uma caracterizagao variacional do dnico autovalor principal

positivo Ag de (1.3.1), que terd papel relevante no estado de bifurcacao e estabilidade dos
equilibrios do problema (0.0.1).
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Teorema 1.3.5 Suponha que g troque de sinal. O problema (1.3.1) possui autovalor
principal positivo se, e SO se, /g() dr < 0. Neste caso, existe um unico autovalor
Q

principal positivo Ny, caracterizado por

/|VU\2 dx

N=inf{ B ve Hl(gz),/g(-)v2 dr >0 . (1.3.23)
/g(-)v2 dx @
Q

Para provarmos precisaremos do seguinte

Lema 1.3.6 Suponha / g(x) dr < 0 vdlida. Entdo, existe uma constante Cy > 0 tal que
Q

/ IV¢|? dz > Cy para todo ¢ € H'(Q) tais que / Pdr=1ce / g(z)¢* dx > 0.
Q Q Q

Prova: Suponhamos que nao exista nenhuma constante com tal propriedade, isto é, existe
uma sequéncia {¢y} C H'(Q) tais que

/qbidx =1
Q

/g(x)ﬁ de > 0
Q

1
[vara < 4
Q k
para todo k. Entao {¢;} ¢ limitada em H'(Q), pois
[ e :/ IVr|? do + / ¢2 da "% 1, (1.3.24)
Q Q

ja que / IVor|* do i gy} Dai, existe subsequéncia, ainda denotada por {¢}, e existe
xS Hl(gl) tais que quando k — oo

(1) ¢p — ¢ em H(Q),

(2) ¢p — ¢ em L?(Q).

Da semicontinuidade inferior da norma e por (1.3.24), obtemos

1
Q Q k—00

Como /¢2 dx = 1 por (2) acima, obtemos / IV¢|? dz = 0, donde ¢ é constante nao
Q Q

nula. Portanto,
0< / g(x)é; dx oy / g(x)¢* dv = ¢2/g(x) dr <0
Q Q Q
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o que ¢é impossivel. O

Agora, provemos o teorema

Prova: Seja ¢ € H'(Q) com /g(m)gb2 dr > 0. Entao, tomemos 9 := ¢
Q

161 22(0)
verifica / g(x)p?* dz > 0, assim, por Lema 1.3.6 / IV|? dz > Cj para alguma constante
Q

que

Q
Cp > 0, e dai segue

2d 2
/ﬂlv¢| x:/Q|V¢| x> “
/Q<I)¢2 dxz /g(x)¢2 du HngHLOO(Q)
@ 0

>0

sendo, g™ (-) = max{0, g(-)}. Logo, definamos

/|Vv|2 dx

N =inf{ XL — 9 € Hl(Q),/g(-)v2 dz >0y, (1.3.25)
/g(')v2 dx @
Q

note que A9 > 0. De acordo com a Observagao 1.3.4 é suficiente provar que p1(Ag) = 0
que verificamos nos seguintes itens

e 111(No) > 0.
De fato, para ¢ € H'(2) com / »? dr = 1.
Q

Se, /g(x)¢2 dx > 0, de (1.3.25), temos
0

JCRE
/Q 9(@)¢? d

2 5 2
OS/Q]Vqﬁ] dx )\O/Qg(w)(b dx

Ao <

que implica p1(Ag) > 0.

E se, /g(m)¢2 dr < 0, tem-se, 0 < /|V(b|2 dr — /\0/ g(x)¢* dx que implica
Q Q Q
de novo u1(Ag) > 0.

e p(Xo) 0.

De fato, pela propriedade do infimo em (1.3.25), é possivel construir uma sequéncia
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normalizada {¢,} C H'(Q) tais que

/ g(2)@ dx > 0,
Q

[t =1
Q

1
(1+ E)Ao

AV
S~
<
©-
kol
Q.
g

Desta ultima desigualdade, temos que

A
/|V¢k|2 dm—)\o/g(a:)gbi der < ?0 g(:v)gbz dx
Q Q Q
Ao
< gl e
< 2,

Assim,
Ao
111(Xo) < —=[lg" M|z (o)

para todo k. Logo, passando ao limite quando £ — oo

p11(Xo) < 0.

Resumindo os resultados nos diagramas seguintes

TG
()

. %\i ~7

Y Y

Figura 1.1: Primeiro autovalor principal Figura 1.2: Primeiro autovalor principal
do problema de autovalores linear (1.3.2) do problema de autovalores linear (1.3.2)
pro caso /g(x) dx < 0. pro caso / g(z) dz > 0.

Q Q
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()

A\

Figura 1.3: Primeiro autovalor principal
do problema de autovalores linear (1.3.2)

pro caso / g(x) dx = 0.
Q

/|VU|2 dx

Observacao 1.3.7 (i) Como o quociente 2L ¢ homogéneo de grau 0 em v, é
/g(-)02 dx
Q

simples ver que 0s numeros

/|Vv|2 dx

infd 28— :pe Hl(Q),/g(-)v2 dx >0
/g(~)02 dx °
Q

inf{/g Vo2 de: v e Hl(Q),/Qg(.)v? i — 1}

(ii) Note que X\ é autovalor de

5G0 1gUaLs

—Av = Ag(z)v em Q,

ov
— =0 sobre 02
ov

se, e somente se, . = —\ € autovalor de

—Av = p(=g(x))v em Q,

(1.3.26)
v =0 sobre Of2.

5 =
Assim, se [ g(-) dx > 0 seque do Teorema anterior que os unicos autovalores princi-

Q
pais de (1.3.26) sao 0 e g > 0, com o dado por (1.3.23) trocando-se g por —g. Podemos
entao concluir que, quando / g(+) dx >0, os unicos autovalores principais de (1.5.1) sdo

Q
0elXy == —po, com A, <0 dado por
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inf{/Q Vo2 do v € Hl(Q),/ﬂg(-)v2 iz — —1}.

Como Xy é um autovalor de (1.3.1) e W2(Q) — L?(Q) x Wpl*l/p(@Q) compactamente
para todo p > 1, denotando por I o operador que fornece a inclusao, temos que zero é
um autovalor simples do operador limitado £ : W (Q) — LP(Q) x W, /?(8) dado por

e(v) = <Av+b(-)v, %)

ou seja, Ker [S—ul} ¢ nao vazio para = 0. O préoximo teorema revela uma caracteristica
importante de Ao, a saber, que a multiplicidade geométrica de A\ é um, isto é, Ker[£— pul]
tem dimensao um quando p = 0. Para demonstra-lo utilizaremos uma identidade de
Piccone, provada em [4], que pode ser enunciada como

Lema 1.3.8 Sejam v > 0,u > 0 funcgoes continuas em ), diferencidveis em quase todo
ponto. Definindo

u? u
L(u,v) = |Vul®+ —2|Vv|2 —2-Vv-Vu
v v
u?
R(u,v) = |Vul*— V(;) -Vu

sao validas as afirmacoes:

(i) L(u,v) = R(u,v).

(ii) L(u,v) >0 a.e. em Q.

(iii) L(u,v) =0 a.e. em Q) se, e somente se, uw = kv para algum k € R.

Teorema 1.3.9 O autovalor principal \g de (1.3.1) dada por (1.3.23) tem multiplicidade
geométrica um.

Prova: Primeiro note que segue da Observacao 1.3.4 que a afirmacao ¢ trivial se a média
do peso g(-) é nao negativa sobre {2 pois, neste caso, tem-se Ao = 0. Para o outro caso,
sejam u, v autofungoes de (1.3.1) correspondentes a Ag > 0, positivas em Q, e suaves por
regularidade eliptica. Por Lema 1.3.8, temos

2
/R(u,v) de = /\Vu|2 dx—/V <u_> -Vou dx
Q Q Q v
02
= )\0/ g()u? dv — / \% <—) -V dx.
Q Q v

Multiplicando a primeira equagao de (1.3.1) por u?/v quando v é uma solugao, e integrando

por partes, obtemos
2
/ \Y <u_> Vv de = )\0/ g()u? dx
Q v Q
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de modo que pela parte (i) do Lema 1.3.8,

/QL(u,v) de = /QR(u,v) dx
= 0.

Logo, as partes (i7) e (i7i) do Lema 1.3.8 implicam a existéncia de k € R tal que u = kv,
provando que a multiplicidade geométrica de Ay é um. O

1.4 Um operador de Fredholm

Sejam U, V dois espagos de Banach e L(U, V') é espago de operadores lineares limitados
entre esses espagos.

Defini¢ao 1.4.1 Dizemos queT € L(U, V) € um operador de Fredholm se R(T') é fechado
e Ker(T), V\R(T) tém dimensao finita.

Denotaremos o espago dos operadores de Fredholm por Fred(U, V).
Definicao 1.4.2 Seja T € Fred(U,V). O indice de T' é o nimero
ind(T) := dimKer(T) — dim(V\R(T)). (1.4.1)
O resultado seguinte pode ser encontrada em [36], p. 594.

Teorema 1.4.3 Sao vdlidas as sequintes afirmagoes
1. SeT € Fred(U,V) e K : U — V € linear e compacto, entio T+ K € Fred(U,V).

2. A composicao de operadores de Fredholm € um operador de Fredholm.

Um resultado fundamental sobre operadores de Fredholm, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [36] p. 594, se refere a aplicacao indice e pode ser enunciado como

Teorema 1.4.4 A aplicacao indice
ind: Fred(U, V) — Z
definida por (1.4.1) € constante em cada componente conexa de Fred(U, V).

Vamos provar que a classe protétipo de problemas elipticos de segunda ordem com
condicao de fronteira de tipo Neumann definem operadores de Fredholm de indice zero.

Teorema 1.4.5 O operador linear
LW2(Q) — LP(Q) x W~ H/P(00), 1<p< oo,
dado por 5
L(v) = (Av +b(+)v, a—i)

sendo b € L>(Q2), € um operador de Fredholm de indice zero.
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Prova: Como W} (Q) estd compactamente imerso em LP(2) e em Wpl_l/p((?Q), para todo
1 <p<oo,eb(-) élimitada, vemos que £ é limitado. Note que considerando

A K W2(Q) — LP(Q) x W)~ 1/P(0Q)

dados por

Aw) = (Av+av, 5) e K()i= (—av+b()0,0),

com « € R, obtemos

£=A+K.

Agora, as imersoes acima mencionadas mostram que K é compacto e, sendo A um isomor-
fismo para « suficientemente grande pelo Teorema 2.4.1.3 de [18], obtemos por Teorema
1.4.3 que £ é um operador de Fredholm (Claramente, todo isomorfismo entre espagos de
Banach é um operador de Fredholm). Para mostrarmos que £ tem indice zero, defina a
curva

o [0,1] — Fred(W2(Q), LP(Q) x W,~/7(09Q))

pondo o(t) = A+ tK. Temos pelo Teorema 1.4.3 que o é bem definida. Além disso, o é

continua. De fato, fixado 0 <ty < ledadoe > 0, se [t—to| < &( +

“K”c(wg(ﬂ),mm)xw,}‘l/”(am)
1)_1 temos
|o(t) — a(to)l| = It —to ||K”,C(sz(g),Lp(Q)XWZ}—l/P(aQ)) <Eé.

Portanto, como A e A+ K pertencem ao conexo
o([0,1]) C Fred(W2(Q), LP(Q) x WL 1/7(9Q) ),
pelo Teorema 1.4.4 concluimos que
ind(A+ K) = ind(A).

como ind(A) = 0 pois A é um isomorfismo, o teorema estd provado. O
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Capitulo 2

Sistema dinamico gerado por (0.0.1)

Veremos que o problema parabdlico (0.0.1) gera um sistema dinamico nao-linear num
subconjunto fechado de H*(2), a saber

X:={ucH'(Q):0<u(x)<1qtpze}

Para realizar esta tarefa faremos uso fato que o problema (0.0.1) gera um sistema
dindmico nao-linear em H'(Q)
{S(t): HY () — HY(Q) | t > 0} (2.0.1)
definido pelas solugoes de (0.0.1), dado por

S(t)¢o := u(-,t; ¢o) para todo t > 0, ¢g € H'(Q),

para uma ampla classe de ndo linearidades de f, veja [3, 5, 6]. Isto significa que as
seguintes propriedades sao validas:

e Para cada t > 0, S(¢) ¢ uma aplicagao continua de H*(Q2) em H'(Q),
e Para cada z € H'(Q), a aplicagao t — S(t)z é continua,

e 5(0) é a identidade sobre H'(2),

e S(t)(S(1)x)) = S(t + 7)x, para todo z € H(Q) e todo t,7 > 0.

Para construir o sistema dinamico gerado por (0.0.1) no espago de fase X, estendemos
a funcao f satisfazendo (Hy), definida no intervalo [0,1], a todo R de modo a obter um
sistema dinamico em H'(£2). Mostramos entdo, por meio de uma aplicagio adequada do
principio do maximo, que o conjunto fechado X é invariante por aquele fluxo, de modo
que teremos entao um sistema dinamico nao-linear tendo X como espago de fase. Por
fim, este semifluxo nao-linear possui uma funcao de Lyapunov e érbitas précompactas em
H'(Q), de forma a ser um sistema gradiente no qual as érbitas aproximam, quando o
tempo é grande, o conjunto dos equilibrios.

As nogoes de estabilidade e instabilidade, no sentido de Lyapunov, das 6rbitas de um
sistema dinamico sao dadas na seguinte

Definicao 2.0.6 Seja {S(t)}i>0 um sistema dindmico em um espago métrico (X,d).
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(i) Uma orbita S(-)x

: [0,00) — X € estdvel se, para cada € > 0, existir 6(¢) > 0 tal
que

y € Bs(z) = d(S(t)y,S(t)z) <e vt € [0,00).

(ii) Uma orbita é instdvel se ndo for estdvel.

(iii) Uma orbita S(-)x : [0,00) — X € assintoticamente estdvel se for estivel e
existir 6 > 0 tal que

y € Bs(x) = d(S(t)y,S(t)x) == 0,

ao passo que tal orbita € exponencialmente estdvel se ezistirem 6 > 0, a(J) > 0,
M(9) < oo tais que

y € Bs(z) = d(S(t)y,S(t)r) < Me *d(y,x) Vt € [0,00).

2.1 O espaco de fase X

Definamos a seguinte funcao de classe C* ]7: R — R, dada por

f'(o)x, t<0,

e consideremos o correspondente problema

[ Ou=Au+ As(-)f(u) em Q x RY,
ou
— =0 sobre 02 x R*, (2.1.1)
ov

L u(+0) = ¢ 0<¢y<1em .

Os equilibrios do problema (2.1.1) sao solugoes do problema eliptico

Au+As(-)f(u) =0 em €,

(2.1.2)
ou
— =0 sobre 0.
ov

Observemos que fv verifica a hipétese (Hy). Além disso, pondo K = supg |f’|, pelo

teorema de valor médio hé 6 entre ¢ e 0 tal que | f(t) — f(0)] = [¢f(A)], donde obtemos a
desigualdade seguinte

(1) < KJt]. (2.1.3)
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Assim, segue do Teorema 2.2 de [6] que o problema (2.1.1) define um sistema dinamico
nao-linear em H'(Q), dado por (2.0.1). Além disso, dado ¢y € H'(2), tem-se S(t)¢y €
W14(Q) qualquer que seja 1 < ¢ < oo, para todo t > 0. Seja

X={ueH(Q):0<u(z) <1qtpazecQ}

Teorema 2.1.1 O conjunto X € invariante pelo sistema dinamico nao-linear gerado por

(2.1.1).

Prova: Precisamos mostrar que, dado ¢, € X, toda solucdo u = wu(x,t;¢y) (com
uw(z,0;00) = ¢o(x) qt.p z € Q) de (2.1.1) satisfaz 0 < w(z,t;¢0) < 1 qtp. z € Qe
todo t > 0. Provaremos isto nos seguintes itens.

1. Existe {¢;} C C=(Q), com ¢; > 0 em €, tal que ¢; 2% o em HY(Q).

De fato, escolhemos {p;} C C®(Q) com ¢, > 0 em Q e tal que g, = ¢o em
H'(9), o que é possivel pela densidade de C*°(Q2) em H'({2) e por aproximacio via

convolugao, pois ¢y > 0. Logo basta considerar ¢;(x) = ¢;(x)+ — para todo = € Q,
J

que verifica

/ V(6 — do)f? da = / V(s — do)f dz 30,
Q Q

P — 2 = R 2 L 1 l J—o0
6= o2 do= [0 dos2 [(oy -0 det [ 550

provando (1).

Considere as solugoes correspondentes u(z,t; ¢;) de (2.1.1).
2. Para cada j ha um t; > 0 tal que
u(z,t;¢;) >0 para todo (z,t) € Q x [0,¢). (2.1.4)

De fato, se ocorresse o contrario poderiamos escolher T}, ¥ 0e (z1, tx) € Qx[0,T})

tal que u(zg, tx; ¢;) < 0. Como {x} é uma sequéncia no compacto €2, obteriamos
uma subsequéncia que converge a um xy € {2. Assim, passando a uma subsequéncia,
ainda denotada por (xy, tx), terfamos

k—oo

0> u(xk,tk; ¢j) — u<x070; ¢j) = ¢j<x0>>
o que contradiz (1).

3. Tem-se t; = +oo para todo j.
De fato, ¢é suficiente mostrar que o conjunto

U, = {t e R" : u(x,t;¢;) = 0 para algum x € Q}
é vazio para todo j. Suponhamos ¥;, # (), para algum jo, e consideremos
E ;= inf \I[jo Z tjo‘
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Temos £ > t;, (por (2.1.4)) e existe 2, € Q tal que u(z;,,t; ¢;,) = 0. Além disso,
segue do item (1) que u(x,t;¢j,) > 0 para cada (z,t) € Q x [0,7] e assim, pelo
principio do maximo (veja Observagao 2.1.2), (z;,,?) pertenceria a fronteira pa-
rabélica de Q x [0,7]. Pelo lema de Hopf, terfamos

ou
0> %(‘rjovt_) =0

o que é impossivel. Logo u(-,+;¢;) > 0 em Q x [0, +00) para cada j e fica provado

(3)-

Agora, como u depende continuamente dos dados iniciais em H*(2), para cada t > 0

temos
Jj—00

e como H'(Q) esta imerso compactamente em L?(£2), temos que
HU(, tv (bj) - u(a tv ¢O>HL2(Q) ji)o 0.
Assim existe uma subsequéncia, ainda indexada com j, tal que
(i) —u( t560) =3 0 qtp € Q.

Portanto, u(z,t; ¢o) > 0q.t.pxz € Qetodot > 0. Finalmente mostra-se que u(z, t; o) < 1
q.t.p z € Q e todo t > 0, trabalhando-se com v(-, ;o) = 1 — u(+, -5 ¢p)- O

Observagao 2.1.2 Notemos que se s(z) < 0, pela desigualdade (2.1.3) temos que s(x) f (u)+
K|s(x)|lu > 0 e no caso em que s(x) > 0 sempre ocorre s(zx)f(u) + K|s(z)|u > 0. Logo,
em (2.1.1) temos que

up — Au+ AK|s()u = As(-) f(u) + AK]s(-)[u = A(s(-) f(u) + Kls(-)[u) = 0

e sendo A\K|s(-)| > 0, se aplica o principio do mdzimo na demonstragio do teorema
anterior.

2.2 O funcional de energia e de Lyapunov

Definamos o funcional Jy : H'(Q) — R, para u € H'(2), dado por

In(u) = %/Q|Vu|2 dx — )\/Qs()F(u) dx, (2.2.1)

com F(u) = /0 " Fryar.

Observacao 2.2.1 O funcional Jy estd bem definido, isto €, J\(u) € R para cada u €
HY(Q).
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De fato,

/0 " Fryar

por (2.1.3), e consequentemente

< [ 1Fwar = G

K
| BOF@I do < sl Tl < .

Proposicao 2.2.2 J, € um funcional de energia para o problema (2.1.2) e € funcdo de
Lyapunov para o problema (2.1.1).

Prova: Se demonstrara nos seguintes itens

1. Jy ¢ diferencidvel, no sentido de Fréchet, sobre H'(Q) e tem-se

Tl () (v) = /Q Vu- Vo dz — A /Q () Fu)v da.

De fato, sejam Jp(u) — / Vul? dz e Ji(u) = / (VP (u) dz.

Para verificar que o funcional [J; é diferenciévgl no sentido de Fréchet, primeiro
mostraremos que J; é Gateaux diferenciavel e entao mostraremos que sua derivada
de Gateaux é continua.

Temos que

Pi% s()F(u+ tvt) —sOF W) = s(:)f(wv q.t.p em €.

Pelo teorema de valor médio para fungoes de varias variaveis existe um nimero real
0 tal que |0] < |t| e

S()F(u+ tv) — s(-)F(u)
t

= [s(-)f(u+ 6v)|

< sl f (w+ 6v)] [l

IN

18]] oo (e KT + Gv] o]

< COluv| + 7).

Como as fungoes |uv| e v? estao em L'(2), por causa da desigualdade de Holder
lw| dz < |Jullz2@)llv]lr2@) e [ v* do = HUHL2 , pela imersdo compacta de
Q Q
H'(Q) — L*(Q) e pelo teorema de convergéncia dominada temos que

i s(-)F(u+tv) de — s(-)F(u)
=0 Jq t

iz = /Qs(-)f(u)v da.
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Como a integral do lado direito é linear em relagao a v e, pela desigualdade (em que

se usa (2.1.3))
Il (e / F)l o] de

< Hs||Loo(Q)K/|uv| dx
Q

IN

| sFye da

< Asllze @K llull 2@ 0]l 220

¢ também continua com respeito a v, definimos a derivada de Gateaux J. :

HY Q) — (HY(Q2))* por J{g(u)(v) = )\/ s()f(u)v dx. Vamos mostrar que J/, é
0

continua; para isto, tomamos {u;} em H'(2) tal que uy "% wem H'(Q). Desde
que pelo teorema de valor médio |f(uy) — f(u)| < K|ug — ul|, temos que

1F(u) = T2y = ( / Fow) - Fal? dw>é
</>

k—o0

IN

Além disso, pela desigualdade de Holder,

(Tl () = Tig(w) (v)] = | sO)(Fw) - Flu)w da

< lsllimo /|fuk W) o] de
~ k—o0
< Vsl | FCun) — Fa) oz ol ey "= 0.

De modo que

(T (un) = Tia(w) I @) = sup {I(Fe(ur) = Tia(w) ()]}

UEHI(Q)y”v”Hl(Q)Sl

< ”SHL‘X’ ||f(uk) ( )||L2Q — 0.

Logo J; é diferencidvel no sentido de Fréchet e J{(u)(v) = / s() fuv da.
Q

O funcional 7, é diferenciavel no sentido de Fréchet e tem-se
To(u)(v) = 2/ Vu- Vo dx
Q
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uma vez que provém da forma bilinear continua 7' : H'(Q) x H'(2) — R, definida
por

T(u,v) = / Vu -V dx.
Q
Portanto estd verificado (1).

2. J, ¢ um funcional de energia para o problema (2.1.2).

De fato, como J3(u) = 0 < J;i(u)(v) =0, Yo € H'(Q) e

/ Vu- Vv dr — )\/ s()f(u)v dz =0, Yo € H'(Q),
Q 0

é a formulacao fraca de (2.1.2), temos o resultado.
3. Jx é um funcional de Lyapunov para o problema (2.1.1).
A afirmacdo segue pois se u(z,t) := u(x,t;¢g) é solugdo do problema parabdlico

d
(2.1.1), com ¢ nao sendo solugao de (0.0.2) entao Ej,\u(x,t) < 0 para todo t > 0.

Veja a prova em [31].

O

Como J, dado por (2.2.2) é funcional de Lyapunov para o problema (2.1.1) e as érbitas do
sistema dinamico gerado por (2.1.1) sdo précompactas (veja [3, 9, 33]), segue do principio
da invariancia de LaSalle que as orbitas convergem para o conjunto dos equilibrios de
(2.1.1) quando o tempo é grande, na norma de H'(2); veja [20], Teorema 4.3.4. Por-
tanto, o sistema dindmico gerado por (0.0.1), que é obtido do sistema dinamico gerado
por (2.1.1) quando restrito a X, herda todas a propriedades acima mencionadas.

2.3 Equilibrios

Os equilibrios do problema parabdlico (0.0.1) sao as solugdes do problema eliptico
(0.0.2) que pertencem a X. Para cada A > 0, temos dois equilibrios triviais uy = 0 e
uy = 1.

Proposigao 2.3.1 Assumindo (Hy). Um equilibrio uy nao trivial de (0.0.1) tem as
propriedades sequintes

1. 0<uy<1emQQ,

2. uy € nao constante.

Prova: Seja K = sup|f’(uy)(x)|. Pelo teorema de valor médio existe 0 < 6 < u, tal que
€S

f(uy) — f(0) = f'(A)uy, dai obtemos & desigualdade seguinte

fux) = [f(ux) = FO) = [f/(O)ux < Kus, (2.3.1)
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notemos que se s(z) > 0, pela desigualdade (2.3.1), temos —s(z) f(uy) — K|s(z)|uy < 0;
se s(x) < 0 sempre ocorre que —s(z) f(uy) — K|s(x)|uy < 0. Logo em (0.0.2) temos que

Auy — AK|s|uy = =Asf(uy) — AK|s|uy = AM(—sf(uy) — K|s|uy) <0

Como uy € ¥ temos que 0 < uy < 1 em Q. Suponhamos que exista o € Q tal que
ux(zg) = 0. Sendo uy é nao trivial (isto é, uy #Z 0 e uy # 1), o principio do maximo

u
eliptico implica que xy € 02 e dai pelo Lema de Hopf, conseguimos —’\(mo) < 0, uma

ov

contradicao. Portanto, 0 < uy em €. Similarmente provamos que uy < 1 em 2, fazendo
a mudanca de varidvel vy = 1 — uy. A afirmacdo (1) esta provada.

Finalmente, verificamos a afirmacao (2). Se uy = ¢, com ¢ constante, pela parte (1)

¢ é uma constante tal que 0 < ¢ < 1, e temos de (0.0.2) que Ac+ Asf(c) = 0 em €2, de
modo que s = 0, uma contradicao. O

37



Capitulo 3

Estrutura de bifurcacao dos
equilibrios

Estudaremos neste capitulo bifurcac¢ao dos equilibrios de (0.0.1), isto é, descreveremos
completamente a estrutura do conjunto solucao de (0.0.2), no espago de fase X, para cada
valor do parametro A > 0.

3.1 Estrutura de bifurcacao dos equilibrios com peso
de média nao nula

O primeiro resultado relacionado aos equilibrios de (0.0.1) é:

Teorema 3.1.1 Suponha (Hy) e/ s(x) dx # 0. Entao, para todo X\ > 0 suficientemente

Q
pequeno, 0s unicos equilibrios de (0.0.1) sao os triviais.

1
Prova: Suponha que wuy é um equilibrio nao trivial de (0.0.1) e seja u, = 9] / uy(z)dx
Q
a média de uy sobre 2. Temos:

1. 0 < @y < 1, pois, como Q é compacto, hd zg e z; tais que 0 < uy (7o) < uy(z) <
ux(z1) < 1 para todo z € €. Dali, integrando, temos a afirmacao.

2. Existe vy € W}(Q), p > n, tal que

(
/v,\dx:[),
Q

Avy = ~As()f(Tr + ) em 9, (3.11)
% =0 sobre 0f).
\ Jv

De fato, s6 definir para cada z € Q a fungio vy(z) = ur(z) — U € WZ(Q) e
verificar as propriedades diretamente. Além disso, pela férmula de Green, temos

—/\/ s(-)f(ux +vy) de = / Avy dr = dox dH"' =0, donde
Q Q an OV
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/Qs(-)f(u_AjL vy) dz = 0. (3.1.2)

3. Existe C' > 0 tal que ||vy||r2) < CAf(wx), para A > 0 suficientemente pequeno.

De fato, por integragao por partes de (3.1.1) temos

/ |V, |? do = —/U,\AU,\ dr = /\/ s(+) f(ux + vy)vy do
Q Q Q

e pela desigualdade de Poincaré existe C; > 0 tal que

a2y < cl/ﬂwm2 dv < (JlA/Q 15 £ (5 + v3)||vs] d

Dai, pela desigualdade de Holder, temos

[oallz2@) < CAlIs() f(@x + va)ll2(e) < CoAllF(@x + i)l 2, (3.1.3)
co1m 02 = ClHSHLOO(Q)-

Por outro lado, pelo teorema de valor médio, para cada x € Q hd 6(z) que estd
entre uy, e Uy + vy(x) e verifica

|f(@x +va) = fx)] < Cslua],  com  Cy = sup |f'(6(x))]. (3.1.4)
Q

Assim, f(@y +wva) < [f(@x 4+ va) — f(@x)] + f(@x) < f(@x) + Cslval, e obtemos
1f @ + o)l r2) < 1F @)z + Calloallzz@) = QY2 F (@) + Csllvall 2.

Logo, por (3.1.3) segue que
1f (@ + )|z < QY2 f (@) + CsCA| f (@ + 0a) || 220

Multiplicando a desigualdade anterior por Cy\ e usando (3.1.3), obtemos

lollz2(@) < CaAf (@) + Cs X2 || f (@ +va )l z2(0) < ACLf (@) + CsAllf (@ + ) [ 22()]
(3.1.5)
Como || f(@x 4 va)||2(0) ¢ limitado uniformemente em A, pois || f(@x + va)||z2(0) <

(sup £)|Q|/2, temos
[0,1]

CoAl|f (T + v3) |2 () 223 0.

Dai, existe A > 0 tal que CsA|| f (@ +v2)| 12 < Caf (@), YA < A. De (3.1.5) segue
entao que
[oallz2i) < AlCLf (@) + Cuf ()] = (2CH)Af (@x), (3.1.6)

VA < A. Portanto, tomando C' = 2C, provamos (3).
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Finalmente, de (3.1.2) e (3.1.4) segue que

fos

ﬂm>=\édxmm—ﬂm+w»m

IN

wawwn—ﬂm+Wde

< Cilsllxio) [ ol do
Q

< Csllsll @2 Joall2(e)-

Assim, combinando (3) a esta tltima desigualdade, obtemos

’/Qs(-) da
JRCKE

e como s(+) dx # 0, segue que
st e # Collsll o SA7°C
do teorema. O

@) < Cs|s|| oo (@) QUY2ONf (TR)

< A. Com o que se conclui a prova

3.1.1 Possiveis pontos de bifurcagao

Nesta subsecao determinaremos os possiveis pontos de bifurcacao dos equilibrios de
(0.0.1) com relagao aos ramos triviais (os ramos triviais sdo as curvas I'g := {(A,0) : A > 0}
eI'1 :={(\1): A > 0}), mas antes disso vejamos algumas notagoes e definigoes.

Para aplicarmos os teoremas de bifurcacao que vimos na Segao 1.2, definamos a
aplicacao nao linear

T RY x W2(Q) — LP(Q) x W, ~1/7(09)

com p > n, definida por

F(\u) = (Au + As(e) f(u), %)

Observamos que:

1. Na definigdo de .# consideramos f estendida a R (por exemplo, como f definida
no Capitulo 2, secao 2.1), embora tenhamos mantido a notacao f pois, estamos
interessados em solugoes de equilibrio de (0.0.1), isto é, funcoes u € W7 (Q) N X,
com p > n, que sejam zeros de .Z.

2. .F estd bem definido pois, para cada u € W2(€2), temos D*u € LP(Q) para |a| <
2, que implica Au € LP(2). Também pela imersdo compacta W2(Q) — C(9),
p > n, temos, modificando num conjunto de medida zero, f ou € C*(Q) e, assim,
f(u) € LP(2) pois €2 é limitado. Portanto, Au + As(:)f(u) € LP(§2). Além disso,

... Ou L M o
u € W) implica EY € W,(€2), o que garante que 7 oo cw, /P(59).
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3. Os equilibrios de (0.0.1), sao os zeros da aplica¢do .# e vice-versa.

4. 7 é trés vezes continuamente Fréchet diferenciavel. Isto é garantido pela hipotese
(Hy). Além disso, a derivada parcial com respeito a variavel u € WE(Q) num ponto

(A @) € Rt x W2(Q) é o operador D, F (A, @) : W2(Q) — LP(Q) x W, /P(9Q),
definido por
_ - ov
Z TARS — . 15 R
D,F(\a)-v (Av + As(1) f(a)v, 01/>
para todo v € W2(Q2), e o operador D\D,..7 (X, @) : W2(Q) — LP(2) x W, 7(09)
é definido por

DA\D.Z(\ @) v = <s(-)f’(a)v, o)
para todo v € W7 (Q).

Observacao 3.1.2 Para estudar problemas de bifurcagcao com relacdo aos ramos triviais
'y e 'y, serd suficiente estudar apenas um deles. De fato, seja u uma solucao do problema
eliptico (0.0.2)

Au+ As(-)f(u) =0 em €Q,

@ =0 sobre 0.
ov

Entdo a mudanca de varidvel v =1 — u transforma o problema eliptico anterior em

~

Av+As(-)f(v) =0 em Q,

@ =0 sobre 09,
v

em que 5 := —s e f(v) := f(1 —v), a qual verifica as condi¢oes

~ ~

F>0 em (0,1),  f(0)=0=f(1),

F0)>0, F(1)<0, f'<0 em (0,1)'

Portanto, o estudo estard focado no caso / s(+) dx < 0, pois o outro caso seguira deste via

Q
Observacao 3.1.2, de modo que basta apresentarmos provas para os resultados relativos
ao ramo trivial I'y.

Uma condigao necessaria para que um ponto (A,0) € R* x W2(Q) (respect. (A1) €
Rt x WPQ(Q)) seja de bifurcacdo é que nao seja injetor o operador D,.Z (), 0) (respect.
D,.# (X, 1)) para algum A. Mas daremos uma condic@o especifica no préximo resultado.

Teorema 3.1.3 Suponha que (Hy) seja vdlida. Se A > 0 é um ponto de bifurcacio dos
equilibrios com relagdo ao ramo trivial Ty (respect. T'1), entao A € um autovalor principal

de (1.3.1) com g(-) = f'(0)s(-) (respect. g(-) = f'(1)s(-)).
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Prova: Como A é um ponto de bifurcac¢ao dos equilibrios de (0.0.1) com rela¢do ao ramo
trivial Ty, hd uma sequéncia (A, uy, ) € RT x (H'(Q)\{0}) tal que

AESA e uy, =30 em HY(Q).

Além disso, uy, ¢ solucao nao trivial de (0.0.2) para todo k. Considerando a sequéncia
U,

Vi - —
x|l 220

, isto é, vy, é tal que ||vg||2() = 1, pela formulagao fraca de (0.0.2) temos

que
/ Vuy, - Vo dr — )\k/ S()f(ur, ) da (3.1.7)
Q Q

para todo ¢ € H'(Q). Pela férmula de Taylor com resto de Lagrange temos f(uy,) =
J0)+ ' (0)ux, +3 f" (Bux, )13, , com 0 < 6 < 1, e assim, combinando esta tltima igualdade
com (3.1.7), obtemos

[V Vo= [ 05O e +x [ sOpunods 319
Q Q

S
Q
sendo
1 1
Pr = §f (Ouy, )uy,, com 0<60 <1,

de forma que pp = O(uy,) quando k — co. Logo, (3.1.8) torna-se

/ Vg - Vo dx = )\k/ s()f(0)vpo dx + )\k/ s(+)propd de. (3.1.9)
Q Q

Q

Escolhendo ¢ = v em (3.1.9), tem-se

/|Vvk|2 de = )\k/s(~)f’(0)v,% dx+/\k/s(-)pkv,3 dx
Q Q Q

< MM, (3.1.10)

em que M > 0 é uma constante dependendo somente das fungoes f e s. Dai temos que a
sequeéncia {vg} é limitada em H'(Q). Assim, passando a uma subsequéncia se necessario,
existe vy € H'(Q) tal que, quando k — oo,

v, — vy em H(Q),
v, — vy em L2(9),
Up — Uy q.t.p. em Q.

Agora, passando ao limite em (3.1.9), obtemos

/ Vo - Vo do = /\/ (0)s(-)uag dx
Q Q
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para todo ¢ € H'(). Portanto, como 0 < u,, < 1 pela Proposigao 2.3.1 e vy — vy q.t.p,
temos que v, ¢ uma solugao fraca positiva de (1.3.1) com ¢(-) = f'(0)s(-) o que significa
que A > 0 é um autovalor principal de (1.3.1). O

Corolario 3.1.4 Suponha que (Hy) seja vdlida e que /3() dx < 0. Entao nao hd
0
bifurcacdo com relacao ao ramo trivial I'y.

Prova: Suponhamos que h) seja um ponto de bifurcagdo dos equilibrios com relagao ao
ramo trivial I';. Entao, pelo Teorema 3.1.3, A é um autovalor principal do problema de
autovalores de tipo (1.3.1) com g¢(-) = f/(1)s(+), isto é

—Av=Af(1)s()v em €,

0
9 0 sobre  0f).
ov
Como ¢g muda de sinal e / g(-) dz = f'(1) / s(+) dz > 0, pela Observacao 1.3.4 terfamos
Q Q
que A = 0, que é uma contradi¢ao com o Teorema 3.1.1. O

Observacgao 3.1.5 De acordo com a prova do Corolirio 3.1.4 e com o Teorema 3.1.3
quando / s(+) dz < 0 a dnica possibilidade de termos um ponto de bifurca¢ao com relagao
Q

ao ramo trivial Iy serd autovalor principal positivo

/ |Vo|* dx
= inf cv € HY(Q), / s()v* dz >0 (3.1.11)
/f w? dx @

do problema de autovalores (1.3.1) com g(-) = f'(0)s(+), uma vez que o autovalor principal
A =0 nao pode ser ponto de bifurcacao por causa do Teorema 3.1.1.

3.1.2 Construindo curva de bifurcacao local

Nesta subse¢do provaremos que A\g dado por (3.1.11) é um ponto de bifurcacao das
solugdes de (0.0.2) com relagdo ao ramo trivial I’y aplicando o Teorema de Crandall-
Rabinowitz para um autovalor simples, isto ¢, Teorema 1.2.5. Mais precisamente

Teorema 3.1.6 Assuma / s() de < 0 e que (Hy) seja vdlida. O autovalor principal

Q
positivo N\g dado por (8.1.11) € ponto de bifurca¢ao dos equilibrios de (0.0.1) com relagdo
ao ramo trivial Ty. Isto é, hd uma vizinhanga de (Ag,0) em RT X WpQ(Q), p > n, tal que
0s 1inicos equilibrios nao triviais de (0.0.1) estio sobre a curva de classe C*

¢ = {(\(r),u(r)) : 7 €Z C R}.

Além disso, u(r) = rug +1y(r), onde ug € gerador de Ker[D,.F (Xo,0)], T € um intervalo
aberto contendo 0 e A : Z - R,y : Z — Wg(Q) sdo fungoes de classe C? no sentido de
Fréchet tal que A\(0) = Ay e y(0) = 0.
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Prova: Verificaremos as hipéteses do Teorema 1.2.5, isto é, a aplicacao nao-linear .7,
é de classe C? no sentido de Fréchet, I'y C .Z71(0,0) e zero é um autovalor simples
do par (Dy# (Mo, 0), DyD,.% (X, 0)), de acordo com a Observagao 1.2.2. As primeiras
duas condigoes foram justificadas na Secao anterior, resta justificar a terceira. Como
D,.% (X, 0) dado por

DyF (X, 0) -v = (AU + Xos(-) f'(0)v, %)

para todo v € WPQ(Q), ¢ um operador de Fredholm de indice zero pelo Teorema 1.4.5 e \g
tem multiplicidade geométrica um pelo Teorema 1.3.9, precisamos verificar a condic¢ao de
transversalidade na Observacao 1.2.2. Suponhamos que nao seja verdadeira, isto é, que a
condicao Dy D, Z (Ao, 0)-ug & R(Duff(/\g, 0)), em que ug é o gerador de Ker[D,.Z (Ao, 0)],
seja falsa. Entao, como DyD,.Z (Mg, 0) - ug = (s(-)f(0)ug,0) temos que hd uma solugao
v e W2(Q), p > n, do problema

v+ Xos()f (0)0 = s(-)f'(O)ug em
ov =0 sobre 0f2.
v
Note que ug satisfaz
Aug + Xos(-)f'(0)ug =0 em Q,

(3.1.12)
% =0 sobre 0f2
ov

de forma que, pela féormula de Green temos

ov Ouyg
0 = / Uy — d?—["_l—/ v— dH" !
a0 OaV 90 81/

= /UQAU d:v—/vAuo dx
Q Q

— /Qs(-)f’(O)ug dzv — AO/QS(-)f'(O)uov dz + )\0/ s()f(0)upv dx

Q
= [ O£ s
Q
Assim,

[ s da =0

e se multiplicarmos a primeira equagao de (3.1.12) por ug e integrarmos por partes, obte-
remos

0

1
[ o050 do = [ 19wl do >
Q Ao Jo

uma contradicgao.
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Logo, pelo Teorema 1.2.5, existem um intervalo aberto T contendo 0 e funcoes de
classe C?
AT —R, yi—)W;(Q)
satisfazendo A(0) = Ao, »(0) = 0 e tais que, numa vizinhanga de (A9, 0) em R x W3*(€2),
p > n, as Unicas solugbes nao triviais do problema eliptico (0.0.2), a priori em Wg(Q),
tém a forma
u(r) := rug + ry(r),

comr €L el=\r).

A prova estard terminada ao provarmos que u(r) € X para r pequeno, isto é, 0 <
u(r)(xz) < 1 qt.p z € , para r > 0 suficientemente pequeno. De fato, como ug é
uma autofuncdo principal de (1.3.1) com g(z) = s(z)f'(0) para z € 2, entao é positiva
dai podemos escolher § > 0 que verifique ug(z) > & > 0, para todo x € Q. Note também
que [ly(r)lwz@ — 0, quando r — 0, de modo que pela definicdo de u(r) também
tem-se [lu(r)||wz2@) — 0 quando 7 — 0. Por outro lado, como W;(Q) estd compacta-

mente imerso em C*(Q), p > n, para algum 0 < § < 1 —n/p, obtemos K > 0 tal que
||U(7’)||Cl,0(ﬁ) < KHU(T)HWI?(Q) e dai temos

r—0
lu(r)[lcro@ — 0

r—0
ly(r)llero@ = 0.

Deste ultimo limite, para r > 0 suficientemente pequeno temos

4]

()l < lly(r)llere@ < 3

J o = o —
de modo que —5 <y(r) < 5 em Q2. Logo, u(r) = rlug+y(r)] > rluy— 5] > (0 em €2, para
r > 0 suficientemente pequeno.

Além disso, como u(r), up e y(r) estdo em W2(Q) também estio em C(Q) e assim,
pela desigualdade triangular da norma em C+?(Q), para r > 0 suficientemente pequeno
temos

)
0 <ulr) <[lu(r)llcrem < rlluollcrom + rlyr)lcrem < rlludllcrom + 73
2

Portanto, podemos escolher » > 0 ainda suficientemente pequeno tal que u(r) < 1,
provando o teorema. O

Corolario 3.1.7 Nas hipoteses do Teorema 3.1.6, Ao > 0 € o unico ponto de bifurcagcao
com relacao ao ramo trivial I'y.

Note que (A(0),up), onde = d/dr, é o vetor tangente da curva ¢, dada no Teorema
3.1.6, no ponto (Ag,0). O teorema seguinte determina o sinal de A(0).
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Teorema 3.1.8 Suponha que as hipdteses do Teorema 3.1.0 estejam satisfeitas e que
" <0 em[0,1]. A bifurcagao ocorrendo em Ay é transcritica, isto €, tem-se A(0) > 0.

Prova: Pelo Teorema 3.1.6 temos que para todo r € 7
Au(r) + A(r)s(-) f(u(r)) =0 em £,

ou(r)
ov

=0 sobre 0f2

com u(r) = rug + ry(r). Aplicando d/dr (= ") nas equagbes acima, pela regra da cadeia
obtemos

Ao+ 9(r) + i) + AP)s()F(ulr)) + A)sC)f (lr))ir) =0 em 2,
9 (o (1) + () = 0 sobre 90

para todo r € Z. Diferenciando, novamente com relacio r, as equacoes do problema
anterior em 7 = 0 e langando mao do fato que @(0) = ug e i(0) = 2¢(0), temos

Ag(0) +A(0)s() f'(0)uo + %8(')]‘“”(0)% + A0s()f'(0)y(0) =0 em €,

=0 sobre 0.

ov

Assim, como ug é solugao de (3.1.12), por meio da férmula de Green segue que

o 8y() n—1 auo n—1
0_/8“% dH /y()aydﬂ

= /QAy(O)uO dx—/Qy'(O)Auo dx

Ao

= = [ Ao @) do = [ AO)sC) O o~ [ S50 d

/Q Mos() £ (0)ug(0) da

= [AOsO)£0) dr = [ P00 do

Logo,
5O) [ SO0 dn = = [ Fs0)0) da

e como decorre de (3.1.12) que
1
/s(-)f’(O)u(QJ dr = —/ |Vuo|? de,
) Ao Jo
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obtemos

$810) [ sty o

2/ |Vuo|? d
0

Agora, multiplicando a primeira equacao de (3.1.12) por u? e integrando por partes,
obtemos

A0) =

2
s(ud dx = /Vu 2 ug dx > 0.
/Q()D >\0f/<0) Q‘ U’ 0

Portanto, como f” < 0 em [0, 1] concluimos que

A0) >0

de modo que a bifurcacao ocorrendo em )y é transcritica. a

3.1.3 Injetividade do operador derivada em torno de equilibrio
nao trivial
Nesta parte apresentamos primeiramente uma ferramenta muito 1til para conhecer

melhor as estruturas de bifurcacdo e estabilidade de (0.0.1) e, em seguida, suas con-
seqiiencias.

Teorema 3.1.9 Suponha que (Hy) seja vdlida. Seja uy um equilibrio nao trivial de
(0.0.1) com A > 0. Entdo, o operador derivada parcial D7 (X, uy) : W7 (Q) — LP(Q) x

W, 2(6), com p > n, dado por

D) v = (B0 2507 e, 57

¢ ingjetor.

Prova: Por contradigao, suponhamos que o operador D,.% (A, uy) nao é injetor, isto é, o

problema
AE+AS()f(un)E =0 em ©,

0

% =0 sobre 0f)
v

tem uma solugao § # 0. Como uy ¢ um equilibrio nao trivial, pela Proposigao 2.3.1 temos

que 0 < uy < 1 em Q e, assim, f(uy) > 0 em . Consideremos a func¢ao ¢ :  — R

definida por

_ =)
((x) = Fln@) (3.1.13)
Pela regra da cadeia, temos
_ 019 f(wn) = f'(ux)0i(ur)€ _ 9 .
0;(¢) = [ONE com 0; = . i=1,---,n (3.1.14)
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0ii(§).f (ur)® — 20(8)0i (ua) J"(ur) f (ua) + 0i(ur)*[2f"(ur)*€ — f" (ur) f (un)€]

%lQ) = fun)?
(3.1.15)
Bii(ur) ' (ur) f (un)§ 0 .
. (UA)f(EZ\);l (uA> com Oy; = a_x?’ i=1--,n.

Assim, usando (3.1.13), (3.1.14), (3.1.15) e o fato que uy é um equilibrio de (0.0.1),
obtém-se que ( ¢é solugao para o problema eliptico

- 2f/(U)\)ai(U)\) ) f//(uk)lvu)\|2 — em
sc+ 3 (™ Jao + Hp TR =0 anc

o (3.1.16)

i 0 sobre 0.

f"(un)[Vuy|?
f(ux)

0
Lema de Hopf temos que o maximo de { ocorreria num ponto de 90f2 e que a—C > 0 na-
v

Como a fungao coeficiente satisfaz < 0, pelo principio de maximo e pelo

quele ponto se ¢ nao fosse constante. Assim, ( tem que ser constante, mas pela primeira
equagao de (3.1.16) e como f”(uy)|Vux|? < 0 (por causa da Proposigao 2.3.1), terfamos
que ¢ = 0, uma contradicao. a

Uma primeira consequéncia imediata de Teorema 3.1.9 e do Teorema da Funcao Implicita
é o seguinte

Corolario 3.1.10 Ndo hd uma bifurcagio secunddria dos equilibrios de (0.0.1).
Prova: Como D,.Z (A, uy) é um operador de Fredholm de indice zero e
dim Ker[D,.7 (A, uy)] =0,
pelos Teoremas 1.4.5 e 3.1.9, temos que
dim(LP(Q) x W, YP(0Q)\R[DyF (A, uy)]) = 0

isto implica que D,.% (A, uy) é um isomorfismo. Portanto, pelo Teorema da Fungao
Implicita temos o resultado. O

O seguinte resultado mostra que o Teorema 3.1.1 pode ser melhorada, isto é, fornece
um intervalo onde vale a unicidade dos equilibrios triviais de (0.0.1).

Teorema 3.1.11 Suponha que (Hy) e (Haz) sejam vdlidas e que / s(+) dz < 0. Entao
Q
o Teorema 3.1.1 € valido para todo 0 < A < Ag.
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Prova: Note que é suficiente provar o Teorema para 0 < A < \g. De fato, assumindo
que o mesmo seja valido para 0 < A < A\g se uy, fosse equilibrio nao trivial de (0.0.1) po-
deriamos obter, via argumentacao semelhante abaixo, um intervalo aberto contendo Ay e
equilibrios nao triviais de (0.0.1) uy, com A\ < Ag, 0 que seria uma contradi¢do. Assim pro-
varemos o teorema para 0 < A\ < \g. Por contradicao, suponhamos que exista 0 < A< Ao
tal que uj; seja um equilibrio nao trivial de (0.0.1). Como na prova do Corolario 3.1.10
temos que o operador D, % (:\,u;\) ¢ um isomorfismo. Entao, pelo Teorema da Funcao
Implicita, hé um intervalo Z contendo A e solucdes uz(\) € W2(S2), p > n, de (0.0.2) para

todo A € T tal que uz(\) = us.

Para todo \ suficientemente préximo de ), temos

0<uz(A\) <1 em €.
De fato, como us é um equilibrio nao trivial segue Proposigao 2.3.1 que
0<wu; <1l em Q.

Agora, como as solugoes u;(A) de (0.0.2) dadas pelo Teorema da Funcao Implicita satis-

fazem

A=A
lus (A) = usllwz@) =0,

pela imersao W3 (Q) — C(Q) com 0 < § < 1 —n/p, vélida para p > n, obtemos

A=A
Jug(A) — Ui”cw(ﬁ) —0
e, em particular, segue que
sup [us (V) () — 3 ()] 23 0,
e
Assim, dado

0<e< min{ inf us(x), 1— supu;(x)},
zef TeQ

existe § > 0 tal que se 0 < [\ — \| < temos que
us(z) —e < uz(N)(z) <us(z)+¢ Vr € Q,
de modo que

0<uz(\) <1 em Q, YA e (A —68,\+9).

Logo, para todo A pertencente ao intervalo Z := (;\ — 8+ 9), a funcdo uz(A) é um
equilibrio de (0.0.1), a qual é ndo constante pela Proposi¢ao 2.3.1.

Tomando uma sequéncia {\;} C 7 que converge para A—6 e 08 correspondentes equilibrios
uy, := uy(Ag), temos

/QVuk Vo dr = )\k/ s()f(ug)o dz, Yo € H(Q). (3.1.17)

Q
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Da relagao anterior com ¢ = wu;, obtém-se

/Q|vuk|2 dv = /\k/ﬂs(')f(uk)uk dx

< /\k||s+||Loo(Q) sup f(ug(z))|2], pois / uy dx < |€| para todo k
zeQ Q

< MM\,

< MM

Assim, {uz} é uma sequéncia limitada em H'()) e, passando a uma subsequéncia se é
necessario, existe u € H'(Q) verificando quando k — oo

up, — u em HY(Q),
ugp — U q.t.p em €

Assim, passando ao limite quando k — oo na equagdo (3.1.17) provamos que @ € X
é uma solucdo fraca de (0.0.2) com A = X\ — J, a qual é ndo trivial por causa do Co-
rolario 3.1.7. Portanto, toda argumentacao prévia pode ser aplicada a partir de @. Por
inducao, poderfamos construir uma sequéncia {uy,} de equilibrios nao triviais de (0.0.1),

em que \; = \, tal que Aj = 0 quando j — oo. Isto é impossivel pelo Teorema 3.1.1. O

O seguinte teorema estabelece um resultado de unicidade com relagao a equilibrio nao
trivial.

Teorema 3.1.12 O problema (0.0.1) tem um unico equilibrio nao trivial para cada A >
Ao-

Prova: A principal idéia é estender a curva local ¥ dada pelo Teorema 3.1.6 a uma curva
suave definida sobre (g, +00) e contendo todos os equilibrios nao triviais de (0.0.1).

Pelo Teorema 3.1.8, a funcao A(r) é crescente perto de r = 0; fixemos o intervalo pequeno
(0,7), r > 0, tomemos uma sequeéncia r; — 7 quando j — co. Como no Teorema 3.1.11
a sequéncia {u(r;)} de solugoes nao triviais de (0.0.2) converge fracamente em H'(Q2) e
fortemente em L?({2) para uma solugao fraca nao trivial u de (0.0.2); como no mesmo
teorema segue também, via Teorema da Funcao Implicita, a existéncia de um intervalo
aberto Z contendo A(7) e uma funcio de classe C° © : T — W2(Q), p > n, tal que

O(A(7)) = u e ©(A) é uma solugdo nao trivial de (0.0.2) para todo A € 7.
Agora, denotemos {u(r;)} e A(r;) por {u;} e A;, respectivamente, assim a convergéncia de

{u;} pode ser melhorada, em certo sentido, desde que u é uma solucao cléssica de (0.0.2)
e, pela estimativa de Amann, ha C' > 0 tal que, para p > n,
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luj = urllwziey < CIA =) + (4 — wi)llr @)

IN
Q

= Agsf(ug) + M f ooy + ;= wnllvo

IN

C Al sf(ug) = sf(wellzr@) + A7 = Aellls f ()l oo

i,k
+HUj — ukHLp(Q) ]i>oo 0.

Assim, {u;} é uma sequéncia de Cauchy em Wpl(Q), p > n, logo convergird para certo
u em Wpl(Q), e também em WPQ(Q), p > n, quando j — oo, por causa da estimativa de
Agmon, Douglis e Nirenberg [2]. Por unicidade, temos ©(A(r)) = u(r) para r ~ 7, mas,
como no Teorema 3.1.11, © pode ser estendido até conseguir

O(A(r)) = u(r), Vr e (0,7). (3.1.18)

Pelo mesmo argumento © pode ser estendido a uma funcao definida sobre (g, +00), que
sera uma extensao de ¢. A prova do teorema sera concluida ao se provar que qualquer
equilibrio nao trivial de (0.0.1) esta sobre a curva €. Para A\ ~ ), isto segue por (3.1.18)
e 0 Teorema 3.1.6. Entao vejamos o outro caso, se hd A > )\ tal que us; € X\ ¢ ¢é um
equilibrio nao trivial de (0.0.1). Trabalhando como acima e usando o Corolério 3.1.7, con-
seguiremos uma outra fungao T : (A, +00) —> [Wg(Q) NX], p > n, tal que T = uy
e T(A\) # ©()\) para todo A € (A, +00). Por (3.1.18) e pela unicidade de € perto de
(Mo, 0), isto é impossivel. O

Decorre da demonstragao do Teorema 3.1.12 que a bifurca¢ao ocorrendo em (Ag,0) com
relagdo ao ramo trivial 'y, sendo Ag dado por (3.1.11), ndo é apenas um fenémeno local,
mas global. Com efeito, foi provado que os equilibrios nao-triviais de (0.0.1) formam uma
curva suave ilimitada em (Ao, +00) x [IW2(Q) N X], p > n. Assim, foi provado também o
seguinte resultado.

Teorema 3.1.13 O autovalor principal Ny dado por (3.1.11) é um ponto de bifurcagdo
global com relacdo ao ramo trivial I'y. Além disso, a aplica¢ao

(Mo, +00) DX — uy € [WHQ)N X, p>n

que associa a cada A > X\g o correspondente equilibrio nao-trivial de (0.0.1) € trés vezes
continuamente diferencidvel no sentido de Fréchet.

3.2 Estrutura de bifurcacao dos equilibrios com peso
de média nula

Teorema 3.2.1 Suponha que (Hy) seja vdlida e que /s() dr = 0. Entao nao hd
Q
bifurcacao com relacao aos ramos triviais I'y e I'y.
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Prova: Consideremos o caso I'g. Se A > 0 fosse um ponto de bifurcacao com res-
peito ao ramo trivial I'y, entao pelo Teorema 3.1.3 teriamos que A > 0 seria um au-
tovalor principal de (1.3.1) com g¢(-) = f’(0)s(:), o qual é uma contradi¢ao pois, como

/ g(+) dz = f'(0) / s(+) dz =0, o tnico autovalor principal de (1.3.1) seria A =0. O
Q Q

Nesta parte precisamos introduzir um novo ramo de solugoes triviais de (0.0.2), com
A =0, a saber
Iy :={(0,c):0<c<1}.

Estudaremos bifurcagdo dos equilibrios ndo triviais de (0.0.1) com relagao a este ramo.
Para isto, consideremos a decomposigao L*(Q2) = R @ V, sendo

V:{UELQ(Q):/vdm:O}.

Segue que u =« +v € R@GV é uma solugao de (0.0.2) se, e somente se,
([ Av=—Xs(")f(a+v) em ,

) @ =0 sobre 0€2,

Ov (3.2.1)

)\/Qs(-)f(oz%—v) dxr = 0.

Agora, nos seguintes subespacos
X::{UGWI?(Q):/vdx:O}CV
Q

Z:= {(qxw) € 1(Q) XWﬁ’l’(@Q):/ﬂd“Aw cm}

com p > n, definamos a aplicagao G : R x R x X — Z, dada por

G\ a,v) = <Av + As(4) fa+v), %) :

Pelo Teorema da Divergéncia G é bem definida e verifica: (A, a,v) € R xR x X é
um zero de G se, e somente se, v é W2(Q)-solugao de (3.2.1). Além disso, G(0,¢,0) =
(0,0), Ve € R, G é de classe C® numa vizinhanca do ponto (0,c¢,0) e a derivada parcial
0
D,G(0,¢,0) : X — Z, dada por D,G(0,¢,0) - w = (Aw, 8_w> é um homeomorfismo linear
v
gragas ao Lema 7.5 do capitulo III de [38].

Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita, segue que o conjunto G~1(0,0) perto do

ponto (0,¢,0) consiste do grafico de uma funcao suave (de classe C?) v(\, @), definida
numa vizinhanga de (0, ¢), e satisfaz v(0, c) = 0.
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Observagao 3.2.2 Estamos interessados por v = v(\, a) para (A, a) =~ (0,¢) € T§. Como

v € solugao de (3.2.1), temos que

( ov ov

MY = At 0L+ 2 em o,
0  0Ov
%(6—a) =0 sobre 052,
\
e
(., OV , ov
A(ﬁ) =—s(-)fla+v) = As(") f'(a + v)a em (2,
0 0Ov
%(5) =0 sobre O0SQ.
\

(3.2.2)

(3.2.3)

O problema de resolver (0.0.2) numa vizinhanga de (0,c¢) € Ty equivale a achar os zeros

da funcao real ¥ : R x R — R, dada por

U\ a) = /Qs(-)f(oz +v(\ a)) du.

(3.2.4)

Observagao 3.2.3 Notamos que U é uma funcao ao menos de classe C* numa vizinhanga

do ponto (0,c) € T} e verifica

. T(0,0) :f(c)/ﬂs(~) dz =0

. g—ij()\,a) :/Qs(-)f’(aJrv()\,a))%()\,a) dz
o g—z()\, a) = ) s()f (e + v\ o) [1+ —Z()\, )] dx
. 27‘12!()\, a) = /Qs() {f”(a +v(\ @) (%(A, a))2 + f(a+ v\, a))%(A, a)} dx

oo

s() {f”(a—i—v()\, a)) (1 + S—Z(A, a))2 —i—f’(a—i—v()\, 04)) 507

O\, a)] dz

86/\2511040\7 a) = /QS(> {f”(a + v(A, 0‘)) (1 + 2_2(/\7 O‘))g_zox, a) + f'(a + v(A, a))
0%
6)\804()\’&)} du

Teorema 3.2.4 Suponha (H1) seja vdlida e que / s(+) dz = 0. Entao
Q
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1. O ponto (0,¢), com 0 <¢e <1 e f'(¢) =0, € ponto de bifurca¢ao dos equilibrios de
(0.0.1) com relagdo ao ramo T}.

2. Qualquer ponto (0,¢), com 0 < c <1 e f'(c) #0, nao € de bifurcacio dos equilibrios
de (0.0.1) com relagio ao ramo T§.

3. Nao hd solugao nao trivial de (0.0.2) perto dos pontos (0,0) e (0,1).

Prova: Para (0,¢), com 0 <¢ < 1e f'(¢) =0, pela Observagao 3.2.3 temos
ov

[ ] 5(0,5) :O
ov,
[ ] %(O,C) =0

0?W v 2
¢ G 0.0 = [ SO @G 0.0)"

0*U v

2

. W(O,E):/Qs(-)f"(é)(l—l—%((),é)) dx
o ;}\;’a(o,e):/Qs(-)f”(e)(1+2—2(0,6))%(0,5) dx

e por (3.2.2), temos

(
A(S—Z(O,E)) =0 em (),
o v, _
%(6_04(0’0» =0 sobre 0.
\
, Ov, v, _ . , L1 .
Dali, (9_(0’ ¢) é constante e como 8_(0’ ¢) € X, isto é, tem média zero, concluimos que
o a
ov
—(0,¢) = 2.
0.5 =0 (3.25)
Além disso, segue de (3.2.3) que
(A0.8) = ~s()f@) emQ
55 0:¢) = —s ¢) em €,
y 2 ov
5(5(0, ¢) =0 sobre 012,

\

ov
e assim, multiplicando por 5(0, ¢) e integrando por partes do problema anterior obtemos

ov ov 2
—/ﬂs(-)f(a)a(o,é) dr = —/Q\V(a(&é))} dz
(3.2.6)

/Qs(.)%(o,é) dz = %/Qw(%(o,a)]?dmo.
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Logo, por (3.2.5) e (3.2.6) temos

oW 1" (=
0.8 = '@ [ s() do =0

Q
0*W ov ()
0.9 =10 [ 50500 &= 14

/|V 8)\00))| dr <0

Assim, concluimos que a Hessiana ¥”(0,¢) de ¥ em (0,¢) é indefinida e ndo degenerada
pois, a matriz HV(0,¢) satisfaz

_ v, 9*U v v
det H\D(O,C) - W(O7C)W(O7C) - [8)\304(0’6)]2 = _[8)\304(0’6)]2 <0.

Entao, pelo Coroldrio 1.2.9, temos que ¥~1(0) consiste, numa vizinhanca de (0,¢), de um
par de curvas suaves interceptando-se transversalmente em (0,¢). Um deles é T’y e outro
deve ser formado por uma solugao nao trivial de (0.0.2), com o que verificamos (1).

Agora seja (0,¢) € T}, com 0 < ¢ < 1 e f'(c) # 0. Pela Observagao 3.2.3 temos que
U(0,c)=0e

g\i@ €)= /QSUf()gA(O c)drc—f’(c)/ <>§A(o ¢) dz.

De (3.2.3), para (A, a) = (0, ¢) temos que g)\
(O

A(G3(0.6) = =s()f(e) em 2,

(0, ¢) é solugao de

0 Ov

8V<8)\(0 c) =0 sobre 012,

\

. o ov )
e assim, novamente multiplicando por 5(0, ¢) e integrando por partes, temos

ov 1 ov 2
/Qs(-)a(o,c) dx = m/ﬁ }V(E(O’C)H dx > 0.

Logo —(0, ¢) # 0. Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita o conjunto ¥~*(0), numa

vizinhanga de (0, ¢), consiste do grafico de fungao suave A = A(«), definida para a >~ ¢, tal
que A(c) = 0. Mas a fungao nula A(a) = 0, definida para o ~ ¢, que produz v(0,«) = 0
por (3.2.1) e entao implica (A, u) = (0, ), tem seu grafico como subconjunto do conjunto
dos zeros de V¥, pois

¥(0.0) = [ s()(0) dv = flo) [ s6) do =0

para todo o ~ ¢. Portanto, numa vizinhanga ponto (0,c), a solugao de (0.0.2) é uma
parte do ramo I'} e ndo ocorre fenémeno de bifurcagao o que prova (2).
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Finalmente, seja ¢ € {0,1}. De (3.2 (3.2.3) temos que

2)e
o o 820
8)\(0 ) =5a00 = 5.

Pela Observagao 3.2.3, temos

)
° a—(O,C) =0

—(0,¢) = 0.

. 0%
. Wm,c) - / SO (530.0) d

0*v , 0%
* 5500 = [ SO Gy 0.0)) da

e, por (3.2.2), obtemos

Al (0,0)) = =s()f' () em ©,

0 0%
— 0 =0 bre 0f).
o0 Baan ) nonTe
\
. N . *v .
Multiplicando a equagao no problema anterior por m(o, ¢) e integrando por partes,
Q@

vem que

~ [s0r 0. de = = [ [V 0.0 de
(3.2.7)

0%v 1 0%v 9
/Qs(-)aaa)\(o,c) dr = m/ﬂ}wm(o,c))\ di 40,

62
poisc=0ouc=1c¢e 3 g)\(O,C) nao pode ser constante pois ¢é solucao do problema
o)
o\
anterior. Portanto, a Hessiana ¥”(0, ¢) verifica det HU(0, ¢) = _[8/\8 (0,¢)]* # 0, isto &,
a

U”(0, ¢) é indefinida e nao degenerada. Logo, pelo Corolédrio 1.2.9. temos que o conjunto
solugao ¥~1(0) consiste, numa vizinhanca de (0, c), de um par de curvas interceptando-se
transversalmente em (0,c). Mas as ditas curvas sdo [y e '} para ¢ = 0 e T’y e ['} para
¢ =1, o que prova (3). O

Coroléario 3.2.5 O ponto (0,¢), onde 0 <¢ <1 e f'(¢) =0, € dnico ponto de bifurcagio
com relagao ao ramo U'}. Além disso, a curva bifurcante € suave.
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Teorema 3.2.6 Suponha que (Hy) e (Hz) sejam vdlidas e que / s(+) dx = 0. Entao,
Q
para cada \ > 0 existe um unico equilibrio uy de (0.0.1), o qual pertence a uma curva suave

global que bifurca do ramo T'y. Além disso, a curva bifurcante é globalmente parametrizado
em A, isto €, a aplicacao

(0,400) 2 X — uy € [W3(Q) N X],
onde p > n, é suave.

Prova: Pelo Teorema 3.2.4 e Corolario 3.2.5 existe uma curva local que bifurca do ramo
[’} num tnico ponto, consistindo de equilibrios nao triviais de (0.0.1). Combinando Te-
orema 3.1.9 e o Teorema da Funcao Implicita, podemos estender tal curva local a uma
curva suave global parametrizada pelo parametro A. De fato, desde que nao ha bifurcacao
com relacao aos ramos 'y e I'y pelo Teorema 3.2.1, e nao ha bifurcacao secundaria pelo
Corolario 3.1.10, segue do Teorema 3.1.9 e do Teorema da Fung¢ao Implicita a curva local
estende-se suavemente realmente a uma curva definida para todo A > 0.

Finalmente, podemos provar como no Teorema 3.1.12 que a curva global contém todos os
equilibrios de (0.0.1) e entao concluir, também como no Teorema 3.1.12, a existéncia de
um tunico equilibrio nao trivial uy de (0.0.1) para cada A > 0. Também obtemos que a
aplicagao

(0,400) 2 X —> uy € [WF(Q) N X],

onde p > n, é suave. a
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Capitulo 4

Estrutura de estabilidade dos
equilibrios

Neste capitulo estudaremos a estabilidade dos equilibrios de (0.0.1). A ferramenta
principal usada nesta parte sera o principio de estabilidade linearizada.

Para cada A > 0 considere o problema de autovalores linearizado correspondente a (0.0.2)

Av + Agi(x)v = p(A)v em €, (1=0,1),
(4.0.1)

@ =0 sobre 012,
ov

em torno de u = 0 e u = 1, sendo go(-) = f'(0)s(:) e ¢1(-) = f'(1)s(+), respectivamente.
Segue do Teorema 1.3.2 que o primeiro autovalor de (4.0.1) é dado por

—/ Vo|? dx+)\/gi(~)¢2 dx
pi(A) = sup i {

- (i=0,1). (4.0.2)
o H1(2)\{0} 1611% (@)

Denotaremos por ¢; a autofun(;éo_ suave correspondente ao autovalor principal pf()) do
problema (4.0.1), com ¢; > 0 em Q e tal que ||p;|2¢) = 1, para i =0, 1.

4.1 Estrutura de estabilidade dos equilibrios com peso
de média nao nula

Suponhamos que / s(+) dx < 0, que corresponde ao caso de bifurcagdo do ramo I'y.
Q

Se / s(+) dz > 0, de acordo com a Observacao 3.1.2 resultados exatamente andlogos aos
Q

que dizem respeito ao ramo trivial 'y podem ser deduzidos para o ramo I';.

4.1.1 Estabilidade dos equilibrios triviais

Teorema 4.1.1 Com relagdo aos equilibrios triviais de (0.0.1), temos
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(i) Para 0 < X < Ao, 0 equilibrio u = 0 € exponencialmente estdvel.
(ii) Para A > Ao, o equilibrio u =0 € instdvel.
(iii) Para todo A > 0, o equilibrio u =1 € instdvel.

Prova: Para provar (i) vejamos dois casos.

e Se / 90(-)¢s dr < 0, integrando por partes obtemos
Q

W) = / olgo dz + A / W) de = — / Vepol? da + A / 0()¢2 da
Q Q Q Q

< —/ |Vipo|? do < 0.
Q

o Se / 9o(-)¢3 dz > 0 temos que g é admissivel no conjunto que define Ay em (1.3.23)
Q

(com g(-) = go(-) e /ng(~) dz = f'(0) /Q s(+) dx < 0), de modo que

~ 190 dr < = [ o8 do
Q Q
e assim

0N = / 20l i+ A / o)t dr = — / Veoof? dr+ A / go() g2 de
Q Q Q Q
< (A—Ao)/go(-)gog dz < 0.
Q

Logo, para cada 0 < A\ < g temos pd(\) < 0, de forma que v = 0 é um equilibrio
exponencialmente estavel.

Para (ii), como A¢ é atingido por uma fungao suave, digamos v, a qual pode ser nor-
malizada [|¢)|72q) = 1 e satisfaz

/ VP de = /\0/ go(? de, (4.1.1)
Q Q
segue de (4.0.2) que para cada A > Ag
OV = = [ (90 o [ o0 do = 0= 20) [ ()i do >0
Q Q Q
Assim, p2(X) > 0 para todo A > A\g o que implica u = 0 equilibrio instdvel de (0.0.1).

Finalmente, para provarmos (iii), vemos que a instabilidade de u = 1 para todo A > 0

segue de / g1(+) dz > 0, isto é, por (4.0.2) temos
Q
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—/ V1|2 da:+)\/91(') dx A/gl(~) dx
pr(h) > —= i = —48 >0,

2] 1]

provando (iii). O

Notamos que para A = Xy, segue de (4.0.2) e (4.1.1) que

W) > — /Q VUL di + Ao /Q go( )9 dz =0,

isto é, u(Ng) > 0. Mas desde que a aplicagdo A — uf(\) é continua (Teorema 1.3.3) e
(X)) < 0 para A € (0, \g), obtemos u{(A\g) = 0. Logo, nao podemos aplicar a principio de
estabilidade linearizada e precisamos de outro argumento, veja [24], fornecido na seguinte

Teorema 4.1.2 O equilibrio w =0 de (0.0.1) € assintoticamente estdvel para X = .

Prova: Vimos no capitulo 2 que (0.0.1) gera um sistema dinamico nao linear no espago
de fase X. Além disso, sabemos que a restrigao a X do funcional 7y, : H'(2) — R, dado
por

T (1) = %/Q|Vu|2 dx — )\O/Qs(-)F(u) dz,

sendo F'(u) = / f(7r) dr, é uma funcdo de Lyapunov para o sistema dinamico acima
0

mencionado. Além disso, J, |3€ tem um minimo global num equilibrio de (0.0.1). Assim,
pelo Teorema 3.1.11 o conjunto dos equilibrios de (0.0.1) para A =X é E = {0,1} eu =0

é o minimo global do funcional ‘7/\0}3@ pois J,(0) = 0 < —)\0/ s(-)F(1) dx = Ty, (1).

Q
Portanto, uma vez que a energia decresce a longo das semi-érbitas fica provado o teorema.
O

4.1.2 Estabilidade dos equilibrios bifurcados

Consideremos o operador compacto
T2 1-1
K:W2(Q) — LP(Q) x W, VP(0Q)  p>n,

dado por K(u) := (u,0). Este operador estd relacionado com o operador D,.% (\g,0) da
seguinte forma.

Lema 4.1.3 Zero é um autovalor simples do par (D,.% (X, 0),K).
Prova: De acordo com a Observagao 1.2.2, uma vez que o operador D,.% ()\g,0), dado

por

DuZ (Mo, 0) -0 = (Av + Xos()f (0o, %)

para todo v € W2(€2), é um operador de Fredholm de indice zero pelo Teorema 1.4.5 e Ag
tem multiplicidade geométrica um pelo Teorema 1.3.9, so resta verificarmos a condigao
de transversalidade. Suponhamos nao seja ela verdadeira, isto é, a condigao K - uy ¢
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R(DyZ (Ao, 0)), sendo ug é o gerador de Ker[D,.Z (Ao, 0)], seja falsa. Entao, como K-ug =

(1o, 0) existe uma solugao v € Wp?(Q), p > n, do problema

Av+ Xgs() f(0)v =uy em Q,

@ =0 sobre 0.
ov

Note que ug satisfaz (3.1.12), de forma que pela féormula de Green temos

/U(Z) de = /quv d:l?—l—/)\ovs(-)f'(())uo dx
Q Q

Q

= /UAUO dr + / Aovs() f (0)ug dz =0
Q Q

Assim ug = 0 q.t.p. em €2, uma contradicao, provando o Lema.
Logo, em consequéncia do corolario anterior segue do Teorema 1.2.6
1. Existem € > 0 e duas tinicas aplicacoes de classe C?
Y:(Ao—ed+e) — R z:(Ag—eN+e) — WIHQ)
com p > n, tais que

v(Xo) =0 x(Ao) = up z(N) —up € W2(Q)

D,F (X, 0) - x(A) =y ANK - z(N)
para cada A € (Ag — &, Ao + €).
2. Existem § > 0 e duas unicas aplicacoes de classe C?
i (=6,0) — R z:(—e,e) — W2Q)
com p > n, tais que

1(0) =0 2(0) = uo 2(r) —ug € W2 ()

Dy T (A(r), u(r)) - 2(r) = p(r)KC - 2(r)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

para cada r € (—d,9), em que (A(r),u(r)) é a curva emanando do ramo trivial Iy

em A = )y, cuja existéncia ¢ garantida pelo Teorema 1.2.5.

61



Além disso, pelo Teorema 1.2.7 as funcdes u(r) e —rA(r)y (X) tém os mesmos zeros
para todo r suficientemente pequeno, e o mesmo sinal quando u(r) # 0 (sendo d/dr =~
e d/d\="). Especificamente,

b~V 00)

uf&go u(r)

~ 1. (4.1.6)
Assim, para conhecermos o sinal de u(r), para r suficientemente pequeno, precisamos
conhecer o sinal de 4/()\g) pois, pelo Teorema 3.1.8 ja sabemos que A(0) > 0.
Proposicao 4.1.4 O sinal de v'(\g) € positivo.
Prova: Note que (4.1.3) é equivalente, para todo A € (A\g — &, \g + €), ao problema
Az(A) + As() f(0)z(A) = v(A)z(A) em Q,

0z ()

ey =0 sobre 0f).

Diferenciando com respeito a A em A = Ay, e usando (4.1.2), obtemos
Ax (X)) + s() f(0)ug + Xos(-) f/(0)x' (Ng) = 7' (No)ug em €,

o' ()

By =0 sobre 0f).

Logo, pela féormula de Green

/ Auga' (No) dw — / A O dr = [ 2 w(ng) drrt — / 0z’ (Mo)
Q Q

- A\ d n—1
90 aV a0 aV to H
=0

e do fato que uy satisfaz (3.1.12), temos

—/ Xosf (0)upx’ (o) dx+/ sf'(0)ud dx+/ Xosf(0)z'(No)ug dax — / 7' (Ao)ug dx = 0.
Q Q Q Q
Dai

[ st de= [ 00 da,

Q

e como por (3.1.12) temos )\0/

8(')f/(0)u(2) dr = / |Vu0\2 dz, concluimos que
Q Q

/|Vu0|2 dx

CAVE—

)\O/ug dz
Q
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Por outro lado, (4.1.5) é equivalente ao problema de autovalores
Az(r) + A(r)s() f'(u(r))z(r) = p(r)z(r) em &,
0z(r)

v

para todo r € (—6,6), que corresponde ao problema de autovalores associado a linea-
rizagdo do problema (0.0.2) em torno do equilibrio de (0.0.1) bifurcado de I'y préximo
<>\07 0) .

(4.1.7)

=0 sobre 02

Precisamos conhecer o sinal do primeiro autovalor do problema de autovalores (4.1.7),
dado por

—/ Vo2 d:c—l—)\(r)/s(~)f'(u(r))v2 iz
pi(A(r)) = sup . =

veH ()\ (0} 1011720
Lema 4.1.5 u1(A(r)) € um autovalor simples do par (Dy.% (A(r),u(r)),K), para todo
r € (—0,0).
Prova: O operador
Dy F (A(r),u(r)) — p (M) : W2(Q) — LP(Q) x W, /7(69)

comp>ner e (—6,0), dado por

(DuZ (A(r), ulr) = m(A(r)K) - & = <A¢ + A S (w(r)g — m(A(r), %)

para todo ¢ € WPZ(Q), ¢ um operador de Fredholm de indice zero pelo Teorema 1.4.5.
Como na prova do Teorema 1.3.9 se pode mostrar que 1 (A(r)) tem multiplicidade geométrica
um, e assim temos que

1 = dimKer(DyFA(r),u(r)) — pa(A(r)K)

para todo r € (—d,0). Logo, pela Observagao 1.2.2 resta provar a condigao de transver-
salidade.

De fato, suponhamos que
K -ug(r) € R(Duf(/\(r), u(r)) — ,ul()\(r))lC)

para algum r € (—6,0), sendo ug(r) € W2(Q) gerador de Ker(D,.Z (A(r),u(r)) —
p1(A(r)K). Isto implica que o problema

A¢+ A(r)s() f'(u(r) — p(A(r)d = uo(r) em &,

o6

5 = 0 sobre 02
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tem uma solucao ¢ € Wﬁ(Q), p > n, com ug(r) satisfazendo
Aug(r) + MN1)s() f (u(r))uo(r) — p(A(r))ug(r) =0 em Q,

Oug(r)

ey =0 sobre 0.

Utilizando os dois problemas anteriores, pela férmula de Green obtemos
[ e = [ w)do dot [ MO f @)oo do— [ pA6)ulr)o do
Q Q Q Q

- / bAug(r) di + / A(P)s() ' (u(r) o ()¢ d — / 1 () (1) da

= 0.

Assim, ug(r) = 0 q.t.p. em €2, uma contradi¢ao, provando o lema. a

Teorema 4.1.6 Para todo A\ > Ay o equilibrio ndo trivial de (0.0.1) que bifurca de Ty
desde (XN, 0) é exponencialmente estdvel.

Prova: Segue do Lema 4.1.5 que p(r) = u1(A(r)) em (4.1.7) para todo r € (—6,0), como
uma consequéncia de Lema 1.3 de [12]. Assim, u(r) # 0 para todo r > 0 pequeno pelo
Corolario 3.1.10 e Teorema 1.2.5. De (4.1.6) temos que p1(A(r)) < 0 para r > 0 pequeno,
isto é, o equilibrio nao trivial u(r) é exponencialmente estével para todo r > 0 pequeno.

Pelo Teorema 1.3.3 temos que a aplicacdo A —— p1(A) é continua, sendo py(A\) o pri-
meiro autovalor de

Av+ As(4) f'(uy)v = pv em Q,

dv =0 sobre 0}
v
e uy o unico equilibrio nao trivial de (0.0.1) dado pelo Teorema 3.1.12. Portanto, desde

que p1(A) < 0 para A >~ \g segue do Corolério 3.1.10 que u1(\) < 0 para todo A > X e
conclui a prova. O
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4.1.3 Diagramas de bifurcacao e estabilidade dos equilibrios de
(0.0.1) com funcao de peso de média nao nula
Nesta subsecao apresentamos os resultados obtidos sob a estrutura de bifurcacao e esta-

bilidade dos equilibrios de (0.0.1)

u=1
~
V
3
v
S
u=0
] equilibrio exponencialmente estdvel
[o] equilibrio assintoticamente estdvel
F-1 equilibrio instdvel
Figura 4.1: Estrutura de bifurcacdo e estabilidade dos

equilibrios de (0.0.1) pro caso / s(x) dx < 0.
Q

u=1
~
\
S
\%
S
u=0
] equilibrio exponencialmente estdvel
[o] equilibrio assintoticamente estdvel
-1 equilibrio instdvel
Figura 4.2: Estrutura de bifurcacao e estabilidade dos
equilibrios de (0.0.1) pro caso / s(z) dz > 0.
Q
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4.2 Estrutura de estabilidade dos equilibrios com peso
de média nula

Assumiremos nesta segao que a fungao peso s(-) tem média zero, isto é, / s(+) dz = 0.
Q

4.2.1 Instabilidade dos equilibrios triviais
Lema 4.2.1 Para todo A > 0 os equilibrios triviais uy = 0 e uy = 1 de (0.0.1) sdo

instavesis.

Prova: Basta verificar que, na notagao empregada no inicio deste capitulo, tem-se u¢(\) >
0 para ¢ = 0,1, pois como ¢ = ¢ # 0 é uma fungao constante admissivel em (4.0.2),
obtemos u}(A\) > 0 ja que /g,() dz = f'(i) / s(+) dx = 0 para ¢ = 0,1. Se ocorresse
. Q Q
wi(A) = 0, terfamos que as autofungoes ¢;, i = 0,1, de (4.0.1) seriam também autofun¢oes
do problema de autovalores
—Av = Agi(-)v em Q, (1=0,1),

(4.2.1)

@ =0 sobre 0.
ov

Isto significaria que A > 0 é autovalor principal de (4.2.1) mas como visto na Observagao
1.3.4, isso é impossivel pelo fato de /gz() dr = 0. Portanto, ut(\) > 0 parai =0,1¢

Q
desde que o espectro de (4.0.1) intercepta {z € C : Rez > 0}, o principio de estabilidade
linearizada garante que os equilibrios triviais uy = 0 e uy = 1 de (0.0.1) s@o instaveis. O

4.2.2 Estabilidade dos equilibrios bifurcados

Lema 4.2.2 Dada qualquer condig¢ao inicial ug € X, com uy Z 0,1, a correspondente
solugao u(-,t;ug) de (0.0.1) satisfaz

[ul-, 5 uo) lwi) #— 0

11— (-t uo)lwp@) 70

quando t — oo, para p > n.

Prova: Provaremos o caso de nao existéncia de semi-orbita positiva nao trivial conver-
gindo para u = 0, o outro caso se pode provar similarmente.
Da prova do Lema 4.2.1 obtemos que o primeiro autovalor p; = p;(A) do problema

Av+ Af(0)s()v = p(A)v em Q,
v =0 sobre 0}
v
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¢ positivo para cada A > 0. Da dependéncia continua de jp; provada no Teorema 1.3.3,
parte iv), segue que para ¢ > 0 suficientemente pequeno o primeiro autovalor u§ do

problema
Av+ (Af'(0)s(-) —e)v = p(N)v em Q,

ov

— =0 sobre 0}

ov
satisfaz pf > 0. Suponhamos que exista uy € X, com ug # 0, 1, verificando

t—o00

[[ul-, 5 uo)[wi) — 0.

para algum p > n. Seja ¢ > 0 em  autofuncdo correspondente a p > 0, normalizada
por HSoHiz(Q) =1, e definamos ¢ : Rt — R por

£ = [ uttiws d.
Q
Afirmacgao. ¢ é estritamente crescente para ¢ suficientemente grande.

De fato, escrevendo u(t) := u(-, t;up) temos que

%(t) = /Qatu(t)cp dx

_ / oAu(t) di + / As()f(u(t))p da
Q

Q

= [uagdo+ [ AsCppu®)p do
Q

Q

- / = Xs()F(0) + elult) do + 1 / ou(t) dz + / As() (u(t)) d

Q

. / pult) dz + / o [ASC)F(u(t)) — (As()F(0) — eu(B)] da.

Pelo principio do Maximo e Lema de Hopf, 0 < u(t) < 1 em Q para todo ¢ > 0. Além
disso, temos

lu(®)l o = 0 (4.2.2)

pois a inclusdo W7 () — C(Q) vale para p > n, ¢ também

lim As()/(w) = As(-) f'(0) (4.2.3)

u—0t u

ja que f(0) = 0. Assim, usando (4.2.3) e o fato de pj > 0 temos que existe § > 0 tal que,
se 0 < [|ullo@) < d, entao

As() f(u)

u

— As()f(0)] < pii
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E por (4.2.2) hd um ¢, > 0 tal que se ¢ > ¢, entao

(et + AsC)F(u(t) — AsC)F (O)ut) > 0
Logo,
S0 =ut [ outt) et [ GPsOrt) = (s()(0) = u)] do >0

para t > ty, provando a afirmacao.

Finalmente, tomamos ¢, > ¢y tal que [lu(t.)]lc@) < infgu(to), o que é possivel por (4.2.2).
Pela afirmagao temos que &(ty) < £(t.), isto &,

/u(to)go dr < / u(ty)p d.
Q Q
Como ¢ > 0 em ) e tem-se

/u(t*)go dr < / ||u(t*)|]0(§)g0 dr < / inf u(ty)p de,
Q Q Q0

/Q[U(fo) - igfu(to)]go dr <0

concluimos que

o que é impossivel, concluindo a prova. O

Lema 4.2.3 O equilibrio nao trivial uy de (0.0.1) é um minimizador global para o fun-
cional de energia Jy em X, para todo A > 0.

Prova: O conjunto dos equilibrios de (0.0.1) é €& = {0, uy, 1}, para cada A > 0, pelo
Teorema 3.2.6, dado v € X\{0, 1}, segue do Lema 4.2.2 e o Teorema 2.2.2 que

Ta(u(-t0)) =5 Ta(un).

Por tanto

j)\(U)\) < j,\(v), Yv € %\{0, 1} (424)

Agora comparemos o nivel de energia de wuy e os equilibrios triviais 0 e 1. Lembrando
que o é autofuncao correspondente ao autovalor u{(\) > 0 (prova do Lema 4.2.2) do

problema (4.0.1) e Jx(u / Vul? dv — / s(-)F(u) dx, sendo F(u / f(r

1
dai pela férmula de Taylor temos F'(u) = f (0)u* + = f”( )Ju® para algum 6 entre 0 e 7.

2

Assim, para um > 0 fixo, temos

1
In(dpo) = §/Q|V(5ap0)|2 dx—)\/QsF(égoo) dx

= S [walk do-a [soro el -2 [sorom e
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para algum 6(x) entre 0 e dpy(x), x € €. Logo, temos

52
I (0po) = Eﬂtl)()‘) —X0(6%) < 0

para § > 0 suficientemente pequeno porque p?(\) > 0. Finalmente, como J3(0) = 0 =
Jx(1), para todo A > 0, e gy € X para todo 6 > 0 pequeno, por (4.2.4) fica provado o
Lema. 0

Teorema 4.2.4 Suponha (H,) — (Hy) vdlidas e que / s(+) de = 0. Entao, o equilibrio
Q

nao trivial uy de (0.0.1) € exponencialmente estavel, para cada A > 0.

Prova: Consideremos o problema de autovalores linearizado em torno do equilibrio nao

trivial uy de (0.0.1)
Av+ As() f'(un)v = pv em €,

(4.2.5)
% =0 sobre 0f2,
cujo primer autovalor é
—/ IVo|? dx + )\/ s()f (ur)¢* do
/"Ll(A) = sup & D) & .
oeH1(2)\{0} 101172q)

Existem, ¢; e ¢o tais que 0 < ¢; < uy, < ¢ < 1 em Q pela Proposicao 2.3.1. Dado
§ > 0 tal que Bs(uy) C W (), por a inclusao compacta W}(2) < C(Q), p > n, existe
K >0 com [|¢ —uxllom < Kll¢ —uallwi(o), para cada ¢ € W, (Q2), em particular para
cada ¥ € Bs(uy) temos,

[ — urllc@) = sup [¢(2) —ur(z)] < K9

e
assim, |1(z) — ux(x)] < K§ para todo x € €, dai obtemos
0<c—Ki<uy—Ki<¢(z) <uy+ Ki<ca+K>i<1l qtpzxe

para todo § suficientemente pequeno, entdo, 1) € X para todo ¥ € Bs(uy) com ¢ suficien-
temente pequeno.

Logo, como W, (Q) — H'(Q) compactamente, p > n, e uy € X é um minimo global

da restricao do funcional 7,|,. ao espaco Wpl(Q) pelo Lema 4.2.3, temos

¢

_/ |Vy|? dx + )\/ () (ux)¥? do = (=T (ux), 1) <0, para todo ¢ € Wpl(Q),
Q

s
0
sendo W (€2) denso em H'(2) se conclui que
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—/ (V| dx + )\/ s(-)f'(uy)® dz <0, para todo ¢ € H'(Q),
Q Q

ou seja py < 0. Mas se u; = 0 é um autovalor de (4.2.5), terfamos que A > 0 é autovalor
do problema 1.3.1 com g(-) = s(-) f'(uy), que tem média nula, uma contradigao, assim,
temos 11 < 0. Portanto, pelo principio de estabilidade linearizada, o equilibrio nao trivial

uy de (0.0.1) é exponencialmente estavel. O

4.2.3 Diagrama de bifurcacao e estabilidade dos equilibrios de
(0.0.1) com funcao de peso de média nula

Nesta subsecao apresentamos os resultados obtidos sob a estrutura de bifurcacao e esta-
bilidade dos equilibrios de (0.0.1), no diagrama seguinte

[,[:1 """""""""""""""""""""""""
1\_/ W
S
V
S
u=0 t--mmmmm e A

(=1 equilibrio exponencialmente estdvel
-] equilibrio instdvel

Figura 4.3: Estrutura de bifurcacao e estabilidade dos
equilibrios de (0.0.1) pro caso / s(x) dx = 0.
)
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Capitulo 5

Convergéncia do equilibrio nao
trivial quando A — +o0

Neste capitulo estabeleceremos um resultado de convergéncia para o equilibrio nao
trivial uy de (0.0.1), quando o parametro A > 0 tende ao infinito, a saber, o equilibrio
concentra-se num subconjunto do aberto {2 quando o parametro é suficientemente grande.
Para esse fim, necessitamos introduzir algumas nocoes de capacidade finita de um sub-
conjunto contido no aberto limitado de R™. Mais informacoes podem ser encontradas em
(17, 19].

Sejam .# uma variedade Riemanniana conexa suave, {2 um conjunto aberto sobre .#
e K um conjunto compacto em 2. Dizemos o par (K, 2) é um capacitor e definimos sua
capacidade cap(K, 2) por

2
cap(K, Q) : qﬁe[l,n[f(ﬂ /|ng5| du,

sendo L(K ) o conjunto das fungoes localmente Lipschitz ¢ em .# com suporte com-
pacto em Q, tal que 0 < ¢ < 1e gb}K =1, e i 0 volume Riemanniano sobre . .

Para um aberto precompacto K C €2, definimos

cap(K, Q) := cap(K, Q).

Note que, V¢ = 0 sobre K, assim cap(K, ) é determinado por as propriedades intrinsecas
de Q\ K.

Suponhamos que o conjunto
P={zeQ : s(x)>0}

tenha capacidade finita. O seguinte resultado é vélido para os dois casos diferenciados

até o Capitulo 4, ou seja [ s(-) dz sendo zero ou diferente de zero, mas existe uma sutil
Q
diferenca na demonstracao da existéncia do minimo global do funcional 7

O resultado deste capitulo é o seguinte

+
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Teorema 5.0.5 Suponha (Hy) e (Hz) sejam vdlidas e que s(x) # 0 ¢.t.p x € Q. Entdo,
o equilibrio nao trivial uy de (0.0.1) converge para xp em LP(Q), quando A — oo, para
todo 1 < p < 00, sendo xp a funcao caracteristica do conjunto P. Ou seja

A—00

uy — Xxp em LP(Q)
para todo 1 < p < oo.

Prova: Basta provar que

A—00 .
uy — xp em medida,

ou seja, para todo € > 0 os conjuntos
N ={zeQ : |xp(z) —ur(z)| > €}

sao tais que m(N}) — 0 quando A — oo, sendo m a medida de Lebesgue em R". De
fato, em L>°(£2), com € conjunto de medida finita, convergéncia em medida implica con-
vergéncia em LP(Q) (cf. [16]).

Como P, pré-compacto, tem capacidade finita, cap(P, Q) := cap(P, Q), existe ¢ € C°(Q)
suportada numa vizinhanga aberta em {2 contendo P de forma que ¢|5 =lel<p<1
em Q\ P.

Para cada A > 0, consideremos a funcao h, : R — R, dada por

YA set >0,
ha(t) =
0 , set <0.

Claramente hy € C'(R) para A grande, o que implica hy o ¢ = ¢\fx bem definida e, pela
regra da cadeia, tem-se V(gbﬁ) = \/ngﬁ_lngS. Logo gzﬁﬁ € X e, além disso, gzﬁﬁ — 0
qt.px € 2\ P quando A — +o0.

Considerando o funcional de energia J : H'(€2) — R associado a (0.0.2), dado por

T(u) = %/Q|Vu|2 dx—A/ (VF(u) da,

s
Q
com F(u) = / f(7) dr, temos
0

1

1
SAER) = 5 [196RE do [ ()P ds

1 1
A T
2 Jp 2 Jap

_/7)3(.)17(1) d:c—/ S()F(9V) da

Q\P

= 1 26202 qg — [ s(- T — s(- YN da
- Q/Q\P|v¢\¢ dr— [ sOP) do= [ sOF@) dr

Q\P
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Dai segue que
%ﬁ(cbﬁ) = —F(l)/ s() dx (5.0.1)
P

pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

Por outro lado, como u, minimiza 7, globalmente em X para cada A suficientemente
grande e ¢\f’\ € X, temos

RO 2 35w =~ [ sOFw)

> —/PS(-)F(U,\) dx

> —F(l)/PS(-) dx

pois, 0 < uy < 1 pela Proposicao 2.3.1 que implica que —F'(uy) > —F(1), de modo que
por (5.0.1) obtemos

lim — [ s()F(uy) do = —F(l)/Ps(-) do = —/Qs(-)F(Xp) da

A—00 Q

e assim

lim /Qs() [F(xp) — F(uy)] dz =0.

A—00

Agora, como s(+)[F(xp) — F(uy)] > 0 em €, temos

lim / |s(-)[F(xp) — F(u)]| dz = 0. (5.0.2)
A—00 0
Da seguinte estimativa

L1601 For) = r)] ar= [ st [ ste) ar| s

- o[ s [ il [ w] o
Jus POt e [ o0 [ ] o
> min{/llsf(r) dr, /Oef(r) dT} /M |s(+)| dx
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e de (5.0.2) obtemos
lim |s(+)| dz = 0. (5.0.3)

Para concluir a prova, afirmamos que m(N2) — 0 quando A\ — oo, sendo m(-) a
medida de Lebesgue em R"™.

De fato, se a afirmacao fosse falsa, existiriam ¢y > 0 e uma sequéncia {\;}, com \; — oo,
tais que
m(NE)\]) 2507 vj

Definamos, para § > 0, o conjunto
Zs:={zeQ : |s(z) <d}.
Como s(x) # 0 q.t.p = € Q, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

m(Zs) 23 0.

Finalmente, escolhendo dy > 0 tal que m(Zs,) < €, terfamos

3 3
— s(-)| de > — s(+)| dx
5 N2j| ()] > 5 ijm(mz%)l ()]

> m(NYN(Q\ Zs))
= m(N2) —m(N2 N Z,)
> m(NY) —m(Zs)

> &0 — m(Z&)) > 0.

Portanto, quando j — oo, de (5.0.3) obteriamos uma contradigdo. Assim esta provado o
teorema. O
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