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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um exemplo de um funcional linear definido
em um subespaco denso do espago de Hardy H'(R™), o qual apesar de ser
uniformemente limitado sobre todos os atomos tal funcional nao se estende
limitadamente sobre o espaco H!(R™). Este exemplo foi publicado por Bownik,
M.B [2].

Por conseguinte, isto mostra que, em geral, nao ¢é suficiente verificar que um
operador ou funcional limitado em atomos, para concluir que tal funcional ou
operador se estende limitadamente ao espago todo. A construcao é baseada em
Y. Meyer [I] que afirma que as semi-normas correspondente a decomposi¢ao
atomica finita e a decomposigao atomica infinita em H?(RR"), 0 < p < 1 nao
sao equivalentes.

Por outro lado, daremos uma condi¢ao necesséria e suficiente de quando
um operador linear T definido em um subespacgo denso do espaco de Hardy
HP(R™) parap € (0, 1] pode ser estendido limitadamente. Tais condigoes foram
publicadas por D. Yang e Y. Zhou [3].




Abstract

The present work aims to present an example of linear a functional defined
on a dense subspace of the Hardy space H'(IR") to be built, with the intention
of showing that despite the fact that this functional is uniformly bounded on
all atoms, it does not extend to a bounded functional on the whole H'(R™).
This example was published by Bownik, M.B [2].

Therefore, this shows that in general is not enough to verify that an
operator or a functional is bounded on atoms to conclude that it extends
boundedly to the whole space. The construction is based on the fact due to
Y. Meyer [I] which states that quasi-norms corresponding to finite and infinite
atomic decomposition in H?(R™), 0 < p < 1 are not equivalent.

On the other hand it will be given a necessary and sufficient condition for
when and operator T" defined in a dense Hardy subspace HP(R") for 0 < p < 1
is bounded extended. Such conditions were published by D. Yang and Y. Zhou
[3].
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CAPITULO

1

Teoria Basica

este capitulo apresentaremos alguns conceitos basicos os quais nos

auxiliard no decorrer de nossos estudos. Alguns conceitos aqui

apresentados serao tratados de forma simples devido ao foco deste
trabalho.

Consideracoes Iniciais

Um elemento o € IN" é uma n-upla de inteiros nao negativos, isto é,
a = (o, Q9,...,qa,). Tal n-upla serd chamada de multi-indice e denotaremos

sua norma e seu fatorial respectivamente por
n
la] = E a; e al=arlas!---a,l.
J=1

Além disso, se x € R™ escrevemos x® = 27" - x5? - - - x0». Devemos ressaltar

que denotaremos D; = %% onde i = y/—1 e analogamente D* = D' -
J

D3?--- D, Se a, f € N" escrevemos

() =050 ) (5)

Para « e 8 nas condic¢oes anteriores temos que a Regra de Leibniz é escrita
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Ccomo

(f9) = () )@ N,

B 5

sendo que 0% = (%)al . (%)w e <8in>an'

Observacao 1.0.1 Seja f : Q — R" uma aplicagao definida no aberto 2 C
R", com B(a,r) C Q. Se f é de classe C™, entio a Férmula de Taylor de f

de ordem m em torno de a se escreve como

f(x) = Z (90‘;”'(0&) (r—a)*+ Rypu(z—a), |z—a|<r,
|a|l<m ’

em que R,, 11 é o resto de Lagrange dado por

Ryi(z —a) = Z aa];(!ew) (@ —a)?,

|a|=m+1

para algum 0, € B(a,z) ={y € R": |y — a| < x}.

Observacao 1.0.2 O conjunto das fungoes diferencidveis k-vezes no aberto
Q C R™ com wvalores em C serd denotado por C*(Q)). E o conjunto das
fungdes infinitamente diferencidveis em Q serd denotado por C*°(2). Devemos

ressaltar que o conjunto das funcgoes continuas em ) com valores em C serd
denotado por C(Q) = C°(Q).

1.1 O Espago LP(R") e Algumas Propriedades

Nesta secao, e ao longo do texto, usaremos a integral de Lebesgue e €2 um

subconjunto de R"™ fixado.

Definigao 1.1.1 Sejam 2 C R™ um aberto e 1 < p < co. Definamos o espago

LP(§2) como sendo o espago das (classe de equivaléncia de) fungoes mensurdveis

em Q tal que [ |f|P dz < oo, isto €,
Q

LP(Q):{f:Q%C:/Q\f|pdx<oo}.



1.1 O Espaco LP(R") e Algumas Propriedades

Quando p = oo o0 espago L™($2) é definido como sendo o espaco das (classes

de equivaléncia de) fungoes mensurdveis limitadas, isto €,
L*(Q)={f:Q— C:sup|f| < oo},
Q
sendo o supremo tomado sobre € o supremo essencial.

Observacao 1.1.1 Devemos ressaltar que nao faremos distingcao entre as

sequintes notagoes:

Q) [ 1pde e [ If@p s

(#0) sup [ f| e sup | f(z)].

Quando se tornar necessdario expressar de forma precisa em relacao a qual
varidavel estaremos integrando e respectivamente tomando o supremo usaremos

a sequnda notagao de (i) e (it).

A seguir apresentaremos alguns fatos conhecidos da Anélise Matematica.

As demonstragoes serao omitidas em nosso texto.

Observacao 1.1.2 Se 1 < p < oo diremos que q € expoente de p quando

S4 =1
P q

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam Q@ C R™ um aberto, f €
LP(Q) e g € LU(Q). Sel < p < 0o e q € expoente conjugado de p, entdo

f-gel}(Q) e
/’f gldz < /\f\pda: /]g]qu

Demonstragao. Vide a referéncia [11], Teorema 3.5. [
Nas mesmas condigoes do Teorema [1.1.1| os espacos LP e L™ sao espagos

vetoriais normados e suas respectivas normas sao dadas por

1= ([ 1P d) e 1l = sl
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sendo que o supremo € o supremo essencial.
Devemos ressaltar que a norma || - ||, faz com que L? seja um espaco de

Banach, tal fato pode ser consultado na referéncia [11], Teorema 3.11.

Observagao 1.1.3 (*(N) = {7z : N — R" : ||7|o = sup,;c, |z;| < oo} €

um espago de Banach munido pela norma || - ||«. Vide referéncia [11)].

Definicao 1.1.2 (Fungoes Localmente Integraveis) Sejam 1 < p < oo e
Q C R™ um aberto. Diremos que uma funcao f : {2 — C € localmente integrdvel

em LP(Q) se esta for uma fun¢ao mensurdvel e para qualquer compacto K C Q

/ |fIP dz < 0.
K

O conjunto das fungoes localmente integrdveis serd denotado por L ().

tem-se

Vejamos que L>(2) C Li (§2) para qualquer que seja 1 < p < oo. De fato,
se f € L*>®(Q), entao

[ flloo = Sup |f] < oo.

Mas, para todo compacto K C €2 temos que
Japdr< [ suwlipds = | - 1K] < . (L)
K K Q

Portanto, pela desigualdade (1.1)) segue que f € LI (), demonstrando
assim que L>(Q) C L} (Q).

Proposic¢ao 1.1.1 Seja 1 < g <p < oco. Entio LY

loc

Q) C L ().

loc

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que 1 < ¢ < p < co. Seja f €
Lp

e(€2), entdo dado K compacto temos que

/ |fIP dz < oco.
K

Assim, se considerarmos os expoentes conjugados

Teorema que

p
pP—q

e temos pelo

SN

q

/K|f|"da:<(/K|fv’d:c)”.|f(|%q<oo.



1.1 O Espaco LP(R") e Algumas Propriedades

Agora, se p = 0o temos que g = 1, assim sup | f| < co. Disto segue que
K

[ 1t <suwplsr | < o
K K

Portanto, para 1 < ¢ < p < oo implica que L} (Q2) C L] (Q). [ |

loc

Teorema 1.1.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {f;}32,
uma sequéncia de funcoes mensurdveis definidas no aberto 2 C R™ com valores

em C tais que

f(x) = lim f()

Jj—00
ezista para todo x € Q. Se existe g € L'(Q) tal que |f;| < g, para todo
j=1,2,..., ex €. Entio, f € L'(Q) e

lim/fjdx:/fdx.

Demonstragao. Vide referéncia [11], Teorema 1.34. [

Definigao 1.1.3 Seja 2 C R™. Uma funcao xq : R™ — {0,1} € dita fun¢ao
caracteristica de 2 se xo(x) =1 se x € Q e xq(x) =0 se x ¢ .

Definicao 1.1.4 Uma funcao simples em X € uma combinacao linear finita
de fungoes caracteristicas, isto €, ¢ : X — C € simples se ¢ = Z;;l Qi XE;
com o € C.

Proposicao 1.1.2 Seja (X, M, o) um espago mensurdvel.

(i) Se f: X — [0,00] € mensurdvel, entdao existe uma sequéncia {¢;}52, de
fungoes simples tais que 0 < @1 < ¢ < ... < f, ou seja, ¢; — f pontualmente

e ¢; — f uniformemente sobre conjuntos nos quais f ¢ limitada.

(4) Se f : X — C € mensurdvel, entao existe uma sequéncia {¢;}32, nas
mesmas condigoes tal que 0 < |p1| < |po| < ... < |f].

Demonstragao. Vide referéncia [17], Proposigao 2.11. [

A seguir enunciaremos o Teorema de Fubini-Tonelli de modo mais geral em
relacao aos apresentados no contexto de Analise Real. Antes de apresentarmos

tal teorema devemos introduzir algumas notagoes.
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Definigao 1.1.5 Sejam (X, M,u) e (Y,N,v) sejam espacos de medida. Se
Q C X XY entdo para cada x € X definamos a x-se¢ao por

Q, ={yeY:(z,y) € Q}.
Analogamente, para cada y € Y definamos a y-se¢ao por
VW ={reX:(r,y) €Q}
Ainda, se f for uma funcao definida em X XY, definamos a x-secio f,

por f:(y) = f(z,y) e, paray € Y definamos a y-secao f¥ por f¥(x) = f(z,y).

Observacao 1.1.4 Denotaremos o espacgo de todas as funcoes definidas em

X a walores reais positivos por LT (X).

Teorema 1.1.3 (Fubini-Tonelli) Suponha que (X, M, pu) e (Y,N,v) sejam
espacos de medida o-finitos.

(i) Se f € LY (X xY) entao as fungies

o(z) = / L) dv(y) e hly) = / £9(z) du(y)

estao em L1 (X) e L*T(Y') respectivamente e vale

[ t@duxo = [ [ [ ) dute)] aviy)
~ [ [t dviw)] duta). (1.2)

(i) Se f € L' (u x v) entdo as funcoes f, e f, sio integrdveis q.t.p x € q.t.p y
respectivamente. E ainda as fungoes g e h tio em L'(u) e L'(v) e vale (1.2).

Demonstragao. Vide referéncia [17], Teorema 2.37. [

Teorema 1.1.4 Suponha que {f;}52, C L'(R") tal que 222, [n. |fi(x)|dx
seja finita.  Entdo, ) 77, f; converge g.t.p para uma fungdo em LY(R"™) e

Jon 552 frde = S [ f .

Demonstragao. Vide referéncia [17], Teorema 2.25. N

6
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1.2 Funcoes Teste

Antes de iniciarmos o conceito central desta secao apresentaremos o

conceito sobre suporte de fungoes.

Definigao 1.2.1 (Suporte) Seja Q C R™ um aberto. Definamos o suporte

da funcdao f : Q2 — C como sendo o conjunto

supp [ ={z € Q: f(z) # 0}.

Sejam f e g fungoes definidas em € e continuas com f diferencidvel. Entao,

pela Definicao segue de imediato as seguintes propriedades:
() supp f" C supp f;
(4) supp fg = supp f Nsupp g;
(#77) supp f + g C supp f Usupp g.
Diremos que f esta suportada no aberto 2 C R" se a Defini¢ao for

satisfeita. Além disso, se o suporte de f for compacto diremos que f possui

suporte compacto.

Definigao 1.2.2 Seja 2 C R™ um aberto. Denotamos por C(2) o conjunto
de todas as funcoes testes em €2, isto €, o conjunto das funcoes f : Q2 — C

infinitamente diferencidveis com suporte compacto em . Em simbolos
C( ) ={f:Q—=>C:supp fEQ e feC®(N)}.

Vejamos que dado qualquer aberto Q@ C R™ o conjunto C°(2) # 0. De

fato, definamos

—1

el-lzl? se x| <1,

fz) =

0, se |z| > 1.

Nao é dificil de verificar que supp f = B(0,1) e que f é uma funcao de classe
C*>. De modo mais geral, nem sempre teremos 0 € {2, porém basta tomarmos
xo € ) arbitrario, e sendo ) aberto, existe > 0 tal que B(xzg,0) C 2 e
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definamos

e(|x—x0|2—52)717 se xT & B(ZE07 5)7

0, se x ¢ B(x,0).

Assim, temos que g € C°(92). Segue das conclusoes obtidas que C2°(2) # ()
para qualquer aberto {2 C R".

Observemos que, dado g € € arbitrario e 0 < r < dist(xq, 92) caso I # ()
e 0 <r<1sed =0 definamos go(z) = g(@) e nao ¢ dificil verificar que
go € C®(Q). Multiplicando gy por e~! temos que:

(1) go(x) = e 'go(z) € C();

(42) go(zo) = 1.
A construcao apresentada acima é mais geral, e tal generalizacao é

apresentada nos resultados a seguir.

Teorema 1.2.1 Seja ¢ € CX(R"™) tal que as sequintes condigdes estejam

satisfeitas:
(@) | o(x)de=1;
Rn
(i1) Para todo x € R™ tem-se ¢ > 0 e supp ¢ C B(0,1).
Dado e >0 e f € L}, .(R™) definamos

loc

= [ fa=eotdn =5 [ rwo(*E) . 03)

R £

Entao, a familia {f.}.~0 cumpre as sequintes condigoes:
(1) f- € C=(R");
(i1) Se f(x) =0 q.t.p. fora do conjunto fechado A, supp f. € A+ B(0,¢);
(17i) Se f € continua e supp ¢ é compacto, entao quando e — 07 tem-se f. — f
uniformemente.

Demonstracao. Vide referéncia [13], Teorema 1.2.1. [

Corolério 1.2.1 Sejam f € L*(R") e f. é definida como em (1.3)) para e > 0.
Entao, ||felli < |f|l1- Além disso || f- — f]l1 = 0 quando ¢ — 0F.

8
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Demonstragao. Vide referéncia [13], Corolario 1.2.1. N

Corolario 1.2.2 Seja K um subconjunto compacto de um aberto 2 C R™.
Entao existe ¢ € C(Q) tal que 0 < ¢ < 1 e ¢ =1 numa vizinhanc¢a de K.

Demonstragao. Vide referéncia [13], Teorema 1.2.2. [

Definigao 1.2.3 Seja Q C R™ um conjunto aberto. Uma sequéncia {¢;}52,
de fungoes em C°(§2) converge para zero em C2°(2) se:
(i) Eziste um compacto K C Q tal que supp ¢; C K para todo j =1,2,...;

(it) Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fun¢oes ¢;

convergem uniformemente para zero quando j — 0.

1.3 As Distribuicoes

Os conceitos de distribuicoes que estaremos tratando nesta secao serd
de carater introdutoério, pois um estudo aprofundado sobre este topico nos
submete a uma abordagem diferente a qual estamos interessados em apresentar

neste trabalho.

Definicao 1.3.1 (Distribuig¢ao) Seja Q@ C R™ um aberto. Um funcional
linear continuo u : CX(Q) — C é uma distribuicio em ) se este satisfaz

as sequintes condigoes:
(1) u(p1 + Apa) = u(¢r) + Au(¢2), para toda ¢1,¢2 € C°(2) e A € C;
(i1) Se ¢pj — 0 em CX(Q2), entdo u(p;) — u(0) quando j — oo.

Denotaremos o espago das distribui¢oes em Q0 por D'(Q2) e u(f) = (u, f).

As operacoes de soma de distribuicoes e produto de uma distribuicao por
um escalar sdo definidas de maneira ébvia. Dadas uq,us € D'(2), ¢ € C°(R)

e A € C definamos:
(Z) <U1 + Uz, gb) = <u17 ¢> + <u27 ¢>7
(17) (Aug, ¢) = Auyg, ¢).
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Exemplo 1.3.1 Sejam ¢ € C*(R) e (0,¢) = ¢(0). Entao § é uma
distribuicao, chamada delta de Dirac.

De fato, 9 € C(R), {¢;}52, C CX(R) tal que ¢; — 0 uniformemente
quando j — oo e seja A € C. Mostremos inicialmente a linearidade de §. De
fato,

(0, 1 + Ad2) = (¢1 + Ad2)(0)
= $1(0) + A2(0) = (6, d1) + A(6, ¢2).

Por outro lado, € evidente que (6, ¢;) = ¢;(0) = 0= (J,0) quando j — oo.

Portanto, 6 € uma distribuicdo.

Definigao 1.3.2 (Operador Continuo) Sejam € C R"™ wum aberto,
{91521 C C2(Q) uma sequéncia e L : C(Q2) — C(S2) um operador linear.
Dizemos que L € continuo se Lp; — 0 em CX(Q2) sempre que ¢; — 0 em
C(92).

Definigao 1.3.3 (Transposto Formal) Sejam L e L' operadores lineares
continuos como os da Definicao [L.33. Dizemos que L € o transposto formal

de L' (e vice-versa) quando

/(L¢1)¢2 dx:/¢1(Lt¢2)d:c, Vor, g2 € C0(€2). (1.4)
Q 0

Observemos que na Definicao temos ¢1, Lo, do, L'y € CZ(Q2) C

L .(2) CD'(Q), entao a expressao (1.4]) estd bem definida.

loc

Exemplo 1.3.2 Sejam Q C R™ um aberto, f € C®(Q) e definamos a
aplicagao Ly : CX(Q) — C°(Q2) por (Lo)(z) = f(z)p(z). Entao o transposto
formal de Ly é ele mesmo e Ly € um operador linear continuo.

Sejam ¢y, ¢o € C°(2). Entao

/Q (Lgéon) (1) () dx = / F(@) (@) (z) de
= [ @)Ls(on) (@) do.

10
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Logo, Ly = L*. Por outro lado, dados ¢1,¢ps € C°(2) e X € C temos

Li(¢r + Ag2)(x) = f(2)(d1(2) + Ada(2))
= [(2)¢1(x) + Af (2)p2(2) = Lp(dr)(x) + ALyp(d2)(x).

Agora, veja que se {¢;}52, C C(2) € uma sequéncia tal que ¢; — 0 em
CX(Q) entao pela definicao de L temos que Lyp; = fo; — 0 em CZ(€2).

Definigao 1.3.4 Sejam Q@ C R"™ um aberto e f € C®(Q) e u € D'(Q). A
multiplica¢io de f pela distribuicao u € definida por (fu,p) = (u, f¢), para
toda fungao ¢ € C°(2).

Sejam €21,y C R™ abertos e ¢ : ; — 9 um difeomorfismo, isto é, uma
bijecao de ; sobre €, tal que 1 e 1! sao de classe C*. Definamos Lo = ¢o1),
para qualquer que seja ¢ € C2°(€22). Nao ¢ dificil ver que L é um operador linear
continuo de C°(Qy) para C2°(€), e além disso supp (¢ o ¢) = ¥~ (supp ¢).
De fato,

x & supp (po)) <= (po1)) =0 <= ¢(¢) = 0 numa vizinhanga de x
<= (x) ¢ supp ¢ <= x ¢ ¥ (supp ).

Usando o fato de que supp (¢ o 1)) = ¢p~!(supp ¢) segue que ¢ o 1) possui
suporte compacto em §2; e, além disso, temos Lo € C°(£2;) pela Regra da
Cadeia.

Dada g uma funcao teste em €25, pelo Teorema de Mudanca de Variaveis,

obtemos

) (W (y))g(y) dy = ) o(x)g(~H(2)| Ay~ ()] da,

no qual |Ay~'(x)| denota o valor absoluto do determinante da matriz

jacobinana de ¢)~!. Portanto, somos levados a definir
L'g= Ay~ goy™.

11
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Devido as conclusoes obtidas, temos a seguinte definicao.

Definigao 1.3.5 (Mudanca de Variavel) Sejam 1,0y C R™ abertos, e

consideremos 1 : Qy — Qo um difeomorfismo e u € D'(2). Definamos
(uop,g) = (u,g o™ Ap™H). (1.5)

Definicao 1.3.6 (Translagao) Sejama € R" eo, : R” — R"™ uma aplicagao
definida por o,(x) = x—a. A translagao de ¢ € C°(R") € definida como sendo

a fung¢ao ¢, = ¢ o 0,. Agora, se uw € D'(R™) definamos a transla¢ao de u por

(ta, ) = (w004, 9). (1.6)

Observemos que as expressoes ([1.5)) e (1.6 apresentadas nas Defini¢oes
[1.3.5) e [I.3.6] respectivamente nos permite escrever

(Uq, @) = (w0 0g, ) = (u, 00, ")
= (u,p00_,).

Portanto, a translagao da distribuigdo u é dada por (u,, ¢) = (u,poo_,).

Definigao 1.3.7 (Reflexao) Sejam 2 C R™ um aberto simétrico em relagao
a origem e v : Q — Q uma aplicagao definida por ¥(x) = —x. A reflexdo de
¢ € CX(Q) € definida como sendo a funcio ¢(x) = (pov)(z) = ¢(—x). Agora,

se u € D'(Q) definamos sua reflexio por

(a,¢) = (uot),¢) = (u,p0 ™)

= (u, ¢ 0¢) = (u, ).

1.4 Suporte de Distribuicoes

Dadas duas fungoes continuas f; e fy definidas em algum conjunto €2
dizemos que f; é igual a fs no ponto xy € Q se fi(xrg) = fo(xo). Mas,

observemos que se f; e fo fossem distribui¢coes nao poderiamos compara-las

12



14 Suporte de Distribuicoes

ja que o valor de uma distribuicao num ponto nao esté definida. Esta situacao

é contornada pela definicao a seguir.

Definigao 1.4.1 Sejam Q C R™ um aberto e uj,us € D'() . Diremos que

Uy € Us $ao iguais se para toda fucdao teste ¢ definida em §2 estiver satisfeito

<u17 ¢> = <U’27 ¢>

Antes de apresentarmos um resultado o qual nos fornece uma condicao
necessaria para ocorrer a igualdade de duas distribuicoes introduziremos o
conceito de particao da unidade que nos auxiliard na demonstragao de tal

resultado.

Definigao 1.4.2 (Particao da Unidade) Seja Q@ C R™ um aberto. Uma
sequéncia {¢;}132, C CZ(Q) € chamada uma particdo da unidade de §) se para
7 =1,2,... estiver satisfeita as sequintes condicoes:

(1) Se todo x € Q admitir wuma vizinhanga V, a qual intercepta apenas um
nimero finito de supp ¢;;

(it) Para todo x € Q tem-se > ¢j(x) = 1;

j=1
(i19) Para todo x € Q e j=1,2,... tem-se 0 < ¢; < 1.

Segue da Defini¢ao [I.4.2) que para x, € Q fixo e V,, a vizinhanca garantida
pela condigao (i), temos que a soma » 2, ¢;(y) possui um nimero finito de
parcelas nao nulas. Disto segue, que localmente a série é uma soma finita e,

assim a série é convergente e difirenciavel termo a termo.

Definicao 1.4.3 Sejam Q@ C R™ um aberto e A = {Au}acr uma cobertura
aberta de Q). Diremos que uma particao da unidade {(Z)j};?‘;l esta subordinada

a A, se para cada o € ' existe algum j tal que supp ¢; C A,

Teorema 1.4.1 Toda cobertura aberta A de um aberto QQ C R"™ admite uma

particao da unidade subordinada a A.

Demonstragao. Vide referéncia [15], Teorema 16.1. N

13
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Teorema 1.4.2 Sejam K C R™ um compacto e Ay, As, ..., Ay abertos tais
I
que K C |J A;. Entao ezistem fungoes ¢; € C(A;) para j = 1,2,...,1 as

=1
quais satisfazem:

(i élasj(x) <1

l
(it) > ¢j(x) =1, para x numa vizinhanga de K ;
j=1

(i13) Para todo x € A; tem-se 0 < ¢; < 1.
Demonstracao. Vide referéncia [13], Teorema II1.1.2. [

Teorema 1.4.3 Sejam Q C R"™ um aberto e ui,us € D'(Q). Se para cada
x € Q existir uma vizinhanca V,, em que uy = us para todo y € V,, entao

Uy = ug para todo x € ).

Demonstragao. Seja ¢ € C°(12). Existem abertos Ay, As, ..., A tais que u;
!
e uy se coincidem e supp ¢ = K C |J A;.

J=1

Sejam ¢; € C°(A;) como no Teorema [1.4.2] Entao, podemos escrever
I
ow) =) o(x)o(x).
j=1

Claramente, temos ¢;¢ € C°(A;) pois supp (¢;¢) C supp ¢; C Aj.

Portanto,

Definicao 1.4.4 Sejam Q@ C R™ um aberto e u € D'(Q2). Definamos o suporte
de u como sendo a intersecao de todos os fechados de ) fora dos quais u se

anula. Denotaremos o suporte de u por supp u.

14



14 Suporte de Distribuicoes

Observemos que, se F' C €2 é um fechado, entao 2\ F' é um aberto. Assim,
dizer que a distribuicao u se anula em Q\F é equivalente a dizermos que as
distribui¢oes u; = u e us = 0 coincidem em Q\ F. Dai, o Teorema[1.4.3|implica
que a uniao de abertos onde u se anula é um aberto onde u se anula. Disto
segue que, existe um maior aberto o qual u se anula e este aberto é precisamente

Q\supp u. Em particular, temos supp u um conjunto fechado de €.

Definicao 1.4.5 Sejam Q2 C R™ um aberto e u € D'(§2). Definamos o suporte
singular de u como sendo a intersecao de todos os fechados de §2 com excecao
dos fechado o qual u € C*. Denotaremos o suporte singular de u por ssupp u.
Assim, a distribuicao u € dita ser C* num aberto U C Q se, eziste f € C*(U)

tal que

) = [ f@o .
para toda ¢ € C°(U).

Observagao 1.4.1 Denotaremos por £'(2) com Q C R™ aberto, o subespaco

de D'(Q) das distribui¢oes com suporte compacto.

Teorema 1.4.4 Sejam Q C R™ um aberto u € &'(Q). Existe um inico

funcional linear @ : C*°(Q) — C o qual cumpre as sequintes condigies:
(1) (u, f) = (@, f), para toda f € C*(Q);
(1) (u, f) =0 se f € C>®(Q) e supp f N supp u = (.

Demonstracao. Seja ¢ dada pelo Coroldrio a qual v € CX(Q) e
t = 1 numa vizinhanca do compacto supp u. Se ¢ € C>(Q2), entdo podemos

reescrevé-la como

o=+ (L=9)p = 1+ . (1.7)

sendo que ¢; € C°(R) e supp ¢ Nsupp u = . De fato, se

x € supp ¢g <= x € supp ((1 —)¢) <= x € supp (1 — ¢) Nsupp ¢
— zesupp (1 —¢) =2 Q\{z€Q:¢Y(zx) =1} = x ¢ supp u,

15
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pois ¥(z) = 1 se x € supp wu.

Para demonstrarmos a existéncia pedida pelo teorema, consideremos ¢ €
C>(Q) e definamos (4, ¢) = (u, ¢1), onde ¢ = ¢1 + ¢2 é qualquer decomposigao
de ¢ com ¢; € C(Q) e supp ¢ Nsupp u = ). Claramente tal decomposi¢ao
existe devido a . Agora, se ¢ = ¢ + ¢, é outra decomposigao de ¢ tal que
¢y € C°(§2) e supp ¢, Nsupp u = ), segue que ¢ — ¢} = ¢, — ¢2. Logo,

supp (¢1 — @) Nsupp u = supp (¢4 — ¢2) Nsupp u
C (supp ¢y Nsupp ¢o) Nsupp u = ().

Assim, temos que ¢; — ¢ € C(Q) estd suportada num aberto onde u se
anula, ou seja, u(¢ — @) = 0 e, portanto (u, ¢1) = (u, ;). Consequentemente

o estd bem definida.

Seja ¢; = (1 + (1 — )¢ para j = 1,2. Note que
G+ A = (G + QNP+ (1= 9)(G + AG).

Assim,

(@, G 4 AG2) = (u, (G + A)Y) = (u, (1) + (u, G2¥)
= <U, Cl> + )\<U, C2>

Logo, @ é um funcional linear. Vejamos agora que @ cumpre as condi¢oes
impostas pelo teorema. De fato, se ¢ € C2°(2) entédo (, () = (@, (+0) = (u, ().
Por outro lado, se ¢ € C*°(Q2) e supp ¢ Nsupp u = () entdo (1w, () = (a,0+ ) =
(u,0) = 0.

Para demonstrarmos a unicidade, suponhamos que existem u; e s
funcionais lineares satisfazendo as condi¢oes impostas pelo teorema. Assim,

se ¢ € C2°(Q2) temos pelo inicio da demonstragao que

(U1, @) = (U, 1) + (U1, P2) = (u, ¢1) +0

16



14 Suporte de Distribuicoes

Definigao 1.4.6 Sejam Q C R™ um aberto e {f;}52, C C*(Q). A sequéncia
{ fj};’il converge para zero se para todo compacto K e todo inteiro positivo m
as deriwadas das funcoes f; convergem uniformemente a zero em K quando

J — Q.

Observemos que, se uma sequéncia {¢;}52, C C°(€2) converge para zero
em C°(Q2) entdo {¢;}32, converge para zero em C*(2) sendo que 2 C R™ é um
aberto. De fato, como ¢; — 0 em C°(€2), entdo existe um compacto K C Qo

qual cumpre as seguintes condicoes:

(1) supp ¢; C K;
(it) D*¢; — 0 uniformemente em K quando j — oo, para todo o € IN",

Seja K’ C €2 compacto e f € IN" arbitrario. Como
sup | D7¢;| < sup[D7¢;| — 0
K’ K

quando j — oo temos que ¢; — 0 em C>(€2). Em geral a reciproca deste fato
é falsa, pois se considerarmos 2 = R" e definirmos ¢;(z) = e 7 ¢o(j '), sendo

que supp ¢ C [—1,1] e ¢o(z) =1 se |z| <  temos que
6" ()] = 127" ()| < 02— 0

quando j — oo uniformemente em z € 2.
Por outro lado, supp ¢;(x) 2 [ — Z, ‘Z} pois,

1 1 . .
¢0<£>=1<:>——<£<—<:>—‘1<3:<1
Yl 7 2 2 2
e, portanto supp ¢; nao estao contidos num compacto fixo.
Definicao 1.4.7 Seja 2 C R™ um aberto. Diremos que uma sequéncia
{u;}32, € D'(Q) converge a u € D(Q) se (u;, ) converge a (u,¢) para toda

»€CX(Q).

E neste caso, escreveremos u; — u em D'(€2).

17
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1.5 Convolucoes

Sejam f,g : R" — C funcoes continuas a qual uma delas possui suporte

compacto, a convolucao de f e g se define como

Fra)@)= [ fla—yoly)dy= / o — @) dy.  (18)
.

n

Em um ambito mais geral, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.5.1 Seja u € D'(R™) (respectivamente € E'(R™)) e ¢ € C(R™)

(respectivamente ¢ € C*(R™)) denotaremos por * a fun¢ao definida por
ux ¢(a) = (u, d,),
onde ¢q(z) = ¢la — x).
Sejam u € D'(R) e r € R e consideremos a translagao u, de u, isto é,
(ur, @) = (u, or),

sendo que ¢,.(z) = ¢(r + x).
Podemos assim, formar o quociente v, = (u, — u)r~! o qual é chamado de

quociente de Newton. E iremos mostrar que v, — d—u = u' quando r — 0.
x
De fato, seja ¢ € C°(R) entao

(br - ¢>

r

(7,6 = (1, 67) — (,6)) = (u

Seja {rj};?‘;l uma sequencia em R tal que r; — 0 quando 7 — oco. Entao,

¢; = (¢, — qb)rj_l converge a —¢' em C2°(R) quando j — oo. Portanto,

lim (v,, ¢) = (u, =¢') — (', ).

r—0

Pela demonstracao acima, temos que a derivada de distribuicoes é ainda o

limite do quociente de Newton.

18
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Teorema 1.5.1 Sejam u € D'(R"), ¢ € C°(R").
(1) A funcao ux ¢ € C*(R"™) e suas derivadas sao dadas por

D%(u* @) = (D) % ¢ = ux D¢; (1.9)

(i4) sup(u * ¢) C supp u+ supp ¢.

Demonstragao. (i). Seja {a;}32,; C R" uma sequéncia tal que a; — a quando
j — oo. E claro que ¢(a; — x) — ¢(a —z), pois ¢ € C°(R™). Portanto, temos
que

wx ¢(a) = (u, ¢a) = (u, ¢la — x)) = (u, lim ¢(a; —x))

J]—00

= lim (u, ¢(a; — x)) = lim u * ¢(a;),

Jj—00 Jj—00
ou seja, a convolugao u * ¢ é continua. Agora mostremos ((1.9). Inicialmente
consideremos o = (1,0,0,...,0) e seja e; = (1,0,0,...,0). Segue do quciente
de Newton que
1 1
~(uxdlatrer) —ux 6(a) = —|[(udla+rer — 1)) — (u, 6(a— )|
u
= <;, ola+re; —z) — ola— x)>

ou
Mas devido a nossa conversagao no inicio desta se¢ao r ! (upe, —u) — e
1
. 0 ou
Em particular, .t * ¢o(a) = <8—,gb(a — z)). Como o membro do lado
21 1

direito ¢ uma fungao continua na varidvel a segue que u * ¢ € C*(R"™). Devido
ao fato dos calculos feitos valerem de modo analago para es, es,...,e, temos
que u* ¢ € C°(R") e D*(u x ¢) = (D*u) * ¢. Por outro lado,

0 0 0
(9_mju * = 8_ai’¢(a — 1)) = —<U, a—%¢(a - x)>
0 0
= <U, GTLj(b(a - $)> =ux* (‘3TL]-¢

o que conclui a demonstracao.

(i4). Suponhamos que o ¢ supp u + supp ¢, entdo supp u N supp ¢, = 0 e
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(u, qua> = 0. Como u * ¢ se anula fora de supp u + supp ¢ temos a inclusao
sup(u * ¢) C supp u + supp f. u
De modo anélago ao Teorema temos que u € E'(R") e ¢ € C*(R")

também cumprem as condi¢oes do teorema.
Teorema 1.5.2 Se ¢, ¢ € C°(R") eu € D'(R"), entdo (ux)*xip = ux(px1)).
Demonstracao. Vide referéncia [14], Teorema 4.12. n

Teorema 1.5.3 Sejam u € D'(R"), 0 < ¢ € C(R™) tal que [p,pdr =1 e
b (z) = e "Pp(ze™t). Entdo, ux ¢. — u em D'(R™) quando ¢ — 0.

Demonstragiao. Denotando por ¢(z) = 9(—z) podemos escrever (u, 1)) =
u x1)(0). Entéo,

lim (u * ¢, 1) = lim (u * ¢.) * 1(0)

e—0+ e—0t
= lim wx (6. % 9(0) = lim (u, (9 % 9)")
- (1.10)

A igualdade em ([1.10]) segue do fato que bex1) — 1 em C°(R™), decorréncia
do Teorema [[.2.1] [ ]

Corolario 1.5.1 Seja Q2 C R™ um aberto. Entao C(Q2) é denso em D'(£2).

Demonstracao. A demonstracao deste resultado consiste em mostrar que
C(R2) ¢é denso em &'(R)). Seja ¢. como no Teorema eu € &(Q). Pelo
Teorema temos supp (u * ¢.) C supp u + supp ¢. para e suficientemente
pequeno. Assim, u* ¢, € C(2) e quando £ — 07 temos u* ¢. — u em D'(Q).

|

No Corolério vimos que CX(€2) é denso em &'(f)), mas isto é
equivalente ao que tal resultado propoe, pois seja €2 C R™ um conjunto aberto e
definamos K; = {z € Q : |z| < j e dist(z,Q°) < j7'}. Seja {¢;}52, € C*(Q)
tal que ¢;(z) = 1 numa vizinhanga de K;. Dada u € D'(f2) a sequéncia
u; = ¢;u € E'(Q) e uj — u em D'(Q). Portanto, toda distribuicao ¢é limite de

distribuicoes com suporte compacto.
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Suponhamos que {u;}52, C D'(2) tal que u;(¢) seja convergente para cada
¢ € C(€2). Se denotarmos u(¢) = lim u;(¢) é claro que u é funcional linear
J—00

e consequentemente u é continuo em C°(2). Logo, u € D'(Q).

Observacao 1.5.1 No proximo teorema denotaremos Ty, o operador

translagao Tp,(u)(z) = u(z — h).

Teorema 1.5.4 Seja U : CX(R") — CX(R") um operador continuo o qual
comuta com todas as translagoes Ty, para h € R"™. Entao, existe uma unica
u € D'(R™) tal que Up = u x ¢, sendo que ¢ € C°(R™).

Demonstracao. Devido a hipdtese de que U ser um operador continuo temos
¢ +— (U$)(0) um funcional linear continuo.

Definamos (u, ¢) = (U¢)(0) e devido a hipétese da comutatividade temos
UTy, =T,U e, portanto

(Ug)(h) = T_pU¢(0) = U(T-1¢)(0) = (u, (T-n¢))
= (u, ¢(h — ) = u* o(h).

A unicidade é evidente. [ |

Teorema 1.5.5 (Desigualdade de Young) Se f € L'(R") e g € LP(R")
com1 < p < oo, entdo fxg existe e fxg € LP(R™) q.t.px el fxgll, < ||fllllgll,

Demonstragao. Vide referéncia [17], pagina 240. [

1.6 A Transformada de Fourier em S(R") e
Algumas Aplicacoes

Se f € L'(R™) a transformada de Fourier de f se define por

F[f](&):/ e " f(x)dx, &€R™ (1.11)

n

Eventualmente para nao carregarmos a notagao denotaremos F[f](£) por
f(f) Devemos ressaltar que i = v/—1 e 2§ = 11§ + 128 + - - - + ,&,.
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Definicao 1.6.1 Seja S(R™) o subespaco de C*(R™) das fungdes ¢ tais que
sup [2*DP¢(x)| < oo, para todos o, 3 € N*. Em simbolos temos que

zeR”

S(R") = {¢ € C*(R") : sup 2°DPp(x)| < Cap, Va,B € N"},

zeR™
sendo Cy g uma constante positiva dependendo de o e 5.

Definigao 1.6.2 Diremos que uma sequéncia {¢;}52, C S(R") converge para
zero em S(R™), se para todos o, 3 € N tem-se x*DP¢p(x) — 0 uniformemente

em R™.

Em outras palavras a Defini¢ao nos diz que, tanto as fungdes de S(R")
quanto suas respectivas derivadas decrescem mais rapidamente que qualquer

poténcia de x.

Teorema 1.6.1 A transformada de Fourier € um operador continuo de S(R™)

em S(R™) e satisfaz as sequintes condigoes:

(i) FID¢](§) = £*F[¢](§), para toda ¢ € S(R");

(i7) Fla®p(x)](€) = (1)1 D*F¢](€), para toda ¢ € S(R™);
(iii) Fl¢ + b)) = F[P]F[], para todas ¢,¢ € S(R");
(iv) . Flol d¢ = ¢.7-"[¢] d¢, para todas ¢, € S(R™).

Demonstragao. (i) Seja ¢ € S(R™), entao se derivarmos a expressao (1.11))

sob o sinal de integracao, obtemos

DF[#)(&) = / ) e p(x) da. (1.12)

Agora, integrando ((1.12)) extamatemente |«|-vezes obtemos

DFO©) = [ e o) dn = (1) [ Do o) da

R™

_ /R e (a) do = € FI6)(6).

O termos nao integrando da integracao por partes é nulo, pois ¢ possui

todas as suas derivadas iguais a zero no infinito.
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(77) Note que, se ¢ € S(R™) temos que

/ —zr.ﬁ oz¢
]Rn

= (= 1)‘“' D(e " )p(x) da = (—1)* DF[¢](€).

Finalmente, vejamos que a transformada de Fourier é um operador continuo
de S(R") em S(R™). De fato, seja ¢ € S(R™) arbitréria, entao por propriedade
de supremos |zDP¢(x)| < sup |z*DP¢(x)| < C4.p, para todos a, 3 € N™.

R”

Combinando (i) e (i7) obtemos

EDPFIO)(€) = (=)PIF[DS (2P ()] (€). (1.13)

Da expressao (1.12)) segue que

sup [£* D7 F[9)(€)] < [ Dg ("¢ ()1 < oo (1.14)

zeR?

Portanto, se ¢; = 0 em S(R™) da estimativa (|1.14]) obtemos

D FNOI < [ Do @)lde< [ s |Dz<x%<x>>|daz

n zeR™
1 "D (2 / -
\xSEUREIK +|JZ|) QSJ | 1+|ZL’| n+1 =G

Como ¢; — 0 segue que F[¢;] = 0 em S(R") quando j — oo.

(731) Usando as expressoes (|1.8) e ((1.11]) obtemos que

—izg T — T = e p(x — T
= [ e [ se—nwdyds= [ v [ e ota =y dedy
[ v [ e dndy = [ () [ e e o) dedy
[ v F ol dy = (FAF)(©).
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(1v) Usando a expressao (|1.11)) obtemos que
/ (Flolv)(€) dﬁZ/ / e (a)(€) dede = | (9F[Y))(x)de. W
R n JRe Rn

Exemplo 1.6.1 Calcule a transformada de Fourier da funcao ¢ : R — R
2

x

definida por ¢(x) = e~z .

Solugao. Para o calculo de tal transformada faremos um caminho indireto,
isto é, nao usaremos de imediato a férmula ([1.11)).

Note que, a fungao ¢ é solucao do seguinte problema de valor inicial

¢'(z) + zp(x) =0
$(0) = 1.

(1.15)

Como ¢ € S(R) aplicando F em (|1.15]) e usando as propriedades de F

obtemos

d

Fig@)] + Flao(a)] = 0 = €716](€) - 7.F101©) =0
= EFIOE) — 3 7 TIOE) = 0

= i(€F10(6) + F1I©)) =0

Portanto, a transformada de Fourier também satisfaz o problema de valor
inicial (1.15)). Logo, F[¢] = c¢¢. Tomando em particular & = 0 temos ¢ =
Fl9](0) e, assim

FIo)(€) = FIo(0)]o() = () /R Edr— e SVEr.  m

Agora, se estivermos interessados em calcular a transformada de Fourier de

_le? : :
¢(r) = e 2 em R" escrevemos a integral da transformada de Fourier como

produto de integrais unidimensionais, assim obtendo

FIONE) = el = e T (116

24



1.6 A Transformada de Fourier em S(R") e Algumas Aplicagoes

Teorema 1.6.2 (Férmula de Inversao) A transformada de Fourier é

continuamente invertivel de S(R") em S(R") e

1
(2m)"

Fol) = s [ €00 ds o€ SR

Demonstragao. Seja ¢ € S(R"™). Entao

~ 1

FHAW) = gy [0 de = [ e [ emoayas )

Observemos que nao podemos inverter a ordem de integragao em ([1.17)),

pois e~@~¥)¢p(y) ndo possui médulo integravel em &. De fato,
[ e o) de = o) 7] = .

ou seja, e ‘@ ¥ep(y) ndo é integravel para ¢ # 0. Para contornarmos este
=2
fato, definamos 1. (x) = ¥ (ex) sendo que ¥ (z) = e~ . Pela férmula (1.16))

obtemos F[t1] = 11 (27)2. Além disso, se fizermos a mudanca w = ex temos

que

Fd©) = [ eieyde = [ et () du

=g " /n e—iw%d,g(%) dw=¢™" /n e_iwgwl(w) dw = 5_"]:[%/11](5)

€
Agora observemos que

GO de = [ wu()e™ / G (y) dy dE
R R

n

- Sz —y)dy = | dla+y)(y)dy

]Rn

—2m? [ gz +y)eon (L) dy
R™ E

w3

= (2n) d(x +e2)iP(2) dz.

Rn
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1 Teoria Basica

Se fizermos € — 07 teremos ¢(x +ez) — ¢(x) e 1.(z) — 1. Portanto, pelo

teorema da Convergéncia Dominada temos que

[ esiere = [ tim vu(eore) ae
= lim [ (™€) d = (2m)? lim [ @l +e2)ihi(2) dz
=0t JRn e=0% JRrn

= @0)F | ol)n()dz = @n)f | (s = (2)5o(a)(2n)

= (27)2 ¢(a).

O caso em que F o F~! = I4 segue de modo andlago. Para demonstrarmos
a continuidade da transformada de Fourier note que |¢| < M para alguma
constante M > 0 e |e"¢(z) — e ¢ (x)| < 2|p(x)|. Assim, pelo teorema da
Convergéncia Dominada F[¢](n) — Fl¢](§) — 0 quando n — £ o que implica

em F ser continua. [ |

Teorema 1.6.3 Se ¢, € S(R™) entao ¢ de = L / ngE
R™ (27)" Jrn

Demonstracao. Observemos inicialmente que

Fla) = e [ U0 dE = o [ i) da
1 —=
R

_ 1 -
Agora, segue do item (iv) do Teoremall.6.1|que pYdr = / OX
R R

1.7 Transformagao de Fourier em S'(R")

Um funcional linear continuo em S(R™) com valores em C é dito uma
distribuicao temperada. O espago das distribuicoes temperadas serd denotado
por §'(R™).

Note que, se u for uma distribuicao temperada, entao a restricao de u a

fungdes teste é uma distribuicao e, além disso C2°(R™) é denso em S(R"), vide

26
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1.7 Transformacao de Fourier em S'(R")

referéncia [14], Lema 7.18 . A seguir apresentaremos uma caracterizacao para

a continuidade em S’'(R™).

Teorema 1.7.1 Seja u um funcional linear em S(R™). As sequintes condigoes

sao equivalentes:
(1) u € continuo;

11) Existem M., m € Z_ tais que
( ) ) + q

(u. @) <M Y sup|([1+ [z)"Db(x)], ¢ € S(R).

|a|l<m
Demonstragao. Vide referéncia [13], Teorema V.1.4. [

Definigao 1.7.1 Se u € S'(R") definamos a transformada de Fourier 4 de u

por

(0, ¢) = (u,9), ¢€SER).

Teorema 1.7.2 (i) Se f € L'Y(R"), a transformada de Fourier de f como
distribuicao temperada coincide com a transformada de f dada por (1.11));
(i1) Se u € E'(R™), entdo @ € C°(R™) é dada por 4(€) = (u,, e ™%);

(i1i) Se u € S'(R™), entao Do = €94, 1°u = (=Dl Dog e 4 = (2m)u;

(iv) Se f € LA(R"), entdo f € L*(R") e || f|3 = (2m)"(|f[3-

Demonstragao. (i) Seja v € S(R™). Entdo as duas defini¢oes da
transformada de Fourier de 1 coincidem em virtude da propriedade (iv) do
Teorema [1.6.1] Quando f € L'(R") basta tomar ¢; € S(R") tal que ¢; — f
em L'(R") para obter

Fifwde = lim | FlJode

R" R"

= lim Y Fly] dx

j—)OO R”

= fFYdx, ¢ e S(R").

Rn

(i1) Sejam ¢ e ¢. como no Teorema e definamos u. = u * ¢. com
u € &'(R™), entdo u. — u em E'(R™) e, em particular u. — u em S'(R")
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1 Teoria Basica

consequentemente . — 4 quando € — 07. Como 4. € L'(R") decorre de (z)

que
() = (1 0, e™) = {1, e e™) = G(e€) (7).

Fazendo ¢ — 0 segue que ¢(€) — 1 em C®(R™), entdo i.(£) — (u, e~¢)
em C*®°(R"). Em particular 4. — (u,e ) em S’(R") e pela unicidade do
limite segue a férmula em (i7).

(7i1) As primeitras férmulas segue de imediato devido ao Teorema ea
Defini¢ao [[.7.1} A tltima férmula decorre do Teorema [1.6.2]
(iv) Seja {1;}52, € S(R™) com 9; — f em L*(R"). Note que
iy = ull = [ 1y =P e = [ (= )@y~ ) da
Rn n
= (27)"[lvo; — ¥l

Portanto, {¢; 21 ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(R"), como L*(R") é

completo, segue que 1; — 1 € L2(R™). Assim,
(f,8) = {f,0) = lim (5, 6) = lim {4y, 6) = (,9)

o que mostra f = i) € L2(R").

Por outro lado,
1F113 = lim [[oy]l5 = (2m)" lim [ly5]3 = (2m)"|[fll2. ™
j—oo j—o00

A férmula apresentada no item (iv) do Teorema é chamada Identidade
de Plancherel.
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CAPITULO

2

Caracterizacao de HP(R")

estudo dos espacos de Hardy teve inicio durante os anos 1910 e 1920

no contexto de séries de Fourier e analise complexa em uma variavel,

e com o decorrer do tempo se transformou numa teoria rica e com

desdobramentos em varios tépicos, fornecendo um importante material para o

estudo de fungdes maximais, integrais singulares, e para a teoria dos espagos
LP(R™).

Um dos aspectos importantes desta teoria se refere ao fato de que os espagos

de Hardy HP(R™) sao equivalentes aos espacos LP(R™) quando p > 1, mas

quando p = 1, esses espagos sao melhores para o tratamento de questoes ligadas

a andalise harmonica, do que os espacos LP(R™) (vide as referéncias [18] e [19]).

2.1 Funcoes Maximais

Se f é uma distribui¢ao temperada e ¢ € S(R"), a convolugao f * ¢ é uma
fungdo bem definida e de classe C*°(R"™), pelo Teorema (de crescimento
polinomial no infinito). Denotaremos por Rﬁ“ o semi-plano superior composto
de todos os pontos (z,t) € R"*! tais que x € R" e t > 0.

A conexado dos espagos de Hardy HP(R™) com as fungoes harmonicas
definidas no semi-plano superior ]R’f:rl pode ser feita considerando-se o produto
convolugao f * P, com P, definido por Py(z) =t P(%) com t > 0 e P sendo
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2 Caracterizagao de H?(R")

o nucleo de Poisson de ]R?rJrl dado por

Pa) = —"—— ¢, =C(n).
(14 ]xf?) 2

O produto de convolucao f x P, nao esta bem definido para distribuicoes
arbitrarias, pois P nao pertence ao espago S(R™). Assim, a teoria dos espagos
HP(R™) exige uma restri¢ao natural na classe das distribui¢oes. Por esse motivo
torna-se necessario trabalhar-se na classe das distribuigoes limitadas, ou seja,
f € S'(R™) tais que f x ¢ € L*(R™) qualquer que seja ¢ € S(R"™). De agora
em diante distribuicao significard distribui¢ao temperada.

Note que, se f é uma distribuigao limitada e h € L'(R™), entao a convolugio
f * h pode ser definida como uma distribuicao. De fato, seja ¢ € S(R").

Podemos definir

(b d) = (fxd ) = / (f * ) (2)h(z) de,

n

em que f(z) = f(—z). Além disso, f * h também é uma distribuicao limitada
e, ainda f * (hy % ho) = (f * h1) * hy se h; € L'(R™) para j = 1, 2.

Assim, se P € L'(R"), segue que f * P, estd bem definida para toda
distribuicao limitada f. Note que, para cada t fixado f * P, é uma funcao
de classe C>°(RR") e limitada.

Observacao 2.1.1 O espaco das distribuicoes limitadas serd denotado por
Sy (R™).

Definicao 2.1.1 (Fungao Maximal) Sejam ¢ € S(R") e f € S/(R"). A

funcao mazximal de Hardy-Littlewood associada a f € definida por
My f(x) = sup [f * ¢ (z)].
>0

Consideremos a cole¢ao de semi-normas em S(R"), definidas por P, 5(f) =
|290° f||oo com f € S(R™). Seja N € Z, fixado (a ser escolhido). Definamos

F=TFn={p€SR"): Pap(d) <1, |a,|B] < N}.
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2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Definamos a grande fungao maximal de f € S’(R") associada a familia F

por

Mz f(x) = sup M, f(x).

peF

Finalmente, se f é uma distribuicao limitada, definamos u(x,t) = f x Py(x)

a integral de Poisson de f, definida no semi-plano superior. Seja

u(z) = sup |u(y,?)]

l[z—y|<t

a fun¢ao maximal nao-tangencial de u e

u* () = sup u(z, 1)
t>0

a funcao maximal radial de u.

2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Definigao 2.2.1 (Operador Maximal) Seja f € L. (R"). O operador
mazimal de Hardy-Littlewood ¢ definido por

r>0

1
M (@) = sup o / Wl

Em alguns contextos define-se o operador maximal da Definicao sobre

cubos ao invés de bolas. Se Q, ¢ o cubo [—r,r|" define-se

/) = sup —— .
M) =swp i [ 11— )y

T

E claro que se n = 1 temos M e M’ coincidem. Agora se n > 1 existem

constantes ¢, e C,, ambas dependente de n tais que
M f(z) < Mf(z) < C .M f(x). (2.1)

Por causa de (2.1) os dois operadores M e M’ sdo equivalentes.
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2 Caracterizagao de H?(R")

Definicao 2.2.2 (Fungao Distribuicao) Seja f : R" — C wma fungao
Lebesgue mensurdvel e | - | a medida de Lebesque definida em R™. A fung¢do
Ar:(0,00) = (0,00) definida por

Ap(a) = Hz € R" - [f(2)] > a}]

¢ chamada funcao distribuicdo de f e denotada por Ay.

Proposigao 2.2.1 (i) A € decrescente e continua a direita;
(i1) Se |f| < |g|, entdo Ay < Ay;

(4ii) Se | f;| € crescente para |f|, entdo Ay, € crescente para Ay;
(iv) Se f =g+ h, entio Ap(a) < A\g(50) + An(50).

Demonstragao. Vide referéncia [17], Proposigao 6.22, pagina 197. [ |

Proposicao 2.2.2 Se 0 < p < 0o, entao

/ \f|pdx:p/0 "1\ (a) da

Demonstragao. Vide referéncia [17], Proposigao 6.24, pagina 198. [ |

Observacao 2.2.1 Seja f uma funcao mensurdvel definida no aberto Q@ C R"

a valores em C e 0 < p < co. Definamos [f], = (sup ozp/\f(oz))%.
a>0

Definigao 2.2.3 O espaco LV,
um aberto Q C R™ tais que [f], < oc.

raco(§2) € 0 espago das fung¢oes mensurdveis sobre

Proposigao 2.2.3 LP(Q) C LE ().

'I’(lCO(

Demonstracao. Definamos A= {x € R" : |f(z)| > a}. Entao, se f € LP(2)

temos que
aPAp(a) = al{x € Q:|f(z)| > a} :ap/A dx
<af | oaP|f(z)Pdx = z)|Pdx < z)|Pdx = P
<o [a@pie= [ 1@pd< [ 1@pa =g

Portanto, LP(Q2) C L% . (). [
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2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Proposigao 2.2.4 (Desigualdade de Tchebyshev) Seja f € L'Y(R").
/1]
o

Entao, para todo a > 0 tem-se Ap(a) <

Demonstragao. Definamos como anteriormente A = {z € R" : |f(x)| > a}.
Entao, se f € L'(R") temos que

5= [ Aoz [ I51de> [ ade—al4.
R™ A A

Lema 2.2.1 (Recobrimento de Vitali) Seja E um conjunto mensurdvel de
R™ o qual ¢ coberto por uma familia de bolas {Bj};?‘;l de diametro limitado.

Entao podemos selecionar uma subsequéncia disjunta de bolas By, Bs, . .. (finita
ou infinita) tal que ), |Bi| = 57" E].

Demonstragao. Vide referéncia [1§], pagina 9. ]

Teorema 2.2.1 Seja f € L'(R™). Existe uma constante C = C(n) > 0 tal

que para todo o > 0 tem-se
n C
{o € R - [Mf(2)| > a}| < I f]. (2.2)

Demonstragao. Seja a > 0 fixado. Definamos E, = {z € R" : Mf(z) > o}

e mostremos que E, é um conjunto mensuravel. De fato,

Mf(z) =su / ) dy = su / )| d
f(z) T>I@.)|Bwr] (@) y)ldy = reQ,P>0|B$7°’ (z,r) )l dy.

Sendo a aplicacao r m / Blaw) |f(y)| dy mensuravel pois é continua
e @ mensuravel e denso em R, segue que M f é mensuravel. Além disso
= (Mf)((a,0)) e, portanto E, é mensurdvel. Agora, se z € E, temos
que M f(z) > «a, portanto existe r, > 0 tal que, pondo B(z,r,) = B, temos

que

1

./\/lf(x) —e< @ .

|f(y)| dy.
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2 Caracterizagao de H?(R")

Tomando em particular e = M f(x) — a > 0 obtemos que

/ £l dy > alB.) = |B.] < o~V £l (2.3)

T

E claro que B, C |J B, e o diam(B,) é uniformemente limitado devido a
p<I O

(2.3)). Pelo Lema existe {(B,);}jescn C {By}aer, tal que os (By);’s sdo
disjuntos e > [(B;);]| = 57" E,|. Combinando (2.3) com a tltima estimativa

jeJ
segue que
19> [ 1@l =Y [ Il
jL€JJ(B-r)j jeg 7 (Ba);
> Za|(Bw)j| > ab57"| Byl
jeJ
Portanto, tomando C' = 5" temos que |E,| < £ f]]:. [

Observacao 2.2.2 A desigualdade [2.7 é chamada desigualdade fraca do tipo
(1,1) e M operador do tipo fraco (1,1).

Teorema 2.2.2 Seja f € LP(R").

(i) Se 1 < p < oo entao Mf € LP(R"™). Além disso, ||Mf|, < An,p)|If|lp;
(17) Se 1 < p < o0 entdo Mf < oo q.t.pxz € R™.

Demonstragao. (i) Se p = co entdo temos que

1 1
Mf(z) = sup ——— \f(y)ldyésup—/ sup | f(y)| dy
r>0 ’B(I7 T)| B(z,r) r>0 |B($, T)‘ B(z,r) yeB(z,r)
= sup |f(y)| < sup [f(y)]. (2.4)
yeB(x,r) yeR?

Portanto, segue da estimativa (2.4) que |[Mf|lw < ||f|lcc € consequente-
mente Mf € L>®(R").

Agora, suponhamos que 1 < p < oo. Para a > 0 fixado, definamos

=
=
=
A
R IR
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2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

e mostremos que f; € L'(R™). De fato, seja A = {z € R" : |f(z)| > $}, entdo

[ inla = [ ispip s
< (%)l_p/]Rn\f\pdx

aN1—

= (5) 1l < .

Agora, mostremos que |f(z)| < |fi(z)| + §, para todo z € R™. De fato,
se x € R™ ¢é tal que |f(x)| > § temos que |f(x)| = |fi(z)| < |fi(z)] + §. Por
outro lado, se x € R™ é tal que |f(z)| < § entao |f(z)] <0+ § = |fi(z)| + 5.
Dai,

M / )| d
f(x) = ili%)\B:M\ . y)| dy
< SuUp +3 !
ng B@,r) /B ] S
1
< S fsup——— |f1(y)] dy,

2 r>0 ‘B(.T,T)’ B(a,r)

ou seja, M f(z) < Mfi(z)+ 5. Em particular, se tivermos M f(z) < § entao
Mf(z) < a. Logo,

Ea:{xeR":Mf(w)>a}C{a:€IR”:Mf1(x)>%}.

Pelo Teorema temos que

[Bal < [{z € R*: Mfi(2) > T}

2
< —5n/ | f1] dx
8} n

2.5"
= / |fl|dm

Definamos g = M f e seja )\, sua funcao distribui¢ao. Entao combinando
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2 Caracterizagao de H?(R")

a Proposicao e o Teorema de Fubini temos que
/ MF()P de = p/ P\ (a) da — / 0| B, da
Rn

o n2
/ 5—&” 1/|f )| dz do
—5"2p/ /oz” | f ()| d da
2[f(x
:5"2p/ / ap_2|f(x)|dadx

_ 0" »
- /}Rn|f(x)| dx
B 5"2Pp P

- S22l <

Portanto, tomando A, = 2{/% temos que [|[Mf|l, < Ayl fll,-
(#7) Fagamos inicialmente o caso em que p = 1. Para este caso inicial, seja
B ={x e R": Mf(x) < co}. Dali, usando as propriedades da medida de

Lebesgue temos que

IB°| = H g {x e R": Mf(x) < k:}}

k=1

:)ﬁ{xERn:Mf(m)Ek:}’

<Hz eR": Mf(z) =k}

8

<[ yw)de. vk
.

C
= Il —0

quando k — oco. Portanto, Mf < oo q.t.p x € R™.

Agora, se p = 00, segue que sup |f| < oo, portanto
zeR?

Mi) = sp e [ 1wl

r>0

< [ flloe < 00
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2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Finalmente, se 1 < p < 0o pelo item (i) temos Mf € LP(R™) e nao temos

nada o que demonstrar, pois ja o demonstramos anteriormente. ]

Observacao 2.2.3 A desigualdade (i) do Teorema[2.2.3 é chamada desigual-
dade forte do tipo (p,p) e M recebe o nome de operador do tipo forte (p,p).

Teorema 2.2.3 O conjunto das funcoes continuas em R™ com suporte

compacto denotado por C.(R™) € denso em LP(R™) com 1 < p < 0.
Demonstragao. Vide referéncia [20], Teorema 4.12. [

Corolario 2.2.1 (Diferenciagao de Lebesgue) Se f € Ll _(R") entdo

loc

im——— [ fy)dy= ()

r=0 |B(CL’, T)| B(z,r)
g.t.p xr € R".

Demonstracao. Vejamos inicialmente que se demonstrarmos o corolario para
f € L*(R") entdo consequentemente teremos demonstrado para f € L}, (R").
De fato, seja z € R™ tome j € IN suficientemente grande, tal que z € B(0, j).

Definamos ¢ = xp,)f € L'(R"). Assim, para quase todo z € B(0,7)

temos que
6(r) = X0y F(2) = lim — - J() () d
= XB(O,]) - 7”1—>0 |B<I, T)| Bler) XB(O,]) Yy y)ay
1
= lim ————— fly)dy
P B Joen T
. 1
= lim ———— o(y) dy

r—0 |B($7 T)| B(z,r)

sendo assim, podemos considerar sem perda de generalidade f € L'(R").
Usando o Teorema segue que para cada k € IN existe ¢ = ¢ € C.(R")
tal que ||f — &l < k™1

Fixemos # € R", k € N e definamos ¢,(z) = m fB(:w) é(y) dy. Como
¢ é uniformemente continua, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que |¢(y) —o(z)| < e

sempre que |y — x| < 0.
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2 Caracterizagao de H?(R")

Se tomarmos 7 < J, temos

r¢r<w>—¢<x>r:]m . )¢<y>—¢<x>dy

< / )| dy
x/r‘ [L"I’

<E.

1
Definamos f,.(z) = m/ f(y) dy. Entao,
x,r)

limsup |f, (z) — f(2)| < limsup{|,(z) = 60 (@)] +[¢n(x) = 6(a)| + |o(x) = (@]}

r—0

Segue da expressao acima que

Hy € R" : limsup | f.(y) — f(y)| > a}’ Hy eR": lirfjélp 19 (y) — o(y)| > g}‘

r—0 3
i {y cR": 1ix?jélp 1fr(y) — & (y)] > %H
+ {y cR"™: hr,{l_?(l)lpW(y) f)l > 3}
_ Hy € R" : lim sup | (y) = on(y)| > %H
+{yer msuloty) — 1)) > 5|
r—0

Mas, por outro lado temos que

lim sup | f, = limsu ‘ / ‘}
Hop!f(y) nsup ‘erl -

<11msup—/ (2) — ¢(2)| d=
h r—0 |B(‘T7T)| B(z,r)

SM(f = 9)(y).

Agora, se definirmos A = {y € R" : 3| f(y) — ¢(y)| > 1} e usarmos o fato
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2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood

do operador M ser fraco do tipo (1,1) temos que

{yer imsuwp|£,) = W) > a}| < [{y e B M(F = 0) ) > 5 ||

+HyeRnwﬂw—¢@N>g}

3
:/Aldx+ HyelR”:M(f—¢)(Z/) > %H
<22 [ 1) - ol dy-+ 2115 - ol

<Cf =gl <Ck™ — 0

quando k — oo. Como a > 0 é arbitrario, segue que hH(l) |fr — f] =0 qt.pe,
r—

consequentemente lir% |fr — f| =0 q.t.p. [ |
r—

Observagao 2.2.4 A desigualdade do tipo forte (p,p) nos diz que o operador
M LP(R™) — LP(R™) € limitado para 1 < p < oo. Por outro lado, da
desigualdade fraca do tipo (1,1) conclui-se que M : L*(R"™) — L% (R™) é

fraco

limitado.
Proposigao 2.2.5 Se f € L'(R") e f # 0, entio Mf ¢ L'(R").

Demonstragao. Vejamos que se f € L'(R") e f # 0 q.t.p, entdo existe uma

constante C' > 0 tal que
C
Mﬂ@>@@ﬁh Viz| = 1.

De fato, seja f € L*(R") e r > 0, entdo lim fB(OT) |f|dz = ||f]l1. Dali,
r—00 ’
existe kg € IN tal que

1
[ islde =] < G ¥ e
B(0,r)

Seja k = max{1, ko}. Entao,

1
[ flde > 5l
B(0,k)
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2 Caracterizagao de H?(R")

Seja |z| > 1. Claramente B(z,2|z|k) D B(0, k), facamos 1o = 2|x|k e note
que |B(z, 7o) = ea(2fz]k)" = ¢Jz]". Da,

1
Mf(z) = sup / fldo > ] do
T’>0 |B z,r | (z,r) | (I 7“0)| B(z,ro)
> —— = — .
C/|J}|n”fH1 |fL’|"HfH1
Portanto, concluimos que M f ¢ L'(R"). [
1

Agora, considerando a colecao F e as fungoes u— e u* definidas
anteriormente podemos enunciar o teorema central deste capitulo o qual

caracteriza uma classe de fungoes.

Teorema 2.2.4 (Caracterizagao Maximal de H?(R")) Seja f € S'(R")

e 0 < p < oo. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Eziste uma fungio ¢ € S(R"™) com [, ¢pdx # 0 tal que Myf € LP(R");
(i1) Existe uma cole¢do F tal que Mxgf € LP(R");

(1ii) A distribuicao f € S (R") e u* € LP(R").

Demonstracao. Vide referéncia [19], Teorema 1. n

Se uma distribuicao f cumprir qualquer uma das condig¢oes do Teorema
da Caracterizacao Maximal e, portanto todas, diremos que f pertence a
HP(R™). Denotaremos isto por f € HP(R").

Definigao 2.2.4 (Espago de Hardy) Se 0 < p < oo o espago de Hardy
HP(R™) € definido como sendo o espago das distribuicoes temperadas de R™ as

quais a func¢ao maximal pertence a LP(R™). Em simbolos
HP(R") ={f € S'(R") : M,,f € LP(R")}.
E ainda, no espago HP(R™) definimos || || sr@ey = Mg fllp- E claro que

[ f| 2o (rn) € somente norma se p > 1, caso p <1 temos || f||5pgny subaditiva.
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2.3 Algumas Propriedades de H?(R")

2.3 Algumas Propriedades de H?(R")

Algumas propriedades vélidas em LP(RR™), para p > 1 também sao vélidas
para os espagos HP(R™) com sutis modificagoes. Tais propriedades estao

listadas abaixo:
(i) Completude: HP(R™) é completo com a métrica p(f,g) = || f — gll5mmn);
(it) Completude Fraca na Bola Unitdria: Se f; € HP(R™) com || f;||armn) < A,

entdo existe f € HP(R™) e uma subsequéncia f;, tal que f;, — f no sentido
das distribuicos;

(1ii) Aproximagoes em Norma: Seja f € HP(R"™), e seja ¢ € S(R™) com
f]Rn ¢dr = 1. Entao, || f * ¢t||Hp(]Rn) < C||f||Hp(Rn) e fx¢py — fem HP(R") em
“norma” para t — 0;

(iv) Definibilidade: Para cada f € HP(R"), existe uma fungao fy(z), definida
q.t.p & € R", tal que para cada ¢ € S(R") satisfazendo [, ¢da = 1, tem-se

(f * &) (x) — fo(x) q.t.p x € R™, para t — 0;
(v) Se p<1e fe HP(R™), entdao f é continua em R" e

O < AP D fll gy, € € R™

Ainda nas condigoes anteriores, temos que proximo da origem

£(©)

—‘ﬂn(l/pfl) —0, &—0.

As propriedades listadas acima, estao intimamente ligadas com o fato
de que HP(R™) = LP(R™), para p > 1. Neste capitulo, apresentaremos
a demonstracao deste fato, assim como outras propriedades associados aos
espacgos HP(R™).

Definicao 2.3.1 Seja F Ri“ — C uma funcdo Borel mensurdvel definida
por F(x,t) = f * ¢(x), com f € S, (R™). Definamos F*(z) = sup |F(y,t)].

lx—y|<t

Proposicao 2.3.1 A funcao F* € semi-continua inferiormente, isto €, para
todo a > 0 o conjunto A, = {x € R" : F*(z) > a} € aberto.
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2 Caracterizagao de H?(R")

Demonstragao. Seja a > 0 fixado e seja xg € A, arbitrario. Entao, devido
a defini¢ao do conjunto A, temos que F*(zg) > a.

Defina I'(zg) = {(y,t) : |zo — y| < t}. Assim, existe (yo, o) € I'(zo) tal que
|F'(y0,t0)] > . Tomando 6 =ty — |xg — yo| mostraremos que B(xg,d) C A,.
De fato, se x1 € B(xg,0) entao |x1—yo| < |21 —x0|+|z0—y0| < 0+]|z0—y0| = to
o que implica em (yo, o) € I'(xy). Portanto, F*(z1) = |F(yo,to)] > a. [

Agora fixemos a > 0 e definamos F*(z) = sup |F(y,t)|. E claro que se
jo—yl<at

0 <a <b,entao Ff(zx) < Fy(x) e consequentemente

/ i) dr < / @) dr. (2.5)

No entanto, uma pergunta natural é saber em que condigoes a desigualdade
(2.5) ¢é valida no sentido contrario. Nosso objetivo no presente momento é

responder a tal pergunta.

Definicao 2.3.2 Seja G C R™ um conjunto fechado e 0 < v < 1. Um ponto
x € R™ € chamado de ponto de densidade global de G se

|B(x,7) NG|

<—————, Vr>0.
|B(z,7)|

Proposicao 2.3.2 O conjunto G* = {x € R" : x é ponto de vy densidade global de G}

€ um conjunto fechado.

Demonstragao. Seja {z;}52, C G* uma sequéncia tal que z; — x quando
Jj — oo. Como os x;’s sao pontos de 7-densidade global de G temos por

definicao que

|B(z;,r) NG| 1 /
< = XB(z;,r dy
By, )| e Jg P

Pelo Teorema da Convergéencia Dominada podemos concluir que

_ IB@r)ng]
(z; , vV 0.
\/XB o TB@n T
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2.3 Algumas Propriedades de H?(R")

E claro que XB(;r) — XBler) © fg XB(r) dy < |B(x,7)|. Portanto,
provamos que x é ponto de ~v-densidade global de G, isto é, x € G* e,
consequentemente G* é fechado. |

Observemos que, como G é fechado por definicao temos G* C G pois, se
existe 19 € G* tal que 7y ¢ G = G, entdo existe ry > 0 tal que B(zq,79)NG = 0,
ou seja, o ponto xy nao é ponto de y-densidade de G o que é um absurdo.

Agora definamos A = G¢ e A* = (G*)°. Pela observagao acima, segue que

AcC A
Lema 2.3.1 Eziste uma constante C = C., > 0 tal que |A*| < C,|Al.

Demonstracao. Observemos inicialmente que

|B(z,r) NG|
| B(,7)]

| Bz, ) NAl

€A < Jdr > 0:
|B(x,7)|

<vy<=dr>0: >1—7,

pois sendo G U A = R", temos |B(x,r) NG| = |B(z,7)| — |B(x,r) NA|. Dai,

Bz, ) NGl _ | |BnN A
|B(z,7)] |B(z,7)|
B N
ou seja, % > 1 — ~. Similarmente, podemos escrever esta tltima
x,r

desigualdade como

1 1
=T XA(y)dy>1_7:>MXA($):SUP—/ xaly)dy >1—1.
|B(fL’, T’)| B(z,r) r>0 |B(1', T)| B(z,r)

Portanto, usando a definicao de A* obtemos que
A < {z € R" : Myu(z) 217}

Mas o operador de Hardy-Littlewood como sabemos é fraco do tipo (1, 1),

isto é, o operador satisfaz a desigualdade (2.2)). Assim, podemos escrever

< Alnp) _ Alp)
< 2 ady = TR

A(n, p)
—

Portanto, tomando C., = terminamos a demonstracao do lema. W
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2 Caracterizagao de H?(R")

Lema 2.3.2 Para algum 0 < v < 1 tem-se {x € R" : Ff(z) > a} C A* com
A={zeR": Ff(z) >a} =G° G ={x e R": Ff(z) < a}, A* = (G)°

onde x denota o conjunto dos pontos de y-densidade do conjunto.

Demonstracao. Scja z € {x € R" : F;’(z) > a}. Entdo, entao por defini¢ao

sup |F(y,t)| > «a e, existe (y1,t1) € I'h(x) tal que |F(y1,t1)] > «. Vamos
ly—z|<bt
mostrar que z € A = (G*)° e, consequentemente x nao serd ponto de -

densidade de G. De fato, temos B(y;,at;) C A, pois se z € B(yj, aty) temos

|z —yi| < aty, dal Ff(z) = sup |F(y1,t1)| > « e, portanto z € A.
lz—y1|<aty

Afirmamos que B(yy,at1) C B(xz,(a + b)t;). De fato, para z € B(y;,aty)

temos |z — y1| < at; e, portanto
|z —z| < |z—w|+ |y — 2| <aty + bty = (a+ bty

mostrando assim que z € B(x, (a+b)t,). Logo, B(y1,at,) C B(x,(a+b)t;)NA

e, portanto

|B(z, (a+ b)t;) N Al < |B(yi,aty)]  a”

|B(z,(a+b)t1)] = |B(z,(a+b)ty)| (a+0b)n

Agora, como ja fizemos anteriormente temos que

Bl (a+0)t)NG| _ @

[B(z,(a+b)t))] " (a+bdm "
Portanto, basta tomar v tal que 1 — # < v < 1. Com tal v o elemento x
nao é ponto de y-densidade global de G, ou seja, x € (G*)°. [ |

Combinando os Lemas 2.3.1] e 2.3.2] obtemos
Hz e R": F)(z) > a}| < C,{x € R": F(x) > a}|.
Proposicao 2.3.3 Eziste uma constante C' = C(a,b,n) > 0 tal que
/ F(z)dx < C’/ Fr(z)dx.

Demonstragao. Segue imediatamente da Proposicao [2.2.2] ]
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2.3 Algumas Propriedades de H?(R")

Portanto, pelos resultados apresentados, podemos concluir que a integral
em LP(R™) nao depende da abertura a do cone I'(x) = {(y,1) : |z — y| < at},
isto ¢, Fy € LP(R") se, e somente, se ¥ € LP(R™). Assim, podemos tomar
em particular b = 1 e escolher C' = (1 + a)".

O lema nos da uma util estimativa pontual da funcao maximal de Hardy-

Littlewood em termos do operador maximal.

Lema 2.3.3 Sejam f € L}, .(R™) e ¢ € S(R"). Existe uma constante C =
C(¢) tal que My, f < CMF.

~ e o . n -
Demonstragao. Suponhamos inicialmente que ¢ = > i=1 GjXB; seja uma
funcao simples em que B; = B(z,r;) com a; nao todos identicamente nulos e,

ainda que [, ¢dr =1, ou seja, Y7,

L] o)renal

’T'L

zk; e /ijt)'f(x‘y)'dy
(Z 0| Bl ) M ().

aj|Bj| = 1. Assim, temos que

|f * di(z)] =

Portanto, pela definicao da funcao maximal de Hardy-Littlewood temos
que My f(x) = Sup [ ()| < Mf(x).

Suponhamos 0 ¢ € S(R™) radial e decrescente, isto é, ¢(z) = ¢(|z|)
com ¢ : [0,00) — C decrescente. Nesse caso podemos aproximar ¢ por fungoes

simples e, portanto devido ao caso anterior temos que | f*¢;(z)| < C(p) M f(x),
com C(8) = [, dy.

Finalmente, para o caso geral temos |f * ¢ (z)| < [|f] * |¢¢|(z)|. Mas,
|220°¢| < aﬂ, pois ¢ € S(R"). Logo, (1 + |z|)"™|¢| < C, o que implica
em |¢| < W Se ¢(x) = W entao 1 satisfaz o caso anterior, assim

aplicando o argumento anterior para a funcao ¢ temos que

[ ()] <[] el ()]
<Uflxtn(@) <G | (L+[y) " dy Mf(2).

Rn
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2 Caracterizagao de H?(R")

Portanto, concluimos que M, f(z) < CM f(x). [
Teorema 2.3.1 Se 1 < p < oo entao LP(R") = HP(R™).

Demonstragdo. Se f € LP(R") pelo Lema [2.3.3] temos M, f(z) < CM f()
e, ainda | Mg [, < CIMfll, < C||fllp, pois M é limitado em LP(R™). Logo,
f e HP(R™).

Para demonstrarmos a inclusdo contréria, seja f € HP(R") C S'(R").
Dado ¢ > 0, definamos f. = ¢. * f a qual satisfaz || f.||, < [|[Msf|l, =
¢ < oo. Consideremos uma sequéncia {£;}52; a qual converge a zero quando
j — oo. Dai, {f;;}32, C Br»(0,¢) é limitada em LP(R"). Pelo Teorema de
Banach-Alaoglu (vide referéncia [12]), existem {f.; }32; uma subsequéncia e
Fe LP(R") tal que f.; — F em o(LP(R"), L(R")) fracamente, isto ¢,

/ fo, 0 — | Fi, Vi e LYR").
Rn Rn

Mas, por outro lado, f.; — f em S'(R™), ou seja,

[ = [ po voes@nc .
Rn Rn

Segue da unicidade do limite que f = F em S'(R"™), assim f € LP(R").
Portanto, temos para p > 1 que LP(R"™) = H?(R"). [ |

Observagao 2.3.1 Se p =1, entao H'(R") C L'(R"). A inclusdo contrdria
nao € vdlida em geral, para comprovar este fato assim como a demonstracao

da inclusao previamente dita, vide a referéncia [19], pdgina 112.
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CAPITULO

3

Decomposicao Atomica do
Espaco HP(R")

niciaremos este capitulo apresentando duas decomposicoes as quais vao

I nos auxiliar na demonstracao da chamada decomposicao atomica de

HP(R™), que serd o foco principal deste capitulo. A decomposigao de

Whitney que apresentaremos a seguir, nos diz que dado um conjunto nao vazio

e fechado F' & R™ seu complementar ¢ uniao de cubos Q;, cujos os interiores sao

dois a dois disjuntos e os diametros de tais cubos sao comparaveis a distancia
deles ao conjunto F'.

Devemos ressaltar que a partir deste momento quando nos referirmos a
cubos estaremos nos referindo a cubos fechados cujas as faces sao paralelas aos
planos coordenados e diremos que dois cubos sao disjuntos se seus interiores
forem disjuntos. Além disso, se C' > 0 for uma constante independente dos
parametros envolvidos na discussao e f < Cg denotaremos este fato por f < g.

Analogamente, se f = Cg, entao denotaremos este fato por f = g.

Teorema 3.0.2 (Decomposicao de Whitney) Seja FF' C R" fechado.
Entao existe uma colegio de cubos V = {Qy, Qs,...} com interiores dois a

dois disjuntos tais que

() @ =F=UZ Q)

47



3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

(i1) crdiam(Q;) < d(Q;, F) < codiam(Q,).
Se existem constantes c1,c2 > 0 como em (it), diremos que diam(Q;) e

d(Qj, F') sao compardveis e, denotaremos tal fato por diam(Q;) ~ d(Q;, F).

Demonstragao. Definamos ; = {x € Q : 277¢ < d(x, F) < 277%¢} com
¢ > 0 aescolher. Note que para F' # () temos que €2; # () para j suficientemente
grande. Sejam Ny o conjunto de todos os cubos unitéarios e de faces paralelas
aos planos coordenados e 9; o conjunto de todos os cubos de arestas 277 e
paralelas aos planos coordenados.

Definamos Fop = {Q € M; : QN Q; # 0,5 € Z}. Dado Q € Fy, sejam
rel;NQeyec Q. Entao,

d(z, F) <d(z,y) +d(y, F) < diam(Q) + d(Q, F). (3.1)

Segue de (3.1]) que

d(Q,F) > d(z,F) — diam(Q) > 277¢ —2773/2
=27(c— V2) =277 ¢, V2.

Por outro lado,
d(Q,F) <d(z,F) <27 e <2776, v2.

Agora, precisamos escolher c,c; e ¢y tais que as estimativas acima se
verifiquem. Tome ¢ = 2/2, ¢; = 1 e, entdo tome ¢, = 4. Para concluirmos a
demonstracao do teorema, basta usarmos o axioma da escolha para obtermos

cubos dois a dois disjuntos. ]

Proposicgao 3.0.4 Seja ¢ € C°(B(zo,7)) tal que |D%¢| < v~ para todo
la| < N (N da defini¢ao da familia F). Entao, para f € S'(R")

[(f,0)] < Mxrf(zo).

Uma funcao ¢ que cumpre a condi¢ao acima € chamada de concentrada em
B(l’o, T) .
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Demonstragao. Seja (z) = r"¢(rx — xy). Entdo, segue da hipdtese que
|D(x)| = r"Hel| DY¢(rz — x4)| < 1 para todo || < N. Portanto, para todo
f e para todo |a| < N temos que ¢ € F, pois

127 DY || oo (B0,1)) < [[D*Y |0 < 1.

Assim, temos que |(f * ¢;)(zo)| < Mzf(zo), para todo ¢t > 0. Tomando
em particular ¢ = 7 temos que ¥, (z) = ¢(z — x9) = d(x0) = (T, &) (2), dai

f o (w0) = f * Tuyd(ao) = T(f * 6)(w0)
= fxd(zo—10) = f*0(0) = (f,9).  (3.2)

Portanto, de (3.2)) segue que |(f, ¢)| < Mxf(zo). [

Teorema 3.0.3 (Decomposicao de Calderén-Zygmund Generalizada)
Seja f € L} (R™) N HP(R™) e A > 0 fizado. Entao, existe uma decomposi¢ao
f=g+0bcomb= Zj’;l bj e uma colecao de cubos Qj tais que cumpre as

sequintes condicoes:
(i) g € L=(R") e lg] <CX;
(i) supp by < Q5 ¢ [ Molb) @) do <C [ (MA@ da

(71) {Q3}32, € uma colegdo a qual tem a propriedade da intersegdo limitada e

Uit @ = {z e R": Mz(f)(z) > A}

n

Demonstragao. Observemos que {x € R" : Mxf(z) > A} € R" é um
conjunto aberto, pois sabemos que Mz f ¢é semi-continua inferiormente.
Demonstremos inicialmente (ii7). De fato, pela decomposi¢ao de Whitney

podemos escrever
Q={zeR": Mxf(x) >} = U Qj, Qj = Q(w;,(;)
j=1

com {; = d(Q;, F), em que F = Q°. Para 0 < a < s fixos, definamos os cubos
Qf = Q(xy, (1 +a)ly) e @5 = Q(wy, (1 + s)L;). E claro que Q; C Q% C Qs e,
ainda se s for suficientemente pequeno, todo ponto de €2 pertence a no maximo
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

N = 2" cubos {Q5}32,, isto ¢, {Q5}52, possui a propriedade da intersecio

limitada e, além disso |J;2, QF = 2 o que demonstra (iii).

Agora, vamos provar (7). Sejam y ¢ QF e v € QF, entao existem ¢, ¢y > 0

tais que ¢ < |‘y y|| < ¢, pois (7, y) = (z,y) € QF x (Q3)° é limitado e possui
infimo maior do que zero. Podemos observar que, quando y se afasta de x; o
quociente “y ]I‘ se aproxima de 1.

Seja 0 < ¢ € C°(Q(0,14a)) com ¢ =1 em Q(0,1) de definamos ¢; =
w(z Jx]) € C*(£2). Nao é dificil ver que supp ¢; C Qf, pois v —z;| > (1+a)l;,

isto é, % > (14 a) dalf, 1/}(%) = 0. Assim,

ij ) € C®(9).

Portanto, as funcoes n;(z) = Zi‘lﬁjl (zi(x) € C*(Qf) formam uma partigao
da unidade de 2, subordinada a cobertura {Q$}5%, logo, > 2 n;(z) = 1.

Afirmamos que 7); satisfaz a desigualdade

|Dn;(x)] < ca€;|a|, com ¢, independente de j

De fato, suponhamos inicialmente que o« = (1,0, ...,0). Para este o temos

que

c%w

o w] ’ %

o)) < |5

‘\ S NG = ol

O caso em que « é qualquer, basta aplicarmos o processo de inducao e

obtermos
1Dy (2)] < (0% ]|c ;.

Além disso, existem 7; € F = {x € R" : Mzf(z) > A}ec > 0
independente de j tais que B(T;,cl;) D Q% D supp n; devido a decomposigao

de Whitney e note que 7;/cf} estd concentrada em B(Zj,c/;). Logo, usando
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a proposi¢ao [3.0.4] temos que

1 :
— Inj dx) = c‘<f, l>‘ S IMzf(T) < a\ (3.3)
|Qj| R~ Cﬁ?

Finalmente, podemos construir as fun¢oes g e b;. Definamos b; = (f —¢;)n;
sendo que
fQ; fnj dx
c;g = —F——.
J fg; n; dx

Entao, fRn bjdx = 0 e supp b; C Qf C Qj. Além disso, afirmamos que
¢;| < ¢ . De fato, note que [, n; dx = £, isto é, existem constantes ¢y, ¢y >
1| < ¢\ De fato, not 0. 115 d & (7, isto ¢, exist tant 0

J
tais que
clﬁy < / n; dr < CQK?,
<
pois
/QS myde < Q%) = (1+a)"L2.
J

Usando o fato de que nj}g_ = zzlpj o= Zi"l o 2 % segue que
J =1 =1

J

Combinando (3.3)) com o fato de que |, os N dz = [} obtemos
J

1 mn
mdaz}/Q n; dx > Nﬁj.

a .
J J

fgs f77j dx
l<e |22 <o
5
com |Q4| ~ (7. Agora, definamos
[ (=), z ¢ Q

g(z) =

Yoo cmny(x), x €

Claramente g + b = f. Se z ¢ 2, entdo Mxf(x)

< A o que implica em
My f(z) < cMgf(x). Portanto, |(¢r * f)(x)] < My f(z) < ¢, para todo ¢ > 0.
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

Fazendo t — 0, |(¢: * f)(x)| = |g(z)| = |f(x)| q.t.p = e consequentemente
lg(z)] < cA. Por outro lado, se z € 2 pela afirmacao anterior temos que
gl < 32720 [eilny < eA 3", my = e Finalmente, para demonstrarmos (i)
devemos demonstrar que:

(a) Mgbj(7) < e Mzf(x), se x € Q3;
gt

b) Mybi(z) <cAd—=2—— sex s,

() ¢]( ) |ZL’—JIj|n+1 ¢Q]

Suponhamos por um momento que (a) e (b) estejam demonstrados. Entao,
para x € Qf a estimativa (ii) segue imediatamente. Se x ¢ QF para p >

n+1 ?
teremos

/ [Mgb;(2)]Pdx < cp)\pﬁ]?(nﬂ) / |z — mj|—p(n+1) du
]RTL\Q‘SZ Rn\Q&j

< Ay / | P
0.
r\B(0,%)

= gty / g

£

2

— PN

= cp)\p/ dz
Q.

J

= / NPAdw
ol
<cp/ (Mxf(x)]Pde.
Observemos que B(O, 2]) D R™\ Q5 se, e somente, se B( ,5]) C Qi =

Q(zj, (1+b)l;) e =p(n+1)+n—1 < —1 se, e somente, se p > —~. Portanto,

concluiremos que

/m\ Q;[M¢bj($)]pd$< / ;[ij(ﬂ:)]pd:w / Myb; ()P dz

Rn\Q;

<c / Mrf(e)Pds+C / M)

<0 | Mrfpar
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Combinando a estimativa acima com (a), temos que

i< [ Mabpdss [ o) s

Mxzf(x)Pde+C [ [Mxzf(x)Pdx
< o}

<¢ [ M@

Portanto, se demonstrarmos (a) e (b) a demonstracao do teorema estard

completa para p > -25. Para demonstrarmos (a), seja x € Q;. Como b; =
fnj = ¢jmj, temos que Myb; (x) < My(fn;)(x) + Mg (c;m;)(x). Mas,

My (emi) (@) < [ej|Mg(n;)(x) < Mstgg (¢ % m;) ()| < e Mzf(2).

Por outro lado, se t < ¢;, entao

x_

Mol ) (e) = sup 61+ ()l @)l =sup | [ ¢70 ("2 )y to) ) dy

= sup |<f7 90>|
>0
com @(y) = t7"6(FH)n;(y) € S(R"), [ € Li,(R") C S'(R") e supp ¢ C
B(xz,t). Afirmemos que ¢~ estd concentrada em B(z,t), isto é, |[DY(c™ )| <
t~=lol com ¢ constante a ser escolhida. De fato,

e Se |a] =0, entdo |p| < ct™™

C C C C < C .
tn+1 | 773’ tn—i—l + tn gj ~ gn+1?

e Se |a| =1, entdo |Orp| <

e Se |a| = k, entao para 5 + v = «, temos que

[D%e(y)| ="

T —y - ’ g ¢ _ Ca
M ¢ HD (W] < ZE ] = el

A dltima afirmacao segue pela Regra de Leibniz. Portanto, para t < ¢;

J
temos, pela Proposicao [3.0.4] que

(¢ [)(@)] = [{f, o) < c Mzf(z).

53



3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

Para t > {; e supp ¢ C B(z,v/n(1+ a)f;) de modo andlago mostra-se que
¢ estd concentrada em B(z,/n(1 + a)l;) e obtemos a mesma estimativa.

Assim, podemos concluir que
Mgbj(z) < c Mz f(x)

e, portanto (a) estd demonstrado. Agora, demonstremos (b), isto ¢, se v ¢ Q,
entao
e
Mgb;(z) < cA

o =T

Temos para y € Qf e v ¢ QF que

= J1+J2.

Lembremos que supp b; C QF, ¢(z —y) =0 se |xt;y| > 1 e, ainda |z —y| >
clr — y|. Logo, basta considerarmos valores ¢ > c|lz — z;| > ¢/¢;. Pondo
J1=(f, ), com ¢(y) = [d(x — y) — ¢e(x — ;)]n;(y) temos que

cly—al oty
tntl = |$’ _xj|n+17

e Se v = 0, entdo || <

e Se |a| = 1, entao pela desigualdade do Valor Médio

Xz
0yl < rlo () — a0
C C
= $nt+l = ‘x_xj|n+1'

T; ly — ;]
])“m|+ctwﬂé
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e Se |a| = k, entdo para 5+ v = « temos que

1—|af
ca b _
10°¢| < m e supp ¢ C Qf C B(Tj,cly).
j
Além disso, a funcao % estd concentrada em B(Z;,cl;) e
G o ¥ VR

portanto pela Proposigao 4 temos |(f, V)| < Mxf(Z). Finalmente,

Al
WW, V)|

€n+1

Al =f, ) = ¢

Para J,, lembremos que |¢j| < ¢ e |D%;] < ce%

al *
J

Pela desigualdade do

Valor Médio, obtemos que

141 < [ 6da =) = ota =)l (0]

€n+1
/\€|y |<)\c j

I ntl |l._xj|n+1

com t > c¢|x — x| e, portanto a demonstragao estd terminada para o caso em

que n+1<p 1.

A demonstragao para o caso em que p < pode ser consultada na

n+1
referéncia [19], paginas 101 a 105. N

Observagao 3.0.2 A demonstragdo para no caso p < ;%5 do Teorema
precisamos de uma estimativa melhor para

C)\gnJrl

Myb; < ———, ¢ ¢ Q5. (3.4)

| — 5]

Para melhorarmos a estimativa (3.4)) precisamos modificar a constru¢ao
das fungoes bj’s de modo que elas satisfacam [ b;(y)P(y)dy = 0, para todo

polinémio P tal que deg(P) < d com d a escolher. Apresentaremos a sequir
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

como obter tais c;’s e bj’s, o método de como obter tais fungoes também serd
usado na demonstragio do Teorema da Decomposicao Atémica de HP(R™) a
qual veremos mais adiante.
n
Sep < .

encontrar a estimativa

eviste d € IN tal que 25 < p < 7,5 Seja d fizo e queremos

/\gﬂ—l—d
J s
Mobs < |z — 2|t ¢ Q5. (3.5)
Se vale [b;(y)P(y)dy = 0, usamos o polinomio de Taylor de grau d da
fungao y — ¢(y) = Y(z — y) em torno de x; e obtemos a estimativa (3.5).

Fizemos j e consideremos LZ(Q?) munido com o produto interno

1
(f,9) == | fam;dy
0] o 77
comﬁj:%.

Sejam Pq = {polindmios P emR" : deg(P) < d}, Paj = Py o C L*(Q9) e

a sua projecao ortogonal P; : LQ(QEP) — Paj-
Queremos construir os novos ¢; = cj(x)’s e bj’s de modo que esses novos
, : , , o
¢;’s substituam as constantes c;’s usadas anteriormente por polinomios c;(x) €
Pa. Entao, definamos c; = P;(f), portanto f —c; L Py, isto €,

1

<f—cj,P):|Q—?| o

(f_cj>ﬁj de:(), VPEPd,j.

Portanto, basta definirmos b; = (f — ¢;)n;.

3.1 Teorema da Decomposicao Atomica do
Espago HP(R")

Antes de apresentarmos a decomposigao atomica de HP(RR™) lembremos
que, para p > 1 temos que HP(R™) = LP(R™). Entao, estaremos interessados
em analisar as propriedades que o espaco HP(R™) possui no caso em que

0 < p <1 Dada f € HP(R") sabemos, pelo Teorema da Caracterizagao
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3.1 Teorema da Decomposicao Atémica do Espaco HP(R")

Maximal, que a fungdo maximal associada a f pertence a LP(R™). Mesmo com
varias equivaléncias o Teorema da Caracterizagao Maximal nos fornece pouca
informagao sobre o espago H?(R™). Em virtude deste fato, apresentaremos a

propriedade mais importante a qual o espaco H?(IR") possui.

Definigao 3.1.1 (p-Atomo) Uma fungio a € L®(R™) diz-se um p-dtomo se
satisfaz as sequintes condigoes:

(¢) supp a C B(xo,7), para x9 € R™ e r > 0;

(i4) llallow < |B(xo,7)| 77

(i17) / x%a(x)dx = 0, para todo |a| < k, onde k = |n(1/p — 1)] denota o

maior inteiro menor ou igual a n(1/p —1).

De maneira mais geral, para ¢ > 1, definamos os (p, ¢, s)-dtomos de modo
analago a Definicao [3.1.1} substituindo as condigbes (i) e (iii) por |al, <
| B(z0, 1) v e Jgn z%a(z) dz = 0, para todo |a| < ses > |n(l/p—1)]
respectivamente. Além, disso impomos a condi¢ao de que g € [1, oo]N(p, 0o]. O
atomo da Definicao é um (p, 00, s)-dtomo, mas por simplicidade diremos

apenas que tal atomo é um p-atomo.

Observacao 3.1.1 E imediato da Definicao as sequintes afirmagoes:

(1) Na Definigcao se ao invés de considerarmos bolas abertas
considerarmos cubos com lados paralelos aos eixos coordenados teriamos uma
defini¢ao equivalente;

(i4) Se ;=5 < p < 1, a propriedade (iii) da Defini¢do vale apenas para
a=20;

(17i) Pelas propriedades (i) e (ii) apresentadas na Defini¢ao obtemos que

la(x)|P dx < 1, pois
]RTL

/ la(x)|P do = / la(x)|P dz
n B(zo,r)
|allZ|B(xo,7)|

< |
< |B(wo, )| B(zo, )| = 1.
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

O resultado a seguir nos diz que um p-atomo é de fato um elemento
de HP(R") e que a “norma” em HP(R") de tais dtomos sdo uniformemente
limitadas (em particular, elas sdo independentes das bolas onde o atomo a

estd suportado).

Proposicao 3.1.1 Seja a um p-dtomo. Entdao existe uma constante C

dependendo de n e p que denotaremos por C' = C(n,p) tal que
lallzr @) = [Mgall, < C

com 0 < ¢ € C(R"), o(z)dx =1 e supp ¢ C B(0,1).
Rn

Demonstracao. Seja a um p-atomo e ¢ como nas hipdteses da proposicao e
definamos B* = B(xg,2r). Entao,

/ |M¢a(x)|pdx:/3* |M¢a(:1c)|pdx+/(3*) IMga(x)[Pdx.

Observemos que

@@l =| [ aat—nd] < [ 6wl —ldy

< [lalloe . Pe(y) dy

1

< [B(xo, 7).

B =

Logo, Mya(z) = sup |(¢: * a)(x)| < |B(zo,7)|”

t>0

. Disto segue que

/ My(2)Pde < |Blao, )| / I
B*

*

= |B(xo, )| 7| B*| = |B(wo,7)|""| B(wo, )[2"

Por outro lado, temos que
@)= [ ala-yaw)dy= [ ole-ady (39
R~ B(zo,r)
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3.1 Teorema da Decomposicao Atémica do Espaco HP(R")

com z ¢ B*. Como ¢ € C*(R"™), usando a expansao de Taylor para a funcao

y — ¢u(x — y) temos que

bz —y) = Z 8§(¢t(x — 20)) (20 — y)* 4 Ry (t, 7,70, y)

ol
|| <d

com |Rgyq| < C‘f&—jﬂi“ ed = |[n(1/p—1)]. Substituindo isto em (3.6)) temos

que

o — ]t
(¢ * a) O/ |t|n+0d+1 Y dy (3.7)
aj07

Como y € B(xzg,7), x ¢ B* e |z —y| < t, temos |xg —y| < 7, |x —xo| = 2r

e consequentemente |y — zo| < r < le—zo| x0| . Logo,

|z — x|
02 fo =yl 2 e — ol = feo — gl > 0,
ou seja, 1 < |$ ol Usando este fato em (3.7) obtemos que
1 o — |
Moale) £ [Blror)| 3 [ 0y
¢ ’ B(zo,r) ‘IO - x|n+d+1
_1
~ |B($07r)|d:1 / /\d+1+n—1 d\
|l‘0 - x|n+ B(zo,r)
N |B(:L’0,7”)|_%T”+d+1
- |z — mo|tdH
Portanto,

/ (Mya(z))Pdz < | B(wo, r)llrp(n+d+1)/ |z — 0| PIHD gy
(B*)° (B*)e

S |B(:c0,r)|1rp(n+d+1)/ N\ ~P(td+1)+n—1 gy

2r

= CQ(?”L,]))

Note que a integral imprépria acima converge, pois —p(n+d+1)+n—1 <0

com d = [n(1/p —1)]. Portanto, segue a demonstragao. [
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

Lema 3.1.1 O espaco L}, .(R")NH?(R™) é denso em HP(R™) para 0 < p < oo.

loc

Demonstragao. Vide referéncia [19], pagina 109. ]

Proposicao 3.1.2 Seja {f;}32, C HP(R"). Se f; — 0 em HP(R"), entdo
fi = 0 em S'(R").

Demonstragao. Seja ¢ € S(R"™), definamos ¢, (z) = ¢(x—7r) = T,p(z), para
7| < 1. Claramente {T,¢} <1 € um conjunto limitado de S(R™). Dai, existe
e > 0 tal que e{T,p}p<1 C F e

[(fis o)l = [{f5, T Tro)| = (T2 £, Top)|
= [(T-f3) * (T@))0)] = |[f; * Togl(—r)| < e Mz fi(=r).

Segue da expressao acima que

1
AT I . Par < }
el = |B(0,1)] /Bo,l)[Mff]( e ”f]HHp(Rn ’
quando j — oo. Portanto, f; — 0 em S'(R"). [ |

Teorema 3.1.1 (Decomposicao Atomica de H?) Se f € HP(R"), entdo
=> N
j=1

com \j € (P, a;’s todos p-dtomos e 322 | [ NP < CN o gy -

Demonstracao. Faremos a demonstracao deste teorema inicialmente para
feL, (RY)NH?(R") e p > -2 Pelo Lemasegue que L} (R")NHP(R")
¢ denso em HP(R™).

Dado A = 2%, para k € Z, seja f* = ¢g* — ¥ a decomposicao de Calderdn-
Zygmund de f, isto é,

(@) l9*[loc < C' 2%
(1) bF = 322, bh, supp b C *QF, / xo‘bﬁ?(w) dr = 0, para todo a € Z} com

j=1"3>

ol < [n(1/p—1);
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3.1 Teorema da Decomposicao Atémica do Espaco HP(R")

(112) b = (f —cF)nk, sendo ¢ um polinémio'tal que deg(ch) < d = [n(1/p—1)]
e U " = F = {z e R" : Mzf(x) > 27}.

E claro que, Q¥ € QF e (22, 0% = {z € R" : Mzf(z) = co}. Mas,
sabemos que Mz f € L*(R™), entdo | ;= Q¥ = 0. Combinado o fato anterior

com (i) e (i) acima, temos que

Hf g ||Hp(Rn = “bk”Hp R™)

Z [Lcq
j=1
= [IMgbE|
j=1
CZ Mz flloe o)
C’HM;fHLp gny — 0

quando k£ — oo pelo Teorema da Convergéncia Dominada.
Pela Proposicao segue que g* — f em S'(R™) quando k — oo. De
(4) temos que |g*| < C' 2%, portanto g — 0 em S’'(R™) uniformemente quando

k — —oo. Lembremos que

f, em (QF)°
k _
g Z b, em QF.
Logo,
N
g+l _ gV — Z G —g" —0 em S(R")
k=—N

quando N — oo. Disto segue que, f =Y r2 (¢ — ¢*) em S'(R™). Entao,

F=> (" =g (3.8)
k,j
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

Note que, sendo gFt! + b1 = f = gF + b, temos que gF*! — g% = b¥ — pFH!
estd suportada em QF e, ainda a funcao ¢ = (¢gFt! — g’“)nj’.C estd suportada
numa bola BY (a escolher) a qual contém *Q%. Como ¢ nao possui integral
de momentos nulos, precisamos encontrar uma decomposicao melhor para f,
para isto usaremos a projecao a qual surge na demonstracao do Teorema da
Decomposicao de Calderén-Zygmund (vide referéncia [19], pagina 104).

Seja. P; = P} a projegao dita anteriormente. Temos ¢ = PJ(f) e, ainda

™t = Pf(f). Consideremos, &, =

menor ou igual a d, com PFH : L2(*QFt) — Pd‘gkﬂ. Os ¢f,’s cumprem as
l k)

P — ¢ )0k o polindmio de grau

seguintes condicoes:
(iv) Se *QE N*Qr*! =, entao ¥, = 0;
(v) |C]17h+1’ <028,
Observemos que se j e [ sao tais que *Q? N *Qf“ # (), entdao vale
que diam(*Q¥) > Cdiam(* Qi th), pois QF1 C QF. Por outro lado temos

que |c¥ n; M1 < C2 (vide referéncia [19], pagina 108). Voltando para a
decomposicao (3.8]) temos que

F=Y 0= =S (=t = (f =

k=1 k=1 j=1 l

sendo que
Af = (F = ey = D (=l + Z ™

k=PI — ] e |k nk] < €25, Note que Y-, ¢f ™ faz sentido
somente se *Q’? *Qk“ # (). Mas, para que tal intersecao é nao vazia basta
demonstrarmos que ), fl nkH = 0 e isto segue do fato de que Zj; nf =1
no suporte de nf, Q¥ c QF e [PI*(f)]2 = PfT(f). A seguir listaremos
propriedades as quais a fungao Af satisfaz:
vi) supp A% C B} a qual contém *Q% e todos os cubos 0S quais possuem
' Ak Bk 1 conté *Qf tod bos *QF i

intersecao nao vazia com *QkH.
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3.1 Teorema da Decomposicao Atémica do Espaco HP(R")

Dai, diam(*Qf) < Cdiam(*Q5) e |Bf| = [*QF];
(vid) |A§“| < C 2%
(viii) / xaAk( )dx = 0, para todo o € Z'} com || < d

Para demonstrar os itens acima vide referéncia [19], pagina 109. Pondo
Ny = C2[BE| ™ e ay = iy 1 A5, temos que

— E J— E Qe
k. k.

com ay, ; cumprindo as condi¢oes da defini¢ao de p-dtomo. Além disso,

D wegl? =D 2B
k,j k,j
< Ci Pk i | BY|
k=1 j=1

=0 {x e R": Mzf(x) > 2°}].

k=1

Sabemos que dada g € LP(R™) tem-se

/ lg|Pdx :p/o P\, () da

com A, a fungao distribuigdo de g. Pondo g = Mzf e h(a) = a?~' ), () temos

que

D> el = 022’”’ D{z € R": Mzf(zx) > 2K} 2k

k.j

= C’Z h(2%)2% soma de Riemann de h
< C”/ o’ 'z € R": Mzf(z) > a}| da
0

e / Mf(@)P do
SN
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3 Decomposi¢ao Atomica do Espaco HP(R")

Portanto, a funcao f possui a decomposicao atomica desejada desde que
fe L (R")N HP(R™). Agora, mostremos que a decomposicio é valida para
f € HP(R™). De fato, podemos encontrar uma sequéncia { f; }3°; em L, (R™)N
HP(RY) tal que f; — f em HY(R™) e | fisr— filll ey < 2 1 sy LoEO,
[ =>, fix1— fi em HP(R™). Aplicando a decomposigao atoémica para cada

Jir1 — fi temos que

o 7 7
f= Z Ak ik j

i7k7j

com Zi,k,j |)‘;c,j|p < 0221 [ fis1 — fz”Hp (R™) = Hf”Hp (rn) O que conclui a
demonstracao do teorema. |
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CAPITULO

4

Caracterizacao de Operadores

Lineares Limitados em Espacos
de Hardy

presentaremos um exemplo de um dtomo em HP(R") o qual a
ﬂ sua norma nao € alcancada por qualquer decomposicao atomica
finita. O primeiro exemplo deste tipo para H'(R) foi exibido por
Y. Meyer vide referéncia [I]. Com base nas ideias obtidas para H'(IR™) apenas
adaptamos para um caso mais geral em HP(R") com 0 < p < 1 seguindo as
ideias de [2]. Iniciaremos este capitulo definindo alguns espacos de interesse.
Seja ©F(R"™) com k > |(1/p — 1)n] o espago de todas as combinagoes
lineares finitas de p-atomos, isto é,

O%(R") = span{f € L*(R") : supp f é limitado e/ x%f(x) =0 para |o| < k}

n

Sabemos que ©F(R™) ¢ um subespaco denso de HP(R") para 0 < p < 1
ek > [(1/p—1)n]. Além disso, o espaco OF(R™) N C>®(R") também é um
subespaco denso em HP(R™).
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4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

No espaco ©F(R") consideraremos duas semi-normas definidas por:

| fll 7,00 = inf{(Z |)\j|p>; f= Z/\jaj, a; ¢ um p-atomo, j € ]N};
j=1

j=1

N ) N
| fllee <oo = inf{(Z])\j\p>p Cf = Z)\jaj, a; é um p-dtomo, 1 < j < N}.
=1

j=1

Observagao 4.0.2 Para as prozimas demonstracoes que faremos, serd
necessdrio comutar somas com integral. Para que fique claro o motivo pelo
qual podemos fazer tal operagao, vide o Teorema|1.1.4).

Devemos ressaltar que a notagio I(xg,r) denota o intervalo aberto de

centro xq e de tamanho r > 0, isto €, I(xg,r) = (xg — 1,20 + 7).

Teorema 4.0.2 Para todo € > 0 arbitrariamente pequeno, eriste f € O°(R)

tal que

[fllzroe <& e [Ifllarcee = 1.

Demonstragao. Dado e > 0, considere {g;}32, uma enumeragio dos racionais
de (0,1) e g; =

forma:

£ . - . . .
CYER Seja {gj, }72, uma subsequéncia definida da seguinte
e Seja q;, = qu, entdo existe 1 < 1 : Iy = I(q1,71) C (0,1). Em seguida,

descarte todos os racionais pertencentes a Zq;

e Seja gj, = o proximo racional da enumeracao diferente de g;, o qual nao foi

descartado, entdo existe 1y < €2 @ Ip = Z(g;,,72) C (0,1)\Z;. Em seguida,

descarte todos os racionais pertencentes a Zo;

e Seja g, = o préximo racional da enumeragao diferente de g;, o qual nao

foi descartado nos passos anteriores, entao existe rs5 < €3 : Iy = Z(qj,,73) C

(0,1)\Z; UZ,. Em seguida, descarte todos os racionais pertencentes a Zs.
Proceda desta forma indutivamente, assim todo racional ou é centro de

algum intervalo Z; ou pertence algum intervalo fj. Entao, devido a construcao
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os intervalos Z; sao disjuntos. Além disso, se U = U;; Z;, entao

Ul =D 1LI=) <D 5=D 5a=5<¢
j=1 j=1 j=1 j=1
O conjunto U é denso em [0, 1], pois [0,1] C U. Definamos
1
=, se x € L¢
aj(w) = { P/ ’
—‘I—lﬂ, se x € L]

onde Zjd e Z{ denotam a metade direita e a metade esquerda do intervalo Z;
respectivamente.

Mostremos que a; ¢ 1-dtomo. Note que, devido a defini¢ao de a; temos que
a; estd suportado em Z; o que conclui a condigao (i) da definicdo de dtomo.
Também é claro que, a condicao (ii) da definicdo de atomo é satisfeita, pois
lajlleo < |Z;171

Finalmente, para demonstrarmos a condigao (i7i) usando as notagoes I;-l e

T3 definidas acima, segue que

/]Raj(x)dx:/Zeaj(x)dx—F/Idaj(x)dx

1 —1
= —das+/ —dz
/z; | z¢ | 7]

= @(Ifﬂ -1z

Portanto, para cada j € IN temos que a; ¢ 1-atomo. Definamos a funcao
f = >7211Zila;. Note que, a funcdo f é l-atomo, pois supp f C [0,1],
| fllooc < 1 e devido ao fato de que

[e.e] [e.e]

Zrzjr/ij(x)\dw < Z\L\/I laslloede < 31T < ¢,

J=1 J=1
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4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

e temos pelo Teorema que

/]Rf(fﬁ)dif:/]RZ:O;|Ij|aj(af)dx:z:o;|l'j|/ﬁaj($)da::0.

Claramente |f(z)| =1 q.t.p x € U, pois Zy NI = @ se | # k. Além disso,

Il e =i {31 =D N < IT <2
j=1 j=1 j=1

Para demonstrarmos que || f||g1 <00 = 1, consideremos uma decomposicao
atomica finita f = Zjvzl Ajb; onde cada dtomo b; estd suportado em um
intervalo J;, com J; N J, se k # j (note que existe pelo menos uma
decomposicao atomica finita f = 1- f). Entao, se xy é a funcdo caracteristica

de U, isto é, xy(x) =1se x €U e xy(x) =0 se x ¢ U, entao

xu(@) = [F@)] < 30 lbs @)1z, () < 3 llbslloxz; ()
<D WXz () = (o).

Note que g é continua q.t.p (possivelmente com a excegao Ujvzl a(T;)) e
como U é denso em |0, 1]. temos que g(x) > 1 q.t.p z € [0,1], e integrando g

sobre [0, 1] obtemos que
N
1< [ g@dr =Y WG [ ol
[0,1] oy [0,1]
N N
SOOI AT SIPV)
j=1 Jj Jj=1

Portanto, pela estimativa acima segue que ||f||g1 <o = 1 0 que conclui a

demonstracao. [ ]

Observacao 4.0.3 Uma particao de um conjunto X € qualquer colecao P

finita de subconjuntos nao vazios de X dotada da propriedade de que todo
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elemento de X pertence a um e apenas um dos elementos de P. Dizemos que

cada elemento de P € um bloco da parti¢ao.

Teorema 4.0.3 Sejam 0 <p<1ek > |(1/p—1)n]. Entao, para todo € > 0

arbitrariamente pequeno, existe f € OF(R") tal que
[fllaro <€ e |[fllar<ceo =1. (4.1)

Demonstracao. Construiremos inicialmente um p-atomo a suportado na bola

unitaria B(0, 1) satisfazendo as seguintes condigoes:

/ x%(z) de =0, V|a| <k (4.2)

1

la(z)| = ¢|B(0,1)]"» q.t.p x € B(0,1). (4.3)

Para isto, definamos K como sendo a cardinalidade da colecao de multi-

indices @ € N" com |«a| < k, isto é,

K:i("_jl,”).

J=0

Seja {F;}7, uma partigao da bola B(0,1) com m > K. Assim, os vetores

Uj:</ xadx> eRE, j=1,2,...,m. (4.4)
E, || <K

sao linearmente dependentes, pois a quantidade de vetores é maior do que K.
. ~ . . . m o
Logo, existem escalares nao todos identicamente nulos tais que i1 Bjv; = 0.
Disto segue que, podemos redefinir os coeficientes e agora nao nulos, tais que
1
m . —_ =
ijl cjv; = 0 e, ainda sup;;,, |¢;| < [B(0,1)]7».
Bj

——— sendo que C' = sup,;,, |3;|. E claro
C|B(0,1)|P e

De fato, definamos ¢; =
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4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

que sup; ¢, lj| < 1B(0, 1)|7% e > ity ¢jv; = 0. Afirmamos que
m
T) = ZCjXEj(x) (4.5)
j=1

é um p-atomo o qual satisfaz (4.3) com ¢ = |B(0, 1)|% infi<j<m |c;|. Mostremos
inicialmente que a fungao em ¢ um p-atomo. De fato,

(¢) Claramente supp a C B(0, 1), pois { F;}2, ¢ uma particao da bola B(0, 1);
(#4) Dado = € B(0,1) existe um tnico j € N tal que x € Ej, pois {E;}7T., é
partigao da bola B(0,1). Assim, ||all. < |B(0, 1)]*%;

(131) / z%a(x)dr = / xo‘zm:chEj(a:) dr = (iqz@) = 0, para todo

T
7=1
a € N" com |a| < k. O smlbolo T denota a projecao sobre a.

Finalmente, para demonstrarmos que a cumpre ) basta combinarmos
a definicao do p-atomo a com o fato de que {Ej}gnzl é uma particao da bola
B(0,1); dado = € B(0,1) existe j € IN tal que « € E;. Assim,

1
_ . _ 1BO, D[
la(@)] = le;| = inf ;| = 1BO.1)|E Inf el
=¢[B(0,1)["»

Agora, construiremos uma colecdo de bolas {B;}52, tais que B; C B(0, 1)

para todo j € IN com B; N By, = () se j # k e satifazendo

U =|JB; édensoem B(0,1) e |U| = Z|B | < cPe?. (4.6)
j=1
1

. PP \ 71 ’ L ,
Seja g = (jSfc ) em que € > 0 é arbitrario e ¢, € uma constante que
n

iremos escolher. Seja {¢;}32; uma enumeragao de B(0,1)NQ". Procedendo de
modo andlago a construcao apresentada no teorema [£.0.2] podemos reproduzi-

la para o caso mais geral, da seguinte forma:

e Sejaq;, = 1 € B(0,1), entao existe 1 < ; tal que By = B(gj,,m1) C B(0,1).

Em seguida, descarte todos os pontos com coordenadas racionais de By;
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e Seja g, = ¢ € B(0,1) com ¢ sendo o préximo elemento da enumeracao
o qual nao foi descartado no passo anterior. Entao, existe ry < €5 tal que
By = B(qj,,m2) C B(0,1) \ B;. Em seguida, descarte todos os descarte todos
os pontos com coordenadas racionais de Bs;
e Seja ¢j, = ¢s € B(0,1) com ¢5 sendo o préximo elemento da enumeracao o
qual nao foi descartado nos passos anteriores. Entao, existe r3 < 3 tal que
B3 = B(qj,,73) C B(0,1)\ B;UB,. Em seguida, descarte todos descarte todos
os pontos com coordenadas racionais de Bj.

Proceda desta forma indutivamente e observe que nao existirda nenhum
racional em B(0, 1) o qual ndo ¢ centro de alguma bola B; ou pertenca alguma
bola B;. Claramente, temos que U é denso em B(0,1), pois B(0,1) C U.

Segue também da construcao feita que B; N By, = () se [ # k, entao

|U|:i|Bj|—chr <cn25 —cnz<(2iglcp >i>n<c”g?’.

Jj=1

Definamos para cada j € IN a funcao a;(z) = rj_ga((x—qj)/rj). Mostremos

que a; é um p-adtomo para cada j € IN. De fato,

() supp a; C B; = B(gj,7;), pois supp a C B(0,1);
1
r

.. -z _1 n 1
(i) laslloe <7, 7 [BOD) 5 = (11BO,1)]) 7 = |Blgz,m)| >
(#4i) Usando o fato de que a possui integral com momentos nulos e a mudanga

s r—q;
de varidvel u = =% temos que
J

/ x%aj(z)dr = 0.
B(szrj)

Portanto, para cada j € IN temos que a; ¢ um p-atomo. Como consequéncia
de (4.3) segue que

n

jaj(@)] =r; "

ﬂ)‘> TP B0.1)]F
()| z e 150,

=

—c(r1BO.)]) " =clBlg )| .
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4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

Seja f(x) =c 13222, |Bj|%aj(x). Entao, é claro que

LU = inf { DTN = 37 A }
=1 i=1

<Py B
=1

Cp
< —¢gP
cP

< g,

Portanto, pela estimativa acima temos que ||f|lmr < €. Vejamos que
¢ = ¢|B(0, 1)|_%f é um p-atomo. De fato, note inicialmente que, devido a
definicao da funcao f temos que o suporte ¢ esté contido em U;’il B; C B(0,1),
entao supp ¢ C B(0,1) o que demonstra a condicao (i) da definigao de p-atomo.

Por outro lado, dado x € R™ temos que

1 _1
o(@)] < [Bj|7]a;(2)[|B0, 1)["»
1
< [B(0,1)] .

Note que a estimativa acima se verifica uniformemente para todo x € R".
Assim, ||¢]le < |B(0, 1)|_% o que demonstra a condigao (7).
Para demonstrarmos a condicao (iii) definamos f;(z) = |Bj|%xaaj(x) e

mostremos que Y, [p. [fi(z)|dz < oco. De fato, como |z|* < 1, pois pela
construgao B; C B(0,1)

i4n|fj<x>|dx=§;|3j|i[3j 0,2 da
SoUBIE [ ol

j=1

<

QZ]B]] <C‘p€p7

Jj=1

portanto 3%, [ | fj(x)|dz < co. Aplicando o Teorema e o fato de que
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os atomos a;’s possuem integral com anulamento de momentos temos que

/nxo‘go(x) dr = /nxo‘c|B(0,l)\_11’f(x) dx
= [ @ 1BO.E Y B o) do

j=1

—Z|BOI| |B|p/ x%a;(x) dx

=0.

Portanto, a funcao ¢ é um p-atomo. Além disso, note que f = Ap sendo
que A = ¢ 1 B(0, 1)]%, ou seja, a funcao f possui uma decomposicao atomica
finita e || f]|zr.<00 < "1 B(0,1)]7.

Suponhamos que f tenha uma outra decomposicao atomica finita digamos
que f = Z i1 Ajb; onde cada b; € um p-atomo suportado em uma bola B com

B N Bk 0 se j # k. Seja ¢ um majorante da fungao f dado por

1

N =
= <Z|>\j|p|3j|_1X§j>p-
=1

Segue da definicao da funcao f que

@) < @) < Nl (@) < (S IPBP) x, @)

3=

< (ZWFIBI Xz, )" = glo)

Claramente g é continua q.t.p (possivelmente com a excegao do conjunto

Uj-vzl 8(§J)) e como U é denso na bola B(0,1) temos que g(z) > 1 q.t.p

x € B(0,1). Portanto, integrando a estimativa anterior, segue que

=

N
B(0,1)] < / Playde =3 P /R z)dz = Zw,

73



4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

ou seja, |B(O,1)|% < || flle,<co- Portanto,

1
<N fllmr,<o0 < B0, 1)]7. (4.7)

3 =

[B(0,1)]

Definamos [ = T o Note que, pela estimativa (4.7) segue que
|| /1|27, <00 # 0, portanto sendo € > 0 arbitrdrio podemos redefini-lo de modo

apropriado tal que

||f||HP o HfHHP,oo g“f”HpKOO _
00 T

[flar<oo IS llip <o
e

Pl = D70y
[f1[ 7 <00

Portanto, a funcao f cumpre as condigdes (4.1) o que conclui a

demonstracao do teorema. |

Teorema 4.0.4 (Hahn-Banach) Sejam E wum espaco vetorial sobre um
corpo K (real ou complexo) e p : E — [0,00) uma funcgdo satisfazendo as

sequintes condigcoes:
(1) p(Ax) = Ap(x), para todo x € E e A > 0;
(17) p(z +y) < p(z) + p(y), para todo x,y € E.
Se f: Z — K é um funcional definido no subespago Z C E (E, Z e f

sobre 0 mesmo corpo) com |f(z)| < p(2), para todo z € Z, entdo f possui uma

extensdo linear F': X — K tal que |F(x)| < p(x), para todo x € E.
Demonstragao. Vide referéncia [16], Teorema 10.13. [

Teorema 4.0.5 Existe um funcional I definido em ©°(R™) tal que

A<l <oer ¥ f € O°(RT), (4.8)

o qual ndo pode ser estendido para um funcional em H'(R™), isto é,

sup L)/ N f1[r100 = 00 (4.9)

fe0°(R")
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Demonstragao. Seja {z;}52, uma sequéncia tal que B(z;,1) N B(x;, 1) =0
para i # j. Para cada j € IN, seja a; € ©Y(R™) suportado na bola B(x;,1) e

satisfazendo
1
@l 00 < i lajlla1,<00 = 1. (4.10)

A expressao (4.10) segue do Teorema m Pela demonstracao do Teorema
podemos assumir que

Cc

(@) > gy > 0 (4.11)

para todo x € U;, com U; denso em B(z;,1) e ¢ uma constante a qual nao
depende de j.

Definamos V' = span{a;(z) : j € N} C ©%R") o espago de todas as
combinagoes lineares finita das fungoes acima. Para f = Zjvzl cja; € V temos

que

N N N

1l <o =inf {3701 = 30 Ay b <Y el

j=1 7j=1 7j=1

Por outro lado, suponhamos que f possua uma outra decomposi¢ao atomica
finita, digamos que f = Zjvzl Ajbj, onde cada b; esta suportado em uma bola

Bj. Pela estimativa (4.11)) segue que

N N

0T ‘Zlcalm < D lollay @)l (=) <3 Wl lloox, (2)
Jj=1 j=1
N

<Y INIBi T xs, () = g(a).
j=1

E claro que g é continua q.t.p (possivelmente com excessao da Ujvzl 0B;)

e como cada U; é denso em B(z;, 1), temos que
. N
9(x) > —=—= ) |c¢jlxu,(z) aqt.pxreR™ (4.12)
B0, 1 2 90w
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4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

Portanto, integrando ambos os lados da expressao (4.12) temos que

f e > i SlellBles DI =Dk (119

Além disso, usando a defini¢ao da funcao g e a conclusao em (4.13)) podemos

concluir que

N N N
eSlel< [ otadn = SSNIBI [ xa(e)de = 30 Il
j=1 R j=1 R j=1
Portanto,
N N N
Sl < Il <Yl VF=DemeV. (@
j=1 j=1 j=1

Definamos um funcional linear [ em V' por

N N
I(f) = ch para f = chaj eV.
=1 j=1

Segue de segue que [ é um funcional linear limitado (bem definido
devido a (4.14)) em V o qual é subespago do espaco vetorial normado ©°(R™)
com a norma || - || g1 <oo. Além disso, é claro que a norma de [ é igual a 1 q.t.p
sobre atomos.

Portanto, pelo Teorema [4.0.4, o funcional [ pode ser estendido para um
funcional L definido sobre o espago ©°(R") tal que é satisfeita para a
extensao L. Como, |l(a;)|/||la;llg1eo = 7, Vj € N temos o que completa

a demonstragao. [ ]

Observacgao 4.0.4 A demonstracao feita para o Teorema pode ser
facilmente modificada para mostrar a existéncia de um funcional linear [
definido sobre um subespago V.C OF(R™), onde k > [(1/p—1)], 0 < p < 1
o qual € limitado sobre V' munido pela semi-norma || - ||gr <00, mas nio €

limitado em V' wvisto como um funcional munido pela semi-norma || - || ge oo-
Entretanto, o Teorema de Hanh-Banach |}.0.4) nao é vdlido em geral para
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espacos semi-normados, isto €, nao podemos garantir que a extensao de tal
operador se mantenha limitada em ©F(R™). Este resultado foi publicado por
Duren, Romberg e Shields em [10] o qual caracterizou o dual cldssico do espago
HP(D), para 0 < p < 1 sendo D o disco unitdrio complezxo, e usou isto para

provar que o Teorema de Hanh-Banach € falso para esses espacos.

O Teorema relaciona-se com o problema de mostrar limitagao de
operadores em espagos de Hardy via decomposi¢oes atomicas. Um argumento
tipico para o efeito é o seguinte:

Suponha que T é um operador linear definido em algum subespaco denso D
de HP?(R™), 0 < p < 1 para algum espago semi-Banach X, com a propriedade
de que ||T'(a)||lx < C < oo, para todo p-dtomo a e alguma constante C' > 0
a qual nao depende de a. Aqui, implicitamente requerimos que ©*(R"™) C D,

com k= |(1/p—1)] e || - ||x satisfazendo

I1f +9llx < If1% + llgll-

Para mostrar que T' se estende a um funcional limitado de H?(R"™) para
X, considere arbitrariamente f € ©F(R"). Pelo Teorema da Decomposigao
Atmomica [3.1.1 podemos representar f = Z]Oil Aja;, com a;’s p-dtomos e
> i1 NP < Col| fll e (rny, para alguma constante Gy > 0 independente de f.

Desde que
= T( Z )\jaj) = Z )ij(aj), (415)
j=1 j=1
temos que
T < D INT (@)l < CZ (A1 < COOl f Nl oy (4.16)
7=1

Como f foi escolhida de forma arbitaria, temos de que T se estende
a um operador 7" : H?(R") — X.

O principal problema com este argumento é que, em geral, nao ha garantia
que a igualdade em seja valida, devido ao fato de que a soma em (|4.15])
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4 Caracterizagao de Operadores Lineares Limitados em Espagos de Hardy

¢ infinita. O Teorema mostra que pode de fato falhar em certas
situagdes (pelo menos, quando p = 1).

O argumento acima também possui uma outra variante, a decomposicao
atomica em alguns casos pode ser uma soma finita, digamos f = Zjvzl Aja;
com a;’s p-atomos e Zjvzl IA;1P < Col| f e (rny Para alguma constante Cy > 0.
Desta vez, o problema esta no fato de que a constante Cy nao pode ser escolhida
de forma universal para todas f € ©%(R"™).

Portanto, sem duvidas, temos que em geral, nao é suficiente para verificar
que um operador ou um funcional é limitado em p-atomos para concluir que
tal operador ou funcional se estende limitadamente ao espaco HP(R™), para
0<p<l
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CAPITULO

5

Um Critério de Limitacao via

Atomos para Operadores

Lineares

este capitulo nosso objetivo é apresentar uma condicao necessaria

e suficiente para que um operador linear T possa ser estendido

limitadamente a um operador de H?(R™) com valores espago semi-
Banach 5 tal resultado foi apresentado por D. Yang., Y. Zhou em [3] . Mais
precisamente, um operador T é estendido limitadamente a um operador de
HP(R™) com p € (0,1] se, e somente, se T mapeia todos os (p, 2, s)-dtomos
para algum s > |n(1/p — 1)] em limitados de B. Assim, comparando com o
exemplo de Y. Meyer em [1] e os resultados de Bownik, M.B. em [2] (o qual foi
apresentado no Capitulo 4), vemos que existe uma estrutura diferente entre os
(p, 00, s)-dtomos e os (p, 2, s)-atomos.

Devemos ressaltar que no decorrer deste capitulo estaremos considerando
que N = {1,2,...}, Z, os inteiros positivos e p € (0,1]. Denotaremos
por Ds(R™) o espago de todas as fungées f € C*(R") com anulamento
de momentos de até a ordem s, isto é, para todo a € Z7 com |a| < s,
Jan 2 f(x)de = 0. Para s € Z;, 0 € [0,00) e f € Dy(R") temos que
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) Um Critério de Limitagao via Atomos para Operadores Lineares

| flls.c = sup(l+|z|)?|f(x)| < oo define uma norma em D;(R™). Denotaremos
]Rn

por D, ,(R") o espago Ds(R"™) munido pela norma || -

s,0-

5.1 Os Espacos Semi-Banach

Uma classe de espacos que estaremos interessados, sao os espacos semi-
Banach os quais desempenharao um papel importante no decorrer deste

capitulo. A definicao de tal espaco é apresentada a seguir.

Definicao 5.1.1 Um espaco semi-Banach é um espago vetorial B completo

munido de uma semi-norma || - || a qual é nao negativa, nao degenerada (isto

é |1 flls = 0 se, e somente, se f = 0), homogéneo e satisfaz a semi-desigualdade
triangular, isto €, existe uma constante K > 1 tal que para quaisquer que sejam

f,g € B tem-se
If +9lls < K(IF1ls +1l9lls).

Definigao 5.1.2 Sejam p € (0,1], g € [1,00]N(p, 0] e s = [n(1/p—1)]. Uma
distribui¢io f € S'(R") € dita estar em HP%*(R"), se existem {\;}32, C C e
(p, g, 8)-dtomos {a;}32, tais que f =372, Nja; em S'(R™) e D772, |\ < oo.

Além disso, podemos equipar o espaco HPP*(R™) com a semi-norma
[fllzpasgey = inf{ (3272, ])\|p)%}, onde o infimo € tomado sobre todos os

escalares das decomposicoes de f.

Definicao 5.1.3 Seja ¢ € (0,1]. Um espago semi-Banach B, munido pela
semi-norma ||||,, € um espago q-semi-Banach, se ||-|[5, satisfaz a desigualdade

triangular, isto €, para quaisquer que sejam f,g € B, tem-se

1 +9lls, < [1f1l5, + llglls,-

Note que, todo espaco de Banach é um espago 1-semi-Banach e ¢7, LI(R™)
e HY(R™) com ¢ € (0,1) sdo exemplos de espagos g-semi-Banach. Além disso,
se {fj}52, C B, temos que

I~
Jj=1

<) 6.)
A0S
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5.1 Os Espacgos Semi-Banach

Observacao 5.1.1 Vimos no Capitulo 4 que em geral nao € possivel estender
limitadamente um operador linear o qual € limitado uniformemente sobre
p-atomos. Como ressaltamos no inicio deste capitulo, existe uma estrutura
diferente entre os (p, 00, s)-dtomos e os (p, 2, s)-dtomos.

Se trocarmos a condi¢cao de limitagao uniformente sobre p-dtomos por
limitagao uniforme sobre (p, 2, s)-dtomos, poderemos dizer quando um operador
T pode ser estendido. O teorema a sequir € o principal resultado deste capitulo,

0 qual comprova o argumento anterior.

Teorema 5.1.1 Sejam p € (0,1], ¢ € [p, 1], B, um espago q-semi-Banach,
s> |n(1/p—1)] eT : Dy(R"™) = B, um operador linear. Entao T € estendido
para um operador limitado de HP(R™) para B, se, e somente, se T mapeia

todos os (p,2,s)-atomos de Ds,(R"™) em elementos uniformemente limitados
de B,.

Corolério 5.1.1 Sejamp € (0,1], v € [1,2]N(p, 2], q € [p, 1], B, um espago q-
semi-Banach, s > |n(1/p—1)] e T : Ds(R") — B, um operador linear. Entao
T é estendido para um operador limitado de HP(R™) para B, se, e somente, se
T mapeia todos os (p, 7, s)-dtomos de Ds ,(R™) em elementos uniformemente
limitados de B,.

Antes de apresentarmos a demonstracao do Teorema abordaremos
alguns conceitos e resultados que nos auxiliard em sua demonstragao. A
demonstracao do Corolario segue de maneira imediata da demonstragao
do Teorema 5111

Observagao 5.1.2 Sejam q € (0, 1], B, um espago q-semi-Banach e V espago
vetorial.  Um operador T : V — B, € chamado de B,-sublinear se, para

quaisquer f,g €V e \,v € C o operador T cumprir as sequintes condigoes:
@) ITAf +vg)lls, < (IMUNTHIE, + T (9)lI5,)0

(@) 1TCf) = Tls, < I T(f = 9)ll5,-
E claro que se T' € um operador linear, entao T' € B,-sublinear. Além disso,
se B, = LY(R") e T € sublinear, entdo T' também é B,-sublinear. Com uma

pequena modifica¢ao na demonstragao do Teorema[5.1.1) e na demonstragao do
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Corolario temos que o Teorema e o Coroldrio também sao

vdlidos para operadores os quais sao By-sublineares.

5.2 Formula de Calderon

Para que possamos enunciar e demonstrar a férmula de Calderén é

necessario alguns resultados prévios os quais apresentaremos a seguir.

Proposigao 5.2.1 Se f € L*(R"™) é uma funcao radial, entdo f também é

radial.
Demonstragao. Vide referéncia [§], paginas 155 a 170. [

Teorema 5.2.1 (Integracao por Partes) Sejam u,v € CH(Q) e @ C R"

um aberto. Entao

/umjvdx:—/uvxjdx—l—/ wov; dS (7 =1,2,...,n).
Q Q a0

Demonstragao. Vide referéncia [7], Apéndice C, Teorema 2. [ |

Teorema 5.2.2 (Férmulas de Green) Sejam u,v € C*(Q) e Q C R™ um

aberto. Entao,
(1 fQAudx:fmg—“dS'
(#1) [o, V- Vud:c——fﬂuAvd:c+fm Qo dS.

Demonstragao. Vide referéncia [7], Apéndice C, Teorema 3. [ |

Lema 5.2.1 Fixe N € Z.. FEntao, existe uma funcao ¢ : R™ — R tal que

satisfaz as sequintes condicoes:

(7) supp ¢ C B(0,1);

(17) ¢ € radial;

(i13) ¢ € C*(R™);

(w)/ p(x)dr =0, se|la| <N eaecZl;

©) [P F =1 se¢e R (0}
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5.2 Formula de Calderéon

Demonstracao. Seja # : R® — R uma fungao nao identicamente nula, radial,
C>®(R") e com suporte compacto em B(0,1). Definamos h = A*§ para algum
k > N/2, onde A é o Operador de Laplace e k é um inteiro positivo. E
claro que h cumpre as condigoes (i), (i7) e (iii) devido a escolha de . Para
demonstrarmos (iv) facamos u = @ e v = A*714.

Usando o fato de que supp h C B(0,1) e os Teoremas e temos

que

/ 2 APY(z) dx:/ AW (z) dx
n B(0,1)

= —/ V(z®) - V(A*Dg(x)) da:+/ Q[M*U@(x)} z*dS
B(O 1) oB(0,1) OV

/ 0 — (A®V9(z)) dx

xj

0 o2
NGRY ay B (k—1) (@

[/ 0(@) 5, -(a") w3 dS /B(O,l)A 0(z) g(a”) da

82

_Z/m Aty (9:1:( “) dz.

Repetindo o processo acima k-vezes e usando o fato de que kK > N/2 e
la] < N temos a condi¢ao (iv). Agora, vejamos que a funcdo h satisfaz a
propriedade (v). Sendo a transformada de Fourier um isomorfismo em S(R")

temos que h € S(R™) e, portanto |h(t€)] < % Segue da tltima estimativa

RN dt <1
| theorts [ ga-ce.

Por outro lado, pela condicio (iv) temos em particular que h(0) = 0.

que

Fazendo a expansao em série de Taylor de ordem 1 para h em torno da origem

it = 3 220 ¢ oy 1 Ryfee) = mates),

lol<1
com resto de Lagrange
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|af=2 ' |af=2

Assim, como h € S(R")

[Ran)l = | S Tyl < 3 170n) 7

|a|=2 |a|=2

<C Y nlh =y (5:2)

laf=2

Portanto, segue da estimativa (5.2) que |h(t€)| < C|t&|? e, consequente-

mente
/ heo)r % < o / gL = et

Portanto, a integral fo tf)]2 dtt ¢ absolutamente convergente. Devido
ao fato de h ser radial temos pela Proposicao m que h também é radial,
mas isto implica que ¢ = [[°[h(t£)]* % depende somente de [¢], para todo
¢ # 0. De fato, se |¢| = || entao [t¢| = |t§| e usando o fato de que h é radial
podemos concluir que [[*[A(tQ)]* 4 = [7] h(t€))? 4 Além disso, a integral

dt

J5S[h(t€)]* 4 ¢ independente do Valor de |¢], pois & é a medida de Haar para o

grupo multlphcatlvo dos ntiimeros reais positivos. Com efeito, mostremos que

tal integral é invariante por homotetia.

Sejam &,¢ € R™ e s > 0 tal que |¢| = s|(|. Entao,

[ theep G = [ lhiesor g

Facamos r = ts, entao dr = sdt e como a medida é a medida de Haar temos

que % = %. Usando a mudanga de variavel feita anteriormente segue que
R dt R dr
| e G = [ o
0 0
Portanto, definindo ¢ = ¢~ h temos que ¢ ¢ a funcao pedida. [ |
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5.2 Formula de Calderéon

Teorema 5.2.3 (Férmula de Calderén) Seja ¢ € L'(R") a valores reais e
radial satisfazendo a condi¢do (v) do Lemal[5.2.1. Entdo, se f € L*(R") temos

f@) = [ o N T 5.3

Observagao 5.2.1 A igualdade em (5.3) deve ser interpretada em L*(R™) no
sequinte sentido: Se ) < e <J < o0 e

5
dt
fuse) =[x s D) T (5.4
15
entdo || f — fesll2 = 0 quando ¢ — 07 e 6 — 0.
Demonstragao. Antes de iniciarmos a demonstracdo, vejamos que a

expressao (5.3) é uma consequéncia imediata da equacao (v) do Lema |5.2.1]

Aplicando transformada de Fourier do lado direito de (.3) temos
(€) [TZ[o(te)]2 4 = f(€) - 1, pois

dt

[ oo @ Fe@ :

/0 " Fllgx dox )

t

Note que, devido ao fato de f € L?*(R™) nao temos a garantia de que
¢ * ¢y * [ € LY(R™) para que possamos comutar a integral da transformada
de Fourier com a integral da expressao (5.3)). Assim, a demonstracao deste

resultado consiste em contornar esse problema e ainda obter a igualdade (5.3)).

Suponhamos inicialmente que f € L'(R™) N L?*(R™). Entao pela

desigualdade de Young combinada com o Teorema de Fubini temos que

Fu@= [ [ Sononn pw

— / brep &
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Observemos que f.; € L?*(R™) uniformemente quando ¢ — 0 e § — oo.

Usando o Principio de Plancharel obtemos que

lim  ||f — fosllo = lim  [|(f = fos) |l

e—0t,d—00 e—01,0—00

>~ lim [ = fosll2

fofi - [weor?]

lim {
e—0t,d—00 n

Mas pela condigao (v) do Lema temos

I

ng}é

é
fon- [Beor < e

Segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que || f— f- s]|2 = 0 quando
e — 0" e d — oo o que conclui a demonstracao.

Para o caso em que f € L*(R") basta definirmos uma sequéncia f; =
IxBo,j € L'(R")N L*(R") a qual converge para f em L?(R™) quando j — oo

e repetir o processo acima para f;. |

5.3 Extensao de Operadores Lineares Limita-
dos em Espacos de Hardy

A partir de agora, a funcao ¢ é a mesma do Lemal5.2.1] Caso seja necessario

impor alguma condicao adicional diremos nos enunciados.

Observagao 5.3.1 Para s € Z. denotaremos por S;(R"™) o espago das
fungoes em S(R™) com anulamento de momentos até a ordem s. Em simbolos

temos que

Ss(R") = {f e S(R") : / zf(x)dxr =0,V |a| < s}.

n

Lema 5.3.1 Sejam ¢ € Sy(R") e 0 € [0,00). Se f € S(R™), entdo existe
uma constante C' > 0 tal que para todo t € [0,1) e todo x € R™,

(@0 % f)(2)] < CH1+ |2])~7 < O+ 2])77 (5.5)
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Ses e, efe S S(R"), entiao eriste uma constante C > 0 tal que para
todo t € [1,00) e todo x € R",

60+ ) < e (14 2 (5.6
Demonstracao. Vide referéncia [9], Lemas 2 e 4 no Apéndice (III). n

Lema 5.3.2 Sejam s € Z, 0 € [0,n+ s+ 1) e ¢ € Ds,(R™) com supp ¢ C
B(0,1). Entao para toda f € D, ,(R"), existe uma constante C > 0 tal que
para todo € € (0,1) e L € (1,00) tem-se,

sup 1+ ol ( [+ [7) [ o=l Nl B < ce v 1,

zeR™

Demonstracio. B claro que se v € (0, 00) para |y| < v e x € R" arbitrario
v+l <20y + z —y)). (5.7)
De fato, pela desigualdade triangular segue que

Tzl =+l —y+yl
2(v + |z —yl).

Seja f € Ds,(R™). Para 0 < € < 1 segue das estimativas (5.5 e (5.7)) com
v =1 e do fato que supp ¢ C B(0,1)

dyd
sup (14l [ [ oo e = )| 2

zeR?

dy dt
< sup (1 + |z|)” // [9e(Y)|CH(L + [z —y[)™7 y_

zeR"”

zeR"”

< sup / /| I+ el (1 ol

Nsup//| ) I(1+ & — )7 (1 + |z — y))~dy dt
yl<t

zeR"

<Se. (5.8)

~
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Em (5.8) usamos o fato de ¢ ser uma funcao radial suportada na B(0, 1).
Agora, para todo t > 1, e combinando (5.6)), (5.7) e supp ¢ C B(0, 1) temos

que

sup (1+[21)” [ [+ 1) =)l dy

zeR"

—n—s— T~ -
< sup (1 + |£1?|>U/ [9:(y)|Ct 1<1 + | t Z/|> i
Rn

zeR?

zeR™

< t""51/|| |6:(y)] sup (1+ |2)7 (¢ + |z — y[) " dy
y|<t

< t/. 1)l sup (4 =)+l =) dy
y|<t

zeR"?

< to—n—s—l

Seja L > 1, entao
dy dt
Sup (1+|z))” / / |Ge(x = y)l[ (e * [) ()| —— y
zeR"™ m

</tansl

ta—n—s—l o

c—n—s—1IL
o—n—s—1
<L .

Portanto, combinando as estimativas obtidas, temos a demonstracao do

lema. [ |

Observagao 5.3.2 Na dtima estimativa do Lema[5.53.3 temos a convergéncia
da wnetegral impropria, pois L > 1 e por hipotese 0 < n + s+ 1 e

consequentemente 0 —n — s — 1 < 0.

Lema 5.3.3 Seja ¢ € C°(B(0,1)), vs(x) = 0 "Pp(x/0) € [g. ¥(x)dr =1. Se
as = Vs * a, entdo ag — a em HP(R"), para 6 > 0 suﬁczentemente pequeno e
a € HP(R") para p € (0,1]. Além disso, as € Ds,(R").

Demonstragao. Vejamos inicialmente que as € D;,(R"). Como ¥ e a

possuem suporte compacto, temos que supp as C supp ¥s + supp a o qual é
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compacto, pois a soma de conjuntos compacto é compacto e sendo supp as

fechado por definicao, segue que supp as é compacto.

Por outro lado, como a € L>(R") temos em particular que a € L}, .(R") e
sendo ¢ de classe C*(R™) segue que a5 € C*(R").

Finalmente, usando o fato de que a é p-atomo temos que

/Rn °a5(z) dr = / / e usylal — y)dady
— /IR" %(y)/n(ery)aa(a:)dmdy =0, VYla|<s.

Sejam d € N, 2= < p < 5= e a € HP(R") um p-dtomo. Entao,

supp a C B(xg,r) para algum r > 0 e 2o € R".

Assim, supp (as — a) C B(zo,7 +0) C B(zo, 7 + 1), (para 6 < 1). Se
B* = B(x,2(r + 1)), entao

s~ allmney = | Datos — a)@)? do

= [ Motos =)@+ [ MGas ) i

Para concluirmos que a; — a em HP(R™) devemos encontrar boas
estimativas para as integrais acima. Combinando o Lema [2.3.3 a desigualdade

de Holder e o item (i) do Teorema temos que

’/*[M¢(a5 — a)(x)]de’ < /19*[M¢(a5 — a)(z)]P dz

< Cp/* (M(as — a)(x)]P dx

<ipier( [ [(Mlas - @y )’

< |BYCP|[M(as — a)ll5
<

B*|C? Asl|as — al5 — 0, quando ¢ — 0.
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|r—:c0|
2

y € B(xg,r + 1). Como supp ¢. C B(0,¢) segue que

Por outro lado, se z € (B*)° e e < , entdo |r — y| > e, para todo

qss*(aa—a)(x):/m | oe =) —a))dy =0

Assim, podemos supor £ > |x_—2x°| Fazendo a expansao de Taylor para a

funcéo y — ¢.(r — y) de ordem d em torno de xy temos que

¢e<l’ — y) = Z a;(gbé)(x - IO)(;L'O — y>a

a‘ + Rd—‘rl(tal‘wx()ay)

laf<d

Cly—zo|dt+1 . . ~
com |Ry.1| < % Pela estimativa do resto da expansao e do fato de que

Jzn a(z) dz = 0, temos que

oo s =)@ =] [ ol = asts) —atw) dy

< / 16:(z — ) — be(x — z0)las(y) — aly)| dy
B(zo,r+1)

ly — $0|d+1
<o f Rl () dy
To,r
(,r. + 1>d+1
B(zo,r+1) |fE - xo‘"+d+1

(r+ 1)d+1
|z — | L

L 2MtCe las(y) — aly)| dy

< 2n+d+1C« ”(15—(1”1.

Segue da estimativa acima que

n (7" + 1)p(d+1)
‘ /(B*)C[Mda(a(s — Q) @)) dx‘ < ppntar /(B*)C oy o s —alf
< ey 1y [ A s~
2(r+1

Note que a estimativa lado direito converge para zero, pois a integral
impréria converge devido a —p(n +d+ 1) +n—1 < 0 e [las —al]; — 0
quando 6 — 0. Portanto, as — a em H?(R"™) quando § — 0. [
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Teorema 5.3.1 O espaco D; ,(R™) € denso em HP(R™) para p € (0,1].

Demonstragao. Seja f € HP(R"), pelo Teorema [3.1.1] temos que f =
> o1 Aja; em HP(R™). Entdo, existe N € IN tal que ||f — g||Hp Rn) < ;, com
g = Z Ajaj. Pelo Lema |5.3.3] para cada a; existe um a} tal que aj — a;

em H”(]R”) para 0 > 0 suficientemente pequeno. Definamos G = Ejzl \jal.
Claramente G5 € Ds(R"). Pela subaditividade da norma || - ||’I’{p(]Rn) e tomando

d o minimo entre todos os §’s da definigao de convergéncia a} — a; segue que

If — G5HHp R") < f - gHHP R") +lg — G”Hp(]an

+ Z AP llag = a1 geny

AN
M|
I

+

M o m w|m

Note que, como Hag — ajH%p(Rn) < ¢ para 0 > 0 suficientemente pequeno,
basta redefinir ¢ na definicaio da convergéncia para cada j e obter que
S Pl = 45 e < 5

Portanto, D, ,(R™) é denso em HP(R™). [

Sejam p € (0,1], s > [n(l/p —1)] e ¢ € Ds,(R™) uma fungao radial
suportada na B(0, 1) tal que a condigao (v) do Lema esteja satisfeita.

Para f € §'(R"™) a func@o de Lusin (ou fungao drea) S(f) é definida por

dy dt\ 3
2
= (] e sor )

Entao para toda f € HP(R"), segue que S(f) € LP(R"), ainda || f|| grmn) =
IS(f)]lp- Para consultar a demonstragao desta afirmacdo vide as referéncias
4], [51, [6] e [19].

No préximo resultado estaremos fazendo uma reproducao do Teorema/|3.1.1].

Pois vimos que se f € HP(R"), entao f possui uma decomposi¢ao atomica.
Agora, veremos que este fato também ¢é valido para funcoes no espago D ,(R™),
mas para f € D, ,(R") teremos que f possui uma decomposi¢ao atomica nao

em p-atomos mas em (p, 2, s)-4tomos.
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Lema 5.3.4 Sejamp € (0,1], s > [n(1/p—1)] ec € [0,n+s+1). Entdo, para
toda f € D, ,(R"), eristem escalares {\;}32, C C e (p, 2, s)-dtomos {a;}32, C
Do (RY) tais que f = 352, Ay e Dyo (RY) € {5550 NPH < Ol s
onde C' > 0 € independente de f.

Demonstracao. Seja f € Ds,(R™) C HP(R"). Para cada k € Z definamos
U ={reR":S(f)(z) > 2"} e
Q] Q]

o ={Qeg:loneu > 5 10Nl < 5

onde Q denota a colegao de todos os cubos diddicos em R™ cujo os lados medem
2F com k € Z.

Afirmacgao: Para cada ) € Q, existe um tnico k tal que Q € Q.

Dado @ € Q temos devido a definicao de Q; que |Q N Q| 7 |Q| quando
k— —ooe |Q N N\, 0 quando k — oco. Dali, existe k tal que |Q N Q| > |L2?|
e tome k = max{k} tal que k satisfaga a condicao. Nao é dificil ver que
QN Q| < chgl, pois caso contrario terfamos uma contradi¢ao em relacao ao
maximo k. Suponhamos que Q) € Q4 1, entao |Q N Q1| > @ e |Q Nz <
‘?—l. Mas sabemos que % < QN Qiq| < %‘, disto segue que @ ¢ Q..

Vejamos que @ ¢ Qy_1, pois caso contrario |QNQ_1| > @ e |QNQ| < %,
mas sabemos que @ < |QN Q| < ‘% e, portanto ) ¢ Q1. Novamente por
indugao temos que @ ¢ Qy_,, para todo m € IN. Disto segue que existe um
Unico k tal que Q) € Qy, concluindo assim a afirmagao.

Um cubo diddico Q € Qy é dito maximal em Q) se para todo @' € Oy
tem-se Q' C Q ou @ NQ = 0. Para k € Z denotemos a colecao de todos
os cubos maximais em Qj por {Qi}je 7., onde Ji é algum conjunto de indices

podendo eventualmente ser vazio para algum k € Z.

Afirmamos que Q = Uz U;c; {Q € Q1 Q C Q1}. De fato, dado um
cubo ) € Q sabemos que existe um tunico k tal que Q) € Qy, dal existe j tal

que @ C Q7. A inclusdo contraria é ébvia, assim temos a igualdade.

Seja ) € Q e consideremos o cubo maximal Qi o qual contém (). Definamos

Q={(x,0): 2 €Q, Vnl(Q) <t <2vnl(Q)} e Q) = Ujgeoraeq) @-

92



5.3  Extensao de Operadores Lineares Limitados em Espacos de Hardy

Devido as contrucoes anteriores temos que

~yUae-yua (5.9)

QeQ kEZ jEJ},

Seja ¢ € Dy ,(R™) cumprindo as condigoes do Lemal|5.2.11 Segue da férmula
(5.3) e da igualdade (5.9 combinadas com o Teorema de Fubini que

f(x) = / (602 dux @) &

/Rn/ ou(z — y) (¢ * f)()dy—

_ZZ ¢tl’— ¢t*f)()dy@ (5.10)

kEZ jEJ}

Definamos

wo = bvaQU [ e Pty e

@

onde 5v/n Qi denota o cubo de mesmo centro que Qi mas com o lado 5/n
vezes o lado do cubo Q7. Se tivermos Ay ; = 0 definamos al,(x) = 0 e se Ay # 0

definamos

dy dt

g (5.12)

a(z) = ()" . du(x —y)(de * £)(y)

Combinando as expressoes (5.10]), (5.11]) e (5.12)) podemos escrever

=Y > Mjal(x)

keZ jeJy

Por hipétese f € D;,(R"), entao existe ry > 0 suficientemente grande tal

que supp f C B(0,79). Seja N € N, entao

U swp ¢ c BO,vn2") + B(0,r) = B(0,v/n2").  (5.13)
telyn2-N,y/n2N]
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De fato, como supp ¢; C B(0,t) temos que |t~'z| < 1 se, e somente, se

|z| < t < y/n o que implica em (5.13). Combinando a expressao (5.13)) e o
Teorema temos que

U supp (¢, * f) C B(0,79 + vn2M). (5.14)
telyn2=N,\/n2V]

Existe uma quantidade finita de cubos diadicos () a qual denotaremos por
OV tais que Q N (B(0, 7o + 1 2N) x [y/n2=N, /n2"V]) # 0. De fato, devido a
definicao de Q\ temos que os cubos diddicos que interceptam B(0, ro++/n 2V) x
[v/n2™N /n2N] sdo cubos @ tais que 27V < 4(Q) < 2V e este fato segue de

Vl(Q) <t <2vnl(Q) e vn2 N <t <vn2V,

A quantidade de cubos diddicos de lados 2/ tal que —N —1 < j < N é
claramente finita, o que conclui a afirmacao. Além disso, para todo Q € Q,
existe um tunico cubo maximal Qi com k € Z e j € J tal que CAQ - @i Esta
afirmacao vale em geral, pois dado um cubo diddico ) sabemos que existe um
unico k € Z tal que Q € O, assim tomando o maximal Qi tal que Q C Qi
temos @ - @{C devido a definicao de @fw portanto a inclusao vale em particular
para os cubos Q € QV.

Seja oV a colecao de todos os cubos maximais diddicos tais que @ N
(B(0, 794+ v/n2N) x [y/n2N, /n2N]) # 0. Claramente QV é finito, pois vimos
anteriormente que QV ¢é finito. Consideremos Q um subconjunto finito de
{Qi k€ Z,j € Jp} tal que QN ¢ Q. Combinando , o fato de que
B(0,10 + v/n2V) x [/n27N /n2"] C Ugiea @, o Lema [5.3.2 junto com a
hipétese de que o < n + s + 1, temos a estimativa

7= 3 Mo

Ds,o (R™) _Hf Z/ Se(- —y) (e x f)(y )dydt

Ds,o (R™)
QleQ Qjea” @
Vm2mh o peo dy dt
<swpl+le) ([T 4 [ ) [ Jata - lle Hun T
R™ 0 vn2N R™

5 2—N + 2N(O’—TL—S—1) —50
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quando N — oo. Note que, a convergéncia acima ocorre em D, ,(R").

Resta demonstrarmos que {a }rez jcs, C Dso(R?) sio (p,2,s)-atomos e
1

{Z = b} < Clfllm

KEN jET;

Vejamos que a?; cumpre a condigao (¢) da defini¢ao de (p, 2, s)-d4tomo. De
fato, note que supp ¢;(x — ) C B(x,t). Seja xg & 5/n Qi, entao mostremos
que zo ¢ supp aj.. Para mostrarmos que xo ¢ supp aj, basta que ¢i(x —+) =0
se © ¢ 5y/n Q. Para isto, consideremos B(z,ty) com ty = 2¢/nl(Q1), assim
supp ¢y, (ro—-) C B(xo,to) e B(xo, to)ﬂ@f; = ) o que implica em z, ¢ supp aj,
pois se B(xg,tp) N @i # (), isto implica em t > 2y/nf(Q}) o que é absurdo,

devido a escolha inicial de ¢g.

Para verificarmos a condicao (ii) de (p, 2, s)-atomo, basta combinarmos o
Teorema da Respresentagao de Riesz, desigualdade de Holder [1.1.1} o item (v)

do Lema [5.2.1| e o Principio de Plancharel para obtermos que

/ al (x) b(z) dx’
dy dt
< (k)" sup d

lell<1 /Jwt ) (0x o)y )=
< |5\/5Qi|%7% sup / /n b*¢t |2dydt>

[lo]l2<1

il 1
< 5Vn Qi s, (5.15)

lajll> = sup
Ibll2<1

onde QNSt(y) = ¢(—y). Observe que em ((5.15)) usamos a igualdade

/Ooo(/nl(b*sz?txy)ﬁdy)%:/0°°”<b* i
- [Tibdae

/ /nlb oFleP £

/n|b )|2/0 |¢t()dttd§

= Bll3-
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) Um Critério de Limitagao via Atomos para Operadores Lineares

Para demonstrarmos a condigao (7ii) observemos que, se f,¢ € D, ,(R")
implica em f,¢ € L'(R™). Portanto, dado o € Z, com |a| < s combinado
com o Teorema de Fubini temos que

dy dt

/naco‘ai(:c)dx—/ ()" ¢t<$_ y) (b x f)y) ——dx

= (k) /n/] % O(x — y)(dr * f)()dydt

dy dt
t

= 0w)™ [ 0D [ #oa =)

=0.

1
Para demonstrarmos que { >y |)\k,j]p}p < C|| fllap(mny, demonstremos
kelN je i
inicialmente

dy dt
S [ o N 4T £ 20 (5.16)

Qe

2
maximal de Hardy-Littlewood. Mas sabemos que o operador de Hardy-

Littlewood ¢ limitado de L'(R™) para L% . (R™). Assim, || < [Ixa.lh S

€2|. Por outro lado,

Definamos €} = {x € R" : Mxq,(z) > l} onde M denota o operador

raco

[ sn@rds [ 2 g S ol
Q*\Q}Hq \Qk+l

Para qualquer que seja k € Z, temos que

dy dt
o
Q\ Qo1 A\ Q11 ly— $|<t t
dy dt
//n/n ¢t |X(xy7)dt+1

dy dt
/ / ¢t * f ’2 (.T Y, )dl’ fn+l
QEQ
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onde y denota a funcao caracteristica do conjunto
{(Q?,y,t) SRS QZ\Q]ﬁ ‘y - Q?‘ < t}

E facil ver que para todo Q € Q. e todo (y,t) € @ tal que x € ) implica
em |z —y| <t, pois |[x — y| < /nl(Q) < t e consequentemente x(z,y,t) = 1.
Como @ € Q. entao |Q N Q| > |Q‘ e @ C Q. Assim, para todo (y,t) € Q,

Q.

| Xt e 2100 @)\ D) = @] - 00 D] > 1 2

o que conclui a afirmacao (5.16). Combinando (5.16)) com a desigualdade de

Holder para séries e o fato de que ||[S(f)|, = || f||#rmn) temos que

DB ) |@i|1—5([j 60+ NP )"

keZ jeJy keZ jeJy
dy dt
<Y () Z/ (0 P 22!
keZ jeJi jE€Jg
SOOI S D 2|
keZ keZz
NZZk h(2%) < / h(a) do
keZ
SISO

S A1z ey

sendo que h(a) = o’ H{z € R": S(f)(z) > a}|. |

Lema 5.3.5 Sejam s € Z, p € (0,1}, q € [p,1], 0 € (max{n + s,n/p}, o),
B, um espago q-semi-Banach e T : D, ,(R™) — B, um operador linear. Se
existe uma constante C > 0 tal que para toda f € Ds(R"),

IT(f)l5, < Cldiam(supp f)]7 || f]lso. (5.17)

entdo T : D, ,(R"™) — B, € um operador linear limitado.
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) Um Critério de Limitagao via Atomos para Operadores Lineares

Demonstragao. Seja ¢ € C°(R") tal que 0 < ¢(z) < 1 para todo z € R",
Y(x) =1se|z| <3 et(z) =0se|z| > 1— 1. Definamos ¢(z) = (%) — ¢(z)
para todo x € R™, claramente supp ¢ C {z € R™: % < x| < 2}.

Note que, para todo z € R"™\ {0} temos que ), , $(277z) = 1. De fato,
dado x € R™ \ {0}, existe jo € Z tal que 277z € supp ¢. Assim,

1 , , :
5 S22 <2 200~ x| < 200,
Portanto,
Jo+1
Yo o27x) = Y 27
JEZ Jj=jo—1

= ¢(27 " x) + ¢(2770x) + (27 )
= (27 2) — (27 )
=1

Definamos ®;(z) = ¢(2772) para todo x € R" e j € N e ®y(z) = 1 —
Y2, ¢(277x) para todo x € R™. Entao, > ez, ®j(x) =1 para todo z € R™.

Sejam Ry = B(0,2) e R; = {z € R": 297! < |z| < 27*1} para todo j € N.
Para j = 0,1 seja {Jjﬁa |l < s} € S(R™) a base dual de {z* : |a] < s} com
peso ®;|MR;| 7!, a saber, para todo «, 8 € Z, com |a| < s e |B] < s,

1 5""
— 27;0(2)P;(2) dx = 04,5 (5.18)
R S

Fazendo a mudanca de varidvel y = 27z na integral em ([5.18)), segue que

dy = 2"dx e

9—3(n+18)) e »
W/ Y10 (277Y)@;(277y) dy = dup- (5.19)
] n
Sejam v; , = |9%j|’1@Zj,a®j para j = 0,1 e, (x) = 27U~ Dntlaly, (270-Dg)
para todo j € N e j > 2. E claro que VYia € S(R™), para todo j € Z, e
< 1. Por outro lado, se j = 1 pela

~Y

supp ¢ C R;. Disto segue que |90
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igualdade em ([5.19) temos que

9~ (n+[8) ~
bup— / P01 (271 2) B (27 1) da
) |%1| n )
< 2~ (nHBD |x5@/) o(2712)| dx < 9—(n+Bl)

Pela estimativa acima, para j € Z,, |a| < s e z € R", temos que

[¥ja()] S 27900, (5.20)

Seja f € Dy (R™), existe kg € N tal que supp f C B(0,2%). Para j € Z,
definamos f; = f®; e

P—Z«m Y)y” dy.

la|<s

Entao, para todo j € Zy e |af < s, fj — P;j € Ds(R"™). De fato, é claro
que supp f; — P; é compacto, pois supp ¥, ¢ compacto e f; —P; ¢é de classe

C>*(R™) por construgao. Dado v € Z; com |y| < s temos que

| 2@ =Py = [ oo [ Py
- [ =3 [ pweds [ v

la|<s

=0

Além disso, como f € D;,(R") implica que Ze o Jre Je(y)y*dy = 0. De
fato, note que para todo y € B(0,2*) tem-se 2¥+ly ¢ supp ¢ para todo [ > 2
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) Um Critério de Limitagao via Atomos para Operadores Lineares

Assim,
ko+1 ko+1
fe(y)y® dy = y)y* dy
Z | Z T2
k‘o-‘rl e’ ‘
= Z $(2~"y)y* dy + / fy) (1 -y ¢(2‘]’y)>y“ dy
ko+1 [e'e)
= Z S Yy dy— | fy)> d2 )y dy
ko+1 ko+1

=) i () (2 y)y™ dy — W) Z $(277)y° dy

=0.

Pela conclusao acima segue que

ko+1 ko+1
f=2_ (hi=P)+ > P
j=0 J=0
ko+1 ko+1
=Y (fi-P +ZZ¢N y)y* dy
j=0 7=0 |al<s

ko+1 ko+1 ko+1
P S We— tyr) /R few)y® dy.
=0 8

la|<s j=1 {=j

Para obter a iltima igualdade da expressao acima, foi usado o fato de que

ko+1 ko+1 ko+1
SOSTS (W — 1) /R =Y 3 e /R fi) dy

lal<s j=1 {=j 7=0 Jal<s

Para demonstrar este fato é preciso abrir de maneira explicita as
definicoes das funcoes envolvidas e por fim, usar a conclusao de que
ko“ f]Rn fe(y)y* dy = 0. Note que, as somas podem comutar devido ao fato
de todas serem somas finitas.
Observe que ¥, —1j_1.0 € Ds »(R"), pois ¢ o € S(R™), 1}, possui suporte

compacto como ressaltamos anteriormente e para ver que ;o — ¥j_1,o possui
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integral com momentos nulos para v € Z, com |y| < s basta proceder de

modo anélago ao caso feito anteriormente para f; — P;.

Sendo T um operador linear e f; —P;, ;0 — ¥j_1,4 € Dso(R") temos que

ko+1 ko+1
T()=T(D(f=P)+ > P)
j=0 Jj=0
ko+1 ko+1 ko+1
= TP S [ T~ )
=0 laf<s j=1 =5 "R"

Para todo j € Z; e |a| < s temos que [|®,|| < 1. Além disso,

Ly dy < | 1f; )|yl dy
R; R;

< / £ ()26 el gy
R

<sup|f(y)] - 9|20 D1 = 20Dl (e 2050 — 02070 sup | £ (y)]

J .
| | 1 v
< 9illaltn) gup | £(y)| = 29+HaD gup Shx ‘y’)g [F ()l
%, », (1+[yl)
1 g
< gilntla) sup( * 1) £ ()]
R | |U
< 2j(n+\a|*U)Hf‘ Dy (RT)- (5.21)

Combinando ([5.20) com ([5.21]) temos que

1y = Pilloe < Ifslloe + 1P 1
S fylloo + 3 2rdtetad /m @)yl dy

|a|<s

S illoo + Y 277l g0l £y
jal<s

S 27| fllp, 0 mey
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e, portanto de ([5.17)) obtemos que

IT(f; = Pp)lls, S [diam(supp f; = Py)]7 | f; = Pillc
S 2767 fllp, o n)- (5.22)

Por (5.17) e (5.20) segue que

1T (W50 — Vi1a)llB, S 270 thja — Vj-1alle = 27677 sup V)0 — Y10l
< 2j(%70)(2—j(n+|a\) + 2(—j+1)(n+\04|))
< 9 (5 —n—lal) (5.23)

Finalmente, combinando (5.1)), (5.21)), (5.22), (5.23) e a hipdtese de que

o > max{n+s, 7} temos a estimativa

ko+1 ko+1 ko+1 1

170, < (31715 - Pl + S | [ AT =i )"

la|<s J=1 {=j
ko+1 ko+1 ko+1

(Z 25 0) 4 37§ Y gutlntlal-o) gui; n- '“)>'11Hf|

la|<s j=1 {=j

q

Ds,o (R™)

ko+1

(qu N1 s
S 1 oo rmy

o que completa a demonstracao do lema. |

Finalmente, devido aos resultados apresentados anteriormente podemos
demonstrar o resultado central deste capitulo.

Demonstracao do Teorema |5 - ) Suponhamos o operador T se
estende limitadamente a um operador definido em H?(R") para B,. Entao
para todo (p, 2, s)-atomo a, temos que ||1T'(a)||5, S [|a]|ar@ny S 1.

(<) Seja 0 € (max{},n + s}, n+ s+ 1), com p € (0,1]. Definamos

= |B(wo, diam(supp /)| 7| fI<f, com f € Dyo(R"), e a0 € supp f.
Entao, ® é um (p, 2, s)-dtomo. De fato, como f € D,(R") segue que supp ¢ é

compacto, pois supp ® = supp f devido a definicao de P, e isto demonstra a

102



5.3  Extensao de Operadores Lineares Limitados em Espacos de Hardy

condigao (i) da definicao de (p, 2, s)-dtomo.

Além disso,

-1 _ IS lllBI? 1
192 = 1Bl [ FIZ Nl < 5= = |2

1/ lloc| Bl

3 =

sendo que B = B(xo,diam(supp f)), concluindo a condigao (7).

Para concluirmos que ® é (p,2,s)-dtomo, basta mostrar que ¢ possui
anulamento de momentos até a ordem s. De fato, seja o € Z, com |a| < s

Usando o fato de que f € D;,(R") e as notagdes anteriores temos que

[ areta)de =B AL [ o @y do =0,

Claramente f = M -f. Entao,
Bl pllf\V

IT(F)lls, = 1BI7 || FllooIT(®)]15, S [diam(supp £)I7 [I£]l (5.24)

Pela expressao ([5.24)) combinada com o Lema segue que 1T é um
operador linear limitado de D; ,(R") para B,.

Note que, pelo Lema se f € Dss(R™), entdo existem escalares
Al Cc Ce (p,2 ,s)—atomos {a;3521 C Dso(R") tais que f =372, \jay
em D, (R") e {3772, ])\j|p}% < W fllgp@gry.  Se combinarmos o Lema |5.3.5

com os fatos ditos anteriormente, obtemos que T'(f) = > 72, A\;T(a;) em By, e

combinando isto com a expressao ([5.1)) e a monotonicidade das sequéncias em
(7 implica que T'(f) € B, e

IT()lls, < (ZIA IT(als,)"
~ (gw)p

S ey
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) Um Critério de Limitagao via Atomos para Operadores Lineares

Portanto, pela iltima estimativa, T" pode ser estendido para um operador
linear limitado de H?(R™) para B,,. [

Observacao 5.3.3 A conclusao final do Teorema decorre da densidade
do espago Dy ,(R™) em HP(R™) a qual foi demonstrada no Teorema[5.3.1]
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