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Resumo

Neste trabalho caracterizamos o conjunto das solugoes estaciondrias
de um problema parabdlico quasi-linear governado pelo p-Laplaciano, p > 2,
e estabelecemos as propriedades de estabilidade dos equilibrios. Além disso,

fazemos uma comparagao entre este problema e o caso semilinear p = 2.



Abstract

In this work we give a characterization of the equilibrium set of a p-
laplacian quasi-linear parabolic problem, p > 2, and we estabilish the equilibria
stability properties. Furthermore, we make a comparision between the cases

p>2ep=2
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Introducao

Este trabalho foi baseado nos textos [3], [11] e tem por objetivo prin-

cipal analisar o comportamento assintotico das solugoes do problema

ue = AM|ue [P~ ?uz)e + [ul"?u(l = Juf"),  (2,t) € (0,1) x (0, +00)
w(0,8) = u(1,t) =0, 0<t<+oo (1)
u(z,0) = up(x), z€(0,1),

ondep>2,¢g>2,r>0eX>0.

A este problema podemos associar um semigrupo continuo {7'(¢)}+>0
em VVO1 P satisfazendo “ boas” condicoes de compacidade e limitacao, e é possivel
provar que o conjunto w-limite de cada dado inicial esta contido no conjunto
das solugoes estacionarias de (1), E). Torna-se relevante portanto o estudo de
E\, que é feito através do método “time-map”, levando em consideracao os
valores de A e as relacoes entre p e q.

O mesmo método, que ajusta a velocidade inicial das solugoes de um
problema da Cauchy a fim de garantir as condigoes de fronteira desejados, foi
usado para caracterizar o conjunto das solugoes estaciondarias de um problema
semilinear por Chafee e Infante em [3], onde é provado que, para valores fixos

de A\ > 0, os equilibrios do problema

U = Uge + Af(u), 0<2 <0<t <0
w(0,t) = u(m,t) =0, 0 <t < 400 (2)
u(z,0) =up(z), 0 <z <

sao finitos e bifurcam da solucao nula aos pares, de forma que conforme A — oo,

o numero de solugoes estacionérias de (2) tende a infinito.

1



Quando consideramos o problema (1) governado pelo p-Laplaciano,
o conjunto F, das solucoes estaciondrias é bastante distinto e, de um modo

geral, obtemos os seguintes resultados:

- se p > q, F\ é um conjunto infinito qualquer que seja A > 0 e é discreto

apenas para valores suficientemente grandes de .

- se p < ¢, E\ é um conjunto finito para A grande e infinito (podendo ser

continuo) sempre que A for pequeno o suficiente.

O caso p = ¢ é o que nos parece mais adequado para fazermos uma
comparagao entre a solugoes estacionarias dos problemas quasi-linear e semi-
linear, conforme explicamos no tltimo capitulo deste trabalho. Neste caso, o
comportamento da funcao “time-map”, que mede o z-tempo necessario para
uma equacao atingir um extremo a partir da origem, em funcao da velocidade
inicial, é similar proximo da origem em ambos os problemas e difere bastante
quando o parametro velocidade inicial tende ao seu valor maximo (ou minimo).

Neste trabalho procuramos apresentar a maior quantidade de detalhes
possivel a andlise feita em [11] acrescentando a ela os principais elementos de
[3] para que possamos comparar os dois problemas. Organizamos este texto
da seguinte forma.

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados da Teoria de Semigru-
pos apenas com a finalidade de justificar a relevancia do estudo feito posteri-
ormente. No Capitulo 2 caracterizamos o conjunto das solucoes estacionarias
de (1) e estabelecemos as propriedades de estabilidade destas solugoes. No
Capitulo 3 estao parte dos resultados de [3] expostos aqui principalmente para
possibilitar uma comparacao entre (2) e (1), a qual fazemos no Capitulo 4.

Queremos salientar que optamos por respeitar, nos capitulos 2 e 3, as
notagoes usadas pelos autores Chafee e Infante e Takeuchi e Yamada respecti-
vamente em seus trabalhos. Assim, a fungao designada por X (-) no Capitulo

2, tem os mesmo papel que as fungoes designadas por 74(-) no Capitulo 3.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos Continuos

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados bastante
conhecidos da Teoria de Semigrupos. Basicamente nossa intengao é caracteri-
zar o conjunto w-limite e dar condigoes suficientes para que ele esteja contido

no conjunto dos equilibrios. Ao longo deste capitulo seguimos o texto [6].

1.2 Definicoes e Resultados Elementares
Sejam X um espago de Banach, Ry = [0, +00) e T'(t) : X — X, ¢ >0,
uma familia de operadores em X.
Definicao 1.1 Dizemos que {T'(t)}iem, € um semigrupo continuo, se
i) T(0)=1.
it) T(t+s)=T(t)T(s).
i11) (t,z) — T(t)x € uma aplicagcdo continua de Ry x X em X.

Definicao 1.2 Seja {T'(t)}+cr, wm semigrupo continuo. Dado x € X, defi-
nimos orbita positiva por © como sendo v+ (z) = {T(t)x;t > 0}, e se B C X,

vH(B) = ().

re B



Dado B C X, definimos o conjunto w-limite de B como
w(B)=(JT®)B.
s>0t>s

Notemos que w(B) = w(B), onde
w(B)={yeX; 3{ty} — +oce {x,} C Btal quey = klim T(ty)wy}
— 00

De fato, seja y € w(B), logo y € LJT(t)B7 V s > 0. Assim, existe seqiiéncia
t>s
{T(tg)zr} C UT(t)B tal que T'(tx)rr — y quando k — 400, ¥V s > 0, ou
t>s

seja, para k > 0, existe t; > k e x; € B tal que y = lim T(tx)xy, e assim,
o0

li
k——+
y € w(B).

Por outro lado, dado y € w(B), é claro que y € UT(t)B,V s> 0.

t>s

Definicao 1.3 Definimos a distancia entre dois conjuntos B e A por

dist(B, A) = sup inf d(y, ).

yeB z€A

Definicao 1.4 Dizemos que um conjunto B C X atrai um conjunto C C X
por T(t) se dist(T(t)C,B) — 0 quando t — +oo. (Ou, ¥Ve >0, 3 N(C,e¢) tal
que dist(T(t)x,B) <e, YVt > N(C,e) eVz e ().

Definicao 1.5 Um conjunto S C X € invariante se T(t)S = S,V ¢ > 0.

Uma classe importante de conjuntos invariantes sao os conjuntos w-

limites.

Lema 1.1 Seja B C X tal que w(B) é compacto e w(B) atrai B. Entao w(B)

¢ invariante. Além disso, se B € conezo, entio w(B) € conexo.

Demonstracgao: Seja B C X. Se w(B) = 0, o resultado segue por
vacuidade. Suponhamos que w(B) # () é compacto e atrai B. Mostremos que

w(B) é invariante. Da continuidade do operador T'(t) segue que T(t)w(B) C



w(B), pois se y € w(B) entao y = kEIE T(ty)xy com {x} C B ety — +00.

Logo,

k——+o0

= khT T(t+ tg)xr € w(B).

Para obtermos a inclusao contraria, seja y € w(B). Sabemos que

Yy = kllm T(ty)xy, onde t;, — 400 e x; € B. Dado tg > 0 fixo, mas arbitrario,
—+

consideremos a seguinte seqiiéncia {yi} = {T(tx — to)zx} (onde k é grande o

suficiente para que t — tg > 0).

Afirmacgao 1.1 {y.} possui uma subseqiiéncia convergente, ou seja, existe

{yk, } subseqiiéncia de {yy} tal que yy, — z.

ke
Inicialmente mostremos que para todo € > 0, O.(w(B)) C U B(z;.,2¢),
ie=1

onde 21,, 23, ..., 2. € w(B). De fato, {B(z,¢€)}.cw(p) ¢ uma cobertura aberta

de w(B), que é compacto, logo existem z;_, i = 1,...,k tal que w(B) C
k

O B<Zi5a5)

Agora, dado y € O.(w(B)), existe z, € w(B) tal que d(z,,y) < € e

existe algum z;_ tal que z, € B(z;_,¢). Assim,
d(y, zi.) < d(y, zy) + d(zy, zi.) < 2e.

Portanto, O.( U B(z;_,2¢).
ie=1
Construiremos seqiiéncias {tx, },{zx.} e {xx,.} tais que {t.} é sub-

seqiiéncia de {ty}, tr, — 400, {z.} C w(B) e {z,} é subseqiiéncia de {x},
da seguinte forma:
Para k = 1, como w(B) atrai B, temos que existe T} € IR, tal que

t>T = Tt)B € O1(w U B(z,,2). Portanto existe z;, € w(B),
finita

que denotaremos por z; tal que T'(tx, —to)zx, € B(21,2), para algum tg, € {tx}

e algum xy, € {xx} com T < tg, — to.



Para k = 2, temos que existe T, € IRy, de modo que t > T, implica

T(t)B C (’) U B(zi,,2=). Portanto existe z;, € w(B), que de-
finita

notaremos por 2o, tal que T'(tx, — to)xk2 € B(zs,1), para algum ty, € {tx} e
algum xy, € {zx}, com ty, —to > max{Ts, ty, —to}.

Prosseguindo desta forma, construimos uma seqiiéncia {tx, } crescente,
tr, — +00 e uma seqiiéncia {z,} contida em w(B) de tal forma que T'(t;, —
to)xy, € B(zy, %)

Como w(B) é compacto, existe {z, } subseqiiéncia de {z.} tal que
2, — 2z € w(B). Assim, T(ty,, — to)xy,, — %, pois dado ¢ > 0, basta
considerar NV € IN tal que % < § etal que, se ry > N entao d(z,,,z) < 5. Dali,

se k., > N entao

AT (ty,, = to)ar,,, =) < d(T(ty,, = to)ar,,, =) +d(z,2) S 5 + - =,
o que completa a demonstragao da afirmacao. Logo,
T(to)z = T(to) Um T(tg, —to)rk, = Um T(to+ tg, — to)Tk, = V.

fer—+00 ker—+00

Assim, y € T(tg)w(B). Como t, foi tomado arbitrério, segue que w(B) C
T(t)w(B),Vt=>0.

Agora, sendo B conexo, suponhamos que w(B) nao é conexo, logo

w(B) = AU D, onde A e D sao fechados, disjuntos, nao-vazios e d(A, D) =

d > 0. Como w(B) atrai B, temos que para ¢ = %, existe Ty(e) tal que

te > To(e) = d(T(t,)B,w(B)) <

NS

Como a aplicacao (t,z) — T(t)x é
continua e (Ty(g),+00) x B é conexo, temos que {T'(t) B}z () ¢ conexo. E
sendo T'(t)B C O.(w(B)), temos que T(t)B C O.(A) ou T(t)B C O.D).
Podemos supor sem perda de generalidade, que T(t)B C O.(A). Mas isso
implica D = (), pois se existe y € D, temos y = kgrfw T(ty)x, o que é uma
contradigao.

Portanto w(B) é conexo. u

Lema 1.2 Se B é um subconjunto nao vazio de X tal que yv+(B) é compacto,

entao w(B) € nao vazio, compacto, invariante e atrai B.



Demonstracao:  Seja {T'(ty)zr} C v"(B), onde t, — 400 e {zx} C B.

Como 7+ (B) é compacto e {T(ty)zr} C 4 (B), temos que {T(t;)x;} possui
uma subseqiiéncia convergente T'(ty,)ry, — y. Logo, y € w(B) e portanto
w(B) # 0.

Agora, temos por definicdo que w(B) = ﬂUT(t)B. Note que

s>0t>s
T(t)B C v*(B), Yt > 0, logo, UT(t)B C yH(B), V s > 0, e entao
t>s
UT(t)B C yH(B), Vs> 0. Assim, w(B) C v+(B) e como w(B) é fechado e
t>s

~v+(B) é compacto, segue que w(B) é compacto.

Mostremos que w(B) atrai B. Suponhamos que isso ndo ocorra, entao

existe g9 > 0 tal que, V k£ > 0, existe t, > k e x,, € B tal que

d(T(ty)zr, w(B)) > <. (1.1)

Note que {T'(ty)xr} C vT(B) e como v+ (B) é compacto, segue que {7'(tx)xx}

possui subseqiiéncia convergente T'(ty; )z, — y e y € w(B) (pela definigao), o
que contradiz (1.1). Portanto, w(B) atrai B.
Como w(B) é compacto e atrai B segue do Lema 1.1 que w(B) é

invariante. u

1.3 Sistemas Gradientes
Seja {T'(t) }tem, um semigrupo continuo em um espaco de Banach X
e seja E/ o conjunto dos pontos de equilibrio de T'(t), ou seja,
E={ze X;T(t)xr=2,Yt>0}.

Definicao 1.6 Um semigrupo continuo {T'(t)}icr, € um Sistema Gradiente

Se

i) Cada drbita positiva limitada é pré-compacta.

it) Eziste um Funcional de Liapunov para T'(t), isto é, existe uma fungao

continua V : X — IR com as sequintes propriedades



ity) V(-) € limitada inferiormente.
it) V(z) — 400 quando ||z| — +o0.
ii3) V(T(t)x) € nao crescente em t para cada x € X.

iiy) se x € tal que T(t)zx estd definida para todo t € Ry e V(T (t)z) = V(x)

para todo t € R, entao x € um ponto de equilibrio.

Lema 1.3 Seja T'(t) um Sistema Gradiente, entdo para cada v € X temos

que w(z) C E.

Demonstracao: Dado z € X, por iiz) temos que V(T'(t)z) < V(x),Vt >0,
logo o subconjunto de IR, {V(T'(t)z)}i>0, € limitado. Suponhamos que vyt (z)
nao ¢é limitada, logo existe uma seqiiéncia {7T'(tx)z} tal que ||T'(tx)z| — oo,
o que implica, por iiy) que V(T(tx)x) — oo quando k — oo, o que é uma
contradigao, ja que {V(T'(t)x)} é limitada. Portanto v*(z) é limitada para
cada r € X.

Assim por i), y"(z) é pré compacta para cada z € X. Sendo assim,
dada qualquer seqiiéncia {T'(tx)x} com ¢, — o0, existe uma subseqiiéncia
{T (tx,)x} da sequéncia {T'(tx)z} que é convergente. Pela continuidade de V/,
{V(T(tx,)x)} converge, e como {V(T'(ty.)x)} é uma seqiiéncia nao crescente e
limitada inferiormente, ela converge para o seu infimo, isto é, existe ¢ € IR tal
que

lim V(T(t,)x) = ¢ = inf{V (T (tx,)z)}.

k,—00

Mostremos que ¢ independe da seqiiéncia escolhida. De fato, sejam
cp = inf{V (T (tg,))}, tk, — 00

co = Inf{V (T (tg,)x)}, tg, — oc.

Se ¢1 # ¢y, sem perda de generalidade podemos considerar ¢; < c¢y. Pela
definigao de ¢, temos que deve existir #y, tal que V(T (tx, )r) < co. Logo,

V(T (try, )r) < V(T(tg,)z),V try, 0 que é uma contradicao, pois tp, — 00,



logo existe ig € IN tal que ty, > ty, ,V i > ig, e por iiz), V(T(t,,)r) <
V(T (tr,, )x). Portanto ¢; = ¢y e o limite independe da seqiiéncia escolhida.
Portanto V(T'(t)x) — ¢ quando t — oo.

Seja y € w(x). Logo, existe seqiiéncia {T'(tx)z}, tx — oo tal que
Y= kll_{go T'(ty)x. Pela continuidade de V, V(T'(t;)x) — V(y), e pela unicidade
do limite, V(y) = ¢. Como Py+—(x) é compacto temos que w(z) é invariante,
logo y € w(x) = T'(t)y € w(x),V ¢t > 0. Pelo raciocinio acima, V(T'(t)y) =
¢ =V(y), para todo t > 0. Por ii4) temos que y € E. Portanto w(x) C E para

cada r € X. u



Capitulo 2

Propriedades Assintdticas de
uma Equacao de Reacao e
Difusao com p-Laplaciano

Degenerado

2.1 Introducao

Considere o problema

up = N[t [P "ue)e + [ul"u(l = [uf"),  (2,t) € (0,1) x (0, +00)

uw(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<+o0 (2.1)

u(z,0) = ug(x), z€(0,1),
ondep>2¢g>2r>0eA>0. O termo de reacdao de (2.1) consiste de um
termo fonte |u|?7"?u, e de um termo de absorgao |u|?"""2u que domina o termo
fonte.

Nosso objetivo ¢ estudar o comportamento assintético das solucoes de

(2.1) considerando as relagoes entre p e ¢ e os valores de . Especificamente,

abordaremos os seguintes assuntos:

i) existéncia global de solugoes para (2.1) ;

10
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i1) existéncia de uma fungao de Liapunov para o semigrupo associado a (2.1);
i11) estrutura do conjunto de todas as solugbes estaciondrias;

iv) estabilidade de cada solucao estaciondria.

Segue abaixo a notagao que serd utilizada no desenvolvimento deste

capitulo:

e [P denota o espaco de fungdes LP(0,1), para p > 1;
e || - ||, denota a norma em LP(0,1). Para o caso p = 2 usamos || - [|;
e (-,-) denota o produto interno em L?(0,1).

e W,? denota o espaco de Sobolev W, (0, 1) munido da norma ||u,|,;

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na secao 2.2 garan-
timos que o problema (2.1) define um sistema gradiente em I/VO1 P na secao
2.3 estudamos a estrutura do conjunto das solugdes estaciondrias de (2.1) e na

secao 2.4 estudamos a estabilidade dessas solugoes.

2.2 Problema Nao Estacionario

Nessa segao estudaremos a existéncia global de solugoes de (2.1), bem
como propriedades do semigrupo associado ao problema e do conjunto w-limite

de cada dado inicial. Comegaremos definindo solucao forte:

Defini¢ao 2.1 Para uy € Wy, uma fungio u : [0,T] — Wy* ¢ chamada

uma solugao forte de (2.1) em [0,T] com u(0) = ug se

i) ueC([0,7], Wy™);

1) us € L*(0,T; L?) e (|ug|P"%u,). € L?(6,T; L?), para cada § > 0;
1i1) u satisfaz

g = MJug [P ug) e + [u]2u(1 — |u|"), qtp (z,t) € (0,1) x (0,+00)
w(0,t) =u(l,t) =0, 0<t < +4o0;



12
) u(0) = uy.

A existéncia de solugao forte para o problema (2.1) é estabelecida
por um teorema devido a Mitsuharu Otani, Teorema 3.2, [9], referente a um

problema abstrato de Cauchy

%(t) + 09 (u(t)) — 062 (u(t)) 3 0,u(0) = 0,

onde d¢" sao as subdiferenciais de func¢oes convexas e semicontinuas inferior-

mente ¢’ de H em (—o0, 00| tais que ¢’ # +oc.

Observagao 2.1 Observamos que (2.1) é um caso particular do problema

acima pois

)\ 1 1 u

o' (u) :——/ |ux(9c)\pdx+/ / |v|7*t"y dv da

P Jo 0o Jo

e
1 u
*(u) = / / |07 v dv dx
o Jo

sao tais que 0p'u = —\(Jug [P 2uy), + [ulT 20 e 0d*u = |u|?2u.

Observacao 2.2 E possivel mostrar que toda solugao de (2.1) € limitada em
Wol’p, uniformemente em [0, T, para dados iniciais em limitados de Wol’p. De
fato, existem constantes 0 < ¢y < 1 e ¢ > 0 tais que ¢*(u) < co ¢'(u) + ¢

qualquer que seja u € Wol’p. Desta desigualdade e da equagdo (2.1) seque que

/0 oy ()P + (1 — co>§ / s ()P < 61 (o) + .

A 1
Como —/ up(z)|Pdz € equivalente d norma de u em Wy*, entio dados
D Jo

B C W, limitado ¢ T > 0, sup  Jug(t)]l, < oo. Assim, uma vez
t€[0,T], uoEB

que WyP(0,1) estd continuamente imerso em C([0,1]), temos que existe uma

constante K positiva, tal que sup lu(t)(z)| < K para dados iniciais
(z,t)€[0,1]x[0,T]
em B.
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A seguir mostraremos algumas propriedades das solucgoes fortes de
(2.1).
Lema 2.1 Sejam T um numero real positivo arbitrdrio, ug,vg € B C Wol’p
limitado, u e v solugdes fortes de (2.1) em [0,T] com u(0) = ug e v(0) = vy,
respectivamente. Entdao existem constantes positivas C;, 0 < i < 3, dependendo

de p, q e re T, tais que para qualquer t € [0,T],

t
lu(t) = v(®)I* + QCOA/ lua(s) = va(s)llp ds < M [lug —woll?,  (2.2)
0

M0 +p [ o) 7ds < Altun)lly + Clloligfs + G (29
Demonstragio:  Sejam u e v solucdes fortes de (2.1) com w(0) = wup e
0(0) = vo e considere f(u) = [ul~2u(1 — [u]"). Entéio
4 (10 =) = 4 (G0 - o0 - o)

= {ult) — 1), ult) — v(2)
= M (P2 (0)a + F(6) = Mo OF 20, (0),
(). u(t) — oft)

Ou ainda,
4 (310=0O1) = A 20a(0) = (e OP 2200, 1) = 020}
) — F(), u(t) — o). (2.4)

Pelas desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Tartar, [4], temos

2 (G100 (O) = =M O 200) = (a0, (0), ) 020
i) ~ F(0).ut) - v(e)
(a2 ua(8)) = (P 20,8, a(6) — 02l
HLFw(®) — FE) ) - o)

< =ACollua(t) =2 ()17 +[1f (u(®)) = f (@) [[u(t) o @)
< =ACollua(t) — v (0); + Cillu(t) — v (@),



14

onde Cy = sup{|f'(uv)|;u € (=K,+K)} < 400, e K é a constante cuja exis-
téncia foi enunciada na Observagao 2.2. Integrando essa expressao em relagao

a t, obtemos

1 1 t
5 lu(®) = o) = Slluo = wol* < / ~ACous(s) = va(s)[} ds

+ [ i) - o)1 as,
o que implica,
lu(t) —v@)]* < —X2Cy /Ot s (s) = va(s) 15 ds + [luo — vol®
12 /Ot Culluls) — v(s)|? ds.
Pelo Lema de Gronwall-Bellman segue que
)~ O < (320 [ usts) — vl + fuo — ) 252
0
Logo,
lu(t) = o(@®)]* < —X2Coe** /Ot [z (s) = va(s) ds + € [Jug — vo|*.
Ou ainda,
lu(t) = v(®)])* + X2Coe* /t [z (s) = va(s) |15 ds < € [lug — vo*.
0
Como C; > 0 et > 0 temos €' > 1, e assim
lu(t) —v(®)]I* + A2Co /Ot [z (5) = va(s)h ds < € ug — v,

o que demonstra a relagao (2.2).
Para (2.3), tomando v(t) = 0 em (2.4), o que é possivel pois a funcao

identicamente nula é uma solugao de (2.1), temos

) (%Huwf) = M (O)P (1), wa(0)) + (F((0)), (b))
= M)+ (Fe), u(b).

Ou seja,
d 1
Zle@I < —2A|Iuw(t)||£+2/0 flu®)u(t) + [u@)|™" = |u@®)]" dz
< =2Mlup ()5 + C = [lu(®) 1537,
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onde C' = sup{2f(u)u+ |u|ii7;u € (—K,+K)} < 400. Logo,
d v
Z @I + 2M Jua ()11} < € = [Ju()Z-
Integrando essa expressao, obtemos
t t
) + [ 2\l ds < [0 = lulgds+ u(o)
Ou, ainda,
t t
lu(t)[* + 2>\/0 [tz ()]} ds +/0 lu(s)llgr ds < Ct+ |luo|*. (2.5)
Definimos
F(u) :/ f(v)dv.
0
Por (2.1) sabemos

ur = MJua"*ug)e + [ul " *u(l — Jul"),

logo
ludll? = () = (Mual"ue)s + f(u), u)
= M(lual"u)e, we) + (f(u), w)
d A 1 . 1
.- (_5/0 | dx+/0 F(u)dx).
Portanto,

i/ A 1
lud)l? = 5 (=2l + [ Pt o). 26
p 0
Como ug € I/VOl P entao integrando em ¢ a expressao acima obtemos
t ) A ! A
| ls)iPds = =Sl + [ Flat)de S o)l
0 p 0 p
1
- / F(u(z,0))dx.
0
O que implica,
t
p [ lu)lPds + Al Ol = Al

tp /O F(u(t)) do — p /0 ' Flu) da.
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Mas,
—p/olF(u(x,O))dx = _p/ol /Ou f(v(z,0)) dvdx
= —p/ol /Ou lv(z,0)|7 (2, 0)(1 — |v(x,0)]") dvdx

1 u
— _p/ / \v(az,O)|q_21)($,O)—|v(:v,0)|q+’"_21)($,0) dvdzx
B / |u 2,07 Ju(z, 0)|W

g+

= —= u(z, 0 qd:v—l——/ w(z,0)][7 " dx
q/OH rda+ 2= [ ju(z,0)

_ p +r

= g+ L o)zt

< Lol .7

Assim, sendo Cy = £ e O3 = sup{pF'(u);u € (K, +K)} < 400, temos

t
P/O lue(s)II*ds + Allua (£)]} < Allua ()]} + Callu(0) 1537 + Cs.
Portanto, u satisfaz (2.3). u

Daremos agora um resultado de existéncia global para (2.1):

Teorema 2.1 Para cadaT >0 e ug € Wol’p existe uma unica solugao forte u

de (2.1) em [0,T] com u(0) = ug.

Demonstracao: A existéncia local é estabelecida pelo Teorema 3.2 de Mit-
suharu Otani, [9] e a unicidade é uma consequéncia de (2.2). Para a existéncia

global, fazemos uso da desigualdade (2.3). u
Pelo teorema anterior podemos definir uma familia de aplicacoes
{T(t): Wy — Wyst > 0},
tal que
T(t)ug — u(t,ug), ¥V ug € Wol’p,

onde u(+, up) denota a solugao forte de (2.1) com u(0) = ug em [0, +00).
Os resultados acima nos asseguram que (2.1) gera um semigrupo em

1 . .
Wy, Ou seja, temos o seguinte lema:
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Lema 2.2 A famdia {T(t) : Wy — W ?;t > 0} tem as sequintes pro-

priedades:
i) T(0) =1, o operador identidade em W,";
i) T(t)(T(T)ug) = T(t + 7)ug, ¥V ug € Wy et, 7> 0.

Demonstragao:  Seja uy € Wol’p. Entao T'(0)up = u(0,up) = up. Como
tomamos ug € Wol’p arbitrario, segue que T(0)u = u, ¥V u € Wol’p, e portanto
T(0) =1.

Sejamu()EWOl’p,tZOeTZO.
T(t)(T(T)uo) = T(t)(u(T, up)) = u(t, u(T, up)).
Por outro lado,
T(t+ 7)up = u(t + 7, up).

Definimos g = u(7, ug), logo u(t, q) = u(t, u(7, ug)).
Note que se u(t) é solugdo de (2.1) em um intervalo (a,b), entdo para
qualquer 7 € R, u(t — 7) é solugao de (2.1) em (a + 7,b + 7), pois se y(t) =

u(t —7), parat € (a+7,b+ 7), temos
y(t) = v(t-7)
= Mua(t = T)PPue(t = 7))s + flult — 7))
= My ()" ya(t)e + fy(1)),

isto é, y(t) = u(t — 7) é solugao de (2.1) em (a+ 7,b+ 7).
Consideremos

u(t) = u(t, q)

u(t) = u(t + 7, up).

Temos que u; é solugao de (2.1) (pois u o é) e uy é solugao de (2.1) (pela

observacao anterior). Além disso,

u1(0) = u(0,q) = ¢
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UQ(O) = U(Tu uO) =4q.
Logo u; e us sao solugoes do mesmo problema de valor inicial, o que implica,

pela unicidade de soluc¢do (Teorema 2.1), que u; = ug, ou seja,
T()(T(T)ug) = ult,q) = ui(t) = ua(t) = u(t + 7, ug) = T(t + 7)uo.

Portanto,

T(t)(T(m)ug) = T(t + 7)uo.
|

As propriedades de continuidade e compacidade deste semigrupo sao
enunciadas sem demonstracao no teorema abaixo, e os detalhes podem ser

encontrados em [2].

Teorema 2.2 Para cada T > 0 e B C Wol’p limitado, a aplicagdo (ug,t) —
T(t)ug € continua em B x [0,T] ,além disso, existe Ty > 0 tal que, para cada
t € (10,71, se {un(t)} C {un(t,B)} entio {u,(t)} tem uma subseqiéncia

convergente.

Pelo Lema 2.2 ¢é possivel definir o conjunto w-limite w(ug) associado
com {T'(t)up;t > 0},
w(ug) = () HT (s)uo}
>0 s>t
sendo o fecho com respeito a norma de W, ”*.
Pelo capitulo anterior sabemos que v € w(ug) é equivalente a existir

uma sequéncia {t,} — +oo tal que u(t,, u) — v em W,?.

1 PR . . .
Teorema 2.3 Para cada ug € Wy, w(ug) € ndo vazio, compacto, invariante

1
e conexo em Wy, e

d(u(t,ug); w(ug)) = Ueiwn(go) || (t, uo) — ve|, — 0 quando t — +oo.

Além disso,

w(ug) C By = {6 € Wy™s M|6ul""20)e + [0 26(1 = [¢]") = 0 em (0,1)}.
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Demonstragao: Pelo Teorema 2.2 temos que v+ (ug) é compacto, logo pelo
Lema 1.2 temos que w(uy) é ndo-vazio, compacto, invariante, atrai uy e é

conexo. Resta mostrarmos que w(ug) C Ey. Considere V : W,” — IR dado

1 uz D u(z,t)
Vi) = [ {A%— / f(&)dé}d:c,

onde f(u) = |u|9"2u(1—|u|"). A continuidade de V', o fato de que V (u) — +oo

por

quando [[ul[;1» — +o0 e V é limitado inferiormente seguem da definicao de
0
V.

PR 1 .
Temos que V' é nao crescente em t para cada uy € Wy, pois

d d [ ug(x, )P d [t e
Ly, ) = %/0 AW(&—%/O/O F(€) dé da

= —/0 Mg (2, )P 2ug (2, 1)) pus(m, 1)+ f (w(, 1) ug (2, ) do

1
= —/ wy(z,t)* do
0

< 0.

Ainda, se V(T'(t)u) = V(u), ¥t > 0 entao %V(T(t)u) =0, V¢ > 0. Logo,

d 1
£V<T(t)u> =0,Vt> O:>/ ui(z,t)de =0, ¥Vt >0.
0

Ou seja,
ul(x,t) =0 qtp v € 0,1], ¥Vt > 0.
Logo u é ponto de equilibrio.
Portanto temos que 7T'(¢) é um Sistema Gradiente e assim, pelo Lema
1.3, segue que w(ug) C E).
|

Definigao 2.2 Seja u : [0,T] — Wy tal que u possui as propriedades i) e ii)
da Definicao 2.1. Entao u é chamada solugao superior para (2.1) em [0,T] se

satifaz

2 Ml ot 2 = ), @0 €D X O.T)

uw(0,) >0, u(l,t) >0, 0<t<T.
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Se u satisfaz (2.8) com > substituido por <, entdo u € uma solugao inferior.

Teorema 2.4 Seja u (respectivamente v) uma solu¢ao superior (inferior) para

(2.1) em [0,T]. Se u(0) > v(0),entao u(-,t) > v(-,t), para todo t € [0,T].

Demonstracao:  Seja w(t) = v(t) — u(t) e wt(z,t) = max{w(z,t),0}.

Como u é solugao superior, temos que

e > M|uglP 2 ug) s + w7 ?u(l — |ul").
E, sendo v uma solugao inferior,

vy < M| [P 20)e + |07 20 (1 — |v]").

Se wt(x,t) = w(x,t), temos

1d 1d

5T O =520 = w@)I* = (vult) = w(t), v(t) = u(t))

< Alva (O *vs(8))o + o)1 20 () (1 = [o(®)]")

A (O ua(t))e = [u(®)**u(t) (1 — [u(®)]"), v(t) — u(t))

Hf @) = flu@)l[[o(t) = u@)]
< =ACollva(t) — uz (B} + Callo(t) — u(®)|I?,

onde C = sup{f'(u); u € (—K,+K)} < +o00. Integrando essa expressao em

relacao a t, obtemos
t
lo() —u®]* < —A200/0 [va(s) — ua(s)|I; ds + [[v(0) — u(0)||*
t
—|—/ 201 ||v(s) — u(s)||* ds.
0
Pelo Lema de Gronwall,

lv(t) —u@®)]* + A200/0 [va(s) = ua ()15 ds < e [|o(0) — u(0)[*.  (2.9)
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Se wt(x,t) = 0, entao (2.9) também ocorre. Logo,
t
ot O 2260 [ et (s)lds < Ot O)]

Como u(0) > v(0), temos w(0) = v(0) — u(0) < 0, ou seja, w(z,0) = 0.

Assim,
t
)P+ 2o [ (el ds <0,
0
donde obtemos
|wt (z,t)]| = 0= w(x,t) = 0 = w(z,t) <0.

Portanto, v(-,t) < u(-,t), para cada t € [0, T]. u

2.3 Problema Estacionario

Considere o seguinte problema de valor de fronteira

AM9alP"2dz)e + |91720(1 — [9]7) =0, 2 € (0,1)
$(0) = o(1) = 0.

(2.10)

As solugoes do problema (2.10) sdo chamadas de solugoes estaciondrias
do problema (2.1). Tais solugbes sao importantes no estudo do problema (2.1),
pois é através delas que podemos conhecer o comportamento assintético da
solugdo do problema (2.1), visto que, pelo Teorema 2.3, dado ug € T/VO1 P
w(ug) C Ey, sendo E) o conjunto de todas as solugoes estaciondrias.

Desta forma, neste momento temos por finalidade estudar a estrutura
de E). Os principais resultados dessa secao sao os Teoremas 2.5, 2.6 e 2.7.

Iniciaremos esse estudo analisando o grau de regularidade de tais
solugoes. A proposicao a seguir é uma adaptacao da Proposicao 2 de Otani,

8].
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Proposigao 2.1 Se ¢ € Ey, entio ¢ € C*([0,1]) N C<%([0,1)\Z), sendo
Z ={z €[0,1]; ¢o(x) = 0} e

~+00, sex =2k, ondek € Z,
T >=

min{n;n > x,n € Z}, caso contrdrio.

Observacao 2.3 Na demonstracao da Proposicao 2.1, podemos ver que a

fungdo |¢.[P~2¢, € C1([0,1]), logo ¢ satisfaz (2.10) no sentido cldssico.

Observagao 2.4 Suponha que ¢ # 0 € duas vezes diferencidvel para todo

€ (0,1) e ¢ satisfaz (2.10), entdo ¢ atinge seus extremos em 1 e —1.

De fato, pela primeira equagao de (2.10) sabemos que

Mo bo)s + |01 20(1 — [9]") = 0,

para todo xz € (0,1). Como a fungado ¢ é duas vezes diferencidvel, definindo

f(@) = 19]972¢(1 — |¢|"), segue, para todo x € (0,1) que
Ap = D)|de(2)]P 2 pra(z) = — f(d(2)).

Como ¢(0) = ¢(1) =0 e ¢ £ 0, existe xg € (0,1) de forma que ¢,(xg) =0 e

(o) > 0, (ou ¢(xy) < 0). Fazendo x = g na equagao acima obtemos que

0=A(p—1)|¢s(20) " *Gua(w0) = —f (¢(20)),
ou seja, |¢(0)|72p(z0)(1—|o(zo)|") =0. Como ¢(zy) # 0, temos entdao que

1 — |¢(zo)]" = 0, donde resulta ¢(xg) = 1 ou ¢(xy) = —1. Observe que

na Proposicao 2.1 obtivemos o minimo de regularidade necessaria que uma
solugao estacionaria deve satisfazer. Nada impede, porém, que ¢ € E) seja
uma solugao C'*([0, 1]), inclusive em Z, ou que nao seja nem duas vezes difer-

enciavel, como mostram os exemplos abaixo.

Exemplo 2.1 Se tomarmos p = 4,q =r =2 e A = (37Y)7!, entdo ¢(z) =
sen(mx) € uma solugao C*([0,1]) de (2.10) satisfazendo ¢ (1) = 1.
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De fato, temos que sen (%) =1 e sen(0) = sen(1) = 0. Ainda,

M|@2P"20x)e + 191" 20(1 — [0]") = (37") (|7 cos(ma)|[*"*7 cos(nz)),
Hsen(rz)[>2sen(mz) (1 —[sen(rz)[?)
= — (3% (3n%sen(rz) cos? (7))
+sen(r) cos?(mx)
— —sen(nz) cos?(rz) + sen(rz) cos? (mz)

=0,

logo ¢(z) satisfaz (2.10).

Figura 2.1: Exemplo 1.1

N
| X

Exemplo 2.2 Se tomarmos p =4,q =1 =2\ € (0,(37r%)71), Cy = (3\)

e considerarmos a func¢ao

.
sen ((3;)21[) , z € [0,Cy),
¢(l’) = 1, T € [00, 1-— Co],

sen (M) , € (1—Co 1,
\

(30T

temos que ¢ € uma solugao de (2.10) que nao é nem duas vezes diferencidvel,

no entanto atinge seu mdrimo em 1.

Mostremos que a fungao ¢ satisfaz (2.10). Para simplificar os cédlculos
Cln

definimos C' = (3A\)~1. Logo, ¢(1) = sen( 1) = 0e ¢(0) = 0. Além disso,

¢ satisfaz a primeira equagao de (2.10) no interior de cada intervalo (0,CY),
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(Co, 1 —Ch) e (1 —Cp,1).
De fato, se z € (0,Cy), temos
Mol ?¢2)a+10]" 6(1=10]") = A(IC cos(Cx)[*C cos(Cx)),
+sen(Cx)(1 — [sen(Cz)[?)
= AC?(cos*(Ci))s + sen(Cx) cos®(C)
= AC?(=3Csen(Cx) cos*(Crx))
+sen(Cx) cos?(Cx)
= 0.
Se x € (Cy,1 —Cy), como ¢(z) = 1, temos que a primeira equagao de (2.10) é
trivialmente satisfeita.
Para = € (1 — Cy, 1),
A6l 262)a-+0l726(1—16I") = A(IC cos(Cr—C-+)[? C cos(C—C-+))),
+sen (Cz—C+7) (1—|sen (C’x—C’—i—w)\Z)
= AC?(=3C cos*(Cz—C+m) sen(Cz—C+7))
+sen (Cx—C+7) cos® (Cx—C+)
= 0.
Portanto ¢ satisfaz o problema (2.10). No entanto ¢ nao é duas vezes diferen-

ciavel em z = Cy e x =1 — (.

Figura 2.2: Exemplo 1.2

Assim, sabemos que uma solucao de (2.10) pode atingir seus extremos

em 1 mesmo nao sendo C?([0, 1]).
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Procuraremos agora pelas solugoes de (2.10), utilizando um método
conhecido por “time-map”. Este método consiste em procurar a “velocidade
inicial” adequada para que a solucao do problema abaixo satisfaca a condicao
de fronteira.

Considere o seguinte problema de valor inicial,

A, + f(¢) =0, z¢€ (07 +OO)
9(0) =0 ¥(0) =q,

(2.11)

onde a é um parametro, ¥ = |¢,[P"2d, e f(d) = |¢|972d(1 — |¢]"). Se variando
a pudermos encontrar uma solu¢ao ¢ de (2.11) tal que ¢(1) = 0, entao essa
solugao satisfaz (2.10). Para este fim vamos analisar o retrato de fase de (2.11).
Denotaremos por ¢(-, &) a solugao de (2.11) com dados iniciais ¢(0) =
0ey(0) =a.
Definimos

el Jelrt
q qg+r’

¢
F(9) = / £(s) ds

Multiplicando a primeira equacao de (2.11) por ¢, e integrando de 0 a x

obtemos a seguinte expressao

A/ogc(kbw(s)|H¢m(8)%%(8) ds + /0’” d%F(Cb(S)) ds =0,

para todo x € (0,400), ou seja,

A /Ox(p = DIea(s)I"20u(8)bua(s) ds + F(d(x)) — F(¢(0)) =0, (2.12)

para qualquer z € (0,400). Agora observe que

’ e
3 [ 0= D6 o) ds = Ap=D) [ JuP udu
’ ¢2(0)

_ ¢2(2)
= Ap—1) / |v|p772 dv
2 $2(0)

A =1 /o 215 Z162(0)15
= = (10@)E - 180
= 2 ol — 6 0)).
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Assim

M= Dig, oy - 221

p p
para todo x € (0,00). Mas

|02(0)]" + F(¢(x)) = 0,

() [T = ([|ge (@) [P 20u(2)) 7T = |6(2)]7,

logo
_p_ _p
a7~ = [(0)[»~T = [¢,(0)[
e portanto, pela relacao (2.12), segue que

AMp—1) Ap—1)

17T + F(g) = 71 (2.13)

Observacgao 2.5 Note que podemos derivar ¢ duas vezes, pois 0s pontos onde
¢ nao € duas vezes diferencidvel formam um conjunto de medida nula e como

utilizamos ¢, dentro de uma integral, esse conjunto € irrelevante.

De fato, seja Z = {xo; ¢.(x¢) = 0}. Suponha que a medida de Z é maior que
zero. Como Z C IR, temos que Z é um intervalo ou uma uniao de intervalos Z,,,
o que implica que temos em cada Z, um patamar. Claramente no interior de
cada Z, a fungao é C*([0, 1]), pois é constante e entao ¢ deixa de ser C*([0,1])
apenas nos extremos de cada Z,, que formam assim um conjunto enumeravel
de pontos cuja medida é nula.

A seguir definimos «q e ¢, como segue

F(1) = 2= D7 (2.14)

mm:ﬂgﬁm&, (2.15)

onde ¢, € (0,1].

Com o auxilio de (2.13) temos o seguinte retrato de fase de (2.11),
que é obtido da seguinte forma: notemos inicialmente que como f e ¥ sao
funcoes simétricas, o retrato de fase ¢ é simétrico em relacao aos eixos ¢ e

1, logo basta analisarmos o primeiro quadrante. Da equagao (2.11) temos que
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se 0 < ¢ < 1, entao ¥ é decrescente, e se ¢ > 1 1) é crescente. Por definicao

de ag e pela equacao (2.13), temos que:
- sea=aqpentao Y =0=—= ¢ = 1.
- se a < g, entao P =0 = ¢ = @,

- se a > qp, entao ¢ =1 =1 > 0.

s

Figura 2.3: Retrato de fase ¢t de (2.11)

Observacao 2.6 Temos que ¢, € valor extremo de ¢ que comecou com ve-
locidade o (1(0) = a) e ay € tomado de forma que a solug¢do que comegou com

velocidade oy (Y(0) = ap) atinja seu primeiro mdzimo em ¢q, = 1.

Pelas propriedades de simetria de f e 1 sabemos que o retrato de fase
¢ é simétrico em relagdo aos eixos ¢ e 1. Se tomarmos ¢y € (0, 1) no eixo ¢
temos que a ¢q correspondem 1 e 5 1o eixo ¢ de forma que se z € (0, 00) é tal
que |p(x)| = ¢o, entao pela simetria do retrato de fase, |¢,.(z)| = |v1| = [12], 0
que implica no grafico da solugao ¢ (Figura 2.4) que qualquer que seja o ponto
Z > 0 tal que |¢(T)| = ¢, 0 coeficiente angular da reta tangente ao grafico de

¢ neste ponto é sempre constante em maédulo, isto é, |¢.(T)| = [¢1]| = |1a].
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Figura 2.4: Exemplo de solugao do pvi (2.11)

Ainda pelo retrato de fase percebemos que se o > «y, ¢(-, @) é solucao
de (2.11), mas nao ¢ solucao de (2.10), pois nao satisfaz ¢(1,«) = 0. Como
estamos interessados em solugoes de (2.10), consideraremos de agora em diante
a € (0,ap] (j& que se ¢ é solucao, —¢ também é, e se @ = 0 a tnica solugao
de (2.11) é a trivial).

Seja ¢(z, @) uma solugao de (2.11), definimos
X(a) = X (o, A) = inf{z € (0,00); ¢ (x, ) = 0}.

Ou seja, se considerarmos x como a varidvel tempo, entdo X («) significa o
menor tempo necessario para a Orbita que saiu de P chegar em () sobre a

curva I' na Figura 2.3. Nesse sentido, X («) é usualmente chamado de “time-

7

map” .

Como |1/)|ﬁ = |¢.|?, segue de (2.13) que

Ap — Ap — P
Fo)+ Mg p = M=t

que pela relagdo (2.15) é equivalente a seguinte igualdade

Ap—1) do|"
| =F(¢a) — F(9),
ou ainda,
= (st (Pl - Flop) (2.10)
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Temos que no intervalo (0, X («)) a fungao ¢ é bijetora e, portanto,

inversivel. Assim podemos considerar x em func¢ao de ¢ no intervalo (0, ¢,,).

Portanto

/¢a d$ ) o
_(¢) d¢ = x(¢a) - CL’(O) = X(Oé), se ¢a € Inaxino,
o do

/0“7 o
- —(@) dop = x(¢a) — 2(0) = X (), se ¢, é minimo.
ga A0

Em qualquer caso, X («) é uma fungao de (0, o] em (0, 00|, onde
o g

X(a) = / —do
(@) 1

(MP—U

p

1

)/ " (F (o) — F(8))F do

Note que nao ha problema em substituir

j—;' pela equagao (2.16), pois como F
é estritamente crescente em (0, 1) temos que o tinico ponto no intervalo [0, ¢,
tal que F(¢q) = F(¢) é ¢, e ele estd no extremo do intervalo de integragao.
Assim é conveniente estudar [(a) = /a (F(a) — F(gb))fﬁ d¢, onde
a € (0,1], ao invés de X (). O lema a seguir nog d4 importantes informacoes

a respeito de I( ).

Lema 2.3 Para cada p > 2 e q > 2, temos que I(-) € continua em (0,1].

Em particular, lim I(a) = I(1) € finito. Além disso, I(-) possui as sequintes

a—1~

propriedades:

i) Sep>q, entao I(-) € estritamente crescente e lim I(a) = 0.
a—0
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it) Se p=gq, entdo I(-) € estritamente crescente e vale a sequinte igualdade

1 1
lim I(a) = I :pp/ (1—tP) 7 dt.
0

a—07t

iii) Se p < q, entao existe a* € (0,1) de modo que I(-) é estritamente decres-
cente em (0,a*) e estritamente crescente em (a*,1). Ainda, temos que

lim I(a) = oc.

a—0*t
Demonstragao: Como 1 ¢ um valor de maximo local de F', temos que

F'(1) = 0. Pela expansao em Taylor de F', obtemos que
Fr(1)(6 — 1)

P(6) = F(1) + F'(1)(6 — 1) + == + of¢ — 1)*
Portanto temos que
F(o) - F(y = TWOZ o1

ou ainda,
F(¢) - F(1) _F"(1)  o(¢—1)°
(¢ —1)? 2 (¢—1)*
Portanto F(1) — F(¢) = O((¢ — 1)?).

Mostremos que /(1) é um nimero real.

. F(1) - F(¢)

Como lim ————~
=1 (1-9)

=(C > 0, temos que

1—¢)r 1
( d)) T= 1= C7 > 0.
S (F) = F(o)F  OF
Logo, existe § > 0 tal que se |¢ — 1| < § entao

(1—¢)

‘ - — (] <1,
(F(1) = F(¢))?
ou seja,
1 Ch 1
1 < 2 + 2

(F(1)=F(¢)r (A—=9¢)r (1=-¢)»

Assim,
(1) = 1 d¢
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Portanto I(1) é um nimero real.
Agora, fazendo a mudanca de varidveis ¢ = as, com 0 < s < 1 e

0 < a <1, obtemos

I(a) = /a<F<>— F(¢) 5 do

([ )
L

3=

( Lot
= /0 O(s,a) " ds, (2.17)

q-+r

1 — g4 1 — gatr
onde ®(s,a) = i ( i ) > 0, para todo s € [0, 1).
(+) é continua em (0,1]. Seja ag € (0, 1] arbitrério.

Mostremos que I(
Consideremos {a,} seqiiéncia crescente contida em (0, 1] tal que a,, — a, e
definimos para cada n € IN

on(t) = (1 — 11 (1—10t7) (an)r) .

q q+r

Sl

Notemos que para t € (0,1),
0<ap <apy <1 = @,(t) < pni1(t).

Temos também que @, (t) — ¢o(t), paratodot € (0,1). Logo segue do Teorema

da Convergencia Mondtona que

1 1
lim [ o, (t)dt = / wo(t) dt,
0

n—oo 0
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e assim,
o U1t (1 et >
lim I(a,) = lim (an)l_p/ ( _{ )(an)r) dt
an—agy an—agy 0 q q+r
Lo Y1t (1— et i
= ((10)1 p/ < —( )<a0)r) dt
0 q q+r

= I(CLQ).
Consideremos agora {a,} uma seqiiéncia decrescente contida em (0, 1] tal que
a, — ag e definimos, da mesma forma, para cada n € IN

q q+r

Notemos que para t € (0,1),
0<api1 <a,<1l=@,1(t) < pu(t).

Temos também que ¢, (t) — ¢o(t),V t € (0,1). Ainda, ¢,(t) € L, pois

[awa = [(*2F- “q‘f:”(am)’l’

Yr—t (1 -t >
< / ( ! >(1)T) — I(1) < 0.
0 q q+r
Logo,
1 1
lim [ o, (t)dt = / wo(t) dt,
e assim,

lim I(a,) = lim (an)" /O on(t) dt = (ag) /0 so(t) dt = I{ag).

an—>aar an—>aar
Portanto, lim I(a,) = I(ag) e I(-) é continua em (0, 1].
an—ag

Derivando I com relacao a a obtemos que

1 1
q q ]_
I(a) = <1_€> a_p/ @(s,a)_;ds—i-al_P/ ——@(S,a)_%_lq)a(s,a)ds
0 0

p p

1

= /0(p—q)@(s,a)_;—a(ID(s,a)_P_lq)a(s,a)ds.

Seja VU(s,a) = (p — q)P(s,a) — aP,(s,a). Temos entdo que

L(a) = /O U(s,a)D(s,a) > ds. (2.18)
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1 — 0t
Observe que ®,(s,a) = —rar_lTS < 0,se s €[0,1). Assim se p > ¢,
q+r

obtemos que I,(a) > 0 em (0,1) e dessa forma I(-) é estritamente crescente

em (0,1). Ainda, se p > ¢, entao

1
lim I(a) = lm al—Z/ O(s,a)" 7 ds
0

a—0*t a—0t

1 7l
1 — g4 1 — q+r
= lim al_Z/ 5 ar( 5) ’ ds
a—0% 0 q qtr

Pt 0’

donde segue o item 7). Se p = ¢, temos que

g (11— s 1— g)atr\ » e )
lim /(a) = lim alp/ ( > ar( ) ) ds :pp/ (1 —s")"" ds.
0 0

a—0t a—0t q q +7r

L 101 _1 g
Assim lim I(a) = Iy, onde Iy = p» [/ (1 — ") »ds < o0, 0 que mostra ii).
a—0

Resta mostrarmos o item 4i).
q—>p

—+) e entao para cada a € (0, ag)
q—p—T+rT

Se p < ¢, definimos ay = <

e s € (0,1), temos que

ov 0P 0,
g(su CL) - (p - Q)$<Sv a’) - CLE(& CL)

= (p—q) (="' +a" s ) —a(ra s
= s (q—p—(¢g—p+r)a’s)
> s7Ng—p—(qg—p+r)ap)

= s (q—p—(q—p+7") (%))

= 0.

Portanto, W(-,a) é estritamente crescente para s € (0,1) e a € (0, ap).
Como ¥(1,a) = (p—q)®(1,a) —a®,(1,a) = 0, para qualquer a € (0, ag), entao
temos que ¥(s,a) < 0, para quaisquer s € (0,1) e a € (0,a9). Assim, segue
de (2.18) que I,(a) < 0 se a € (0,ap), ou seja, I é estritamente decrescente em
(0, ag).

Analisemos agora I(a) para a € [ag, 1). Observe que a®,, = (r—1)®,,
pois

—r(r—1)(1 — s9")a" 2 (= 1) (1 — s9tT)

= (r— 1),
g+r +r b

ad,, = a
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. . aq ~
Diferenciando p?ar I,(a) com relacio a a, temos que

d q q q
%( 2a51a(a)>: pQ%ap_lla(a) +p2a;]aa(a)
q a » 1
= ot [ s aa(s,a) s
0

p

Zp/o[(p—q)%(s, a) =B, (s,a)—aDuq(s, )] B(s,a) () ds
—(p+ 1)/0[(p—q)<13(s, a)—a®,(s,a)] (s, a)" ) Dy (s, a) ds

—p/o[(p—q)%(s, a)— D, (s, a)— (r—1)D,(s,a)] ®(s,a) () ds

1) / (0 — )®(s,a)" (5D, (s, a) ds

2p+1

+(p—|—1)/01ad>(s,a)_( P )®a(s,a)2ds

:pA (p—q—T)Q)a(sja)(I)<3’a)_(pp )ds

1
p+1

—(p+1)/0<p—9)q>(8, a)_(T)@a(s, a)—ad(s, a)_(zpf)(l)a(s, a)?ds

:/Oq><s,a>—<2”51>q>a(s,a)[(q—p—pr)q>(s,a)+a(p+1>q>a(s,a)]ds.

Fazendo 0(s,a) = (4 — p — pr)®(s,a) + alp + 1, (s,a), para todo
s € (0,1) e a € [ag, 1), obtemos que

2p+1

1
pqaglla(a)erzaglaa(a):/ ®(s,a)” 7 Pu(s,a)f(s,a)ds.  (2.19)
0




35
Agora notemos que para qualquer s € (0,1) e a € (ag, 1) vale

0(s,a) = (¢—p—pr)2(s,a)+alp+1)Pu(s,a)
_ (q—p—pr)(l_sq—a<1_sq )>

q qg-+r

SRS el PRL)

= (g—p—pr) (1_qsq) + (%) a'(p—q—r)
< (¢g—p—pr) (1_Sq) + (1_Sq) ay(p—q—r)

q q+r

q—p—pr (1_8q)_a6(Q+r—p)(

N q i 4
_ 1) q—p—pr_qw“;p q;f
— (lsq)gql’qmqq;> " p)
_ (1Sq)r<(1qp)Q(fi;)p)

(g +r)

< 0.

Logo pela relac¢ao (2.19) temos para qualquer a € (ag, 1) que
qa_1 2 q
pgar 1,(a) + parl,(a) > 0. (2.20)

Como I(a) é estritamente decrescente para a € (0, ag), temos que I,(a) < 0
para qualquer a € (0,ap). Como alir{li I.(a) > 0, I(-) deve ter ao menos um
ponto critico em (ag, 1). Seja a* esse ponto critico, isto é, I,(a*) = 0. Logo
pela relagao (2.20) obtemos que I,,(a*) > 0, o que implica que I(a*) é um
minimo local. Além disso segue de (2.20) que I(-) nao tem méximo local.
Portanto existe a* € (ag,1) tal que I(-) é estritamente decrescente

em (0,a") e estritamente crescente em (a*,1). Temos ainda que

. . p=q ! _1 . p=q L 1—s4 1-— Sq+r Tp
lim/(a)= lima p/(I)(s,a) rds= lima / —a’ ds =00,
a—0+ a—0+ 0 a—0+ 0 q q+r

o que conclui a demonstracao do Lema 2.3. [ |
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Observagao 2.7 Observe que o — ¢, € uma funcao estritamente crescente

de classe C' em (0, ).

De fato, como

Fgn) = 2= Dot

¢ estritamente crescente em « e ainda F'(¢,) — 0 quando o — 0, temos entao

ou =1 (D)
p

é estritamente crescente e obtemos que

que

bo' = !
)

Portanto ¢, € C'*(0, ap).

Note que, dependendo dos valores de p e ¢, temos situagoes diferentes
na relagao entre a e X (). Devido ao Lema 2.3 e pelo fato que a aplicagao
a — ¢, € estritamente crescente, temos:

Se p > ¢, a medida que a diminui, X («) também diminui, ou seja,
quanto menor a velocidade inicial da solugao ¢, menor sera o tempo para o

primeiro ponto de maximo (ou de minimo) ser atingido.

X(a)

Figura 2.5: Caso p > ¢

No caso p = ¢, temos que quando « decresce, X (o) também decresce,
mas hd um valor minimo [y para X («), ou seja, por menor que seja a velocidade
inicial, a solucao ¢ percorre no minimo o tempo Iy para atingir seu primeiro

ponto de méximo (ou minimo).



X(a

Figura 2.6: Caso p=gq
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Finalmente, se p < ¢ e a € (0,a*), temos a situacdo contraria, pois

a medida que « decresce X () cresce, isto é, o tempo para que a solugao ¢

atinja seu maximo aumenta a medida que a velocidade inicial diminui.

(A(p— 1)
()
(A=)

(
M_)lm

—) % /¢ (F(a0) = F(9) 7 do

| F-Fe) s

Observacao 2.8 Como I(1) < oo, entao X () < 0o e assim no plano de fase

¢, a orbita que comega em P = (0,09) alcanca Q = (1,0) em um tempo

finito X (o). Esta é a principal diferenca entre os casos p > 2 e p = 2. No

caso semilinear p = 2 as solugoes estaciondrias nao alcangam o mdximo 1

(ou minimo -1) em tempo finito. O caso p = 2 foi estudado no trabalho [3|
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devido a Chafee e Infante e os principais resultados estao descritos no prorimo

capitulo.

Como ¢ = 1 satisfaz a equacio em (2.11), depois de chegar em Q) =
(1,0), uma érbita pode permanecer 14 por qualquer tempo finito antes de ir
para R = (0, —p). Em outras palavras, depois de atingir 1, ¢(-, ap) pode ser
constante e igual a 1 por qualquer tempo finito antes de comecar a decrescer
para zero. A esse pedaco de curva em que ¢ é constante chamaremos de
patamar de ¢.

Assim, podemos notar que existe um numero infinito de solugoes de
(2.11) para a = «ap. (Observe que isso s6 ocorre para a = g porque o ponto
(ag,0) = (1,0) é o tinico ponto de equilibrio de (2.11) para « € (0, o). Dessa
forma, para 0 < o < «p as solugbes ndo formam patamares). Da mesma
forma, as solucoes estacionarias do problema semilinear p = 2 nao apresentam
patamares.

Antes de mostrarmos os trés principais resultados desta secao, refe-
rentes a estrutura de E), consideremos algumas defini¢oes e relacoes que serao
necessarias para a demonstracao desses resultados.

Seja Y (a) a distancia entre duas raizes adjacentes de ¢(-, ). Entao

1

sendo o, ¢, como em (2.14) e (2.15) e Cy, = </\’%1>5, temos que

ba 1
Y(a) = 2X(a) = 203, / (F(6a) — F(6))"F dé = 20, 1(60).

para « € (0, o).

Para a = ag, temos que ¢(-, ag) satisfaz

o(z,ap) =0, parax =0 e x = 2X () + d,
0 < ¢(x,ap) < 1, paraz € (0, X () U (X () + d,2X (o) + d), (2.21)
d(r,ap) =1 parax € [X(ap), X () + d],

onde d € [0,00) é uma constante arbitraria. Desse modo temos que Y(-) é

uma aplicagdo multivoca em (0, o), com Y (o) = [2C) ,1(1), 00).
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Pelo Lema 2.3 e observando que lir% I'(a) = conocasop > ¢, I'(0) =0
a—
NO casop =gq e liII(l) I(a) = oo quando p < ¢, temos as seguintes representagoes
a—

graficas para Y (- ).

Y(a) Y () Y(@)

2C,,1(1) 2C,1()

2C),1(1)

2C,5lo

Figura 2.8: Y(«), Figura 2.9: Y(«a), Figura 2.10:  Y(a),

para p > q para p =q para p < ¢

Denotamos por T'S o tempo de subida, ou seja, o tempo percorrido
pela solugao ¢(-, ) até alcangar o seu primeiro méximo, ou ainda, o tempo
que a Orbita precisa para sair de (0, ) e chegar em (¢, 0) no retrato de fase
@Y. T'D denota o tempo de descida, ou seja, o tempo necesséario par a solugao
¢(+, ) sair de seu primeiro maximo e encontrar o eixo z, ou ainda, o tempo
que a Orbita precisa para sair de (¢4, 0) e chegar em (0, —«) no retrato de fase
¢. Denotamos ainda por T'P o tempo de parada, isto é, o tempo em que a
solucdo ¢(-, ) fica constante igual a 1, ou seja, a soma dos comprimentos dos
patamares de ¢(-,«) no intervalo [0,1]. Claramente 7'S = T'D = X («) para

qualquer « € (0, ag).

Figura 2.11: Solugao de (2.10) com o = ayg
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Como procuramos por solugoes estacionarias de (2.10), temos que as
solugoes ¢(+, ) de (2.11) devem satisfazer ¢(1,) = 0 para qualquer a €
(0, ap]. Dessa forma, se ¢ € E), entao ¢ deve oscilar no intervalo [—1,1] de
acordo com sua quantidade de raizes, desde que ¢(0) = ¢(1) = 0. Assim, se
denotarmos por n o nimero de raizes de ¢ em (0, 1), entao a seguinte relagao

deve ser satisfeita
2n+ D)X (o) +TP =1, (2.22)

Portanto, a constante d em (2.21) pode ser escolhida arbitrariamente no inter-
valo [0, TP).

Denotamos por B} = {¢ € E) : ¢ tem [ raizes em (0, 1) e ¢,(0) > 0},
e —E\={-¢:¢€ E\}, ondel € N. Para cada k € N e a € (0, 1], definimos

Ak(a) = P 2(k+1)I(a))".

Lema 2.4 Temos que ¢(-,a) € Eﬁ\ se, e somente se, existem constantes C; €
I+1

Y(a), parai=1,...,14+ 1 de modo que ZC} =1, para | € IN*.
i=1

Demonstragao:  Seja o < ag. Se ¢(-,a) € EY, entdao ¢(-, ) possui [ raizes

e nao possui patamares, logo pela relagao (2.22) temos que 2(I + 1) X (a) = 1.
I+1

Tomando C; = 2X («),i = 1,...,l+1, temos que cada C; € Y(«) e ZC@ = 1.
i=1

I+1

Por outro lado, se ZC’Z- =1, onde C; = 2X () € Y(«) para cada i, entdo
i=1

o(+, ) satisfaz a condicao de fronteira ¢(1,a) = 0 e portanto é solugdo de

(2.10).

Analogamente, seja a = ap. Se ¢(-,ap) € EY entdao ¢ possui [ raizes
I+1
em (0, 1) e consequentemente [ + 1 patamares, logo TP = Z d;, onde d; é o
i=1
comprimento do i-ésimo patamar. Pela relagao (2.22) temos que

1=2(14+1)X () + Zdi = Z(2X(040) + d;),

logo, tomando C; = 2X(ag) + d;, para todo i = 1,...,l 4+ 1, temos que C; €
I+1 41
Y() e ZCZ- = 1. Por outro lado, se ZC’Z- =1, onde C; = 2X () + d; €

i=1 =1
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Y (ap) para cada i, entdo ¢(-, o) satisfaz a condicao de fronteira ¢(1, o) =0

e portanto ¢ solucao de (2.10). n

Observacao 2.9 O Lema 2.4 feito acima nao possui a mesma afirmacao feita
em [11], onde consta: “¢(-,a) € E\ <1 € (I +1)Y(a)". Acreditamos que
esta ultima expressao esta incorreta, pois nos leva a pensar que para o = «y,
0s patamares devem ter todos o mesmo comprimento, o que nao € verdade, pois
cada patamar pode ter comprimento distinto, desde que a soma das medidas

de todos os patamares seja constante.

Teorema 2.5 Se p > q, entdo para cada A\ > 0 temos que
Ex= {0} U J{=EL},
1=0
onde E\ possui as sequintes propriedades:
a) EY ={} para X > 0.
b) Se N(1) <\, paral=1,2,..., entdo B} = {¢}}.

c) Se 0 < A< N(1) paral = 1,2,..., entdo existe uma relagdo bijetora entre

EL e [0,1].
Em particular, para cada A > 0 ezxiste uma unica solug¢ao positiva de (2.10).

Demonstracgao: Se considerarmos solugdes positivas para o € (0, ag),
temos que ¢(-,a) € EY se, e somente se, 1 € Y(a). De fato, ¢(-,a) € EY
se, e somente se, ¢ € E) e ¢ nao possui raizes em (0,1), mas esta tltima
sentenca é equivalente a afirmar que as dnicas raizes adjacentes de ¢ em [0, 1]
ocorrem em 0 e 1, o que é o mesmo que dizer que 1 € V().

Como p > ¢, temos pelo item ¢) do Lema 2.3 que Y'(-) é estritamente

crescente, logo existe um tnico a; € (0, ap] de modo que 1 € Y(ayq).
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B =

Da definigao de \o(1), temos que 27(1) = <m) . Logo,

2X(O&0) = QCA,pI(¢a0)

= 205,1(1)

- (A(pp_ 1?); (Aomgo—l))p
N <>\0)(\1)>p'

Portanto se A < Ag(1), temos que 2X (o) < 1 e entdo oy = v, pois se a; < ap,

-

por X (-) ser estritamente crescente temos que
Y(Oél) = 2X(Oél) < ZX(OZQ) <1,

o que contradiz a escolha de a;. Se A > A\g(1), temos que 2X () > 1 e entdo
a; < ap, pois se a; = ag, entao Y(ay) > 1 e ¢(+, a1) nao satisfaz a condigao de
fronteira em (2.10). Em particular, qualquer que seja A > 0, ¢(-, 1) é a tnica
solugao positiva de (2.10). A unicidade é uma consequéncia da monotonicidade
estrita de X (a).

Se A < \o(1), entao ¢(+, ) deve satisfazer (veja Figura 2.12)

o(z,ap) =1, sex € [X(), 1 — X(ap)],
0 < oz, ap) <1, sex € (0,1)\ [X(ap), 1 — X(ayp)].

X (c0) 1-X (c0) 1

Figura 2.12: Solugao ¢(-, ap) no caso A < Ag(1)
As solucoes estaciondrias de sinal oposto podem ser construidas com

o uso de Y(-) da mesma forma acima.
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Estudaremos agora a estrutura de E}, para [ € IN*. Da defini¢io de

Ai(1) temos que

(=N ()
Logo, 1 1
Ap—1)\» A \°?
204+ 1) X (o) =2(1 + 1) <%> I(1) = (m) )

Se A > N(1) entao 2(1 + 1) X (ap) > 1. Como X(-) é estritamente
crescente, dado ﬁ € Im(X), existe um tnico ay € (0, ap] tal que X(ay) =
ST o que implica, 2(I4+1)X (az) = 1. Note que ay # ag, pois se s = ),
entao

1=2(1+1)X () =2(l + 1) X () > 1,
o que é uma contradi¢do. Neste caso tomando C; = 2X(ay),Vi=1,...,1+1
temos que C; € Y(az) e lil:Ci = 1 e assim pelo Lema 2.4 temos que ¢} =

i=1
¢(-, ) € EX. A monotonicidade de X (-) garante que E} = {¢}}.

Se A = N\(1), temos 2(I + 1) X (ap) = 1. Entao, tomando C; = 2X ()
I+1
temos ZCi = 1 e também pelo Lema 2.4 segue que ¢} = ¢(-,a0) € EY e
i=1
¢(+, o) nao possui patamares nesse caso.

Portanto se A > (1), temos que B} = {¢}}.

Se A < N(1) entao 2(I + 1)X (o) < 1. Tomando C; = 2X(ap) +
I+1

di, Vv =1,...,1 + 1 de forma que ZCi = 1, (onde cada d; é tomado

=1
I+1

arbitrariamente desde que Z d; =1—-2(l4+1)X()) temos, novamente pelo
i=1
Lema 2.4, que ¢(-,a) € EY. Nesse caso, E} consiste de uma infinidade de

solugoes ¢ de (2.10) com as seguintes propriedades: existem (I + 1) intervalos

I+1
Ji =lai,bi], 1 =1,...,14+ 1, tal que Zbi—ai:TPe
i=1
lp(x)| =1, sex € Ji,i=1,...,1+1,

L+ (2.23)
lo(z)| < 1, sex € [0, 1]\UJZ-.

onde |J;| = b; — a; = d; é o comprimento do i-ésimo patamar.
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Dessa forma podemos considerar o seguinte conjunto

+1
R — {(dl,dg,...,dl+1) e R tal que Zdi =TPecadad;, > O} )

i=1
Existe uma relagao bijetora entre FY e R, pois dado d = (dy,da,...,di41) €
RL, existe uma tnica ¢(-, ) € EY tal que cada d; é o comprimento do seu
i-6simo patamar. E dada ¢ € FEY, sabemos que ¢ possui [ + 1 patamares,
logo basta tomarmos d; = comprimento do i-ésimo patamar. Note que essa
relagao, que denotaremos por g : R, — FE},é continua. Definimos a fungao
f:10,1)" — RL por

-1
(dy, da, .. digr) = (TPdy, (TP —dy)dy, ..., (TP = di)dy),

i=1
que é uma relagdo bijetora entre R} e [0,1]'. Portanto existe uma relagao

bijetora h : [0,1]' — E%, que é continua. u

Observagao 2.10 Pelo método de construgio podemos ver que |¢(x)| < 3 (z)
para qualquer ¢ € E\ e qualquer x € [0,1]. Nesse sentido, ¢3 (respectivamente
—@%) € uma solugio mazimal (respectivamente minimal) em E,. (Figuras

2.13, 2.14 € 2.15)

/) \ \ -
/ \ /
\ / O\ 3 D
Figura 2.13: Figura 2.14: Figura 2.15:
A< (1) < Ao(1) A(1) <A <Ao(1) Ao(1) < A

Observagao 2.11 Quando A\ < X\ (1), entdo para cada ¢ € E. temos que

1

qu(O) = O‘(I)Dj'
Observacao 2.12 Cuaso a; < b;, dizemos que a tmagem de J; € um patamar

(ver também Guedda e Veron, [5]). Segue da relagio acima que a soma dos
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comprimentos de todos os patamares para cada ¢ € E é constante. Assim se
A < \N(1), temos que E é um continuum de solugées, para | = 1,2,.... Veja

a figura abaizo.

Figura 2.16: Solugoes Estaciondarias

Teorema 2.6 Seja p = q. Definimos para cada k € IN
A= ——2(k+ 1)I)". (2.24)
Entao temos que

i) Se Ao < A, entao E) = {0}.
k
1) Se Apr1 < A < A\, entdao B\ ={0}U U{ﬂ:Eﬁ\}, onde E% possui as proprie-
1=0
dades a), b), ¢) do Teorema 2.5. Em particular, o problema (2.10) possui
uma unica solugao positiva se, e somente se, A < Ag.

1
Demonstracao: Como )\ = Ll(ZIO)_p, temos que 21y = (L> p,

Ao(p—1)

Além disso,

Y(0) = limY(a)=lim2X(a)

a—0 a—0
1
. A(p—l))f'
— lim 2 ( 2" 1(a,
Jim, ( 5 (¢a)

_ (M)‘l’fo

D
- (45 ()
- ()




46

Pelo fato de Y ser uma funcao estritamente crescente, temos que
. A\ 7
aelfé,fao]y(g) =Y(0) = (}\—0) .
Assim, se \g < A, temos que aei(%fa ]Y(Oé) > 1, o que implica que
Y(a) > 1, para qualquer a € (0, ). Loég a unica solugao de (2.10) ¢é a
trivial.
Consideremos agora o caso A < Ag. Seja k € IN e suponhamos que
para A1 < A < A, exista ¢ = ¢(-, a3) € E), tal que ¢ possui k + 1 raizes ou
mais. Da definicao de A\, temos que

2k +2)1 = (#>

(p - 1)/\k+1

ST

Agora,

AMp—1)
p

2(k+2)lo = 2(k+2) lim I (a) < 2(k+2)1(¢a,) = 2(k+2) ( >—,, X(a3),

ou seja,

( A );<2(k+2)X(043).

Akl

Como Ag41 < A e pela relagao (2.22) temos que

1
Y
1< ( ) <2k +2)X(ay) < 1,
Akt 1
o que é um absurdo. Portanto se \p11 < A < A\, temos que El/\““ =0,Vi>1

k
e By = {0} U J{=E}}.
=0
O restante da demonstracao segue exatamente da mesma forma que

no teorema anterior. ]

Teorema 2.7 Suponha que p < q e seja a* a constante obtida no Lema 2.3.

Entao obtemos que

i) Se Mo(a*) < A, entdao E) = {0}.

k
i1) Se Apy1(a*) < X < A\g(a*), entdo E\ = {0} U U{:I:Ef\}, onde
1=0
EL = { }UFL e F! possui as sequintes propriedades paral = 0,1... k:
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a) Se \(a*) = A, entio FL = {y}}.

b) Se \i(1) < X < N(a*), entdo FL consiste de um tinico elemento ¢l satis-

fazendo (¢4)2(0) < (¢4)2(0) e ainda, [¢§(x)| < |$)(z)] < 1, para qual-

quer x € (0,1), exceto as raizes de ¢} e ..

c) Se 0 < X< N(1), entao existe uma bijecao entre F' e [0,1]' e ainda temos

que (wf\)x(O) < ¢,(0), para qualquer ¢ € Eﬁ\

Em particular, para todo X < A\o(a*), o problema (2.10) possui exata-
mente duas solugdes positivas, 13 e ¢, onde (¢9).(0) < (3).(0) e ainda, para

cada z € (0,1), ¥ (x) < ¢3(z).

Demonstracao:  As demonstragdes do item ¢) e de que se A\py1(a*) < A <
k

Ar(a*), entao E) = {O}UU{ﬂ:Eﬁ\}, sao anélogas as demonstragoes destes fatos
1=0

no teorema anterior, utilizando a defini¢ao de Agx(a*) e o fato de a* ser ponto
de minimo de Y'(-).

Consideremos o caso A\gr1(a*) < A < Ag(a®). Pelo tipo de compor-
tamento de Y(-) no caso p < ¢ (veja Figura 2.10), temos que para cada
y € Im(Y), existem tunicos a; € (0,a*] e ay € [, ap] tais que Y(ay) =y e
y € Y(az). Em particular, dado um inteiro [, 0 < [ < k, temos que 1%1 €
Im(Y), logo 2(I + 1) X () = (I + 1)Y (ay) = 1, ou seja, ¥4 = ¢(-, 1) € EY e
existe ap > o com propriedade similar. Porém neste caso devemos analisar
separadamente duas possibilidades: as < ag ou as = agy. Se as < ag, pode-

mos tomar C; = Y () = 2X(ag), 1 =1,...,l+1, e obtemos como acima, que

L =o(,az) € E\. Se ag = ap, entdo 2(I+1)X(a;) < 1 e podemos considerar
I+1
C; =2X(ag) +d;, i=1,...,1+ 1 de forma que ZCi =1 (cada d; pode ser
i=1
I+1

escolhido arbitrariamente desde que Z di=1-2(l+1)X(ap)) e, novamente
i=1
pelo Lema 2.4, temos que ¢(-, ) € .

Assim, temos que EY = {1} U Fl, onde F! é o conjunto das solugoes

geradas por as € [, ag).
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No caso A = \j(a*), temos que oy = o = g, pois se ag < a*, entao

3=

2@+1pqm)>QU+DXﬁf%:(Maﬂ> =1,

() =

e assim ¢\ = @(-, ) & EY. Logo, 4 = ¢} = ¢(-,a*) e portanto F} = {4 }.

No caso em que A < A\j(a*), como s € [, o] e nesse intervalo Y(-)

e assim ¥} € E.. Se a* < ay, entdo

3 =

20+ 1)X(a2) > 2(1+ 1) X (")

¢ estritamente crescente, temos por demonstragao analoga a do Teorema 2.5,
que se N(1) < X < N(a*), entdo FL = {¢L}, e se A < (1), entao existe uma

bijecdo entre F} e [0,1]'. Ainda, se A < \j(a*), temos a; < a* < s, logo

(wé\>x(0) = ¢x(07 061) = Q1 < Qo = ¢x(07 OQ) = (¢l)\>x<0>

Sendo a; < s, temos que a velocidade inicial de 9§ é menor que a velocidade
inicial de ¢}, mas ambas possuem as mesmas rafzes (visto que Y (a;) = Y (ay)),
o que implica, obrigatoriamente que |} (z)| < |¢} ()|, para todo z € (0,1),

exceto nas raizes (veja figura abaixo).

Como ay < a, temos ¢a, < doy = 1, logo |¢4 (x)| < 1,V x € (0,1).

Em particular, para todo A < Ag(a*), temos que (2.10) possui duas
solugoes positivas, sendo que ¢} € FY = {#%} pode ter patamar ou nao (depen-
dendo se A < Ag(1) ou A > Ag(1)). De qualquer forma, pelo mesmo argumento

acima, temos (¢9).(0) < (¢9).(0) e ¥9(x) < #3(z), para qualquer z € (0,1).1
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Observagao 2.13 Para A < A\o(a*), podemos mostrar, como na Observagdo
2.10, que |p(z)| < M (x) para qualquer ¢ € Ey e assim @} é solugdo mazimal

em FE,.

2.4 Estabilidade das Solucoes Estacionarias

Os Teoremas 2.5 — 2.7 afirmam para cada A > 0, que F) consiste de
um conjunto discreto D e de um continuum GY, de fungoes,

Ey,=Du | J{G}}, (2.25)

l€Ly,
onde L, ¢ algum subconjunto finito de IN e GY é dado por
0, se A > N(1),
G = El, se0< A< N(l)ep>gq,
Flise0< A< N()ep<gq.
Note que, apesar de F\, ser uma unido infinita no caso p > ¢, L, ¢ finito,
pois se considerarmos A > 0, como a seqiiéncia {\y(1)} é decrescente com k,
existe ko tal que se k > ko, entdo X > A\(1), ou seja, A < \(1) apenas para
1€{0,1,... ko —1}.
Mostraremos inicialmente que u(t, ug) (solugao do problema (2.1) com
u(0) = up € VVO1 P) converge a uma solugao estacionaria ou a algum G, quando
t — oco. A seguir analisaremos a estabilidade da solucgao trivial e das solucoes
positivas, conforme os valores de \ e as relagoes entre p e ¢. Finalizamos esta
secao com o estudo da estabilidade das demais solugoes estacionarias. Nesta

segao as consideragoes topoldgicas sao feitas na norma || - ||so-
Lema 2.5 Temos que G é uma componente coneza de Ey para cada l.

Demonstragao:  Seja A > 0. Como a aplicagio h : [0,1]) — G} definida
no Teorema 2.5 é contfnua, temos que GY é conexo e fechado, para todo .
Dado [ fixo, mas arbitrario, sendo a componente conexa o subconjunto conexo
maximo, segue

! l l l
v eGY = GY CCOY,
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onde C’f\o ¢ a componente conexa de qblf. Suponhamos que existe ¢ € C’f\o tal

que ¢ € Eye ¢ & Gl/\o. Dessa forma temos duas possibilidades: ¢ € D ou

pel ]G
1l
Se ¢ € D, como D é um conjunto discreto, a componente conexa de ¢

é {¢}, o que implica que f\o = {¢} e entao ¢ = gzﬁf\o, o que é uma contradicao,

pois gbl)? € Gl/\o. Logo, ¢ € U G, ou seja, ¢ € Gl)\l,ll # lo.
I#lo
Como G C C¥, temos que ¢ € C4 e ¢ € C, logo C%* = C}! e assim

Gl)\1 C C’f\o. Agora, sabemos que Gl/\o ﬂGl)\l =0, se l; # ly e cada GY é fechado,
logo nao podemos ter Gl/\o U Gl; = C’ﬁ\o. Assim, existe ¢ € C’f\o \ Gl)? U Gl/\1
e entao 5 € Glf, com ly # lg e Iy # l;. Seguindo esse raciocinio obtemos

que Cf\o = U G, o que é uma contradicdo, pois Cﬁ\o é conexo e esta escrito
leLy
como uma uniao finita de conjuntos fechados, disjuntos e nao vazios. Portanto

Cf\o = Gl)? e GZAO ¢ uma componente conexa de F). u

Teorema 2.8 Para cada dado inicial ug € Wol’p, temos que u(t,ugy) satisfaz

uma das sequintes condi¢oes:
i) Existe ¢ € Ey tal que ||u(t,up) — ¢||oc — 0 quando t — oo.
i) Ewiste G\ C E\ tal que

d(u(t,up); GY)eo = inf |Ju(t,uo) — @lec — 0 (2.26)
$€G"

A

quando t — oo.

Demonstracgio:  Seja u(t, ug) solucdo de (2.1), onde uy € Wy*. Como
(0,1) é intervalo limitado, temos pela Desigualdade de Gagliardo-Niremberg,

[1], que existe constante k tal que

lulloe < Ellully™ lusll,

2(p—1)
3p—2
Poincaré, [1], e utilizando o fato que || - ||2 < C'|| - ||,V p > 2, para alguma

para todo u € VVO1 P ocoma=1-— Agora, pela Desigualdade de
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constante C’ > 0 temos
Jullso < Kllully llualls < cklluglly[Jualli = ckllug .

Pelo Teorema 2.3 sabemos que w(ug) é conexo e esta contido em F). Sendo

Ey,=DuU U{Gl)\}, temos que w(up) estd contido em uma das componentes
=1

conexas de E), ou seja, w(ug) = ¢ € D ou w(uy) C GY, para algum .

Se w(ug) = ¢ € D, temos pelo Teorema 2.3,

inf , ||w(t, up) — v|]W01,p — 0= |Ju(t,uy) — gzﬁ||Wg,p — 0

vew(ugp)=

quando t — oco. Logo

[u(t, uo) = dlloc < ckllult, uo) = llyyzr — 0

quando t — oo e assim u(t, ug) satisfaz ).

Se w(up) C GY, para algum [, temos novamente pelo Teorema 2.3,

inf [Ju(t,uo) —v|lee < inf [Ju(t, uo) —v||se < ck
veGY v 0)

inf ||u(t, ug) — vl 1 0
cw(w cw(uo) H ( 0> ||W01 r

v

quando t — oo e assim u(t, ug) satisfaz 7). u

Observacao 2.14 Ndo é conhecido se, no item ii), a solugdo u(t, uy) converge
a um elemento especifico de G.. Isto é apontado como uma questdo aberta pelos

autores do artigo [11].

Definicao 2.3 Uma solugao estaciondria ¢ € estavel se ¢ possui a sequinte
propriedade: para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que ||ug — ¢l < d implica
|u(t, uo) — ¢llec < &, ¥V t > 0. Uma solugcdo estaciondria ¢ € atratora se ¢
possui a sequinte propriedade: existe 6 > 0 tal que |[ug — @lloc < O implica
|lu(t, up) — @|looc — 0 quando t — co. Dizemos que ¢ € assintoticamente estdvel

se ¢ € estdvel e atratora. Se ¢ nao € estavel, entdao ¢ € instdvel.

Definigao 2.4 Um conjunto de solugdes estaciondrias GY, € estdvel se GY pos-
sui a sequinte propriedade: ¥ € > 0, existe § > 0 tal que d(ug, G})s < & implica

d(u(t,up), GY)eo < &, Yt > 0. Se GY nao € estdvel, entao GY € instdvel.
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Como a estabilidade de —¢ coincide com a estabilidade de ¢, discutire-
mos apenas a estabilidade da solugao trivial ¢ = 0, da solugao positiva ¢ (19
e ¢ se p < q), das solugoes que mudam de sinal 1}, ¢} e de G, I € IN*. Como

na Segao 3, denotamos por ¢(x, ) a solucao de (2.11) com ¢,(0)P~! = q.
Teorema 2.9 (Propriedades de estabilidade da solugao trivial)
i) Para p > q, a solugdo trivial € instdvel.

i1) Para p = q, a solug¢ao trivial € assintoticamente estdvel para A > Ao e

instavel para A < Ag.
i1i) Para p < q, a solugdo trivial é assintoticamente estdvel.
Demonstracao: Considere p > ¢ e seja 6 um nimero real positivo.

Afirmacgao 2.1 Podemos escolher & € (0, o) pequeno tal que [|¢(-, @)oo < 9
e ¢p(l,a) <0.

De fato, temos que ¢, — 0 quando a« — 0, onde ¢, (—p,) é o valor de maximo
(minimo) da solugao ¢(-, ). Dessa forma, dado § > 0 arbitrario, podemos
escolher a5 de forma que ¢,, < 0, ou seja podemos tomar as de modo que a

solugao @(-, as) de (2.10) satisfaga ||¢ (-, as)||oo < 9.

Figura 2.17: Solugao de (2.10) com [|¢(-, as)]|co < &
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Notemos ainda que se o < a5, entao ¢, < @q, € assim também temos

que [[o(; a)flee < 0.

1
Seja & € (0,as) tal que <Y(a) < 7> para algum inteiro k

k+1
fmpar (note que existe tal & pois Im(Y) = IR, ) e considere ¢(-, &) solucao de

(2.11).

1
Como & < ag, temos que ||¢(+, )|/ < 9. E, sendo 1
segue que

kY (a) <1< (k+1)Y(a),

ou seja, ¢(-, &) possui k zeros no intervalo (0, 1), sendo 2’ = kY (&) a ultima
raiz nesse intervalo. Como & > 0 e ¢(-,&) possui k raizes em (0, 1), com k
fmpar, temos que o ultimo ponto critico 2 de ¢(+, &) no intervalo (0, 1] é um
ponto de maximo e z” < 2’ = kY (&). Assim, ¢(z”,&) > 0 e ¢(2',&) =0, o
que implica que ¢(z, &) < 0 para x € (kY (&), (k+1)Y(&)). Como 1 pertence

a esse intervalo, segue que ¢(1, &) < 0.

P

_(puo

Dessa forma temos que u(z,t) = ¢(z,d&) é uma solugao inferior de
(2.1). Logo, se tomarmos ug € L™ tal que ¢(z, ) < ug(x) e ||ug|leo < 9 para

z € (0,1), temos pelo Teorema 2.4 que para todo (z,t) € (0,1) x [0, 00),

u(z, t,ug) > ulx,t) = ¢(x, &).
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Além disso, temos também que

Afirmagao 2.2 ¢ € o tnico elemento de E\ que satisfaz ¢ > ¢(-, &), ou

seja, ¢\ (x) > ¢(x, &),V z € (0,1).

Note que ¢% = ¢(-, ;) é tal que ¢} > ¢(-, &), pois como @} nao possui
rafzes em (0,1) e ¢(-, &) possui, entdo Y (o) > Y (&) e portanto a; > &. Assim

by > O, logo ¢S > &(-, &).

Mostremos que ¢\ é a tinica solugio estaciondria com essa propriedade:
Seja ¢ = ¢(-, ), onde & < &. Entao existe intervalo (0,7) onde ¢(z,a) <
¢(z, &) para x € (0,n) e assim nao temos que ¢ > ¢(-, &). Consideremos entao
0 caso & < a < ay. Como ¢(+, @) possui ao menos um zero e & > 0, temos para
z € (Y(@),2Y(a)) que ¢(z,a) < 0. Agora, como Y ¢é estritamente crescente,
& < a implica 2Y (&) < 2Y(a), logo existe = € (0,1) tal que 2Y (&) < & <
min{2Y (a),3Y (&)}. Como 2Y (&) < z, temos que ¢(Z, &) > 0, enquanto que
T < 2Y (@) implica ¢(Z, @) < 0. Assim, existe ao menos um z € (0, 1) tal que
o(z, &) > ¢(z, @) e ndo podemos ter ¢(-, &) < ¢(-,@). Dessa forma concluimos
que ¢(-, @) nao pode ter zeros e & > &, ou seja, ¢(-,a) = ¢3. Portanto ¢S é a
tinica ¢ € E) tal que ¢} > ¢(-, ). Portanto a solugdo trivial é instavel.

Seja p = q e consideremos inicialmente A < \y. De forma inteiramente
analoga a demonstracao do caso anterior, mostramos que existe as tal que

|o(+, )] < § qualquer que seja o < as. Agora neste caso, podemos apenas
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garantir a existéncia de & € (0, ;) de forma que ? ! T < Y(a) < %, para
algum k£ € IN (pois neste caso Im(Y) = [2C),1p,00)). Se k for impar, a
demonstracao segue como no caso anterior. Se k for par, consideremos a
solugdo —¢(+, &) no lugar de ¢(-,&) e a demonstracao novamente segue de
forma andloga a do caso anterior. Portanto ¢ = 0 ¢ instavel se A < Aq.

Consideremos o caso A > Ag. Como na demonstragao da primeira
afirmagao desse teorema, dado £ > 0, existe & > 0 pequeno tal que ¢(-, &) < e.
Sendo A > )¢, temos aei(r(}iO]Y(a) =Y(0) = %0 > 1. Logo, 1 <Y(0) < Y(&)
e portanto ¢(x,&) > 0, V = € (0,1]. Assim, existe & > 0 pequeno suficiente
para que 0 < ¢(x,&) < e, ¥V € (0,1]. Podemos tomar § > 0 pequeno tal que
exista £ > 0 com ¢ > ¢z + &, &) >0, Va € [0,1].

Assim, u(z,t) = ¢(x + £, &) é uma solugao superior de (2.1). Pelo

Teorema 2.4 temos que se ||up]|lo < 0 < @(z + &, &), entao
lu(t, z,up)| < a(z,t) =l + & ) < e,

para cada (x,t) € [0,1] x [0,00) e assim ||u(t, ug)||s < &. Portanto a solugao
trivial é estdavel. Como E, = {0} nesse caso, temos pelo Teorema 2.8 que
u(t,up) — 0 quando t — oo em L. Portanto a solugao trivial é assintotica-
mente estavel se A > \g.

A estabilidade no caso p < ¢, segue novamente por ser possivel escolher
0 < & < a* tal que dado € > 0 existem §,£ > 0 tais que § < ¢(x + &, &) < &,
para todo z € [0, 1].

Como ¢ = 0 é o tinico elemento de EY tal que ¢ < ¢(-, &), entao pelo
Teorema 2.8 segue que |[u(t, up)||cc — 0 quando t — oco. Portanto a solugao

trivial é assintoticamente estavel. [ ]

Teorema 2.10 (Solugdes positivas)

i) Para quaisquer p > 2 e q > 2, ¢ € assintoticamente estdvel para X > Ao(1)

e atratora para A < Ag(1).
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ii) Para p < q, ¢\ € instdvel para A < \o(a*).

Demonstragao:  Comegamos com a prova da instabilidade de v no caso
p < q. Pelo Teorema 2.7 temos que se A < \g(a*) entdo ¥ = ¢(-, ), com
a; € (0,*]. Quando & < a; < a*, como Y ¢ estritamente decrescente em
(0, a*], temos que Y (&) > Y (a*) = 1, logo ¢(-, &) satisfaz ¢(z,&) >0, ¥V €
(0,1] e assim ¢(+, &) é uma solugao superior de (2.1).

Seja § > 0 arbitrario. Podemos tomar & conveniente tal que existe
uma fungao inicial ug € L™ satisfazendo |[ug—19||cc < d e 0 < up(x) < ¢(z, &),
para x € (0,1). Basta escolher & préximo o suficiente de «, de tal forma que
[6(-, &) — ¢3|ec < &. Isto é possivel pois tanto ¢, como X (a) sio aplicacdes
continuas em a.

Pelo Teorema 2.4, temos que u(t,x,ug) < ¢(z,&), para z € (0,1).
Mas ¢ = 0 é o tnico elemento de F) tal que ¢ < ¢(-, &). Logo, pelo Teorema
2.8, segue que ||u(t,up)|loc — 0 quando t — oo. Portanto, para todo ¢ > 0,
existe T > 0 tal que V¢ > T, ||u(t,up)|ls < € e assim 1 é instavel.

Agora consideremos o caso p > 2 e ¢ > 2 e mostremos a estabilidade
assintdtica de ¢ para A > A\o(1).

Seja o tal que ¢S = ¢(-,a’). Se & e & estao suficientemente préximos

de o com & < o/ < &, entdo para cada = € (0, 1] temos
6(2, 6) < B(x) < B, 8). (2.27)

Afirmacgao 2.3 Para cada € > 0 podemos escolher & e & satisfazendo as

sequintes relagcoes para algum & > 0:
Aaz) —e < d(z—&a) <R(z) <oz +¢,a) <h(x)+e,  (2.28)
para x € [0,1]. Além disso existe 6 > 0 tal que
p(x —&,a) < ¢(x) — 8 < ¢ (x) + 8 < ¢z + £,a), parax € [0,1].

Sejam u(x,t) = ¢z — &, &) e u(x,t) = ¢z + &, &). Entao @ (respecti-

vamente 1) é uma solugao inferior (respectivamente superior) de (2.1). Assim,



o7

se tomarmos ug € L™ tal que |lug — #}||ec < 9§, temos que ¢(z — &, &) <
M (x) — 0 < up(x) e up(z) < ¢Q(x) +d < ¢z +&,&) qtp = € (0,1), o que

implica pelo Teorema 2.4 que

u(z,t,ug) > dlr —€,&), qgpr € (0,1) V>0 (2.29)

u(z, t,ug) < oz +&,a&), gqgpr € (0,1), Vi >0.

Por (2.28), u(z,t,ug) > ¢S (x)—c e u(z,t,ug) < (z)+eqtpz € (0,1) V¢ > 0.
Dessa forma, —e < u(z,t,ug) — 3 (z) < &, qtp z € (0,1) V¢ > 0, o que implica
u(t, up) — oo <&, V> 0.

Assim, para todo € > 0, existe § > 0 tal que |Jug — ¢]|oc <  implica
|u(t, ug) — #3]|eo < €. Portanto ¢} é estavel.

Como ¢ = ¢} é o tnico elemento de F\ tal que ¢ > ¢(z — &, ),
para todo z € [0, 1], segue por (2.29) e pelo Teorema 2.8 que u(z,t,up) — ¢
quando t — oo em L™. Portanto ¢ é assintoticamente estavel.

Resta discutirmos o caso A < Ag(1). Neste caso nao podemos tomar
uma solugao superior 4(z,t) = ¢(x + £,&) como acima, pois ¢ = ¢(-, ag)
e, portanto, atinge o valor 1. Assim escolhemos u(z,t) = ¢ > 1 como uma
solugao superior. Como solugao inferior podemos tomar u(x,t) = ¢(x — &, &)

com £ > 0 e & < ag convenientes. Temos entao que

oz — & &) = u(x,t) < ¢)(v) < d(x,t) =c

para cada (z,t) € [0,1] x [0,00), onde como no caso anterior, ¢$ é a tinica

¢ € E, tal que ¢ > ¢(x — £, ). Tomemos 6 > 0 tal que
¢(r — & a) < )(r) =0 < (z) +6 <,

para z € [0,1] e tomemos ainda um dado inicial uy € L* de forma que
|uo — ¢ ]|oe < . Pelo Teorema 2.8 temos que u(z,t,ug) — @3 em L> quando
t — o0.

Portanto ¢9 ¢ atratora. ]
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Observagao 2.15 Pelo Teorema 2.10, a solugdo mazimal ¢ € atratora sem-
pre que existir, enquanto que a outra solug¢do positiva V) € instdvel por bairo
no sentido que existe uma fungdo inicial uy perto de ¥ (¥ > wug) tal que

u(t, ug) converge a zero quando t — 0.

Observagao 2.16 Quando A < \o(a*), podemos também mostrar a instabili-

dade de ¢ por cima.

De fato, podemos tomar & conveniente tal que existe u; € L*° com
|u; — Vlo < 0 € us(z) > ¢(z,a). Pelo Teorema 2.4, u(z,t,u;) > ¢z, ).
Mas ¢9 é o tinico elemento em ¢ € E) tal que ¢§ > ¢(z, @), logo pelo Teorema

2.8, [Ju(t,u1) — ||oc — 0 quando ¢ — oo.

Observacgao 2.17 Quando A\ = \o(a*) pode ser mostrado que 93 € assintoti-

camente estdvel por cima e instdavel por baixo, em consequéncia, instdvel.

Com efeito, quando A = Xg(a*) temos ¢} = ¥ = ¢(-,a*) e assim
temos que 9 é atratora (j& que ¢3 ¢ atratora sempre que existir). Ainda, 19
é estavel por cima pelo argumento utilizado na observacao anterior, visto que

U8 = @3 e é instdvel por baixo pelo teorema anterior.
Teorema 2.11 Cada ¢}, ¢} e GL,1=1,2,... € instdvel.

Demonstragao:  Consideraremos somente o caso [ = 1, pois a prova dos

demais casos é essencialmente a mesma. Escolha a seguinte fungao ¢ € G3:

(

¢3(2), sex € [0, X (ao)),

1sez e [X(ap),1—3X()),

¢ () =4 @Q(—x+1—2X(ap)), sex € [1 —3X(ag),1— 2X (),
—(z — 142X (ap)), se z € [1 — 2X (ag), 1 — X (),
—(—x+1), sex € [1 — X (), 1].
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Seja ¢'¢ uma solugao inferior de (2.1) definida como segue:

[ R(a), se v € 0, X(a0),
Isex € [X(ap),l —3X(ap) + ¢),
" (2) = @ (w+1-2X (ag)+e), sex € [1—3X (ap)+e, 1—2X (ag) + &),

—(z—142X (o) —¢), sex € [1—2X () +e,1— X (ap)+e),

—@}(—z+1+¢), sex € [1 - X(ag) +,1].

0

Defina uy(z) = max{¢'(z), »"*(x)}. Podemos tomar ||uyg — ¢'||o tao
pequeno quanto possivel, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno. Como
ug(z) > ¢ (z), temos pelo Teorema 2.4 que u(t, z,ug) > ¢"°(x). Novamente,
como ¢ = ¢ ¢ o tnico elemento de F) tal que ¢ > ¢'° (pela definigao de
¢+¢), pelo Teorema 2.8 temos que u(t,uy) — ¢§ quando ¢ — oo. Como
d(¢%,G3) > 0, segue do que foi visto acima que G} ¢ instavel.

A instabilidade de 9§ e ¢} segue andloga ao caso da instabilidade de

9. .



Capitulo 3

Um Problema de Bifurcacao
para uma Equacao Diferencial
Parcial Nao-Linear do Tipo

Parabdlico

3.1 Introducao

Este capitulo segue o texto de Chafee e Infante, [3], e tem por objetivo

estudar o comportamento assintético das solugoes do seguinte problema

Up = Uge + Af(u), 0< <7, 0<t< 00
w(0,t) = u(m,t) =0, 0<t < +o0 (3.1)
uw(z,0) =ug(x), 0<z <7
onde f(u) = —u(u —ay)(u—a_), coma_ <0 <ay, u € (X, -]x), sendo
X ={¢ € C'([0,7]); (0) = p(m) = 0} e [|¢]lx = sup{l¢'(x)] : 0 < = < 7}
Para esse problema existe uma tnica solucao globalmente definida.
Além disso, podemos associar a (3.1) um semigrupo continuo em X, que é um

Sistema Gradiente (por demonstragdo andloga ao capitulo anterior, notando

(1 o(x)
que neste caso Vy(¢) = / {§¢’(x)2 — )\/ f(&) dﬁ}d:v). E ainda, temos
0 0
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que o conjunto w-limite w(¢) é compacto, ndo vazio, invariante, atrai ¢ e é
conexo. Sendo {T'(t)}ier um Sistema Gradiente, temos pelo Lema 1.2 que
w(¢) estd contido no conjunto das solugoes estacionarias de (3.1), para cada
peX.

O principal objetivo deste capitulo é apresentar a estrutura do con-
junto das solugoes estacionarias de (3.1). Assim, torna-se possivel fazer uma
comparagao entre os resultados obtidos por Takeuchi e Yamada em [11] apre-
sentada no Capitulo 2 e o problema cléssico (3.1) estudado por Chafee e Infante

em [3].

3.2 Solugoes de Equilibrio da Equacao (3.1)

O objetivo dessa segao ¢ encontrar os pontos de equilibrio nao triviais
de (3.1). Para isso devemos determinar as solugdes nao nulas da equagao

diferencial ordinéaria,
Uge () + Af(u(x)) =0, (3.2)

com condicao de fronteira

onde f(u) = —u(u —ay)(u—a_).

(u)

Figura 3.1: f(u) = —u(u —ay)(u —a-)

Note que essa fungao satisfaz as seguintes condigoes.
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H1) f:IR — IR é uma fungio C?;

H2) f(0) =0, f(0)>0;

H3) lim M = —00;

lu|—o0 U

H4) Vu e R, sgnf’(u) = —sgn u, ou seja, f"(u)u < 0.

Ainda, temos que para u € [a_,a4], sgn u = sgnf(u) e f(a_) = f(ay) =
Definimos agora F': IR — IR dada por

u? u?

P = [ 16 = =% + (0 +a0) g — (a0

Note que F é estritamente crescente em [0, a, ), estritamente decres-
cente em (a_,0] e F(0) = 0.

Definimos F, (0 < F; < 4o0) e E_ (0 < E_ < +00) como

Ei = lim F(u).

U—a+

Sejam U, : [0, Ey) — [0,ay) e U_: [0, E_) — (a_,0] as inversas de F’
em [0,a,) e (a_,0] respectivamente. Temos que U sdo continuas por serem
inversas de fungoes continuas e injetivas (Teorema 13, p.186, [7]). Ainda, sendo
F derivavel em (0,a.) e U, continua em (0, F ), segue que U, é derivavel em

(0, E4) e U (F(u)) = ﬁ (Corolario 6, p.215 [7]). Analogamente, U_(E) é
u

derivavel em (0, E_) e U" (F(u))

F(u)
Agora, fixemos A > 0 e consideremos o seguinte problema de valor
inicial
Uze + Af(u) =0,
f(u) (3.4)
u(0) =0, u,(0) = vo.
Seja
2
v
E=2.
2\

Multiplicando a equagao (3.2) por u, obtemos

Uz () Uz () + A f (w(x))ug(z) =0,
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logo, segue que
d

Uz (T) Uz () + /\%F(u(x)) = 0.
Ou ainda,

1d 5 d B

§%(u;p(af;)) + A%F(u(:ﬁ)) = 0.

Integrando essa expressao de 0 a x, obtemos

2
Yo

1 9 B B
5 (@) + AP (u(2)) = 2 = AE. (3.5)

Com o auxilio de (3.5) obtemos o seguinte retrato de fase do problema (3.4),

com |a_| > |ay| e E_ > E,, cuja construcao é semelhante a construgao do

retrato de fase do capitulo anterior.

E_

B T~

e

-
T

Figura 3.2: Retrato de fase de uu’, com Ei = /2 \E,

Definimos entao

T(E) = (ionf ){:1: — y;uz(z) = 0, uz(z) <0, y é o maior elemento em
x€ (0,400

[0, 2) comu(y) = 0},

7T (E) = (inf ){x — y;uz(x) = 0, upe () > 0, y é 0 maior elemento em
z€(0,+00

[0,2) comu(y) = 0}.

Se considerarmos x como variavel tempo, entao 7 (E) significa o menor tempo

necessario para a érbita sair de P e chegar em Q sobre a curva I', e 7_(FE)
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significa o menor tempo necessario para a érbita comecar em R e chegar em
S sobre I' na figura anterior. Nesse sentido, 7, (F) e T_(F) sado usualmente
chamados de “time-map”.

Analisando o retrato de fase acima e os outros dois retratos (quando
E_ < FE, e quando E_ = E.) concluimos que para obtermos uma solu¢ao do
problema (3.2) — (3.3) devemos ter £ < E, sevy >0e E < E_se vy <0
(pois caso contrario, u'(x) # 0,V x e assim u nao satisfaz u(m) = 0). Portanto
consideraremos apenas os valores de E nos intervalos (0, E_] e (0, E].

Sendo u uma solugao de (3.4) temos que u satisfaz (3.5), o que implica

[ua ()| = V2ME — F(u(x)))

ou ainda,
|ug ()]
V2AME — F(u(z)))

Sejam x7 e x3 pontos de maximo e minimo de u respectivamente.

=1, se £ # F(u(x)).

Sejam xp 0 maior ponto menor que x; tal que u(xg) = 0 e x2 0 maior ponto
menor que x3 tal que u(zy) = 0. Assim, temos que x; — 9 = T4 (F) e
r3 —x9 =T_(E).

Pela relagao (3.5) temos que F(u(x;)) = E. Sendo x; ponto de

maximo de u, u(xy) > 0 e assim,
Flu(z1)) = E < Ey e u(r) = Ui (F(u(21))) = Un(E) € (0,a4].

Como F' é injetora em (0,a4) e F(u(zy)) = E, temos que x = x; é 0 Unico
ponto no intervalo (g, x| tal que E = F(u(xy)). Logo,

T =X — X9 = Il.ﬁE: " [ta()] T
By = —a= [ = [t e

Além disso, temos que u,(x) > 0 para x € (xg, 1), logo

— Ug ($)
T+ E = dx
EV= ] Vo - Fa@)

Fazendo a mudanga de varidveis u = u(z), temos x = xy = u(x) = u(zg) =0

xr1

ex=x = u(r) =u(r)) = U (F). Assim,

Uy (E) du

0 W@ME—FW»(

T(E) =

0<E<E,).
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Sendo z3 ponto de minimo de u, u(x3) < 0 e assim,
F(u(zs)) = FE < E_eu(xs) =U_(F(u(zs))) = U_(F) € [a_,0).
Como F' ¢ injetora em (a_,0) e F(u(z3)) = E, temos que x = x5 é o Unico
ponto no intervalo (z2, z3] tal que £ = F(u(x)). Logo,

_ e o 3 - — 3 ’ux(x)’ T
7 (E) = 25— 2 / L U e

Como u,(x) < 0 para = € (xq,x3), segue que

3 U ()

vz V/2ME — F(u(2)))

Fazendo a mudanca de varidveis u = u(z), temos © = xo = u(z) = u(z) =0

T_(E)=— dz.

ex=x3 = u(r) =u(rs) =U_(F). Assim,

— _ 0 du
T_(F)= /U_(E) NE T (o) (0<E<E.).

Definimos entao 7 : (0, E;) — [0, +00) e 7_ : (0, E_) — [0, +00) por

Uy (E) du

0 VE - F(u)

T_(E):\/ﬁ?_(E):/U (E)E‘i—“F(u).

A seguir estudaremos algumas propriedades de 7o (F). Considerando

7 (E) = VINFL (E) =

a defini¢do de 74, para um dado E € (0, F,), facamos a seguinte troca de

variaveis:
Fluy=Ey> 0<y<1, 0<u<U(E).

Sendo F(u) = Ey?, temos

2Eydy = %F(U) = f(u)du = du = %dy.
Entao,
u:0:>y2:$20:>y20,
VB g POE)
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Logo

_ /1 2Ey dy
o f(u)\/E— Ey?

_ /1 2By "
0 FVE/I 32

)
Y R,
2VE | Favig

para0 < E < E,, comu = U, (Ey*) ¢ 0 <y < 1. De modo andlogo obtemos

7 (E)=2VE vy
EV=2E | v

para0 < E<FE_ ,u=U_(Ey*) e-1<y<0.

Teorema 3.1 As funcoes 74+ sdo continuas em seus respectivos dominios.

Além disso,

Ii E)=
2 P = G

onde o := f'(0) > 0.

Demonstragao: Para obtermos a segunda parte do teorema, consideremos

0<e<1. Sex >0, definimos

g(x) = f(z) — a(l +¢)z.

Entao, ¢'(z) = f'(x) — a(1l +¢). Além disso, g(0) = f(0) —a(l+e)0=0ce

g'(0) = f'(0) —a —ea = —ea < 0. Logo temos que g é decrescente em uma

vizinhanca [0,0] de 0. Ou seja, g(x) < ¢g(0) = 0 = f(z) < a(l + &)z, para

x € [0,4].

Se tomarmos h(x) = f(z) — a(l — €)x temos por raciocinio anélogo
que f(z) > a(l — )z, para x € [0,3].

Logo, para cada 0 < ¢ < 1, tomando 0 < § < min{§, E} temos que se
0 <x <4, entao

a(l —e)z < f(z) < a(l +¢)z. (3.6)



Integrando a relagao (3.6) de 0 a u, temos

/Oua(l—a)xdxg /Ouf(x)dxg /Ou&(l—i—a)xdx,

ou seja
u2
< Fu) <a(l+ 5)37

L\3|§[\D

a(l —¢)
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desde que 0 < u < ¢§. Agora, como U, é continua a direita em 0, temos que

paraeste § >0, In>0talque 0 < E<n=0< U, (E) <

0. Pela mudanca

de variavel, F(u) = Ey?, feita anteriormente, onde 0 < u < de 0 < E < 7,

temos

%(1 o < By < (1 e

2

ou seja,

desde que 0 < u < d e 0 < E <n, para todo y € (0,1).
Como a(l —e)u < f(u) < a(l + €)u, temos

1 < 1 < 1
a(l+e)u = f(u) ~ a(l —e)u

Assimse 0 < E<ne(<u<d, obtemos que

(w;(ﬁ) “Fw < (miJf BE

2WE

Multiplicando essa expressao por e integrando de 0 a 1, obtemos
Vi-y?

1
1—¢ \2 (1 1 l+e
2l ————— ——dy < E) <2
(204(1-1-8)2) 0 V1—y? y<m() < (2041 5) /,/

ou seja,

Fazendo ¢ — 0% temos que 6 — 0 e assim n — 0, logo segue que

E—0e
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T
Portanto, lim 7,(F) = —.
Jim, +(E) o7

para 7_(E). [

De forma anédloga obtemos o resultado

Teorema 3.2 A funcao 1o € diferencidvel em seu dominio (0, Ey) e

d
ETi(E) > 0,

isto €, a funcao T+ € estritamente crescente em (0, Ey).

Demonstracao: Pela Regra de Leibniz temos que a fungao

Y

e = | S BRI

dy

é diferencidvel em (0, E) e

d _1i Y
EEME”‘AcMVduww» e

Como 2v/E também é diferencidvel em (0, E, ), segue que

_ 1 y
B=2E ||

é diferenciavel em (0, Fy) e

d AR y
ET+<E)  VE Jo /1 -2 (f(U+(Ey2))) W
 oVE 1o (—yf’(U+(Ey2))U’+(Ey2)y2>dy

f(UL(Ey?))?

s op [ ( (UL (Ey) )dy

o 1—y2 \F'(Us(Ey?) f(Us(Ey?))?
Como
E [ (o) = va e () o
L[ (L),
VE Jo fu)y/1=y2\  fw)?

temos entao que

N S R S WF W)
iE +(E) \/E/o FONaa: (1 2 ) )dy,
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ondeu=U,(Ey*) e 0< E<E,.
Definindo a funcao G : IR — IR por

G(u) = f(u)* = 2f'(w)F(u),

temos que

G'(u) = 2f"(u) f (u) = 2" () F(u) = 2f"(u) f(u) = =2f" (u) F(u).

Para u € (0,a,), temos por (H4) que f"(u) < 0 e F(u) > 0, logo G'(u) > 0.
Ainda, G(0) = f(0)?> —2f"(0)F(0) = 0. Logo G(u) > 0 para u € (0,a, ), dessa

forma obtemos que
d

@7‘+<E> > 0.

O resultado para 7_(F) segue de forma andloga. u

Observacgao 3.1 Pelos Teoremas 3.1 e 3.2 temos que, a medida que a ve-
locidade 1nicial da solucao u decresce continuamente, o tempo para a solu¢ao
atingir seu primeiro mdzimo decresce, mas hd um minimo para esse tempo, ou

seja, por menor que seja a velocidade inicial, a solucao u atinge seu primeiro
™

Nors

mdximo em um tempo que € sempre Maior que
Teorema 3.3 Temos que

Elinbli 7L(E) = +o0.

Portanto a imagem de T+ ¢ ((%)5 ,+oo>, onde a = f'(0) > 0.

Demonstracao: Seja T' > 0 e suponhamos que 7, (F;) < T. Como 7, é
crescente em (0, By ), 7. (FL) = sup 74 (E).
EE(O,E+)
Como a; < +oo, temos que E; < +oo. Logo, se {E,} ¢ uma
seqiiéncia crescente, com E, € (0, E.), entdao {7, (E,)} é uma seqiiéncia cres-

cente e limitada, logo convergente, convergindo para o seu supremo. Ou seja,

E, — E, implica 7 (E,) — 7+ (Ey).
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Agora consideremos os sistemas

U(r(Ey)) = (ay,0),

U(r(En)) = (Us+(Ey), 0),
onde U = (u,v) e g(U) = (v,—Af(u)) os quais possuem uma unica solugao
maximal ¢,(z) = (a4,0) e ¢, = (uy, (u,):), respectivamente, definidas nos
intervalos maximos Iy, I, = IR.

Como f é Lipschitziana em limitados e U, (F,) — a4, temos pela
continuidade das solugoes de (3.7) com relagao aos dados iniciais, que existe
no > 0 tal que se n > ng, temos [0,7(E;)] C I, e vnl2r (6, — (a4,0)
uniformemente. Ou seja, dado k > 0, existe § > 0 e np > ng tal que se

1
|E,, — Ei] <dentdo  sup  |pn, () — pa(z)] < —, ou ainda,
2e[0,274 (E4)] k

1
sup —{max{|un(2) = a+|, |(un)s(z) = O[}} < .
z€[0,274 (E4)]

Pela unicidade de solugao ¢, = (uy, (u,):), onde u, é ponto de equili-
brio do problema (3.1). Temos que ¢, (0) = (u,(0), (u,)2(0)) = (0,/2AE,).

Como ¢,, converge uniformemente para ¢,, temos que ¢, converge
pontualmente para ¢,, no intervalo [0, 7, (E,)], logo u,(x) converge pontual-
mente para a, nesse intervalo. Mas u,(0) =0, V n e a; > 0, o que é uma
contradicdo, e essa contradigao surgiu do fato de supormos que 7, (E,) < +o0.

Observacao 3.2 Pelo Teorema 3.3 temos que as orbitas que comecam em
E=FE, e E=E_ nao chegam em Q=(a4,0) e S=(a_,0) respectivamente em
um tempo finito. Assim, se u comecgar com essas velocidades nao serd solucao
de (3.3), pois nao poderd satisfazer u(w) = 0. Dessa forma, para u ser solu¢ao
do problema (3.2) — (3.3) 0s pontos u = a; e u = a_ ndao podem ser atingidos

e portanto E < E., E < E_ eu € (a_,ay).
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Afirmagao 3.1 Se u € solu¢ao nao nula do problema (3.2) — (3.3), entao

Z) Vo # 0.
i) —(2AE_)2 < vy < (2M\E,)2.

De fato, suponhamos que vy = 0, logo E' = 0, o que implica em (3.5)

1
(@) = ~AF(ul)).
Como A > 0 e (uy(z))? > 0, devemos ter F(u(x)) < 0. Mas u é solucao de
(3.2) e (3.3), logo u € (a_,ay) e assim, F(u) > 0. Dessa forma, F(u(x)) =0,
para todo x € [0, 7], ou seja u = 0, 0 que é uma contradigao.

Sendo u solugao do problema (3.2) — (3.3), pela observacao anterior

2
v
temos que £ < EFy. Como F = ﬁ, temos

2

g—g < B, = |vo| < (2AE,)? => —(2\E,)? < vy < (2AE,)?

2

;’—g < E_ = |up| < (2AE_)} = —(2\E_)? < vy < (2AE_)3.

Se E_ < E., entao v/2AE_ < \/2\E_, logo

N

—(2XAE_)? < vy < (2AE_)? < (2AE,)?.
E, se £, < E_, entao —\/M > —\/2)\T, logo

—(2AE_)7 < —(2AE})? < vy < (2AE,)?.
Portanto, —(2AE_)2 < vy < (2AE,)z.

Teorema 3.4 Seja u solug¢ao ndo nula do problema (3.4). Entao u satisfaz a
condi¢ao de fronteira u(0) = u(m) = 0 se, e somente se, E satisfaz uma das

equacoes abaixo
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1
A\ 2
kr_(E)+ (k— 171 (E) == (5) (3.10)
AN 2
kT (E)+kr_(E)=m (5) (3.11)
para algum k € IN*.
Demonstracgao: Suponhamos que u seja solugao nao nula do problema

(3.2) — (3.3). Se u possui 2k zeros em [0, 7|, u possui 2k — 1 pontos criticos no

interior deste intervalo. Note que podemos escrever

Tl T2 x3 Tak—2
71':/ dx+/ dx—i—/ dx+...+/ dx, (3.12)
N zo 1 2 Tak—3

~
4k—2 integrais

onde g = 0, x4_2 = 7 € T, representam os pontos criticos de u, se m for
impar e as raizes de u, se m for par.

Mostremos que

1 2 x5 Tak—2
/ dx:/ dx:/ dm:...:/ dzx.
o 1 T4 Tak—3
xs3 T4 Tok—4
/ dx:/ dx:...:/ dzx.
xr2 xrs3 T4k—5

De fato, se tomarmos ug € (0, a, ) no retrato de fase uu/, temos que existem w;
e wy 1o eixo v’ de forma que, se x € [0, 7] é tal que u(z) = ug, entdo |u'(z)| =
|wy| = |ws|. Isso implica no gréafico da solugao, que para o ponto ug existem
xr € (xo,71) e T € (x1,22), tais que o coeficiente angular da reta tangente a
curva no ponto x ¢é igual ao coeficiente angular da reta tangente a curva no
ponto T em mdédulo. Como isso ocorre para cada uy € (0,a.), temos que o
comportamento da curva no intervalo (xg,z1) é simétrico ao comportamento

da curva no intervalo (z1,zs) e portanto

T To
/ dr = / dx.
zo 1
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Pela simetria do problema obtemos o mesmo resultado para os valores

T3 x4
/ dr = / dx.
T2 T3

Para o préximo valor de maximo, a curva no retrato de fase uu’ per-

de minimo, isto é,

corre novamente os primeiro e segundo quadrantes e pelo mesmo argumento,

1 9 Ts5 Ze
/ da::/ da::/ da::/ dx.
ts) T1 T4 Ts5

Continuando esse procedimento concluimos a igualdade das integrais.

obtemos

Se vg > 0 teremos, dos 2k — 1 pontos criticos, k pontos de maximo e
k —1 pontos de minimo, onde x4;_3 é ponto de maximo. Dessa forma podemos
escrever a relac¢ao (3.12) como

T xs3
T o= 2k/ dm—l—(2k:—2)/ dx

o T2

= 2kT4(E)+ (2k —2)T_(F)

i) =]

NG\ +(k—1) Non

ou seja,
1

. (%) "k (B) + (k— D) (E),

Se vy < 0, por raciocinio analogo obtemos

1

(2 = b (B) + (k- D)ru(B),
(2)

Portanto se u é solu¢ao do problema (3.2) — (3.3) e u possui 2k zeros
em [0, 7], entdo E satisfaz (3.9) ou (3.10), dependendo do sinal da velocidade
inicial de u.

Agora suponha que u seja solu¢ao do problema (3.2) — (3.3) e tenha
2k + 1 zeros em [0, 7], portanto 2k pontos criticos.

Note que

x1 o x3 Tak
7r:/ da:+/ dx—i—/ da:+...+/ dx, (3.13)
Jxo 1 2 Tak—1

4k integrais
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onde xg = 0, x4 = 7T € x,, representam os pontos criticos de u, se m for impar
e as raizes de u, se m for par.

Se vg > 0, teremos k pontos de maximo e k pontos de minimo, onde
ZT4r—1 € ponto de minimo.

Novamente pela simetria do problema temos que

xr1 T3
T = Qk/ da:—l—Qk:/ dx
x0 T2

= 2k7.(E)+2kT_(E)

2 {ij/;EA) +kT\_/(2£)\)] ,

ou seja,

T (%); = k7 (E) + k- (E).

Se vy < 0 obtemos exatamente a mesma conclusao.

Portanto, se u é solu¢ao do problema (3.2) — (3.3) e uw possui 2k + 1
zeros em [0, 7], entao E satisfaz (3.11).

Reciprocamente, se F satisfaz (3.9), (3.10) ou (3.11), ent@o a solucao

u do problema (3.4) satisfaz u(0) = u(m) = 0 pela defini¢do de 74 (F). u

Através dessas equagoOes percebemos que existe uma relagao entre a
velocidade inicial vy (indicada por E) e o numero de equilibrios (ou zeros) do
problema (3.1). Nosso objetivo é resolver as equacoes (3.9), (3.10) e (3.11)

para E como funcao de \.

2

n
Teorema 3.5 Seja N\, = ——
(0)

, paran € IN*. Entdo para cada n existem duas
funcoes

EE : Ay, +00) — [0, )
continuas e sobrejetoras que tém as sequintes propriedades:
i) Para todo k € IN* e todo A € [Aag_1,+00), a funcio Eyj, () € a unica

solugao da equacao (3.9) e E;,.1(N) € a unica solugdo da equagdo (3.10).

ii) Para todo k € IN* e todo \ € [Agg, +00), temos Ey (\) = ESi(\) e B (N

¢ a unica solugao da equagao (3.11).
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d
iii) Para todo n € IN*, temos que EX()\,) = 0 e ainda aEf()\) > 0 para
A € (An, +00). Além disso, se X € (\,,+0), entao E; - (\) < EX(\) e

E o < ED(N).

Demonstragao: Definimos para cada k > 1 a seguinte fungao

kT (E)+ (k — 1)7_(E))2

™

i () =2

onde 0 < E' < F,. Observe que

2

klim 7. (E) + (k — 1) lim 7_(F)
lim H, (E) = 2 ( = — )
2

_ 2< km _ (k—l)ﬂ'1>
m(2f(0))z  w(2f'(0))2

o (2k— 1)?
f'(0)

= Agk-1-

Dessa forma, definimos H;;_l(O) = Mgg_1. Devido ao Teorema 3.3, temos

que 74(FE) — +o00 quando E — E., logo H,;, |, — +oc quando E — F,.
Como as fungdes 7, e 7_ sdo estritamente crescentes, temos que H, ,(F) é
estritamente crescente e portanto Hy, ([0, Ey)) = [Aak—1,+00). Além disso,
sendo H,, ,(F) continua e injetora, segue que H,, ,(F) possui inversa e esta
é continua (Teorema 13, p.186, [7]). Consideremos entao a fun¢io F, | :

[A2k—1,+00) — [0, E) tal que
Eﬂ—l@‘) = (HQJ%—J&(/\)-

Definimos agora

™

Hy (B)=2 <T(E) + (k- 1)T+(E))2‘

De forma andloga ao caso anterior temos que Hy, ; : [0, E_) — [Ag_1, +00),
onde Hy, ,(0) = Ag,_1, possui inversa E,, ; : [Aoy—1,+00) — [0, E_).

Finalmente, consideremos

H (E) = Hi(E) =2 (/m(E) + kT(E))Q‘

™
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Novamente obtemos que a funcio Hy, : [0, EL) — [Aag, +00) possui inversa
E3.  [Aak, +00) — [0, Ey).

Mostremos entdo que EF satisfazem as propriedades i) — 4ii).

i) Por construgao temos que E; () é solugao de (3.9) e que £, ,())
é solucao de (3.10). A unicidade segue da unicidade das fungdes inversas.

i) Por construgao temos que E,, (\) = F; ()\) e que Ej, () é solugao
de (3.11). A unicidade segue como no item anterior.

ii1) Por construgao temos que EX()\,) = 0. Mostremos que iEjE >0

"

para A € (\,, +00). Como HZE é derivdvel, %Hj # 0, para £ € (0,FEy) e
(HEX)™' = E* é continua em (\,, +00), segue-se que EF é derivdvel, para todo
€ (A, +00) ¢ (EE)(A) = m Como (HEY(E£(A)) > 0 em todo
seu dominio, temos EE;—L()\) > 0 para A € (A, +00).

Resta mostrarmos que Ef,  (\) < EX(\) e E, 1 (\) < EX()), para
A € (Ap,+00). Seja A € (A, +00) arbitrdrio. Consideremos inicialmente o
caso n = 2(k — 1), logo E,, = Esg_1y € Eny1 = Eyg-1)11 = Eop—1. Agora,

E()) solugao de (3.11), logo

(k= V7B ) + (- D (BF ) =7 (5)
e Ef 1 ()) solugdo de (3.9), logo
b (B0 + (6= D7 (B0 =7 (5)
Dessa forma, temos

(k=D)7(Ef (N)+(k=1)7_(EF(N) = k(B (N)+ (k=D (EF (V)

> (k=1)74 (B M) HE-D)T (B (V)

Como 7, e 7_ sao fungoes crescentes, temos que 7, 4+ 7_ é crescente e assim

Como E;7(\) = E, ()\), segue que E ;(\) < EE()\). Por raciocinio andlogo

obtemos que E, ;(\) < EEX()).
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Consideremos agora o cason = 2k—1, logo E,, = For_1 ¢ E, 1 = Fo.
Agora, como E,_;()\) é solugdo de (3.9) e E,, _,(\) é solugao de (3.10), temos

b (B O0) + (b= DB ) =7 (5)

e por E; (\) ser solugao de (3.11), temos

b (B + ke (BE ) =7 (5 )

Dessa forma, obtemos que
kT (B (V) + k(B (V) = k(B (V) + (k= DB (V)
= k1o (Ey (V) + kre(Ey (V) — (B (V)
< kTe(EX(N) + ke (EX (V).
Logo,
KT (B (V) + k(B (V) < k(B (V) + ke (B, (V),
ou seja,
(4 + 1) (B (V) < (e + 1) (B (V)

Como a funcao 7, + 7_ é crescente, temos

Efa(\) < By ().

Como E,;(A) = B, (N), segue que E, . (A) < Ey (). n

2
Teorema 3.6 Sejam ro=max{|a_|,a;} e \, = %, onde n € IN*. Entao

para cada n € IN* e X € [\,,+00), o problema (3.1) tem dois pontos de

equilibrio uX(\) € By(rg) que possuem as sequintes propriedades:
i) uE(\,) = 0.

ii) Para cada A\ € (\,,+00), ur(\) tem exatamente n + 1 zeros em [0, 7].

Denotando esses zeros por xflt()\), qg=0,1,2,...,n, com

0=at(\) <af(\) <...<zi(\) =,



78

temos (—1)%ut (z;A) > 0 para zf(N) <z <z ,(N), ¢=0,1,...,n—1

e (—=1)%u, (v;A) <0 para z;(\) <z <z,4(N), ¢=0,1,...,n—1.

iit) Para cada n > 1, u=(\) varia continuamente com \ em [\,,+00) com
relagio a norma || - ||x. Em particular, |[u=(\)||lx — 0 quando A — \,,

e ainda ||uf(N)||x — 400 quando A — +oc.

Finalmente, para cada A € [0,+00), o problema (3.1) nao tem pontos de

equilibrio em X além da origem uy = 0 e dos elementos ut(\), n > 1, para os
quais A, < .
Demonstragao:

Seja uE(\) uma solugao de (3.2) com (uF(N)),(0) = £1/2AE=(N).

Se n é par, n = 2k, entdo £, (\) = Ef(\) e E;f(\) é a tinica solucao da

+
n

equagao (3.11). Logo, pelo Teorema 3.4, temos que u;-(\) é ponto de equilibrio
do problema (3.1) e possui 2k + 1 = n + 1 zeros em [0, 7].

Se n é fmpar, n = 2k — 1, entdao E;(\) é a tnica solu¢ao da equagao
(3.9), logo pelo Teorema 3.4 temos que u, () é ponto de equilibrio do proble-
ma (3.1) e possui 2k = n + 1 zeros em [0, 7] e, E () é a tnica solugao da
equagao (3.10), assim u,, () é ponto de equilibrio do problema (3.1) com n+ 1

zeros em [0, 7).

Pelo Teorema 3.5, temos que EX(),) = 0 e portanto u=(\,) = 0.

Denotaremos os zeros dos pontos de equilibrio u; (A) por 27 (X), para
q=0,1,...,n,com 0 = 27 (\) < 27(\) < ... < #5()\) = 7. Consideremos

inicialmente u; ().

Como (u,(N)).(0) > 0, temos que wu,}F(A\) é crescente numa vizinhanca
do zero. Como u;(A)(0) = 0, segue que 0 < u(z;\) para 0 = zf(\) <
r < z{(N). Agora, se x € (zf(\), 23 (N\)) temos que ) (z; ) < 0, pois caso
contrario terfamos uma contradi¢do com a equacdo (3.2). Prosseguindo com

esse raciocinio, obtemos que

(_1)qu:1r($7 )‘> > 07
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para z} (\) <z <z, (), onde ¢ =0,1,...,n— 1.

Por um argumento semelhante obtemos que
(_1)qu;($7 )‘> < 07

para z, (A) <z <z,,(\),onde ¢g=0,1,...,n— 1.

+

—~(A) varia continuamente com \. Seja ng €

Mostremos agora que u
* . z . . + .17 .
IN* arbitrdrio e considere u;; (A) um ponto de equilibrio do problema (3.1).
Seja {A\,} C [An,,+00) uma seqiiéncia tal que A, — A € [A,,,+00). Se
considerarmos o sistema

U(0) = (0, /2AE,(V),

onde U = (u,u;) e g(U) = (uz, —Af(u)), como g é Lipschitziana em limi-

(3.14)

tados e continua, temos que existe uma unica solugdo maximal ¢y = (u, u,)

+

definida no intervalo maximo . Como u, (A) é ponto de equilibrio, temos

que ;! (A) é solucdo de (3.14) e pela unicidade de solucdo temos que @y =

(g (), (g (A))2) € [0, 7] C Io.

Considerando agora o sistema

U(O) = (07 \Y 2/\nE$o ()‘n))a

onde U = (u,uy) € ¢,(U) = (ug, —Anf(u)), como g, é Lipschitziana em limita-

(3.15)

dos e continua, temos que existe uma tunica solu¢ao maximal ¢, = (uy, (un).)
definida no intervalo maximo 1,,.
Como ) (A,) é ponto de equilibrio, temos que u,! (A,) é solucao de

no

(3.15) e pela unicidade de solugao temos que ¢, = (u;f (An), (uh (An))z)-
Como <0, \ /QAnEng()\n)> — (O, \/QXE%()\_))) e g, — ¢ uniforme-

mente em compactos, temos que existe kg € IN* tal que para n > kg, [0, 7] C I,

e g0n|[0 q 900‘[0 . uniformemente (Proposicao 3, p.35, [10]). Ou seja, dado

e > 0, existe kg € IN* tal que se n > kg, entao

sup {max{[u;}, (\n) (%) =, (M)(@)], (3, A))a () — (uzr,(V))a () [}} <&

z€[0,7]
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assim se n > ko,
a7y (An) = 2, (V) l|x = Sl[lop]{|(uio()\n))x(x) = (uf,(N)a(@)[} <e.
xe|0,m
Portanto se A, — A, entdo ;' (A,) — ;i (A) na norma ||-||x. Analogamente se
An — A, entdo u,, (A,) — u, (A) na norma || - || x. Como ngy € IN* é arbitrario,

+

segue que u,-(\) varia continuamente com .

Em particular, se A = \,, temos que A, — \p, implica

na norma || - ||x.
Mostremos que )\lim |uE(N)||x = 4+o0. De fato, dado M > 0, sejam
——+00
n € IN* arbitrario e Ay > \,, fixo. Consideremos
M2
N >max < Ao, =—— ¢ -
{ ' 2E7jf()\o)}
Logo, se A > N, como a fungao E; é crescente, temos

luz Mllx = sup {[(uz (A\))a(2)[}

z€[0,m]

> |y (A)a(0)] = V2AEE(N)

> /2NEZ()\) > /2NE=(\o) > \/QZEJY—()\)

2B (M)

= M.

Portanto /\lim luE(\)||x = +oo.
— 400
Segue da defini¢ao de u(\) e da unicidade de EX()\) que up = 0 e

uF(\) sdo os tinicos pontos de equilibrio do problema (3.1). u

Observagao 3.3 Em virtude da afirmacio que ||uf(N\)||x — 0 quando \ —

+

n

An, podemos dizer que ur(\) bifurca da origem ug = 0 de X a medida que A

cresce com Ay,

Observacao 3.4 Se a funcdo f do problema (3.1) é impar, entdo u,, (\) =

—u, (M), para todo n € IN* e X € [\, +00).
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Teorema 3.7 Suponha que A € [0, \1], onde \; = % Entao para cada
¢ € X, a solugdo correspondente u(¢p, \) do problema (3.1) tem a propriedade
de u(¢, A\)(t) — 0 quando t — +00. Se A € (A, +00) e sendo N > 1 o menor
inteiro tal que N < An.i1, entao para cada ¢ € X, temos que u(¢p,\)(t) — 0

quando t — +o00, ou u(¢,\)(t) — ut()\) quando t — +oo para algum n,

1 <n < N, onde a convergéncia é relativa a || - || x.

Demonstracao:  Pelo Teorema 3.6 temos que para cada A € [0,4+00), 0
problema (3.1) tem um numero finito de pontos de equilibrio em X, e cada um
desses pontos sdo isolados em X com relagdo a norma ||-||x. Mas sabemos que
para cada ¢ € X, o conjunto w(¢) é conexo e consiste de um ou mais pontos
de equilibrio. Sendo esses isolados, concluimos que w(¢) consiste de um tnico

ponto de equilibrio. Dessa forma, se A € (0, +00) entao os pontos de equilibrio

+

n

sdo a origem e u-(A), onde 1 < n < N e N é o menor inteiro tal que A < Ay,.
Logo se A € [0, A1], temos N = 1 e entao o tnico ponto de equilibrio
¢ a origem e portanto u(¢, A)(t) — 0 quando ¢ — +oo.

Para A € (A, +00), temos que u(¢p, A\)(t) — 0 quando ¢ — 400 ou

u(p, \)(t) — uE(\) quando t — +o0, para algum n, com 1 <n < N. u



Capitulo 4

Conclusao

Ao final deste trabalho gostariamos de apresentar a diferenca mais
relevante entre o estudo das solugoes estacionarias dos problemas quasi-linear,
feito no Capitulo 2, e semilinear, Capitulo 3.

Em ambos os casos, o conjunto equilibrio torna-se mais complexo
quando o parametro de difusao é pequeno. No entanto, no caso semilinear,
embora o conjunto equilibrio tende a infinito conforme a difusao vai a zero,
ele permanece discreto, pois os equilibrios bifurcam da solugao nula aos pares,
ou seja, dois a dois. Esta situacao é bastante distinta da que acontece no caso
quasi-linear.

Antes de seguirmos, devemos notar que o caso p = ¢ no Capitulo
2 é o mais adequado para fazermos esta comparacao, pois se tomarmos um
termo perturbativo f dado por f(u) = u(1 —u?) em (3.1), ou seja a; = 1 e
a_ = —1, temos exatamente a mesma expressao que a perturbacgao considerada
no Capitulo 2, com p=q=2er =2.

Com isso em mente, observamos no Teorema 2.6 que o conjunto equili-
brio contem subconjuntos com a cardinalidade do continuum se a difusao nao
for suficientemente grande. Isso ocorrre porque as solugoes do problema esta-
ciondrio (2.10) podem atingir seus extremos em 1 e -1, que sao raizes de f (ou
seja, ut(z) =1 e u (x) = —1 satisfaz a equagao em (2.10)). Sendo assim, os

pontos de equilibrio podem formar patamares quando atingem esses valores e,

82
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embora a soma do comprimento de todos os patamares seja constante, ela pode
ser distribuida livremente entre eles. Dessa forma pode haver um continuo de
possibilidades para as solugoes equilibrio com um mesmo ntumero de raizes.

Isso nao ocorre no problema semilinear porque o z-tempo que uma
solugdo de (3.4) levaria para atingir seus extremos em ay = 1 (a— = —1) nao
é finito, como mostram o Teorema 3.3 e a observacao que o segue.

Uma outra diferenca relevante é que, no problema semilinear o con-
junto w-limite é sempre constituido de um tnico equilibrio, conforme Teorema
3.7, jd no caso p > 2 esta é uma interessante questao aberta, enunciada pelos
autores Takeuchi e Yamada na observacao 4.1 do artigo [11].

Finalmente no que diz respeito as propriedades de estabilidade, elas
sao similares nos dois problemas (Teoremas 2.9, 2.10 e 2.11, Capitulo 2 e
Teoremas 6.4 e 6.5 de [3]). Ou seja, em ambos os casos a solugdo nula é
assintoticamente estavel para valores grandes o suficiente do parametro de
difusao e passa a ser instavel assim que bifurcam as primeiras solugoes nao
nulas. Estas por sua vez sao assintoticamente estaveis enquanto existirem. As

demais solugoes sao instaveis nos demais casos.
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