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RESUMO

A presente pesquisa, de natureza qualitativa, se orientou pela questdo: o que caracteriza e
quais fungdes cumprem as demonstracfes escolares em livros didaticos dos diferentes niveis
do ensino de matematica? A fim de responder essa questdo tomamos como documentos trés
colegdes de livros didaticos dos anos finais do ensino fundamental e trés do ensino medio,
avaliadas e aprovadas pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD); os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN); e os guias do PNLD para os mesmos niveis de ensino citados.
Inspiramo-nos no referencial metodologico da Hermenéutica de Profundidade (HP) e
concebemos as demonstracdes como formas simbolicas. Primeiramente, destacamos como as
pesquisas da area da matematica académica e da Educacdo Matematica discutem a
demonstracdo e, em seguida, expomos as demonstragdes em momentos historicos, como na
obra “Os Elementos” de Euclides e em livros didaticos publicados durante reformas do ensino
de matemética no Brasil. Por meio de um referencial da sociologia da ciéncia discutimos o
valor simbolico das demonstracGes escolares. Os encaminhamentos desse estudo nos
apontaram para uma discussao acerca dos processos de naturalizacdo da unicidade, verdade e
de valores da légica. Além disso, a demonstracdo se apresentou como uma crenca atrelada a
simbolos de rigor, de precisdo, de cientificidade da matemaética, comprovacdo, pujanca,
respeitabilidade e de autoridade. Da andlise de conteldo realizada nos livros didaticos
selecionados foram organizadas quatro categorias para as demonstracfes escolares: (1) via
experimentos e casos particulares; (2) l6gico-dedutiva com carater de exploracéo; (3) formal
com elementos da logica classica; (4) mediante casos particulares, generalizacdo e explicacgéo.
A andlise nos indicou mudancas quanto: a metodologia para o desenvolvimento de uma
demonstracdo; ao tipo de linguagem empregada; a maneira de se introduzir e concluir um
procedimento; ao uso de figuras e de procedimentos indutivos, intuitivos e visuais. Para
complementar as interpretacdes e compreender as diferentes formas de demonstrar expressas
nas categorias recorremos aos documentos oficiais, que nos permitiram identificar que as
demonstracdes escolares nos livros didaticos cumprem o papel de preparacdo dos estudantes
para a compreensdo e desenvolvimento futuro de uma demonstracdo formal, além de estarem
atreladas ao objetivo de desenvolvimento do raciocinio légico e a aproximacdo ao fazer
matematico profissional. Com isso entendemos que a demonstracdo formal é valorizada e
incentivada em propostas curriculares que, apesar de orientarem o uso de diferentes formas de
se demonstrar adequadas a cada nivel de ensino, almejam a construcdo de uma ideia Unica de
demonstracéo.

Palavras-chave: Educacdo matematica. Matematica escolar. Demonstracdo escolar. Livros
didaticos. Sociologia da Ciéncia.



ABSTRACT

This present research, of qualitative nature, was guided by the question: what characterizes
and what are the functions of school demonstrations in different level textbooks for teaching
mathematics? In order to answer this question, three high school and three Junior high school
textbook collections — which are assessed and approved by the National Textbook Program
(PNLD, in Portuguese), the National Curricular Parameters (PCN, in Portuguese) and the
PNLD guides for the same presented school levels — were considered as documents. Inspired
by the Depth Hermeneutics methodological referential, these demonstrations were considered
symbolical. Firstly, the way how research in academic mathematics and Mathematical
Education discuss the demonstrations was pointed out. Afterwards, the demonstrations, in
different historical periods, were exposed — such as in the literary work “The Elements” by
Euclid and in textbooks which were published during reforms in the teaching of mathematics
in Brazil. Through a referential of the sociology of the science, the symbolic value of these
school demonstrations was discussed. The development of this study has pointed to a
discussion about the naturalization processes of the uniqueness and verity of logical values. In
addition, the demonstration was presented as a belief linked to symbols of stringency,
precision, mathematical scientificity, proof, subdual, respectability and authority. Upon
performing content analysis on the selected books, four categories of school demonstrations
were set: (1) through experiments and particular cases; (2) through deductive reasoning with
an exploratory character; (3) through formal elements of classical reasoning; (4) through
particular cases, generalization and explanation. The analysis has shown changes regarding:
the methodology for the development of a demonstration; the type of language applied; the
way a procedure was introduced and concluded; the use of pictures and inductive, intuitive
and visual procedures. In order to complement interpretations and understand the different
demonstration fashions expressed in these categories, official documents were used, what
made it possible to identify that the school demonstrations in the textbooks fulfill their role in
preparing students for the understanding and future development of a formal demonstration,
besides being aligned with the goal of developing deductive reasoning and approximation in
forming a professional mathematician. Upon that, it can be understood that the formal
demonstration is appreciated and motivated in curricular propositions which, despite guiding
the use of different demonstration forms adapted to each teaching degree, seek to build a
unique idea of demonstration.

Keywords: Mathematical education. School Mathematics. School demonstrations. Textbooks.
Sociology of Science.
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INTRODUCAO

A opcdo de pesquisar a tematica demonstracdo no ensino e aprendizagem de
matematica foi sendo amadurecida durante o curso de Licenciatura em Matematica realizado
na Universidade Federal de Lavras — UFLA. Naquele momento, a demonstracdo foi tema de
um projeto de iniciacdo cientifica ao qual eu® estava vinculada e que posteriormente se tornou
meu trabalho de conclusdo de curso.

Hoje, apds minha formacdo escolar e académica e um periodo de experiéncia
como professora de matematica dos anos finais do ensino fundamental, posso tecer
considerac@es quanto a minha relagdo com o procedimento da demonstracao.

\oltando ao passado, mais especificamente ao periodo em que cursei 0 ensino
fundamental e médio, vejo que ndo tive contato com a demonstracdo ou, pelo menos, ela ndo
me marcou como outros acontecimentos escolares. Minhas lembrangas com a matemética me
permitem dizer que eu tinha facilidade em “aprendé-la” e por isso gostava dela. No entanto, a
demonstracdo ndo é algo que me foi apresentado naquela época. O ensino centrado em regras,
algoritmos e exercicios de fixacdo sem conexdao com o mundo, em que a memdria era fator
importante é que fizeram parte da minha formag&o escolar.

Recordo-me que a primeira vez que tive conhecimento sobre “o que ¢
demonstrar”, ou seja, o procedimento l6gico-dedutivo, foi quando assisti aulas em um curso
pré-vestibular. Todas as formulas, regras e propriedades eram demonstradas de uma forma
“muito simples e logica” — pelo menos era 0 que o0 professor aparentava. Eu percebia que as
regras e formulas tinham um porqué de serem daquela forma: elas ndo eram “inventadas”,
mas sim deduzidas. 1sso me fazia questionar: por que eu ndo aprendi a demonstrar na escola?
E importante saber demonstrar para cursar Licenciatura em Matemética?

Em 2007 ingressei como aluna do curso de Licenciatura em Matematica da
UFLA e me deparei com disciplinas que utilizavam recorrentemente o procedimento da
demonstracdo. As demonstracdes eram apoiadas em axiomas e defini¢bes e se desenvolviam
pelo meétodo dedutivo, pela reducdo ao absurdo e pelo principio da inducdo finita.
Demonstracdes que, em grande parte, eram extremamente rigorosas, formais, com excessivo
uso de simbolismo matematico e que, em geral, ndo nos ofereciam um entendimento da

validade de propriedades, regras e teoremas que eram utilizados.

Y Em um primeiro momento da introduc&o usarei a primeira pessoa do singular por se tratar da exposicdo de
minha trajetéria de vida, em que farei um resgate histérico de meu processo de formacédo até o surgimento da
problemética da presente pesquisa.
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Naquele momento a demonstragdo era um procedimento que eu considerava
necessario para desenvolver meus conhecimentos em algumas disciplinas do curso de
Licenciatura em Matematica, mas que ndo havia me despertado maiores reflexdes ou
interesse. Porém, ao aceitar uma proposta de pesquisa de um professor do Departamento de
Ciéncias Exatas (DEX) da UFLA, pesquisador na &rea da educacdo matematica, me
aproximei de estudos voltados & temética.

No entanto, a proposta veio na contramdo do que eu havia conhecido, até
entdo, como demonstragdo, isto €, um procedimento com rigor préprio e formal. O objetivo
era propor uma abordagem voltada para o ensino e a aprendizagem da algebra na educacédo
bésica, que exigia o delineamento e a compreensdo de formas de abordar as demonstracoes
nesse nivel de ensino. Isso se tornou uma tarefa ardua, pois exigia romper com aquilo que ja
estava incutido em mim em relagdo ao assunto.

Esta tarefa foi importante para que eu rompesse com a imagem fixa e Unica da
demonstracdo que eu tinha e que era reforcada a cada disciplina do campo da matematica que
eu cursava. Essa ideia me causava certo incomodo e me fazia questionar: como trabalhar com
demonstracdes na matematica escolar?

A resposta a esse questionamento s6 surgiu quando vislumbrei, por meio de
estudo de pesquisas na area da Educacdo Matematica, a possibilidade de atenuar esse rigor e
formalismo das demonstracdes, por meio de procedimentos de validacio? alternativos como
desenhos, dobraduras, argumentos orais e explicacdes, 0s quais, embora geralmente nao sejam
aceitos na matematica académica® como demonstragdo, sdo mais acessiveis e aceitaveis para
estudantes do nivel bésico de ensino.

A problematica da investigacdo que realizei durante o curso de Licenciatura em
Matematica se resumia nas questées: como abordar as demonstra¢es em algebra na educacédo
basica? Que artificios o professor deve langar méos nesse processo? A fim de buscar respostas
a estes questionamentos elaborei e desenvolvi uma atividade orientadora de ensino (MOURA,
2001), voltada para o ensino de algebra. Esta atividade foi desenvolvida em um ambiente

exploratério-investigativo em que pretendiamos ir além de meras reproducdes existentes em

2 Utilizaremos no decorrer do texto a expressdo “procedimentos de validagio” com referéncia a um conjunto de
diferentes formas de se verificar uma afirmativa matematica a fim de convencer a outrem.

¥ Adotaremos a expressdo “ matematica académica” com o sentido elaborado por Moreira (2004), ou seja, como
sinonimo de matematica cientifica, e que diz respeito a “um corpo cientifico de conhecimentos, segundo a
produzem e a percebem os matematicos profissionais” (p. 18).



11

livros didéaticos, colocando os estudantes diante de situacfes que exigissem o levantamento de
conjecturas, a elaboracdo de argumentos, de justificativas e posteriormente a sua validacéo.

Hoje, ao pensar sobre aquele trabalho e sobre o que considerei como
demonstracdo ao final da atividade que desenvolvi, questiono: gque tipo de demonstracéo era
aquela? A revisao bibliogréfica que realizei naquela época mostrou-me que havia divergéncias
no que se entende do assunto no ambito da Educacdo Matematica e também que ndo ha
consenso quanto a sua forma de concepgdo. Muitas vezes a demonstracdo é assumida em seu
sentido amplo e ndo apenas como procedimentos rigorosos e formalistas (PIETROPAOLO,
2005).

Observei também que a discussdo sobre o ensino e a aprendizagem da
demonstracdo tem relacdo com o papel que este procedimento deve desempenhar na educacéo
matematica como, por exemplo, a demonstracdo vista como uma ferramenta para desenvolver
0 raciocinio légico e um elemento importante da cultura matematica, do enfoque que se
poderia dar nas aulas de matemaética, ou seja, como forma de explicacdo e compreensdo de um
teorema ou até mesmo como metodologia de ensino.

Assim, naquele momento, no ambito da educacdo matematica, concebi a
demonstracdo na educacdo bésica como sendo os processos de argumentacdo e validacdo
(BOAVIDA, 2005). As argumentagdes foram vistas como as conversagdes desenvolvidas em
sala de aula focando a atividade proposta e abrangendo “raciocinios de carater explicativo ou
justificativo destinados seja a diminuir riscos de erro ou incerteza na escolha de um caminho,
seja a convencer um auditério a aceitar ou rejeitar certos enunciados, ideias ou posi¢des pela
indicacdo de razdes” (BOAVIDA, 2005, p. 7). O processo de validacao de uma afirmativa foi
concebido por mim, como o conjunto de argumentos ou procedimentos que o estudante pode
oferecer com o objetivo de convencer ao outro, a partir da explica¢do sobre a validade de um
enunciado matematico. Entendia que o tipo de argumento oferecido — que poderia ser até
mesmo uma demonstracdo formal — iria depender do tema e nivel de escolaridade dos
estudantes que estariam envolvidos na atividade.

Naquele primeiro trabalho, portanto, utilizei as demonstracbes como meio de
testar casos particulares, elaborar contraexemplos, explicar e justificar, podendo observar
assim certo contraste do seu uso em relacéo aos aspectos de rigor e formalidade desejaveis na
matematica académica. Entretanto, estamos discutindo a questdo na matematica escolar, que é
um ambiente que possui caracteristicas préprias, como por exemplo, a forma de apresentacéo
dos conceitos, e objetivos especificos que a diferencia da matematica académica (MOREIRA,
2004).
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A demonstracdo formal é um dos elementos fundamentais da matematica
académica e tem grande importancia no desenvolvimento da matematica. Quanto & sua
abordagem em nivel superior, uma afirmacdo que ndo seja um axioma ou uma defini¢do so
sera considerada verdadeira se houver uma demonstracdo formal para ela, sendo esta
entendida como uma sucessdo de inferéncias l6gicas a partir de axiomas ou proposicoes
aceitas a priori, ndo podendo estar fundamentadas na intuicio, experiéncia®, figuras, dentre
outros. Dessa forma, geralmente os testes de casos particulares, explicacbes, figuras e
justificacdes, ndo se constituem, por si s, argumentos aceitos como demonstracdo para a
matematica académica.

O uso (ou ndo) de imagens e desenhos que auxiliem ou mesmo facam parte de
uma demonstracdo € fato controverso entre matematicos (ANDRADE (2011); FETISSOV
(1994); BROWN (1997)). Por um lado, Andrade (2011) afirma que o trabalho com a figura
torna a demonstracdo mais acessivel e facilita seu andamento, mas enfatiza sobre os riscos de
se criar evidéncias ilusorias. Para essa autora, a figura € um apoio intuitivo para o
desenvolvimento de uma demonstracdo. Fetissov (1994) também afirma que o desenho é um
meio auxiliar, é um exemplo, um caso particular de uma classe de figuras geomeétricas.
Ambos nédo aceitam desenhos como parte, de fato, da demonstracdo, ainda que possa ser
inserido um complemento. Por outro lado, Brown (1997) argumenta a favor de que as
imagens comprovam fatos, defendendo que elas se constituem como demonstragdes
matematicas genuinas.

Portanto, uma definicdo ndo garante um consenso no interior da matematica
académica acerca do que se aceita por demonstragdo. Quanto a isso, Pietropaolo (2005) diz
que

(...) existem outros aspectos envolvidos no modo como muitos matematicos
validam suas afirmacgdes. Uma area da Matematica pode privilegiar uma forma e ndo
uma outra, ou seja, procedimentos aceitaveis em uma podem ndo o ser na outra. Em
alguns temas aceitam-se processos de validacdo diferenciados por meio de
demonstragdes ndo-formais, humanamente verificaveis e independentes de peritos
que decidam apenas com base na linguagem formal (p. 65).

A partir da aproximagdo com a teméatica no curso de Licenciatura em
Matematica, do meu interesse pelo tema e da constatacdo de que ndo ha consenso sobre o que

se entende e se aceita por demonstracdo na educacdo matematica, buscamos® nesta pesquisa

* Utilizamos a palavra “experiéncia” ou “experimento” como uma forma de nos referir a formas de validagdo na
matematica escolar que faz uso de materiais de manipulacdo de maneira a justificar e explicar determinados
resultados matematicos.

® A partir desse momento escreveremos em 12 pessoa do plural por considerarmos que o presente trabalho néo é
uma producdo individual, mas sim uma elaboragdo proporcionada pelas escritas de diferentes tedricos do tema.
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compreender o assunto em livros didaticos dos anos finais do ensino fundamental e do ensino
médio, em que nos guiaremos pelas questdes: 0 que caracteriza e quais funcbes cumprem as
demonstracdes escolares em livros didaticos dos diferentes niveis do ensino de matematica?

A andlise de livros didaticos é tema frequente de pesquisas em Educacao
Matematica. Grande parte delas se preocupa na analise do livro em si (CHOPPIN, 2004;
MACHADO, 1996) e de seus contetdos (PIMENTEL, 2014; SILVA, 2010), mas ha também
aqueles que abordam a histdria, as politicas, a utilizacdo em sala de aula (VALENTE, 2004;
VALENTE, 2011; MANTOVANI, 2009; FREITAG et al, 1987), dentre outros elementos
relacionados ao livro didatico, que é um objeto importante e expressivo da cultura escolar, que
faz parte desse ambiente ha muitos anos. Assim, compreendé-lo e analisa-lo, a nosso ver,
contribui para entendermos alguns aspectos do sistema escolar.

Os livros didaticos destinados as escolas publicas sdo regulamentados por uma
série de exigéncias do Programa Nacional de Livros Didaticos (PNLD). Os editais desse
programa tém o papel de padronizar o que deve ser abordado pelos autores dos livros
didaticos em seus respectivos livros. Essa padronizacdo é feita com base em orientacGes de
propostas curriculares, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN).

Assim, o livro didatico tende a ser fiel ao que o programa deseja porque o autor
devera satisfazer as recomendacGes do PNLD para ter sua obra aprovada. Entretanto,
devemos considerar que em alguns aspectos as orientacdes, tanto curriculares quanto do
PNLD, acabam sendo vagas, apesar de muitas vezes minuciosas, abrindo possibilidades de
diferentes interpretacdes por parte dos autores. Além disso, acreditamos que a concepgdo que
o0 autor tem do que é demonstrar em sala de aula de matematica, bem como a importancia que
ele d4 a esse procedimento, influenciam a forma como este assunto € tratado nos livros
didaticos e também influenciam a finalidade com que se faz o seu uso.

Recorremos ao livro didatico como uma das fontes de pesquisa porque ele
exerce grande influéncia na préatica do professor, além de ser um importante instrumento para
reproducdo e distribuicdo de crencas estabelecidas. Além disso, o livro didatico continua
sendo um dos mais importantes instrumentos para a transmissdo de conhecimentos, sendo
muitas vezes a “fonte ultima de seguranca” por parte do professor (OLIVEIRA, 2008, p. 61).

Nesta pesquisa, assumimos as demonstragbes como formas simbolicas
(THOMPSON, 1999). As formas simbdlicas podem ser entendidas como construgdes
carregadas de significados e intengfes que requerem interpretacdo, podendo ser textos, acoes,
falas, dentre outros, que possuam diferengas dos objetos naturais, pois se caracterizam pela

intencdo de quem os emite (THOMPSON, 1999). Elas fazem parte de contextos socio-
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historicos, dentro dos quais e por meio dos quais sdo mobilizadas. Para a anélise da nossa
forma simbolica, contextualizada historica e socialmente, possuindo estrutura interna
complexa, nos inspiraremos no referencial metodolégico denominado por Thompson (1999)
de Hermenéutica de Profundidade (HP).

Com vistas a compreender as demonstragbes nos livros didaticos de
matematica, direcionamos nosso olhar para os topicos de geometria plana e espacial - a partir
desse momento chamaremos de geometria - pelo fato de ser nesses tOpicos que mais se
concentram as praticas de demonstracdo no que se refere a educacao basica (PIETROPAOLO,
2005). Assim, tivemos por objetivos:

¢ Analisar socio-historicamente as demonstracfes internamente a matematica
considerando as pesquisas académicas, as reformas do ensino de matemética no Brasil e as
especificidades da matemaética académica e escolar; e externamente a matematica, por meio
de um referencial da sociologia da ciéncia;

e Mapear e caracterizar as demonstragdes escolares em livros didaticos dos
anos finais do ensino fundamental e do ensino médio;

o Identificar as consideracdes referentes a abordagem da demonstracdo dos
guias do PNLD e dos PCN, para embasar nossa interpretacdo quanto ao que caracteriza e qual
0 papel cumprem a demonstracdo nos livros voltados para o ensino, explicitando-a como
forma simbolica.

Espera-se assim ampliar o significado da demonstracdo e discutir seu papel no
campo da Educacdo Matematica por meio de livros didaticos, PCN e Guias do PNLD.

Para desenvolver e abordar os objetivos especificos listados acima o presente
texto estd estruturado em capitulos, que sdo: introducdo e revisdo da bibliografia,
procedimentos metodoldgicos, a andlise sdcio-historica das demonstracdes, a analise formal
dos livros didaticos e as considera¢oes finais.

Nesta secdo introdutdria foi apresentado como nos aproximamos da tematica,
delineado a questdo de pesquisa e 0s objetivos, além da revisdo da bibliografia que sera
tratada posteriormente.

No capitulo 1 serdo apresentados o0s procedimentos metodoldgicos e
destacados que esta pesquisa, inspirada na HP, possui abordagem qualitativa. Sera apresentada
ainda a metodologia de constituicdo e analise dos documentos de pesquisa, bem como o0s
livros didaticos que fizeram parte de nossa pesquisa.

No capitulo 2, foi desenvolvida a analise sdcio-historica das demonstragdes.

Em um primeiro momento, apresentaram-se consideracdes quanto a demonstracdo formal,
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destacando elementos da ldgica aristotélica, para posteriormente elaborarmos uma
caracterizagdo do método axiomatico dedutivo a partir da obra Os Elementos e de textos de
pesquisadores do tema. Em seguida, foram contextualizadas as demonstracdes nos livros
didaticos, olhando para esse procedimento em trés momentos historicos distintos que
ocorreram mudancas para o ensino de matemaética: as reformas educacionais ocorridas na
primeira metade do século XX, o movimento da matematica moderna e o ensino de
matematica apds a década de 80. Além disso, apresentou-se uma discussdo sobre as
especificidades da matematica escolar e académica no que se refere a demonstracao, tendo
como referéncia Moreira (2004) e Chevallard (1991). Nessa segdo, procurou-se ainda
apresentar uma perspectiva de ampliacdo na forma de conceber as demonstragdes na
matematica escolar. Por fim, diferentemente do que foi realizado num primeiro momento do
texto, olhamos para as demonstracdes externamente a matematica por meio de um referencial
da sociologia da ciéncia, procurando elaborar uma compreensao sobre o seu valor simbolico.

No capitulo 3, foram apresentadas as anélises formais dos livros didaticos de
matematica que constituiram os documentos de nossa investigacdo. Além disso, identificamos
as consideracdes referentes a abordagem da demonstracdo dos guias do PNLD e dos PCN,
para embasar nossa interpretacdo quanto ao que caracteriza e qual o papel cumprem as
demonstragdes nos livros voltados para o ensino.

Nas consideracfes finais, retomamos brevemente a trajetéria desta pesquisa,

realizando interpretacfes quanto aos resultados e nossas questdes de pesquisa.

Revisdo da bibliografia: a demonstracdo na pesquisa académica

Fazendo um levantamento bibliografico de artigos, teses e dissertacdes®
publicadas no Brasil e em outros paises, percebemos o0 aumento no interesse de pesquisadores,
ao longo dos anos, em discutir a demonstracdo em diferentes niveis do ensino de matematica.
Apresentamos a seguir alguns desses trabalhos que contribuem para nossa discussao e nos
permitem contextualizar o que nossa pesquisa significa no ambiente de pesquisas sobre o
tema.

Encontramos, ao revisar a bibliografia referente ao tema demonstracéo,
diversas pesquisas que estudam as demonstracdes nos contextos de ensino e aprendizagem
(BALACHEFF, 2000; HANNA, 1990; BOAVIDA, 2001; RODRIGUES, 2008, 2010, 2013,

® Foi realizada uma pesquisa no Banco de Teses e Dissertacdes da Capes, pelo site http:/bdtd.ibict.br/,
www.capesdw.capes.gov.br/capesdw, bem como em revistas da area da Educacdo Matematica, como o Bolema, a
Zetetiké, a Educacdo Matematica e Pesquisa, dentre outras.
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dentre outros), na formacéo de professores (GARNICA, 1995, 1996, 2002; PIETROPALO,
2005) e na andlise de materiais de ensino como o livro didatico (CARLOVICH, 2005;
RAMA, 2005; MARTINS, 2012, dentre outros). Obtemos ainda pesquisas que discutem e
apresentam a demonstracdo dentro da matematica académica (FOSSA, 2005; FETISSOV,
1994; GARBI, 2010), que discutem se desenhos/figuras sdo demonstracdes (BROWN, 1997,
FOLINA, 1999; CASSELMAN, 2000) e apresentam os significados das demonstragcdes em
diferentes contextos (GODINO; RECIO, 1997).

Observamos nas pesquisas desenvolvidas sobre o tema, em um primeiro
momento, o uso de diferentes expressdes para se referir as demonstracdes, tais como:
demonstragdes rigorosas, provas rigorosas, provas formais, ou simplesmente provas, dentre
outras nomenclaturas. Muitas vezes 0s pesquisadores se preocupam em diferenciar os termos
“provas” e “demonstragdes”, € outros os tratam como sindnimos. Assim, os termos prova e
demonstracdo na literatura podem aparecer adjetivados. Dessa forma, €é importante
entendermos o que se entende por prova e demonstracdo para que sejam tratados ora como
sindnimos, ora com somente algumas similaridades.

Para isso, primeiramente, € interessante partirmos das definicbes de prova e
demonstracdo presentes em dicionérios de lingua portuguesa e de filosofia.

No dicionario Michaelis’ encontramos muitos significados para as palavras,

assim, selecionamos aqueles que se referem ao tema da presente pesquisa:

Demonstracéo

1Ac¢do de demonstrar. 2 Raciocinio de que se conclui a verdade de uma:
proposicao. 3 Prova. (...) D. a posteriori: a que é baseada no acordo da proposicéo
enunciada com outras proposi¢des conhecidas. D. a priori: aquela cujo raciocinio se
baseia na natureza das coisas ou no estudo direto do objeto. D. direta: aquela em que
a conclusdo é a imediata sequéncia dum raciocinio baseado em premissas
axiomaticas ou preestabelecidas. D. indireta:a que se baseia no absurdo das
consequéncias a que conduziria a negacdo da proposi¢do enunciada; demonstracao
negativa, demonstracdo por absurdo. D. negativa: demonstracdo indireta. D. por
absurdo: demonstracdo indireta. D. positiva: demonstracdo direta.

Prova

1 Filos Aquilo que serve para estabelecer uma verdade por verificacdo ou
demonstragdo. 2 Aquilo que mostra ou confirma a verdade de um
fato. (...) 8 Demonstracéo.

No dicionario Aurélio® encontramos as seguintes definicdes:

Demonstracéo

s.f. Raciocinio pelo qual se estabelece a verdade de uma proposicdo: a demonstracéo
de um teorema.

Prova

s.f. O que demonstra a veracidade de uma proposicao, ou a realidade de um fato.

" Dicionério da lingua portuguesa online.
® Dicionério da lingua portuguesa online.
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Nas definicbes presentes nos dicionarios Aurélio e Michaelis tem-se que a
demonstracdo, que também é uma prova, pode ser de diferentes tipos, sendo que no geral
constitui-se em um raciocinio que permite a verificacdo da validade de uma proposic¢do. A
prova seria uma forma de estabelecer a veracidade de uma proposicéo e essa forma se daria
por verificacdo ou demonstracdo. Assim, de acordo com os dicionarios a demonstragdo seria
um caso particular de prova, ndo se excetuando possibilidades de que ambas sejam vistos
como sindnimos.

No dicionario de filosofia Nicola Abbagnano, temos as defini¢oes:

Demonstracdo

O termo D°. e seu conceito (...) foram introduzidos na Légica por Aristoteles (Top.,
I, 100 a 27; An. post., I, 2 e passim) como silogismo que deduz uma conclusdo de
principios primeiros e verdadeiros ou de outras proposi¢des deduzidas
silogisticamente de principios primeiros e evidentes. Sua estrutura formal é a do
silogismo (ABBAGNANO, 1998, p. 248).

Prova

Procedimento apto a estabelecer um saber, isto €, um conhecimento valido. Constitui
P'°. todo procedimento desse género, qualquer que seja sua natureza: mostrar uma
coisa ou um fato, exibir um documento, dar testemunho, efetuar uma indugéo séo P.
tanto quanto as demonstragdes da matematica e da l6gica. Portanto, esse termo é
mais extenso que demonstracdo (v.): as demonstracdes sdo P., mas nem todas as P.
sdo demonstra¢fes. O conceito foi estabelecido no sentido restrito por Aristoteles,
que, ao dizer "Dizem que P. é 0 que produz saber", fez a distincdo entre prova e
indicio, que proporciona apenas conhecimento provavel (An. pr., 1,27, 70 b 2). Em
Retorica acrescentou: "Quando se acha que o que foi dito ndo pode ser refutado,
acredita-se ter apresentado uma P., porquanto a P. é sempre demonstrada e perfeita™;
0 préprio silogismo é uma P. necessaria nesse sentido (Ret., I, 2,1357 b 5)
(ABBAGNANO, 1998,p. 819)

O termo prova € definido de forma mais ampla que demonstragdo, pois, as
demonstracfes sdo provas, mas nem todas as provas sao demonstracdes. A demonstracao &,
neste caso, definida a partir da logica aristotélica, consistindo sua estrutura em silogismo.
Logo, a prova aborda, segundo o dicionario, além da demonstracdo, outras formas de
validag&o ou verificagdo. Nesse sentido, ndo se tem a prova como sindnimo de demonstragéo,
mas sim como subproduto da prova.

Quanto as definicBes apresentadas nos dicionarios de lingua portuguesa e de
filosofia, podemos identificar a presenca de simbolos que permeiam a ideia de demonstracéo,

ficando em evidéncia a associagdo da verdade com a demonstracao.

° Demonstragao.
19 prova.
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Podemos também, a partir da leitura de artigos, livros, teses e dissertagdes,
compreender as formas como esses termos sdo empregados no ambito da educacdo
matematica e da matematica académica.

Loureiro e Bastos (2002) nos mostram os termos que vém sendo utilizados para
se referir & demonstracdo. Na literatura francesa utiliza-se preuve e démonstration, na inglesa
somente proof, mas distingue mathematical proof e formal proof, além das ja citadas acima,
na literatura brasileira. A quantidade de termos associados as demonstracGes se torna uma
dificuldade por ndo haver consenso sobre seu uso e por ser um sinal de que 0s usos sdo
muitos.

Segundo Garnica (1995), enquanto que na literatura da matemética ou da
I6gica classica, prova, demonstracdo, prova rigorosa, dentre outros termos, sdo tratadas como
sindnimos, que significam “convencer, validar, verificar”, ou seja, sdo usados para legitimar
um resultado, na literatura da educagdo matematica, “prova ou demonstragdo vém sempre
adjetivadas” (GARNICA, 1995, p. 12). Para Garnica (1995), a necessidade de tal adjetivacdo
depende do que esta em foco. Por exemplo, para matematicos puros ndo faz sentido falar em
prova rigorosa, uma vez que ela ja € em si rigorosa; para outros, o rigor se estabelece, “entre
as varias provas matematicas possiveis, aquelas herdeiras diretas do programa estabelecido
por Euclides, n’Os Elementos” (GARNICA, 1995, p. 12). No entanto, ha autores que,
segundo Garnica (1995), corroborando com Balacheff (1987), fazem uma explicitacdo dos

termos para distinguir prova e demonstracao:

uma prova é uma explicacdo aceita por uma dada comunidade num dado momento,
podendo ser debatida, refutada ou aceita. No interior da comunidade Matematica,
porém, s sdo aceitas como provas as explicagdes que adotam uma forma particular,
um conjunto de enunciados validos organizados segundo certas regras, sendo que
um enunciado ou é reconhecido como verdadeiro ou é deduzido a partir do
precedente por regras de dedugdo validas e pré-fixadas, do dominio da Ldgica. A
esse tipo particular de prova BALACHEFF chama demonstracdo (GARNICA, 1995,
p. 13).

A partir desta Gltima citacdo, tem-se que a prova ¢ uma demonstracdo para um
grupo especifico, que compartilha e aceita sua explicacdo, mas que seu resultado pode ser
refutado a qualquer momento. Os resultados comprovados a partir desse tipo de demonstracao
ndo possuiriam a caracteristica de irrefutabilidade e imutabilidade que o tipo de demonstracéo
utilizada na comunidade da matematica académica conduziria.

Sintetizamos em um diagrama essas diferenciacGes de prova e demonstracdo na

figura 1 a fim de facilitar a sua compreensao:
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Figura 1 - Esquema para diferenciacdo de prova e demonstracdo por Balacheff
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——— -

Fonte — Elaboracéo propria

Hé& autores como Fossa (2005), Fetissov (1994) e Garbi (2010) que definem a
demonstracdo dentro da matematica académica e que ndo fazem a diferenciacdo acima citada,
ou seja, prova e demonstracéo sao sinbnimos.

Fossa (2005) apresenta em seu livro uma introducdo as técnicas de
demonstracdo. Para isso, explicita a funcdo desse procedimento para a matematica académica,
para assegurar a verdade dos teoremas, bem como os motivos pelos quais 0os matematicos

fazem demonstracdes:

Mas, afinal, porque esta preocupacao toda com demonstragdes? Bem, o matematico
tem pelo menos dois motivos para demonstrar todos 0s seus teoremas. O primeiro
motivo é que algumas proposi¢des que parecem intuitivamente dbvias sdo de fato
falsas (...). Portanto, demonstragdes sdo necessarias para assegurar a verdade dos
teoremas. Curiosamente, 0 segundo motivo para a insisténcia em demonstrar todos
0s teoremas matematicos é geralmente esquecido, pelos que refletem sobre a
natureza da matemética, embora que este motivo seja da maior importancia. A
matematica € um tipo de conhecimento. Mas, para conhecer uma coisa ndo é
meramente suficiente se acreditar nela. E necessario, também ter boas razdes para
nela acreditar. Assim, ndo dizemos, por exemplo, que sabemos que Deus existe, pois
ndo temos razbes suficientemente fortes para sustentar esta afirmacdo. Dizemos
meramente que acreditamos na sua existéncia (FOSSA, 2005, p. 46).

Neste trecho vemos que a funcdo da demonstracdo € entendida como a de
verificacdo da verdade, e s6 se pode saber da verdade de um teorema mediante uma
demonstracdo. Ou seja, hd uma associacdo desse procedimento com a ideia de verdade. Fossa
(2005) afirma ainda que a demonstracdo é o que possibilita conhecer um teorema matematico

e, ainda, se constitui em dar razfes para garanti-lo. Em outras palavras, a demonstracdo € um

argumento em que o teorema é a conclusdo. Os argumentos que compdem o procedimento sdo
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formados por premissas que necessariamente devem ser verdadeiras, no entanto, o autor diz

que é impossivel demonstrar todas as premissas uma vez que

cada demonstracdo destas premissas terd novas premissas que precisariam ser
demonstradas, e assim, por diante sem nunca chegar ao fim. Desta forma,
precisamos de um ponto de partida, um lugar firme a partir de que podemos comegar
nossas dedugdes. Esse ponto de partida sdo os axiomas. Um axioma € uma
proposicdo aceita sem demonstracdo (FOSSA, 2005, p. 47).

Com essa explanacdo, Fossa (2005) apresenta um elemento importante que
compde as demonstracdes formais que séo 0s axiomas.

Garbi (2010) assume a demonstracdo como a esséncia verdadeira da
matematica e a define da seguinte maneira: “uma afirmacdo referente a um ou mais entes
matematicos € o processo pelo qual, partindo exclusivamente de defini¢cBes, conceitos
primitivos e postulados, evidencia-se a veracidade da afirmacdo por meio de uma sequéncia
de conclusdes (inferéncias) logicas validas” (p. 33). Para o autor, em uma demonstracdo ndo
se utiliza argumentos do tipo: "intuitivamente vé-se que; por uma questdo de bom senso
conclui-se que; € evidente ou 6bvio que; da figura, fica claro que" (GARBI, 2010, p. 33).

Fetissov (1994) no tépico "O que é uma demonstracdo?" inicia suas
consideracOes explicando o que é a argumentacdo: "Cada uma das ponderacdes usadas para
convencer seu interlocutor chama-se argumento da demonstracdo, e o conjunto de todos os
argumentos constitui a argumentacao” (p. 18). Para ele, o0 que garante a forca de persuasédo de
um argumento é que ele se apoia nos fatos que conhecemos por nossa experiéncia e que

recorremos a dedugdo. Vejamos um exemplo citado por Fetissov (1994):

Suponhamos que vocé queira convencer seu interlocutor de que a Terra tem a forma
esférica. Para tanto, lhe falard de como o horizonte se alarga a medida que um
observador se eleva acima da superficie da Terra, das viagens ao redor do mundo, da
sombra redonda que a Terra projeta sobre a Lua quando dos eclipses lunares, etc.
(...) Consideremos, por exemplo, o Gltimo dos argumentos mencionados. Nele se
afirma que a Terra é redonda porque sua sombra é redonda (p. 18).

Pela citacdo acima vemos que 0s argumentos vém de elementos de nossa
prépria experiéncia, de que todo corpo redondo projeto uma sombra redonda (FETISSQV,

1994). A deducdo se da da seguinte forma:
Todos os corpos redondos que, em posicBes diversas, projetam sombra redonda, tém
forma esférica”. "A Terra, quando dos eclipses lunares, em suas posi¢des diversas
relativamente a Lua, sempre projeta sobre esta uma sombra redonda”. Conclusdo:
"Portanto, a Terra tem forma esférica (p. 18).
Fetissov (1994) define demonstracdo da seguinte forma: "Uma demonstracéo
consiste em um conjunto de raciocinios feitos a partir de axiomas e verdades ja demonstradas,

raciocinios atraves dos quais se estabelece a veracidade de uma dada proposic¢ao” (p. 22).
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Pelas palavras de Garbi (2010), Fetissov (1994) e Fossa (2005), vemos a ideia
de demonstragdo nos moldes da logica classica. Suas definices se assemelham as
demonstracdes contidas na obra Os Elementos de Euclides*, assumindo elementos como
postulados, conceitos primitivos e definicdes. Além disso, fica clara a excluséo de elementos
concretos e visuais que poderiam acarretar na aceitacdo de um teorema. As defini¢Ges destes
autores seguem uma linha bem definida e que convergem, em teoria, para um significado
unico. Observamos ainda que a demonstracdo € um simbolo que garantiria a verdade, que nos
daria certeza e seguranca quanto aos resultados matematicos e motivos para crer nessa
matematica.

Portanto, até o momento, temos em teoria que a demonstracdo utilizada pela
matematica académica é a sucessao de inferéncias logicas a partir de axiomas ou proposicdoes
aceitas a priori. No entanto, Bicudo (2002) no resumo de um artigo intitulado “Demonstragado
em Matematica”, salienta que na pratica o desenvolvimento de uma demonstracdo ndo segue

esta definigéo:

a demonstragdo, como definida nos textos de Légica Matematica, deveria modelar as
demonstracBes matematicas. N&o €, no entanto, o que se V& nos livros e nos jornais
matematicos. A demonstragdo matematica é a que satisfaz a comunidade dos
especialistas, ndo interessando o qudo distante possa estar do ideal l6gico (BICUDO,
2002, p. 65).

Bicudo (2002) apresenta como a logica define a demonstracdo centrada em um
sistema formal, que, segundo o autor, ¢ “a parte sintatica de um sistema axiomatico” (p. 67). A
primeira parte de um sistema formal é sua linguagem e, para especifica-la, devemos
mencionar os seus simbolos e suas formulas. A sequéncia finita de simbolos é denominada
expressao da linguagem, e do conjunto de expressdes destaca-se um subconjunto, que sdo as
formulas da linguagem. A segunda parte de um sistema formal sdo os axiomas: “A Unica
exigéncia feita ¢ que cada axioma seja uma formula da linguagem do sistema formal”
(BICUDO, 2002, p. 67). A terceira parte de um sistema formal seriam as regras de inferéncia
que permitem concluir teoremas por meio dos axiomas: “cada uma delas afirma que, sob
certas condicdes, uma formula, chamada a CONCLUSAO da regra, pode ser INFERIDA de
certas outras, chamadas as HIPOTESES da regra” (BICUDO, 2002, p. 67).

Segundo Bicudo (2002), uma regra em um sistema formal sera finita se houver

um namero finito de hipdteses. Assim, o autor define a demonstracao da seguinte forma:

! Estas demonstracdes serdo tratadas posteriormente.
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Seja, agora, F um sistema formal em que todas as regras sejam finitas. Entdo, uma
DEMONSTRAGAO em F é uma seqiiéncia finita de formulas, em que cada uma
seja ou um axioma ou seja conclusdo de uma regra cujas hipoteses precedam essa
férmula na sequiéncia dada (BICUDO, 2002, p. 67).

Nesta citacdo, vemos um modelo tedrico de demonstracdo a partir da légica
formal com etapas definidas que se sucedem necessariamente. Conforme Bicudo (2002), as
demonstragdes matematicas deveriam ser modeladas conforme esta definicdo. No entanto, a
demonstracdo matematica ndo é desenvolvida por mateméaticos do modo descrito pela l6gica,
pois, no decorrer da elaboracdo de uma demonstracéo, passos sdo omitidos, ha a introducéo de
hipdteses e producdo de novas definigdes. Assim, Bicudo (2002) aponta que a demonstracao
na pratica é diferente da teoria, ou seja, a definicdo nao corresponde ao que é feito na pratica.

Nesse sentido, podemos citar a pesquisa de Pietropaolo (2005). Dentre os
topicos discutidos em sua pesquisa, encontra-se a busca aos significados dos termos provas e
demonstragdo no ambito da matematica académica e da educacdo matematica. No que
concerne a matematica académica, ele aponta que muitas vezes é entendido sobre a
demonstragdo que “a validade de um enunciado deve ser comprovada por meio de uma cadeia
de raciocinios dedutivos a partir de um numero reduzido de proposi¢des aceitas”
(PIETROPAOLO, 2005, p. 60). No entanto, segundo o autor, a demonstracdo muitas vezes
ndo leva em conta somente essa perspectiva da légica matematica; a aceitacdo ou nao da
validade de uma afirmativa passa por uma comunidade de matematicos. Segundo Pietropaolo
(2005), a confiabilidade matematica estd condicionada ao acordo estabelecido entre os
matematicos e ndo propriamente a linguagem utilizada. Logo, o processo de validacdo de uma
afirmativa e social, “ou seja, ndo ¢ o formalismo que necessariamente vai referenda-la, mas
sim, o convencimento de um grupo de especialistas qualificados no assunto e de reconhecida
notoriedade na comunidade dos matematicos” (PIETROPAOLO, 2005, p.68).

Assim como Bicudo (2002), Pietropaolo (2005) argumenta sobre o papel que a
comunidade de matematicos assume em uma demonstracdo matematica, ampliando o
entendimento do que se aceita por demonstracdo, ou seja, alargando o significado atribuido
pela légica.

Dessa forma, temos que a demonstracdo matematica, na perspectiva desses
pesquisadores, possui uma definicdo bem delimitada pela l6gica, mas, na prética, o que se vé
s80 aspectos externos entrando em acéo, além de diferentes comunidades dentro da propria
matematica académica divergindo quanto aos aspectos que devem estar envolvidos na
demonstragdo. Podemos assim observar que hd, portanto, diferentes formas de se utilizar a

demonstragéo, variando de acordo com a comunidade a quem ela se dedica.
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Quanto a essa variedade de formas de se utilizar e de se significar as
demonstracdes ou prova, podemos citar o artigo de Godino e Recio (1997). Estes autores
analisam as principais carateristicas do significado das demonstracdes em diferentes
contextos: logica, matematica académica, ciéncias empiricas, vida cotidiana e na escola. Os
diferentes sentidos das demonstracbes sdo reconhecidos por meio dos termos como
explicacdo, argumentacdo e demonstracdo, entretanto apesar destes diferentes termos se
mantém uma ideia comum: de justificar e validar afirmativas utilizando argumentos que se
diferenciam nas diferentes ocasides de usos (GODINO; RECIO, 1997). Para os autores, sdo as
diferentes situacdes e praticas argumentativas que modificam o sentido da prova ou
demonstragdo, denunciando, assim, ndo haver uma teoria uniforme estabelecida sobre
demonstracfes matematicas.

Para Godino e Recio (1997) a ideia de prova varia de cultura para cultura e de
geracdo para geracdo, devendo ser alargada em se tratando de problemas psicoldgicos e
didaticos.

No contexto da légica, Godino e Recio (1997) nos dizem que a verdade dos
teoremas repousa na validade das regras da I6gica que foram mobilizadas na demonstracdo. O
teorema é consequéncia necessaria que surge de inferéncias dedutivas de premissas. Sendo
assim este teorema assumird carater universal e imutdvel. Em meio a esses esclarecimentos 0s
autores enfatizam que os argumentos indutivos fazem parte dos dedutivos, pois, 0s axiomas e
postulados sdo originados pela intuicao.

Quanto ao contexto da matematica académica os autores alertam que as
demonstracfes mobilizadas sdo diferentes da l6gica. Para eles as demonstracdes nesse
contexto sdo dedutivas, mas ndo formais e nédo existe para elas um padréo de rigor. Elas
acabam se tornando argumentos convincentes julgados por juizes qualificados. Sendo assim,
os teoremas que decorrem das demonstracfes nao devem assumir o carater de verdades
absolutas e necesséarias, mas acaba dando a matematica um cardter falibilista, social,
convencional e temporario.

Nas ciéncias experimentais e na vida cotidiana as demonstragcdes constituem-se
em argumentos empiricos, mas ndo se exclui o uso de argumentos dedutivos. Geralmente sdo
mobilizados recursos da linguagem comum e materiais concretos. Segundo Godino e Recio
(1997) o caréater de verdade de uma afirmacdo depende dos casos que a satisfazem. Nesse
caso, para 0s autores, a validade das afirmativas ndo sera universal e absoluta.

E no contexto de sala de aula, os autores nos dizem que os alunos devem

adquirir a capacidade de compreender e desenvolver provas matematicas. Além de buscar
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estabelecer a verdade deve convencer a si e aos outros quanto a essa verdade dos teoremas. Os
autores assumem que as provas informais (mediante desenhos, linguagem comum, etc) ndo
sdo incorretas ou deficientes, mas sdo etapas para se dominar a pratica matematica de
argumentacéo.

Com o artigo de Godino e Recio (1997), temos consideracbes sobre as
demonstragdes de um modo mais amplo. E com isso os autores nos instigam a ver que ndo ha
um dnico conceito e uso de provas ou demonstracdes, ou seja, ha diversos significados para a
demonstracdo em diferentes contextos de usos. Além disso, podemos dizer, com base nas
elaboracdes de Godino e Recio (1997), que a forma de concepcdo de uma demonstracdo acaba
por implicar na caracterizacdo de um tipo de conhecimento matematico, pois, se seguirmos as
regras da ldgica classica, teriamos uma matematica com carater universal e imutavel; mas, a
partir do momento em que héa interferéncias humanas nesse procedimento, a matematica
assumiria um carater falibilista, social, convencional e temporario. Essa importancia dada a
demonstracdo na perspectiva da logica classica nos indica um simbolo forte e valorativo que
permeia esse procedimento: a seguranca e a certeza.

Podemos ainda destacar as discussdes em torno da relacdo desenhos/imagens e
as demonstracoes.

Brown (1997) apresenta em seu artigo uma critica quanto ao ceticismo ao redor
dos desenhos em matematica. Ele argumenta a favor dos desenhos, dizendo que sua
potencialidade vai além de um papel heuristico, e que sdo Uteis e legitimos para se validar
resultados matematicos. Para ele, tanto a demonstracdo formal quanto os desenhos explicam
um teorema e a reflexdo sobre figuras é perfeitamente razoavel para deduzir uma concluséo.
Além disso, para ele, assim como os desenhos, as provas verbais/simbdlicas também enganam
e ndo sdo piores que eles, mas “podem mesmo corrigir dedugdes equivocadas” (p.178). A
proposta de Brown (1997) é que os desenhos mobilizados como provas sejam tratados como
evidéncias extraidas de microscépios, por exemplo, que também podem levar a erros, pois,
nos levam a “‘observar’ coisas que ndo eram reais, mas meros artefatos do processo de
observagdo” (p. 178).

Com as explanagdes de Brown (1997), vemos que a ideia de um mundo
matematico platonico de verdades matematicas absolutas permeia suas colocagdes, em que 0S
desenhos séo vistos como formas de capturar essa verdade. Forma essa tdo boa quanto as
demais, inclusive as provas ldgico-dedutivas. Assim, Brown (1997) mostra-nos que
demonstrar é observar o que é intuitivamente 6bvio e aconselha-nos que devemos aprender a

forma de usar os desenhos.
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Nesse sentido, temos ainda o artigo de Casselman (2000), que defende os
desenhos como parte integrante de uma prova. Para o autor, “apesar de termos imagens
melhores e piores (...), estas muitas vezes desempenham um papel crucial na demonstracdo
I6gica. Além de como ferramenta de compreensao ser indispensavel” (CASSELMAN, 2000,
p.1257).

Folina (1999) busca em seu artigo questionar a ideia de Brown (1997), na qual
identifica varios problemas, dentre eles a fragilidade de seus argumentos, pois, apesar dele
objetivar suplantar a concepcéo tradicional de prova, ele ndo apresenta uma ideia alternativa.
O autor muitas vezes se limita a dizer que as “provas-imagens” podem nos convencer da
verdade de resultados matematicos. Folina (1999) por sua vez argumenta ndo ser necessario
nem suficiente ser convencido para uma prova ser vélida.

Para Folina (1999) ao comparar as “provas-imagens” com telescopios, Brown
(1997) prejudicou sua visdo, pois telescopios sdao instrumentos que nos permite ver o que ndo
esta visivel a olho nu. Dessa forma, as imagens funcionariam como instrumentos que nos
permitem ver o fato matematico em questdo, que estd no “céu de Platdo” (FOLINA, 1999, p.
426). Brown (1997) acaba, portanto, indicando que as imagens sao meramente ferramentas
que nos permitem ver as provas.

Folina (1999), no decorrer de seu artigo, discute diferentes aspectos dos
argumentos apresentados por Brown (1997), entretanto no deteremos as colocagdes acima.

Diante das diferentes ideias acerca da relacdo prova e desenhos, observamos o
guanto é complexo e divergente seu USO N0 Processo ou COMO uma prova matematica, pois 0s
desenhos podem ser utilizados para representar e permitir uma compreensdo de uma
demonstracdo, isto é, pode ser um apoio intuitivo para o seu desenvolvimento, mas também
pode manter e reforcar uma ideia platénica de conhecimento matematico; uma matematica
estatica, a-historia e independente dos homens. A relacdo prova e desenhos apresentada se
situa no ambito de pesquisa na matematica académica, mas ndo se restringe a ela.
Posteriormente mostraremos que essa discussdo também se faz presente na educacdo
matematica.

Na literatura da educacdo matematica também podemos destacar diferentes
formas de compreender a demonstragdo. Nesta area, o tema demonstragdo ha pouco vem
ganhando espaco. Conforme salientam Mariotti e Balacheff (2008), o papel e a importancia
atribuida a prova e a demonstracdo conduziram a uma enorme variedade de pesquisas nesta
area. Para encontrarmos pesquisas sobre o tema, as palavras-chave na busca néo se reduzem a

“prova” e “demonstracdo”, mas incluem “argumentag¢do”, “justificacdo” e “valida¢ao”. E
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importante considerar que, para cada um destes termos, 0s pesquisadores apresentam
significados ligeiramente diferentes (NAGAFUCHI, 2009).

Segundo Aguilar Jr. e Nasser (2012) algumas pesquisas vém indicando que o
argumento dado para se comprovar uma afirmativa matematica na escola nao deve seguir 0s
padrGes rigidos defendidos pela matemética académica. Nesse sentido, educadores
matematicos vém assumindo uma postura de afastar da matematica escolar esta rigidez e
dependéncia extrema a provas rigorosas, adquirindo uma concepcdo de prova ou
demonstracdo como argumento convincente (AGUILAR JR.; NASSER, 2012). Ha também
pesquisadores que indicam a necessidade de se trabalhar com diferentes niveis de provas para
que os estudantes possam compreender o significado da demonstracdo e, futuramente,
reproduzi-la, sendo este o caso de Balacheff (2000).

Nicolas Balacheff ¢ um autor que trata da tematica das provas e
demonstragbes'? nas salas de aula de matematica. Seus trabalhos sdo muito utilizados por
alguns pesquisadores do tema, tal como Carlovich (2005), Ordem (2010), Serralheiro (2007),
dentre varios outros, e muitas vezes sua teoria sobre o0s niveis de prova & tomada por
referéncia para analisar livros didaticos e propor situacGes didaticas para desenvolver as
habilidades de provar e demonstrar na matematica escolar. No Brasil, as suas ideias
contribuiram para o surgimento de muitas pesquisas, principalmente, desenvolvidas por
alguns estudantes e professores™ da Pontificia Universidade Catélica de S&o Paulo (PUC-SP).

Balacheff (2000) busca diferenciar provas e demonstracfes. Para o autor, as

demonstragdes sao as Unicas aceitas por matematicos e respeitam certas regras da logica:

alguns enunciados sdo considerados verdadeiros (axiomas), outros sdo deduzidos
destes ou de outros anteriormente demonstrados a partir de regras de deducdo
tomadas em um conjunto de regras l6gicas; trabalham sobre objetos matematicos
com um estatuto tedrico, ndo pertencentes ao mundo sensivel, embora a ele fagam
referéncia (ALMOULOUD, 2012, p. 24).

Balacheff (2000), em seu livro, disserta sobre 0s processos de prova
matematica por estudantes. Para isso, organiza em duas categorias 0s tipos de provas
produzidos por eles. O autor traz para a discussdo a génesis cognitiva da demonstracdo e
orienta para a necessidade da evolugdo da cognicdo para que os estudantes compreendam o
significado da demonstracdo e assim possam produzi-la.

Balacheff (2000) inicia a discussdo enfatizando que, na area da matematica ou

de qualquer outro ramo de conhecimento, € preciso ter em mente que a demonstracdo nao

12 Balacheff (2000) diferencia provas e demonstracdes.
Essas pesquisas fazem parte de um projeto maior denominado “AProvaME” (Argumentacdo e Prova na
Matematica Escolar) desenvolvido na PUC-SP.
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deve ser ensinada do mesmo modo em sala de aula e em um ambiente cientifico. Para ser
convertida em objeto de ensino, a demonstracdo precisaria sofrer uma transformacao
adaptativa, uma transposicéo didatica** (CHEVALLARD, 1991) sob um conjunto de limites
especificos do sistema de formagéo.

Segundo Balacheff (2000), a demonstracdo € ferramenta essencial de prova,
assumindo-a na perspectiva da logica, ou seja, a demonstracdo é objeto de estudo da logica e,
assim, possui uma definicdo precisa dentro de uma teoria.

Para nossa pesquisa sdo interessantes as definicdes e diferenciacBes que
Balacheff (2000) traz sobre explicacdo, prova e demonstracao; j& trouxemos um pouco dessa
discussdo através das palavras de Garnica (1995). Geralmente, estes termos sdo tidos como
sinbnimos na pratica de ensino de matematica, no entanto, trata-los dessa forma, segundo
Balacheff (2000), pode se constituir em obstaculo para investigacdo do tema demonstracao.
Por esse motivo ele as distingue, conforme indicamos a seguir.

Segundo Balacheff (2000), explicar no contexto das ciéncias dedutivas é
oferecer razdes para responder a um “porqué”, ¢ dar justificativas do teorema. Logo, explicar
e demonstrar serdo processos distintos. A explicacao se situa no nivel de quem fala e que, para
estabelecer e garantir a validade de uma proposicdo utiliza seus conhecimentos e seu
raciocinio; em outras palavras, dita suas proprias regras para a decisdo da verdade. No
momento em que a explicacdo € dada, a pretensdo é a de que quem a ouve adquira a
compreensdo da verdade ja adquirida por quem fala. A explicagdo ndo se reduz
necessariamente a uma cadeia dedutiva e a linguagem utilizada é essencialmente a lingua
natural.

A prova constitui-se como uma explicacdo reconhecida e aceita por
determinado grupo ou comunidade™. Assim, essa passagem da explicacdo para a prova é um
processo social, em que a aceitacdo ndo é definitiva, podendo mudar com os avancos dos
saberes nos quais a explicacdo se apoia. Além disso, a prova pode ser aceita por um grupo e
ndo por outro. Balacheff (2000), para exemplificar esta ndo aceitacdo de uma prova, cita o
Teorema das quatro cores*®, em que a prova do teorema ndo foi feita no sentido classico, mas
¢ aceita por certos matematicos e nao por outros.

A demonstracdo, para Balacheff (2000), € um tipo de prova que possui uma

aceitagdo muito especifica e possui uma forma particular. E um tipo de prova dominante em

4 posteriormente trataremos da transposicao didética.

15 Balacheff nos alerta que a comunidade matemética néo é monolitica, uma vez que ha doutrinas que se opdem.
16 O Teorema das quatro cores diz que todo mapa pode ser colorido com quatro ou menos cores, respeitando-se a
condicdo de que paises vizinhos, com alguma linha de fronteira em comum, tenham cores diferentes.
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matematica, sendo uma série de enunciados que se organizam seguindo um conjunto de
regras, possuindo uma forma estritamente codificada.
No esguema abaixo sintetizamos em um diagrama as diferencas entre

explicacdo, prova e demonstracéo que Balacheff (2000) apresenta:

Figura 2 - Diferencas entre explicacéo, prova e demonstracdo em Balacheff (2000)

DIFERENCAS ENTRE
________——___' |
EXPLICAGRO I DEMONSTRACAD

e Responde a um "por qué"; e Explicagio aceita por um grupo; e Prova com aceitagdo especifica

® D4 justificativas; ® A sua aceitagdo ndo ¢ e forma particular;
e Nio ¢ necessariamente definitiva e geral. e Prova dominante na matematica

dedutiva; académica;
e Linguagem natural. e Logico-dedutiva;
e Linguagem codificada.

Fonte: Diagrama inspirado em Balacheff (2000)

Pelas defini¢bes de Balacheff (2000), a prova e a demonstragéo se constituem
como explicacBes. No entanto, elas sdo dedicadas a uma comunidade em especifico. Por esse
motivo, a nossa representacdo acima inclui a demonstragdo como subconjunto da prova, que é
um subconjunto da explicacdo. Quando a comunidade a quem se destina a prova é a de
matematicos profissionais, ela seria moldada por regras bem definidas, assumindo uma forma
particular.

As provas e as demonstracfes sao vistas por Balacheff (2000) como produtos
do processo de validacdo, em que o nivel de validacdo devera depender do contexto em que o
estudante se insere e dos conhecimentos que possui. Nesse sentido, Balacheff (2000)
classifica dois tipos de provas que dependem do tipo de acdo do estudante: as provas
pragmaticas e as intelectuais.

As provas pragmaticas sdo as que recorrem a acao e a exibicdo, ou seja, sao as
validacdes apoiadas em conhecimentos praticos, em experimentacfes, figuras, isto €, sdo
aquelas que utilizam os recursos da agdo. As provas intelectuais sdo as provas que néo
envolvem a acdo, se apoiando em formulacdo e relagbes entre propriedades, ndo se
sustentando em casos particulares, mas possuindo como objetivo a generalizacdo. Balacheff
(2000) defende que, para que os estudantes compreendam o significado e sejam capazes de

elaborar uma demonstragéo, € necessario que eles passem por estes dois niveis.
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A transicdo e evolucdo das provas pragmaéticas para as intelectuais se apoiam
nas formas de acdo, formulacdo e validacao e passam por diferentes niveis e tipos de provas.
Balacheff (2000) distingue, de forma hierarquica, quatro tipos principais de provas
pragmaticas e intelectuais que tém um importante lugar na construcdo da demonstracdo: o
empirismo ingénuo, a experiéncia crucial, o exemplo genérico e a experiéncia mental. A
posicdo que cada tipo de prova assume dentro da hierarquia é determinada pela generalidade e
nivel de conceitualiza¢do dos conhecimentos que ela exige (BALACHEFF, 2000).

Os dois primeiros tipos, segundo Balacheff (2000), ndo permitem estabelecer a
verdade da afirmativa. A condicdo de prova destes dois tipos depende de quem a considera
como tal. Ha uma ruptura entre os dois primeiros e os dois ultimos tipos de prova. A transicao
do exemplo genérico para a experiéncia mental deve ser marcada pela transicdo da acdo para a
acao interiorizada e para a descontextualizacdo, 0 que mostra o progresso da construcdo do
conhecimento (BALACHEFF, 2000). A seguir apresentaremos 0s niveis e tipos de provas que
compdem as provas pragmaticas e intelectuais'’, acompanhadas de exemplos.

O empirismo ingénuo: consiste em afirmar a veracidade de uma afirmacéo
depois de verificar a validade para alguns casos particulares. E tida como uma das primeiras
formas de validag&o e uma resistente forma de generalizagéo.

Exemplo: prove que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°.

Solucgdo: apo6s desenhar alguns triangulos, dos mais diversos possiveis, medir
0s seus angulos internos e somé-los, verifica-se que realmente a soma é 180°.

A experiéncia crucial: consiste em verificar a validade da proposi¢do para um
caso especial, geralmente ndo familiar, no qual se verifica que se a proposi¢do “funciona
agora, funcionara sempre”. A distingdo do empirismo ingénuo estd na busca pela
generalizacdo de algo que se conhece pouco.

Exemplo 1: prove que a soma dos angulos internos de triangulo qualquer é
180°.

Solucdo: desenhar um triangulo em uma folha de papel, identificar seus
angulos, recortar de forma a separar os angulos em trés figuras, e unir esses angulos, obtendo

assim a soma, um angulo raso.

7 Alguns exemplos tiveram inspiracéo no texto de Luis (2006).
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Figura 3 - llustracdo de uma experiéncia para verificar a soma dos angulos internos de tridngulo qualquer

Exemplo 2: demonstre que o nimero das diagonais de um poligono de n lados

é dado pela formula @ .

Solucdo: o estudante encontra um exemplo, ou seja, um poligono com um
numero grande de lados e verifica para este caso. Por exemplo, ele desenha um poligono de
10 lados e verifica que o numero de diagonais é 35; depois substitui 0 nimero de lados na
formula e percebe que também deu 35. I1sso comprova a validade da formula.

O exemplo genérico: é a afirmacdo da verdade da proposicdo mediante a
manipulacdo de alguns exemplos, de forma a fazé-los adquirir caracteristicas que representam
uma classe de objetos.

Exemplo: demonstre que o nimero das diagonais de um poligono de n lados é

dado pela formula @

Solugdo: o estudante parte de um caso; por exemplo, um poligono com 5
vertices. Ele observa que de cada vértice parte duas diagonais. Logo se obtém um total de 10
diagonais. Mas observa também que cada diagonal foi contada duas vezes. Assim, é
necessario descontar metade do valor obtido, ou seja, 5 das 10 diagonais. Ele precisa, entéo,
dividir as 10 diagonais por 2. Observar que isso acontece com outros poligonos pode levar o
estudante a generalizacéo.

A experiéncia mental: esta centrada na acao, interiorizando e separando-a de

sua execucdo sobre um representante em particular:

a explicacdo é depreendida de concretizagdo em representante particular; a
argumentacdo flui através de pensamentos que controlam toda a generalidade da
situacdo, e ndo mais através de situacBes particulares, como no exemplo genérico
(GRAVINA, 2001, p. 82).

Exemplo: demonstre que a soma de dois nUmeros pares € um numero par.
Solugdo: para isso o aluno procede da seguinte forma: afirma que todo nimero

par € multiplo de 2. Logo assumem a forma, 2n, com n € Z. Sejam, 2n e 2p, comn € Z e
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p € Z ndmeros pares. Logo 2n + 2p = 2(n + p). Assim, a soma é mdltiplo de 2, e portanto, é
par.

Segundo Balacheff (2000), o exemplo genérico se situa na fase intermediéria,
transitando entre a categoria de prova pragmatica e a de prova intelectual, dependendo do tipo
de acdo que é realizado sobre o exemplo: "ou acdo ainda dependente de concretizacao
particular, ou acdo que usa a concretizacdo apenas como suporte para expressar raciocinio
generalizador" (GRAVINA, 2001, p.82). O ultimo nivel, a experiéncia mental, marca a
passagem das provas pragmaticas as intelectuais. Na experiéncia mental, as a¢fes se dirigem a
generalidade, livre de elementos concretos, convergindo para um tipo de explicacdo definida
por demonstracdo, se transformando nesta quando passa a considerar que ndo se deve mais
procurar por argumentos onde se quer. Para elaborar uma demonstracao deve-se reorganizar e
utilizar de conhecimentos explicitados e aceitos pela comunidade de matematicos. Os
conhecimentos e argumentos precisam agora partir de definicdes, teoremas e regras de
deducdo. Assim, o nivel de formalizacdo dos conhecimentos que se utiliza € ponto crucial na
demonstragéo.

Observamos que Balacheff (2000) busca apresentar a prova como alternativa e
COmO um processo importante para que seja possivel abordar, mesmo que ap6s um longo
processo, a demonstracdo. Esta é vista como um procedimento abstrato e formal e como um
objetivo a ser atingido no ensino e aprendizagem da matematica. Sua ideia de demonstracao
se assemelha, assim como nas pesquisas ja citadas, as demonstraces de Os Elementos.

As consideractes de Balacheff (2000) sdo importantes e nos colocam a pensar
ndo somente sobre a demonstracdo na perspectiva da l6gica, mas sobre as diferentes formas
de validacdo nas aulas de matematica. Além disso, nos indicam que a evolucdo das provas
pragmaticas a demonstragdao formal permite que haja também um “progresso” quanto ao tipo
de conhecimento abordado pelas demonstracdes, isto é, parte-se um conhecimento falivel e
social para uma ideia de imutabilidade, generalidade, infalibilidade gerado por esta
demonstracdo. Esse “progresso” quanto aos argumentos utilizados no momento de prova,
indica que quanto mais geral ele for mais alta sera sua posicdo na hierarquia dos tipos de
provas. Consequentemente uma demonstragdo formal estd no ponto mais alto desta hierarquia,
enquanto as provas que se apoiam em argumentos intuitivos e dedutivos, estariam numa
posicao inferior.

Os tipos de validacao citados por Balacheff (200) sdo discutidos por outros
pesquisadores, que ndo necessariamente utilizam os mesmos termos que ele. As discussoes

giram em torno de compreender e aceitar ou ndo procedimentos informais, como o empirismo
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ingénuo e a experiéncia crucial, como demonstracdo para os diferentes niveis do ensino de
matematica.

Boavida (2001), quanto a isso, diz que, ao considerarmos a demonstracdo sob
um ponto de vista educativo, o seu papel seria o de promover a compreensdo em matematica.
Assim, o formato final da demonstragdo ¢ “a atividade de a produzir, ¢ a sensibilidade ao seu
interesse e necessidade, é a comunicagdo clara e correcta das ideias matematicas que estdo em
jogo” (p. 14). Entendendo dessa forma, o formato da demonstragdo se subordinaria ao nivel
de escolaridade e ao contexto a que se destina. Logo, para Boavida (2001), a demonstracao
em determinado nivel de escolaridade pode ser um célculo, uma apresentacdo visual, uma
discussdo pautada na argumentacdo, uma demonstracdo informal ou até mesmo aquela que se
aproxime das regras restritas de rigor. Dessa maneira, a demonstracdo se constituiria ndo
somente um procedimento de verificacdo de uma afirmativa, nos moldes da légica, por
exemplo, mas como algo que convence, explica e possibilita avancar na compreensao.
Entretanto, é importante ressaltar que ndo ha consenso quanto a este tipo de validacdo ser uma
demonstracéo.

Também na area da educacdo matematica temos a pesquisa de Rodrigues
(2008; 2010; 2013). No que se refere & demonstracdo nas salas de aula de matematica,
Rodrigues (2013), com base em Balacheff (1991), diz ser importante haver uma “revolugdo
copernicana” (p. 332), no sentido de focalizarmos nas préticas que efetivamente ocorrem em
sala de aula de matematica e ndo no que é desejavel que seja feito, e nesse sentido abrirmos os
olhos para as formas de validacdo que vém sendo mobilizadas nesse ambiente. A pesquisadora
apresenta entdo a ideia de esquemas demonstrativos, que surgiu dessa necessidade de tentar
descrever as formas de validacao utilizadas pelos estudantes.

Os esquemas demonstrativos sdo constituidos pela necessidade de obtencdo da
certeza e da persuasdo, desde que ambas ocorram simultaneamente e possuam cOmo
caracteristica principal a subjetividade, uma vez que o professor precisa considerar e
identificar na relagdo em sala de aula o conhecimento do estudante ao trabalhar com a
demonstracdo. Segundo Rodrigues (2010), um esquema demonstrativo pode ser classificado

em esquema demonstrativo de convicgao externa; empiricos; e dedutivos:

1. Esquemas demonstrativos de convicgéo externa

a. autoritario (a autoridade pode ser o professor ou 0 manual escolar)

b. ritual (baseado na aparéncia do argumento; por exemplo, a existéncia de duas
colunas para provas em geometria)

c. simbdlico ndo-referencial (depende da manipulagdo simbdlica, com simbolos ou
manipulagdo sem sistema potencial de referentes coerentes, aos olhos dos alunos)
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2. Esquemas demonstrativos empiricos'®
d. indutivo (evidéncia de exemplos, sendo as vezes unicamente um exemplo)
e. perceptivo

3. Esquemas demonstrativos dedutivos™

f. transformativo (possui trés caracteristicas: generalidade, pensamento operacional
e inferéncia légica; o pensamento operacional é usado quando o individuo forma
objetivos e subjetivos e tenta antecipar os seus resultados durante o processo)

g. axiomatico (além de ser transformativo, inclui a compreensédo de que o processo
inicia-se a partir de axiomas) (RODRIGUES, 2010, p. 440).

Podemos dizer que estes esquemas incluem diferentes formas de validacdo que
se assemelham ao colocado por Balacheff (2000). Segundo Rodrigues (2008), os esquemas
demonstrativos estdo relacionados a “perspectiva compreensiva de demonstragdo”, € incluem
diversas formas de se estabelecer a verdade na matematica escolar, que ndo se restringe aos
esquemas demonstrativos dedutivos axiomaticos.

Rodrigues (2010) encara a demonstragdo como um processo em que 0s alunos,
ao longo dos niveis escolares e por meio da argumentacédo, vdo buscando justificar e defender
suas afirmativas, e assim construindo a ideia de demonstragéo.

A pesquisadora, ao investigar o papel que as funcGes da demonstracdo podem
assumir no desenvolvimento dos esquemas demonstrativos dos alunos (RODRIGUES, 2010)
nas aulas de matematica por meio de atividades investigativas, observa que na fase de
conjecturacédo os estudantes utilizam o segundo tipo de esquema demonstrativo, em que suas
conjecturas se apoiam na observagdo de casos particulares. Essa etapa, segundo Rodrigues
(2008), ¢ marcada pelo convencimento dos estudantes quanto a validade de suas hipoteses.
Em seguida, os estudantes sdo motivados a explicar as razGes da validade de uma dada
propriedade. Essa etapa é marcada pela utilizacdo de esquemas demonstrativos dedutivos
“com a unica funcdo de explicar por que ¢ verdadeira a conjetura, formulada antes com base
em exemplos especificos” (p. 453).

Para a pesquisadora, a funcao de explicagdo da demonstracdo constituiu como

0 motor da atividade matematica dos alunos, fazendo-os evoluir de um patamar mais
rudimentar, circunscrito a exemplos particulares, para um patamar de maior
sofisticacdo matematica, alcangcando um nivel superior de compreensdo matematica,
sustentada pela fundamentagdo tedrica alusiva a entes matematicos gerais
(RODRIGUES, 2010, p. 453).

18 Segundo Rodrigues (2008) este esquema demonstrativo se refere as provas pragmaticas na terminologia de
Balacheff (1987).
19 Este esquema demonstrativo se refere as provas intelectuais na terminologia de Balacheff (1987).
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Dessa forma, a demonstracéo, segundo Rodrigues (2010), ultrapassa a funcdo
de verificacéo para a de explicacdo e de compreenséo.

Quando ndo havia a fase de conjecturacdo, Rodrigues (2010) observou o uso de
esquemas demonstrativos dedutivos por parte dos estudantes a fim de descobrir a solucdo dos
problemas. Desconhecendo a propriedade a ser descoberta e demonstrada, os estudantes
passaram a lidar com objetos matematicos gerais. Assim, nesta situacdo, a fungdo de
descoberta foi 0 que motivou a demonstracéo, levando os estudantes a utilizarem os esquemas
demonstrativos dedutivos com varias fungdes como: “descoberta, verificagdo, explica¢do e
comunicacgdo” (p. 454).

Podemos observar, portanto, que Rodrigues (2010) busca articular os esquemas
demonstrativos ou diferentes formas de validacdo com as funcGes da demonstracdo
(VILLIERS, 2001). Procura assim contestar a ideia generalizada, restrita e predominante na
matematica académica, de que a funcdo da demonstracédo € a de verificacdo e convencimento.
Essa constatacdo é importante para esta pesquisa por dois motivos: em primeiro lugar, porque
amplia o sentido da demonstracdo, em termos de funcdo deste procedimento na matematica
escolar, e em segundo, nos mostra que apesar de indicar a necessidade de uma “revolugao
copernicana”, Rodrigues (2013) ainda valoriza, na matematica escolar, o esquema
demonstrativo dedutivo, que ndo surgiu naturalmente pelos estudantes, mas foi estimulada
pelo professor de matematica.

Outro tema também presente nas discussdes sobre demonstracdo na educacéo
matematica se refere a relacdo entre a argumentacdo e o processo de aprendizagem da
demonstracdo. E importante relembrar que estamos falando em argumentacio como um
conjunto de ponderagdes utilizadas para se verificar e convencer a outrem. Ha autores
(RODRIGUES, 2010; PAIS (2006), etc.) que sdo a favor do trabalho com argumentacao e
outros (BALACHEFF, 1991; PERELMAN apud RODRIGUES (2010), etc.) a veem como um
obstaculo epistemoldgico para a aprendizagem da demonstracdo, uma vez que a
argumentacdo é um processo social aberto enquanto a demonstracdo obedece a regras
predefinidas. E importante entdo entender as similaridades e divergéncias que ha entre a
argumentacao e o processo de demonstracéo.

Balacheff (1991) entende que a argumentacdo e a demonstracdo sdo de
naturezas diferentes, pois a primeira se refere ao estabelecimento de acordo entre parceiros e
ndo necessariamente estabelece a verdade. Para ele a argumentagdo é um obstaculo ao
aprendizado da demonstragdo uma vez que entra em conflito com esta, pois a demonstracdo

tem relagdo com um sistema de axiomas e iSS0 ndo se da necessariamente com a
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argumentacdo. Na argumentacdo ha liberdade de escolha sobre que forma utilizar para
convencer.

Rodrigues (2010) cita alguns filésofos, como Perelman, que concebem a
argumentacao distinta e até oposta a demonstracdo. Para ele a demonstracdo esta associada a
I6gica formal, sendo impessoal e isolada de todo o contexto. Para ser valida, ela ndo depende
da opinido e nem da adesdo de um auditorio. A argumentacdo, segundo Rodrigues (2010), que
cita Perelman, € pessoal e situada, visando a adesdo e a persuasdo. Sobre a linguagem
utilizada pela argumentacéo, € natural que ela possa ser ambigua e pouco precisa, 0 que nao
acontece com a demonstragdo, que utiliza da linguagem artificial, ndo dando espago para
diferentes interpretacdes. Rodrigues (2010), em contraposicdo a Perelman, encara a
demonstracdo como um caso particular de argumentacdo, que possui uma especificidade
prépria.

Em contraposicdio a Balacheff (1991), Pais (2006) considera que a
argumentacao deve ser objetivo de ensino de matematica e assim relaciona argumentacdo e
demonstracdo formal. Ele diferencia a argumentacao didatica da argumentacdo cientifica, em
gue a argumentacdo didatica seriam as estratégias (dobradura de papel, desenhos, medicdes,
etc.) utilizadas para levar o estudante a compreender a validade de um enunciado. A
demonstracdo é uma argumentacdo que estd na dimensdo cientifica, e se caracteriza pelos
encadeamentos l6gicos. Para Pais (2006), a demonstracdo € um tipo de argumento que deve
estar presente na escola a partir do 8° Ano.

A nosso ver, a ideia de argumentacao didatica e cientifica é de mesma natureza
que os tipos e niveis de prova de Balacheff. No entanto, Balacheff (2000) vai além,
subdividindo estas argumentacdes didaticas em etapas, com diferentes niveis de formalidade e
rigor, comparando-as hierarquicamente.

Segundo Pais (2006), argumentar com base na observacdo e na constatacdo de
casos particulares ndo é um tipo de raciocinio aceito pela comunidade matematica, pois nem
sempre se chega a um resultado verdadeiro. Este tipo de raciocinio se chama indutivo e serve,
conforme o autor diz, para conjecturar, ou seja, ndo demonstra nenhuma afirmacdo. No
entanto, Pais (2006) aponta que devemos observar no que se refere as demonstraces e
argumentacdes, 0 que aproxima e o que distancia a préatica cientifica da pratica escolar, para
ndo priorizar a utilizacdo de demonstracdes tipicas da logica e excluir as demonstracfes do

ensino:

No contexto didatico, o desafio & perceber a proximidade e a distancia entre a
argumentacdo circunscrita ao territério das ciéncias e aquela pertinente a educacéo
escolar. Como existem conexdes e diferencas entre os saberes escolar e cientifico,
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ndo se trata de priorizar, no contexto escolar, a utilizacdo das demonstracGes tipicas
de argumentacdo logica da Matematica. A atitude extrema consiste em um engano da
mesma natureza, ou seja, excluir as demonstra¢des do ensino seria negar uma parte
consideravel da especificidade desse saber escolar (PAIS, 2006, p. 55).

A tentativa de Pais (2006) é de reforcar a diversidade nos tipos de argumentos
que levem o estudante a desenvolver e expressar seu pensamento logico de outras formas,
como atraves das verificacbes de casos particulares, dos desenhos, das comprovacoes
experimentais, dentre outros.

Podemos, ainda dentro da educacdo matematica, citar duas pesquisas
(GARNICA, 1995; 1996; 2002; PIETROPAOLO, 2005) que trazem contribuicGes para que
compreendamos o significado da demonstracdo na formacao de professores.

Garnica (1995), ao buscar o significado da prova rigorosa (ou demonstracdo
formal) na formagdo de professores, mostra-nos que ela € vista como elemento fundamental.
No entanto, essa importancia admite duas leituras distintas classificadas pelo autor como

leitura critica e leitura técnica. Segundo ele,

0s campos técnico e critico apresentavam concepgdes divergentes sobre verdade (em
particular, a verdade matematica) e sobre 0s terrenos nos quais poderiam ser situadas
essas duas distintas leituras: a técnica no da produgdo cientifica de Matematica e a
critica no da Educacdo Matematica (GARNICA, 2002, p. 3)

Segundo Garnica (1995), “pelo viés da leitura técnica prova € prova rigorosa”
(p.199). Trabalhar a partir desta afirmacao é partir do pressuposto de que a fungéo da prova é
validar o conhecimento que ela gera, garantindo-a pelo rigor que emprega. Ja a leitura critica
propde o questionamento, “foca a prova em seus relativismos, expondo-a” (GARNICA, 1996,
p. 22). Outras formas de rigor passam a ser aceitas e outras normas de conduta, além da
formal, passam a ser tidas como validas. No entanto, para o autor, na formacéo de professores
todos 0s aspectos da prova precisam ser levantados, inclusive os da proposta técnica.

Cada uma das leituras ¢ modelada em concepcdes diferenciadas: “A leitura
técnica funda-se na pratica cientifica da matematica, enquanto a critica se estabelece como
ponto de vista a ser defendido pela educacdo matematica” (GARNICA, 1996, p. 26). No
entanto, cada uma delas carrega consigo visfes divergentes no que se refere as caracteristicas
que permeiam o trabalho com a prova rigorosa, incluindo ai o que é tomado por conceito de
prova, de como ela é validada e de como veicula-la em sala de aula.

Garnica (2002) considera a prova rigorosa (ou demonstragdo formal) como
uma das formas de argumentagdo sobre o objeto matematico. E esse ponto é importante para
as discussdes do tema demonstracdo em educacdo matematica. Para isso, 0 autor concebe a

matematica académica como uma dentre as matematicas (ethomatematicas) que existem:
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Disso, as classificagdes das formas de argumentacdo poderiam ser revistas, ndo se
constituindo mais o formal/semi-formal/ndo-formal em oposi¢Oes tdo definitivas.
Por agora, entretanto, afirmo que (a) o estudo das argumentacdes sobre conteldos
matematicos pode ser visto sob diferentes perspectivas (GARNICA, 2002, p. 6).

Dessa forma, segundo o autor, passa-se a falar em diferentes formas de
argumentacdo que coexistem em sala de aula, diferentemente do que se tem na matematica
académica, ou seja, uma matematica em que o modo de argumentacdo € a prova rigorosa.
Assim, a proposta de Garnica (2002) é a relativizacdo das posi¢cdes hegemonicas sobre a
demonstracdo e o estudo da forma de sua utilizacdo em salas de aula.

Na perspectiva de Garnica (2002), a educacdo matematica concebe a
matematica académica como uma das matematicas existentes, que atribui significados que séo

mais amplos que o da matematica académica:

Constitui-se, portanto, um outro regime de verdade, 0 da Educacdo Matematica, no
qual as concepcBes acerca das demonstracBes (tidas, nesse regime, como
etnoargumentacdes) sdo relativizadas e tomadas de modo muito mais amplo que na
politica geral de verdade da Matematica profissional (p. 8).

Garnica (1995) conclui em seu trabalho que a prova rigorosa é um elemento
importante para se entender a pratica cientifica da Matemaética e também o é na formagéao de
professores; no entanto, ela deve ser entendida ndo como um mero recurso técnico, mas de
uma forma que aborde a leitura critica e possibilite “uma visada panoramica aos modos de
producdo e manutencdo da “ideologia da certeza” para que, a partir disso, pudessem ser
produzidas formas alternativas de tratamento as argumentac6es sobre 0s objetos matematicos
em salas de aula reais” (p. 3).

Partindo das consideracfes de Garnica (2002) sobre a relativizacdo do uso das
demonstracdes nas diferentes etnomatematicas, e tendo em mente que a sala de aula se
constitui em uma delas, o entendemos como uma possibilidade de ampliar o significado do
tema no ambito da Educacdo Matematica. Assim, ndo se trata de discutir o que é formal ou
ndo, mas de conhecer e compreender as diferentes formas de argumentacdo presentes em sala
de aula.

Pietropaolo (2005) procura discutir a necessidade de (re) significar as provas
nos curriculos de matematica dos ensinos fundamental e médio e das licenciaturas em
matematica. Na pesquisa, ele considera os professores da educagéo basica e pesquisadores da
area da educacdo matematica e investiga o que eles pensam sobre a demonstracdo. Além
disso, 0 autor buscou diferentes pontos de vista sobre o tema demonstracdo, por meio de
pesquisas bibliograficas e documentais, além de entrevistas com pesquisadores em educacéao

matematica e professores da educagdo bésica.
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Pietropaolo (2005) destaca que 0s sujeitos de sua pesquisa sdo favoraveis a
inclusdo de demonstragdes nas aulas de matematica desde o ensino fundamental, mas
condicionam esta inclusdo a uma nova compreensdo de demonstracdo, ndo no sentido dado
pela matematica académica, mas com significado mais alargado. A demonstracdo €
relacionada ao convencimento e a explicacdo. Assim, a pesquisa de Pietropaolo (2005)
indicou, dentre outros aspectos, que o trabalho com provas na matematica escolar precisa ter

diferentes finalidades, ndo tendo necessariamente 0 mesmo rigor da matematica académica:

a prova deve fazer parte da formacdo dos alunos da Educacdo Bésica, desde que o
significado a ela atribuido seja ampliado e que se caracterize por um processo de
busca, de questionamento, de conjecturas, de contra-exemplos, de refutacdo, de
aplicacdo e de comunicacdo e ndo com o sentido formalista. (...) No entanto, essa
concepgdo ndo significa que ndo se possa discutir com o0s alunos algumas
demonstragdes rigorosas (PIETROPAOLO, 2005, p. 212).

Garnica (1995) e Pietropaolo (2005) trazem elementos importantes e que
contribuem para justificar nossa abordagem nesta pesquisa. Os autores mostram que 0
significado da demonstracdo na matematica escolar ndo se reduz ao da logica e falam em
producdo de formas alternativas de argumentacdo, diferentemente do pressuposto da
matematica académica, ou seja, uma matematica em que o modo de argumentacdo € a prova
rigorosa. Assumimos essas ideias como uma tentativa de desnaturalizar e problematizar a
demonstracdo nas escolas. Além disso, compreendemos suas elaboragdes como uma forma de
questionar e subverter alguns simbolos por tras das demonstracdes, pois, ao falar em ampliar a
ideia de demonstracdo na escola considerando formas alternativas que cumpririam este
mesmo papel, passa-se a questionar o simbolo de “necessario” da demonstrac¢ao, daquilo que
ndo pode ser de outra forma, bem como amplia a possibilidade de se abordar em sala de aula
outra maneira de pensar, que ndo somente a l6gico-dedutiva.

Hanna (1990) tece suas consideracfes em torno da prova formal, a prova
aceitavel e o ensino de prova. Vale ressaltar que a autora ndo diferencia prova e demonstracéo.
A prova formal é vista nos moldes da logica, ou seja, como um conceito tedrico da légica
formal, do qual a pratica matematica apenas se aproxima. A prova aceitavel € um conceito
normativo que diz o que € aceitavel para matematicos qualificados. Assim, as provas passam a
ter diferentes graus de validade formal possuindo 0 mesmo grau de aceitacdo. Nesse contexto,
a aceitacdo de um teorema é um processo social, que estd mais atrelado & compreensao e ao
significado da demonstracdo do que propriamente a demonstracéo.

Segundo Hanna (1990), as pesquisas tém colocado mais énfase no conceito de

prova como um argumento convincente, procurando diferentes maneiras de se demonstrar em
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sala de aula, que ndo sejam somente pela prova formal. Esse fato motivou uma série de
estudos, que, conforme a autora, se restringem ao argumento valido, se esquecendo da
necessidade de que ele seja valido e explicativo, uma vez que se destina ao ensino de
matematica. Assim, a autora introduz e diferencia provas que provam e provas que explicam.
E importante ressaltar que Hanna usa a palavra “explicar” somente quando a prova se revela e
faz uso de ideias matemaéticas que as justificam.

Para Hanna (1990), uma prova que prova e uma que explica sdo ambas
legitimas, servindo para estabelecer a validade de uma afirmacdo matematica, ndo sendo
necessariamente diferentes em grau de rigor. A diferenca entre ambas esta no fato de que a
primeira somente mostra que € verdadeiro, enquanto a segunda mostra por que € verdadeiro.
A prova que explica deve fornecer uma justificativa baseada nas ideias matematicas
envolvidas, propriedades que fazem com que o teorema afirmado seja verdadeiro (HANNA,
1990). O foco da prova que explica esta no entendimento e ndo na deducéo.

Com as consideragfes de Hanna (1990), vemos trés ideias sobre a
demonstracdo. A primeira € a prova formal, conforme a defini¢cdo dada pela logica cléssica,
que sera abordada adiante. Para a autora, a pratica de demonstrar apenas se aproxima desta
ideia. Assim, esta definicdo de demonstragdo ndo corresponde ao que é feito na préatica: ha
modificacbes e, portanto, diferentes usos. J& a prova aceitdvel, que € dependente de
matematicos para avalid-la, terd relacdo ao significado que estes atribuem ao que é
demonstrar, que pode ndo ter um significado unico. No que se refere ao ensino de prova,
temos também modificacBes, uma vez que ela passa a estar atrelada ao argumento
convincente, ou seja, as maneiras alternativas de se demonstrar. Com isso, podemos observar
uma ampliacdo da ideia de demonstracao, pois, ao dizer que no seu desenvolvimento o que é
feito apenas se aproxima da definicdo e que a sua aceitacdo depende de matematicos
qualificados, a ideia de neutralidade e pureza da demonstracdo se mostra abalada, e torna o
conhecimento matematico algo social e com interferéncias humanas.

No que se refere as pesquisas que analisam a demonstracdo nos livros
didaticos, podemos citar as de Carlovich (2005), Rama (2005) e Martins (2012).

Carlovich (2005) discute em sua pesquisa 0 ensino de geometria dedutiva nos
livros didaticos dos 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental. Para isso, seleciona os livros
didaticos mais utilizados em escolas publicas do estado de S&o Paulo, em dois periodos: no
inicio de 1990 e 2000. Buscou identificar como as cole¢fes abordam a geometria dedutiva e

quais as diferencas nesses dois periodos.
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Carlovich (2005) percebe nas colec¢des de 1990 uma tendéncia para o ensino de
geometria nesta época: a inten¢do de romper com a apresentagdo no estilo euclidiano, que fora
usado em tempos anteriores, e uma énfase menos formal, voltada para aplicagdes praticas.
Nas colecdes de 2000, percebeu uma mudanca, pois, além de exercicios de aplicacdo, sdo
solicitadas validacGes empiricas e dedutivas. Assim, Carlovich (2005) observa um equilibrio
entre estes dois tipos de validacdo, o que para ela se constitui em um risco a geometria
dedutiva. Além disso, vale ressaltar que a autora observa a predominancia da demonstracao
somente na Ultima série do 4° ciclo, atual 9° ano. Nas demais séries, as verificacfes empiricas
se fazem mais presentes.

Rama (2005) analisou trés colecdes de livros didaticos e um dos seus objetivos
foi verificar como os autores de tais livros abordaram os ndmeros inteiros, destacando, dentre
outros aspectos, as estratégias para a demonstracdo referente ao assunto. Em seu trabalho, o
autor diz que a demonstracdo pode ser apresentada na matematica escolar de diferentes
maneiras, sendo que o “julgamento sobre a validagdo do resultado obtido, em fun¢do da forma
escolhida, ndo pode desconsiderar a maturidade do publico que se espera convencer”
(RAMA, 2005, p. 98). Na perspectiva de Rama (2005), as provas apresentadas na Educacao
Bésica ndo carecem do rigor formal que caracteriza a matematica académica, podendo esse
rigor ser compensado com a utilizacdo de argumentos adequados sobre casos particulares, de
desenhos, da observacédo de regularidades, dentre outros, recorrendo quando necessario a mais
de uma dessas estratégias.

Martins (2012) desenvolveu um estudo no qual buscava compreender a
abordagem da prova e da demonstracdo de conteldos geométricos presentes em livros
didaticos do 6° ao 9° ano. Martins (2012) também observa que ndo ha um consenso entre 0s
pesquisadores da educagdo matematica sobre o significado com que usam os termos “prova”,
“demonstracdo” e “argumenta¢do”. Nao hd também um consenso sobre de que maneira este
tema deve ser desenvolvido nas aulas de matematica. A pesquisadora é da opinido de que a
simples apresentacdo de demonstragdes nos livros didaticos, sem que se levem os estudantes a
pensarem sobre o processo de desenvolvimento de uma demonstracdo, provavelmente nédo
tera muito sucesso. Ela sugere que, desde o ensino fundamental, os estudantes comecem a se
familiarizar com diferentes tipos de validacdo, para que no Ensino Medio atinjam
competéncias que os permitam desenvolver uma demonstragéo.

Martins (2012) observa que, em geral, os autores de livros didaticos mesclam
validagbes empiricas e dedutivas para validar teoremas e propriedades: alguns introduzem

conteudos com atividades de natureza exploratério-investigativa; outros apresentam
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demonstracOes formais e outros desenvolvem experiéncias para depois concluirem com uma
demonstracdo formal. A autora emite sua opinido quanto ao tipo de demonstracfes que
encontrou, destacando que algumas propriedades poderiam ser demonstradas com mais rigor
matematico, mas assume que esse rigor poderia ser visto pelos estudantes apenas como
complicagéo.

Nossa pesquisa se insere na tematica das demonstragfes, assumindo-as como
formas simbdlicas em que procuramos observar o que caracteriza e quais fungdes cumprem as
demonstracdes escolares em livros didaticos dos diferentes niveis do ensino de matematica.
Dessa forma, é importante, em um primeiro momento, conhecermos pesquisas sobre o tema, a
fim de compreendermos as diferentes ideias e abordagens quanto a esse assunto.

Na revisdo da bibliografia realizada, procuramos compreender como ¢é
discutida e vista a demonstracdo por diferentes pesquisadores. Vimos pesquisas em que se
discutem a demonstracdo quanto aos aspectos do ensino e aprendizagem, a formacdo de
professores e a presenga da demonstracdo nos livros didaticos. Além disso, apresentamos
autores que discutem a demonstracdo no ambito da matematica académica.

As pesquisas mostraram diferentes compreensdes de demonstracdo: formal,
ndo formal, explicativa, como forma de convencimento, com figuras, dentre outros.
Acreditamos que essas compreensdes estdo sendo levantadas pelos autores de livros didaticos
que consideraremos em nossa pesquisa, sendo que procuraremos identifica-las no momento
de nossa anélise.

Foi observado ainda que, entre as pesquisas apresentadas, poucas reconhecem
ou explicitam as especificidades da matematica escolar e académica. Apesar disso, ha
tentativas de apresentar alternativas quanto a demonstracdo na matematica escolar. Dentre
elas podemos citar a minimizacdo do rigor das demonstracdes, o ensino gradativo da
demonstracdo, considerando outras formas de validacdo e a ideia de demonstracdo como um
processo que requer intuicdo, provas, argumentacoes e justificagdes. Entretanto, vemos que as
alternativas ou as diferentes formas de validacdo, empiricas e dedutivas, tém como referéncia
frequente a demonstracdo nos moldes da légica e possui uma intencionalidade, isto €, um
objetivo, que é contribuir para uma posterior compreensao, por parte dos estudantes, do que é
a demonstracao formal.

Acreditamos que propor diferentes formas de lidar com as demonstragdes na
matematica escolar pode contribuir para desestabilizar e desnaturalizar as formas reinantes de
raciocinio presente nesta matematica. Entretanto, apesar de indicar diferentes formas de

proceder para se validar afirmativas matematicas, os autores acabam mantendo estavel, intacta
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e sem questionamento a ideia de demonstracdo formal, que é a forma de validacdo da
matematica académica. Assim, mesmo falando em diferentes formas de validacdo, vemos que
permanece uma referéncia de demonstracéo e privilegia-se um modo de pensar que € rigoroso
e l6gico-dedutivo.

Além disso, ao apresentarmos a multiplicidade de olhares acerca da questdo de
demonstragdes na matematica escolar e académica, pudemos perceber como seus significados
se modificam de acordo com o contexto de uso. Inclusive, os livros didaticos representam um
dentre os contextos possiveis e foram eleitos por nds para identificarmos como se
caracterizam as demonstracdes escolares nos diferentes niveis.

Ao percorrer as diferentes ideias sobre as demonstracGes, passamos a
vislumbrar outras formas de encarar esse procedimento na matematica escolar, ou seja, a
entender melhor sobre as diferentes alternativas para o trabalho com demonstracdes, o que
contribui para ampliarmos o significado das demonstracdes nas aulas de matematica da escola
e também os seus significados no ambito da Educacdo Matematica. E nesse sentido podemos
levantar o seguinte questionamento: Destas definicdes e entendimentos sobre as
demonstracgdes, quais estdo presentes nos livros didaticos? Como elas vém sendo abordadas
nos livros didaticos dos diferentes niveis do ensino de matematica?

E importante ressaltar que, ao buscarmos a caracterizagio das demonstracdes
escolares nos livros didaticos, nos distanciaremos em alguns aspectos das pesquisas
apresentadas, pois ndo objetivamos procurar nos livros por uma ideia de demonstracédo, que é
a mais tradicional e que se autodenominam demonstracdo, ou seja, nao direcionaremos 0
nosso olhar somente na procura de demonstragdes da matematica académica na matematica
escolar, mas partiremos de uma perspectiva ampla considerando diferentes formas de
validacdo, com niveis de formalidade e rigor variaveis, como formas de se demonstrar na
matematica escolar. Nesse contexto, buscaremos observar por meio da caracterizacdo das
demonstragdes escolares o seu papel simbdlico.

Pretendemos ainda discutir as especificidades da demonstracdo no ambito da
matematica académica e escolar, e a partir dessa explanagdo nos posicionar e nos fundamentar

quanto a forma que estamos encarando as demonstra¢des em nossa pesquisa.
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CAPITULO 1

CAMINHOS METODOLOGICOS DA INVESTIGACAO

A presente pesquisa possui natureza qualitativa. A pesquisa qualitativa
preocupa-se com a compreensdo ou interpretacdo de fendmeno social (SANTOS FILHOS,
2007). Assim, nesta modalidade, o termo pesquisa passa a ser entendido como uma trajetéria
em torno do que se deseja compreender, “ndo se preocupando Unica e/ou aprioristicamente
com principios, leis e generalizacdes, mas voltando o olhar a qualidade, aos elementos que
sejam significativos para o observador-investigador” (GARNICA, 1995, p. 103). Nesse
sentido, se exclui a neutralidade do pesquisador, uma vez que sera ele quem atribuira
significados, selecionara e interagira com o que quer conhecer.

Os caminhos metodolégicos desta investigagdo tiveram inspiracdo® na
Hermenéutica de Profundidade (HP), que é um referencial metodoldgico desenvolvido por
John B. Thompson, no livro “Ideologia e cultura moderna: Teoria social critica na era dos
meios de comunicag¢do de massa” (1999), para a interpretacdo das formas simbolicas. Nesta
obra, mais especificamente no capitulo VI, o autor apresenta um método de analise de formas
simbdlicas inseridas em discursos dos meios de comunicacdo de massas. Apesar de ndo
estarmos lidando com meios de comunicacéo de massas, consideramos que alguns aspectos da
metodologia da HP, como a possibilidade de relacionar elementos internos da forma simbdlica
com seu contexto de producdo e recepcdo, sdo apropriados ao nosso objetivo com este

trabalho e nos permite elaborar uma compreenséo plausivel acerca das demonstracdes.

1.1. O referencial metodoldgico da Hermenéutica de Profundidade: inspiracdo para
0s caminhos da pesquisa

A HP ¢ “um referencial metodoldgico geral para andlise de fendmenos
culturais, isto é, para a andlise das formas simbodlicas em contextos estruturados”
(THOMPSON, 1999, p. 33).

Assumimos neste trabalho as demonstracées como formas simbdlicas, que sdo

entendidas como qualquer tipo de construgdo significativa, como, por exemplo, textos e

20 A HP compreende diversas fases que requer profundidade. Adotar a HP exige, portanto, um aprofundamento
tedrico do contexto socio-histdrico das formas simbdlicas que dificilmente seria comportada num curto espago
de dois anos de mestrado. Por esse motivo, considerando a potencialidade da metodologia da HP e da
consciéncia da profundidade exigida por ela, optamos em nos inspirar na HP ndo a executando, portanto, em
todas as suas etapas.
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imagens que possuam diferencas dos objetos naturais, pois se caracterizam pela intengdo de
quem os emite (THOMPSON, 1999). Elas fazem parte de contextos sdcio-historicos, dentro
dos quais e por meio dos quais elas sdo mobilizadas.

O referencial metodoldgico, HP, articula diferentes fases e praticas que séo
convenientes as pesquisas em Educagdo Matematica, pois contribuem para que a analise dos
livros didaticos va além da mera descrigdo, nos fazendo olhar para sua estrutura interna e para
0 contexto de producdo e transmissdo da forma simbolica, que no caso da presente pesquisa €
a demonstracao.

A HP inicia-se com a hermenéutica do cotidiano?, “isto é, de como as formas
simbdlicas sdo interpretadas e compreendidas no cotidiano, pelo senso comum” (CARDOSO,
2009) e prossegue em trés fases: a analise socio-histérica, a analise formal ou discursiva e a
interpretacdo e re-interpretacdo. Para Thompson (1999), estas fases ndo devem ser vistas de
forma linear e independente umas das outras e podem ser adaptadas pelo pesquisador de
acordo com seu objeto de andlise. Assim, elas devem ser compreendidas nos caminhos da
investigacao.

A primeira fase da HP é a analise sdcio-historica. Esta etapa possui como
objetivo “reconstruir as condi¢des sociais e historicas de produgdo circulagdo e recepcao das
formas simbolicas” (THOMPSON, 1999, p. 366), sendo importante porque as formas
simbdlicas ndo aparecem no vazio, elas sdo produzidas, transmitidas e recebidas em contextos
socio-histdricos especificos. Segundo Garnica e Oliveira (2008), reconstruir € construir
novamente, mas pode-se reconstruir de outro modo, com uma nova criacdo. Por esse motivo,
0 momento da analise sécio-histérica pode compreender diversas (re)construcdes e ter, entre
estas, diferengas e semelhancas (ANDRADE, 2012).

A maneira como abordar essa etapa varia de um estudo para outro, mas
Thompson (1999) apresenta alguns tipos de condicdes que podem ser relevantes, sendo eles:
situacOes espago-temporais; campos de interacéo; instituicdes sociais; estrutura social e meios
técnicos de transmissdo. Ao realizar a andlise socio-historica, acabamos por esbarrar e abordar
estes diferentes tipos de condigdes; no entanto, dentre esses tipos, focaremos principalmente
nos meios técnicos de transmissdo, pois com esta pesquisa buscamos em um primeiro
momento compreender 0 que caracteriza as demonstragdes escolares nos livros didaticos, ou

seja, almejamos compreender as demonstracfes em um material especifico, os livros

2! Na presente pesquisa esta etapa nao fora realizada.
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didaticos. Assumiremos, portanto, os livros didaticos, os PCN e os guias do PNLD como
meios técnicos de transmissao.

As formas simbolicas sdo produzidas e transmitidas, o que supde um meio de
transmissao. “Os meios técnicos conferem as formas simbolicas determinadas caracteristicas,
certo grau de fixidez, certo grau de reprodutibilidade, e certa possibilidade de participagdo
para os sujeitos que empregam o meio” (THOMPSON, 1999, p. 368). Os meios técnicos
também estdo inseridos em contextos sécio-historicos. Segundo Thompson (1999), estes
meios “supdem certas habilidades, regras e recursos para codificar e decodificar mensagens”.
Além disso, sdo muitas vezes desenvolvidos dentro de uma instituicdo que pode regular,
produzir e fazer circular as formas simbolicas. Por esse motivo, Thompson (1999) considera
importante a analise socio-histérica dos meios técnicos de construcdo de mensagens e de
transmissao.

Os livros didaticos, os PCN e os guias do PNLD sdo documentos em que séo
refletidas, com maior ou menor fidelidade, ideias educacionais de seu tempo e que podem ter
sido influenciadas por reformas e ideias educacionais passadas.

Um exemplo dessa afirmacdo pode ser vista nos critérios de avaliacdo das
obras para o ensino médio inscritas no edital do PNLD de 2012. Alguns dos critérios
eliminatorios comuns sdo: “(1) respeito a legislacdo, as diretrizes e as normas oficiais
relativas ao ensino médio; (2) observancia de principios éticos necessarios a construcdo da
cidadania e ao convivio social Republicano (...)” (BRASIL, 2012, p. 19).

Por recomendacédo do edital do PNLD do ano de 2012, o livro didatico deve
estar de acordo com as Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional - LDB (Lei 9394/96),
Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e diversas outras leis, resolucdes e
estatutos oficiais?®. Além disso, o edital d4 destaque as perspectivas educacionais que estao
em evidéncia desde a publicacdo dos PCN/99, como por exemplo, a construcdo da cidadania.

No que se refere as orientacGes quanto a disciplina matematica, vemos reflexos
de diversas ideias educacionais que foram colocadas em pauta em reformas anteriores e que
serdo abordadas posteriormente, como, por exemplo, a matematica ser associada as aplicacdes

praticas e a especulagdo, “voltada para problemas gerados no proprio edificio da Matematica

22 (1) Constituicdo da Republica Federativa do Brasil; (2) Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional, com
as respectivas alteracBes introduzidas pelas Leis n® 10.639/2003, n° 11.274/2006, n° 11.525/2007 e n°
11.645/2008; (3) Estatuto da Crianca e do Adolescente; (4) Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio; (5) Resolugdes e Pareceres do Conselho Nacional de Educacdo, em especial, o Parecer CEB n°15, de
04/07/2000, o Parecer CNE/CP n° 003, de 10/03/2004 e a Resolugdo CNE/CP n° 01 de 17/06/2004.
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e que, em muitos casos, revelaram-se fonte de surpreendentes aplicagdes” (BRASIL, 2012, p.
32).

Assim, podemos dizer que mudancas no ensino de matematica ocorridas no
passado influenciaram as novas orientacdes curriculares e metodoldgicas e devem ser
abordadas nos livros didaticos. Além disso, acreditamos que os autores de livros didaticos
fazem uso da demonstragdo em sua obra considerando ndo somente suas concepgdes de
educacdo, mas discussbes educacionais e orientaces curriculares que foram elaboradas
dentro de um contexto sdcio-historico. Por esse motivo € importante, por meio de recortes
singulares, compreender algumas reformas educacionais que influenciaram na constituicdo da
matematica que temos hoje; mais especificamente olharemos para o ensino de geometria e a
forma como a demonstracdo passa a ser orientada e modificada dentro dessas reformas. Mais
que isso, olharemos também para o que simboliza as demonstracfes nesses diferentes
momentos. Dessa forma, acreditamos que compreender as mudangas ocorridas pode
contribuir para entendermos o sentido das demonstracdes nos livros didaticos atuais, ou seja,
pode contribuir para compreender o contexto social, politico e educacional que influenciou a
forma de mobilizacdo da demonstracdo nos livros didaticos. Optamos, portanto, por
desenvolver a primeira etapa da HP realizando uma analise socio-histérica contextualizando
as demonstracdes nos livros didaticos.

Segundo Andrade (2012), reconstruir as condi¢fes socio-histdricas - em nosso
caso, das demonstracdes - exige do pesquisador um envolvimento com as tramas da historia e
suas cercanias. Por esse motivo, nessa etapa traremos inicialmente consideracGes quanto a
demonstracdo formal, destacando elementos da ldgica aristotélica, para posteriormente
elaborarmos uma caracterizacdo do método axiomatico dedutivo a partir da obra Os
Elementos e de textos de pesquisadores do tema. Esse movimento se faz necessario pelo tipo
de demonstracdes presente nessa obra ser uma referéncia forte de demonstracdo, além da
grande influéncia que ela exerceu no desenvolvimento da matemética e no ensino da
disciplina.

Apbs apresentarmos alguns aspectos histéricos das demonstracdes,
direcionaremos nosso olhar para o ensino de matematica, buscando, por meio de algumas
reformas educacionais ocorridas, a partir da decada de 20, olhar como a demonstracdo passa a
ser discutida e permanece no ensino de matematica. Esse recorte se justifica por ser a partir
dessa década que algumas reformas educacionais trouxeram mudancas significativas ao
ensino de matematica e a producdo de livros didaticos. Para desenvolver a etapa de anélise

histérica, desenvolvemos uma pesquisa bibliografica, utilizando estudos realizados por
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pesquisadores como Miorim (1995, 1998), Valente (2004, 2005, 2008, 2011), Carvalho et al.
(2000), dentre outros.

Ainda nessa etapa, traremos uma discussdo sobre as especificidades da
matematica escolar e académica no que se refere a demonstracdo, tendo como referéncia
Moreira (2004) e Chevallard (1991), em que procuraremos apresentar uma perspectiva de
ampliacdo na forma de conceber as demonstragdes na matemaética escolar. Por fim,
diferentemente do que fizemos num primeiro momento do texto, olhamos para as
demonstracdes externamente a matematica por meio da sociologia da ciéncia, procurando
elaborar uma compreensdo sobre o seu valor simbdlico.

Dessa forma, a proposta de Thompson (1999) ser& considerada nos aspectos
pertinentes a presente pesquisa, e assim iremos aprofundar alguns aspectos da demonstracéo,
contextualizando-as nos livros didaticos, observando, por exemplo, as modificacGes
estruturais, metodolégicas e simbolicas das demonstracbes em diferentes momentos da
educacéo.

A segunda etapa da HP € a andlise formal ou discursiva. Segundo Thompson
(1999), realizar essa anélise € estudar as formas simbdlicas como constru¢ées complexas que
apresentam uma estrutura articulada. E uma fase importante, pois a caracteristica estrutural da

forma simbdlica diz alguma coisa, significa algo, diz sobre algo:

Formas simbdlicas sdo os produtos de a¢des situadas que estdo baseadas em regras,
recursos, etc., disponiveis ao produtor; mas elas sdo também algo mais, pois elas sdo
construcdes simbdlicas complexas, através das quais algo é expresso ou dito.
Formas simbolicas sdo produtos contextualizados e algo mais, pois elas sdo produtos
que, em virtude de suas caracteristicas estruturais, tém capacidade, e tém por
objetivo, dizer alguma coisa sobre algo (THOMPSON, 1999, p. 369).

Por esse motivo, € necessario um tipo de analise que se interesse pela
organizacdo interna das formas simbolicas. Nesse momento, passa-se a olhar para as suas
estruturas, observando como elas funcionam e como se relacionam os elementos que a
compde. Thompson (1999) alerta que esta fase ndo deve ser feita em separado das condicGes
socio-historicas.

No caso da presente pesquisa, procuramos nos livros didaticos o entendimento
da questdo de pesquisa, ou seja, buscamos compreender 0 que caracteriza e quais funcoes
cumprem as demonstragdes escolares em livros didaticos, sua importancia e papel simbdlico.
Procuramos entender ainda como as demonstragdes sdo apresentadas no material, em que
conteidos da geometria aparecem, o nivel de escolaridade a que sdo destinadas, mencoes

sobre a demonstragdo nos manuais para o professor, as ilustragdes, as informagdes adicionais
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e curiosidades, ou seja, consideramos os aspectos que compdem os livros didaticos analisados
que nos auxiliariam na compreenséo da demonstragéo presente neles.

Para esta etapa da HP, é necessaria uma metodologia de analise dos dados que
nos possibilite ver estas estruturas. Assim como na analise socio-histdrica, existem muitas
maneiras de realizar esta etapa, que varia de acordo com o objeto e com as circunstancias da
investigacdo (THOMPSON, 1999).

Optamos em nos inspirar na andlise de conteddo, que € um procedimento
utilizado para se observar o que esta por tras de uma mensagem, que pode ser “verbal (oral ou
escrita), gestual, silenciosa, figurativa, documental ou diretamente provocada” (FRANCO,
2008, p. 19). Quanto a isso, sdo necessarios esclarecimentos, pois, em um primeiro momento,
ao caracterizar brevemente a analise de conteudo, temos a ideia da busca por uma esséncia, de
um significado Unico por tras da mensagem emitida pelos livros didaticos. Entretanto, nossa
andlise ultrapassa essa ideia, em que realizaremos interpretaces, que podem ser multiplas,
quanto a forma simbdlica e buscaremos olhar para o que simboliza as demonstracGes
escolares nos livros didaticos. Desta forma, a analise de conteudo se constituird como uma
metodologia de pesquisa utilizada para interpretar o conteido de textos e documentos. Ela se
organiza em trés polos: (1) a pré-analise; (2) a exploracdo do material e (3) no tratamento dos
resultados, a inferéncia e a interpretagdo (BARDIN, 1977, p. 95).

Segundo Bardin (1977, p. 95), a pré-analise € 0 momento de organizagao dos
documentos, em que se possuem trés missGes que ndo se sucedem necessariamente, mas estdo
interligadas: “a escolha dos documentos a serem submetidos a analise, a formulagdo das
hip6teses e dos objetivos e a elaboracdo de indicadores que fundamentam a interpretacdo
final”. Esta primeira etapa inicia-se com a leitura flutuante, por meio da qual o pesquisador,
em diversas leituras, estabelece idas e vindas ao documento selecionado e as suas proprias
anotacOes, se deixando impregnar pelos dados, sem se preocupar em produzir analise e
inferéncias sobre eles. Aos poucos as leituras se tornam mais precisas.

Demarcado 0 “universo” de documentos, precisamos constituir 0 “corpus”, que
é definido da seguinte forma por Bardin (1977, p. 96): “¢ o conjunto de documentos tidos em
conta para serem submetidos aos procedimentos analiticos”. Na pesquisa, primeiramente
selecionamos todos os capitulos de tematicas envolvendo a geometria plana e espacial dos
livros didaticos que seriam analisados e que foram devidamente selecionados. Nestes
capitulos selecionados, destacamos todos os procedimentos de validacdo — que séo diferentes
formas de se estabelecer a veracidade de uma afirmativa e de convencer a outrem - podendo

ser baseados na experiéncia - conhecimentos adquiridos por pratica, observacgéo e tentativas -
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ou na deducgdo, encontrados em tarefas, exercicios resolvidos, desafios e teoria. Estes
constituiram o “corpus” desta pesquisa.

Buscamos, apos a delimitagdo do “corpus”, identificar nos livros didaticos 0S
modos como 0s autores sugerem gue uma argumentacao ou validacdo seja conduzida, como
eles as mobiliza e as utiliza. Para isso, utilizamos um roteiro de andlise, que sera apresentado
no topico seguinte, para a exploragdo do material (FRANCO, 2008). Este é 0 momento para
desmembrarmos o texto em temas®, no caso desta pesquisa, e reorganiza-las em categorias
para uma posterior analise. O tema ¢ “uma afirmagdo acerca de um assunto. Quer dizer, uma
frase, ou uma frase composta, habitualmente um resumo ou uma frase condensada, por
influéncia da qual pode ser afectado um vasto conjunto de formulagdes singulares”
(BARDIN, 1977, p. 105).

Ao apresentar as andalises dos livros didaticos, teceremos com maiores detalhes
consideragdes quanto a analise de contelido e & forma como ela foi utilizada na etapa de
andlise formal.

Como terceira etapa da HP, tem-se a fase de interpretacdo/reinterpretacao.
Segundo Garnica e Oliveira (2008), este € 0 momento da reflex@o sobre os dados construidos,
relacionando contextos e elementos das outras fases de maneira a construir significado a
forma simbdlica.

O processo de interpretacdo, segundo Thompson (1999), é facilitado pelos
métodos de analise formal, mas se diferencia dela. Enquanto a analise formal procura quebrar,
desconstruir, dividir, desvelar os padrGes que constituem e agem dentro de uma forma
simbdlica, a interpretacdo constréi sobre esta analise e sobre os resultados da analise sécio-
historica. Essa criacdo, segundo o autor, é uma ‘“constru¢do criativa de significados”
(THOMPSON, 1999, p. 375), ou seja, uma explicacdo interpretativa do que € visto ou dito na
forma simbdlica. O processo de interpretacdo €, para Thompson (1999), também um processo
de reinterpretagdo: “as formas simbolicas que sdo o objeto de interpretacdo sdo parte de um
campo pré-interpretado, elas ja sdo interpretadas pelos sujeitos que constituem o mundo
socio-historico” (THOMPSON, 1999, p. 376).

O que Thompson (1999) sugere como reinterpretagdo sera feito no decorrer da
pesquisa, permeando todo o texto. Neste momento buscaremos interpretar resultados obtidos
com as fases de analise sOcio-historica e formal, pois, “o texto da

interpretacdo/reinterpretagdo nada € sem os textos das analises “anteriores”, e as analises

2 Em nosso caso, 0s temas serdo constituidos por recortes de frases dos livros didaticos que fazem parte da
demonstrag&o.
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“anteriores” se complementam, se entrelacam, sdo sintetizadas, ganham for¢a e coesdo no

texto da interpretacdo/reinterpretacao” (ANDRADE, 2012, p. 266).

1.2. A pesquisa documental e a constitui¢do dos documentos para anélise

A forma de constituicdo dos dados, segundo Fiorentini e Lorenzato (2006, p.
98), “deve estar de acordo com a natureza do problema ou questdo de investigacdo e dos
objetivos de pesquisa”. Desta forma, optamos pela pesquisa documental.

A pesquisa documental no ambito da educacéo, segundo Silva et al (2009), é
“uma “visita” que o pesquisador faz a documentos que tenham significado para a organizagao
da educacdo ou do ensino, com o objetivo de empreender uma andlise, em geral critica, das
propostas em questdo” (SILVA ET AL, 2009, p. 32). O documento se constitui em uma fonte
importante para todo pesquisador em ciéncias sociais e humanas. A grande variedade de
informacdes que podemos extrair de documentos justifica seu uso em pesquisas nas ciéncias
humanas, uma vez que “possibilita ampliar 0 entendimento de objetos cuja compreensdo
necessita de contextualizagdo historica e sociocultural” (SILVA ET AL, 2009, p. 2).

Estabelecemos critérios para a selecdo dos livros didaticos de matematica e
documentos que seriam considerados na pesquisa. Estes critérios foram estabelecidos visando
atender nossa questdo de pesquisa, ou seja, abranger diferentes niveis do ensino de
matematica.

Uma primeira escolha se deu quanto aos niveis a serem considerados: anos
finais do ensino fundamental e médio, por nesses niveis estar presente o procedimento da
demonstracdo. Uma segunda escolha foi quanto as cole¢des de livros didaticos. Optamos
pelos livros didaticos que foram avaliados e aprovados pelo PNLD e que foram distribuidos
nas escolas publicas. A selegdo dos guias do PNLD e das orientacGes curriculares que fariam
parte da analise estaria condicionada as colec6es que fossem obtidas.

Foi selecionado um total de 6 colecbes de livros didaticos sendo, 3 destinadas
aos anos finais do ensino fundamental em que cada uma delas contém 4 volumes e 3 ao
ensino médio, com 3 volumes cada uma. Analisamos, portanto, um total de 21 livros

didaticos, listados a seguir:



51

Tabela 1- Livros didaticos selecionados para a pesquisa

Ano de aprovacao

no PNLD Referéncias bibliograficas das cole¢6es Nivel escolar
2008 PROJETO ARARIBA. Matematica.1.ed. S&o Paulo: 5% a 82 série do Ensino
Moderna, 2006. Fundamental
GIOVANNI JUNIOR, J. R; CASTRUCCI, B. A conquista da
Matematica. 1. ed. S&o Paulo: FTD, 2009. 6° a0 9° Ano do Ensino
2011 IEZZI, G.; DOLCE, O.; MACHADO, A. Matemética e Fundamental

realidade. 6. ed. Sao Paulo: Atual, 2009.

DANTE, L. R. Matematica: contexto e aplicacdes. 1. ed.
S30 Paulo: Atica, 2011.
1° a0 3° ano do Ensino

2012 SOUZA, J. Novo olhar matematica. 1° ao 3° ano do Ensino Meédio
Médio. 1. ed. Sao Paulo: FTD, 2010

PAIVA, M. Matematica. 1. ed. Sdo Paulo: Moderna, 2009.

A partir das colegdes coletadas, selecionamos e organizamos 0s documentos
oficiais que fariam parte da anélise na pesquisa, sendo estes: 0s PCN de matematica para o
Ensino Fundamental (PCN/1998); os PCN do Ensino Médio (PCNEM/99) para a matematica
e as publicacdes posteriores PCNEM+/02 e Orientagdes Curriculares/06 para matematica e 0s
guias do PNLD (2008, 2011, 2012) referentes a avaliacdo e a aprovacdo das colecGes
consideradas na pesquisa.

Olharemos para o movimento da demonstracdo nos livros didaticos, ou seja,
para a sua utilizacdo, estrutura e mobilizacdo pelos autores. O foco da pesquisa € a
demonstracdo nos diferentes niveis e ndo na obra didatica em si. Dessa forma, ndo é objetivo
nosso, apesar de considerarmos importante, contextualizar os autores dos livros didaticos
utilizados.

Para a constituicdo dos documentos e para guiar nosso olhar para os livros
didaticos selecionados, formulamos um roteiro de analise composto por questdes que nos
permitiram observar a utilizacdo da demonstracdo nos livros didaticos. Este roteiro foi
formulado a partir da revisdo da bibliografia, dos estudos sobre o papel da demonstracdo no
conhecimento matematico formal e com base na ficha de avaliacdo presente nos guias do
PNLD. O foco central da analise sdo as demonstracGes presentes na secdo de geometria.
Desta forma, o roteiro nos permitiu observar além de como sé&o utilizadas as demonstragdes,
as razOes para seu emprego, as etapas e os procedimentos logicos envolvidos. Seguem as
questbes que compuseram o roteiro, acompanhadas pelas devidas justificativas de seu uso:

e Que termos séo utilizados pelos autores dos livros didaticos para se referir

a demonstracéo escolar?
Com a questdo buscamos identificar, por meio de enunciados de tarefas a

serem feitas pelos estudantes e pela exposicdo do contetdo presentes nos livros didaticos,
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quais termos sdo utilizados para se referir & demonstragdo escolar. Assim, acreditamos ser
possivel vislumbrar a qual tipo de procedimento se refere cada termo, ou seja, se, por
exemplo, se fala em demonstracdo ou em constatar empiricamente, qual é e como € o
procedimento utilizado.

e Ha a utilizacdo de diferentes formas de demonstrar, ou seja, qual o
procedimento utilizado? E légico-dedutivo, inducdo, desenhos, dobraduras, argumentos
simbdélicos ou linguagem corrente? Utiliza-se axiomas?

Esta questéo, de certa forma, vem complementar a anterior. Procuramos, a cada
demonstracgdo escolar no decorrer da teoria e dos exercicios propostos, identificar e analisar 0s
diferentes procedimentos utilizados pelos autores, para que possamos entender quando este
procedimento é a demonstracdo formal ou um experimento, bem como outros, como esta
sendo feito, qual a importancia dada a ela, qual seu papel, e assim compreender como as
demonstracgdes escolares estdo sendo utilizados pelos autores do livro didatico.

¢ A demonstracao esta vinculada a alguma metodologia de ensino, tal como
investigacdo matematica, resolucdo de problemas, dentre outras?

Com esta questdo, buscamos identificar como e se o0 autor busca vincular a
demonstragéo aos processos de ensino-aprendizagem.

e A mencdo de demonstrar indica que tipo de valores?

A ideia com este questionamento € identificar valores associados ao
procedimento da demonstracdo nos livros didaticos. Por exemplo, temos muitas vezes
associados a demonstracdo valores de precisdo, verdade, progresso, irrefutabilidade, dentre
outros. Desta forma, buscaremos ver se as demonstracBes presentes nos livros didaticos
reproduzem estes ou outros valores.

e Em qgue momentos do material e como é aberto espaco para que 0S
estudantes demonstrem? (Exercicios, exposicao da teoria, material complementar, etc.).

Buscamos identificar quais os objetivos que sdo almejados com a tarefa.

¢ Qual o papel da demonstracdo na secao de geometria? A demonstragdo €
isolada ou vinculada? Com que frequéncia a demonstracéo aparece na secdo de geometria
dos livros didéaticos?

Por fim, buscamos compreender qual a expectativa quanto a aprendizagem da
demonstragdo. Além disso, visamos conhecer a finalidade e a importancia dada a este

procedimento, ou seja, qual a sua valorizagéo.
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Conforme explicitamos no topico anterior, as formas simbolicas séo
construgcdes complexas que possuem uma estrutura, que pode nos falar sobre algo.
Acreditamos que este conjunto de questbes possibilita olharmos para as demonstracdes nos
livros didaticos, procurando entender este procedimento para além do que esta exposto, ou
seja, para além do que podemos ver, do que esta explicito.

Entretanto, anteriormente a analise interna da forma simbdlica, iremos no
capitulo 2, discorrer sobre ela a partir da primeira etapa da HP, isto €, da analise sécio-

historica.



54

CAPITULO 2

UMA ABORDAGEM SOCIO-HISTORICA DAS DEMONSTRACOES

Nesta pesquisa, assumimos as demonstraces como formas simbolicas, que
seriam criagdes humanas intencionais. Para a andlise da forma simbolica nos inspiramos na
HP, que pressupde trés etapas, j& mencionadas. Neste capitulo trataremos da primeira etapa
que consiste da anélise sécio-historica:

A analise sécio-historica (...) decorre dessa necessidade de perceber, em contextos
sociais, culturais e historicos situados, em “lugares” ¢ “tempos” especificos,
elementos a partir dos quais se criam tanto o conjunto de simbolos quanto as
intencBes presentes na producdo e na apropriacdo de formas simbolicas. Busca-se
produzir interpretacBes situadas soOcio-historicamente que, longe de serem
totalizantes, sejam suficientemente plausiveis (ANDRADE, OLIVEIRA, 2014, p.
24).

Thompson (1999) elenca cinco elementos que devem ser considerados na
analise socio-historica. Deve-se levar em conta o lugar e o tempo em que a forma simbolica
foi produzida e recebida. No caso da presente pesquisa, a forma simbdlica é a demonstracéo e
estamos considerando como um marco a obra Os Elementos de Euclides e a logica de
Aristételes. Ha de se considerar também o espaco de circulacdo da forma simbdlica, além das
influéncias advindas de diferentes segmentos sociais, sendo aqui consideradas as escolas, a
midia, dentre outros. Outro elemento citado € a estrutura social, implicando na identificacdo e
andlise das assimetrias e diferencas relacionadas as instituicfes sociais e campos de interacao
que produzem e mantém regras que “rege e disciplina o tecido social” (ANDRADE,
OLIVEIRA, 2014, p. 29), isto €, podemos considerar o caso de duas instituicdes sociais que
sd0 a matematica escolar e académica e olhar para a demonstracdo nesses contextos. E
importante levar em consideracdo ainda 0s meios técnicos de construcdo e transmissdo da
forma simbolica, como os livros didaticos e os documentos oficiais.

Inspirada na HP, esta pesquisa buscou abordar alguns desses aspectos,
contextualizando a demonstracdo nos livros didaticos, que foram eleitos como material
empirico deste estudo. Dessa forma abordamos aspectos histéricos da demonstracéo,
retomando as demonstragdes presentes na obra Os Elementos, que foi selecionada por ter sido,
e ainda ser, uma referéncia neste tema, tal como apontamos na revisao da bibliografia. E ainda
fez-se necessario compreender como esta obra incorporou a logica aristotélica e transpds para

a matematica a forma axiomatica dedutiva preconizada pelo filosofo Aristoteles.
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Ao tratarmos de aspectos historicos da demonstragdo, trouxemos uma discussao
sobre sua abordagem em reformas do ensino de matematica. Fizemos um recorte histérico a
partir da década de 20 e olhamos para as orientacGes curriculares para o ensino de
matematica. Reportamos-nos a diferentes periodos da histéria da educacdo matematica
marcados por reformas educacionais porque trouxeram mudangas significativas na forma de
se tratar as demonstracdes na matematica escola. E, nesse contexto, olhamos em particular
para a circulacdo de demonstrac6es em livros didaticos e orientagdes educacionais.

Nesta secdo apresentamos ainda, uma discussdo sobre as especificidades da
matematica escolar e académica no que se refere & demonstra¢do. Buscamos ainda olhar para
as demonstracbes externamente a matematica por meio de um referencial da sociologia da

ciéncia, para melhor compreenséo de seu valor simbolico.

2.1. As demonstragdes em “Os Elementos” de Euclides

A demonstracdo € um procedimento secularmente valorizado e associado a
geometria euclidiana. Euclides de Alexandria € um nome importante ao se tratar das
demonstracfes dedutivas na Grécia por, pelo menos, duas razGes: primeiro, Euclides, na obra
Os Elementos, reuniu e apresentou de modo sistematico uma parte importante do
conhecimento matematico desenvolvido por seus precursores e, segundo, a grandeza de seu
trabalho se expressa na ampla apropriacdo e influéncia no pensamento ocidental, sendo que
sua obra foi considerada por alguns como modelo do que o pensamento cientifico deveria ser
(BARKER, 1969).

Os Elementos de Euclides exerceram grande influéncia no desenvolvimento da
matematica, estabelecendo paradigma de raciocinio. Além disso, foi utilizado como livro-
texto moldando o ensino de matematica até o final do seculo XIX e inicio do século XX.
Ainda hoje podemos perceber que esta obra e as demonstracbes tém alguma presenca no
ensino de matematica, em pesquisas sobre o tema e € um modelo de forma de pensar que
merece atencdo. Assim, consideramos importante para a pesquisa conhecer as demonstragdes
presentes em Os Elementos de Euclides.

Buscaremos para isso, no seguinte topico compreender e caracterizar o método
axiomatico dedutivo a partir da obra de Euclides e de textos de pesquisadores do tema
(BARKER, 1969; VILELA, 1990; BOYER, 1999; MLODINOW, 2004; DOMINGUES,
2002; EVES, 2004; EUCLIDES, 2009).
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Euclides de Alexandria ndo fora autor do conteddo exposto em Os Elementos.
Mas é a ele atribuido o mérito da forma de organizacdo dos resultados matematicos
conhecidos na ocasido. A maneira de organizar os conteddos matematicos por meio do
método axiomatico dedutivo é de certa forma, uma “aplicacdo” da logica elaborada por
Aristételes.

Diante disso, consideramos que, para melhor compreender e caracterizar as
demonstragcdes em Os Elementos, faz-se necessario trazer algumas considerac6es a respeito da
I6gica aristotélica juntamente as exposicdes das caracteristicas da obra de Euclides. Para isso
consideraremos 0s seguintes autores: Vilela (1990), D’Ottaviano e Feitosa (2009), Machado e
Cunha (2008), Faria (1994), Liard (1968), Vilela e Dorta (2010), Reale (1992) e Wolff
(2004).

Aristoteles (384-322 a.C.) foi um filésofo grego que se dedicou a logica e a
outros conhecimentos tais como fisica, biologia, €tica, poética e metafisica. Muitos dos
conhecimentos organizados por Aristoteles cairam por terra a partir da idade moderna, no
entanto, categorizar, demonstrar e classificar permanecem como formas essenciais de
pensamento.

D’Ottaviano e Feitosa (2009) esclarecem que a maior parte da contribuigédo de
Aristoteles para a logica encontra-se na obra Organon. Dentro dessa obra ha as Categorias,
Sobre a Interpretacdo, os Analiticos primeiros e segundos e os Tépicos e Refutacbes
sofisticas.

Por volta de 300 a 400 anos a. C., a l6gica® teve origem como disciplina com
Aristételes, que caracterizou as formas de argumentacdo que seriam véalidas e ndo validas
(MACHADO; CUNHA, 2008). A logica seria o estudo das “regras do pensamento correto a
partir da andlise da linguagem” (FARIA, 1994, p. 33). Segundo Machado e Cunha (2008), o
ponto de partida de Aristételes foi a estrutura da lingua grega, em que se buscava evitar
ambiguidades e incertezas e fazer um uso adequado das palavras para se apresentar uma

argumentacao coerente:

(...) Aristoteles pretendeu excluir do terreno da ldgica sentencas que ndo fossem
proposicdes e proposicbes que ndo fossem categéricas”. Examinou com
percuciéncia, como se pusesse uma lupa nas formas de argumentacdo, oS
argumentos formados por duas proposi¢es admitidas inicialmente — as premissas - e
uma outra proposicéo, que delas deveria decorrer — a conclusdo. Partindo de tais
formas bésicas, examinou todas as maneiras possiveis de interconectar causas e
consequéncias” (MACHADO; CUNHA, 2008, p. 31).

0 termo “logica” esta sendo empregado aqui como légica formal, uma érea do conhecimento que trata dos
conceitos, dos juizos e dos raciocinios, que independem de seu contetdo, tal como desenvolvido por Aristoteles.
% As proposicdes categéricas sdo as incondicionais, ou seja, a afirmagdo ou negagdo expressa por elas ndo
dependem de condicdo alguma (LIARD, 1968, p. 31).


http://pt.wikipedia.org/wiki/384_a.C.
http://pt.wikipedia.org/wiki/322_a.C.
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Na l6gica de Aristdteles, assim como em toda ldgica que se seguiu, ndo se
consideram os conteudos das sentencas que compdem a argumentacdo, mas sim a forma de
conectar as sentencas que a constitui, ou seja, “o modo como umas sdo deduzidas das outras”
(MACHADO; CUNHA, 2008, p. 14). Por isso, ndo se diz que um argumento é verdadeiro ou
falso, o que cabe a proposicéo, e sim que o argumento é valido ou ndo valido. Neste sentido
pode-se dizer que a logica se caracteriza pela primazia da forma sob o conteudo.

A primeira sistematizacdo desta ldgica, chamada classica, assenta-se em trés
principios que regem as leis formais do pensamento l6gico:

e Principio da identidade (cada coisa é igual a si mesma; em simbolos: A=A);

e Principio da ndo contradicdo (algo ndo pode ser e ndo ser a0 mesmo tempo;
em simbolos: — (A A—A));

e Principio do terceiro excluido (uma proposicédo é verdadeira ou falsa, e ndo
existe terceira op¢do; em simbolos: A v—A).

Segundo Vilela e Dorta (2010), esses principios e a relacdo da logica com a
argumentacao permaneceram e tiveram poucas alteracbes até o final do século XIX, quando
Frege (1848 — 1925), ao elaborar os Fundamentos da Aritmética, utilizou simbolos, que sdo o
marco inicial da logica simbdlica ou matematica. Ainda segundo estas autoras, Bertrand
Russel (1872 — 1970) encontrou paradoxos nas formulacdes de Frege, comprometendo seu

projeto. Isto propiciou a formulagdo de outras logicas chamadas “logicas nio-classicas™?

que
alteram os principios consolidados nesse campo de conhecimento (VILELA; DORTA, 2010).

Por meio dos trés principios, Aristételes desenvolveu o silogismo, que € um
processo substancialmente dedutivo (REALE, 1992), como sendo a forma mais rigorosa e
eficaz de construir um argumento:

o silogismo implica o encadeamento de trés termos e trés proposi¢fes ou juizos. A
primeira chamada premissa é o principio no qual se funda o silogismo; é uma
proposicdo ja demonstrada, ou uma verdade evidente (...) A segunda, tem a mesma
caracteristica de evidéncia ou veracidade ja comprovada (...) Da comparagéo entre
o0s trés termos (...) e das duas premissas, retira-se a conclusdo “logica” que dela
deriva necessariamente” (FARIA, 1994, p. 38)

Um exemplo de estrutura (figura 4), em simbolos contemporaneos, do

silogismo seria:

% As légicas ndo classicas podem ser divididas basicamente em duas espécies: as complementares e as
heterodoxas. As complementares respeitam as regras e 0s principios da légica classica, apenas inserindo alguns
novos operadores, de maneira a completar sua linguagem. J& as heterodoxas questionam e negam a ldgica
cléssica, surgem com a intengdo de substitui-la (VILELA; DORTA, 2010). Ver D’Ottaviano e Feitosa (2009, p.
22).
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Figura 4 - Exemplo de estrutura de silogismo

1* premissa | A — B
=) B éotermomédio
2% premissa BE—-C

Conclusio: A-C

Vejamos também um exemplo de silogismo:

Se me garantem, por exemplo, que Todo homem é forte e que Darci € um homem,
logo, posso concluir que Darci é forte, e tal conclusdo depende apenas da forma da
argumentac&o. E como se me dissessem que Todo a é b e que x é a — disso podemos
concluir que x € b, independentemente do significado de a, b ¢ x” (MACHADO;
CUNHA, 2008, p. 14).

As proposicbes ou premissas se constituem em frases que podem ser
classificadas como verdadeiras ou falsas, nunca podendo ser ambas ao mesmo tempo, ou seja,
devem satisfazer o principio do terceiro excluido. A primeira proposi¢cdo é chamada premissa
maior (contém o termo médio e o grande), a segunda, premissa menor (contém o termo
pequeno e medio). A conclusédo é formada por dois termos, 0s quais sdo chamados de extremo
menor (no exemplo, termo A) e extremo maior (termo C). O termo B, no exemplo, seria 0
termo médio, que liga as duas premissas.

Aristoteles classifica os modos de conhecer em conhecimento intuitivo,
indutivo e dedutivo (VILELA; DORTA, 2010). A intuicdo seria a apreensao imediata e gera as
nogdes comuns, axiomas ou principios (termos). E o procedimento que extrai o universal do
particular, é a captacdo pura dos primeiros principios (REALE, 1992). A inducdo comporta
certo grau de probabilidade, em que a partir do particular se demonstra o geral, ou seja, por
meio da verificacdo de casos particulares em que certas caracteristicas sempre surgem, leva-se
a afirmar uma regra geral que supde ser valida para casos ainda ndo verificados.

A deducdo € um modo de conhecer tipico de se obter o conhecimento
matematico e €, segundo AristGteles, um procedimento que garante a verdade. E por meio do
procedimento dedutivo que extrai o particular do universal, sendo que na deducdo de duas
verdades implica-se, se articuladas, necessariamente uma terceira verdade. De maneira
resumida: € um tipo de raciocinio que parte de premissas e destas se retira a conclusdo, ou
seja, a conclusdo deriva logicamente das premissas. Para Aristoteles, a deducdo é uma forma
superior & indugdo, uma vez que esta ultima ndo goza do mesmo rigor e grau de veracidade da
deducédo (VILELA; DORTA, 2010).
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Segundo Liard (1968) a deducdo é um procedimento em que do todo se
concluem as partes, e é oposta a indugdo neste sentido, ou seja, das partes conclui-se o todo. A
I6gica se ocupa de todos os casos de uma espécie ou géneros, diferenciando-se da inducao,
que parte de alguns casos particulares. Veja um exemplo: “os corpos A, B, C, D atraem o
ferro; Ora, os corpos A, B, C, D sdo, todos, imas. Logo, os imas atraem ferro” (LIARD, 1968,
p. 59). Assim como na deducdo hé trés termos e trés proposicdes, a diferenca esta no fato de
que na inducdo, se prova o termo grande do médio através do pequeno; ja na deducdo, se
prova o termo grande do pequeno por meio do médio: “o silogismo indutivo e 0 silogismo
dedutivo seriam, portanto, dois processos inversos, opostos, simetricamente um ao outro, sob
a garantia das mesmas leis gerais do pensamento” (LIARD, 1968, p. 60).

Para Aristoteles, demonstracdo é o silogismo verdadeiro, que se diferencia do
silogismo em geral porque diz respeito, além da formalidade da inferéncia, a veracidade das
premissas e das consequéncias. Assim, no silogismo cientifico ndo s6 a forma, mas também o
contetdo se fazem importante, pois, somente do verdadeiro se precede o verdadeiro. A

demonstracdo é entdo um silogismo elaborado tendo por base premissas necessarias:

Por demonstracdo entendo o silogismo que leva ao saber, e digo que leva ao saber o
silogismo cuja inteligéncia é para noés a ciéncia. Supondo que o conhecimento por
ciéncia consiste deveras nisso que propusemos, é necessario também que a ciéncia
demonstrativa arranque de premissas verdadeiras, primeiras, imediatas, mais
conhecidas do que a conclusdo, ou anteriores a esta, e da qual elas sdo as causas.
Pode haver silogismo sem estas caracteristicas, mas ndo sera uma demonstracdo
(ARISTOTELES, 71b p.12).

Segundo Wolff (2004), para Aristételes, “conhecer é ndo somente conhecer o
fato, mas também o por que, e a resposta a esse por que se reduz a colocacdo em evidéncia de
um elo dedutivo que faz com que uma verdade dependa necessariamente de outras verdades,
ja conhecidas” (WOLFF, 2004, p. 47). Para este filosofo, todo conhecimento deve ser
demonstrado, exceto 0s principios, que sdo proposi¢cBes necessarias assumidas,
indemonstraveis e suficientes para demonstrar as demais. Sdo esses principios que permitem
edificar, por meio da deduc¢do, um conjunto ordenado dos conhecimentos.

Reale (1992) descreve que, para Aristoteles, cada ciéncia deve assumir a
existéncia do objeto “sobre o qual versardo todas as suas determinagdes” (p. 156), e devera
caracterizar este objeto pela definicdo. Deste modo, se a veracidade das definicGes e
premissas estd garantida, e se elas forem, quanto a quantidade, universais, sua concluséo,
conforme as regras dos silogismos, garante uma concluséo verdadeira, universal e eterna.

Para Aristoteles Sera necessario, também, definir o significado de cada um dos

termos que pertencem a determinada ciéncia, mas sO serd aceita sua existéncia apds a
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demonstracdo. As definicBes, enquanto principio, nada devem dizer sobre a existéncia de
algo, a definicdo, para Aristoteles, ndo prova nada.

As nocBes comuns, ou axiomas, também sdo principios e sdo proposicdes a
partir das quais a demonstracéo e feita (WOLFF, 2004, p. 52). Para Aristoteles, os axiomas
devem ser comuns a muitas ciéncias.

Vejamos algumas dessas considera¢des em um trecho dos Segundos Analiticos

de Aristoteles:

Toda a arte demonstrativa gira em torno de trés elementos: isso cujo ser se supde (ou
seja, 0 género cujas propriedades essenciais ela contempla); os principios comuns,
chamamos axiomas, verdades primeiras através das quais se processa a
demonstracdo; e, em terceiro lugar, as propriedades, de que a ciéncia sup®e, para
cada uma delas, o significado. Todavia, algumas ciéncias podem sem inconveniente,
negligenciar alguns destes elementos, por exemplo: uma ciéncia pode dispensar-se
de propor o ser do género, se este for evidente (& assim que o ser do nimero ndo é
tdo 6bvio como o ser do frio e do calor); podemos ainda ndo propor o significado
das propriedades quando elas sdo 6bvias. Ndo h& também necessidade de propor o
significado de axiomas comuns quais estes — se de coisas iguais subtraimos coisas
iguais, 0s restos sdo iguais, pois este principio é bem conhecido. Mas ndo é menos
verdadeiro que, por natureza, os elementos da demonstracdo sdo deveras trés: o
sujeito da demonstracdo, as propriedades que se demonstram, e 0s principios que se
parte (ARISTOTELES, 76b, p. 40).

Dessa forma, a demonstracdo, nos escritos de Aristoteles, é o silogismo
verdadeiro, que possui trés elementos: o sujeito, as propriedades que se deseja demonstrar e
0s principios dos quais se parte a demonstracdo, ou seja, 0S axiomas.

Conforme ja dissemos, para Aristoteles, a deducdo é uma forma superior a
inducdo e € o modo de obter a verdade. Essa ideia de superioridade pode ser vista em seus

escritos indicada nos trechos a seguir:

Ora, a demonstracdo efectua-se a partir dos universais, e a inducao, a partir dos
particulares (ARISTOTELES, 813, p. 65).

Ora, quem detém o universal também conhece o particular, enquanto o que conhece
o0 particular ndo conhece o universal. De onde resulta que, ainda por esta razdo, a
demonstragdo universal é preferivel (...) A prova mais clara da superioridade da
demonstragdo universal €: se, de duas proposi¢des conhecemos a anterior,
conhecemos também, de certo modo, a posterior - conhecemo-la em poténcia. Se
soubermos, por exemplo, que todo tridngulo tem angulos iguais a dois retos,
sabemos de certo modo, isto é, em poténcia que o isdsceles também tém os angulos
iguais a dois retos (ARISTOTELES, 86a, p.89).

Diante do exposto sobre a logica aristotélica e a demonstracdo, € importante
ressaltar a crenca na associagdo da deducdo com a verdade, em que se desconsidera que a
dedugdo opera mediante principios que sdo “verdades intuitivas” (VILELA; DEUS, 2015).

Quanto a isso, Vilela e Deus (2015) e Garnica (1995) argumentam que essa

veracidade ndo é de fato garantida, em que salientam a diferenca entre validade do argumento
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e veracidade da premissa. Na ldgica aristotélica, os silogismos ditos cientificos, em que os
pressupostos sdo verdadeiros, ou foram demonstrados ou s&o axiomas ou postulados
verdadeiros. Dessa forma vé-se o qudo determinante sdo as premissas num sistema
axiomatico. Se elas forem alteradas, como ocorreu com o desenvolvimento das geometrias
ndo-euclidianas, os sistemas podem continuar validos mas o carater de verdade, associado aos

principios, ndo se sustenta:

Esta potencialidade dos sistemas axiomaticos traz questdes estruturais para a
filosofia da matematica. Além da existéncia de outras geometrias, varias, se
quisermos, a existéncia de paradoxos e a confirmacdo na filosofia da
impossibilidade de conhecimentos definitivos, teorema demostrado por Gddel,
comprometem a ideia da matematica como verdade (VILELA; DEUS, 2015, p. 21).

Com esse trecho, estamos salientando o fato de que a validade do argumento
ndo garante a verdade do conhecimento dedutivo. Posteriormente abordaremos mais
profundamente estes e outros aspectos associados a demonstracao.

Euclides em Os Elementos sistematizou o conhecimento matematico de seus
precursores através do método axiomatico dedutivo presente na obra de Aristételes.

Os Elementos é uma obra essencialmente dedutiva, na qual podemos encontrar
inimeros silogismos, sendo composto por treze livros: “os seis primeiros sao sobre geometria
plana elementar, os trés seguintes sobre teoria dos numeros, o Livro X sobre incomensuraveis
e 0s trés ultimos versam principalmente sobre geometria no espago” (BOYER, 1999, p. 72).

Euclides utilizou em sua obra tanto o procedimento dedutivo como as opgoes
de demonstracdo direta, por reducdo ao absurdo, entre outras mencionadas por Aristoteles,
assim como elencou os principios intuitivos como defini¢des, axiomas e postulados. Ele
inicia sua obra explicitando as defini¢Ges, postulados e axiomas. Dessa forma, traz no inicio
de seu texto, no livro I, vinte e trés definicdes, e entre elas ha aquelas sobre 0s termos ponto,
linha, &ngulos, circulo, dentre outros. No modelo de Euclides ndo hé conceitos primitivos.
Todos os objetos geométricos sdo definidos como, por exemplo, ponto, linha, superficie,
angulo plano, dentre outros.

No livro 1%, ap6s a exposicao das 23 definicdes, temos na obra uma lista com 5
postulados e 9 no¢Bes comuns. Os postulados sdo colocados como verdades evidentes que se
referem a geometria. Por exemplo, no postulado 1 temos: “Tragar uma reta de qualquer ponto
a qualquer ponto” (EUCLIDES, 2009, p. 98). As nogdes comuns eram proposi¢cdes l6gicas
ndo-geométricas que fazem parte do senso comum, por exemplo: “Coisas que sdo iguais a

uma mesma coisa sao também iguais entre si” (EUCLIDES, 2009, p. 99).

2" Nos demais livros (11 ao X111) sd0 mencionadas outras definicdes relacionadas ao assunto matemético tratado.
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As diferenciagdes feitas sobre postulados e no¢bes comuns foram realizadas
por Aristoteles:

Se o discipulo ndo tiver nenhuma opinido ou se tiver uma opinido contréria, esta
mesma suposicdo €, nesse caso, um postulado, e daqui vem a diferenca entre a
hipotese e o postulado: o postulado é contrario a opinido do discipulo, demonstravel,
mas proposto e utilizavel sem demonstragio (ARISTOTELES, 76b, p.42).

No entanto, por meio dos trabalhos de Euclides ndo é possivel chegar a
conclusdo nenhuma sobre uma possivel diferenciacdo entre tais termos, ou seja, ndo se sabe se
Euclides adotava estas definicdes nem mesmo se diferenciava estes dois tipos de
pressuposicoes. Ao que parece, Euclides nédo faz distingéo.

Segundo Domingues (2002), Euclides trabalhou explicitamente com 5
postulados e 5 nogBes comuns, mas acabou utilizando outros pressupostos, implicitos, que
foram detectados posteriormente. Euclides demonstrou pelo processo dedutivo 465
proposigoes por meio do método sintético, que consiste em “derivar o desconhecido e mais
complexo do conhecido e mais simples” (EVES, 2004, p. 179).

Barker (1969) nos apresenta os tracos caracteristicos das técnicas utilizadas por
Euclides: primeiramente, as leis enunciadas sdo todas de carater universal, ou seja, as leis ndo
falam de uma reta, mas se referem a propriedade de todas as retas de tal espécie existentes;
suas leis sdo elaboradas para que sejam rigorosas e absolutas; demonstra todas as leis
geomeétricas enunciadas; as demonstracdes sdo organizadas de maneira sisteméatica e nao
possuem carater indutivo, todas sdo demonstradas pela via da deducdo, nao se preocupando
com experimentos.

Na obra de Euclides, vemos que demonstrar uma proposicéo é argumentar para
se comprovar sua veracidade, fazendo uso de regras validas de inferéncias fornecidas pela

I6gica, com base em proposicdes ja demonstradas:

Assim, um certo conceito ¢, é definido recorrendo-se aos conceitos cy, ¢y, ..., C,
todos eles ja definidos, tendo tais defini¢des dos ¢4, ¢, ..., ¢k, ocorrido em fungdo de
outros conceitos, anteriores na estrutura, “e assim por diante”. De modo analogo,
para provarmos uma proposicdo, utilizamo-nos de proposi¢des anteriormente
provadas e que foram provadas com o auxilio de outras ja provadas que as
antecedem na ordenacdo da teoria, “e assim por diante”. (EUCLIDES, 2009, p. 82).

Vejamos um exemplo da forma como Euclides procede por meio da proposicao
18 do livro | e da demonstracdo fornecida no livro Os Elementos, traduzido e introduzido por

Irineu Bicudo (2009, p.111).

Proposi¢ao 18: “O maior lado de qualquer triangulo subtende o maior angulo”
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Figura 5 - llustracdo representando a

situacdo da proposicio 18 Seja, pois, o tridngulo ABC, tendo o lado AC maior do que 0 AB; digo

que também o angulo sob ABC é maior do que o sob BCA. Pois,
como a AC é maior do que a AB, fique posta a AD igual a AB, e fique
A ligada a BD. E, como o angulo sob ADB é exterior ao triangulo BCD,
é maior do que o sob DCB, interior e oposto; mas o sob ADB ¢ igual
ao sob ABD, visto que também o lado AB é igual ao AD; portanto,
também o sob ABD é maior do que o sob ACB; portanto, o sob ABC

B ¢ é, por muito, maior do que o sob ACB. Portanto, 0 maior lado de todo
triangulo subtende o maior angulo; o que era preciso provar
Fonte: EUCLIDES (2009, p. 111) (EUCLIDES, 2009, p. 111).

Para a demonstracdo foi utilizada trés proposicdes (Proposicdo 3 (P3),
Proposicao 16 (P16) e Proposicdo 5 (P5)) anteriormente demonstradas. Ndo encontramos de
forma explicita os silogismos & maneira de Aristdteles, mas podemos, a partir da
demonstracdo, destaca-los:

Primeiramente ao afirmar que “pois, como a AC é maior do que a AB, fique
posta a AD igual a AB, e fique ligada a BD” temos que Euclides utilizou como argumento a
proposicao 3 ja demonstrada anteriormente para desenvolver a deducao.

Premissa 1 (P3): Dadas duas linhas retas desiguais, cortar da linha maior uma
parte igual a linha menor.

Premissa 2: AC > AB

Conclusdo 1: Pode-se cortar uma linha igual a AB em AC. Digamos que esse
segmento seja AD.

Em seguida, ele utiliza a proposicdo 16 para mostrar que o angulo ADB é
maior que DCB.

Premissa 3 (P16): O angulo externo de um tridngulo é sempre maior que cada
um dos angulos internos e opostos.

Premissa 4: O angulo ADB é externo ao triangulo BCD.

Concluséo 2: O angulo ADB é maior do gque o angulo BCD.

Para mostrar que o angulo ABD também é maior que o &ngulo ACB, Euclides
utiliza da proposigdo 5.

Premissa 5 (P5): Em qualquer triangulo isésceles os angulos que estdo sobre a
base, sdo iguais e produzidos os lados iguais, os angulos, que se formam debaixo da base, séo
tambeém iguais.

Premissa 6: o lado AB é igual ao lado AD.

Concluséo 3: Os angulos ABD e ADB séo iguais.

Neste momento, ha a retomada de resultados obtidos na propria demonstragao.
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Premissa 7 (ou concluséo 2): O angulo ADB ¢é maior do que o angulo BCD

Premissa 8 (ou concluséo 3): Os angulos ABD e ADB sdo iguais.

Conclusédo: O angulo ABD é maior que o angulo BCD.

Assim, obtém-se a concluséo final, que é a proposi¢do 18: ABC se faz muito
maior que BCA.

Buscamos explicitar nesta demonstracdo elementos da ldgica aristotélica.
Segundo Aristoteles, para se obter a conclusdo, da demonstracao precisa ocorrer por meio do
termo médio, que deve aparecer universal pelo menos uma vez. Na demonstracdo acima, as
conclusdes ocorrem por meio dos termos médios, por exemplo, observe que no ultimo
silogismo, o termo médio é o &ngulo ADB, que é universal.

As premissas utilizadas por Euclides foram todas demonstradas e sdo por isso,
consideradas verdadeiras. A sua conclusdo entdo, segundo Aristoteles, é irrevogavel.

A forma de desenvolvimento de uma demonstracdo na obra Os Elementos

segue um modelo padréo com etapas bem definidas:

Primeiro, consta o enunciado que estabelece o que é dado e o que é procurado; em
segundo lugar, a exposi¢cdo ou hipdtese vai designar os objetos referidos no
enunciado com o uso de letras; a explicacio ou determinacdo em que consta a Unica
frase com verbo na voz ativa enunciando a conclusdo, ou seja, explicando
claramente o que € pedido; a construcdo ou preparacdo traz informacdes adicionais
ao enunciado, precisando o que € procurado; a demonstracdo tragca a inferéncia
exigida para se raciocinar cientificamente a partir de premissas admitidas
previamente; a conclusdo volta de novo ao enunciado, confirmando o que se
demonstrou (ALMEIDA, 2008, p. 25).

N&o se pode falar se Euclides escreveu Os Elementos para ser utilizado no
ensino ou para ser uma sistematiza¢do dos conhecimentos existentes até entdo. No entanto,
estes dois aspectos foram alcancados. A obra de Euclides foi utilizada no ensino de
matematica por mais de dois milénios (AVILA, 2001, p.2) e com isso a geometria euclidiana
esteve presente na matematica escolar sem grandes questionamentos até o final do século
XIX. Ela eraensinada da forma como Euclides organizou em Os Elementos e era vista como
uma disciplina indispensavel para a formacdo intelectual dos individuos e para o
desenvolvimento do espirito (ANDRADE, 2004, p. 9).

A maneira formal como Euclides apresentou o conteddo matematico da época
tornou-se o “prototipo da forma matematica moderna” (EVES, 2004, p. 178) e fez com que a
obra se constituisse em paradigma de demonstracéo rigorosa. O que nos permite dizer que Os

Elementos deixou marcas fortes na matematica:

A despeito de um consideravel abandono nos séculos XVII e XVIII, o método
postulacional inspirado em Euclides penetrou quase todos os campos da matematica
a ponto de alguns matematicos defenderem a tese de que ndo sO o raciocinio
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matematico é postulacional, mas que também, no sentido inverso, raciocinio
postulacional € raciocinio matematico (EVES, 2004, p. 179).

Os Elementos foi, portanto uma pega importante no processo de propagagédo e
conducdo desse modo de proceder em matematica.

Concluindo este topico em que buscamos caracterizar as demonstracdes da
obra Os Elementos de Euclides, destacamos a influéncia que esta obra teve sobre o ensino de
matematica. O fato de que o método euclidiano tenha se constituido como um paradigma de
demonstragéo rigorosa o torna uma referéncia forte de demonstragéo.

A partir dessa constatacdo podemos questionar: frente a influéncias que Os
Elementos e suas demonstracGes tiveram no ensino de matematica, como a abordagem das
demonstracfes na escola foi se modificando ao longo do tempo? Como a demonstracdo é

utilizada atualmente?

2.2.  As demonstracdes em reformas do ensino de matematica no Brasil

Elegemos como fontes de pesquisa os livros didaticos referentes aos anos finais
do ensino fundamental e do ensino médio avaliados e aprovados pelo PNLD de 2008, 2011 e
2012; elencamos concomitantemente os documentos oficiais que fariam parte e dariam base a
nossa analise, anteriormente citados.

Estes documentos foram lancados a partir do final da década de 90 e suas
ideias educacionais estdo relacionadas ao contexto socio-politico da época, ou seja, das
necessidades educacionais emergentes, como por exemplo, o langamento da Lei de Diretrizes
e Bases para a Educacdo de 1996 (LDB/96) que propunha ampla reforma na educacdo basica
brasileira. Os PCN foram elaborados como material de apoio previsto pela LDB/96.

As novas orientacdes curriculares e as recomendacdes para os livros didaticos
surgem em vista de mudancas ocorridas no passado e perspectivas futuras quanto a educacéo.
Nesse sentido, olhar para alguns periodos relativos a educacdo no passado, contribui para
discussbes e compreensdo da educacdo atualmente. E, em nosso caso, traz elementos para
compreender as demonstracfes que encontramos nos livros didaticos dos diferentes niveis do
ensino de matematica.

Atualmente, ao abrir um livro didatico de matematica, nos deparamos com
conteudos e com suas formas de disposicdo e abordagens. Por meio de relatos histéricos
(MIORIM, 1995, 1999; VALENTE, 2004, 2005, 2008, 2011; CARVALHO et al., 2000, dentre
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outros) vemos que estes conteddos e suas disposicdes e abordagens nos livros didaticos
sofreram alteracbes ao longo dos tempos, ou seja, houve fatores determinantes legais e
extraoficiais que influenciaram a entrada e a saida de contetdos, a modificacdo de
metodologias e o surgimento de novas ideias educacionais.

Dessa maneira, inspirados na HP, podemos compreender as demonstraces nos
livros didaticos considerados nessa pesquisa, buscando na histéria como foi o ensino da
matematica em varios momentos da educacdo brasileira. Especificamente, optamos por
entender as modificacBes provocadas por meio das principais reformas educacionais que
influenciaram os contetidos e a sua forma de exposicdo nos livros didaticos. O foco sera
observar como a demonstragdo em geometria era vista e permanecia dentro dessas reformas, o
que podera nos oferecer uma dimensdo da forma como a demonstracdo é utilizada e
mobilizada por autores de livros didaticos considerados nessa pesquisa.

Essa etapa se justifica e corrobora com a afirmacdo de Pietropaolo (2005) de
que a importancia dada as demonstraces como conteldo a ser ensinado na matemaética
escolar “podem ser influenciadas pelas concepgdes de ensino e de aprendizagem que, em cada
momento, teorias educacionais formulam” (p. 101). Sendo assim, ao contextualizar as
demonstra¢des nos livros didaticos nos guiaremos pela seguinte questdo: O que as orientaces
curriculares e metodoldgicas para o ensino de matematica, mais especificamente no conteido
de geometria, que ocorreram em diferentes momentos historicos nos dizem a respeito das
demonstracdes na matematica escolar?

Sabemos que o curriculo efetivo é o que se faz nas salas de aula. No entanto,
temos também consciéncia de que as reformas implicam em mudancas nas producGes
didaticas, que podem ou ndo ser aplicadas em sala de aula de matematica. Sendo assim,
consideramos importante olhar para as orientagdes curriculares, pois elas sinalizam modos de
se compreender a demonstracao.

Neste topico faremos recortes em trés momentos historicos considerados a
partir das mudancas na educacéo brasileira: as reformas educacionais ocorridas na primeira
metade do século XX, o0 movimento da matematica moderna e, o ensino de matematica apos a
década de 80. Nosso olhar para estes momentos se restringirdo ao ensino de geometria, por ser
neste tema que buscaremos observar o que caracteriza as demonstracdes nos livros didaticos.

Até o final da década de 60, o ensino se dividia em primario e secundario. O
ensino primario era responsavel pela alfabetizacdo e tinha duracdo de trés ou quatro anos
enquanto o ensino secundario era a continuacao do ensino primario e teve sua duragdo variada

ao longo dos tempos; por exemplo, durava 5 anos em 1932 e 4 anos em 1942. A pesquisa foca
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os anos finais do ensino fundamental e médio, por esse motivo, daremos destaque nesse
topico ao ensino secundario que é equivalente a esses niveis que estamos considerando.

Ao pensar em mudancas no ensino de matematica, podemos relembrar o
Movimento da Matematica Moderna, que ocorreu no Brasil por volta da década de 60/70 e foi
um movimento que provocou discussdes e amplas reformas no ensino de matematica. No
entanto, este movimento ndo foi o primeiro a tentar modernizar o ensino de matemaética das
escolas secundarias. Segundo Miorim (1995), o Movimento da Matematica Moderna seria a
continuidade de outro movimento iniciado no inicio do século XX, sendo esse chamado
Primeiro Movimento Modernizador do Ensino de Matematica. Ambos buscavam diminuir o
descompasso entre os estudos cientifico-tecnoldgicos e o ensino desenvolvido no nivel médio,
no entanto, apesar desse objetivo comum, os movimentos se diferenciaram quanto aos
conteddos a serem incluidos no ensino. Mesmo com propostas opostas, 0s movimentos
tiveram grande influéncia no ensino de matemética em diante.

Alguns dos principios da proposta para o ensino de matematica do primeiro
movimento resumem-se em: eliminar a organizacao excessivamente sistematica e logica dos
conteddos da escola e considerar a intuicdo como um ponto de partida importante para a
futura sistematizacdo (MIORIM, 1998).

Para Miorim (1995), estes principios estariam ligados a trés tendéncias que
orientavam a ideia de modernizacdo: “(1) Preponderéncia essencial do ponto de vista
psicolégico. (2) Escolha da matéria a ensinar em dependéncia com as aplicacbes da
matematica ao conjunto das outras disciplinas. (3) Subordinacdo da finalidade do ensino as
diretrizes culturais da nossa época” (p. 159). Segundo a autora, apesar destes principios ndo
terem sido aplicados de forma unificada e com a mesma velocidade nos diferentes paises, eles
ofereceram elementos para futuras discussdes e alteraram a fisionomia do ensino de

matematica que era, até entdo, a estrutura da demonstracéo:

O ensino de matematica sofreu recentemente, quase em todos os paises, uma
transformacdo notavel. Até h& pouco, eram a estrutura da demonstragdo, o
encadeamento impecavel das proposi¢cGes que preocupavam nossos mestres. Hoje
visa-se, a0 contrario, a tornar intuitivas as concep¢Ges matematicas, isto é, a
apresenta-las sob uma forma viva e concreta; ndo se separam de suas aplicaces e
espera-se, desse modo, fazer com que elas correspondam a necessidades reais, que
ndo meras estruturas de silogismos, elaborados, em horas de lazer por espiritos sutis
e maniacos (ROXO, 1937 apud MIORIM, 1995, p. 160).

Do século | a. C. até a modernizagdo, o ensino de geometria era baseado na
obra Os Elementos de Euclides, sendo um ensino preocupado com o rigor das demonstragoes

e sem conexdes com as experiéncias e com as aplicacfes praticas. A aritmetica também era
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desenvolvida ao modo apresentado em Os Elementos (MIORIM, 1995). Dessa forma, para
Miorim (1995), foi no primeiro movimento que se iniciou o alerta “Abaixo Euclides”, pois, o
culto a Euclides era um forte empecilho a entrada de ideias mais modernas na escola. Ou seja,
este primeiro movimento pode ser visto como a primeira tentativa de romper com o ensino de
matematica tradicional que era ensinado na escola secundaria.

A moderna matematica, referente a esse primeiro movimento, estava ligada ao
contexto socio-politico-econdmico que exigia um estudo mais rigoroso do movimento, um
estudo quantitativo que permitisse medir e prever (MIORIM, 1998). Dessa forma, ela se
constituiria em um instrumento importante para explicar fendbmenos da natureza sendo,
portanto, a unido da matematica tedrica com a pratica, isto é, “da parte da Matematica que
havia sido desvalorizada pelo pensamento grego com aquela que seria sua maior
contribui¢do” (MIORIM, 1998, p. 105).

As ideias do primeiro movimento comegariam a influenciar o ensino de
matematica no Brasil somente a partir do final da década de 20, sendo Euclides Roxo seu
maior defensor. A mudanca teve inicio a partir de 1929 quando fora aprovado o Decreto n°
18564, de 15 de janeiro de 1929, alterando o ensino de matematica do Colégio Pedro II.

O século XX foi marcado por pelo menos dois momentos importantes que
visavam reformar os programas de ensino. Um desses momentos é a tentativa de criar a
disciplina matematica unificando os ramos da aritmética, algebra e geometria. O outro
momento também buscava unificar estes ramos, mas por via diferente do primeiro. Estes
momentos possuem suas particularidades e produziram vestigios quanto a contetdos e
metodologias, que podem ser vistos até hoje no ensino de matematica (DASSIE, 2008). No
que se refere a tematica desta pesquisa, isto €, a demonstracdo, podemos dizer que dois pontos
da primeira reforma, que foram transpostos para as posteriores, influenciaram em mudancas
na forma de se utilizar as demonstracdes nos livros didaticos, sendo estes pontos a geometria

intuitiva e 0 método heuristico, que serdo tratados posteriormente.

2.2.1. A demonstracdo em geometria durante a constituicdo da disciplina escolar
matematica no Brasil

As pesquisas em Historia da Educacdo Matemaética no Brasil (MIORIM, 1995;
1999; VALENTE, 2004; 2008; 2011) indicam que desde o inicio do século XX ocorreram
tentativas de reestruturacdo do ensino de matematica no nivel secundario. Dentre essas

tentativas podemos citar a Reforma Francisco Campos e a Reforma Capanema. Essas
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reformas ocorreram no periodo de 1931 a 1951 e correspondem ao momento de criagdo e
constituicdo da unidade da disciplina matematica.

Segundo Miorim (1995), em 1928, a Congregacdo do Colégio Pedro I
apresentou uma proposta de seriacdo do curso secundario, em que se propunham mudancas no
ensino de matematica. As ideias para a mudanca foram defendidas no Primeiro Movimento
Modernizador do Ensino de Matematica, e apesar de o Brasil ter sido convidado a participar
das atividades da Comissdo Internacional para o Ensino de Matematica desde 1908, isso ndo
interferiu em mudancas na pratica de ensino de matematica no pais. Somente a partir de 1928,
com a proposta do Colégio Pedro Il, as ideias da comissdo comegaram a penetrar em nosso
pais.

Euclides Roxo foi considerado o maior responsavel por elaborar a proposta
modernizadora brasileira do inicio do século XX (MIORIM, 1995), e é também a ele
atribuido o protagonismo da criacdo da disciplina escolar matematica no Brasil (VALENTE,
2008, p. 76), pois, até entdo as disciplinas de aritmética, 4lgebra e geometria eram ensinadas
separadamente e, no final dos anos 20, coube a ele propor a Congregacdo do Colégio Pedro Il
a unificacdo destas disciplinas.

Com a revolucdo de 1930 que colocou Getulio Vargas no poder, Euclides Roxo
foi convidado, pelo Ministro da Educacdo e Saude Publica Francisco Campos, a participar da
comisséo que visava elaborar um projeto de reforma do ensino (VALENTE, 2008, p. 84), que
ficou conhecido por Reforma Francisco Campos. Segundo Miorim (1995), a intencdo do
entdo ministro era conferir um carater mais educativo e ndo apenas de preparacdo para

ingresso no ensino superior:

Em resumo: o ensino secundéario é um simples curso de passagem e um mero
sistema de exames destituido de virtudes educativas e reduzido as simples linhas
essenciais de sua estrutura estreitamente pragmatica e utilitaria de instrumento de
acesso aos cursos superiores. O primeiro ato que se impde na reconstrucao do ensino
secundario é o de conferir-lne, de modo distinto e acentuado, um carater
eminentemente educativo.

A sua finalidade (...) deve ser a formagdo do homem para todos os grandes setores
da atividade nacional, construindo no seu espirito todo um sistema de habitos,
atitudes e comportamentos que o habilitem a viver por si mesmo e a tomar em
qualquer situacdo das decisbes mais convenientes e mais seguras (BRASIL, 1931
apud VALENTE, s/p).

Além disso, segundo Pietropaolo (2005), no periodo anterior a essa reforma,
havia a predominancia de ensino formalizado das demonstragdes sem um trabalho intuitivo
que o precedesse. O ensino de matematica a partir da intuicdo era uma das mudancas

sugeridas.
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Para ele, essa preocupagdo com as demonstragdes mostra que Euclides Roxo e
consequentemente a Reforma de Francisco Campos sofria influéncias da Escola Nova:

Certamente, essas “restricdes” a prova formal ocorrem porque esta seria, a despeito
de sua importancia, contra-exemplo dos principios dessa Escola, uma vez que estes
incluiriam atividades experimentais e o uso de materiais concretos para a
“descoberta” das nogdes e conceitos pelos alunos.” (PIETROPAOLO, 2005, p.102).

Carvalho et al. (2000) também afirma que Euclides Roxo estava imbuido dos
ideais da Escola Nova.

As propostas de Euclides Roxo contrapunham as orientacGes para o ensino de
matematica da época: “caracterizado por uma apresentacdo seca, abstrata e logica”
(CARVALHO ET AL, 2000, p. 415). A proposta levava em consideragdo, dentre outros
aspectos, 0 desenvolvimento cognitivo dos estudantes, enfatizava a intuicdo e a
contextualizacdo em matematica, em que assuntos mais abstratos e rigorosos seriam tratados
nos ultimos niveis (CARVALHO ET AL, 2000).

Essas novas orientagdes quanto ao ensino intuitivo possuiam raizes nos finais
do século XVIII e foram transpostas para o ensino na primeira metade do século XIX. O
ensino intuitivo surgiu na Alemanha nos finais do século XVII, sob a influéncia da Pedagogia
de Henri Pestalozzi. Essa ideia era contraria a abstracdo e a pouca utilidade do ensino. Foi
sugerida a mudanca desse método de ensino para o0 ensino intuitivo, pois para Pestalozzi
“havia uma ordem natural na evolu¢do do desenvolvimento moral, fisico e intelectual, as
quais deveriam ser desenvolvidas mediante exercicio apropriado”. (SOUZA, 2009 apud
PINHEIRO; VALENTE, 2013, p.4):

Assim, as primeiras experiéncias de aprendizagem deveriam ser via objetos,
precedendo o ensino pelas gravuras. Estas desempenhariam uma func@o secundaria
auxiliando a crianca na transicdo para o desenho, a escrita e a leitura. Pelos sentidos
as criancas entrariam em “contato direto com os objetos, depois o conteudo do
objeto observado se expressaria em palavras, permitindo a atividade mental”, pois
para Pestalozzi a experiéncia sensorial era um processo ativo que comprometia,
discriminava, analisava e abstraia as qualidades dos objetos (PINHEIRO;
VALENTE, 2013, p.4).

O ensino intuitivo considerava a observacao de fatos e contava com o incentivo
do professor para que nos momentos de aprendizagem o conhecimento emergisse.

O ministro adotou todas as ideias modernizadoras que estavam presentes na
proposta da Congregacao do Colégio Pedro Il no que se refere a matematica, e dessa forma,
as ideias de Euclides Roxo deveriam ser implantadas em todo o pais.

Com a reforma ficou estabelecido a seriagdo do curriculo, a frequéncia

obrigatdria, os ciclos fundamental e complementar com duracéo, respectivamente, de 5 anos e
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2 anos e a exigéncia de habilitagdo nestes ciclos para o ingresso no ensino superior. O objetivo
do ensino de matematica ndo se reduziria somente & desenvolver o raciocinio, por meio da
I6gica dedutiva, mas deveria incluir o desenvolvimento de outras competéncias que estariam
ligadas a utilidade e aplicacdo da matematica (MIORIM, 1995). Dessa forma, o ensino que
era extremamente formal e sem aplicagdes praticas passou a considerar outros elementos
exigidos pelo contexto social da época.

A Reforma Francisco Campos, ndao somente propds a reordenacdo dos
conteddos como também mudancas didatico-pedagogicas (VALENTE, 2004). Segundo
Valente (2004), por meio da analise das “Instru¢des Metodologicas” que fazia recomendagdes

didatico-metodolodgicas pode-se obter as mudangas em quatro grandes categorias:

- a introducdo do conceito de funcdo, desde a primeira série do Curso Fundamental,
e 0 seu desenvolvimento como conceito unificador dos ramos matematicos
(Aritmética, Algebra e Geometria);

- um curso de Geometria Intuitiva que progressiva e articuladamente & Aritmética e
a Algebra caminharia para a Geometria Logico-Dedutiva;

- 0 uso do metodo heuristico para a introducgdo e desenvolvimento dos contetidos de
ensino;

- a utilizacdo de questdes praticas, definidas nas Instrugdes como “(...) as aplica¢des
no dominio das ciéncias fisicas e naturais, bem como no campo da técnica,
preferindo-se exemplos e problemas que interessem as cogitagdes dos alunos”
(VALENTE, 2004, p. 5).

Para alcancar os objetivos da reforma, o ensino deveria levar em conta o que se
denominava grau de desenvolvimento mental dos estudantes e assim 0s conceitos deveriam
ser introduzidos de forma intuitiva e experimental, sem preocupacao com o formalismo, para
que de forma gradativa fosse introduzido o raciocinio l6gico. O foco ndo era a memorizacdo e
sim a descoberta. Por isso era sugerido o uso do método heuristico, mudando assim o papel do
aluno que antes era de receptor passivo e, com a reforma, passou a ser de descobridor.

No que ser refere a geometria, Miorim (1995) nos diz que era sugerido o
ensino propedéutico, de caréater intuitivo e experimental, além de ser necessario “renunciar
completamente a pratica @ memorizagdo sem raciocinio, ao enunciado abusivo de definicdes e
regras e ao estilo sisteméatico das demonstragdes ja feitas” (p. 188). Assim, fica clara a ideia
de introduzir o raciocinio l6gico somente apds um trabalho inicial intuitivo e experimental das
no¢Oes basicas contidas nas figuras geometricas. Essa afirmacdo pode ser constatada em um

trecho das orientacGes dadas ao ensino de geometria na reforma, em 1931.:

(...) partindo da intuicdo viva e concreta, a fei¢do ldgica crescera, pouco a pouco, até
atingir, gradualmente, a exposi¢do formal; ou por outras palavras, 0s conhecimentos
serdo adquiridos primeiro por experimentacdo e pela percepcao sensorial e, depois,
lentamente, pelo raciocinio analitico. Assim, quanto & Geometria, o estudo
demonstrativo formal deve ser precedido de um curso propedéutico, destinado ao
ensino intuitivo, de carater experimental e construtivo. (BRASIL, 1931 apud
VALENTE, 2005, s/p).
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O curso propedéutico da geometria intuitiva e experimental deveria

a) exercitar a percepcdo e a imaginacdo espaciais; b) desenvolver a faculdade de
abstracdo; c) despertar o interesse pela estimativa e a mediacdo, bem como pelo uso
da régua, do compasso, dos esquadros, do transferidor, e pela construcdo de modelos
(BRASIL, 1931 apud VALENTE, 2005, p. 12).

A ideia era que o aluno, antes de concluir esta etapa propedéutica, conseguisse
realizar dedugdes por meio das relagfes descobertas, estabelecendo uma base para o estudo
I6gico dedutivo posterior, “sentindo, a0 mesmo tempo, por si mesmo, a necessidade da
demonstragdo rigorosa” (BRASIL, 1931 apud VALENTE, 2005, p.12). Dessa maneira, 0
estudo da geometria dedutiva deveria levar em consideracdo 0s elementos inferidos
intuitivamente no curso propedéutico, adotando-os como ponto de partida. Além disso, o
conjunto de axiomas fundamentais para a exposicéo logica da geometria deveria constituir-se
das observacOes intuitivas (VALENTE, 2005). Portanto, o estudo da geometria dedutiva
deveria compreender: “o enunciado das proposi¢Oes, sua demonstragdo e aplicacdes; b) a
compreensdo e a justa apreciacdo do raciocinio dedutivo; c) o valor da exposicdo clara e
sucinta, do encadeamento l6gico das ideias e da memdria matematica (BRASIL, 1931 apud
VALENTE, 2005, p.12).

Segundo o programa de ensino secundario, o ‘“adestramento” com a
demonstragdo seria obtido com o estudo da geometria plana e a énfase poderia ser menos
acentuada com a geometria espacial, tendo em vista desenvolver a “faculdade de apreensdo
visual das figuras e das relacbes espaciais, da representacdo de tais figuras no plano e da
resolucdo de problemas de cubatura” (BRASIL, 1931 apud VALENTE, 2005, p.12). Portanto,
a geometria dedutiva ndo foi eliminada do ensino de matematica, mas ficou restrita a
geometria plana e solicitada de ser desenvolvida de forma gradual.

Por meio das instrucGes metodoldgicas podemos observar como se organizou o
programa de ensino de matematica para os niveis de 12 a 52 séries, principalmente no que se
refere a geometria: nas 12 e 22 séries, a ideia era uma “iniciagdo geométrica”, trabalhando-se
com os conceitos de forma intuitiva; na 32 série seria iniciado o estudo da geometria dedutiva,
abordando proposi¢des que servem de base a ela; essa organizacdo da 32 série se manteria na
42 série; e na 52 série os trés ramos deveriam ser articulados e introduzidos os contetdos do
calculo diferencial integral. Com essa organizacdo, a abordagem dos conceitos geométricos se
daria gradualmente com foco na demonstracéo formal.

Observamos que a demonstracdo formal mantinha seu status e o seu valor no

ensino de matematica, sendo que em nenhum momento da reforma se questionou 0 uso desse
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procedimento na matematica escolar. Com o ensino intuitivo as orientagbes didatico-
pedagogicas trataram de dissolver a demonstracdo nos niveis elementares e de introduzi-la de
forma a considerar o desenvolvimento mental dos estudantes, ou seja, acreditava-se numa
forma progressiva para se chegar a uma sistematizacdo logico-dedutiva dos conhecimentos
geométricos. O fato de se trabalhar primeiramente com uma geometria mais intuitiva, nos
mostra que outras formas de verificar propriedades na matematica escolar passaram a serem
almejadas como desenhos, materiais concretos®, medices, dentre outros. Essas diferentes
maneiras seriam utilizadas para se estabelecer a base para o estudo logico-dedutivo, que
abordaria o enunciado de proposi¢6es, demonstrac@es, raciocinio dedutivos e o encadeamento
de ideias.

A mudanca de um ensino tradicional caracterizado por uma apresentacao
abstrata e l6gica para uma proposta que buscava introduzir aspectos radicalmente opostos em
termos de uma abordagem intuitiva e pratica encontrou dificuldades e resisténcias para ser
implantada (MIORIM, 1995). Um dos motivos das dificuldades era a falta de livros didaticos
gue seguissem tal proposta, visto que “os livros adotados até entdo, que seguiam as
orientacdes do ensino, eram compéndios separados de aritmética, algebra, geometria ou
trigonometria, que apresentavam, em geral, uma exposi¢cdo formal dos conteldos e uma
quantidade extensa de exercicios” (p. 193). A situagdo foi se modificando quando foram
produzidos novos livros didaticos que buscavam seguir as orientacdes da reforma.

Quanto a isso, podemos questionar: apesar das novas orientagcdes curriculares,
como a demonstracdo aparece nos livros didaticos daquela época? Nossa intencdo ndo é fazer
essa analise, mas nos apropriar de analises feitas por pesquisadores do tema, e assim,
contextualizar e exemplificar as demonstragdes nos livros didaticos, além de observarmos
como a demonstracdo se insere nas mudancas ocorridas. Para isso, utilizamos um CD-ROM
elaborado pelo grupo GHEMAT? e direcionamos nosso olhar para o contetido de geometria e

as metodologias utilizadas para se validar as afirmativas matematicas.

%8 «O ensino seria baseado em atividades desencadeadas pelo uso de jogos, materiais manipulaveis e situagdes
ludicas e experimentais. No entanto, esses ideais em nada influenciaram o ensino de Matematica, naquela época,
quer pelo despreparo dos professores, quer pelas poucas inovagBes que foram introduzidas pelos livros
didaticos” (NACARATO, 2005, p.8).

%% Grupo de Pesquisa de Histéria da Educacdo Matematica no Brasil. Esse grupo analisou obras didaticas de
matematica da época da Reforma Francisco Campos e Capanema. Por meio desse CD-ROM é possivel que
tenhamos contato com os livros didaticos mais utilizados nas escolas brasileiras, no ginasio, no periodo de 1930
a 1950. O grupo também dispde de um DVD em seu site (http://www.unifesp.br/centros/ghemat/index.htm) com
base de dados de livros didaticos destinados ao colegial, do periodo de 1930 a 1980.
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O livro “Curso de Matematica Elementar” de Euclides Roxo teve seu primeiro
volume publicado em 1929. Um dos pontos da reforma era a unificacdo da Aritmética,
Algebra e Geometria e vemos que Euclides Roxo, no primeiro volume, buscou entrelacar
inicialmente a geometria com a aritmética, que era um contetdo ja familiar aos estudantes.

A abordagem das nocBes de geometria era feita por meio do raciocinio
intuitivo, que era outro ponto de destaque da Reforma Francisco Campos. A metodologia
usada por Euclides Roxo tracou um caminho oposto ao que era feito na geometria logico-
dedutiva, em que se iniciou com as no¢des primitivas: ponto, reta e plano.

Quanto a forma de validacdo das afirmativas matematicas, observamos que,
com a introdugdo do metodo heuristico e da intui¢do, esta € motivada, principalmente na 12 e
2% série do curso ginasial, por meio de perguntas e situacfes propostas.

Na figura 6, vemos uma situacdo em que se apresenta o conceito de angulos
opostos pelo vértice, e em seguida, exercicios para exploragdo do conceito. No exercicio de
nimero 1 é solicitado que o estudante copie a figura que representa angulos y e z e
sobreponha a cdpia sob os angulos x e w. Com isso espera-se que 0s estudantes observem que
0s angulos opostos pelo vértice y e w e X e z sdo iguais. A partir dessa percepg¢do, sugere-se
que o estudante construa duas retas que se cortem e verifique se a sua observacao se repete
para este novo caso. Por meio de outro desenho que representa angulos opostos pelo Vértice,
pede-se para mostrar a igualdade de medidas de alguns angulos.

Observamos que o autor utiliza um conjunto de perguntas que possuem a
intencionalidade de desenvolver o conceito de angulos opostos pelo vértice. A pagina 192
(figura 6), iniciou-se com o teorema a ser estudado, que n&o foi seguido de sua demonstragéo
formal, mas sim, por exercicios que tinham o objetivo de validar este teorema. Os exercicios
foram compostos por perguntas e por experimentos que visavam levar os estudantes a criar
afirmacdes e a valida-las. Segundo Valente (2005), muitas vezes o autor solicitava o exame
das solucdes dos exercicios e isso fez com que este ndo se reduzisse a aplicagdes diretas, “mas
é um meio pelo qual o aluno desenvolve a pesquisa de teoremas e sua presteza em conclusoes

logicas” (p.9).
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Figura 6 - A geometria intuitiva no livro didatico “Curso de Matematica Elementar” de Euclides Roxo

— 192 — VOLTAR

129. Angulos oppostos pelo vertice. — Dois angulos
dizem-se oppostos pelo vertice quando os lados de um sdo
os prolongamentos dos lados do outro.

Mostre na fig. 120 dois pares de angulos oppostos pelo
vertice. Mostre que nessa mesma figura 120, formada por

Fig. 120

duas rectas que se cortam, dois angulos gquaesquer ou séio
oppostos pelo verlice ou sdo adjacentes,

EXERCICIOS

1. Com um papel transparente copie a figura formada
pelos angulos y ¢ = (fig. 120) e colloque essa copia sobre a fie
gura formada pelos angulos x-~e w e veja si z coincide com
x ¢ y com w, Que relagdo resulta dahi para dois angulos oppos-
tos pelo vertice ?

2. Verifique a conclusio a que chegou no exercicio 1 tra-
cando duas rectas quaesquer que se cortem e medinde com o
transferidor, os dois pares de angulos oppostos pelo vertice.

8. Mostre que na fig. 121 se tem:

r+p=180
y+:=180
THy=y+=

e, portanto, =z Porque?

4. Mostre, do mesmo modo, que pg=w.

5. Trace o angulo opposto pelo vertice a um angulo
dado.

Fonte - (VALENTE, 2005).

Vejamos também o uso de experimentos nos topicos de geometria, que
atualmente sdo considerados como formas de validagcdo na matemética escolar por alguns

pesquisadores da educacdo matematica:
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Y

]’ SO e 9
Recorte um triangulo. Rasgue os cantos e collo-
que os angulos de modo a ficare

i 2 m adjacentes, uns aos ou-
ros, como na lig. 33. Qual parece ser a somma dos angu-
os do triangulo ? ?

Fig. 33

Trace um {riangulo (fig. 34). Colloque um lapis

na posiciio 1 e observe g direceiio em que elle estd apon-

Figura 7 - Propriedades dos tridngulos no livro didatico “Curso de Matematica Elementar” da 2* série do curso ginasial.

lando. Faca o lapis gyrar do angulo @3 depois desloque-o
40 longo de AB para a posiciio 2, Faca o lapis gyrar do '1‘n-
gulo y e desloque ao longo de BC até 4 po.xiv.:I(.J 3. F'lc"IAO
gyrar do angulo z até tomar a posi¢io 4. O‘Izlpis fc('/“fi-
nalmente, uma rolaciao igual a X+ y + z. Observe :1" di-
receiao em que o lapis estd apontando na ultima posicio,
De que parte de uma volta completa elle gyrou? De-
quantos angulos rectos ? De quantos graus ?° !

P S § : 2
Exprima, por meio de uma equag¢io, o numero de

graus que ha na somma dos angulos =, y e z de um
triangulo. :

Fig. 34

Fonte - (VALENTE, 2005).

Na figura 7, ha duas situacbes em que se mostra como usar instrumentos de
medicdo para se validar a afirmativa “A soma dos angulos internos de um tridangulo é 180°”.
Na atividade de numero 2, presente na figura 7, é sugerido o desenho e recorte de um
triangulo, seguido da separacdo de seus trés angulos internos. Procede-se solicitando que o
estudante reorganize os trés angulos de modo a ficarem adjacentes uns aos outros e por fim
questiona-os sobre o valor da soma dos angulos internos de um triangulo.

Com a terceira atividade, pretende-se por outra via, inferir sobre esta
propriedade dos triangulos. E solicitado que o estudante desenhe um triangulo e coloque o
lapis na posicao 1, isto é, numa posicdo horizontal. A propriedade sera deduzida por meio do
deslocamento do lapis de acordo com os angulos internos do triangulo. Com isso, pede-se que
primeiramente o estudante gire o lapis deslocando—o um éangulo X, assumindo a segunda
posicdo representada na figura 7; em seguida, ele deve deslocar o lapis em um angulo v,
assumindo a terceira posicdo; e por fim deslocar o lapis em um angulo z, concluindo em uma
quarta posicdo. Com isso, almeja-se que o estudante observe que o lapis, ao girar formando
angulos x, y e z, assumiu uma posicao final com mesma diregdo, mas sentido oposto ao lapis
na posicao 1, e assim conclua que o lapis sofreu uma rotacéo de 180°.

Tanto na primeira quanto na segunda atividade representada na Figura 7, ha o
uso de desenhos, recortes e materiais manipulaveis para se deduzir de forma intuitiva o valor

da soma dos angulos internos de um triangulo.



77

Na figura 8, h4 a conjecturacdo e a validacdo da propriedade da soma dos

angulos internos de um quadrilatero.

Figura 8 - Propriedades dos quadrilateros no livro didatico “Curso de Matematica Elementar” para a 2° série do ginasial

\

B e

42. Trace um quadrilatero A BCD, fig. 53. Ligue BL
(1) Qual ¢ a somma dos angulos do 4 ABD ?

atpy+0= 180 porque?

Frty+0, = 180 porque?
at-BitBitr+9d 468 = 360 porque?
a+f+y+4+3= 360 porque?

A proposicio ¢ verdadeira mesmo para um quadri-
latero concavo, mas niio o ¢ para um estrellado. '

43. Somma dos angulos externos de um quadrilatero.’
Trace um quadrilatero ABCD (fig. 54). Prolongue AB
além de B, BC além de €, CD além de D, DA além de A.

A somma de todos os angulos da figura vale 8 rectos.
Porque? Como péde dahi concluir que ai+fi+71+8:=4 rs?

Fig. 63

(2) Qual ¢ a somma dos angulos do triangule BCD?Y
(3) Qual ¢ a somma dos angulos do quadrilalero?

42a. Somma dos angulos de um quadrilatero. — A4
somma dos angulos internos de um quadrilatero ¢ iqual
a 4 rectos ou 360°. No § 42 fizemos um raciocinio que se
pbéde exprimir algebricamente do seguinte modo:

Fonte - (VALENTE, 2005).

Para a tarefa de nimero 42 exposto na figura 8, vemos o uso de deducdes e
explicacBes para se obter a propriedade da soma dos angulos de um quadrilatero. Para
conjecturar esta propriedade, utiliza-se um resultado ja verificado acerca da soma dos angulos
internos de um triangulo e este mesmo resultado para validar tal propriedade. Entretanto, as
deducdes sdo acompanhadas por questdes que visam levar o estudante a pensar sobre o que
foi feito. Por exemplo, no exercicio 42, utiliza-se um caso em particular para afirmar que a
soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°. Em seguida, no exercicio 42a, o autor
expressa a situacdo anterior algebricamente, cabendo ao estudante justificar cada etapa de
deducdo.

Dessa forma, tem-se, como era de se esperar, que nos volumes da 1 e 22 série
de Euclides Roxo se atende as instru¢des metodoldgicas, ou seja, um ensino propedéutico da
geometria partindo da intuicdo viva e concreta, exercitando a percep¢do e a imaginacao
espacial.

A partir da 32 série, seria iniciado um estudo mais formal e l6gico-dedutivo.
Euclides Roxo, no prefacio do livro didatico da 32 série, relembra estes aspectos das

instrucdes:
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O ensino da Geometria, que comegou nos dois primeiros anos por um curso intuitivo
e experimental, attinge agora a fase da exposi¢do formal. Ao iniciar este estudo
deductivo, o nosso primeiro cuidado, ainda de accordo com as instruccBes
ministeriais, foi “fazer sentir ao alumno o que significa uma demonstracao,
utilizando como ponto de partida, os proprios factos inferidos intuitivamente no
curso preparatério (ROXO, 1931 apud VALENTE, 2005).

Euclides Roxo assume que houve excesso no uso das demonstragcdes no

volume da 32 série, mas deixa para o professor decidir o que deve ser omitido:

Poderiamos ter reduzido um pouco mais o ndmero de theoremas demonstrados,
acceitando sem prova deductiva muitos daqueles factos que no 1° e 2° anno foram
estabelecidos intuitiva ou experimentalmente. Receando, entretanto, parecer
demasiado innovador, demos as respectivas demonstrages que ficara a critério do
professor omitir, segundo as circunstancias (ROXO, 1931 apud VALENTE, 2005).

Segundo Almeida (2008), o volume da 32 série ressalta um aspecto didatico das

demonstragdes formais, ou seja, este procedimento se tornou, neste volume, objeto de ensino.

Roxo (1931) busca ensinar como se faz uma demonstracdo. Para Almeida (2008), esse aspecto

pode ser visto na forma de exposicdo de uma demonstracdo utilizada por Euclides Roxo no

volume:

Figura 9 - Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras em Roxo (1931)

geométrico

procedimento

algébrico

402, Theorema, Em qualguer {riangulo, o ffiea-
drado do lado opposto a um angulo agude ¢ igual .
sommiat dos quadrados dos ontros dois ludos. menos duas
pezes o producto de um desses lados pela projecedo do
otlro sobre effe,

¢~ Hyp:io 20 ABC emoque A A ¢ NP (fig, 217) e no
qual H ¢ a projeccan de B sobre A€,

These: B(* = AR + AC: — 246 AH.

procedimento < Demonstragio:
(1) BC: — AB® — CH: — AW (1} Theorema prece-
dente.

(2) Donde S

BC® = AB* + Gl — AlII*
(8 CH = AC — Al (3) Sendo A ¢ 00°
. {Hyp.), o ponto H cae

a entre A e C.

(4) Donde |E4) D;- accdrdo com
R v c L Afe a formuda .
CH>= AC: — 2AC.AH + AH (0—b)® = @ Sab 4- B8
< (5) » BC* = AB® + AC* — (5)Substituindo;  em

— 94C.AH + Ifi* — AH*  (2), CH? por seu valor.

(6) ou BC:=AB*—24C.AHHAC*  (6) Fazendo a redie
S~ (Conclusdo). oo de AHX — AH2,

Fonte — Figura extraida de Almeida (2008, p. 184)
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Na demonstracdo acima (figura 9) vemos a seguinte estrutura: de um lado ha as
assercdes, isto &, as proposicoes tidas como verdadeiras, e do outro lado ha as justificativas. A
partir do item 4, as justificativas sdo algébricas e as conclusdes decorrem das manipulac6es
algébricas. Segundo Almeida (2008), essa seria uma estratégia didatica nova para aquela
época, pois ndo se priorizava a memorizacdo da demonstragdo, mas sim a inser¢cdo do
estudante no processo de demonstrar e se importava com sua compreensdo dos passos. Estas
sdo algumas das modificacbes que observamos quanto a demonstracdo na obra de Euclides
Roxo.

Pode-se dizer que Euclides Roxo, por meio de sua obra inovadora, buscou
mudar o ensino de geometria no Brasil; no entanto, observamos que o tratamento logico-
dedutivo, mesmo que se preocupando com seu aspecto didatico, continuou a prevalecer em
seus livros didaticos e nos posteriores e consequentemente permaneceu nas praticas escolares
(CAMARGO, 2009). Inclusive o préprio Euclides Roxo abandonou sua proposta original ao
se juntar a Cecil Thiré e Mello e Souza na escrita de outra obra didatica.

Quanto a obra “Curso de Matematica” de Cecil Thiré e Mello e Souza, tem-se
que foi concebida em um total de 5 volumes, sendo que, a partir do terceiro, Euclides Roxo
passou a ser também autor da cole¢do juntamente aos outros dois.

Os prefacios dos livros didaticos (THIRE; MELLO E SOUSA, 1931; 1934;
ROXO. THIRE; MELLO E SOUSA; 1934; 1936; 1940) sdo textos ricos em informacdes
sobre a forma que os autores adotaram ou ndo as orientacdes da reforma. Muitas vezes 0s
prefacios foram utilizados como um espaco para justificativas sobre a omissdo das propostas.
Dessa forma, por meio deles podemos ver como o autor pretende usar a demonstracdo e como
a vé em sua obra.

No prefacio referente a 6% edicdo do volume do 1° ano do curso ginasial
publicada Thiré e Mello e Souza (1934) definem o volume como acentuadamente pratico que
proporcionara ao estudante uma base para os estudos tedricos que serdo feitos nos anos
seguintes. J& no volume do 2° ano comegard a aparecer, de forma gradativa, “diversos
principios e suas demonstracGes rigorosas; os alunos, exercitardo, sem esforco, as suas
faculdades de raciocinio sobre teoremas de aplicagdo quase imediata. S6 entdo poderia o
estudante apreciar a profunda verdade que estd contida no belissimo aforisma de Bacon:
“Omnis scientia requirit mathematicam” (VALENTE, 2005). Para os autores, seria um erro
demonstrar uma série de teoremas complicados no ensino secundario, com a ilusdo de
desenvolver o raciocinio l6gico, mas também seria um erro reduzir esta etapa do ensino a algo

infantil e inadequado ao desenvolvimento mental dos estudantes.



80

A obra “Curso de Matematica” de Cecil Thiré e Mello e Souza foi elaborada
como alternativa a de Euclides Roxo, e concorreu e ganhou desta em nimero de vendas e
edicdes (VALENTE, 2005). Nessa obra os trés ramos da matematica voltaram a serem
apresentados de forma separada e com poucas conexdes; a geometria deixou de ser
apresentada de forma dindmica e voltou a ser estética.

A partir do volume da 32 série, Euclides Roxo passou a integrar a autoria da
colecdo, mas precisou eliminar algumas de suas ideias modernas como o método heuristico, o
raciocinio intuitivo e o desenvolvimento do pensamento funcional (VALENTE, 2005).

As colecBes da 12 e 22 série contrariaram as instrucdes da Reforma Francisco
Campos, ndo explorando a intuicéo e tratando os conceitos de forma dedutiva ja nesses niveis.
Segundo Valente (2005), o texto ja nestes niveis utiliza termos como axioma, teorema e

postulado no ensino de geometria. Vejamos exemplos nas imagens abaixo:

Figura 10 - Trechos da obra “Matematica” de Cecil Thiré e Mello e Souza referente a 2* série do curso ginasial

CAPITULO II

PROPOSICOES GEOMETRICAS

1 — Geometria. As proposicoes geometricas.

J4 definimos a Geomelria (*) como sendo a parte da M:}-
thematica que tem por objecto o estudo das figuras g.coym(:h'l-
cas do ponto de vista da forma, da grandeza e da posigao.

As diversas propriedades das figuras estudadas sob esse
triplice aspecto — forma, grandeza e posicao — npparcc?m na
Geometria enunciadas por meio de proposi¢des denominadas

osi¢oes geomelricas. e —
’”“”Nu‘im chhmigﬁo didac VOLTAR feita, as verdades geome-
tricas devem apparecer traduzidas em proposi¢oes que sio, com
os recursos admiraveis da intelligencia, deduzidas uma das

outras, isto ¢, demonstradas. (**) :
Ha tres lypos principaes de proposicoes geometricas: o0s
axiomas, os theoremas ¢ 0s postulados.

2 — O axioma.

Axioma ¢ uma proposiciio indemonstravel e evidente por

si mesma.

(*) Mathematica, 1° anno — pag. 279.
(**) Demonstrar uma prop

logica formal, de outras proposi

g . 4 WP :

¢iio é deduzil-a, applicando os principios ca
ta ®

des j4 admittidas (Amorozo Costa “As

idéns fundamentaes da Mathemati

Fonte - (VALENTE, 2005).
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Dessa forma, ao contrario do que estava prescrito nas instru¢des pedagogicas,
ja no livro didético do 2° ano do curso ginasial, 0s autores iniciam a geometria dedutiva,
definindo demonstracdo, axioma, teorema, postulado e definicdes (figura 10).

A colecdo de Jacomo Stavale “1°, 2° 3° 4° e 5° ano de Matematica” é
composta por cinco volumes. Pode-se dizer que o autor utiliza os prefacios para fazer severas
criticas a Euclides Roxo e justificar o porqué de ndo seguir alguns tépicos da reforma. Uma
das suas justificativas se refere a ndo concordancia do ndo uso do método dedutivo no

primeiro ano do curso ginasial:

N&do me é possivel concordar com a interdicdo do método dedutivo no primeiro
ano ginasial. Os meninos que constituem esta classe ndo sdo anormais; nao sdo
incapazes de raciocinar, como geralmente se supde. Sdo criaturas que tém cérebro;
gue ainda ndo sabem pensar com acerto, mas as quais devemos ensinar a pensar. O
nosso dever é adextra-las® na arte de raciocinar e a Matemética é uma excelente
escola para desenvolver o raciocinio. Eis por que, nestas no¢des elementares de
Matematica, ha algumas aplicagdes simples do método dedutivo (STAVALE, 1940
apud VALENTE, 2005).

Pelas palavras de Stavale (1940), pode-se dizer que ele valorizava 0 método
dedutivo na matematica escolar. Para ele, era 0 método dedutivo que desenvolvia o raciocinio
com “acerto” e era por meio dele que os alunos deveriam ser adestrados na arte de raciocinar.
Entretanto, mesmo ndo concordando com o ndo uso do método dedutivo, Stavale (1940), apés
a introducdo do contetdo de geometria a partir de defini¢cbes formais, faz uso na 12 e 22 série
de atividades experimentais para verificar algumas propriedades, como a igualdade entre dois
angulos formados por retas perpendiculares.

Com o recorte abaixo (figura 11), retirado do volume para o 1° ano do curso
ginasial, exemplificamos uma situacdo em que apds a exposicdo formal da propriedade dos
angulos formados por duas retas perpendiculares, se indica o uso de atividades experimentais
para verificar esta propriedade. Num primeiro momento, o autor indica uma maneira de
verificar a afirmacdo de que os angulos formados por duas retas perpendiculares séo iguais:
dever-se-ia sobrepor dois angulos de forma a coincidir o vértice e um dos lados. Se 0s outros
dois lados do angulo coincidissem, significava que eles eram iguais. Em seguida, o autor
ainda faz uso de uma folha para que atraves de dobraduras mostre que os quatros angulos

serdo iguais.

% Escrita fiel 4 do autor.
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Figura 11 - Verificacdo da igualdade entre dois &ngulos (STAVALE, 1940, p. 50)

52. Retas perpendiculares. Para verificar a igualdade
de dois 4ngulos, coloca-se um sobre o outro, de modo que os vér-
tices coincidam e um lado de um dos Angulos coincida com um
lado do outro. Se os outros dois lados também coincidirem, os
dois Angulos serfio iguais.

Exercicio. Desenhar dois Angulos com 40° cada um. Recorté-los e
verificar, pela justaposicio, se éles sao realmente igusis. Desenhar um terceiro
angulo com 50° recortéd-lo e verificar que nfo & possfvel fazer éste fngulo
coineidir com o Angulo de 40°. Os comprimentos dos lados déstes ‘rés Angulos
deverdio ser diferentes.

Tomemos uma félha de papel e dobremo-la
em duas partes iguais, no sentido do compri-
mento. Em seguida, abrindo a f6lha, tracemos
a reta AB, ao longo da dobradura. Dobremos
novamente a folha de papel em duas partes
D_M ¢l iguais, mas desta vez no sentido da largura.
""""" Em seguida, sbrindo a félha, tracemos a reta
CD 20 longo desta segunda dobradura. As duas
retas AB e CD se cortam no ponto M, formando
4 sngulos; AMC, CMB, BMD, DMA. Estes 4
Angulos sdo iguais. Para verificar sua igualdade,

B3

e

e

¢ bastante dobrar a félha de papel em 4 partes iguais, mas de
modo que as linhas retas AB e CD, em lugar de ficarem na
parte interior da fdlha dobrada, fiquem na parte exterior. Veri-
fica-se imediatamente que os 4 fngulos coincidem.

Diz-se que uma reia AB é perpendicular a wma reta CD
quando as duas relas, cortando-se, formam 4 angulos iguais. B a
reta CD ¢ também perpendicular & AB.

Diz-se que uma semirreta AM € perpendicular a uma reta CD
quando a semirreta AM, encontrando a reta CD, forma com ela dois
dngulos iguais. E a reta CD ¢ também perpendicular & AM.

Fonte - (VALENTE, 2005).

No livro didatico do 2° ano do colegial (STAVALE, 1942) também ha
atividades experimentais como:

Figura 12 - Verificagdo da propriedade da soma dos angulos externos de um triangulo (STAVALE, 1942, p. 253)

A soma dos trés dngulos externos de um tridngulo ¢ igual a 360°,
Copiando os trés dingulos externos com papel transparente. ’

e colocando-0s um a0 lado do outro, na posi¢io de adjacentes
(§118), veremos imediatamente que sua soma € igual a 360 graus.

Figura 13 - Verificagdo da propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo (STAVALE, 1942, p. 258)

131. Soma dos fingulos de um tridngulo. 4
dos trés dngulos de um triéngulo & sempre igual i 180 graua:.m

I'racemos um tridngulo qualquer; medindo os trés angulos
e somando 03 resultados, acharemos 180°.

. Para provar que a soma dos trés angulos de i

6 igual a 180° podemos recorrer ao scgui;gmte procesl;:: e
Traga-se um triingulo qualquer ABC; em seguida, com

papel transparente, copiam-se os trés Angulos e colbcam’-se o8

mesmos, um ao lado do outro, na posigio de adjacentes (§118) ;

ver-se-4 imediatamente que os trés Angulos reunidos formam um
dngulo raso ou fngulo direito, isto é, um Angulo de 180 graus.

Fonte - (VALENTE, 2005).
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Nas figuras 12 e 13, mostramos o0 uso de desenhos, de medicGes e de
comparacdo de figuras para se verificar afirmativas matematicas. Pode-se dizer que o autor
buscava solicitar construcbes geométricas para se verificar propriedades e possibilitar que o
estudante chegasse as conclusdes desejadas. Entretanto, isso ndo é feito para introduzir o
estudo da geometria, mas € mobilizado para exemplificar os conceitos ja apresentados
formalmente. Segundo Valente (2005), h& na obra de Jacomo Stavale, nos primeiros dois
volumes, uma grande quantidade de questbes de ordem pratica, sendo a partir do terceiro
volume que o autor passa a utilizar e a ter preferéncia por exercicios mais conceituais e com
demonstragdes formais.

Com os exemplos dos livros didaticos, buscamos apresentar nossa
interpretacdo de como os autores adaptaram o uso das demonstracGes matematicas em suas
obras as orientacdes das reformas. E possivel ver a resisténcia em eliminar das primeiras
séries a geometria abstrata e formal, e nesse caso as demonstragdes formais. Podemos entdo
afirmar que a geometria dedutiva ndo perdeu espago para a geometria intuitiva.

Propor mudancas ndo significa que no cotidiano escolar todas as propostas
seriam implantadas. E esta ndo implantacdo pode ter sido motivada por diversos aspectos que
ndo cabe a esta pesquisa explorar. No entanto, ha pesquisas como a de Alvarez (2004), que
nos ajuda a compreender, por exemplo, as apropriagdes dos principios da reforma realizadas
por professores do ginésio do estado de S&o Paulo. Alvarez (2004) utilizou diarios de classe,
questdes de provas, cadernos e depoimentos de ex-alunos para compreender a pratica
pedagdgica de professores, no momento da Reforma Francisco Campos.

No que € de interesse dessa pesquisa, observamos pelos escritos de Alvarez
(2004) que o método de ensino ainda privilegiava a exposicao tedrica por meio de teoremas e
defini¢cbes acompanhadas da demonstracdo ou de métodos de resolucdo. Alvarez (2004) nédo
identificou o uso da geometria intuitiva, que era uma forma de amenizar o uso do método
dedutivo em determinados niveis de ensino, na analise dos diarios de classe dos professores,
exceto em uma anotacdo no diario da 32 série. Segundo a pesquisadora, os professores que
participaram da pesquisa concordavam em ndo exigir um desenvolvimento tdo formal da
matematica, nos moldes da reforma, mas mesmo assim, 0 ensino ainda privilegiava as
definicbes de teoremas e definicdes, mostrando que a geometria continuava sendo abordada
pelo método dedutivo.

E possivel dizer por meio do que expusemos que o ensino de matematica foi
marcado por avangos e retrocessos. Utilizamos a palavra “avango” ndo Unica e

exclusivamente com o sentido de melhorar o ensino de matemaética, mas no sentido de que
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indica mudancas e tentativas de rupturas com o tradicional, com o convencional. Vemos 0
“retrocesso” como dificuldades e resisténcias de romper com esse tradicional. As rea¢0es dos
autores de livros didaticos e de professores frente as mudancas indicam o tradicionalismo da
matematica, além de mostrar-nos o quanto a geometria euclidiana é valorizada e se mantém
presente na escola.

O atual ensino médio, conforme Valente (2011), tem como antepassado 0s
cursos complementares que foram criados na Reforma Francisco Campos, e se constitui nas
duas ultimas séries do ensino secundario. O curso complementar consistia em preparar 0s
estudantes para o ensino superior e se dividia em trés modalidades em que a matematica
poderia ou ndo ser uma disciplina obrigatéria. Entretanto, por extrapolar os contetidos de
geometria plana e espacial que estamos considerando na pesquisa, ndo teceremos
consideracBes quanto aos cursos complementares.

Em 1931, a Reforma Francisco Campos se preocupou com conteddos e a
metodologia a ser utilizada na disciplina Matematica. Em 1942, a Reforma Capanema elencou
0s conteudos das disciplinas que deveriam ser abordados em cada série do ensino secundario
(VALENTE, 2004), além de reestruturar o curso secundario em dois ciclos em que o primeiro
seria 0 curso ginasial com duracdo de 4 anos e o segundo ciclo abrigaria tanto 0s cursos
classicos — estudo das letras antigas — quantos os cientificos — estudo das ciéncias — ambos
com duragdo de 3 anos. Com a reforma, os cursos ministrados em anexos da universidade
passaram a ocorrer nas escolas e ser conhecido por colégio.

A finalidade do ensino secundario passou a ser proporcionar uma cultura geral
e humanistica. Visava-se por meio do ensino secundario preparar o homem para assumir
responsabilidade dentro da sociedade e da nagdo. Segundo Marques (2005), com o ensino
secundario, tinha-se a “inten¢do de alimentar uma ideologia politica definida em termos de
patriotismo e nacionalismo de carater fascista” (p.40). Além disso, o ensino deveria dar
condi¢des ao ingresso no ensino superior e a formacdo de liderangcas (MARQUES, 2005).
Assim, as finalidades do ensino secundario nessa nova reforma sdo marcadas pelo momento
historico e “acentuam a velha tradicdo do ensino secundério académico, propedéutico e

aristocratico” (p. 40):

O que constitui o carater especifico do ensino secundario € a sua funcdo de formar
nos adolescentes uma sélida cultura geral, marcada pelo cultivo a um tempo das
humanidades antigas e das humanidades modernas, e bem assim, de neles acentuar e
elevar a consciéncia patridtica e a consciéncia humanistica (...) O ensino secundario
tem mais precisamente por finalidade a formacdo da consciéncia patrittica
(BRASIL, 1942 apud VALENTE, 2005).
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Em 1942, com a nova reforma, Gustavo Capanema expediu 0s programas de
matematica no documento chamado Lei Orgéanica do Ensino Secundario e Legislacdo
Complementar. Esta lei ndo dispunha de instrucdes metodoldgicas, mas podemos observar
gue 0s novos programas de matematica suprimiram o ensino articulado da aritmética, algebra
e geometria por meio da nocdo de fungdo. Além disso, respeitou a ideia presente na Reforma
Francisco Campos quanto a iniciar o ensino de geometria de maneira intuitiva. Dessa forma,
vemos a predominancia de ideia de uma matematica mais concreta, sem muita abstracdo na 12
e 22 série, e de uma matematica que aborda aspectos que exigem mais do raciocinio ldgico-
dedutivo nas 32 e 42 séries.

Os programas de matemaética da Reforma de Capanema eram mais extensos do
gue a da Reforma Francisco Campos e as orientacbes quanto ao trabalho com as
demonstracbes eram menos claras e tinha menos destaque do que na primeira
(PIETROPAOLO, 2005). Pietropaolo (2005) apresenta o Unico trecho em que aparece a
palavra demonstrag&o:

Ao estudo das ciéncias num e no outro caso, orientara sempre o principio de que nao
é papel do ensino secundario formar extensos conhecimentos, encher os espiritos
dos adolescentes de problemas e demonstracBes, de leis e hipoteses, de
nomenclatura e classificagcfes, ou ficar na superficialidade, na mera memorizagédo de
regras, teorias e denominag¢Ges, mas cumpre-lhe essencialmente formar o espirito
cientifico [...] nas aulas os alunos terdo que discutir e verificar, terdo que ver e fazer
(p. 16). (BRASIL, 1942 apud PIETROPAOLO, 2005, p. 103)

Deveria haver cuidado ao se utilizar as demonstragdes, evitando sua
memorizacdo e reproducdo, mas proporcionando uma formacdo ao estudante em que ele
participaria ativamente, discutindo e verificando resultados.

Observamos ainda por meio da leitura das Instru¢fes Pedagdgicas da Reforma
Francisco Campos e da Lei Organica da Reforma Capanema que estes documentos ndo fazem
referéncia a importancia da demonstracao para a formacdo do aluno, conforme vemos em
momentos anteriores da educacdo. Pietropaolo (2005) conjectura que isso pode ter ocorrido
pelo fato de ser 6bvia essa importancia, pois se tratava do ensino de matematica. O que vemos
sdo critérios para 0 uso desse procedimento em salas de aulas pelos professores, com
precaucdes, pré-requisitos, cuidando para que este ndo cometa exageros.

Com relagdo aos livros didaticos que se diziam de acordo com a reforma,
Valente (2004) observa que mesmo chamando a disciplina de matematica, alguns autores
mantiveram os conteudos aritmética, algebra e geometria separados.

A colegdo “Matematica Ginasial” de Euclides Roxo, Cecil Thiré e Mello e

Souza foi elaborada para substituir a colecdo “Curso de Matematica” langado em 1931. No
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que se refere a geometria, diferentemente do que ocorreu nos dois primeiros volumes da
colecdo lancada em 1931, em que a abordagem da geometria se mostrou extremamente
formal, a colecdo para a Reforma Capanema se mostrou preocupada com a experimentacao e
a intuicdo (VALENTE, 2005). Valente (2005) conjectura que a mudanca pode ter ocorrido
por conta da presenca de Euclides Roxo desde a escrita do primeiro volume da colecdo

“Matematica Ginasial”. Vejamos abaixo um exemplo de uma atividade experimental:

Figura 14 - Verificacéo da soma dos angulos de um tridngulo (ROXO et al, 1943, p. 55)

83. Soma dos dngulos de um tridngulo.

Recortemos um trifingulo em papel ou carlolina. Rasguemos
dois cantos (1 ¢ 2) da figura e somemos os éngulos que cles repre-
sentam com o tereciro colocando-nos como esla indieado na figura
ao lado. Verifica-se que o pedaco AM do lado AB, que parile de A,

vai ficar no prolongamento CM’, da nova posicdo CN” que vai ocu-
par o pedaco BN, do mesmo lado, que parte de B,

Da experiéncia acima se conclui a seguinle proprie-
dade:

A soma dos dangulos de um (ridngulo vale dois relos,
isto ¢, 180°,

Representando-se por A, B ¢ ¢ as medidas em graus,
dos angulos de um triangulo qualguer, podemos escrever:

A4+ B+ C -~ 1807

Temos a relacao geralmente conhecida pelo nome de
lei angular de Tales (*)

| Tales de
o primeiro a udar logicamente a Matemdtica e a ele devemos a demonstra-
¢ das primelras propriedades das figuras

Milato, (040-546 a J.C), um dos sete sdbion da Gréeia, foi

Fonte - (VALENTE, 2005).

Com a figura 14, ilustramos o uso de uma atividade experimental pelos autores.
Nessa situacdo, € solicitado que os estudantes recortem um tridngulo e separe o0s seus angulos
internos e em seguida os justaponham. A experiéncia permite concluir a propriedade da soma
dos angulos internos de um triangulo.

Entretanto, apesar de a colecdo explorar situacdes experimentais e intuitivas,
Valente (2005) diz que ainda se apresentava de maneira formal algumas noc¢des de geometria
nas duas primeiras séries.

Conforme era esperado a partir da 3? série do curso ginasial, passou-se a
desenvolver a geometria dedutiva, ou seja, essa area passou a assumir uma abordagem formal
e carregada de demonstragcdes. Vejamos a seguir, como um exemplo dessa afirmacdo, um

recorte do sumario do volume da 32 série:
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Figura 15 - Sumério do livro Matematica Ginasial 32 série (ROXO et al, 1945, p. 294)

GEOMETRIA DEDUTIVA

UNIDADE Vi

Introdugéio & geometria dedutiva L

1. Proposigoes geométricas; hipotese, conclusio; demons-
) Ly o1 PPl i R A P N U L R R SR G R R R ST 131
b FT T [ 1) R e g SR S e (A S S E I P SR 138
2. Ponto, linha, superficie, reta, plano .................. 138
3. Figuras geoniétricas; lugares geométricos ............. 143

Fonte - (VALENTE, 2005).

Na figura 15, apresentamos o recorte do sumario do livro “Matematica
Ginasial” da 3* série. A partir da unidade VI do livro, o autor passou a tratar dos conceitos
geométricos de forma légico-dedutiva, em que iniciou apresentando o que sdo proposicdes,
hipdteses e conclusdes; elementos importantes para a elaboracdo e compreensdao de uma
demonstracdo. O autor prosseguiu, apresentando as no¢@es comuns — ponto, linha, superficie,
reta e plano -, e em seguida trabalhou como diversas demonstracGes de teoremas.

Podemos ver também na obra de Algacyr Maeder “Curso de Matematica” de
que forma a demonstracdo era utilizada. Maeder (1944), no prefacio do primeiro volume,
defendeu a matematica intuitiva e experimental. Entretanto, segundo Valente (2005), isso ndo
foi condizente com a forma que desenvolveu seu livro: “as analises nos mostram que a
apresentacdo das nocBes geométricas é baseada no uso da linguagem formal, com pouco
espaco para situacdes experimentais a serem vivenciadas pelos alunos” (VALENTE, 2005, p.

4). A seguir apresentamos um exemplo:

Figura 16 - Verificagcdo da soma dos angulos de um tridngulo presente no volume da 22 série

72. Somma dos angulos de um triangulo. — A4 som-
ma dos lres angulos de um triangulo & egual a daois an-

gulos rectos (*).

Com effeito, pelo vertice C do triangulo ABC, [ligura
ao lado, tiremos DE, parallela a
AB, e notemos que (n. 20)
8 el €
) &4 BCE 4 ACB +ACD=2R. (1)
/// o \\ Mas, tendo em vista que
o % BCE = ABC e ACD-BAC,

como angulos alternos de parallelas cortadas por transver-
sal (n.o B7) segue-se, fazendo-se as substituigdes correspon-
dentes na egualdade (1).

ABC 4-ACB + BAC=2R
oun, simplesmente,

A+ B+ C=2R.

Fonte - (VALENTE, 2005).
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O exemplo acima esta presente no volume da 12 série ginasial, no qual o autor
ja para esta série faz uso da geometria dedutiva. Com o recorte (figura 16), podemos dizer que
0 autor faz uso de uma figura como apoio visual para desenvolver as deducdes.

Observamos que os livros didaticos se diziam seguir as orientagdes
curriculares, mesmo que indicassem a ndo concordancia com algumas decisdes; muitas vezes
antes da 32 serie a geometria dedutiva estava presente na matematica escolar, ainda que, temos
de reconhecer, sua maior recorréncia acontecia a partir da série mencionada.

Apresentamos nesta secdo algumas das alteracbes, com foco nas
demonstragdes, que ocorreram nos livros didaticos da época mediante a reforma ocorrida.
Entretanto, segundo Fiorentini (1995), no geral os livros didaticos anteriores a década de 50,
com algumas excegOes, reproduziam o modelo euclidiano, que se caracterizava pela
“sistematizacdo logica do conhecimento matematico a partir de elementos primitivos
(definicBes, axiomas, postulados). Essa sistematizacdo € expressa através de teoremas e
corolarios que sdo deduzidos dos elementos primitivos” (p. 5). Apds a apresentacdo dos
teoremas demonstrados surgiam os exercicios de aplicacéo.

Essa grande énfase nas demonstracGes podem ser justificadas, por que no final
do século XIX e inicio do século XX, havia uma tendéncia em que tudo deveria ser
“justificado e argumentado, ou melhor, demonstrado logicamente” (FIORENTINI, 1995, p.
6). E assim, a geometria assumiu um lugar importante no curriculo escolar.

Fiorentini (1995) aponta uma dualidade curricular no ensino de matematica: o
ensino ndo era 0 mesmo para as classes menos favorecidas e a dominante. Quanto as classes
menos favorecidas, “privilegiava-se o calculo e a abordagem mais mecénica e pragmatica da
Matematica”, e quanto a classe dominante o ensino era “mais racional e rigoroso, 0 que seria
garantido pela geometria euclidiana” (p. 7). Ou seja, o ensino de matematica tinha o poder de
separar classes sociais e de enfatizar suas diferencas por meio de sua abordagem. A
demonstracdo em meio a esse contexto servia como um simbolo de valorizagdo da
matematica.

Considerando-se o0 ensino de matematica no Brasil até o final da década de 50,
esse ensino era, salvo raras excegdes, caracterizado pela énfase ao modelo euclidiano e a
concepcao platonica da matematica (FIORENTINI, 1995). Frente a criticas que surgiram ao
formalismo classico pelos escolanovistas, surgem livros didaticos com atividades mais
praticas e diminuem-se a énfase nas justificativas. Essas ideias, que Fiorentini (1995) chama
de tendéncia empirico-ativista, surgem no Brasil a partir da década de 20, em que Roxo é um

dos seus representantes.
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Com isso, passa-se a valorizar a manipulagdo ou a experimentacdo na
aprendizagem da matematica. Um exemplo é o uso de recortes e dobraduras para se verificar
que a soma dos angulos internos de um triangulo da 180°. Segundo Fiorentini (1995), além de
contribuir para a constituicdo da disciplina Matematica, essa tendéncia favoreceu o
surgimento de livros com figuras e com uma abordagem mais pratica.

Em relacdo a tematica das demonstragdes, essa forma mais pragmatica do
ensino de matematica implicou em mudancas na forma de lidar com as demonstracdes na
escola, pois, por meio de manipulacdes e atividade praticas, passou-se a elaborar
“generalizagdes ou abstragdes de forma indutiva e intuitiva (FIORENTINI, 1995, p. 12).
Entretanto, essas mudancas ficaram restritas aos niveis de ensino mais elementares, e muitas
vezes até nesses niveis as demonstracdes formais se faziam presentes. Para as séries finais do
curso ginasial, era consenso a necessidade de propor demonstracdes formais excluindo
qualquer tipo de experimentacéo.

Apesar de observar excecdes, podemos afirmar que a demonstragdo era bem
estabelecida nos livros didaticos, os quais em sua grande maioria, demonstravam todos os

teoremas.

2.2.2. Ademonstracdo em geometria e 0 Movimento da Matemética Moderna

A geometria presente no ensino secundario no Brasil que antecede o
Movimento da Matemética Moderna (MMM) era, segundo Matos e Silva (2011), basicamente
a geometria euclidiana, ou seja, baseada em axiomas de Euclides. Quanto as demonstracdes,
Vianna (1988) nos diz que:

Antes do advento da Matematica Moderna no ensino, o dedutivo era tido como bem
estabelecido, nos livros e para os professores. As demonstracdes eram apresentadas
com certa reveréncia e estavam rodeadas por uma auréola de autoridade que
impunha respeito (VIANNA, 1988, p. 6).

Por meio das reformas ocorridas entre as décadas de 30 e 50 este ensino passou
a sofrer modificacdes, se ndo na pratica ao menos curriculares.

O periodo de 1950 até o final do século XX compreendeu mudangas no ensino
de matematica, tendo sido provocadas principalmente pelo MMM, que, diferentemente dos
que foram mencionados anteriormente, ndo foi um movimento brasileiro e institucional, mas
internacional.

Segundo Miorim (1995), assim como ocorreu no primeiro movimento, no

inicio do século XX, uma das fortes motivacbes a favor do MMM esta relacionada ao
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descompasso entre a matematica ensinada nas escolas de nivel médio e os avancos cientificos
e tecnoldgicos. A preocupagdo em modernizar o ensino de matematica foi provocada
principalmente pelo campo politico-econémico, em que podemos citar a baixo nivel de
conhecimentos matematicos dos soldados americanos durante a Segunda Guerra Mundial e o
lancamento do foguete Sputnik, pondo-se em destaque a desvantagem tecnoldgica dos
Estados Unidos em relagdo a entdo Unido Soviética, e o obrigando a repensar o ensino de
ciéncias e matematica.

O MMM tinha os seguintes propdsitos: unificar os trés ramos fundamentais da
matematica por meio da teoria dos conjuntos, estruturas algébricas, relacdes e funcdes; dar
maior énfase aos aspectos l6gicos e estruturais da matematica em detrimento do pratico,
mecanizado e ndo-justificado; e abordar uma matematica mais contemporanea nos 1° e 2°
graus (FIORENTINI, 1995).

Além disso, segundo Sousa (1999), a matematica moderna que foi para o

curriculo teve o objetivo de

(...) tratar simultaneamente varias estruturas que vdo determinar sua forma, (...) é
necessariamente axiomatica, dedutiva e abstrata. E o resultado direto da
multiplicidade de espagos e geometrias e da multiplicidade de estruturas algébricas
desenvolvidas pela Matemética Cléssica. (...) estd para a classica assim como a
algebra elementar esta para a aritmética elementar” (ADLER, 1970 apud SOUSA,
1999, p. 28).

Pelas palavras de Miorim (1998): com 0 MMM “os alunos ndo precisariam
“saber fazer”, mas, sim, “saber justificar” por que faziam” (p. 114).

Esta matematica moderna considerava os trabalhos desenvolvidos por
matematicos no século XIX, enfatizavam o rigor, a abstracdo e trouxe “embutido em si”
(SOUSA, 1999), o programa desenvolvido pelo grupo Bourbaki®'. Os trabalhos deste grupo
procuravam considerar a “economia de pensamento” (SOUSA, 1999, p. 28), eliminando
qualquer recurso a intuicdo, o que para eles daria uma base solida a matematica. Além disso, o
MMM foi reforcado por estudos psicologicos, principalmente os desenvolvidos por Jean
Piaget.

Quanto a isso, Pires (2008) nos diz que no periodo do MMM

0 grande empenho era o de aproximar o ensino escolar da ciéncia, de se ter uma
Matematica Gtil para a técnica, Util para a ciéncia, Gtil para a economia moderna.
Assim, o que se colocou em pratica estava distante de ser um ensino renovado e
democréatico da Matematica, preparando o aluno para a compreenséo da ciéncia, mas

81 «(_..) foi 0 nome ficticio escolhido por um grupo de matematicos, na maioria franceses, dentre eles, Cartan,

Chevalley, Dieudonné, Weil, que tinham a intengdo de apresentar toda a Matematica de seu tempo em uma obra
intitulada Elements de mathématique. O primeiro volume dessa obra apareceu em 1939.” (MIORIM, 1998, p.
110).
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um ensino formalizado ao extremo, decepado de todo suporte intuitivo, apresentado
a partir de situacdes artificiais e, além de tudo, bastante seletivo (PIRES, 2008, p.3).

O MMM provocou também mudancas no curriculo de geometria. Entretanto,
segundo Matos e Silva (2011), as propostas de modernizagcdo ndo apresentaram um consenso
quanto ao ensino da geometria. Nos féruns de discussdo da conferéncia em Royaumont®
apresentaram-se duas posicdes diferentes quanto ao seu ensino. Uma delas seria a proposta de
Jean Dieudonné, muitas vezes simplificada com a frase “Abaixo Euclides!”. Segundo Matos e

Silva (2011), a proposta de Dieudonné,

segue uma visdo kleiniana da geometria como o estudo de grupos de transformacéo
ocorrendo em espacos especificos e traduz-se sobretudo numa valorizacdo da
Algebra e da Geometria Vetorial suportadas numa linguagem e simbologia precisas,
com a correspondente desvalorizagdo da geometria de Euclides (p. 173).

A contestacdo de Dieudonné ndo era quanto a eliminacdo da geometria de
Euclides, mas quanto a metodologia do ensino da geometria usada na época.

Uma segunda posi¢cdo se resumia em manter uma abordagem axiomatica, mas
utilizando outros conjuntos de axiomas.

Com relagdo ao MMM no Brasil, as primeiras manifestacdes oficiais foram
feitas por meio de Congressos Brasileiros do Ensino de Matematica, que ocorreram em
Salvador (1955), Porto Alegre (1957), Rio de Janeiro (1962) e Belém (1967).

Uma maneira de compreendermos como se colocava em pauta as
demonstracfes no ensino de geometria € olharmos para a discussdo dos anais dos primeiros
congressos. Por meio da analise realizada por Camargo (2009), pode-se dizer que a geometria
I6gico-dedutiva ainda prevalecia no ensino e nas discussdes educacionais. Segundo a autora,
por meio dos anais, pode-se ver que em momento algum se buscou solucionar o problema do
ensino da geometria dedutiva nas propostas levantadas por professores que discutiam o ensino
dessa area. O que se buscou, assim como nas reformas passadas, foi retomar o uso da
geometria experimental, outrora, defender a ndo necessidade de demonstrar todos o0s
teoremas, ou seja, a geometria l6gico-dedutiva seria desenvolvida para “iniciar os alunos nos
métodos demonstrativos” (CAMARGO, 2009, p. 69), destacando quais os teoremas deveriam

ser demonstrados e quais ndo. Houve também gquem buscou apresentar alternativas para que

%2 Em 1959, a Organizagdo Européia de Cooperacdo Econémica (OECE) organizou a Conferéncia Internacional
em Royaumont, com duracdo de duas semanas e contou com a participacdo de matematicos de vinte paises
(MIORIM, 1995), onde discutiram propostas de mudangas para o ensino de matematica. Nessa conferéncia
ficaram estabelecidas as bases para 0 MMM. A matematica escolar deveria ser estudada para atingir os
seguintes objetivos: “a) formativo, com a finalidade de desenvolver as capacidades mentais e intelectuais; b)
preparacdo dos alunos para prosseguir os estudos; c) instrumental, com a finalidade do aluno, ao final do curso,
inserir-se na vida profissional” (CAMARGO, 2009, p. 43).
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ndo houvesse dificuldades quanto a geometria Idgico-dedutiva, em que indicava que “para que
ndo houvesse dificuldades por parte dos alunos, dever-se-ia iniciar o estudo da geometria
I6gico-dedutiva utilizando a demonstracdo experimental e pouco a pouco introduzir a
demonstragao rigorosa” (CAMARGO, 2009, p. 69).

Segundo Camargo (2009), por meio da analise dos trés primeiros congressos,
pode-se dizer que as discussdes giravam em torno de se ensinar geometria intuitiva antes da
dedutiva, como uma forma de sanar e evitar dificuldades futuras quanto as demonstracdes
formais.

A geometria, no decorrer do MMM, nédo poderia mais ser ensinada a maneira
tradicional. Assim, acentuam-se nos livros didaticos as nogdes de figuras geométricas e de
interseccdo de figuras como conjuntos de pontos do plano. A abordagem intuitiva aparece nos
livros didaticos pela utilizacdo de teoremas como postulados, a partir dos quais é possivel
resolver problemas. “N&o existe, agora, uma preocupagao em construir uma sistematizacao a
partir das nog¢des primitivas e empiricamente elaboradas” (PAVANELLO, 1989, p.163).

Com o enfoque formalista prescrito pelo movimento, era natural que o método
dedutivo tivesse énfase no ensino. Segundo Vianna (1988), longe de desenvolver o raciocinio
I6gico-dedutivo dos estudantes, passou-se a abordar nos livros didaticos atividades para se
demonstrar, por meio de esquemas de completar espacos. Dessa forma, houve uma
preocupacdo didatica em fazer com que a demonstracdo passasse a ser feita e que se
justificasse os passos utilizados em vez de observar e repetir sem compreensao.

Ainda com relacdo aos livros didaticos, Vianna (1988) nos diz que
anteriormente ao movimento parecia haver neles uniformidade na abordagem da geometria.
Com o MMM, comecam a surgir distingdes, que variaram de acordo com o envolvimento do
autor com o movimento, mas também da “crenca se seriam pedagogicamente aplicaveis e da
coragem de romper com o0s padrdes tradicionalmente aceitos” (p. 16). Isso se dava também
quanto a abordagem das demonstrac@es nos livros didaticos.

Houve também em alguns livros didaticos mudancas quanto a forma de
apresentar as demonstracdes. Um exemplo (figura 17), retirado do 4° volume da colecdo de
Sangiorgi (1970), mostra que as demonstracdes eram desenvolvidas em duas colunas
denominadas “afirmac¢des” e “justificagdes”, havendo na primeira coluna o uso de

proposicdes tidas como verdadeira e na segunda coluna as justificativas quanto a elas.
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Figura 17 - Demonstracdo do Teorema de Tales em Sangiorgi (1970)

i N ;
L T.1 = Se um feixe de paralelas determina segmentos congruentes s6bre

uma transversal, entdo determina sébre outra qualquer transver-
sal désse feixe segmentos também congruentes.

allbfic]ld f

H { s e t transversais

AB~BC~(CD ; J ID\\N

ol
— . g G i @ I
T { MN NP ~ PQ { . B
d D %\Q )
DEMoNsTRAGAO: I X
Afirmacdes Justificaces
1. MR || AB; NS J| BC e PT | &D
o conszruindso,;/ BC e PT (| CD 1. Postulado de Euclides
2. Os quadriliteros AMRB
cpro paralc!ogramo's BNSC e 2. Lados opostos paralelos dols a dois
3. AB =~ MR, BC ~ NS ¢ CD ~ 7 ' :
=~ MR, BC = NS e CD ~ PT 3. Lados opostos de um paralelogramo
i - - slo congruentes
& ~ 4. Hipbtese e propriedade transitiva da
A congruéncla
- AA - > APTQ 5.
6. N o NP w P Cnso A.LL.A. (por qud?)

z v

Fonte — Matematica: curso moderno (SANGIORGI, 1970, p. 145)

Entretanto, é importante salientar que nem todas as demonstraces
apresentadas por Sangiorgi (1970) tinham essa estrutura. Encontramos demonstragdes
também no seguinte estilo: indica-se a hipdtese, tese e em seguida a demonstracao.

Ha também outra diferenca com a forma de desenvolver uma demonstracao por
Sangiorgi (1970): o uso da é&lgebra e das manipula¢bes algébricas no desenrolar da

demonstracdo. Se formos comparar as demonstrac@es de Euclides, por exemplo, esse fato ndo
ocorria.

Na figura 18, exemplificamos uma situacdo em que Sangiorgi (1970) faz uso
da algebra e das manipulagdes algébricas no desenrolar da demonstracdo. No exemplo, o
autor cita inicialmente o teorema que diz sobre uma relagdo do angulo agudo de um triangulo.
Em seguida, ha o uso de uma imagem representativa da situacdo, bem como a exposicao da
hiptese e da tese, isto é, do resultado que se deseja demonstrar. A partir do triangulo

construido, duas relacfes de igualdade séo explicitadas e utilizadas para se deduzir a tese por
meio de manipulacGes algébricas.
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Figura 18 - Demonstragdo das propriedades de um tridngulo qualquer

Relagdes métricas num tridngulo qualquer
14. Relagdo com o dngulo agudo

(T.12:: Num tridngulo qualquer o quadrado da medida do lado oposto
a um dngulo agudo ¢ igual @ soma dos quadrados das medidas
dos outros dois lados, menos duds vézes o produto da medida de
um déstes lados pela medida da projecdo do outro s6bre aquéle lado.

H{A ABC| A é agudo ) o
T{a? =b*+c2-2m

DeMONSTRAGAO:
Tracando CH L AB, vem: A 8

.'_H—‘_’
A CHB, retangulo = a* = h* + n* (Pit4goras) .
A CHA, retangulo == h* = b* - m?* ¢ n = c-m (porque: ¢ = m + n)

Substituindo ésses valbres em:
@ = 2 + nt

N\ |
temos: a? = b? -m? 4 (c -m)?

ou a=5p2-m?+c?-2cm+ m? = a’-b’+c’—2ch c.qd.

Fonte - Matematica: curso moderno (SANGIORGI, 1970, p. 195)

Pode-se dizer ainda que as demonstracdes faziam parte dos exercicios

propostos aos estudantes, como se pode observar no recorte que fizemos de uma série de
exercicios em que a demonstracao era solicitada:

Figura 19 - Exercicios propostos (SANGIORGI, 1970)

S. Dados: AB//CD e AD BC = {0} ~ 6. Dado: DE /| BC

Prove que: AB = DC. % ) - Prove que: x = p?

7. Dado: paralelogramo ABCD 8. Dado: Xé//ﬁ’

3 AB A'B’
Prove que: DO.EO = BO.AO P#ove que: =70
D c A 8¢
3
0
A B8 1

~ B’ A
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TEOREMAS (acérca de Semelhanga) — Gruro 58
Demonstre que '

1. Dois tridngulos is6sceles sio semelhantes : i
quando os seus 4ngulos dos v a
bt g értices sio

2. Dois tridngulos retAngulos sio semelhantes quando um 4ngul
€ congruente a um 4ngulo agudo do outro.q RIS Hpaka

3- DDIS tllallgUlOS que té”l os ladOS COUCSPOHdE“teS p lale 0S ou P
a l efpe“dICulaleS,

Fonte - Matematica: curso moderno (SANGIORGI, 1970, p. 167 e 168)

Por meio dos escritos de Sangiorgi (1971) e pelo uso em seu livro didatico,
podemos dizer que se manteve a valorizacdo da demonstracdo no ensino de matematica. No

volume da 32 série do curso ginasial, inclusive, o autor fala sobre a demonstracéo:

Suponhamos que vocé tenha verificado experimentalmente que os angulos da base
de um tridngulo is6sceles sdo congruentes. Mesmo que essa propriedade seja
verdadeira para “um milhdo de tridngulos isosceles” sem que a verificasse para um
triangulo de cada vez!

Dai a necessidade de se ter um processo dedutivo — denominado demonstragdo — que
possa justificar plenamente ser verdadeira a citada propriedade para qualquer
triangulo isésceles, independentemente do tamanho da figura ou da precisdo com
que foi desenhada. Este é o poder de generalizacdo de uma demonstragdo em
Matematica, que permite construir logicamente a Geometria.

Demonstra-se que a informagdo expressa numa sentenca € verdadeira, mediante um
processo dedutivo, desenvolvido sucessivamente por intermédio de resultados
conhecidos, mais elementares, j& comprovados ou aceitos como verdadeiros
(SANGIORGI, 1971 apud FERREIRA, 2008, p. 88).

A demonstracdo € mobilizada pelo autor da maneira tradicional e com 0 mesmo
objetivo: verificar a verdade de fatos matematicos mediante resultados conhecidos. Desse
modo, podemos dizer que mesmo através de tamanha reforma no ensino de matematica, a
demonstracdo foi mantida no ensino com algumas diferengas metodolégicas.

Apesar de diversos grupos e dos congressos oferecerem orientacGes quanto ao
ensino da matematica moderna, particularmente quanto a geometria, esse novo enfoque nédo
conseguiu se manter na escola. O que acabou acontecendo foi que posteriormente houve a
relegacdo da geometria a um segundo plano, assumindo um lugar ndo muito significativo no
curriculo.

Para Vianna (1988), ha pelo menos dois motivos que influenciaram o abandono
da geometria: ser rigorosa e abstrata. Por ela ser rigorosa, era ultrapassada, “tolhe a liberdade
e criatividade do aluno” (p. 20); ser abstrata era visto como sinénimo de dificil, além da ndo
valorizagdo dos “aspectos praticos-utilitarios (...) numa época de crescente popularizacdo do

pragmatismo, parecia muito grave” (p. 20). Dessa forma, a geometria foi abandonada:
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O reflexo comecgou a ser sentido nos livros didaticos, se bem que de uma forma mais
lenta que nas salas de aula. Talvez porque registrar a desvalorizacdo do dedutivo seja
por demais audaciosa e ja a postura dos professores ndo é publicada. Os livros
didaticos conservaram as demonstracfes dos teoremas mais tradicionais, como o de
Tales e o de Pitagoras, mas na parte de exercicios mudaram drasticamente.
Diminuiram ou mesmo aboliram quaisquer exercicios de carater légico ou para
demonstrar (VIANNA, 1988, p. 20).

Essa tendéncia de ensino que relega a demonstracdo no ensino de matematica
ao segundo plano ocorreu no final da década de 60 até o final da década de 70. Isso ndo se
deu, em vista de questionamento quanto a pertinéncia desse procedimento tipico da
matematica académica na escola, mas por conta de uma nova pedagogia, que visava tornar os
estudantes eficientes e funcionais. Segundo Fiorentini (1995), nessa época os livros didaticos
procuraram seguir essa tendéncia.

Dessa forma, a matematica foi reduzida a um conjunto de técnicas, regras e
algoritmos sem necessidade de justifica-los. A prioridade era o fazer e ndo o compreender,
refletir, analisar e provar (FIORENTINI, 1995).

No fim da década de 70, comeca-se a buscar pela superacdo dessa situacédo, ou
seja, ao retorno da geometria, sendo motivada pelo “esvaziamento do ensino de geometria”
(MIGUEL et al, 1992, p. 50):

Este “retorno” a geometria ndo consiste nem na retomada pura e simples da
geometria euclidiana, na sua abordagem classica, nem na reafirmacdo do papel que
ela desempenha no curriculo escolar dos periodos anteriores; mantém-se, sobretudo,
conceitos e propriedades fundamentais préprios da geometria euclidiana numa
abordagem inicial que privilegia 0s aspectos intuitivos e experimentais
encaminhando-se, gradativamente, para dedugdes locais daquelas proposi¢cdes mais
fundamentais (MIGUEL et al, 1992, p. 50).

Ou seja, nesse momento a énfase recaiu nos aspectos empiricos da geometria,
que segundo Andrade (2004), foi marcado pela busca por motivacdes para o seu ensino. Com
isso, a énfase a uma abordagem mais experimental comegou a substituir a geometria
axiomaética.

Esse quadro passou a ser modificado também por meio das avaliacdes
nacionais dos livros didaticos, em que atividades envolvendo processos de inferéncia, anélise,
argumentacdo, tomada de decisdes, criticas e validacdo de resultados passaram a ser
novamente valorizadas e por meio das producgdes da comunidade de educadores matematicos
(ANDRADE, 2004).

Apesar de na primeira metade do século XX ter havido no Brasil mudangas
curriculares significativas focando contetudos, metodologias e objetivos para o ensino de

matematica, vimos, pelo exposto, que no que concerne as demonstragdes, seja nas prescrigcoes
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dos documentos oficiais ou nos livros didaticos, houve poucas alteragdes. As mudancas que
envolviam de forma direta ou indireta as demonstracdes eram de carater metodoldgico. Elas
continuaram a fazer parte do ensino de geometria, até que houve seu abandono no ensino de
matematica.

Mudangas no ensino dessa disciplina continuaram ocorrendo, das quais
podemos citar as reformas contrérias ao MMM (1980 a 1994) e a influéncia dos Parametros

Curriculares Nacionais (1998).

2.2.3. Ademonstracdo em documentos oficiais elaborados a partir da década de 80

Na segunda metade do século XX, mais especificamente a partir da década de
80, houve uma renovagéo de ideais educacionais brasileiros motivados, dentre outros fatores,
pelo fim da ditadura militar. Duas das reformas educacionais provenientes das politicas
publicas que podemos citar sdo: o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) e a
instituicdo de Parametros Curriculares Nacionais (PCN).

Os debates que ocorreram sobre 0 MMM motivaram as secretarias estaduais e
municipais de educacdo a elaborarem propostas para o ensino de matematica. Conforme nos
mostra Pires (2008), as propostas curriculares nacionais que surgiram nas reformas Campos e
Capanema foram gradualmente substituidas por propostas regionais (ndo obrigatorias) que
eram elaboradas pelas secretarias estaduais e municipais de ensino (década de 70/80). Esse
fato possibilitou uma flexibilizacdo do curriculo escolar, mas acarretou, segundo Pires (2008),
graves problemas, pois com essa elaboracdo, enfatizou-se ainda mais as diferencas regionais,
ou seja,

regides mais desenvolvidas economicamente e socialmente, com maior acesso a
producdo de conhecimentos, reuniam melhores condigdes de elaborar projetos
curriculares contemporaneos, incluindo avangos das pesquisas (...) as demais
(regides) continuavam reproduzindo listas de contedidos sem maior reflex&o sobre a
relevancia destes e sem discutir questdes referentes a sua abordagem (PIRES, 2008,

p. 9).

Uma proposta curricular que surgiu foi a do estado de Sdo Paulo em 1992, e
que ¢ considerada por alguns dos livros didaticos que iremos analisar nessa pesquisa.

Em 1985, a Secretaria de Educagéo do Estado de S&o Paulo passou a elaborar
as Propostas Curriculares para o ensino de 1° e 2° graus. Esta elabora¢do contou com uma
equipe da Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagogicas (CENP), com professores da
educacdo bésica publica e docente de universidades estaduais paulistas. Segundo Ferreira
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(2008), este documento apresenta reflexdes sobre o papel da matematica no curriculo e sobre
problemas no ensino, relacionadas ao MMM.

O documento apresenta justificativas para sua elaboracao, estando entre elas, o
abandono da geometria e a formalizacdo precoce no ensino de matematica que nédo respeita o
desenvolvimento do aluno. Vemos que se mantém o ensino gradativo, partindo-se da intuicdo

até o pensamento légico-dedutivo, mas se orienta um trabalho em “espiral”:

diferentes ocasides, que sejam convenientes, de modo a permitir sua elaboracdo e
reelaboragdo por parte do estudante, desde um primeiro contato, em que ele capta
intuitivamente as idéias basicas e as aplica em situagdes-problema, até a fase em que
é utilizado o pensamento légico-dedutivo, permitindo uma progressiva formalizagao
e sistematizacdo do conceito enfocado (PROPOSTA CURRICULAR PARA O
ENSINO DE MATEMATICA 1° GRAU apud FERREIRA, 2008, p. 124).

No que se refere a Geometria, Ferreira (2008) destaca quais eram 0s objetivos
por series, observando que para a 52 e 62 série, ha a presenca do experimentalismo, sugerindo
0 uso de dobraduras, compasso e transferidor. O documento sugere também o uso de materiais
concretos do cotidiano, como papéis, para estudar propriedades geométricas. Vejamos uma

sugestdo dada pela proposta curricular:

Figura 20 - Verificagdo experimental

Verificagac exzperimental e de-
monstracao do teorema da soma
das medidas dos angulos internos
de um triangule.

b) atraves de recortes e cola
gem dos angulos do trlangulo con
siderado, componde um Angule ra-
s0, em torno de um ponto.

ot Rl

Este é o primeiro teorema gue
o8 alunos irao demonstrar. No en
tanto, essa demonstragao devera
ser precedida de uma verificagao
experimental e, além disso, deve

—gZe evitar inicialmente, exces-
sos de simbologia.

A verificacgdo experimental des
se teorema pode ser feita:

a) através de medidas diretas,
com auxilio de transferidor:

c) através do dobraduras,
prdpric triangulo.

P i
/ /\S _A"/_i' \\: ‘; m

Fonte — (Ferreira, 2008, p. 128).

Com a figura 20, mostramos uma das orientacGes presentes na proposta
curricular para o ensino de matematica 1° grau do estado de Sdo Paulo. A sugestdo ao se
trabalhar com o teorema da soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo era a
verificacdo experimental e a demonstracdo formal. No caso da figura 20, ha um exemplo da
forma como se poderia propor a verificacdo empirica, podendo ser feita via: medi¢cdo com
auxilio de um transferidor; recorte dos angulos e uma nova organizagcdo dos mesmos; e por

meio de dobraduras.
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Segundo Pietropaolo (2005), a proposta curricular apresenta sugestdes de como
fazer a verificacdo experimental, como ilustramos na imagem acima, entretanto o mesmo néo
ocorre quanto a demonstracao l6gico-dedutiva.

Para a 72 série, ainda se sugere a experimentacdo, entretanto, menciona-se
também a demonstracdo de propriedades relativas a triangulos e equilateros. Para a 8?2 série se
menciona a demonstracdo bem como as propriedades e teoremas que devem ser
demonstradas.

Os contetidos sdo distribuidos da seguinte forma, no que diz respeito a
geometria: 5% série - geometria intuitiva; 6% série - geometria intuitiva e construcGes
geomeétricas; 72 série - introducdo ao emprego do raciocinio hipotético-dedutivo da geometria
e; 8?2 série - homotetia e semelhanca: aplicacdes e medidas: comprimento do circulo e areas
(FERREIRA, 2008).

Observamos que estas orientagdes quanto ao ensino de geometria
influenciaram e influenciam atualmente a producdo de livros didaticos, que seré tratada no
préximo capitulo. Inclusive a proposta curricular do estado de Séo Paulo é uma referéncia
bibliografica dos PCN.

Quanto as propostas curriculares regionais, Pires (2008) nos diz, que com isso
constatou-se uma “profunda segmentagdo social” (p. 9), provocada pela ma distribuicdo de
renda no Brasil. Sendo assim, foi por meio da Lei Federal n° 9.394, implantada em 20/12/96,
ou seja, com a LDB/96, que se elaboraram os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), “de
modo a assegurar uma formagao basica comum” (p. 9).

Os PCN se denominam como uma “proposta aberta”, de carater ndo obrigatorio
e flexivel, ou seja, € uma proposta que pode ser adaptada para que se respeitem os contextos a
que se destina (TEIXEIRA, 2000). Apesar de alegar a ndo obrigatoriedade deste documento
nas escolas brasileiras, € possivel verificar a entrada indireta dos PCN e a influéncia deste
material no ambiente escolar, como, por exemplo, através das avaliagcdes externas, das formas
de selegdo de livros didaticos e materiais de apoio (BITTENCOURT, 2004, p. 72). Os PCN
trouxeram propostas metodoldgicas para todas as areas do conhecimento, dentre elas a
matematica. Sua nova estruturacdo buscou ser diferente das propostas curriculares das
décadas de 70 e 80, tendo como principal foco a resolucdo de problemas, além de apresentar
caminhos para se fazer matematica.

A proposta curricular dos PCN teve por base o NCTM (National Council of
Teachers of Mathematics), dos Estados Unidos. Em 1980, o NCTM, apresentou orienta¢oes

para o ensino de Matematica no documento Agenda para Acdo. Neste documento a resolucéo
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de problemas era indicada como o foco do ensino de matemaética nos anos 80 (BRASIL, 1998,
p. 20).

Segundo Pires (2008), para a elaboracdo dos PCN utilizaram-se das
investigacOes e experiéncias na area da educacdo matematica e assim buscou banir a
perspectiva euclidiana do ensino incorporando recursos disponiveis para a educagdo como a
historia da matematica, 0s jogos e as novas tecnologias.

Pietropaolo (2005) passou a integrar em 1997 a equipe de elaboracéo dos PCN
(5% a 62 série). De acordo com o autor, havia um relativo consenso entre os integrantes da
equipe quanto a focar na resolugdo de problemas como eixo norteador da reforma, e, nesse
contexto de elaboragéo da proposta curricular, discussdes de diferentes naturezas surgiram.
Entretanto, foram poucas as discussdes quanto as argumentacbes e provas e suas
potencialidades pedagogicas no ensino de matematica. Isso refletiu, como era de se esperar,
na pouca énfase do assunto nos PCN. O tema pode ser encontrado apenas quando se discute
ao eixo tematico da geometria. Outro aspecto apontando por Pietropaolo (2005) € que naquela
época ndo havia estudos brasileiros que indicavam a possibilidade de usar demonstracdes no
curriculo de matemética. Para ele, esse é um dos motivos de os PCN* n#o trazerem muitas
orientacfes quanto a demonstracao.

Observamos que os PCN recomendam as demonstragdes desde o ensino
fundamental, assim como nas reformas passadas, entretanto, daremos maiores detalhes quanto
a essa orientacdo na secdo de analise dos livros didaticos.

Com relacdo aos livros didaticos, em 1929 o Estado criou um érgéo especifico
para estabelecer politicas do livro didatico, sendo o Instituto Nacional do Livro (INL). Em
1938, o Estado criou a Comissdo Nacional do Livro Didatico (CNLD), que tinha como uma
de suas fungdes examinar, avaliar e julgar livros didaticos, autorizando ou ndo seu uso na
escola (MANTOVANI, 2009; PIMENTEL, 2014). Esse exame ndo tinha como objetivo
avaliar a qualidade dos livros didaticos, mas verificar se eles seguiam os programas oficiais. E
importante ressaltar que, na época de criacdo do CNLD, estivamos em um momento politico
autoritario, e dessa forma ela veio a controlar 0 que se expunham nas obras. Segundo
Mantovani (2009), os critérios de andlise das obras valorizavam mais aspectos politicos-
ideologicos do que pedagdgicos.

Outras instituicdes foram sendo criadas, substituidas e reformuladas até que em
1985, por meio do Decreto n® 91.542, em 19 de agosto de 1985, surge o PNLD.

% E importante ressaltar que aqui estamos nos referindo a aspectos pertinentes a presente pesquisa. Por isso, ndo
abordamos de maneira ampla os diversos aspectos que permeiam os PCN, como as questdes sociais.
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Para selecionar os livros didaticos que poderdo ser distribuidos as escolas
publicas, o PNLD lanca um edital de convocacao para o processo de inscri¢do e avaliacdo de
obras didaticas. Este edital especifica os critérios para a aceitacdo das obras inscritas. As
colecdes selecionadas séo avaliadas pelo Ministério da Educacdo (MEC), que elabora o Guia
de Livro Didético, que entdo € disponibilizado as escolas participantes do Fundo Nacional de
Desenvolvimento da Educagdo (FNDE). Este guia é composto por textos sobre os principios e
critérios que foram utilizados na avaliacdo dos livros; pela ficha usada pelos avaliadores; e
pelas resenhas das colecdes aprovadas.

No que se refere & Matematica, dentre os critérios especificos eliminatorios da
colecéo de livros didaticos dos Anos Finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio tem-se:

e apresentar erro ou indugdo a erro em conceitos, argumentacao e procedimentos
matematicos, no livro do aluno, no Manual do Professor e, quando houver,
no glossério (...);

e apresentar 0s conceitos com erro de encadeamento l6gico, tais como: recorrer a
conceitos ainda ndo definidos para introduzir outro conceito, utilizar-se de
definicbes circulares, confundir tese com hipdtese em demonstracGes
matematicas;

e deixar de propiciar o desenvolvimento, pelo aluno, de competéncias
cognitivas bésicas, como: observacdo, compreensdo, argumentagdo, organizaco,
analise, sintese, comunicagdo de idéias matematicas, memorizagdo (...) (BRASIL,
2010, p. 25).

Pelos critérios especificos eliminatérios que guiam as avaliacBes dos livros
didaticos participantes do PNLD, vemos que a argumentacdo e as demonstracfes matematicas
devem fazer parte dos livros didaticos que desejam ser aprovados pelo programa. Nesse
sentido, vemos que estd assegurado pelos PCN e PNLD a manutencdo das demonstraces
matematicas na escola. Quanto a forma de orientacGes destes dois documentos oficiais
teceremos consideracdes na secdo de analise dos livros didaticos.

Por meio do artigo de Lorenzato e Vila (1993), temos ainda algumas
perspectivas para o ensino de matematica no século XXI. Diante de suas consideracoes,
observamos que, dentre 0s objetivos com esse ensino, € necessario que 0s estudantes
apresentem habilidades em comunicar ideias matematicas; tenham desenvolvido o raciocinio
matematico; e consigam inferir e verificar a razoabilidade dos resultados matematicos. Com
ISS0, 0 estudante precisa compreender ideias matematicas transmitidas por alguém e também
produzir e emitir ideias matematicas por meio de diferentes recursos: desenho, grafico,
material concreto, dentre outros. A orientagdo vem no sentido de estimular o estudante a
produzir argumentagdes nas aulas de matematica (LORENZATO, VILA, 1993).
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No que se refere ao raciocinio matematico vemos por meio de Lorenzato e Vila
(1993) que o documento “Basic Mathematical Skills for the 21st century” langado em 1988
pela associagdao americana “The Nacional Council of Supervisors of Mathematics” (NCSM),
salienta a importancia do raciocinio l6gico em matematica. Dessa forma, os estudantes devem
elaborar conclusbes por meio de algumas condi¢fes. Segundo os autores, outra énfase é na
validag@o: “o aluno devera ser capaz de justificar seu pensamento e seu processo de solugéo,
seja atraves de modelos ou, entdo, usando fatos conhecimentos, propriedades e generalizacdes
(argumentos 16gicos)” (p. 44). O aluno ainda deverd observar padrdes, levantar conjecturas e
fazer uso de contra-exemplos (LORENZATO, VILA, 1993).

Ao selecionar os livros didaticos que participam da pesquisa, devemos
considerar também que eles estdo inseridos nas ideias educacionais prescritas para o século
XXI em que algumas foram destacadas. Sendo assim, temos fortes indicios, assim como
observamos ao longo da histéria da educacdo matematica, de mudancgas quanto ao seu papel,
funcdo e abordagem metodoldgica no ensino de matematica. S&o esses e outros aspectos que
buscaremos abordar na secdo posterior a essa.

Por meio das reformas ocorridas no ensino de matematica, esta secdo nos
mostra 0 contexto em que estavam inseridas as propostas de modernizacdo, o papel que a
demonstracdo acaba assumindo, além de permitir que compreendamos o pano de fundo ao
qual estdo inseridos os documentos que compdem este pesquisa: os livros didaticos, os PCN e
PNLD.

Podemos dizer que as demonstracdes no ensino de matematica passaram por
situacOes extremas, desde o formalismo cléssico e da mateméatica moderna até seu abandono
quando o foco no ensino era a perspectiva construtivista. O que se vé agora, segundo Motta
(s/d), apesar de que outras questdes ainda serdo colocadas por nés, o foco estd para a
“expressdo do raciocinio l6gico, de desenvolvimento da capacidade de argumentar e significar
a atividade matematica” (MOTTA, s/d, p. 1).

Observamos que as demonstracfes sdo adaptadas as necessidades didaticas de
cada época, mas prevaleceram valorizadas dentro da matematica e do ensino. Observamos
também que a énfase dada ao ensino intuitivo influenciou na forma de se mobilizar e de se
orientar o trabalho com a geometria nas reformas do ensino de matematica. E assim,
oportunizou o uso de argumentos mais flexiveis e com rigor préprio da matematica escolar
como forma de demonstrar nesse ambiente. Com isSO 0 que era uma preparacdo para a

demonstragdo formal, tornou-se uma das formas de se demonstrar na matematica escolar.
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Com relacdo as mudancas sofridas pelas demonstra¢fes na geometria em livros
didaticos no Brasil, Almeida (2008) cita algumas:

e mudangas na redacdo do texto: as etapas da demonstracéo se reduzem a trés:
hipotese, tese e demonstracdo. Além disso, em alguns momentos a forma de expor e organizar
uma demonstracdo passa a ser em duas colunas, uma com as asser¢des e outra com as
justificativas de cada passo. H& a algebrizacdo da geometria dedutiva, em que se passa a
utilizar formulas e equacdes associadas a propriedades de figuras planas;

e mudanca na funcdo escolar da atividade demonstrativa: “a demonstracdo em
geometria plana cada vez mais tem como alvo a expressdo algébrica das proposi¢des dos
teoremas para ser usada na resolucdo de questdes numéricas e, enfim, para o estudo com base
em aplicagdes praticas.” (ALMEIDA, 2008, p.248)

Entretanto, ainda que ao longo da histéria a demonstracdo tenha sofrido
modificacles, ela conservou trés caracteristicas: “0 carater a priori, que permite fazer a
economia da experiéncia; o carater necessario, que supde o respeito a leis rigidas e o carater
universal, pois 0s objetos sobre 0s quais 0 raciocinio se baseia tém um estatuto de abstragdo”
(p. 247).

Com isso podemos dizer que demonstracdo € rodeada por simbolos que
contribuem para a sua manutencdo e valorizacdo na matematica escolar. Simbolos esses que
se mantém apesar de mudancas metodoldgicas no ensino de geometria. Ao manter as
caracteristicas citadas, a demonstracdo permanece como simbolo de verdade, de seguranca,

certeza e de daquilo que ndo pode ser de outra forma, do necessario.

2.3. A demonstracdo na matematica escolar e na matematica académica: diferentes
papéis em praticas distintas

Ao realizar a revisdo da bibliografia da pesquisa, percebemos que alguns
autores da educacdo matematica fazem uma diferenciacdo entre a matematica escolar e a
académica, mesmo que isso algumas vezes ndo ocorra de modo explicito e que este aspecto
seja tema de discusséo.

Para nossa pesquisa, acreditamos ser importante assumi-las como praticas
matematicas distintas, pois romper com a ideia de que a matematica escolar é uma reducéo da
matematica académica contribui para a ndo “desqualificacdo do conhecimento matematico

escolar frente ao saber académico” (MOREIRA, 2004, p. 35). Além disso, possibilita que
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possamos compreender e identificar de que forma a demonstracao é utilizada e mobilizada e
qual o papel que ela assume também na educacdo bésica, ndo restringindo o uso da
demonstracdo na matematica escolar ao que é feito na matematica académica. Concebemos,
portanto, nesta pesquisa que a matematica escolar e a académica possuem caracteristicas
diferentes e se desenvolvem em ambientes distintos, com objetivos especificos (MOREIRA,
2004; MOREIRA; DAVID, 2003).

Moreira (2004) e Chevallard (1991) fazem uma distincdo entre a matematica
escolar e a académica, mas com pontos de vista diferentes que, a nosso ver, favorecem um
entendimento do papel que a demonstracdo assume na escola e 0 modo de sua utilizacdo nesse
ambiente.

Yves Chevallard trata no livro “La transposicion didactica — del saber sébio al
saber ensenado”, em que tomamos por base a 2% edicdo do ano de 1991, do conceito de
transposicdo didatica. Suas elaboraces dizem sobre uma diferenciagdo do saber académico
com relacdo ao saber escolar, que pode ser associado a matematica académica e a escolar,
respectivamente.

A teoria da transposicdo didatica fala sobre a possibilidade de “transpor” o
saber sabio (saberes da matematica académica) para o saber a ensinar (que seriam os saberes
determinados por orienta¢des curriculares e livros didaticos) e, assim, para o saber ensinado
(saber que ocorreria na sala de aula e que poderia ndo ser exatamente o que era previsto pelo
saber a ensinar). A transposicdo didatica seria, portanto, o movimento, as transformacdes
adaptativas do saber sabio ao saber ensinado e € o que permitiria que o saber sabio possa
ocupar um lugar entre os objetos de ensino (CHEVALLARD, 1991):

Um contelido de saber que tenha sido definido como saber a ensinar, sofre, a partir
de entdo um conjunto de transformagdes adaptativas que irdo torna-lo apto a ocupar
um lugar entre os objetos de ensino. O ‘trabalho’ que faz de um objeto de saber a
ensinar em um objeto de ensino, é chamado de transposi¢do didatica (Chevallard,
1991, p.45).

Chevallard (1991) explica o que é um objeto de saber, bem como o saber a
ensinar e o saber ensinado. Para o autor, um objeto do saber somente passa a ser caracterizado
como tal se a sua inclusdo no sistema dos objetos a ensinar for “Util para a economia do
sistema didatico” (p. 57).

Segundo Chevallard (1991), para um professor de matematica, podem ser
entendidos como um objeto do saber nogdes matematicas como “a adicdo, o circulo, a
derivacdo, as equacgOes diferenciais lineares de primeira ordem com coeficientes constantes,

etc” (p. 57). Juntamente a essas no¢des matematicas se encontrariam as paramatematicas, que
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sdo, por exemplo, nogOes de equagdo, nogdes de demonstracdo e de parametro. Para ele, as
nocBes paramatematicas sdo Uteis na atividade de matematico, mas ndo se torna objeto de
estudo para tal profissional. Chevallard (1991) classifica essas nog¢bes como nocdes
ferramentas da atividade matematica.

Para o autor, somente 0s objetos do saber podem se tornar objetos de ensino, e
nesse caso as demonstracdes, que estariam inclusas nas nogfes paramatematicas, ndo se
constituiriam em objetos de ensino, pois, elas seriam objetos de saber auxiliares, sendo
necessarias no processo de ensino e aprendizagem; sdo objetos que “devem ser “aprendidos”
(ou melhor “conhecidos”), mas ndo sao “ensinados” (segundo o plano de ensino das nogoes
matematicas)” (CHEVALLARD, 1991, p. 60). Dessa forma, se a demonstracdo ndo é um
objeto de ensino, conforme Chevallard (1991), ela em partes acaba por assumir 0 mesmo
significado na matematica escolar e na académica e € mobilizada para o mesmo fim,
comprovar a verdade de objetos matematicos. Para nés, ao contrario do que diz Chevallard
(1991), a demonstragdo é objeto de ensino, uma vez que ela é indicada como conteddo em
propostas curriculares. Por um lado, ela € um mecanismo ldgico-dedutivo que permite a
elaboracdo de saberes matematicos e se encaixaria na nogdo paramatematica citada por
Chevallard (1991), mas por outro, ela € o proprio contetdo matematico que deve ser ensinado
na matematica escolar.

Quanto a isso, podemos citar um exemplo. A demonstracdo, conforme vimos
por meio de referéncias da Histdria da Educacdo Matematica, é vista como um objeto inerente
a matematica, inclusive a matematica escolar. O ensino de matematica foi por muito tempo
marcado pelas demonstracdes, ou seja, 0 ensino de matematica era como que estruturado pela
demonstragéo.

Com o passar dos anos, ocorreram reformas educacionais que colocaram em
pauta 0 ensino da geometria dedutiva nos niveis mais elementares. Essas reformas
provocaram modificagdes, nos curriculos, inclusive, pressupondo um ensino intuitivo
precedendo o dedutivo. Provocaram também, na cole¢do de livros didaticos de Euclides Roxo,
mudancas na forma de se apresentar a demonstracdo a partir do 3° ano do curso ginasial,
quando o foco era o aluno aprender a fazer e compreender as demonstragcdes. Ou seja, a
demonstragdo passou a ser um objeto de ensino na escola, com livros didaticos apresentando
demonstracdes incompletas a fim de que o aluno as completassem e justificassem seus passos.
A nosso ver, a demonstracdo acaba assumindo, nessa época, um carater mais didatico, mas
ainda voltado para a matematica académica, ou para dizer em termos da época, cientifica,

mantendo sua valorizacao, e se torna objeto de ensino na matematica escolar.
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Dessa forma, assim como Chevallard (1991) alerta quanto a ndo-delimitagao
tdo rigida do que sdo no¢Bes matematicas e paramatematicas e, nesse sentido, do que vem a se
tornar objeto de ensino, a pesquisa realizada mostrou, no caso das demonstracdes, que elas
podem muitas vezes ultrapassar o papel de ferramenta auxiliar na atividade do matematico
para se tornar uma nogdo matematica.

Na teoria transposicdo didatica, ocorreriam pelo menos duas transformagdes,
sendo a primeira externa e a segunda interna, ou seja, 0 saber proveniente da matematica
académica sofreria uma primeira transformacéo para se tornar um saber a ensinar, contetdo
escolar que estaria presente nos livros didaticos. A segunda transposi¢do ocorreria quando se
transformaria o saber a ensinar em saber ensinado, isto é, o que ocorre na sala de aula, que
nem sempre € compreendido conforme pretendido pelo professor.

Nessa perspectiva de Chevallard (1991), o saber ensinado deve ter semelhancas
com o saber da academia, mas adquire outros significados dentro do novo contexto de uso.
Dessa forma, esse saber precisa ter em vista 0 conhecimento cientifico e a sala de aula, em
nosso caso, de matematica.

Para Pais (2011), sdo diversas as influéncias que os saberes sofrem para sua
selecdo e reformulagdo, sendo que o conjunto destas influéncias é chamado de “noosfera” por
Chevallard (1991), que é constituida, por exemplo, por professores, politicos e autores de
livros didaticos que pretendem viabilizar a manutencdo da compatibilidade entre sistema
didatico - composto por professor, aluno e saber ensinado - € 0 seu entorno social no que se
refere ao saber. O resultado dessas influéncias condiciona a forma de funcionamento do
sistema didatico e definem ““valores, objetivos e métodos, que conduzem o sistema de ensino”
(PAIS, 2011, p. 19).

Segundo Chevallard (1991), a transposicdo didatica pressupGe um controle
social das aprendizagens. Um exemplo de controle social sdo as orientacdes curriculares que
agem na designacao dos objetos de ensino e que também controla o que deve ser apresentado
nos livros didaticos e nas avaliacfes internas e externas.

Dessa forma, o processo de transposicdo didatica consistiria na adaptacdo da
escola a métodos, técnicas e conceitos da matematica académica. Essa adaptacdo estaria
sujeita a uma “vigilancia epistemologica”, uma forma de controle sobre os saberes a serem
ensinados, que procura evitar desvios em relagdo ao conhecimento. Nesse contexto, a
“autonomia” ¢ dada ao professor no momento de transformar o saber a ensinar em saber

ensinado. E nesse momento que surgem as “criagdes didaticas” (CHEVALLARD, 1991)
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suscitadas pelas necessidades do ensino que visam facilitar a aprendizagem, sendo o que
diferencia o saber académico do ensinado.

Quanto a isso, Vilela e Meneghetti (2011) afirmam que a transposicao didatica
ocorre em dois momentos: “o primeiro que transforma o saber sabio em saber ensinado, ou a
matematica académica em matematica escolar; o segundo que afirma a necessidade de
retomar o saber sabio na escola, pois essa seria sua “fonte legitimante™” (p. 186). O que isso
significa? Significa que no processo de transposicdo didatica o saber académico sofre muitas
transformacoes, “esquecimentos, ressignificagdes e criagdes de conhecimento” (p. 187), o que
faz com que o saber académico esteja a uma distancia enorme do saber ensinado. Dessa
forma, quando ha o “desgaste bioldgico e moral” (CHEVALLARD, 1991) destes saberes,
haveria a necessidade de “reestabelecer a compatibilidade com o saber sabio” (VILELA,;
MENEGHETTI, 2011, p. 187).

Na transposicao didatica a compatibilidade entre os saberes ocorrem, segundo
Chevallard (1991), por meio de duas condigoes:

Por um lado, o saber ensinado — o saber tratado no interior do sistema — deve ser
visto pelos mesmos “sabios”, como suficientemente proximo ao saber cientifico a
fim de ndo provocar a desautorizacdo pelos matematicos, os quais minaria a
legitimidade do projeto social, socialmente aceito e sustentado, de seu ensino. Por
outro lado, e simultaneamente, o saber ensinado deve aparecer como algo
suficientemente distanciado do (...) saber banalizado pela sociedade (e notoriamente
banalizado muito especialmente pela escola!) (CHEVALLARD, 1991, p. 30).

Diante do exposto, concordamos com Moreira (2004) quando diz que
Chevallard (1991) acaba assim por tomar a matematica académica como

fonte privilegiada de saber a qual o sistema escolar sempre recorre para
recompatibilizar-se com a sociedade. E toma, também, esse saber cientifico como a
referéncia Gltima que permitiria @ comunidade dos matematicos desautorizar o
objeto de ensino que ndo seja considerado ‘“suficientemente proximo ao saber
sabio” (CHEVALLARD, 1991, p. 30) (MOREIRA, 2004, p. 16).

Assumir a matematica académica dessa forma pode indicar uma hierarquia
entre outras praticas matematicas, inclusive a matematica escolar, que passam a ser vistas
como “fragmentos, formas imperfeitas, germens ou vulgarizagdo da matematica cientifica”
(VILELA; MENEGHETTI, 2011, p. 189).

Para Chevallard (1991), a transposicdo didatica é inerente a qualquer processo
de ensino, e sendo assim entendida, os conteldos presentes na matematica escolar deveriam
ter correspondéncia na matematica académica.

Vilela e Meneghetti (2011) observam em seu artigo que o saber escolar nao

possui correspondente ao saber cientifico para o caso dos numeros cardinais e ordinais. Essa
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constatacdo contradiz a ideia de transposicdo didatica de Chevallard, pois na matemaética
académica ndo ha diferengas entre estes dois conceitos, enquanto ha na matemaética escolar.
Para resolver essa contradi¢do as autoras mobilizam outro referencial tedrico, considerando o
conceito de matematica escolar por Moreira (2004) e elaborando suas concepgbes sobre
praticas matematicas, ou seja, compreendendo esta contradicdo por meio das especificidades
da matematica escolar ¢ académica, “assumindo assim que ndo ha ligagdes necessarias ou
hierarquicas que permitam relacGes de legitimacdo entre as praticas matematicas escolares e
académicas, no sentido de uma correspondéncia entre estes objetos particulares, 0 numero
ordinal e cardinal” (p. 180). Reconhecem que na escola se ensinam conceitos e usos da
matematica escolar que ndo possui necessariamente correspondente na matematica
académica.

Vilela e Meneghetti (2011) denunciam a ndo aplicabilidade da ideia de
transposicdo didatica a todas as situacfes de ensino e mostram a pertinéncia de mudar este
referencial assumindo a matematica escolar e académica como praticas distintas, nédo
reduzindo a matematica escolar a vulgarizacdo e didatizacdo da académica. Dessa forma,
pode-se trabalhar os significados dos conceitos “sem considerar seu fundamento cientifico ou
a formalizagdo axiomatica desse conteudo” (p. 194).

A demonstracdo é, segundo Chevallard (1991), um instrumento auxiliar na
atividade do matematico e ndo um conteldo ou no¢do matematica, em que ja indicamos nossa
discordancia quanto a isso. No entanto, quanto a isso podemos questionar: pode-se falar em
transposicdo didatica para a demonstracdo no que se refere a matematica escolar? Se sim, de
que forma ela aparece nessa matematica? Se ndo, ha algo que se transfere?

Para Balacheff (2000), é necessaria e ha a transposicdo didatica, pois a
demonstracdo ndo deve ser ensinada na escola assim como no ambiente académico, e esta
deve ocorrer sob um conjunto de limites especificos do sistema de formacéo. Klisinska (2009)
também assume que ha transposicdo didatica e as exemplifica com as diferentes versbes de
provas informais, ou seja, as provas intuitivas e experimentais por exemplo.

A nosso ver, compreender as demonstracdes presentes na matematica escolar
como as adaptacdes e transformacdes que as demonstra¢fes da matematica académica sofrem,
carrega em si a ideia de que a primeira € um extrato da segunda, algo insuficiente e ilegitimo.

Em contrapartida a isso, Moreira (2004), em sua tese de doutorado, nos
apresenta alguns elementos por meio dos quais podemos ver distingGes entre a matematica

escolar e a matematica académica, como, por exemplo, a forma de apresentacdo dos
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conceitos, os significados das definicbes e demonstragdes, a forma como essas areas lidam
com os erros, dentre outros.

Diferentemente de Chevallard (1991), Moreira (2004) ndo reduz a matematica
escolar a didatizacdo da matematica académica, mas busca incorporar a sua ideia outros
conhecimentos associados a pratica do professor de matematica “que envolve contetdos,
métodos, contextos, valores e outros condicionantes sociais” (p. 54).

A matematica académica € entdo entendida por Moreira (2004) como sindnimo
de matematica cientifica, e se refere a “um corpo cientifico de conhecimentos, segundo a
produzem e a percebem os matematicos profissionais” (p. 18). J& a matematica escolar é o

3 associados especificamente ao desenvolvimento do

“conjunto dos saberes “validados
processo de educacgdo escolar basica em matematica” (MOREIRA, 2004, p. 18). Dessa forma,
a escolar assumira os saberes produzidos e mobilizados pelos professores em sua préatica
pedagdgica, assim como as pesquisas que se referem ao ensino e aprendizagem da disciplina.
A matematica escolar passa a ser entendida como um “conjunto de saberes associados ao
exercicio da profissao docente” (MOREIRA, 2004, p. 18), em que podemos listar os seguintes
saberes:

o professor de Matematica deve saber ndo sé o0s conceitos matematicos, mas
também deve ter conhecimentos de conteldos, curriculos, programas, materiais
curriculares, pedagogia, pedagogia do contetdo especifico, caracteristicas cognitivas
dos alunos, contexto educacional, comunidade escolar e social, particularidades
culturais, finalidades e valores filoséficos e cientificos da Educacdo (CARDOSO,
2009, p. 13).

Dessa forma, a matematica escolar

(...) parece ultrapassar tanto a nocdo de transposi¢do didatica regulada pela
comunidade matematica cientifica e pela didatica da matematica, como também a
ideia de que as disciplinas escolares sejam construges endégenas que ndo devam
nada a ninguém a ndo ser & sua prépria histéria®® (MOREIRA, DAVID, 2003, p. 64).

Nesse sentido, concordamos com Moreira (2004) e Cardoso (2009) e
entendemos que a matematica escolar é, portanto, resultado da pratica do professor que
“incorpora a retradugao critica” (CARDOSO, 2009, p. 13) feita por ele, o que amplia ideia de

que seria uma didatizacdo da matematica académica.

% Moreira (2004) esclarece da seguinte forma a constituicdo da matemética escolar por meio de saberes
“validados™: “A exigéncia de validagdo impde restrigdes ao corpo de conhecimentos que integram a matematica
escolar. Seria impraticavel, por raz8es Obvias, trabalhar com uma nog¢do de matematica escolar que incluisse todo
“saber” associado a educagdo matematica na escola, independente de qualquer tipo de escrutinio publico” (p.
19). Para Moreira (2004) para que um saber seja incluido aos saberes escolares eles devem passar por alguma
forma de validag&o publica.

% A segunda ideia de matematica escolar mencionada por Moreira (2004) se refere & Chervel (1990).
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Segundo Moreira (2004), a matematica escolar e a académica sdo
“referenciadas, em Ultima instancia®®, nas condicées em que se realizam as praticas
respectivas do matematico ¢ do professor de matematica da escola” (p. 20). Enquanto a
pratica do matematico da academia tem por algumas caracteristicas produzir resultados
originais, buscar pela maxima generalidade possivel por meio de processos rigorosamente
I6gico-dedutivos e utilizar linguagem precisa, a pratica do professor de matemaética ocorre
num ambiente educativo (o que ja indica uma visdo diferente) e a “natureza dos objetos
matematicos estudados estd profundamente associada — e, muitas vezes, € o que da sentido
— aos principios, as defini¢bes, as justificativas e argumentacdes, aos métodos e aos
resultados da matematica escolar” (MOREIRA, 2004, p. 20). Moreira ¢ David (2003) nos

oferecem exemplos para entendermos essas diferencas:

Tomemos, para concretizar as idéias, o exemplo dos ndmeros reais. Sdo cortes de
Dedekind? Séo classes de equivaléncia de seqliéncias de Cauchy? Sédo sequéncias de
intervalos encaixantes? Para o matematico profissional, a distin¢cdo entre essas
formas de conceber o nimero real ndo é relevante (...).

Agora pensemos na forma como o professor do ensino basico precisa conhecer esse
mesmo objeto. Em primeiro lugar é fundamental concebé-lo como “ntimero”, 0 que
faz toda a diferenca, porque nimeros sdo coisas que ja estdo concebidas como tal: 1,
2, 3, 2/5, etc., s@o numeros (...). Em segundo lugar sdo nimeros que estendem os ja
conhecidos racionais, isto €, s&0 numeros tais que os racionais sdo uma parte deles.
E, finalmente, sdo objetos criados com alguma finalidade, ou seja, devem responder,
de certa forma, a alguma necessidade humana. A estrutura de corpo ordenado
completo é reconhecida a posteriori (MOREIRA; DAVID, 2003, p. 65).

Dessa forma, entendemos que a matematica escolar e académica possuem
caracteristicas especificas, que sdo moldadas dentro do ambiente em que se executam as
praticas dos profissionais responsaveis por elas. Entdo os significados dos conceitos (e em

nosso caso, do conceito de demonstracao), serdo, segundo Moreira (2004), diferentes:

Para além das questfes estritamente cognitivas, um aspecto geral a partir do qual
também se pode perceber certas distingdes importantes entre a matematica
académica e a matematica escolar, diz respeito ao papel e aos significados das
definicbes e das demonstracBes, em cada um desses campos do conhecimento
matematico (MOREIRA, 2004, p. 23).

Tanto na matematica escolar quanto na académica se validam afirmacGes e
explicam-se as razdes porque alguns fatos séo aceitos como verdade e outros ndo. No entanto,
Moreira (2004) esclarece que o papel das demonstracfes para ambos € distinto. Para ele, na
matematica académica, “devido a sua estruturagdo axiomatica, todas as provas se
desenvolvem apoiadas nas defini¢Ges e nos teoremas anteriormente estabelecidos” (p. 23). As

definicdes carecem de ser precisas, a fim de que se evitem ambiguidades de um objeto

% 1talico do autor.
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matematico. As demonstracBes juntamente com as definicdes formais sdo elementos
importantes no momento de avaliagdo da comunidade de um novo resultado, sendo o que
permite a incorporacao de um novo resultado aqueles ja aceitos como validos.

No caso da matematica escolar, ha dois aspectos, segundo Moreira (2004), que
modificam o papel da demonstracéo. O primeiro é o fato da validade de um resultado n&o ser
posto em davida, pois ja é garantida pela matematica académica. O segundo se refere a

aprendizagem, a compreenséo do fato e a construcdo de justificativas, pois:

ha uma diferenca significativa entre alinhar argumentos logicamente irrefutaveis que
garantam a validade de um resultado a partir de postulados, definicdes e conceitos
primitivos da teoria e, por outro lado, promover entre os alunos da escola o
desenvolvimento de uma conviccdo profunda a respeito da validade deste mesmo
resultado (MOREIRA, 2004, p. 24).

Dessa forma, o julgamento da validade de um resultado ou das argumentacdes
passa pela comunidade escolar e “pela elaboragdo de formas de convencimento proprias”
(MOREIRA, 2004, p. 24). Nesse sentido, Moreira (2004) no diz que: “Na matematica escolar,
a prova dedutiva rigorosa ndo ¢ a tnica forma aceitavel de demonstragdo” (p. 24), pois as
justificativas mais livres, menos formais, como as verificacdes feitas a partir de dobraduras de
papel podem levar a uma compreensdao mais aprofundada da matematica. Conforme o autor,
elas podem contribuir para a verificagdo de fatos da geometria, podendo ser mais
convincentes na escola do que as demonstracdes formais. Logo, os conceitos primitivos e 0s
postulados seriam conhecimentos oriundos da experiéncia dos estudantes, da vida cotidiana
deles.

Segundo Moreira (2004), dificuldades podem surgir se, por um lado,
utilizarmos na matematica escolar as argumentacdes menos formais ou, por outro, ficarmos
restritos as demonstracdes formais. O autor cita alguns exemplos que mostram algumas
dificuldades que poderiam surgir com o uso de argumentacGes menos formais: um possivel
relaxamento nos raciocinios utilizados, podendo até cair na circularidade logica; a
compreensdo equivocada do papel e da necessidade de validar resultados e reducdo da
importancia da demonstracdo. Quanto ao uso de somente demonstracGes formais, Moreira
(2004) diz que isso pode provocar censura as tentativas ou buscas por uma compreensao de
maneiras informais.

Essas dificuldades ndo sugerem, segundo Moreira (2004), abandonar as formas
de demonstrar mais flexiveis na matematica escolar, mas sinalizam para que se desenvolva

uma atitude permanentemente critica quanto a essas formas de validag&o.
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Dessa forma, na matematica escolar, a demonstracdo desempenharia papel
pedagogico, que pode contribuir para desenvolver a capacidade de argumentacdo e para uma
visdo da matematica em que seus saberes sdo socialmente construidos e podem ser validados
por meio da negociacdo e argumentacdo (MOREIRA, 2004). Esse papel da demonstracao,
portanto, ndo € 0 mesmo para a matematica académica, pois ndo se trata de convencer a
comunidade matematica que determinado resultado é verdadeiro, mas de uma negocia¢do em
um contexto educativo por estudantes que estdo desenvolvendo os saberes matematicos e que
podem ser convencidos por alguns tipos de argumentos e ndo por outros em certos momentos
(MOREIRA, 2004):

Se 0s papéis da demonstracdo na matematica escolar sdo dessa natureza, entdo os
canones ndo serdo os mesmos da matematica cientifica. As relagbes com os
conceitos primitivos, com as definigBes, com os axiomas, com a propria linguagem e
simbolismo, com o rigor etc. sdo necessariamente muito mais flexiveis, pois ndo se
trata de convencer a comunidade cientifica de que o fato em questdo pode ser

inscrito no conjunto de resultados matematicos “verdadeiros” (MOREIRA,

2004, p. 28).

Diante das consideracdes de Moreira (2004), podemos dizer que este autor nao
nega as demonstracdes tipicas da matematica académica na matematica escolar. Em vez disso,
busca indicar a limitacdo quanto a compreensdo dos conceitos matematicos ao se utilizar
estritamente as demonstragdes formais legitimando e valorizando as formas alternativas de
validacdo que se fazem presentes na matematica escolar. Nesse sentido, a matematica escolar
para Moreira (2004) possui um rigor proprio, que pode ndo coincidir com o da matematica
académica, o que ndo deve ser visto como algo incompleto e incorreto.

No que diz respeito ao assunto, podemos citar Garnica (2002). Para ele, ha dois
eixos de discussdo no que se refere as formas de argumentacdo matematica, sendo uma
voltada para a pratica escolar e outra para a cientifica. A pratica de argumentacdo da
matematica cientifica qual seja a demonstracdo formal precisa ser, segundo o autor,
relativizada na matematica escolar.

Garnica (2002) tece consideracBes sobre as demonstracbes em educacdo
matematica e acaba por considerar a matematica escolar. Para ele, as demonstra¢fes sdo uma
dentre as varias formas de argumentacdo sobre o objeto matematico. Além disso, ele entende
a matematica académica como uma das varias matematicas existentes, uma dentre as
etnomatematicas. Nesse contexto, conforme ja mencionamos, ndo faz mais sentido falar em
argumentacdo formal, ndo-formal ou semi-formal, pois isto pressupde “A” matematica.

Assumindo a existéncia de diferentes matematicas, Garnica (2002) nos diz que

na matematica académica a demonstragao formal € o “fio condutor de seu regime de verdade”
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(p. 7), ou seja, € o que estabelece a verdade. A educacdo matematica trata das diferentes
etnomatematicas, inclusive da matematica académica, e atribui significados a elas. No entanto
na educacdo matematica ha outro regime de verdade, diferente e mais amplo do que o da
matematica académica.

Sendo assim, “as demonstragdes (...) s@o relativizadas e tomadas de modo

muito mais amplo que na politica geral de verdade da Matematica profissional” (p. 8):

Etnoargumentacdes — “demonstragdes” em sentido amplo — tém, sempre, a fungdo
de convencer, tomado “convencimento”, aqui, como a negociagdo que se estabelece
para a atribuicdo de significados. A essa ampliagdo de escopo vincula-se uma
ampliacdo das proprias concep¢des sobre Matematica. Ao invés de tomar “A”
Matematica como um conjunto de objetos que pode ser atingido de varios modos,
segundo varias praticas, chamaremos de “Matematica” (ou “Matematicas” ou ainda
“Etnomatematicas”) um conjunto de praticas (e, consequentemente, dos valores
vinculados a essas praticas). (GARNICA, 2002, p. 8).

Diante do exposto e corroborando com as colocagdes de Moreira (2004) e
Garnica (2002) quanto a demonstracdo na educacdo matematica e na matematica escolar,
assumimos nesta pesquisa as demonstracdes na educacao basica de forma ampla, que ndo se
restringe as demonstracGes formais. Por esse motivo, denominaremos de demonstracfes
escolares as diferentes formas de demonstrar na matematica escolar, ou seja, as formas
alternativas e tradicionais de argumentar, verificar, justificar, convencer e explicar resultados
matematicos.

Dessa forma, por considerar seus aspectos didaticos, assumimos na escrita
desta dissertacdo as demonstracdes na matematica escolar, no sentido de considerar praticas e

formas de validagdo de conhecimentos matematicos presentes na sala de aula.

2.4.  Ademonstracédo e a sociologia da ciéncia

Até o presente momento, olhamos para as demonstracdes internamente a
prépria matematica destacando: a forma como as pesquisas académicas da area da matematica
académica e da Educacdo Matematica discutem o assunto; as demonstracdes em diferentes
reformas do ensino de matematica no Brasil; além de uma discussdo em que buscamos trazer
uma perspectiva de ampliagdo na forma de conceber as demonstragdes na matematica escolar.

Diferentemente do que fizemos no primeiro momento do texto, nesta se¢do
pretendemos olhar para as demonstracdes externamente & matematica por meio da sociologia

da ciéncia, procurando elaborar uma compreensdo sobre o seu valor simbolico, consoante
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com Thompson (1999). A pergunta nesta etapa pode ser formulada nos seguintes termos: as
demonstragdes escolares sdo simbolos de qué?

A sociologia da ciéncia se mostra com grande potencialidade para ampliar
discussbes no ambito da educacdo matematica no que se refere a compreender a matematica

como uma disciplina construida socialmente (VILELA, 2009).

As discussdes sociolodgicas, incorporadas com mais vigor recentemente no campo
educacional, propiciam descortinar a dimensdo socio-historica da concepgdo de
matematica como verdades absolutas e transcendentes, assim como possibilitam
perceber aspectos das relacbes de poder em que tais fatos estariam envolvidos
(VILELA, 2009, p. 1).

As discussbes sociologicas ainda trazem contribuicbes para melhor
compreender a nossa forma simbdlica em estudo, isto é, a demonstracdo, simbolo de rigor e
precisdo, e um procedimento que carrega consigo diferentes ideias valorativas como a de
verdade, pureza, unicidade e universalidade, por exemplo. Essas ideias associadas a
demonstracédo sdo utilizadas como forma de legitimar a matematica e de valorizar a forma de
pensar que este procedimento conduz. E ainda, este “poder” das demonstragdes contribuiria
para manter a matematica longe dos ‘“dominios social e material da experiéncia”
(BAUCHSPIES; RESTIVO, 2001).

Geralmente a matematica vem associada a demonstracdo formal, isto é, “na
opinido de alguns, 0 nome do jogo da matematica € demonstracdo; sem demonstracdes, nada
de matematica” (DAVIS; HERSH, 1987, p. 178). Para esses, as demonstra¢des representam
respeitabilidade, € o “sinete da autoridade” (p. 182) e mais: sdo “um ritual, e uma celebracao
do poder da razdo pura” (p. 182). Ou melhor, a demonstragdo ¢ a “cola sagrada da logica e da
razdo” (BAUCHSPIES; RESTIVO, 2001, p. 112). Com isso, sendo a demonstracéo
simbdlica, ela carrega consigo simbolos de autoridade, de poder, de verdade, da razdo pura e
de certeza.

Bloor (2009), em relagdo a isso, diz que o pensamento l6gico e matemaético
esta rodeado por uma aura protetora. “Eles (0 pensamento I6gico e matematico) representam o
santo dos santos. Aqui, mais que em qualquer lugar, a aura do sagrado incita a um desejo
supersticioso de evitar tratar o conhecimento de modo naturalista” (BLOOR, 2009, p. 129).

A ideia de pureza gerada pela demonstracdo faz com ela seja comparada por
Restivo (1998), segundo Vilela (2007), com uma maqguina em que se neutraliza a acéo
humana e, com isso, gera uma ideia de autonomia do processo ldgico-dedutivo, que pode nos

levar a crer que a mateméatica escapa do mundo material. Assim, “a validagdo e o
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reconhecimento pela demonstracdo representa a ‘validagdo publica do conhecimento’ (p.
196).

Em contrapartida a isso, Bloor (2009) e seu programa forte em sociologia do
conhecimento pressupdem que a ciéncia ndo é uma esfera autbnoma de operacdes intelectuais,
protegida de qualquer dimensdo social, mas é uma atividade socialmente determinada
(VILELA, 2007).

Podemos destacar na literatura, ideias e valores que estdo associados a
matematica, a demonstracdo e seu papel nesta ciéncia. Vejamos algumas extraidas de textos
da &rea da matemaética académica, da educacdo matematica e de documentos oficiais em que
prevalece um significado da demonstragéo:

e “Uma verdade matematica®” provada na Grécia ha 24 séculos continuaré
vélida por toda a eternidade, na Terra, em Marte ou em qualquer outro local do Universo”
(GARBI, 2010, p. 20), ou seja, “As verdades matematicas sdo eternas” (GARBI, 2010, p. 11);

e “A prova, demonstragdo ou justificativa logica ¢ a esséncia, a verdadeira
marca registrada da Matematica. E ela que distingue a Rainha das Ciéncias de todos os
demais campos do conhecimento” (GARBI, 2010, p. 21);

e “A Matematica ¢ uma ciéncia com caracteristicas proprias, que Se organiza
via teoremas e demonstragdes” (BRASIL, 2006, p. 69);

e “(...) o método dedutivo, especialmente a partir da civilizagdo grega,
predomina na Matemaética e assume a primazia de ser o nico método aceito, na comunidade
cientifica, para comprovacdo de um fato matematico. Os conceitos de axioma, definicéo,
teorema, demonstracdo sdo o cerne desse método e, por extensao, passaram a ser, para muitos,
a face mais visivel da Matematica.” (BRASIL, 2012, p. 32);

e “Tem (a demonstracdo) papel fundamental para a Matematica, e por
diversas vezes se torna imprescindivel no ensino de diferentes conteidos que se encontram
nos programas curriculares de matematica” (ANDRADE, 2011, p. 13).

e “Uma vez que uma afirmativa foi demonstrada, devemos entender que a
afirmativa € verdadeira sem nenhuma sombra de duvida” (DAVIS; HERSH, 1987, p. 180).

Com os trechos citados, vemos associagdes da matematica com a
demonstracdo, da demonstracdo com a verdade e imutabilidade, além da valorizagdo da
matematica em detrimento de outras ciéncias, por ela fazer uso das demonstracdes. A

demonstracdo aparece ainda como um simbolo da forca da matematica e da logica. Além

%7 1talico nosso.
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disso, prevalece nestes trechos uma ideia de demonstracdo que sdo as utilizadas por
matematicos profissionais.

Algumas dessas ideias podem ser vistas em livros didaticos e geralmente sdo
emitidas em textos informativos, que buscam trazer elementos histéricos da geometria. Por
exemplo, no livro didatico “Matematica e realidade”, podemos encontrar as seguintes frases:
“a certeza de um resultado geométrico deriva de uma justificativa baseada em raciocinios
logicos consistentes” e “o0 método dedutivo, que hoje fundamenta toda a Matematica” (IEZZI;
DOLCE; MACHADO, 2009, p. 143-144). Estes textos enaltecem a contribuicdo de povos
como egipcios e babildnicos e engrandecem os feitos dos gregos e do método dedutivo como
0 Unico aceito para se comprovar um resultado matematico e o que garante a certeza destes
resultados.

Com essas poucas palavras, se destacam algumas ideias que rodeiam a de
demonstracdo e que consequentemente fazem com que ela seja valorizada e mantida também
dentro da matematica escolar.

Diante da importancia dada ao procedimento da demonstracdo, que é uma
forma de pensar valorizada e incentivada em propostas curriculares, acreditamos que olha-la
do ponto de vista da sociologia da ciéncia pode contribuir para discussfes educacionais.

O desejo de se obter a certeza e a possibilidade de se chegar a ela por meio da
demonstracdo € algo que esta presente em nossa historia hd muitos anos. Segundo Guillen
(1987), € como se a certeza fosse um tesouro escondido e quiséssemos obter 0 mapa para
encontra-lo. Muitos acreditaram ter obtido o mapa por volta de 300 a. C. “nas linhas mestras
da logica de Aristoteles” (p. 19). Posteriormente, Euclides seguiu a légica de Aristoteles para
organizar os conhecimentos matematicos em sua obra, que foi também concebido por anos

como modelo de certeza.

A onda da certeza matematica teve o seu ponto mais alto cerca de 300 a.C., com 0
aparecimento de Organon, de Aristételes (organon, palavra latina que significa
“instrumento da razdo”), e dos Elementos, de Euclides. Nesse tempo acreditava-se
gue o Organon oferecia 0 caminho para a certeza ldgica, enquanto os Elementos
eram o tesouro da prépria certeza (GUILLEN, 1987, p. 20).

A obra Os Elementos foi por muitos anos considerada como modelo de
verdade, rigor e certeza, transformando-se por varios séculos no paradigma da ciéncia
(PONTE et al, 1997).

Segundo Ponte et al (1997), nos seculos XVII e XVI1Il, a geometria de Euclides
continuava sendo objeto de admiragcdo, sendo um dos motivos o fato de seus teoremas

continuarem sendo considerados verdadeiros por mais de 2000 anos, mas 0 quinto postulado
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utilizado por Euclides em sua obra passou a ser questionado por néo ser tdo evidente quanto
0os demais. A procura por solucionar este problema permitiu o desenvolvimento das

geometrias ndo euclidianas:

Ao longo dos séculos foram feitas inimeras tentativas para resolver os problemas
relacionados com este axioma. Umas tentavam substitui-lo por um enunciado
aparentemente mais evidente; outras procuravam deduzi-lo dos outros nove
apresentados por Euclides. No entanto, todas estas tentativas se revelaram vas. Pelo
contrario, evidenciaram que, adoptando um axioma que fosse essencialmente
diferente do axioma das paralelas, ndo s6 nao se chegava a nenhuma contradicéo
mas, mais do que isso, mostraram que havia lugar para a existéncia de varias outras
geometrias, diferentes da de Euclides, mas com estruturas logicas igualmente
validas. Estava aberto o caminho para o desenvolvimento das geometrias nao
euclidianas (PONTE ET AL, 1997, p 11).

Conforme j& salientamos neste texto, num sistema axiomatico as premissas séo
determinantes. As geometrias ndo euclidianas sdo 6timos exemplos de sistemas validos com
premissas contrarias num sistema em relacdo a outro. Com esse exemplo, vemos que 0S
sistemas axiomaticos continuam validos, mas o carater de verdade, associado aos principios,
ndo se mantem. Nesse sentido, é importante relembrar o alerta dado na secdo de analise
historica sobre a diferenca entre validade do argumento e veracidade da premissa, pois muitas
vezes na matematica validade e verdade acabam se confundindo (GARNICA, 1995; VILELA,
DEUS, 2015).

Logo, por mais de 2000 anos acreditava-se que, por meio da l6gica de
Aristételes e do raciocinio dedutivo, podia-se obter a certeza plena e ndo restrita aos
pressupostos e restricdes do método. Exemplos da ampla apropriacdo da Idgica aristotélica e
da fé no raciocinio dedutivo, além da admiracdo a obra de Euclides, é o fato de que
matematicos buscaram fazer com a aritmética o que foi feito para a geometria, ou seja,
organizar seus resultados de forma logico-dedutiva, além de se provar a existéncia de Deus
(GUILLEN, 1987). A partir desse desejo de se realizar essa sistematizacdo l6gico-dedutiva
dos resultados aritméticos, que foi desenvolvido e concluido primeiramente por Gottlob
Frege, colocou-se em destaque o fato de que, ao seguir as regras da l6gica, podemos ser
levados a resultados contraditorios. Desse modo, caiu por terra a ilusdo aristotélica de
alcancar, pela intuicdo, verdades iniciais de um sistema. Ao contrério, a distancia entre o
conhecimento cientifico e o senso comum foi ficando evidente ao longo da mesma historia
que, as vezes, insiste em ocultar os paradoxos e incompletudes da matematica (GUILLEN,
1987).

Objetivamos com essa curta exposi¢do dos trechos do texto de Guillen (1987),

complementado pelas consideragdes de Ponte et al (1997), mostrar as crengas por trds da
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I6gica e das demonstracGes matematicas. Crencas essas que foram sendo disseminadas por
anos e que ainda deixam vestigios em livros didaticos de matematica mais recentes — que
destacaremos a seguir -, por ser reforcada e mantida pelas comunidades de matematicos e
pelas orientacdes curriculares brasileiras para a educacdo basica e PNLD.

As discussBes sociologicas, em que tomamos Bloor (2009) por referéncia
principal, trazem contribuicbes e possuem potencialidade elucidativa para compreender a
matematica em uma dimensdo social, e para que questionemos a ideia de matematica como
uma ciéncia Unica, pura e transcendente, e em consequéncia disso, para desnaturalizarmos 0s
valores e estranharmos ideias engendradas que permeiam a nossa forma simbdlica, a
demonstragé&o.

Bloor (2009) pressupde a ndo-neutralidade da ciéncia, sendo esta entendida
como uma atividade social, ou seja, como uma atividade que possui interesses e busca por
privilégios e poder. Além disso, em suas elaboragdes, discute a naturalizacdo da logica e a
forma com que nossa tradi¢do racional a torna socialmente “protegida”.

Ao dizer que sdo “as pessoas que governam as idéias, ndo as idéias que
controlam as pessoas”, Bloor (2009) possibilita perpassar um entendimento de matematica
como uma ciéncia autbnoma em relacao a intervencGes humanas e dessacralizar esse universo
sagrado do qual a matemaética faz parte. Assim, Bloor (2009) ao abordar a natureza social do
conhecimento matematico e 1dgico, nos traz possibilidades de questionar ilusdes e crencas que
sustentam a ideia de verdade, unicidade e universalidade destes conhecimentos, elaborando
formulag6es que buscam explicar essas crencas (VILELA, 2007), e com isso nos mostra que o
conhecimento matematico longe de ser verdadeiro e universal, traz marcas de seu contexto
s6cio-historico (VILELA; ANDRADE, 2013, p. 149).

A partir das elaboracdes de Bloor (2009) e da sua sugestdo de olharmos o
pensamento logico e matematico como crengas e “decorrente disso, para os processos de
naturalizagdo da verdade e dos valores da logica” (VILELA; ANDRADE, 2013, p. 150), a
demonstracdo passa a ser vista por nds como culturais. E ainda, a certeza absoluta pretendida
e evocada pela demonstracdo matematica é entdo entendida como um fenémeno cultural,
gerado e mantido por determinada pratica matematica, isto é, pela préatica cientifica.

Para Bloor (2009), o conhecimento ser entendido como crenca significa que
todo conhecimento € aquilo que as pessoas concebem como tal. Entretanto, 0os conhecimentos

serdo as crengas que sdo mantidas com confianca pelas pessoas:

O socidlogo estara interessado em particular pelas crengas que sdo assumidas como
certas, institucionalizadas ou, ainda, investidas de autoridade por grupos de pessoas.
O conhecimento, é claro, deve ser distinguido da mera crenga — algo que pode ser
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feito ao reservar a palavra “conhecimento” para aquilo que ¢ endossado
coletivamente, deixando valer como mera crenga o idiossincratico e o individual
(BLOOR, 2009, p. 18).

Conceber o conhecimento cientifico e, em particular, a demonstracdo como
uma crenca, nos leva a compreender que ela € um processo nitidamente social, mantido e
endossado por ser simbolo de seguranca e certeza. Com isso, ndo se exclui a intervencao
humana em seu desenvolvimento e também néo a reduz unicamente a uma “rigorosa exatidao
do modelo logico-formal” (HANNA, 1987, p. 11).

Bloor (2009) ainda traz uma compreensao interessante quanto a generalizacédo
e a universalizacdo de resultados cientificos, que é importante para esta pesquisa, pois a
demonstracdo é também valorizada por sua potencialidade de garantir a irrefutabilidade e
imutabilidade de um resultado matematico. Para Bloor (2009), segundo Shinn (1999) (apud
Vilela (2007)), um modo eficiente de distribuicdo de uma crenca seria 0 processo de
“universalizag¢do dos resultados” (p. 191). E nesse sentido, “a transferéncia de um resultado
cientifico “fabricado” localmente” (p.191), ndo indica a obten¢do da verdade, mas “reflete a

capacidade dos praticantes de impor seu ponto de vista” (p.191):

A transferéncia de um resultado cientifico “fabricado” localmente para um estado
global ndo é uma consequiéncia de sua capacidade para descobrir o mundo fisico
com exatiddo e para esquadrinhar a natureza, mas melhor seria dizer a conseqtiéncia,
unicamente, da habilidade dos praticantes para impor seu ponto de vista a outros
atores. Nesta sociologia, “universalidade” ¢ a universalidade da dominagdo do
produto na competéncia em um mercado capitalista global (SHINN, 1999, apud
VILELA, 2007, p. 191).

A partir dessa ideia sociologica, a universalidade se restringe “ao universo
global, aos limites do globo terrestre” (VILELA, 2009, p. 4). A escola, nesse caso, € um meio
de propagacdo, divulgacdo e legitimacdo da crenca na universalidade e verdades dos
resultados matematicos.

Com isso, Bloor (2009) acaba por esbarrar na nogao de verdade, que, em vez
de ser definida pelo autor, é apresentada através do seu uso. Segundo Bloor (2009), “ha
poucas duvidas sobre o que queremos dizer quando falamos de verdade. Queremos dizer que
alguma crenga, julgamento ou afirmacdo corresponde a realidade e que ela capta e retrata
como as coisas s3o no mundo. Falar assim é provavelmente universal” (p. 64). Entretanto, ele
mostra o quanto essa relagédo entre realidade e conhecimento € complexa e muda de acordo
com a evolugéo e questionamentos de teorias. Podemos exemplificar isso por meio de um dos
resultados da pesquisa. Ao apresentarmos as mudangas que o campo da geometria sofreu ao se

questionar o quinto postulado de Euclides, dissemos que isso provocou o desenvolvimento
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das geometrias ndo euclidianas. Nesse caso, ao modificar este postulado, os sistemas
continuaram validos, mas o carater de verdade, associado aos principios, se reestruturou.
Apesar de a ideia de verdade se mostrar complexa e contraditéria, Bloor (2009)
argumenta sobre o fato de ndo a abandonarmos. Segundo o autor, essa ideia desempenha
funcdes “que surge com naturalidade”, de forma conveniente e desempenha pelo menos trés
funcgdes: a discriminatoria, a retorica e a materialista. Com essas fungdes passamos a separar
nossas crengas, ordenando-as entre “verdadeiras” ou “falsas”. Utilizamos esses rotulos ainda
para argumentarmos, criticarmos e persuadirmos. Estes rétulos podem ser vistos com ares de

transcendéncia e autoridade.

A autoridade é uma categoria social e apenas nés podemos exercé-la. Esforcamo-nos
para transmiti-la as nossas opinides e assungdes mais arraigadas. A natureza tem o
poder sobre nés, mas apenas nds possuimos autoridade (BLOOR, 2009, p. 70).

Além disso, a palavra verdade é utilizada para se dizer como o mundo &, por
acreditar-se haver um ambiente externo comum a todos e que possui determinada estrutura,
isto &, indica a crenga numa ordenacéo externa.

A demonstracdo muitas vezes estd associada a verdade, e mais, é um
procedimento que de verdades se extrai verdades, que estd incluida na afirmacdo que se
conclui. Essa ideia de verdade desempenha papeis de extremo convencimento e persuaséo,
pois esté interligada a autoridade e a ideia de autonomia do conhecimento.

Bloor (2009) ainda nega a ideia de pureza e neutralidade da matematica, que a
torna uma ciéncia incapaz de transmitir valores e independente de sua condi¢do sécio-
historica e cultural. Além disso, conduz as discussfes a fim de negar ainda que ha matematica
definitiva e exterior ao individuo, observando variagbes no pensamento matematico que
podem ser explicados por causas sociais. Bloor (2009) cita, por exemplo, variacdes no rigor
da matematica e no tipo de raciocinio utilizado nas demonstracGes matematica.

Bloor (2009) nos fala também sobre o pensamento l6gico, sua naturalizacao e
da sensacdo de autonomia provocada pelas deducdes logicas, pois hd um forte pressuposto de

que nossa mente funciona de forma logica:

Quando nos comportamos de modo racional ou l6gico, é tentador dizer que nossas
acOes sdo governadas pelas condicdes da razoabilidade ou da I6gica. A explicagdo de
por que concluimos algo com base em um conjunto de premissas pareceria, assim,
estar nos proprios principios da inferéncia ldgica. A logica seria constituida de um
conjunto de conexfes entre premissas e conclusdes, e nossas mentes poderiam
seguir tais conexdes (BLOOR, 2009, p. 22).

Nosso pensamento ocidental é fortemente marcado por tracos da ldgica
aristotélica. Entretanto, isso ndo significa que pensamos de forma logica. Essa sensacao de

que somos governados “pelas condi¢des da razoabilidade ou da logica” pode ser sentida
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porque somos treinados a pensar de determinada forma e a crer nesta ldgica. Podemos dizer
que ha ai um estreitamento e adestramento na forma de pensar. Entretanto, € importante
ressaltar que a propria natureza humana rompe com os principios l6gicos, como por exemplo,
o0 principio do terceiro excluido, pois ha opcGes entre o sim e 0 ndo, entre o certo e o errado.
Vilela e Andrade (2013) também tecem considera¢fes quanto aos efeitos
sociais da naturalizacdo da logica. Para eles, a naturalizacdo da l6gica pode ser compreendida

no encontro entre a educacdo matematica e as teorias psicogenéticas de Piaget:

As apropriaces de educadores das teorias de Piaget possibilitaram conformar os
condicionantes normativos das préaticas escolares aos axiomas da ldgica formal e
criar, a partir disso, critérios de julgamento das condicdes de cognicdo dos
estudantes, em que aspectos culturais ndo sdo suficientemente considerados
(VILELA; ANDRADE, 2013, p. 152).

Andrade e Vilela (2013) compreendem a “naturalizacdo da loégica” como uma
crenga promovida por um contexto politico. Dessa forma, passa-se a estipular e a pretender
que seja desenvolvido, em uma sequéncia fixa, “o raciocinio pré-logico ao raciocinio légico-
matematico” (VILELA; ANDRADE, 2009, p. 153).

Para Vilela e Andrade (2013), a “naturalizacdo da logica” é uma maneira de
imposicdo de demandas especificas da sociedade, além de haver um pressuposto de
autonomia do conhecimento matematico. Além disso, ndo podemos desconsiderar que a
valorizacdo da matematica se deve também pela potencialidade em desenvolver o raciocinio
I6gico. Essa potencialidade € inclusive muito citada nos livros didaticos e nos documentos
oficiais.

No entanto, Vilela e Andrade (2013), veem ainda o outro lado dessa
valorizacdo. Para eles, ao se valorizar a crenca em uma logica formal, a escola acaba

controlando comportamentos visando uma determinada finalidade, o que pode ser perverso,

porque ndo da o direito ao outro de fazer de outro modo, muito menos de negar. A
negacdo implicaria na loucura, na punicdo. No caso do ensino, impde-se agOes
estratégicas visando habilidades especificas, baseadas em determinadas crencas
hegemonicas, independente das diferencas pessoais e culturais (VILELA;
ANDRADE, 2013, p. 153)

Desse modo, podemos retomar Bloor (2009) que diz que ser persuadido pela
l6gica & 0 mesmo que ser persuadido a aceitar determinada forma de vida como certa e aceitar
determinados comportamentos como errados. Nesse caso, a demonstracdo conduz a uma
perspectiva de uma maneira correta de pensar, e quanto a isso acreditamos que a ldgica por

tras do procedimento da demonstra¢do € uma forma e ndo “a” forma de pensar.
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Buscando articular essa ideia de Bloor (2009) com nossa pesquisa, vemos que
essa “persuasdo” pode ocorrer pela presenga persistente da demonstragdo em praticamente
todos os anos escolares.

Bloor (2009) diz que pode haver casos em que algo pode ser explicado por uma
prova, mas essa explicagdo pode ser mais persuasiva de outra maneira. Inventar novas ideias
de prova ou modelos de inferéncia pode mudar o significado de um resultado légico informal
ou matematico informal. Para ele, qualquer regra pode ser reinterpretada, constatacéo essa que
é de extrema importancia para esta pesquisa, pois, 0 uso da demonstracdo formal como uma
forma privilegiada de se validar os conhecimentos matematicos foi por muito tempo uma
regra. Ao pretendermos ampliar essa ideia de demonstracdo na escola, passamos de certa
maneira a reinterpretar essa regra e a valorizar outras formas de pensar.

Por meio do que expusemos nesta secdo, podemos dizer que o procedimento da
demonstracdo possui muitos valores agregados e € um método importante porque é a forma de
validacdo e de construgcdo dos resultados matematicos. Podemos ainda dizer, com base em
Bloor (2009), que a demonstracdo é uma crenca atrelada a simbolos fortes de rigor, de
precisdo, de cientificidade da matematica, de respeitabilidade, autoridade e de verdade. Além
disso, a demonstracdo € vista como uma forma de neutralizar a interferéncia humana nos
resultados matematicos, sendo entdo um procedimento que promove a ideia de pureza da
matematica. Acreditamos que estes simbolos atrelados a demonstracdo sdo provenientes de
seu contexto de producdo e se mantém, pois, como diz Bauchspies e Restivo (2001), todas as
instituicGes devem proteger seus edificios sociais por meio da sacralizacdo de seus principios,
0 que acaba dando sentido a frase desses autores: “a demonstragdo € a cola sagrada da l6gica e

da razéo” (p. 112).
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CAPITULO 3

AS DEMONSTRAGCOES ESCOLARES NOS LIVROS DIDATICOS}DESTINADOS
AOS ANOS FINAIS DO ENSINO FUNDAMENTAL E MEDIO

Nos capitulos anteriores, discutimos a demonstracdo em uma perspectiva
histérica e social, em que argumentamos com base em discussfes socioldgicas que a
demonstracdo € uma crenca atrelada a simbolos fortes que contribuem para sua valorizagdo e
manutencdo, inclusive na matematica escolar. Apresentamos neste topico as analises dos
livros didaticos realizadas nesta pesquisa, em gque buscaremos observar como se caracteriza e
que funcdes cumprem as demonstragdes escolares.

Conforme dissemos na secdo de procedimentos metodoldgicos, nos
inspiraremos na analise de contedo para compreender as demonstra¢fes nos livros didaticos.
Nessa metodologia, a descricdo dos textos a serem submetidos ao processo analitico é a
primeira etapa a ser realizada, sendo nesse momento que ocorre a exposicdo das
caracteristicas do texto ap6s um tratamento inicial (FRANCO, 2007). A fase intermediaria da
andlise de conteldo é a de produzir inferéncias, ou seja, passa-se da etapa da descri¢do para a
de interpretacdo, que consiste em significar essas caracteristicas observadas.

Sendo assim, nessa se¢do trataremos, em um primeiro momento, da descricao
interpretativa e andlise inicial das colecdes de livros didaticos que compdem os documentos
desta pesquisa, considerando as caracteristicas gerais da colecdo e as partes na secdo de
geometria em que ha demonstraces escolares. E importante relembrar que denominamos de
demonstracdes escolares as diferentes formas de demonstrar na matematica escolar, que
podem ser empiricas — baseado na experiéncia - ou dedutivas. Nesse contexto, a demonstracao
formal, as justificativas ou experimentos que visam verificar uma propriedade, por exemplo,
estdo sendo entendidas por n6s como demonstragdes escolares.

As partes na secdo de geometria foram analisadas considerando nosso roteiro
de analise e a revisdo da bibliografia, o que possibilitou a construcdo de quatro categorias: (1)
demonstracdo escolar via experimentos e casos particulares; (2) demonstracdo escolar légico-
dedutiva com carater de exploracédo; (3) demonstragdo escolar formal com elementos da
I6gica; e (4) demonstragdo escolar via casos particulares, generalizacdo e explicagdo. Além
disso, como uma maneira de contextualizagdo e de compreensdo do sentido das
demonstracdes escolares nos livros didaticos, recorremos as orientaces curriculares para o

ensino de matematica dos niveis que nos séo de interesse e aos guias do PNLD.
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3.1. Descricdo interpretativa e analise inicial das colecGes

Nesta secdo, apresentamos a descricdo interpretativa e andlise inicial das
coleces de livros didaticos. Apresentamos as seguintes informacdes referentes as colecdes de
livros didaticos: autoria, nome da colegdo, niveis a que se dedica o livro didatico, edicéo,
editora, ano de publicacdo, numero total de paginas do livro e dos tdépicos relacionados a
geometria, nUmero de paginas dentre as destinadas a geometria que possuem demonstracdes
escolares no decorrer do contetdo e exercicios propostos. Destacamos na descricdo como se
apresentam as demonstracdes, bem como sua frequéncia nos diferentes niveis do ensino de
matematica. A exposicdo foi organizada da seguinte forma: primeiro serdo descritos,
observando a ordem cronoldgica, os livros didaticos dos anos finais do ensino fundamental e
em seguida, os do ensino médio. E importante ressaltar que as interpretacdes feitas nas

descrigdes tiveram por base as questfes que compuseram o roteiro de anélise.

3.1.1. As colecdes de livros didaticos dos anos finais do ensino fundamental

3.1.1.1. Matematica

PROJETO ARARIBA. Matematica. 5% a 82 série do Ensino Fundamental. led. Sdo Paulo:
Moderna, 2006.

Esta é uma obra coletiva, que foi concebida, desenvolvida, produzida e
publicada pela editora Moderna. Ela é composta por quatro livros didaticos destinados aos
niveis de 5% a 82 série, que estdo estruturados cada um em 8 unidades.

Por meio da estrutura da colegéo, observamos as tendéncias indicadas pelos
PCN/98 para os anos finais do ensino fundamental. Inclusive este documento é uma
referéncia bibliografica utilizada pelos autores. Os PCN fazem as seguintes orientacdes: a
resolugdo de problemas é um modo de ensino e aprendizagem da matematica; a historia da
matematica é um dos caminhos para se fazer matematica em sala de aula; é objetivo trabalhar
com gréficos e tabelas visando selecionar, organizar, produzir e interpretar informagdes; deve-
se fazer uso de situagGes-problemas para desenvolver o raciocinio; fazer conexdes da
matematica com outras areas do saber e; motivar o trabalho em grupo.

Analisando a estrutura da obra, vemos que ela busca seguir as orientacdes dos
PCN. As unidades sdo esquematizadas da seguinte forma: inicia-se com as se¢des “Para

comegar...” e “O que vocé ja sabe?” nas quais € apresentada uma série de questdes baseadas
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em uma imagem de abertura, que visa, segundo os autores da colecdo, levantar os
conhecimentos prévios dos estudantes quanto aos contetidos j& estudados e traz questbes
especificas sobre eles que serdo estudados na unidade; em seguida, ocorre o desenvolvimento
dos conteudos que se inicia com situacfes-problemas acompanhadas de questdes introdutorias
e de exercicios propostos relacionados ao que fora desenvolvido; ha também a secdo
“Trabalhando com a informagdo”, que aborda atividades interpretativas acompanhadas de
graficos ¢ tabelas; na se¢do “Atividades integradas”, hd uma série de exercicios de multipla
escolha que pretende dar continuidade ao estudo da unidade; na secdo “Resolucdo de
problemas”, tem uma proposta de problemas acompanhada de um roteiro de estudo que visa
problematizar diversos aspectos apresentados nesses problemas; na secdo “Compreendendo
um texto”, busca-se relacionar os conceitos estudados com textos publicados em revistas,
livros, dentre outros; e por fim, ha a se¢do “Trabalho em equipe” em que Sa0 propostas
pesquisas a serem realizadas em grupo, e a seg¢do “Organize suas ideias”, que consiste em
autoavaliacdo do aprendizado do estudante. Uma caracteristica da colecdo € que, na exposicao
dos conteudos, ndo ha exercicios resolvidos. Ao final de cada livro da colecéo, ha as respostas
dos exercicios propostos e a referéncia bibliografica utilizada.

A colecdo foi avaliada e aprovada pelo PNLD do ano de 2008. O guia do
PNLD de 2008 destacou caracteristicas da obra: por um lado ha a exploragdo bem sucedida de
diferentes significados dos conceitos e vérias situacfes em que o aluno pode registrar suas
estratégias de resolucdo; por outro lado, ha a sistematizacdo precoce de certos conceitos, o
que dificulta a elaboracdo de significados pelos alunos, além de pouco incentivo a validagédo
de diferentes estratégias, ficando muitas vezes a cargo do professor estimula-la.

Na tabela abaixo apresentamos 0 nimero de péaginas de cada volume da
colecdo destinadas a secdo de geometria e 0 nimero de vezes que as demonstracdes escolares

aparecem na se¢do como exposicao do contelido e como exercicios propostos:

Tabela 2 - Informagdes quanto a cole¢do “Projeto Arariba”

. Demonstracfes na | Demonstracfes em
. Numero de iy ¥
Numero de - . exposi¢édo do exercicios
Volume L . paginas destinadas z ~
péaginas do livro N . conteudo de propostos na se¢ao
a geometria . .
geometria de geometria
58 série 352 74 0 16
6° série 326 104 8 16
7% série 320 144 31 31
82 série 319 142 36 18
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A construcdo da tabela acima e das referentes aos demais livros didaticos se
deu da seguinte forma: com a colecao de livros didaticos em mé&os, inicialmente observamos o
numero total de paginas do livro, bem como o nimero de paginas referentes aos contetdos de
geometria plana e espacial que compuseram nosso “universo” de documentos e de onde
extraimos o ‘“corpus” da pesquisa. O “corpus” da pesquisa foi composto por todas as
demonstragdes escolares — experimentos, justificativas, explicagbes, argumentos em
linguagem corrente, deducdo, inducdo, dentre outros - mobilizados pelos autores dos livros
didaticos, podendo ser na exposicdo dos contetdos, em exercicios ou desafios. Tendo sido
delineado o “corpus” da pesquisa para cada série, tinhamos assim 0 nimero de demonstracdes
na exposicdo de conteudos e nas tarefas propostas referentes a cada nivel de ensino. Estes
numeros foram expostos nas quarta e quinta colunas da tabela acima.

E importante ressaltar que ndo nos restringimos a demonstracdo formal. Nosso
movimento foi de considerar qualquer argumento que visava validar uma afirmativa como
uma maneira de demonstrar na matematica escolar. Posicionando-nos dessa forma, passamos
a olhar para os exercicios e desafios propostos procurando pelos momentos em que estes
desempenhavam algum papel no desenvolvimento da pratica de argumentacdo e de
justificacdo.

A colegdo “Projeto Araribd” apresenta no decorrer dos livros didaticos dos
diferentes niveis, em termos quantitativos, poucas demonstracdes escolares em relacdo ao
nimero de paginas destinadas ao topico de geometria, sendo que estdo presentes em
aproximadamente 16% do total de paginas. As demonstracdes escolares obtidas na colecdo
possuem diversas formas de desenvolvimento e niveis de formalidade, em que as
denominados por: procedimentos realizados mediante experimentos e testes de casos
particulares; procedimentos logico-dedutivos em que alguns tém carater de exploracéo;
procedimentos formais acompanhados por um texto demonstrativo no qual se vé o uso de
termos como hipGtese, teses, axiomas e postulados e; procedimentos que visam explicar e
justificar a validade de determinado resultados.

Exemplificaremos cada tipo de procedimento de demonstracéo citado, trazendo
imagens dos livros didaticos. Esses servirdo também como exemplo para compreender 0s
procedimentos obtidos nas demais cole¢fes. Maiores detalhes quanto a cada tipo de
demonstragéo serdo dados na proxima secéo.

e 1°tipo: Procedimentos realizados mediante experimentos e testes de casos

particulares;
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Estamos chamando de “experimento” ou “experiéncia” as formas de validacao
que fazem uso de materiais concretos de maneira a justificar e explicar os resultados
matematicos, e testes de casos particulares as situacdes em que o autor utiliza de um exemplo,
ou um numero reduzido de exemplos, de onde se constata a validade de uma propriedade
matematica.

Figura 21 - Verificacdo da propriedade dos &ngulos correspondentes

M Angulos correspondentes

"
Observe a figura que representa K r

r //s e t uma reta transversal.
Nessa figura, os dngulos @ € &
sao correspondentes. b ‘L

t
Com o compasso, podemos transportar o angulo a sobre o dngulo b QL
observar que eles se justapoem. Veja como fazemos isso:

1 [ L - ,v-__O TzJ Q.
\N&s \p a P o

Com essa experiéncia, foi possivel verificar que os angulos @ e b
congruentes. Se vocé repeti-la para os outros pares de angulos co;
pondentes, verificard que eles sao congruentes.

Quaisquer dois Angulos correspondentes determinados por duas
paralelas e uma transversal sdo congruentes.

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 72 série, 2006, p.82).

e 2°tipo: Procedimentos I6gico-dedutivos com carater de exploracéo

Estamos considerando neste segundo tipo os procedimentos de demonstragdo
que ocorrem via deducdo, mas que seu desenvolvimento se da mediante a investigacdo de
uma figura representativa da propriedade a ser demonstrada. Os argumentos que compdem as

deducdes séo criados pela observacéo de relacGes nesta figura.
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Figura 22 - Demonstracdo da propriedade dos angulos opostos pelo vértice

M Propriedade dos dngulos opostos pelo vériice

Na figura ao lado, os angulos A 3 B
AOB e DOC sio o.p.v. OSeT

D i
Observe os pares de angulos
AOB e COB: AN >

o¢
c

Observe, também, os pares " 8
de dngulos DOC e COB: £ -

D ol

Como AOB e COB sio adjacentes suplementares:

x+2=180° ou x =180° — z

Como DOC e COB sio adjacentes suplementares:

y+ z2=180°ocuy=180° — z

Ou seja, x e ysao representados pela mesma expressao, por isso
podemos concluir que x = y.

Os angulos AOB e DOC tém medidas iguais, ou seja, sio con-
gruentes.

Dois angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida, isto
€, sao congruentes.

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 62 série, 2006, p.102).

e 3°tipo: Procedimentos formais em que no texto demonstrativo vemos o0 uso
de termos como hipoétese, teses, axiomas e postulados;

Quanto a esse tipo de procedimento, estamos considerando as demonstragdes
escolares que decorrem necessariamente por axiomas, postulados e proposi¢des verificadas a

priori e que sdo explicitados no decorrer da demonstracao.

Figura 23 - Demonstracéo do teorema 2

Teorema 2: Duas retas concorrentes determinam um tnico plano.

Demonstragao:

Seja P o ponto de interseccao das retasre s.

Sejam R e S pontos de r e s, respectivamente, distintos de P. Os pontos P, R e S sdo nao colineares. Pelo postu-
lado 2, eles determinam um tnico plano a.

O postulado 3 garante que o contém r e s, uma vez que essas retas tém dois de seus pontos em a.

Fonte - (MATEMATICA CONTEXTO E APLICAGOES — 22 ano, 2011, p.200).
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e 4° tipo: Procedimentos que visam explicar e justificar a validade de
determinados resultados.

Neste caso, tém-se as demonstracdes escolares que estabelecem uma relacéo
entre conhecimentos indutivos e dedutivos. Sdo procedimentos que visam explicar
determinada propriedade porque surge da observacgdo de casos particulares e da generalizagédo
do que se observa.

Figura 24 - Justificacdo da propriedade do nimero de diagonais de um poligono convexo

B Nomero de diagonais de um
poligono convexo

O numero de diagonais que partem de um vértice de um poligono

depende do niimero de lados desse poligono. Logo, o niimero total de

diagonais de um poligono também dependeri do niimero de lados

desse poligono.

Vejamos como relacionar o nimero de diagonais d com o niimero de

lados n de um poligono qualquer.

® Ja sabemos que, de um tnico vértice, partem (n — 3) diagonais.

® Como ha n vértices, seriam n(n — 3) diagonais.

* Porém, cada diagonal tem extremidades em dois vértices e, por isso,
foi contada duas vezes. Entio o niimero de diagonais d de um poli-
gono ¢ a metade de n(n — 3), ou seja:

n(n— 3)
2

d=
Fonte - (PROJETO ARARIBA — 74 série, 2006, p.91).

Na tabela a seguir, organizamos de acordo com o nivel de escolaridade os tipos
de demonstragdes escolares obtidas na colegdo “Projeto Arariba” e o nimero de vezes em que

aparecem nos livros didaticos:

Tabela 3 - Informagdes quanto aos tipos de demonstragdes escolares da colegdo “Projeto Arariba”

Procedimentos Explicactes e
Nivel de ensino Experlmt_antos e Ioglco-defjutlvos Demonstrggoes justificacdes de
casos particulares com carater de formais .
~ propriedades
exploracdo
52 série 0 0 0 0
62 série 2 6 0 0
72 série 6 5 18 2
82 série 1 23 10 2

As demonstragOes escolares via experimentos e casos particulares ocupam
pouco espaco dentre as demonstracdes presentes na secdo de geometria: 12% do total obtido.

Ha maior uso na 72 série, sendo mobilizado 6 vezes pelos autores da obra.
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Os procedimentos dedutivos com carater de exploracdo sdo o tipo de
demonstragdo mais mobilizado pelos autores e se referem a 45% das demonstracGes
encontradas, estando mais presentes na 82 série do ensino fundamental. J& as demonstrac6es
formais representam a segunda forma de validacdo mais utilizada, sendo 37% dos
procedimentos. Por fim, temos as explicagdes e justificacdes de propriedades, que sdo a forma
de demonstragdo menos utilizada, sendo 6% dos procedimentos.

Nesta colecéo, vemos que nas duas primeiras séries Sdo raros 0s momentos em
que se mobiliza alguma demonstracdo escolar. Isto ocorre com mais frequéncia nas duas
ultimas series. Pelas informacgdes da tabela podemos afirmar que os procedimentos logico-
dedutivos sdo mais presentes e valorizados nas 72 e 82 séries. Além disso, observamos que
muitas vezes 0s autores ndo denominam este procedimento como demonstracao.

Observamos na secéo de geometria do volume da 5? série que sdo apresentadas
na maior das vezes defini¢cbes de conceitos, classificacbes de sélidos, nomenclaturas e se
relaciona tais definicdes e classificacbes com objetos ou situacdes cotidianas. Ndo ha ainda o
trabalho com argumentacGes visando justificativas e explicacfes no desenvolvimento de tais
conceitos. Podemos afirmar que ha uma introducdo aos conceitos geométricos de forma
intuitiva e concreta.

Com a figura 25, ilustramos uma situacdo no volume da 5% série em que se
introduzem as nocdes de ponto, reta e plano e os associa a um pingo numa folha de papel, a

uma corda esticada e a superficie de uma mesa, respectivamente.

Figura 25- Ideia intuitiva de conceitos matematicos

ﬂ |déia de ponto, reta

e plano

Nio podemos definir formalmente o ponto, a reta e o pla-
no, apenas imagina-los,

Por isso, eles sio denominados conceitos primitivos da
Geometria.

Veja como algumas imagens do cotidiano dao a idéia des-
ses conceltos.
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| Um pingo de tinta em Uma corda esticada da 2| A superficie de
uma folha de papel d& a idéia de uma reta uma mesa da a
a idéia de um ponto idéia de um plano.

!

Fonte — (PROJETO ARARIBA — 52 série, 2006, p.93)
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No volume da 62 série, mobilizam-se poucas demonstracdes escolares. Vemos
que o foco, assim como na 52 série, é apresentar conceitos e exemplifica-los com situacbes
reais.

Nos volumes da 72 e 8 série, vemos que as demonstracfes muitas vezes
acabam assumindo um papel importante e até mesmo central para o desenvolvimento da secdo
de geometria, em que geralmente os resultados sdo retomados para o desenvolvimento de
outros conceitos.

Quanto aos exercicios e desafios propostos, podemos dividi-los nos seguintes
tipos: (1) o uso de experimento ou tabelas para levantar conjecturas que devem se justificadas
depois; (2) tabelas para serem completadas e, se observados padrbes, deve-se generaliza-los
ou explica-los; (3) justificativas de afirmativas; (4) tarefas para indicar a verdade ou falsidade
de afirmativas; (5) questbes abertas; (6) justificativas de teoremas; (7) conferéncia de
demonstracdes; (8) demonstracbes ldgico-dedutivas e; (9) verificacdo de semelhancas e
congruéncias. Na tabela abaixo organizamos conforme o nivel de escolaridade os tipos de

exercicios que encontramos:

Tabela 4 - Informagdes quanto aos exercicios e desafios presentes na cole¢do “Projeto Arariba”

Nivel de ensino | Tipos de exercicios e desafios obtidos em cada nivel
52 série 1,2, 3).@e®)
6% série 2.3 e
74 série (1), (2), (3),(4), (6), (7) e (8)
8% série (3),4). 9e@

Observamos com relacdo aos exercicios propostos que somente ha solicitacdo
de demonstragdes l6gico-dedutivas a partir da 72 série. Geralmente os enunciados de tarefas
desse tipo sdo diretos com frase no imperativo afirmativo: “prove”, “mostre” e “demonstre”.

No geral, em todos os niveis se encontram tarefas que buscam fazer com que os
estudantes levantem conjecturas por meio da observacdo de padrbes em tabelas ou
experimentos e a partir dai sejam capazes de justificar seu pensamento e processo de solucéo.
Outro tipo de exercicio muito mobilizado é o de justificar a verdade das afirmativas, do tipo
“verdadeiro ou falso?”. A nosso ver, esse tipo de tarefa contribui para o desenvolvimento da
argumentacao e do uso de ideias plausiveis acerca do assunto estudado, mas muitas vezes fica
a cargo do professor dar esse carater a tarefa. A “conferéncia de demonstracdo” ¢ uma tarefa
pouco utilizada na colegéo e visa levar o estudante a observar uma demonstracdo gréafica ou
I6gico-dedutiva e buscar por erros no seu desenvolvimento.

Obtemos ainda no livro da 8* série, na se¢do “Compreendendo um texto”, um

texto sobre o Teorema de Fermat (figura 26 e 27):
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Figura 26- O enigma da margem — Teorema de Fermat

DENISE APPLEWHITE/CORBIS SYGMA-STOCK PHOTOS

.. COMPREENDENDO UM TEXTO

O enigma da margem

[Em 1637], enquanto estudava o Livro Il da
Aritmética [de Diofante de Alexandria, século IlI],
Fermat encontrou toda uma série de observagdes,
problemas e solugdes relacionadas com o teore-
ma de Pitdgoras e os trios pitagoricos. [...] Subita-
mente, num instante de genialidade [...], ele criou
uma equacao que, embora fosse muito semelhante
a de Pitdgoras, ndo tinha solucao. [...]

No lugar de considerar a equacao

X +yr=2

Fermat contemplava uma variante da criacao
de Pitagoras:

X +y=2

[...] Fermat tinha apenas mudado a poténcia de 2
para 3, do quadrado para o cubo, mas sua nova
equacdo aparentemente nao tinha solucdo para
qualquer nimero inteiro. O método de tentativa e
erro logo mostra a dificuldade de encontrar dois
ndmeros elevados ao cubo que, ao serem soma-
dos, produzam outro nimero elevado ao cubo. Po-
deria acontecer dessa pequena modificagao trans-
formar a equacdo de Pitdgoras, com um infinito
ndmero de solucdes, em uma equagao insoldvel?

Fermat alterou mais a equagao, trocando a po-
téncia para ndmeros maiores do que 3 e desco-
brindo que a busca de solucdes para essas equa-
coes era igualmente dificil. De acordo com Fer-
mat, parecia ndo existir um trio de ndmeros que
se encaixasse perfeitamente na equagao

x"+ y" = z", onde nrepresenta 3, 4, 5...

Na margem de [seu volume da] Aritmética, ao
lado do Problema 8, Fermat escreveu uma nota
de sua observacao:

ei:npossfuelparaumcuboserewifownwasmnadzdoisii
cbos ou uma quarta poféncia ser escrila como uma soma de
dois niimeros elevados o quatro, ou, em geral, para qualquer
niimero que seja elevado a uma poléncia maior do que dois ser
escrifo como a soma de duas potencias semelhantes.

Entre todos os ndmeros possiveis parecia nao ha-
ver razao por que pelo menos um conjunto de so-
lucdes ndo poderia ser encontrado. E, no entanto,
Fermat declarava que em parte alguma do infinito
universo de nimeros existiria um “trio fermatiano”.
Era uma afirmagdo extraordinaria, mas Fermat
acreditava que poderia prové-la. Depois da pri-
meira nota na margem, esbogando sua teoria, o
génio travesso colocou um comentério adicional
que iria assombrar geragdes de matematicos:

€u fenho uma demonstracaio realmente maravilhosa para esta-
proPosicEO,nmsesianwrgeménudtoesire&apammn!@-la. =

T R gt o

Este era Fermat no seu modo mais frustrante.
Suas proprias palavras sugerem que ele estava par-
ticularmente satisfeito com sua demonstracao
“realmente maravilhosa”, mas nao se daria ao in-
comodo de escrevé-la em detalhe, quanto mais
de publica-la. Ele nunca falou a ninguém sobre
sua prova e, no entanto, apesar dessa combina-
cio de indoléncia e modéstia, o Ultimo Teorema
de Fermat, como mais tarde seria chamado, seria
famoso no mundo inteiro pelos séculos seguintes.

SINGH, Simon. O dltimo teorema de Fermat.
Rio de Janeiro: Record, 2002. p. 78-80.

O matemético britdnico Andrew Wiles (1953- )
conheceu o teorema de Fermat aos 10 anos de idade
e, a partir de entdo, passou a vida tentando demons-
tra-lo. Em 1993, Wiles apresentou uma primeira
demonstragdo do teorema para um reduzido grupo de
matematicos. Porém, uma falha nessa demonstragao
adiou por catorze meses a solugao definitiva.
Finalmente, em 1995, com a ajuda de Richard Taylor,
i Wiles realizaria seu sonho de infancia: desvendar o
enigma da margem com que Fermat atormentou
estudiosos do mundo durante mais de trés séculos!

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 82 série, 2006, p. 146)




Figura 27 - Atividades sobre o texto “O enigma da margem — Teorema de Fermat”
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Tradugdo em &rabe do teorema de
Pitagoras. Essa tradugdo foi revisada
em cerca de 890.

Este livro conta a histéria de

como foi desvendado um dos
maiores enigmas da Matemética de
todos os tempos.

Qual o objetivo principal do texto da pagina ao lado?

a) Apresentar um dos problemas mais famosos da Histéria da Ma-
tematica e sua relacdo com o teorema de Pitdgoras.

b) Informar que os matematicos nem sempre conseguem provar
as hipoteses que elaboram a respeito de um problema dificil.

¢) Afirmar que as provas e descobertas matematicas demandam
um longo periodo de tempo para serem elaboradas.

Responda.

a) Vocé ja havia ouvido falar do “ultimo teorema de Fermat"?

b) Vocé conhece outro problema famoso por deixar os matemati-
cos instigados por um longo periodo?

¢) Estudar a obra de outros pensadores ajuda os matematicos a
descobrir a solugdo de problemas dificeis?

Pesquise.

Vocé sabe o que é um teorema? Pesquise o termo no dicionario
(ou em livros de Matematica) e escreva um texto resumindo o
que descobriu.

Releia o texto e resolva.

a) O que vocé entende por trios pitagoricos?

b) Encontre um trio de nimeros que, substituidos no teorema de
Pitagoras, torne a sentenca verdadeira.

¢) O trio de nimeros inteiros 9, 12 e 17 é um trio pitagorico?
Por qué?

d) Os nameros 5, 12 e 13 formam um trio pitagérico? Explique.

e) Encontre um trio de nimeros que, substituidos na equagao
de Fermat, prove que a equagdo ndo é verdadeira para es-
ses nUmeros.

Pense e responda.

Por que era necessario provar o teorema de Fermat? Nao bas-
taria substituir nimeros na equagdo e verificar que ela ndo era
verdadeira?

Dé sua opniao.

“Em 1993, passados 358 anos desde o desafio de Fermat, Wiles
assombrou o mundo ao anunciar a demonstragdo. Mas sua luta
ainda nio tinha terminado. Um erro o fez voltar as pesquisas [...]
até que em 1995 ele ganhou as péginas de jornais do mundo in-
teiro e 50 mil libras da Fundagdo Wolfskehl."

O que vocé acha da alegagao de Fermat de ndo demonstrar sew
teorema por falta de espago na margem do livro em que fazia
anotacdes? A comprovagdo do teorema depois de mais de tre-
zentos anos pesa, de algum modo, em sua opiniao?

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 8 série, 2006, p. 147)
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O desenvolvimento desta atividade, ilustrada nas figuras 26 e 27, possibilita
que os estudantes tenham contato e conhecimento sobre 0 que é um teorema, a necessidade de
demonstrar e a ideia de ndo ser suficiente apenas verificar alguns casos em um teorema.
Compreendemos que este texto e a atividade vém no sentido de explicar para o estudante o
que é demonstracao, diferencia-la de procedimentos ndo formais, inserir o estudante em um
procedimento de validacdo, e assim iniciar a criacdo de uma ideia do que seria uma
demonstragédo formal.

Podemos exemplificar essa afirmacdo trazendo a solucdo da questdo 5,
apresentada pelo autor: “Substituir nimero na equacdo de Fermat ndo era suficiente para
provar seu teorema porque poderia existir um trio de nimeros que tomasse a equagdo
verdadeira, invalidando o teorema” (PROJETO ARARIBA, 2006, p. 304).

Com essa explicacdo o autor deixa claro que a demonstracdo do teorema néo
deve ser feita sob casos particulares, pois podem surgir contraexemplos, ou seja, situacdes nao
vislumbradas. Com isso, o estudante tem contato com a ideia de generalizagdo, de

objetividade e de verdade que acompanha a nocdo de demonstracao.

3.1.1.2. Aconquista da matematica

GIOVANNI JUNIOR, J. R; CASTRUCCI, B. A conquista da Matemética. 6° ao 9° ano do
Ensino Fundamental. 1. ed. S&o Paulo: FTD, 2009. : FTD, 2009

A colecdo foi publicada em 2009 pela editora FTD, tendo como autores José
Ruy Giovanni Jr. e Benedicto Castrucci e é composta por quatro livros didaticos do 6° ao 9°
ano. Cada volume estd subdividido em unidades, sendo que os livros didaticos do 6° ao 9°
possuem, em ordem crescente, 9, 10, 13 e 12 unidades.

Pelas referéncias bibliogréaficas da obra, vemos que ela utiliza como orientacdo
curricular os PCN/98 e a Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo de 1992.

A metodologia para exposicdo do conteudo contempla momentos com
atividades para preparar o estudante para o contetdo a ser trabalhado, que aborda uma
situacdo motivacional com questdes e historias que envolvem os conceitos a serem estudados;
traz exercicios de aplicagdo dos conceitos desenvolvidos; busca fazer conexdes da matematica
com outras areas do conhecimento; ao final das unidades, apresenta exercicios para retomar
os conceitos desenvolvidos. No final de cada livro, ha as se¢des “Projetos Pedagdgicos

interdisciplinares”, “Indicacdes de leitura”, “Glossario” e “Respostas e Bibliografia”.
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A colecdo foi aprovada e teve sua avaliacdo divulgada no guia do PNLD
referente ao ano de 2011. O guia do PNLD de 2011 observa, numa visdo geral, que as
validacOes encontradas nos livros didaticos possuem encadeamento ldgico adequado, sdo bem
conduzidas, mas ha generalizacGes sem as devidas justificativas.

\ejamos, de maneira quantitativa, o espago que tem a se¢do de geometria nos

livros didaticos e as demonstragdes dentro desta secéo:

Tabela 5 - Informagdes quanto a colegdo “A conquista da matematica”

Namero de | NUmero de paginas Demonstragdes na Demonstragoes em
Volume | péginas do destinadas a exposicao do contetdo de exercicios propostos na
livro geometria geometria secdo de geometria
6°ano | 36 60 5 2
7°ano | 36 184 3 2
8%ano | 84 160 23 16
9%ano | 68 143 23 8

Na colegdo “A conquista da matematica”, ha maior espago para as questdes da
geometria a partir do 7° ano. Em termos quantitativos, as demonstragdes escolares ocupam
cerca de 10% das paginas destinas a geometria. Observamos que hd os mesmos tipos de
demonstracdes encontrados na colegdo anterior.

Na tabela a seguir, organizamos de acordo com cada volume os tipos de

demonstragdes escolares obtidos e sua frequéncia nos livros didaticos:

Tabela 6 - InformagBes quanto aos tipos de demonstragdes escolares presentes na colegdo “A conquista da matematica”

. . Procedimentos I6gico- ~ ExplicacGes e

Nivel de Experimentos e . b Demonstracoes Lo
. : dedutivos com carater de - justificacdes de
ensino casos particulares ~ formais .
exploracgdo propriedades

6° ano 3 2 0 0

7° ano 2 1 0 0

8% ano 4 11 6 2

9% ano 3 17 3 0

Para a colecdo “A conquista da matematica”, vimos que sdo mobilizadas
poucas demonstracfes. A maior frequéncia ocorre nos dois ultimos anos do ensino
fundamental, sendo os procedimentos logico-dedutivos com carater de exploracdo o mais
utilizado, representando 57% dos tipos encontrados. Os experimentos aparecem em média 3
vezes em cada nivel, sendo o segundo tipo de demonstracdo mais utilizado, ou seja, representa
22% do total. As demonstracOes que estamos chamando de formais aparecem nos dois ultimos
niveis e as explicacdes e justificacbes somente no 8° ano. Eles representam respectivamente,

17% e 4% dos procedimentos.




136

Também para esta colecdo, vemos que as demonstracfes escolares no 6° e 7°
ano sdo raras. Nestes niveis, 0 foco também é na apresentacdo de conceitos, definicdes e
propriedades relacionando-0s com situagdes reais.

Assim como na cole¢do “Projeto Arariba”, esta obra utiliza em maior nimero
de vezes as demonstracdes escolares nas duas Ultimas séries. No entanto, em poucos
momentos se denomina ou faz mencdo a ideia de demonstracdo. Nos volumes do 8° e 9° ano,
vemos que as validacGes muitas vezes acabam assumindo um papel importante e até mesmo
central para o desenvolvimento da secdo. Geralmente os resultados sdo retomados para o
desenvolvimento de outros conceitos.

No que se refere aos exercicios propostos observamos um menor nimero de
vezes em que sdo mobilizados, se compararmos a colecdo anterior. Encontramos os seguintes
tipos: (1) o uso de experimento ou tabelas para levantar conjecturas e que devem ser
justificadas depois; (2) justificativas de afirmativas; (3) verificagdo de semelhangas e
congruéncias; (4) questdes abertas; (5) verificagdo de teoremas; (6) demonstracbes l6gico-
dedutivas e; (7) tarefas para indicar a verdade ou falsidade de afirmativas.

Na tabela abaixo estdo organizados, conforme o nivel de escolaridade, os tipos

de exercicios que encontramos:

Tabela 7 - InformagBes quanto aos exercicios e desafios presentes na coleg¢do “A conquista da matematica”

NIVEL DE ENSINO | TIPOS DE EXERCICIOS E DESAFIOS OBTIDOS EM CADA NIVEL
6° ano (2)
7° ano D) e (4)
8° ano (2), (5), (6) e (7)
9% ano 2)e (3)

Observamos que, no geral, a colecdo apresenta exercicios de aplicacdo direta
com enunciados que se inicia com palavras do tipo “qual é?”, “quanto ha?”, “determine”,
“calcule”, etc.

Praticamente ndo ha exercicios para 0s 6° e 7° anos, e muito pouco nos demais
niveis, que estimulem o raciocinio l6gico, o desenvolvimento da préatica da argumentacdo e de
justificacao.

No livro do 8° ano, grande parte dos exercicios listados solicitam
explicitamente que o estudante “prove”, “mostre” ou “demonstre”. Nao se orienta o que deve
ser feito, mas indicam-se no maximo resultados ja estudados que podem ajudar na tarefa.

Sdo raras as tarefas que fazem uso da observacgdo de padrdes para estimular a
conjecturacgdo e a justificacdo de percepcbes. Podemos afirmar que este ndo é um ponto que é

dado importéncia na secéo de geometria da colecéo.
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Esses aspectos por nés destacados também estdo presentes na avaliacdo da

colecdo no guia do PNLD:

Além disso, ha destaque para regras e algoritmos, com pouco espago para o aluno
formular conjecturas e exercitar a criatividade. A apresentacdo muito diretiva dos
conteddos também nao favorece uma participacdo ativa dos alunos na construcédo de
seus conhecimentos. Alguns desafios, no entanto, propiciam maior liberdade para a
aplicacdo dos conhecimentos adquiridos. Séo raras as atividades envolvendo calculo
mental e estimativas, bem como as que solicitam a utilizagdo de materiais didaticos
ou da calculadora (BRASIL, 2011, p. 45).

Vemos na estrutura dos livros didaticos da colecdo que a cada unidade ha uma
capa com ilustragdes que déo ideia do que vem pela frente. Enquanto nos 6° e 7° anos estas
capas se referem a arte e as curiosidades, o livro do 8° ano apresenta nas duas primeiras
unidades de geometria informacdes sobre a geometria pratica dos egipcios e a contribuicdo
dos gregos para a sistematizacdo dos conhecimentos deste povo. Para isso, cita a obra de

Euclides, destacando sua importancia na histdria da matematica (Figura 28).

Figura 28 - Texto informativo sobre a geometria

GEOMETRIA PRATICA
No Egito Antigo, os conhecimentos de Os gregos adquiriram dos egipcios grande
Geometria eram utilizados de forma parte do conhecimento geométrico. Mas
prética, principaimente para medir deramumpassoafrenm:por.vohade
terrenos e realizar construgoes. 600 a.C. comegaram a organizagao e a
As construgdes egipcias mais sistematizagao desse conhecimento.
conhecidas sdo as piramides, famosas 1=
pela beleza e engenho de suas
edificagoes.

Vista geral da Acrpole, com
destaque para o Parthenon,
em Atenas, na Grécia

UM TRABALHO DE FOLEGO!

O trabalho de organizagao dos

N ” conhecimentos matematicos foi feito
- *_} principalmente pelo matematico grego
£ AN~} Euclides, por volta de 300 a.C., e
: reunido em uma obra de 13 volumes
chamada Os elementos.

Fonte - (A CONQUISTA DA MATEMATICA — 8° ano, 2009, p.194).
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Além disso, traz como curiosidade o fato de que Euclides utilizava 0 método
axiomatico para a organizacdo dos conhecimentos matematicos. Ainda é proposto que o
estudante pesquise o significado dos termos axioma, postulado e teorema.

No livro do 6° ano, por exemplo, apesar de haver poucos procedimentos de
validacdo, j& na primeira pagina da secdo de geometria ha um texto sobre o desenvolvimento
do conhecimento geométrico e 0s povos antigos. Nesse texto, os autores comentam sobre o
papel dos babilénios, egipcios e gregos para a geometria. Comenta-se também sobre a
geometria pratica dos dois primeiros povos e de que alguns gregos foram até o Egito para
buscar por novas aplicages da geometria. E dado ao povo grego o crédito da sistematizacio
dos conhecimentos geométricos, fazendo com que a geometria deixasse de ser puramente
experimental. E destacado principalmente o papel de Euclides nesse processo: “para se ter
uma ideia da importancia dessa organizacao, a Geometria que ensinamos hoje é praticamente
a mesma de Euclides” (GIOVANNI JR.; CASTRUCCI, 2009, p. 132).

Podemos dizer que, conforme ha maior ampliacdo e formalizacdo dos
conhecimentos matematicos apresentados nos livros didaticos, 0s autores se preocupam em
apresentar para os estudantes a ideia de uma matematica mais tedrica, além da pratica, pois
ndo deixam de lado a conexdo da matematica com outros temas como as artes, a agricultura, a
navegacao, dentre outros, destacando que a geometria estd em toda parte.

Essa percepcéo se justifica ao analisar os principios norteadores dos PCN, que
propdem adequar o trabalho na escola a uma nova realidade, que mostra a presenca da
matematica em diferentes ramos do conhecimento e atividade humanas. Assim, a necessidade
ultrapassa a questdes tedricas e de especulacdo da matematica, sendo necessario apresentar ao

aluno uma matematica mais pragmatica e Gtil ao desenvolvimento humano.

3.1.1.3. Matematica e realidade

IEZZI, G.; DOLCE, O.; MACHADO, A. Matematica e realidade. 6° ao 9° Ano do Ensino
Fundamental. 6. ed. Sdo Paulo: Atual, 2009.

A colecdo foi publicada pela editora Atual em 2009, em 6° edigéo, tendo como
autores Gelson lezzi, Osvaldo Dolce e Anténio Machado. A obra foi aprovada e teve sua
avaliacdo divulgada no guia do PNLD referente ao ano de 2011. O guia do PNLD de 2011
observa que h& espago destinado para o aluno demonstrar resultados, mas poucas

oportunidades de conjecturar.
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Os livros contém as se¢des “Matematica em noticia”, “Desafios”, “Teste seu
conhecimento”. Os contetdos abordados sdao seguidos por alguns exemplos. Em seguida,
encontram-se 0s exercicios de aplicacao e fixacdo dos conteddos matematicos estudados. Ha
também a se¢do “Matematica no tempo”, que aborda temas da historia da matematica. Uma
caracteristica dos livros é a presenca, em praticamente todos os capitulos, de desafios
relacionados aos temas estudados.

Na tabela abaixo, organizamos as informacGes referentes ao espaco que tem a

secdo de geometria nos livros didaticos e as demonstracGes dentro desta secao:

Tabela 8- Informagdes quanto a cole¢do “Matematica e realidade”

NUmero de | Namero de paginas Demonstragdes na Demonstracoes em
Volume | péginas do destinadas a exposicao do contetido de exercicios propostos na
livro geometria geometria secdo de geometria
6°ano | 04 53 0 0
7°ano | 71 42 5 0
8°ano | 52 138 33 21
9°ano | 35 127 26 4

Na colegdo “Matematica e realidade”, as demonstragdes escolares ocupam 18%
do total de paginas destinada a geometria. Os tipos de demonstracdo mencionados para a
colecdo “Projeto Arariba” também estdo presentes nesta colecao.

Na tabela a seguir, organizamos de acordo com cada volume da colecdo os
tipos de demonstracdes escolares obtidos e sua frequéncia nos livros didaticos para cada nivel:

Tabela 9 - InformagBes quanto aos tipos de demonstracao escolar na colegdo “Matematica e realidade”

. . Procedimentos I6gico- ~ ExplicacGes e

Nivel de Experimentos e . b Demonstracoes Lo
. : dedutivos com carater de - justificacdes de
ensino casos particulares ~ formais .
exploracgdo propriedades

6° ano 0 0 0 0

7° ano 4 1 0 0

8% ano 3 30 0 0

9% ano 0 22 2 2

Observamos que, nos livros didaticos dos 6° e 7° anos, 0s autores procuraram
fazer uma abordagem mais intuitiva, experimental e concreta, enquanto nos 8° e 9° anos ha
um avanco nas abstracdes, no simbolismo e no encadeamento légico, ndo deixando de lado as
bases concretas. Para exemplificar, nas figuras 29 e 30 apresentamos a forma como é tratado o
calculo da area do trapézio nos volumes do 7° e 9° ano.

Com as figuras 29 e 30, mostramos como 0s autores determinam a férmula
para calculo da area de trapézios. No primeiro caso, o autor faz uso de um caso particular de

um trapézio com as seguintes medidas: 6 cm (base maior), 4 cm (base menor) e 3cm (altura).
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Em seguida, esse trapézio € dividido em dois tridngulos cujas areas somadas equivalem & area
do trapézio. A partir dessa constatacdo e da organizacdo dos dados do problema, deduz-se a
férmula para célculo dessa figura. Com a figura 30, 0 mesmo procedimento é realizado,
entretanto, ao invés de haver uma medida da base maior, menor e altura determinada, o que se

tem é 0 uso de simbolos para representar essas medidas.

Figura 29 — Area do trapézio

Area do trapézio

Considere um trapézio de 6 cm de base maior, 4 cm de base menor e 3 cm de altura:

4cm »

~

g

/r

6cm

Note que podemos cortar o trapézio ABCD na diagonal BD. Dessa forma o trapézio fica
dividido em dois triangulos:

4cm

, X 3 cm
O triangulo ABD tem base de 6 cm e altura de 3 cm; entdo, sua area é ﬂm—z"’— O
é 4cmx3cm

tridngulo BCD tem base de 4 cm e altura de 3 cm; entdo, sua drea >

A drea do trapézio é a soma das dreas dos dois tridngulos. Entdo:
di al diagonal menor
maor | [ —atua
6ecmx3cm  4demx3cm _ (6+4)cr2nx3cm 18
2 2

area =

A drea do trapézio é igual 2 média aritmética das medidas das bases
multiplicada pela altura.

(base maior + base menor) X altura
2

area =

Fonte - (MATEMATICA E REALIDADE, 7° ano, 2009, p. 155)
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Figura 30 - Area do Trapézio

Area do trapézio
Vamos representar as bases do trapézio por B e b e a altura por h.

|- -| e ——|

E— |- —— -|

A drea do trapézio € igual a soma das dreas dos dois triingulos, um de base B e altura b
e outro de base b e altura h:

A:Hxh+h><h: Hxh+hxh=£+ﬂ_h>xh

2 2 2 2
Logo, a area do trapézio ¢ igual 2 soma das bases vezes a altura, dividida por dois:
B + b) x
{ A=B+bxh |

A drea do trapézio de bases 6 cm e 4 cm e altura 3 cm é:

_B+bxh_G+4x3 _ 10x3 _

2 ) )

A

O
W 15

Portanto, 15 cm’ é a drea desse trapézio.

Fonte - (MATEMATICA E REALIDADE, 9° ano, 2009, p. 203).

No livro didatico do 6° ano a secdo de geometria se inicia com uma pequena
introducdo histdrica. Por meio de ilustracBes de objetos reais, 0s autores buscam apresentar
conceitos geométricos abstratos como ponto, reta e plano. S&o apresentadas também outras
figuras geométricas, bem como o céalculo de areas. No livro do 7° ano, continua-se a apresentar
conceitos geométricos, relacionando-os a objetos reais. E no volume do 8° ano que se
concentra a maior parte dos conceitos de geometria. Ha para este nivel e para 0 9° ano o
aprofundamento dos conceitos estudados nas séries passadas; & desenvolve-se conceitos
geométricos; articula-se algebra e geometria; e trabalha-se com construcdes geométricas.
Observamos que ha a articulagdo entre procedimentos intuitivos e dedutivos.

As nossas percepgdes quanto as duas primeiras obras se repetem para esta. Nas
duas primeiras séries sdo poucos 0s momentos em que ha demonstracdes escolares. No livro
didatico do 6° ano ndo ha demonstracGes. J& no livro didatico do 7° ano, das poucas
demonstragcOes presentes na secdo de geometria, praticamente todas sdo feitas por meio de

experimentos com materiais concretos. Essa frequéncia aumenta quanto olhamos para os dois
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ultimos volumes. E da mesma forma como nas demais obras o procedimento mais mobilizado
é 0 logico-dedutivo. No caso dos volumes dos 8° e 9° anos, as demonstracdes escolares fazem
parte e sdo importantes para o desenvolvimento dos contetdos.

No que se refere aos dois ultimos niveis do ensino fundamental vemos, assim
como nas colegdes anteriores, um consideravel uso de procedimentos l6gico-dedutivos, sendo
83% do total de procedimentos obtidos.

Da mesma forma como nas duas ultimas colecdes descritas, o tipo de
demonstracdo que visa explicar e justificar a validade de determinado resultados e que, ao
nosso Vver, contribuem para a pratica da argumentacdo e para a compreensdo dos conceitos
matematicos, ¢ o menos utilizado, aparecendo em contetidos especificos: “soma dos angulos
internos de um poligono” e “niimero de diagonais de um poligono convexo”.

Quanto aos exercicios, observamos que sdo poucos 0s que podemos considerar
como mobilizadores de demonstracdo (tabela 9). Nos volumes dos 6° e 7° anos nao
encontramos nenhum exercicio. Nos volumes do 8° ano e 9° ano, obtemos, respectivamente 21
e 4. Encontramos 0s seguintes tipos de exercicios: (1) demonstracbes l6gico-dedutivas; (2)
justificativas de afirmativas; (3) tarefas para indicar a verdade ou falsidade de afirmativas; e
(4) o uso de experimento ou tabelas para levantar conjecturas e apds deve-se justifica-las.

Veja na tabela a seguir os tipos de exercicios de acordo com o nivel de

escolaridade:

Tabela 10 - Informacdes quanto aos exercicios e desafios

Nivel de ensino | Tipos de exercicios e desafios obtidos em cada nivel
6° ano -
7° ano -
8° ano (1), (2) e (3)
9°ano D) e

A maior parte dos exercicios que exigiam algum tipo de justificativa estava
presente no volume do 8° ano, em que encontramos um numero consideravel de exercicios do
tipo “prove”, “demonstre” ou “mostre”.

Ndo ha tarefas que fazem uso da observacdo de padrdes para estimular a
conjecturagéo e a justificacdo de percepgdes. Podemos afirmar, assim como para a cole¢do
anterior, que este ndo € um ponto a que é dada importancia na secdo de geometria da colecéo.

O guia do PNLD indica que ha poucas atividades experimentais, 0 que também
constatamos. Além disso, apesar de haver atividades para se demonstrar raramente ao

estudante é dado a oportunidade de conjecturar.
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Quanto a formalizac&o dos conceitos, 0s autores trazem esclarecimentos quanto
a suas posicGes assumidas na escrita da colecdo. H4& um texto no manual do professor
esclarecendo a opcdo dos autores contra a formalizacdo, argumentando que apresentar a
geometria em termos de enunciado, hipdtese, tese e demonstracdo pode trazer dificuldades a

aprendizagem. Da seguinte forma os autores apresentaram as suas opgoes:

Quanto a formalizacdo da Geometria, definir conceitos e colocar as proposigdes em
termos de enunciado, hipotese, tese e demonstragdo — como se fazia no passado —
continuaria trazendo as dificuldades ja conhecidas a aprendizagem. Isso porque esse
método desrespeita as etapas basicas em que o individuo incorpora
significativamente novos conhecimentos.

N&do podemos subestimar o fato de que a Geometria é a parte da Matematica
Elementar que mais se presta a exemplificacdo do que é uma estrutura logico-
formal. Entretanto, somos da opinido que, numa primeira etapa, o estudante deve ter
contato com os “fatos” geométricos e suas justificativas logicas para depois, ter
acesso a formalizacéo.

De acordo com essa concepgao, optamos por apresentar gradualmente os conceitos e
as proposicoes, reduzindo-os ao nimero minimo necessario. Optamos tambem por
usar a intuicdo do aluno antes de dar novos conceitos e por argumentar com logica
antes de enunciar uma nova proposi¢cdo. Cabe ao professor decidir se isso é
suficiente (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2009, p. 9).

Mesmo argumentando em favor da ndo formalizacdo da geometria, vemos no
decorrer do livro do 8° ano um excesso de simbolismo matematico e grande parte dos
procedimentos de validagédo séo rigorosos e com alto grau de abstragdo, mesmo que os autores
utilizem raramente a palavra demonstracdo. Observamos no livro didatico de todos os niveis
que a formalizacdo no sentido em que os autores usam (definir conceitos e colocar as
proposicOes em termos de enunciado, hipltese, tese e demonstracdo) realmente ndo esta
presente em seu contedo. No entanto, nos livros didaticos dos 8° e 9° anos, mesmo que ndo
se faca uso de tais termos, héa significativo uso do método dedutivo. Essa afirmativa pode ser
justificada pelo nimero de demonstracGes l6gico-dedutivas que listamos acima.

Assim como na colecdo anterior, no 6° ano ja se traz a historia da matematica
destacando o desenvolvimento da geometria. Citam-se os povos (chineses, assirios, babilénios
e gregos) que deram grandes contribuicGes para a geometria, mas se destaca a participacdo

dos gregos, bem como o papel de Euclides:

O pensador grego que mais se destacou em Geometria foi Euclides (século 111 A.
C.). Ele reuniu as descobertas ja feitas, complementou-as e as organizou de forma
sistematica em uma obra chamada Os elementos, escrita em 12 volumes. (...) A
importancia do trabalho de Euclides para a Geometria foi tanta que os conhecimento
reunidos em Os elementos — somados aos que derivaram — passaram a ser
conhecidos como Geometria euclidiana (IEZZI,; DOLCE; MACHADO, 2009, p.
85).

H& no livro didatico do 8° ano, na se¢do “Matematica no tempo”, um texto

sobre as “origens da geometria”. Nessa se¢do fala-se sobre o uso da geometria pelo homem
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primitivo, em que mesmo “notdvel a geometria” ndo se apoiava em nenhuma base cientifica.
Comenta-se que 0s egipcios estabeleceram relacGes geométricas, por meio de um método
indutivo rudimentar, que se baseava na observacdo e na experimentacdo. Apos, passa-se a
falar dos gregos, que inauguraram o padrao da geometria moderna. Nesse padrao, “a certeza
de um resultado geométrico deriva de uma justificativa baseada em raciocinios légicos
consistentes, € ndo em um processo experimental indutivo” (IEZZI; DOLCE; MACHADO,
2009, p. 143). O método dedutivo é citado como o que fundamenta toda a matematica, sendo

que nesse contexto os autores citam os feitos de Euclides na obra Os Elementos.

3.1.2. As colecdes de livros didaticos do ensino médio

3.1.2.1. Matematica: contexto e aplicacdes

DANTE, L. R. Matematica: contexto e aplicacdes. 1° ao 3° ano do Ensino Médio. 1. ed. Sdo
Paulo: Atica, 2011.

A colecdo foi publicada pela editora Atica, sendo da autoria de Luiz Roberto
Dante e divulgada no guia do PNLD do ano de 2012. Ela é composta por 3 livros didaticos,
sendo cada um deles subdividido em capitulos: o livro do 1° ano tem 12 capitulos; o livro do
2° ano 14 capitulos e o livro do 3° Ano possui 8 capitulos. Nesse ultimo volume, ndo ha o
topico de geometria plana e espacial.

O autor cita no manual do professor, que vem em anexo aos volumes da obra, as
Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, e também os PCN. Entretanto, ndo
deixa claro qual das orientacfes esta utilizando em sua obra ou até que ponto esta utilizando
uma ou outra. Mas, pelos itens de discussdo presentes no manual do professor, vemos que
muitos dos aspectos indicados pelos PCN/99 estéo presentes e estdo sendo considerados pelo
autor, como por exemplo: 0s temas transversais como meio ambiente, pluralidade cultural e
trabalho e consumo; a resolucdo de problemas e o uso de tecnologias.

Podemos ver essa aproximacao aos ideais dos PCN pela organizacdo da obra.
A metodologia para exposic¢do do conteudo contempla uma secéo para a abertura do capitulo,
dando uma ideia geral do que sera estudado. Ha exemplos que mostram as formas de
resolucdo de um dado problema e também exemplos comentados, que mostram as fases da
resolucdo de um problema, além de aborda-lo com outras questdes; ha também outras se¢des
como “Desafios”, “Um pouco de histéria”, “Para refletir”, “A matematica e as praticas

sociais”, “Leituras”, dentre outros.
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Observamos no guia do PNLD algumas criticas a obra: ao exagero em
procedimentos e no uso de simbolos; ao encaminhamento das atividades; ao excesso de
conteddos; e ao ndo-equilibrio na distribuicdo dos campos da matematica em cada volume -
por exemplo, a geometria plana e espacial ndo sédo tratadas no 3° ano do ensino médio. Em

relacdo a avaliagdo do campo da geometria, a colecdo é bem elogiada pelo cuidado nas

revisdes de contetdos e pela boa estruturacdo das deducdes.

Vejamos na tabela abaixo o espaco destinado a geometria e as demonstracoes

neste campo:

Tabela 11 - Informagdes quanto a cole¢do “Matematica: contexto e aplicagdes”

Numero de | NUmero de paginas Demonstracdes na Demonstrac6es em
Volume | péginas do destinadas a exposicao do contetdo de exercicios propostos na
livro geometria geometria secdo de geometria
1%ano 504 53 26 14
2°ano 384 100 18 14
3% ano 264 0 0 0

Pelas informacGes acima, vemos que das 1152 péaginas dos livros didaticos,
considerando todos os niveis, ha 153 destinadas as questdes da geometria. Em outras palavras,
aproximadamente 13% de toda a colecdo se discute a geometria plana e espacial. Podemos
assim ver o desequilibrio entre os campos de conhecimento matematico a que se refere o guia
do PNLD.

Encontramos também nessa colecdo os diferentes tipos de demonstracdo
escolar mencionados nas descri¢cGes anteriores. Relembrando-os: procedimentos realizados
mediante experimentos e testes de casos particulares; procedimentos I6gico-dedutivos em que
alguns tém carater de exploracdo; procedimentos formais acompanhados por um texto
demonstrativo no qual se vé o uso de termos como hipétese, teses, axiomas e postulados e;
procedimentos que visam explicar e justificar a validade de determinado resultados.

Na tabela a seguir, organizamo-los de acordo com o nivel de escolaridade e sua

frequéncia nos livros didaticos:

Tabela 12 - InformagBes quanto aos tipos de demonstrag8o escolar presentes na colegdo “Matematica: contexto e aplicagdes”
Nivel de Experimentos e Proqedlmentos Ioglco- DemonstracGes .EXPI.'CaQP es e
. : dedutivos com carater de - justificacdes de
ensino casos particulares ~ formais .
exploracgao propriedades
1°ano 0 17 7 2
2°ano 1 11 6 0
3°ano 0 0 0 0
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Pelos dados acima, vemos que os procedimentos légico-dedutivos com caréater
de exploragdo sdo os mais utilizados e valorizados na colecdo, seguidos das demonstracfes
formais.

Ha ainda uma valorizacdo de elementos tipicos das demonstracdes formais,
pois a se¢do de geometria é organizada e padronizada no sentido de sempre indicar o que é
postulado, teorema e definigdes. Para isso, o fundo de uma frase que corresponde a um
postulado, por exemplo, é sempre colorido pela cor azul. As defini¢cbes possuem fundo rosa e

os teoremas fundo laranja (figura 31 a 33).

Figura 31 - Definigdo de retas coplanares

Retas coplanares que nao tém ponto comum sao chamadas de retas paralelas
distintas.

Figura 32 - Postulados

Postulado 1: Dados dois pontos distintos do espago, existe uma, e somente uma, reta que os contém.
Postulado 2: Dados trés pontos nao colineares do espaco, existe um, e somente um, plano que os contém.
Postulado 3: Se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, ela esta contida no plano.

Figura 33 — Teorema 1

Teorema 1: Existe um Unico plano que contém uma reta e um ponto nao pertencente a ela.

Fonte — (MATEMATICA CONTEXTO E APLICAGOES — 2° ano, 2011, p.180 e 200).

A valorizacdo da demonstracdo formal pode ser observada também em um
curto capitulo do livro didatico do 2° ano intitulado “O método dedutivo: algumas
demonstracdes (leitura optativa)”. Neste capitulo, o autor apresenta o método dedutivo,
definindo e utilizando postulados e nogdes primitivas. Relembra também que os teoremas séo
demonstrados a partir dos postulados e de outras propriedades ja verificadas, por meio do
raciocinio logico:

A geometria assim desenvolvida usa 0 método dedutivo. Partimos de algumas
nogBes para as quais ndo é apresentada definicdo (entes primitivos) e algumas
propriedades aceitas como verdadeiras sem demonstracdo (postulados ou axiomas).
Isso ndo é exclusividade da Geometria — ocorre em qualquer teoria matematica
(DANTE, 2011, p. 200).
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Conjecturamos que o objetivo do autor pode ser diferenciar os procedimentos
via experiéncia e casos particulares, por exemplo, do dedutivo. Isso pode ser verificado no

seguinte recorte que fizemos no volume do 1° ano:

H& uma grande diferenca entre constatar empiricamente uma propriedade
geométrica medindo, recortando, justapondo, etc, e demonstrar ou provar
logicamente essa propriedade. (...) Vocé€ pode constatar concretamente que “a soma
das medidas dos angulos internos de um triangulo ¢ 180°” recortando tridngulos e
justanpondo-os para formar um angulo raso (...) Vocé pode fazer isso para alguns
triangulos. Mas isso ndo prova, ndo demonstra que essa propriedade é valida para
qualquer tridngulo no plano (DANTE, 2011, p. 396).

No manual para o professor, vemos que a intencdo é que o procedimento
I6gico-dedutivo esteja presente em todo o livro didatico, como, por exemplo, em temas como
propriedades da analise combinatdria, de probabilidade, de trigonometria, de areas e volumes.
No entanto, a demonstracdo ndo € feita sempre que se enuncia uma propriedade.

Analisando os exercicios propostos, vemos 0s seguintes tipos: (1) justificativas
de afirmativas; (2) tarefas para indicar a verdade ou falsidade de afirmativas; (3) conferéncia
de demonstracdes; (4) demonstracGes I6gico-dedutivas e; (5) verificacdo de semelhancas e
congruéncias. Na tabela abaixo podemos ver os tipos de exercicios encontrados em cada

nivel:

Tabela 13 - Informagdes quanto aos exercicios e desafios da colegdo “Matematica: contexto e aplicagdes”
Nivel de ensino | Tipos de exercicios e desafios obtidos em cada nivel

1°ano 1),(2), 4 e(®)
2° ano (1), (2) e (4)
3% ano -

Grande parte das tarefas que obtemos fazem parte da se¢ao “Para refletir”, que
¢ descrita pelo autor como uma secdo que trabalha o raciocinio: “Esta ¢ uma secdo
importante (...) ela chama a atencdo do aluno para refletir sobre alguma propriedade ou fato,
constatar, descobrir, perceber ou provar algo” (DANTE, 2011, p. 21).

\Vemos que os exercicios, com excec¢do aos listados por nés, muitas vezes sao
de aplicacdo direta de conceitos e as sugestdes que acompanham algumas delas direciona as
solugdes, ndo possibilitando o desenvolvimento da imaginacdo e argumentagéo do estudante.

Encontramos nas cole¢des do 1° e 2° ano do ensino médio, textos informativos
sobre o desenvolvimento da matematica. No livro do 1° ano, assim como nas cole¢cdes do
ensino fundamental, vemos informacdes sobre os feitos de Euclides. Além desse matematico €
citado ainda outros que vieram apds ele e que contribuiram para o desenvolvimento da

geometria.
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3.1.2.2. Matematica

PAIVA, M. Matematica. 1° ao 3° ano do Ensino Médio. 1 ed. Sdo Paulo: Moderna, 2009.

A colegdo “Matematica” foi publicada no ano de 2009 e ¢ subdividida em trés
volumes destinados aos trés anos do ensino médio. Ela foi publicada pela editora Moderna,
sendo da autoria de Manoel Paiva e divulgada no guia do PNLD do ano de 2012. A colecgdo é
composta por livros didaticos do 1° ao 3° ano, que tém respectivamente 11, 15 e 9 capitulos —
neste ultimo, ndo ha espaco para os conceitos de geometria plana e espacial. A colecao
também adota os PCN/99 e os PCN+ como orientages curriculares para desenvolver 0s
conteudos.

A obra segue o seguinte padrdo de apresentacdo: aborda uma situacao
contextualizada que da ideia do que sera apresentado posteriormente; em seguida hd os
contetdos do capitulo acompanhados por exercicios resolvidos e propostos; ha momentos
para se desenvolver em grupo como na segdo “Roteiro de trabalho” e exercicios
complementares, além da se¢do “Matematica sem fronteiras”, que contém aplicacGes praticas
dos assuntos desenvolvidos no capitulo. A maior parte das atividades propostas se caracteriza
pela aplicacdo do contelido exposto.

O guia do PNLD indica o ndo-equilibrio dos conteldos referentes aos
diferentes campos da matemaética. A geometria fica concentrada no livro didatico do 2° ano,
aparecendo pouco ou nada nos demais volumes. Apesar desse desequilibrio, o guia do PNLD
elogia o numero razoavel de paginas de cada volume da colecdo. Quanto a avaliacdo da secédo
de geometria, ndo se comenta sobre as demonstragoes.

Vejamos na tabela abaixo, como se distribui a geometria e as demonstracées

neste campo em todos os volumes:

Tabela 14 - Informagdes referentes a colegdo ‘“Matematica”

NUmero de | NUmero de paginas Demonstracdes na Demonstrac6es em
Volume | péginas do destinadas a exposicao do contetdo de exercicios propostos na
livro geometria geometria secdo de geometria
1°ano 256 22 8 3
2°ano 312 98 19 6
3%ano 200 0 0 0

As demonstracbes em geometria ocupam pouco espaco na colecdo, e
consideramos que isso ocorra porque a propria geometria tem um espaco reduzido nela. As

demonstragdes escolares estdo presentes em 22% do total de paginas destinada a geometria.
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Encontramos apenas dois dos quatro tipos de demonstracdo encontrados nas
demais colecdes, sendo eles: procedimentos I6gico-dedutivos em que alguns tém carater de
exploracdo e outros mais formais em que no texto demonstrativo vemos 0 uso de termos
como hipotese, teses, axiomas e postulados. A seguir ha uma tabela com estas informacdes,

organizadas por niveis:

Tabela 15 - InformagBes quanto aos tipos de demonstragdo escolar presentes na colegdo “Matematica”

Nivel de Experimentos e PIOEED ITENI0S 10g/1ee- Demonstragoes STNEIES 6
. P : dedutivos com caréter de ac justificacoes de
ensino casos particulares < formais -
exploracdo propriedades
1°ano 0 5 3 0
2°ano 0 15 4 0
3°ano 0 0 0 0

Podemos constatar que o procedimento I6gico-dedutivo seja o tipo explorativo
ou mais formal é praticamente a Unica demonstracdo escolar utilizada e mais valorizada nas
secdes de geometria de toda a colecéo.

O autor ndo demonstra todos os teoremas, ficando a critério do professor
demonstrar os demais ou ndo. A posicdo do autor, que podemos ver no manual para o
professor, € que as demonstracdes devem ser feitas para que o aluno compreenda o seu
significado e o método da ciéncia matematica. Entretanto, em contraste com esta ideia, estdo
as raras atividades na obra que possibilitariam essa aprendizagem. Além disso, a forma de
encaminhar as demonstragdes escolares ndo permite a interacdo e participacdo do estudante e
o desenvolvimento da argumentacdo e da pratica de justificacdo.

Encontramos, considerando os trés volumes da colecdo, nove exercicios que
ndo sdo de aplicacdo de conceitos e que permitem que os estudantes se mobilizem no sentido
de pensar sobre a validade de afirmativas matematicas. Podemos subdivir esses exercicios em
6 tipos: (1) tabelas para serem completadas e, se observados padrdes, deve-se generaliza-los
ou explica-los; (2) justificativas de afirmativas; (3) tarefas para indicar a verdade ou falsidade
de afirmativas; (4) justificativas de teoremas; (5) experimentos para verificar demonstragéo e;
(6) verificagdo de semelhancas e congruéncias.

A seguir organizamos os tipos de exercicios de acordo com o nivel de ensino:

Tabela 16 - Informagdes quanto aos exercicios e desafios na cole¢do “Matematica”
Nivel de ensino | Tipos de exercicios e desafios obtidos em cada nivel
1° ano (1), 2)e 4
2°ano (2), (3), (5) e (6)
3°ano -
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Assim como todas as obras descritas, esta também enfatiza a importéncia de

Euclides para a construcdo da geometria.

3.1.2.3. Novo olhar matematica

SOUZA, J. Novo olhar matematica. 1° ao 3° ano do Ensino Médio. 1. ed. Sdo Paulo: FTD,
2010.

A colecdo foi publicada pela editora FTD, sendo da autoria de Joamir Souza e
divulgada no guia do PNLD do ano de 2012. A colecdo é composta por trés livros didaticos
destinados aos 1°, 2° e 3° anos, sendo que os dois primeiros possuem 9 capitulos e o do 3° ano,
8 capitulos.

O autor utiliza os PCN/99, PCNEM+/02 e as OrientacBes Curriculares/06
como referéncia curricular. Isso justifica a metodologia adotada por ele para a abordagem dos
conceitos matematicos. Os livros didaticos possuem péginas de abertura das unidades em que
se apresentam 0s assuntos a serem tratados posteriormente. Os contetdos sdo seguidos de
atividades resolvidas e, apds a sec¢do de atividades propostas, ha a se¢do “Explorando o tema”,
que apresenta textos extraidos de diferentes fontes. Logo apos, hé a se¢ao “Refletindo sobre o
capitulo”, em que se levantam questdes sobre o que foi apresentado no capitulo. Ao final dos
livros didaticos ha questdes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e de vestibulares,
sugestdes de leituras e sites, respostas das atividades propostas e a bibliografia consultada.

Assim como nas demais colecBes de livros didaticos do ensino médio
anteriormente apresentadas, a abordagem da geometria na colecdo se concentra em maior
volume no 3° ano do ensino médio.

O guia do PNLD observa que na colecdo ndo ha referéncia a demonstracédo
I6gica. Entretanto, ele destaca outras caracteristicas da cole¢cdo como: ha a contextualizacdo
dos contetidos matematicos, fazendo conexdes com as praticas sociais, a propria matematica e
sua histdria, dentre outros; o manual para o professor possui muitas informacdes para o
trabalho em sala de aula; e ha excesso de figuras, ilustragdes e textos para a contextualizag&o.

Vejamos, de maneira quantitativa, o espaco que tem a secdo de geometria nos

livros didéaticos e as demonstra¢des dentro desta secao:
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Tabela 17 - Informagdes referentes a cole¢do “Novo olhar matematica”

NUmero de | Namero de paginas Demonstragdes na Demonstracoes em
Volume | péaginas do destinadas a exposicao do contetdo de exercicios propostos na
livro geometria geometria secdo de geometria
1°ano 336 0 2 3
2° ano 320 28 9 3
3°ano 320 104 17 14

A geometria possui pouco espaco na colecdo, o que pode justificar o nimero
reduzido de demonstragdes escolares.

Diferentemente das duas obras do ensino médio descritas, esta apresenta 0s
conteudos de geometria plana e espacial com maior énfase no 3° ano, sendo nesse nivel em
que se vé maior uso de demonstracGes escolares.

Assim como na coleg¢do “Projeto Arariba”, as demonstragdes escolares obtidas
na colecdo possuem diversas formas de desenvolvimento e niveis de formalidade, sendo os
seguintes: procedimentos realizados mediante experimentos e testes de casos particulares;
procedimentos Idgico-dedutivos em que alguns tém carater de exploracdo; procedimentos
formais acompanhados por um texto demonstrativo no qual se vé o uso de termos como
hipdtese, teses, axiomas e postulados e; procedimentos que visam explicar e justificar a
validade de determinado resultados.

\eja como se organiza os tipos de demonstragdo em cada nivel:

Tabela 18 - InformacBes quanto aos tipos de validacdo presentes na cole¢do “Novo olhar matematica”

. . Procedimentos légico- ~ Explicaces e

Nivel de Experimentos e . ; Demonstracoes L
. . dedutivos com carater de - Justificaces de
ensino casos particulares ~ formais .
exploracéo propriedades

1°ano 0 1 1 0

2°ano 1 7 0 1

3°%ano 1 12 4 0

Pela tabela acima, vemos que a concentracdo das demonstracdes escolares esta
nos volumes do 2° e 3° ano do ensino médio. No livro didatico do 2° ano ndo se menciona o
termo demonstracdo, ao contrario do que ocorre no volume do 3° ano.

A colecdo, no que se refere a secdo de geometria, ndo da espaco significativo
para que os estudantes elaborem demonstracdes. Nas 132 paginas destinadas a esse contetdo,
obtemos somente 20 exercicios que possibilitam justificativas e demonstragdes ldogico-
dedutivas. Os demais exercicios da se¢do sdo geralmente de aplicacdo de conceitos, sendo

compostos por questdes do tipo “qual é?”, “determine”, “calcule”, dentre outros.
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Quanto aos exercicios e desafios propostos podemos dividi-los nos seguintes
tipos: (1) completa-se tabelas se observa padrdes, generaliza-os e explica-o0s; (2) justificativas
de afirmativas; (3) tarefas para indicar a verdade ou falsidade de afirmativas; (4) justificativas

de teoremas e ; (5) demonstracdes l0gico-dedutivas.

Tabela 19 - Informagdes quanto aos exercicios e desafios na colegéo “Novo olhar matematica”

NIVEL DE ENSINO | TIPOS DE EXERCICIOS E DESAFIOS OBTIDOS EM CADA NIVEL
1° ano (2 e®)
2°ano 1), e
3°ano (2), 3) e (5)

Observamos na colecdo varios momentos em que se utiliza a histéria da
matematica como informacdo e motivacdo. Por exemplo, no volume do 1° ano do ensino
médio, hd um texto sobre Tales de Mileto, em que o apresenta como o pai da geometria
demonstrativa.

No livro do 3° ano do ensino médio ha, na abertura do capitulo “Geometria
espacial de posi¢do”, um texto sobre alguns elementos historicos da geometria. Neste texto,
comenta-se sobre a geometria demonstrativa, citando, assim como no volume do 1° ano, que
ela teve inicio com Tales de Mileto. Comenta-se também sobre Euclides, considerando-o o
mais importante contribuinte com a geometria demonstrativa. Este texto, “Geometria espacial
de posi¢do”, ¢ utilizado como informativo e uma maneira de introduzir a geometria plana na
secéo.

Ainda no volume do 3° ano vemos uma nota sobre a demonstracédo, enfatizando

a sua necessidade para se comprovar a veracidade de ideias matematica:

Na Matematica nem tudo se manifesta de maneira imediata. Existem situagfes em
gue é necessario comprovar a veracidade de alguma proposicao, ideia ou teoria. Para
gue isso seja possivel, sdo considerados alguns principios, chamados axiomas, que
sdo reconhecidos como verdadeiros, ou, entdo, proposicbes que j& foram
comprovadas como verdadeiras. Por meio da dedugdo e do raciocinio légico, é
elaborado um método que torne visivel ou de fécil percepcao a veracidade do que se
estd questionando. Esse processo de deducdo e investigacdo foi introduzido por
Aristdteles (384 a.C. — 322 a. C.) e ficou conhecido como demonstracdo (SOUZA,
2010, p. 46).

Hé& também textos sobre poliedros de Platéo e a Relagéo de Euler.

Nesta secdo fizemos a descrigdo interpretativa e andlise inicial dos livros
didaticos selecionados. Nos preocupamos em mostrar ndo so que as demonstragdes escolares
aparecem nos diferentes niveis, mas a frequéncia e os diferentes tipos, aléem de, em alguns

momentos, 0s posicionamentos dos autores.
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Olhando para a secdo de analise socio-histérica das demonstragcdes desta
pesquisa, vemos que, apesar de algumas excec¢des, a énfase nos livros didaticos recai no
formalismo tipico das demonstracdes I6gico-dedutivas, com grande uso de termos proprios da
matematica como axioma, postulado, teorema, hipotese, tese, contraexemplo, etc. Por meio
dos livros didaticos que analisamos, vemos que a tendéncia € o ndo uso destes termos, com
raras excegOes, para as atividades da educacédo basica. Inclusive muitas vezes ndo se menciona
nem as palavras demonstracdo e deducéo, por exemplo.

Entretanto, notamos que as mudancas vao além: o objetivo é desenvolver ideias
relativas a préatica da argumentacéo, como indicada pelos PCN. Quanto a isso os autores dos
livros didaticos passaram a diversificar as estratégias de abordagem das demonstragdes
escolares. Apesar de colocarmos estas estratégias em quatro grupos, demo-nos conta que elas
possuem algumas especificidades entre elas; assunto que sera tratado posteriormente.

Quanto as colecdes referentes aos anos finais do ensino fundamental,
constatamos que a abordagem intuitiva que precede a geometria dedutiva - preconizada a
partir da década de 30 no curriculo de matematica - se manteve. Entretanto, nos dois ultimos
niveis, ndo ha a énfase que era dada a geometria dedutiva no passado, pois neles se mescla
uma abordagem intuitiva com a dedutiva. Ou seja, podemos dizer que ha uma tendéncia em
reduzir o uso de aspectos formais nas se¢es de geometria e utilizar os procedimentos mais
intuitivos e experimentais. Além disso, constatamos que apesar de o curriculo dar a énfase a
resolucdo de problemas e o desenvolvimento do raciocinio I8gico, estes aspectos ndo sao
enfatizados em grande parte das obras, com excegdo do “Projeto Arariba”. Em sua grande
maioria, as tarefas sdo de aplicagéo direta dos conceitos.

Com relacdo as colecdes referentes ao ensino médio, ndo podemos afirmar se
aumenta ou ndo o uso de algum tipo de demonstracdo de acordo com o0s niveis de
escolaridade, pois, diferentemente das colecGes do ensino fundamental em que podemos falar
de um padrdo quanto aos contetdos abordados em cada volume, nas cole¢fes do ensino
médio ha uma variacao de colecdo para colecdo na distribuicdo dos topicos de geometria nos
trés niveis. Por exemplo, as obras de Dante e Paiva ndo abordavam a geometria plana e
espacial no volume do 3° ano, ao contrario de Souza, que deixa praticamente todo o conteido
de geometria para o Gltimo ano do ensino meédio. Assim, apoiados em nossas analises iniciais,
observamos que para as colecdes destinadas ao ensino médio nao é significativo o uso de
procedimentos intuitivos, predominando o uso de procedimentos l6gico-dedutivos.

Foi possivel constatar, ao contrdrio de um padrdo, uma diversificacdo

consideravel quanto as formas de se trabalhar com demonstraces na educacéo basica, 0 que
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contribui para ampliar a ideia de demonstracdo na matemética escolar e na Educacéo
Matematica, sendo neste caso, essa ampliacdo da ideia de demonstragdo formal, do tipo
silogistica para experimentais, intuitivas e indutivas. Além disso, ha a presenca de tarefas que
exploram aspectos formais e experimentais das demonstracGes e uma reducdo consideravel
quanto as demonstracGes formais, se compararmos com livros didaticos do século passado.
Para complementar a exposicdo desse primeiro momento de analise, €
conveniente para nossa pesquisa, que busca compreender 0 que caracteriza e quais funcoes
cumprem as demonstragdes nos diferentes niveis do ensino de matematica, sistematizar e
aprofundar as andlises. Para tanto, apresentamos na seguinte tabela e grafico de barras

informag&o quanto a frequéncia® dos tipos de validacio no ensino de matematica por nivel:

Tabela 20 — Frequéncia dos tipos de demonstragdes por nivel de ensino

. Procedimentos légico- ~ Explicacdes e
oo . Experimentos e . . Demonstracdes T v
Niveis de ensino ; dedutivos com carater - justificacoes de
casos particulares ~ formais .
de exploracao propriedades
2o S | 6°ano 60% 40% 0% 0%
£ 2| 1ano 50% 50% 0% 0%
§ g 8 | 8%ano 15% 53% 27% 5%
< 5| 9ano 5% 73% 17% 5%
2o 1%ano 0% 64% 31% 5%
2 5 2%ano 1% 72% 22% 2%
W& M4m0 6% 70% 24% 0%

A tabela foi construida da seguinte forma: ao mapear as demonstracdes
escolares e as organizarmos na tabela exposta na se¢do de descri¢do, tivemos o nimero total
de demonstracdo para cada nivel. Dessa forma, vimos que para o 6° ano, por exemplo, hd 5
demonstracdes considerando o0s volumes para o nivel das trés colecdes. Apds esse
mapeamento, organizamos o0s procedimentos semelhantes em quatro grupos. Nos livros
didaticos para o 6° ano, ha 3 procedimentos do grupo 1 e 2 do grupo 2. Assim, para observar a
frequéncia, organizamos os dados em taxas percentuais, sendo que para 0 6° ano 0s
procedimentos do grupo 1 sdo 60% do total de procedimentos obtidos no nivel, e o0s
procedimentos do grupo 2 representam 40%.

Para melhor visualizarmos os usos de cada tipo de demonstracdo escolar por

nivel de ensino, apresentamos os dados na tabela acima e no seguinte grafico de barras:

% \/alores aproximados.
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Figura 34 - Gréfico de frequéncia das demonstragdes escolares por niveis
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O graéfico (figura 34) justifica nossas consideragdes acima de que, conforme se
aumenta o nivel de escolaridade, as demonstracdes formais se tornam mais presentes e
diminuem consideravelmente a mobilizacdo dos procedimentos intuitivos nos livros didaticos.

Analisando do ponto de vista da histdria, observamos que havia demonstracdes
nas secOes dos livros didaticos em que se apresentavam trechos da histéria da matematica.
Observamos que o papel de Euclides para o desenvolvimento da geometria é tdo forte que ele
é mencionado em todos os livros. Além disso, 0 que nos chama a atencdo é a énfase dada a
este matematico em detrimento de demais matematicos e povos que tiveram um papel tdo
importante quanto Euclides e a Grécia para o desenvolvimento da geometria. Interpretamos
com isso que nos livros didaticos, apesar de algumas abordagens préaticas e intuitivas,
mantém-se a valorizacdo do conhecimento tedrico sobre o pratico. E ainda, que a
demonstracdo formal parece cada vez mais menos universal e mais eurocéntrica.

Diante dessa primeira etapa de analise, que contou com a descri¢do dos livros
didaticos em aspectos pertinentes a pesquisa, constatamos que as formas de demonstrar na
escola levam em consideragdo os aspectos didaticos do ensino, entretanto, a demonstracdo
formal é ainda preservada, e compde um rol de possibilidades alternativas e mais didaticas de
desenvolver esta nogdo matematica na escola.

Organizamos na proxima secao os tipos de demonstracdo em categorias e 0S

analisamos. Nossas consideracfes e conclusfes quanto a anélise serdo apresentadas no topico
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3 desta secdo, em que consideraremos as orientagOes curriculares e guias do PNLD para

aprofundar nossa compreensédo quanto as demonstragdes nos livros didaticos.

3.2. Caracterizando as demonstrac@es escolares nos livros didaticos e nos documentos
oficiais

ApoOs um primeiro contato com o “corpus’” da pesquisa, de leituras e releituras
e da descri¢do dos livros didaticos selecionados para esta investigacdo, percebemos que as
demonstracdes escolares abordadas ndo se restringem a formal. Isto vai ao encontro do que
apresentamos na revisdo da bibliografia, em que observamos que a demonstracdo na
matematica escolar é vista de diferentes maneiras por diferentes autores e muitas vezes outras
formas de demonstrar, que ndo somente a formal, sdo citadas.

Para a andlise de conteudo, ap6s termos delineado o "corpus” da pesquisa,
iniciamos a etapa de “claboragdo de indicadores que fundamentam a interpretacdo final”
(BARDIN, 1977). Para isso, primeiramente por meio de nosso roteiro de analise, procuramos
a cada demonstracéo escolar identificarmos expressdes, que chamamos de temas®’. Essas
expressdes eram compostas por palavras/frases que introduziam e concluiam tais
demonstragcdes ou que somente 0s introduziam. Por exemplo, “Vamos observar que (...) Fica

5540

demonstrado”™ (Figura 35) € um tema extraido dos documentos selecionados em que se

introduz a demonstragdo com a frase ‘“vamos observar que” e conclui-se com “ fica

demonstrado” e a este tema esta vinculado um tipo demonstragéo escolar.

Figura 35 - Validacgdo da relagdo entre os angulos opostos pelo vértice

B Angulos opostos pelo vértice
Duas retas concorrentes determinam dois pares de angulos opostos

pelo vértice.

Dois angulos com o vértice comum, nos quais os lados de um deles
si0 as semi-retas opostas aos lados do outro dngulo, chamam-se
angulos opostos pelo vértice (abrevia-se o.p.v.).

: 0 { I) a + x = 180°, pois sao angulos ‘ . A ’ £
g —— > N4
>< suplementares 135
Be =,
”
- -
- 52 + = 18 30 Ang ~ s v
Na figura, os angulos AOB e¢ COD, bem como AOC e BOD, sio angu- IT) x + b= 180°, pois sio angulos 2
| suplementares. N
0S 0.p.v a. b
® Propriedade dos dngulos o.p.v. 3
Vamos observar que relagao existe entre a ¢ b
e De 1 e de Il obtemos a igualdade: a + x= x+ b
- -
4 Subtraindo x dos dois membros, temos: a = b
ST, Com esses argumentos, fica demonstrado que:
al><lb ]
Dois Angulos opostos pelo vértice sao congruentes

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 72 série, 2006, p. 77)

¥ Chamamos de temas as expressdes retiradas do texto que compde a demonstragdo dos livros didaticos que
constituem os documentos da pesquisa.
“0 Os temas retirados dos livros didaticos estdo destacados em italico.
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Consideramos importante olhar para os termos utilizados pelos autores, pois
eles contribuem para identificarmos se o procedimento se trata ou ndo de uma validacao, ou
seja, sdo os termos utilizados que nos indicam que estd ocorrendo um movimento de
validacdo, de justificacdo ou de argumentacdo. Os termos compdem a demonstracdo e sdo
importantes para ela, sendo por meio deles que recebemos as mensagens que 0s autores
querem nos passar. Além disso, pela frase que conclui a demonstracdo, podemos ver a
generalidade do resultado e observar a qual tipo de procedimento cada termo utilizado se
refere. E, portanto, por meio dos termos que acompanham a demonstracdo que temos
subsidios para categorizar os tipos de validacdo presentes nos livros didaticos.

Ap0s extrairmos todos 0s temas encontrados, passamos a descrevé-los quanto a
demonstracdo escolar vinculada a eles. Por exemplo, para o tema “Da observacédo acima (...)
Logo, para qualquer poligono” observamos que a demonstracdo escolar é indutiva —
procedimento que a partir da verificacdo de casos particulares em que certas caracteristicas
sempre surgem, leva-se a afirmar uma regra geral que supde ser valida para casos ainda nédo
verificados. Para o tema “Vamos analisar (...) podemos concluir que”, observamos que nédo
h& mencéo de que se trata de movimento de validacdo, mas o procedimento é dedutivo. Dessa
forma, agrupamos aqueles temas que possuiam similaridades quanto a sua descrigéo.

Na tabela abaixo organizamos em grupos, por meio de um indicador, os temas
extraidos dos documentos para analise, bem como os tipos de demonstracdo escolar

vinculados a eles:

Tabela 21 — Organizacdo dos temas

Temas Tip(_)s de ng)i)rxaag(s) ”
procedimentos
agrupamentos
e Observe a experiéncia (...) Portanto temos;
e Conclus0es praticas;
o Constatar empiricamente; N&o h& mencdo
e VVamos observar que (...) Fica demonstrado; de que se trata
_, | ® Vejaa decomposigAo; e Exemplos  ou | 4o uma
O | * (...) por meio da experiéncia (...) essa relagdo vale testgs de _casos demonstracao.
% para qualquer: partlculares.,
& | » Observe como estes (...); * Desenhos; A demonstragio
o Neste quadrado (...); * Dobraduras. é desenvolvida
e Vamos verificar de forma experimental (...); por meio da
e Basta transformar (...); experiencia.

e Considere a seguinte figura (...);
e Comprovar experimentalmente (...).
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o Vamos observar que (...) Fica demonstrado;

« N&o menciona nada*;

e Observe que (...) concluimos que /;

o Vamos deduzir;

o Vamos analisar (...) podemos concluir que;

¢ VVamos mostrar que (...) concluimos que;

o Justificativa;

e \Jamos comprovar esse teorema;

¢ Pelo Principio de Cavalieri (...) concluimos que;

e Deducdo  sem
indicar hipdtese,
tese e conclusao;

¢ Deducdo que se
baseia em
principios, como

Raramente  ha
menc¢do de que

Note que a soma (...) para qualquer (...);
e Observe atabela a seqguir (...) qual é a soma?;
¢ |nicialmente, dividimos (...).

explicagéo.

N H A-
o | Velaoporque; . 0 Principio de | se trata de uma
@ | ® Demonstrar ou demonstracao; Cavalier: demonstragio
% * Vamos provar que; . . Desenh;)s, que é no gerai 6

. Ob'serve (...) enta_o Podemos gara_nt|~r, - experimentos |6gico-dedutiva.

¢ Veja a decomposicéo (ou composicéo) feita; sequidos da

e Da observacdo acima (..) Logo, para qualquer deducéio de

poligono; ) propriedades;

e Vamos tomar um poligono de n lados; « Indugéo finita

e Consideremos as retasr e s; '

¢ Na figura (...) generalizando;

¢ Vamos verificar a demonstracéo algébrica (...);

e Darelacéo (...) fica demonstrado;

e VVamos calcular a soma de todos (...).

e Vamos demonstrar (...) para qualquer (...) essa é a oDeducdo  que

tese que queriamos demonstrar; menciona

e Vamos apresentar a demonstracdo (Hipotese, tese e postulados e

demonstragao); definic

’ . coes x

© |« Para qualquer (...) fica demonstrado; explicitamente; 'éA‘ demonsft;?rcilzc;
a | ® Todo triangulo (...) demonstrar; eDeducio  que explicitando
2 | Todareta (..); _ indica hipotese, | glementos  da
O | e Emqualquer (...) consequéncia (...); tese e | |agica cléssica.

e Examine a demonstracao; conclusao.

e Demonstracéo légica;

e Vamos provar;

e Para justificar (...) concluimos.

¢ Vejamos como relacionar; Utiliza-se

e Sabe por que isso acontece?; o Exemnpl resultados  ja

e Vamos deduzir: XEMPIOS, verificados e
< . ’ observacdo de | ayemplos para
o | ® Vejacomo podemos calcular; adrdes pios p
a anci i P A generalizar uma

e Observando a sequéncia (..) como Vvimos | chietd
2 anteriormente; generelizagao | situagdo.  Por
O ’ seguidos  da | fim & explicado

0 porqué de o
resultado  ser
aquele.

A segunda etapa da analise de contetdo consiste na explora¢do do material, em

que desmembramos o texto por meio dos temas. Esse movimento nos possibilitou organizar

“! Significa que identificamos a existéncia de procedimento de validag&o, mas ndo ha termos vinculados a ele
que 0 expresse.
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esses temas em grupos e, por fim, em categorias. A categorizacdo “é uma operagdo de
classificacdo de elementos constitutivos de um conjunto, por diferenciacdo seguida de um
reagrupamento baseado em analogias, a partir de critérios definidos” (FRANCO, 2007, p. 59)

As categorias de analise podem ser constituidas “a priori” ou nao (FRANCO,
2007). Em nosso caso, nao definimos as categorias “a priori”, mas deixamos que surgissem na
constante ida e volta ao material de andlise. Dessa forma, ao olhar e interpretarmos nossos
documentos, percebemos pelos temas acima descritos elementos que apresentam
caracteristicas comuns: a) procedimento de validacdo com apelos visuais e experimentais; b)
procedimentos de validacdo logico-dedutivos com diferentes tipos de enunciados e que
possuem geralmente caracteristicas exploratorias; c) procedimentos de validacdo légico-
dedutivos e formais; d) procedimentos de validacdo que se iniciam com exemplos e testes de
casos particulares, que possibilitam a generalizacdo das propriedades e em seguida sdo
explicados mediante dedugdes.

Dessa forma, definimos as seguintes categorias de analise:

(1) demonstracéo escolar via experimentos e casos particulares;

(2) demonstracéo escolar l6gico-dedutiva com carater de exploracao;

(3) demonstracdo escolar formal com elementos da l6gica;

(4) demonstracéo escolar via casos particulares, generalizagédo e explicagéo.

Passaremos a seguir a etapa da analise de contetdo onde fazemos o tratamento
dos dados, elaboramos inferéncias e nossas interpretacGes. Nesse momento, as categorias

serdo analisadas separadamente.

3.2.1. Demonstracao escolar via experimentos e casos particulares

Nesta categoria, estamos considerando as demonstracbes baseadas em
experimentos, isto €, formas de validacdo que fazem uso de materiais concretos de maneira a
justificar e explicar os resultados matematicos (desenhos ou dobraduras); exemplos ou casos
particulares.

As expressdes que sao utilizadas pelos autores dos livros didaticos para referir-
se a este tipo de demonstracdo indicam algum tipo de acéo, seja ela uma decomposicéo,
transformacéo de figuras, experiéncias, dentre outros. Exemplos de expressdes que fazem
parte das demonstracdes que compde esta categoria seriam: “‘conclusdes praticas”, “constatar

empiricamente”, “vamos verificar de forma experimental” e “basta transformar”. Além
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disso, ha expressdes como “observe como estes (...)”, “neste quadrado” € ‘“considere a
seguinte figura”, que sinalizam que acgdo é feita sob um objeto particular.

Este tipo de demonstracdo estd presente em todos os volumes das colecdes
destinadas aos anos finais do ensino fundamental; quanto ao ensino médio, ele apenas nédo
aparece nos livros do 1° ano. Entretanto, apesar de esse procedimento ser utilizado em quase
todos os livros destinados aos diferentes niveis, quantitativamente, ele ndo é o mais recorrente
e qualitativamente valorizado.

Observamos também certo padrdo quanto este tipo de demonstracdo em
contetidos determinados da geometria plana e espacial: é frequente quando se busca
determinar as formulas para calculo de éarea de figuras e volume de sélidos geométricos, para
calcular a soma dos angulos internos e externos de poligonos e na validacdo do Teorema de
Pitagoras.

Na demonstracdo escolar via experimentos e casos particulares, as justificativas
ndo sdo formais, ou seja, ndo decorre de axiomas, postulados e de outras proposigdes
demonstradas a priori. Elas sdo frutos da experimentacdo, da manipulacdo de objetos e da
busca por exemplos que se enquadram na propriedade. Neste tipo de procedimento, o foco
estd muitas vezes na descoberta, na conviccdo e/ou nas justificativas. Alias, sdo as
justificativas que permitem a compreensdo da propriedade. E um procedimento que ndo se
preocupa com rigor e formalismo e sim com as justificativas e convencimentos baseados em
representacdes de objetos, isto é, a generalizacdo de resultados se da de maneira indutiva, em
que da observacdo de casos especificos que compartilham certas caracteristicas, leva-se a
afirmar a validade geral de uma propriedade. Uma das caracteristicas principais desse
procedimento é o aspecto visual. Além disso, 0 que compde o0s argumentos da demonstracao
séo observacdes de experiéncias, o que reforca a esse procedimento essa tonica indutiva.

Nossa analise inicial possibilitou constatar algumas variacbes deste tipo de
procedimento, além da observacdo da frequéncia de tal método e da sua distribuicdo em cada
nivel de ensino. Entretanto, o principio do procedimento, ou seja, as a¢des sob objetos
particulares se manteve para todos.

As analises indicam diferentes propostas de atividades nos livros didaticos que
se encaixam dentro dessa categoria. Identificamos, apds a leitura da secdo de geometria de
todos os volumes considerados na pesquisa, quatro tipos de atividades: os testes de casos
particulares, os experimentos utilizando material concreto, medigdes (desenhos e instrumentos
de medida) e experimentos acompanhados de justificacdes. Esclarecimentos quanto cada tipo

serdo dados a seguir.
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O primeiro exemplo seria os testes de casos particulares (figura 36),
procedimento em que sdo utilizados um exemplo ou um numero reduzido de exemplos, de
onde se constata a validade de uma propriedade matematica.

Apresentamos o exemplo da decomposicdo de um poligono em triangulos.
Nesse exemplo, as justificativas sdo realizadas mediante dois casos: poligonos de 5 e 6 lados.
Podemos dizer que o objetivo da atividade era levar os estudantes por meio da observacdo de
alguns casos, constatar um padrdo e generaliza-lo. Desse modo, € solicitada a decomposicéo
dos poligonos em triangulos e se indica que o numero de tridngulos formados pela
decomposicéo é o niumero de lados menos 2 “n — 2",

Por meio destes dois casos (poligonos de 5 e 6 lados) se afirma de maneira

geral a propriedade relativa a decomposicao de poligonos em triangulos.

Fiaura 35 - Propriedade das diagonais dos poliaonos

B Decomposigdo de poligonos em triangulos

Todo poligono convexo pode ser decomposto em triangulos.
Veja a decomposicao feita nos poligonos abaixo, a partir do tracado de
algumas diagonais.

C, D
a c B
D
E F
Numeros de lados (n): 5 Nuameros de lados (n): 6
Ndmero de triangulos: (5 — 2) =3 Numero de tridngulos: (6 — 2) = 4

Nos trés casos, o vértice A foi escolhido como referéncia, mas se esco-
lhéssemos qualquer outro vértice o namero encontrado seria 0 mesmo.

Fixando um dos vértices de um poligono convexo de n lados e tra-
¢ando as diagonais que partem desse vértice, o poligono fica de-
composto em (n — 2) tridngulos.

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 72 série, 2006, p.90)

Com a figura 37, exemplificamos um caso em que a verificagdo de uma
propriedade se deu por medicdo. O autor enuncia o que se deseja verificar: “se dois angulos
correspondentes forem congruentes, entdo as retas r e s serdo paralelas”. Entdo, para verificar
a propriedade, o autor parte de um desenho de uma reta t transversal e um par de retas
paralelas r e s, onde sdo destacados os angulos correspondentes a e b. Nesse caso, 0
procedimento consiste em verificar se as propriedades anunciadas — angulos correspondentes
sdo congruentes — estdo presentes na figura. Para isso ele usa o recurso da medicéo, isto é:

primeiramente verifica se 0s angulos correspondentes sdo congruentes por meio de um
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instrumento de medida de angulos (transferidor), depois, com o auxilio de régua e esquadro,

verifica que as retas r e s ttm a mesma inclinagdo, isto €, sdo paralelas.

Figura 36 — Angulos correspondentes

Podemos verificar de forma experimental que, se dois angulos correspondentes forem
congruentes, entdo as retas r e s serao paralelas (Indica-se: r//s.). Para isso, tomemos 0s
angulos correspondentes a e &, de mesma medida, e verifiquemos o que ocorre com as
retasres.

. LAz 42

o>

a=é =r//s

Vamos, entdo, enunciar a propriedade:

Duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal
determinam angulos correspondentes congruentes.

Crp e —

Fonte — (A CONQUISTA DA MATEMATICA - 8° ano, 2009, p. 226)

No caso das figuras 38 e 39, que trata da propriedade da soma dos angulos
internos de um tridngulo e do calculo do volume do cone, respectivamente, temos o uso de
materiais concretos para verificar as propriedades. Esse procedimento também depende da
interpretacdo do estudante e do professor, pois, ele ndo vem acompanhado de explicacfes de

Seus passos.

Figura 37 - Validac&o por meio da experiéncia

B Soma das medidas dos dngulos internos
de um trigngulo

Observe a experiéncia:

1] 2

Desenhamos um triéngulo Recortamos o triangulo | Recortamos conforme | Os trés angulos for-
qualquer numa cartolina. e pintamos os dngulos | a indicagdo. mam um angulo

internos. raso (180°).

Em qualquer tridngulo, a soma das medidas dos angulos inter-
nos € igual a 180°.

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 62 série, 2006, p. 243).
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Pelas demonstracfes, vemos que a sua conclusdo necessita do pensamento
dedutivo e relacional, ou seja, no caso da figura 38, da observacdo da construcdo e separacao
dos angulos e nova disposi¢cdo dos mesmos deduz-se que a soma dos angulos internos de um
triangulo resulta em um angulo raso, um angulo medindo 180°. Ha a necessidade de
relacionar conceitos e relembrar outros ja estudados.

Para a figura 39, observamos que o fato de juntar a agua que contém em cada
cone em um cilindro e este volume de agua completar o do cilindro, nos leva a deduzir que o
volume do cilindro equivale a trés vezes ao de um cone de mesma area da base e altura que o

cilindro.

Figura 38 - Comprovacéo da férmula para célculo do volume de um cone

Observagdo: Lembrando a relagao entre os volumes do prisma e da piramide de mesma altura e mesma
base e usando o principio de Cavalieri, podemos concluir:

O volume de um cone de mesma area da base e mesma
altura de um cilindro é igual a % do volume do cilindro.

LA

Vs = Er'h
q 1
Vw_ = ;’tfzh

Podemos comprovar isso experimentalmente: para encher de 4gua uma vasilha em forma de cilindro
como medida um recipiente em forma de cone, de mesma area da base e mesma altura do cilindro, sera nec
usar o recipiente trés vezes.

Fonte - (Matemética contextos e aplicagdes — 2° ano, 2011, p. 258).

Interpretamos o procedimento exemplificado pela figura 40, como uma
evolucdo do procedimento tratado anteriormente. Nesse caso, a atividade ndo é concluida em

si mesma, mas vém acompanha por uma explicacao das etapas.
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Figura 39 — Area do circulo

Area do circulo

Podemos calcular a area da superficie de um
circulo por meio de uma féormula, que pode ser de-
duzida da seguinte maneira:

Inicialmente, dividimos um circulo em 20 partes
iguais.

Depois, organizamos cada uma dessas partes e
obtemos uma figura que lembra um paralelogramo,
cuja altura & aproximadamente o raio do circulo e a medida da base é cerca da

metade do comprimento da circunferéncia, isto é, %: mr.

nr

Temos que a area A de um paralelogramo € dada pelo produto da medida de
sua base b e de sua altura h:
A, =b-h=nr-r=nr

Como a figura que lembra o paralelogramo foi obtida com as partes do circu-
lo, temos que a area do circulo é dada por A=nr’.

De maneira geral, podemos calcular a area de um circulo
de raio r utilizando a férmula A=nr?.

Fonte - (NOVO OLHAR MATEMATICA - 2° ano, 2010, p. 202)

No exemplo (figura 40), deseja-se determinar a férmula para calculo da area do
circulo. Por meio de um caso especifico, um circulo dividido em 20 partes iguais, e da
reorganizacdo de cada parte dessas em uma figura que se aproxima a um paralelogramo
calcula-se a area dessa figura. Com isso, de maneira aproximada, temos que a altura do
paralelogramo ser& aproximadamente o raio do circulo (r) e a medida da base dessa figura
sera a metade da medida do comprimento da circunferéncia (mr). Teremos, portanto, que a
formula para célculo da area do circulo é: A = base - altura = mr -r = nr?. Esse resultado
foi obtido, realizando acdes sob um objeto especifico; estendendo-o, por fim, a todos 0s casos
ndo verificados.

No exemplo abaixo, se deseja obter, por meio da observacdo de padrdes, o
Teorema de Pitagoras. 1sso pode ser feito de diferentes formas, mas o que nos interessa nesta
categoria é aquela feita mediante experimentos e casos particulares. Neste exemplo, ha um
mosaico com varios tridngulos retangulos coloridos de verde, quadrados amarelos construidos

sobre a hipotenusa desses triangulos e quadrados rosa construidos sobre os catetos. A partir da
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observagdo de regularidades da comparacdo da area de cada quadrado (amarelo e rosa), é

possivel concluir que a relacdo do Teorema de Pitagoras é valida para esses triangulos verdes.

O Teorema de Pitagoras é entdo enunciado apos esse procedimento.

Figura 40 - Verificagdo do Teorema de Pitdgoras

construidos sobre os catetos.

[ unidade de area

A figura abaixo reproduz um mosaico com varios tridngulos retangulos coloridos de ver-
de, quadrados amarelos construidos sobre a hipotenusa desses tridngulos e quadrados rosa

Considerando a unidade de area dada na ilustrag@o, podemos estabelecer a seguinte

tabela:
Tridngulo ABC | Tridngulo A'B'C’ | Tridngulo A"B"C"
Area do quadrado construido sobre a hipotenusa 4 8 16
Area do quadrado construido sobre um cateto 2 4 8

Area do quadrado construido sobre o outro cateto

2

4

8

~ Adrea do quadrado construido sobre a hipotenusa ¢ igual a
- soma das dreas dos quadrados construidos sobre 0s catetos.

Observando que 4 = 2 + 2, 8 =4 + 4 e 16 = 8 + 8, Pitagoras e os pitagéricos
puderam estabelecer uma relagdo, vélida para esses tridangulos:

Fonte: (A conquista da matematica — 9° ano, 2009, p. 247).

Editoria de arte

O uso deste tipo de demonstragéo escolar leva a compreender que, se a relacdo

funciona neste caso, funcionara sempre em outros. Esta demonstracdo (figura 41) se diferencia

ligeiramente das anteriores porque, enquanto naquelas as evidéncias estavam concentradas em

um caso especifico, agora a busca estd na generalizacdo de algo que ainda pouco se conhece,
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por meio de um nimero maior de testes, 0 que geraria mais convicgdo quanto a validade da
relacdo.

Este tipo de demonstracdo escolar € visto nas pesquisas mencionadas na
revisao da bibliografia como o primeiro nivel de validacdo e como uma forma de contribuir
para a compreensdo da matematica. Este procedimento informal faz uso de aspectos do
pensamento dedutivo e de relagdes de propriedades visualizadas.

Conforme vimos pelas palavras de Moreira (2004), geralmente os resultados
matematicos ndo sdo postos a duvida pelos estudantes, pois eles adentram a escola ja tendo
garantida sua validade pela matematica académica. Ao se questionar essa validade dos
resultados matematicos, a convicgdo, por parte dos estudantes da educacdo bésica, pode
depender muitas vezes da intuicdo ou da verificacdo empirica - validacdo de uma proposicédo a
partir da verificacdo de alguns casos -, que sdo os procedimentos listados nessa categoria e
que ao nosso ver sao procedimentos ricos e que contribuem para o desenvolvimento da pratica
da argumentacéo.

As verificagbes empiricas dessa forma podem convencer os estudantes, mas € a
explicacdo que a acompanha e a interpretacdo da situacdo que contribuem para o
desenvolvimento do conhecimento. Para nés, a funcdo de explicagdo que acompanha estes
procedimentos, € muitas vezes mais importante, em se tratando de educacgdo béasica, do que
propriamente a verificacdo da propriedade.

A demonstracdo escolar nesta categoria subverte alguns simbolos que
comumente estdo atrelados a demonstracdo. Agora, ela assume outros simbolos como de
explicacdo plausivel, de argumentacdo, convencimento e principalmente de acdo, que sdo
caracteristicas contrérias as ja citadas ao longo da pesquisa, como por exemplo, simbolo do

necessario, daquilo que ndo pode ser de outra forma.

3.2.2. Demonstracao escolar l6gico-dedutiva com carater de exploracéo

Organizamos nessa categoria as demonstracdes que ocorrem explicitamente via
deducdo e que sdo desenvolvidas pelo autor em forma de dialogo com o estudante. Este
didlogo € marcado por uma metodologia exploratoria das propriedades de uma figura em
particular. Chamamos de metodologia exploratéria ao fato de que o desenvolvimento de uma
demonstracdo se d& mediante a investigacdo de uma figura representativa da propriedade a ser
demonstrada. Os argumentos que compfe as deducdes sdo criados pela observacdo de

relacdes nesta figura.
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Concentram-se nesta categoria 0s procedimentos dedutivos que raras vezes sao
denominados como demonstracdo pelos autores dos livros didaticos, ou seja, omite-se este
termo. Ao introduzir e concluir este procedimento, os autores dos livros didaticos utilizam
diferentes expressdes como “Observe que (...) concluimos que”, “Vamos deduzir”, “Vamos
mostrar que (...) concluimos que”, “Observe (...) entdo podemos garantir”, “Veja a
decomposicdo feita”, “Justificativa”, “Vamos comprovar esse teorema”, “Veja o porqué”,
dentre muitos outros que podem ser lidos no inicio desta secdo.

As expressdes sdo geralmente marcadas por um convite ao aluno pelos autores,
por exemplo: “Vamos deduzir”. Esse convite tem por objetivo fazer com que o estudante
acompanhe as justificativas dos passos desenvolvidos nas dedugdes e, juntamente com o0s
autores, explorem as figuras que acompanham o procedimento.

Um padrdo observado por nds é que estas demonstracdes quase nunca Sdo
iniciadas enunciando o que se deseja comprovar, 0 que se tem como dado e 0 que se procura;
todavia, a partir de um desenho, observam-se e se extraem propriedades que contribuirdo para
posteriormente proceder com a deducdo, isto é, ha uma énfase exploratéria. Os passos da
demonstracdo sdo justificados, retomando conceitos e resultados ja conhecidos. Por fim, o
resultado é enunciado de forma geral. Nesse sentido, esse tipo de demonstracdo escolar
retoma valores advindos da pratica cientifica, que é o poder de generalizacdo, de
irrefutabilidade e de imutabilidade de resultados matematicos demonstrados devidamente.

Observamos dentro dessa categoria algumas variacdes quanto a estrutura da
demonstracdo, como decomposicdo e/ou composicdo de figuras acompanhadas de deducdes,
deducdes a partir de uma figura e inducgéo finita. Vejamos abaixo alguns exemplos.

Na figura 42, h4 a deducdo da formula para calculo da area do trapézio.
Observe que, apos a duplicacdo da figura, elas sdo utilizadas para compor um paralelogramo —
figura ja estudada. A partir dai o autor compartilha conclusdes, como o fato de o trapézio e o
paralelogramo possuirem a mesma altura; o valor da medida da base do paralelogramo e o
fato de a &rea do trapézio ser a metade da do paralelogramo. Todas essas informagdes, obtidas
por meio da construcdo da situacdo compdem o0s argumentos que permitem concluir a formula

para calculo da area de um trapézio.
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Figura 41- Férmula para calculo da area do trapézio

M Area do trapézio

Observe a sequiéncia abaixo, em que o trapézio foi duplicado e
depois um dos trapézios resultantes sofreu um giro de 180° para
compor um paralelogramo.

Ap6s a composicao do paralelogramo, € possivel observar que:

b
4 b A
B a

® o trapézio e o paralelogramo tém a mesma altura;

® o comprimento da base do paralelogramo € equivalente a soma
das medidas da base menor e da base maior do trapézio
(a= B+ b);
® a drea do trapézio € igual a metade da area do paralelogramo.
Assim, temos:
A;: drea do trapézio
A «h B+b)h B: medida da base maior do trapézio
s 2 oy = BEH B
4 5T & Bt o % 2 b: medida da base menor do trapézio
h: altura do trapézio

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 62 série, 2006, p. 271)

Temos outro exemplo por meio da figura 43. Neste caso, a partir de um
experimento e da decomposic¢do dos solidos em outros, extraem-se 0s argumentos que dardo
base & deducdo, qual seja, de que as piramides tém bases congruentes, a mesma altura e,
portanto, que as trés piramides tem o mesmo volume. Estes argumentos ndo foram
demonstrados e ndo sdo postulados ou axiomas, sdo argumentos visuais e indutivos. Sua

conclusdo é enunciada de forma universal.
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Figura 42 - Deducéo da formula para célculo do volume de uma pirdmide qualquer

Volume de uma piramide qualquer

Obtemos o volume de uma piramide relacionando prismas e piramides. Para
isso, consideramos um prisma de base triangular e o decompomos em trés pira-
mides triangulares.

llustragdes: Acervo da editora

Podemos notar que as piramides 1 e 2 possuem bases congruentes (AABC = ADEF)
e a mesma altura, correspondente a altura do prisma. Assim, as piramides 1 e 2
possuem 0 mesmo volume.

Note também que as bases das piramides 2 e 3 também s&@o congruentes
(ABEF=ABFC) e tém a mesma altura, correspondente a distancia do ponto D ao
paralelogramo BEFC. Assim, as piramides 2 e 3 possuem 0 mesmo volume.

Portanto, as piramides 1, 2 e 3 possuem o mesmo volume, isto é: V,=V,=V,.
Como V___ =V,+V,+V, e considerando V,=V,=V,=V, temos:

prisma

prisma

Vv
Vv =3V V=
3

Estudamos anteriormente que o volume do prisma é dado por V. =A, h.
Assim: .
V=V‘Xﬂ=> V=M
3 3

Com essa formula, é possivel calcular o volume de uma piramide qualquer, e
nao somente de piramides triangulares. Isso pode ser garantido pelo Principio
de Cavalieri, visto que piramides com areas das bases iguais e de mesma altura
possuem volumes iguais.

Fonte - (NOVO OLHAR MATEMATICA — 3° ano, 2010, p. 96).

Com a figura 44, temos o exemplo de uma demonstracdo escolar na qual néo se
trabalha com decomposi¢cdo ou composicao de figuras. Esse € o tipo de procedimento mais
frequente em todas as colegdes, em que a deducdo ocorre em meio a uma conversa entre autor
e aluno, como por exemplo: “Na figura ao lado, os angulos AOB e DOC s&0 0.p.v (0postos
pelo vértice). Observe os pares de angulos AOB e COB. Observe também (...)”. Ha 0 uso de
desenhos para auxiliar no desenvolvimento das dedugbes e na percepcdo de propriedades
relativas aos angulos opostos pelo vértice. A conclusao do procedimento é exibida enunciando
a propriedade “Dois angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida, isto é, sdo

congruentes”, que d4 uma ideia de generalidade desse resultado.



170

Figura 43 - Angulos opostos pelo vértice

W Propriedade dos dngulos opostos pelo vérfice

S P : A
Na figura ao lado, os angulos \X //.E»—'
AOB e DOC sao o.p.v. 0Tz .
sl i
D
Observe os pares de angulos "
—~ ~ .
AOB e COB: AN —%
[o) /2
C™
Observe, também, os pares ” /E;
de dngulos DOC e COB: /r//< c
alt e

Como AOB e COB sio adjacentes suplementares:

x+ 2=180° ou x =180° — z

Como DOC e COB siao adjacentes suplementares:

y+ z=180° ou y = 180° — z

Ou seja, x e ysao representados pela mesma expressao, por i5s0
podemos concluir que x = y.

Os angulos AOB e DOC tém medidas iguais, ou seja, sao con-
gruentes.

Dois angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida, isto
€, sao congruentes.

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 62 série, 2006, p. 271)

Na figura 45, h& outro exemplo de procedimentos que compdem esta categoria.
O procedimento é iniciado com as perguntas: “O que acontece quando somamos as medidas
dos angulos externos de um poligono? Sera que depende também do numero de lados desse
poligono?”, convidando o estudante a se envolver no desenvolvimento da demonstracéo.
Assumindo o caso de um poligono convexo de n lados, é utilizada a definicdo de angulos
suplementares para justificar que a soma do angulo externo com um interno adjacente a ele é
180°. A cada par de angulos internos e externos adjacentes temos um angulo raso. Procede-se
em seguida com o célculo algébrico de todos os angulos externos e internos do poligono,
obtendo-se como soma S, + S; = n- 180°. A partir desse momento utiliza-se um resultado ja
verificado: a soma dos angulos internos de um poligono qualquer é 180°. Por meio de
manipulagdes algébricas, conclui-se que a soma dos angulos externos de um poligono

convexo é 360°. Assim, é por meio da figura que se retiram argumentos para se deduzir a
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propriedade dos poligonos convexos, ndo enunciando anteriormente qual propriedade se
deseja demonstrar.

Figura 44 — Deducéo da propriedade da soma dos angulos externos de um poligono

B Soma das medidas dos dngulos
externos de um poligono

O que acontece quando somamos as medidas dos angulos externos de
um poligono? Sera que depende também do nimero de lados desse
poligono? Veja:

Vamos tomar um poligono convexo com n lados:

Da observacao do poligono representado acima, temos:

e + 4 = 180°
e + i, = 180°
& T ll:q = 180°
e + i, = 180°
S, + S = n- 180° —— Soma-se membro a membro as igualdades.

Porém, sabemos que S, = (n — 2)- 180°. Assim:
S,+ S;=mn-180°

S,+(n—2)-180°= n-180°

S, + n-180° — 360° = n- 180°

S, — 360° = 0, ou seja:

S, = 360°

Logo, para qualquer poligono, a soma das medidas dos angulos exter-
nos é sempre igual a 360°.

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 72 série, 2006, p. 94)

Por meio da analise, ilustradas com os exemplos, apresentamos a estrutura, 0s
pressupostos, as etapas e 0s procedimentos logicos envolvidos e percebemos que, dentro de
uma mesma categoria, as formas de demonstrar e suas estruturas se modificam. Entretanto,

identificamos como objetivo deste procedimento uma abordagem mais didatica das
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demonstragdes nos livros didaticos, em que o foco é a apreensdo dos modos do raciocinio
dedutivo.

Outro fato identificado sdo os simbolos da demonstracdo, que mesmo
implicitos, ddo a ideia de generalidade, irrefutabilidade, verdade e imutabilidade dos
resultados demonstrados de maneira ldgico-dedutiva. Com isso, podemos dizer que, mesmo
os autores omitindo em grande parte das vezes as palavras demonstragcdo e abordando de
maneira mais didatica esse procedimento, eles acabam alimentando uma determinada cultura

matematica, que é a da academia.

3.2.3. Demonstracao escolar formal com elementos da l6gica

Organizamos na presente categoria as demonstracfes escolares formais, que
sdo aquelas que decorrem necessariamente por axiomas, postulados e proposicdes verificadas
a priori. As demonstracfes desta categoria se diferenciam da anterior, na forma como se
compdem os argumentos e no que se refere a sua forma de desenvolvimento.

Para essas demonstracdes, observamos 0 uso de expressdes marcadas
por palavras do tipo “para qualquer”, “todo”, “demonstracdo”, “demonstracdo logica”,
“prova” e “justificativa”. Com isso, vemos que 0 procedimento visa indicar que a propriedade
matematica, ao ser demonstrada da forma como foi feita, o resultado matematico é valido para
qualquer caso possivel, é verdadeiro, irrefutavel e imutavel.

Esse tipo de procedimento pode ser encontrado nos livros didaticos de 8° e 9°
anos do ensino fundamental e 1°, 2° e 3° anos do ensino médio. A forma de apresentacao desta
demonstracdo escolar é a segunda mais utilizada nos livros didaticos, sendo a primeira a
descrita na 22 categoria. Nesta 3% categoria, concentram-se 0s procedimentos que sdo
denominados explicitamente por demonstracdo ou demonstracdo logica.

A seguir, apresentamos exemplos que compdem esta categoria.

Pelas figuras 46 e 47, podemos observar diferencas quanto ao procedimento
caracterizado anteriormente. Vemos pelo desenvolvimento da demonstracdo que inicialmente
se enuncia de forma universal a propriedade que se deseja demonstrar e, em seguida,
explicita-se a hipotese, traduzindo o enunciado em uma figura. S&o utilizados resultados
anteriormente enunciados e verificados para se encaminhar a deducéo; a conclusao retoma e
confirma a tese enunciada.

Podemos dizer que esses dois exemplos, apesar de possuirem as carateristicas

descritas acima, diferenciam-se quanto a estrutura.
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No primeiro exemplo (figura 46), os autores colocam o texto em formato de
hipotese, tese e demonstracdo. Primeiramente é enunciada a propriedade que se deseja
demonstrar: “Num triangulo isdsceles, os angulos da base sdo congruentes”. Em seguida, é
explicitada a hipétese de que no triangulo ABC, os lados AB e AC sdo iguais € a tese, 0S
angulos B e € possuem a mesma medida. Para prosseguir e concluir a demonstragio, é

utilizada o conceito de semelhanca de triangulos.

Figura 45 - Propriedade dos angulos da base

M Propriedade dos @ngulos da base

Num triangulo isosceles, os angulos da base sao congruentes.
Vamos apresentar a demonstragao dessa propriedade.
Hipétese: O AABC é isosceles, em que AB = AC.

Tese: B=C

Demonstracao:

Tracando a bissetriz do 4ngulo A, obtemos os triangulos AIB e AIC.
Os triangulos AIB e AIC sao congruentes, pois:

e Al é um lado comum aos dois triangulos (lado)

e IAB = IZC, pois Al é bissetriz (angulo)

e AB=AC, por hipétese (lado)

Pelo caso LAL, AAIB = AAIC.

Como os triangulos A/B e AICsao
congruentes, entao: B =C

Fonte - (PROJETO ARARIBA — 72 série, 2006, p. 132).

No segundo exemplo (figura 47), por sua vez, o autor faz uso de termos como
postulado e teorema no decorrer da demonstracdo, ndo explicitando hipdteses nem teses.
Primeiramente se enuncia a proposi¢do a ser demonstrada; em seguida, é construida uma
figura representativa dessa proposic¢do considerando resultados ja demonstrados (teorema 1).
A partir dessa construcdo, a demonstracdo segue recorrendo a teoremas e fazendo uso de

dedugdes, que levam a conclusao.
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Figura 46 — Teorema 4

Teorema 4: Por um plano P fora de uma reta r do espaco passa uma Unica reta s paralela a ela.

Demonstragao:

Considere r uma reta do espaco e P um ponto nao pertence a r. Pelo teorema 1, existe um unico plano « que con-
1ém P e r; nesse plano, existe uma, e somente uma, reta s paralela a r passando por P (resultado da Geometria plana).

g miisiiemapene g

Por outro lado, ndo existem retas paralelas a r passando por P que ndo estejam contidas em «, ja que, pelo
teorema 2, todas as retas coplanares com r passando por P estao contidas em a.

Portanto, a reta s é a Unica reta do espaco que contém P e é paralelaar.

Fonte - (MATEMATICA CONTEXTOS E APLICAGOES — 2° ano, 2011, p. 201)

Na figura 48, também ha um exemplo de demonstracdo formal, que ndo
menciona os termos observados nas figuras 44 e 45.

Figura 47 - Volume da piramide

» Volume da piramide

Vamos calcular o volume de uma pirdmide a partir das propriedades demonstradas a seguir.

P1. A razdo entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao quadrado da razao de |
semelhanca.

Demonstracao

| Consideremos os triangulos semelhantes ABC e DEF, tais que a razao de semelhanca do
primeiro para o segundo seja k:

A

P

YA\

a_P_
Sl i

Calculando a razao da érea A, do primeiro triangulo para a drea A, do segundo, temos

Fonte — (MATEMATICA — 2° ano, 2009, p. 229)
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Primeiramente, assim como nos demais exemplos dados nessa categoria,
enuncia-se a proposicdo a ser demonstrada: “A razdo entre as dreas de dois triangulos
semelhantes é igual ao quadrado da razao de semelhan¢a”. Dois tridngulos semelhantes cuja
razdo de semelhanca é a constante k sdo apresentados. Também se verifica a representacdo
algébrica da razdo de semelhanca. Em seguida, calcula-se a razdo de semelhanca entre as
areas dos triangulos resultando em k2. A partir desse resultado demonstrado o autor ir4,
posteriormente, determinar o calculo do volume de uma piramide.

Com essas demonstracfes, vemos uma inversdo do desenvolvimento da
demonstracdo escolar se compararmos ao que foi exposto nas demais categorias, isto é, a
demonstracdo inicia com a sintese de um processo quer seja o enunciado da propriedade. Esse
aspecto sintético estd presente na matematica desde a publicagdo da obra Os Elementos.
Como é bem dito por Pais (2010), a formalizacdo do discurso do matematico é precedido por
experiéncias, testes de casos particulares, ensaios, etc., - as abordagens intuitivas fazem parte
do processo de demonstrar. Entretanto, esse tipo de validacdo esconde esse processo,
apresentando como produto final um texto que se pretende “sem interferéncias humanas”,
exibindo-nos uma matematica que se pretende pura, neutra, objetiva, absoluta e irrefutavel.
Com isso, a demonstracdo se mostra como simbolo de autoridade, verdade, de seguranca e

certeza, etc.

3.2.4. Demonstracao escolar via casos particulares, generalizagdo e explicacdo

Observamos nesta categoria que as demonstracOes estabelecem uma relacéo
entre conhecimentos indutivos e dedutivos. E uma forma diferenciada porque foge a regra da
maneira tradicional de apresentar a demonstracdo de um conhecimento matematico,
apresentados nas categorias 2 e 3, pois a deducdo, neste caso, € complementada por meio da
valorizacao das estratégias indutivas.

Neste caso, a demonstracdo escolar € utilizada com vistas a explicar
determinada propriedade porque surge da observacdo de casos particulares e da generalizacédo
do que se observa. Vemos que o foco esta mais direcionado a generalizagdo e a explica¢do do
que na validagéo, em que a explicacdo vem para validar a propriedade observada, podendo ser
realizada de diferentes formas. No geral, vemos que a explicacdo surge como dedugdes em

linguagem corrente, poupando-se 0 uso de simbolismos.
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As expressOes utilizadas na apresentacdo da demonstracdo sao “vejamos como
relacionar”, “sabe por que isso acontece?”, ‘“‘vamos deduzir”, “observe a tabela a seguir
(...) qual é a soma?” e “inicialmente, dividimos (...)”. Dessa forma, podemos dizer que a
maior parte das expressdes ja sinaliza que haverd uma deducdo acompanhada de explicacéo
dos seus passos.

Este procedimento € o menos recorrente considerando todas das colegdes
analisadas. Além disso, ndo ha frequéncia de seu uso com relacao aos diferentes contetidos da
geometria. Veja a seguir alguns exemplos*:

Deseja-se mostrar que a formula para célculo da soma das medidas dos angulos
internos de um poligono é dada por S = (n — 2) - 180°. Procede-se da seguinte forma: sabe-
se que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é 180° (resultado ja demostrado)

e que qualquer poligono pode ser decomposto em triangulos. Vejamos exemplos:

Figura 48 — Pentagono, hexagono e heptadgono

Fonte: Dante (2011)

Para o pentdgono tem-se a soma dos angulos internos igual a (3 - 180°), para o
hexagono (4 - 180°) e para o heptagono (5 - 180°). Dessa forma, observa-se que o nimero
que multiplica 180° corresponde ao nimero de lados do poligono menos dois (n — 2), que é 0
numero de tridngulos decompostos do poligono. Assim, conclui-se que soma das medidas dos
angulos internos de um poligono ¢é dada por S = (n — 2) - 180°.

Na figura 50, apresentamos a imagem que representa este procedimento de

validacao:

“2 Este primeiro exemplo pode ser obtido no livro didético do 1° Ano (DANTE, 2011).
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Figura 49 - Propriedade da soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo

Soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo
Veja agora esta importante propriedade dos poligonos convexos:
p_,Em um poligono convexo de n lados, a soma das medidas dos angulos internos (S,) é igual a (n — 2) - 180°.

J& demonstramos que:

* no trigngulo (3 lados): * no quadrildtero (4 lados):
S;=180"=1-180° S,=360°=%-180°
s B 4—2
(nimero de lados menos 2) (nimero de lados menos 2)

Examine agora estes exemplos:

<
2
* no pentdgono (5 lados): » no hexdgono (6 lados):
S, = 3+180° = 540° S, =4-180° = 720°
5—2 6—2
(nimero de lados menos 2) (nimero de lados menos 2)

De modo geral, se o poligono tem n lados, a soma das medidas de seus angulos internos (S, é dada pela fo!
S,=(n—2)-180°

Sabe por que isso acontece?
Porque, se o poligono tem n lados, ele pode ser decomposto em (n — 2) tridangulos.

Fonte — (MATEMATICA CONTEXTOS E APLICAGCAO — 1° ano, 2011, p. 397 e 398)

Outro exemplo quanto ao procedimento de validacdo dessa categoria esta
ilustrado na figura 51. Nesse caso, deseja-se determinar uma férmula para o calculo da soma
das medidas dos angulos externos de um poligono qualquer. Para isso, 0 autor mobiliza trés
exemplos: um tridngulo, um quadrilatero e um pentagono (extraimos da figura abaixo o
pentagono). Para cada figura, € calculado o valor da soma, obtendo sempre 360° como
resposta. A partir dessa constatacéo, o autor por meio de um procedimento dedutivo procura
mostrar o porqué desse valor, considerando que um poligono tenha n lados e que a soma dos
angulos internos e externos em cada vértice valham 180°. Dessa forma, considerando a soma

de todos os n angulos internos e externos teriamos que somar n vezes 180° (180°-n).
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Abaixo constam as manipulacBes algébricas que possibilitaram concluir que a soma dos
angulos externos & 360°.

Figura 50- Propriedade da soma das medidas dos angulos externos de um poligono qualquer

S0Ma DAs MEDIDAS Do ANGULOS EXTERNOS
DE UM POLIGONO QUALQUER y

Assim como fizemos para os angulos internos, vamos calcular a soma das medidas dos
angulos externos (S,) de um poligono qualquer.

® Triangulo
\ Sabemos que:
a+m=180° }
b+n=180° /=a+m+b+n+c+p=3-180°=
c+p =180° |
=a+b+c+m+n+p=3-180°
. '
S = 180° B
Dai:
180° + S, = 540°
S, = 540° — 180°

S, = 360° ——» soma das medidas dos angulos externos de um tringulo

Sabemos que:
a+ms=180° |
= b+n=180° |
c+p =180° |
d+q =180° ' 2

=a+b+_£::d‘+rrrl+1_+p+q=4-180°
'
S, = 360° S,

Dai:

360° + S, = 720°

S, = 720° — 360°

S, = 360° -+ soma das medidas dos angulos externos de um quadrilétero

Note que a soma das medidas dos angulos externos ndo depende do numero de lados
do poligono, pols ela & sempre igual a 360°,

De fato, se tomarmos um poligono de n lados, temos que, em cada vértice, a soma da
medida do angulo interno com a medida do angulo externo é igual a 180°,

Considerando S, a soma das medidas dos angulos externos do poligono, temos:

S+S,=n-180°

<
180°« (n — 2) + S, = 180°n
180°n — 360° + S, = 180°n

, = 180°n — 180°n + 360°
S, = 360°

Assim, podemos enunciar a propriedade:

A soma das medidas dos dngulos externos de qualquer poligono é igual a 360°.

Fonte — (A CONQUISTA DA MATEMATICA — 8° ano, 2009, p. 255)
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Na figura 52, temos ainda uma situacdo em que o autor trabalha com poligonos
regulares, cujos lados aumentam a partir da figura do triangulo. O autor solicita que os
estudantes analisem a sequéncia de figuras para deduzir a formula para calculo da area de um

circulo. Uma explicacdo acompanha a deducéo da férmula.

Figura 51 - Férmula para célculo da area do circulo

2% maneira: Usando poligonos regulares ap

J&vimos que a area da regiao determinada por um poligono regular é dada por A = — ,emquea é amedida
do apétema e P € o perimetro.

Analise esta sequéncia.

O que vocé pode perceber?

a) d) 9

b) e) h)

<) f)

A medida que aumentamos o niimero de lados dos poligonos regulares, a tendéncia é chegar ao circulo, no
qual o apétema passa a ser o raio (r) e o perimetro passa a ser o comprimento da circunferéncia (2r).

Assim, a area do circulo pode ser representada por:
aP _ r-2mr

Rty

=nr?, ouseja, A=mr

Fonte - (MATEMATICA CONTEXTOS E APLICAGAO — 1°ano, 2011, p. 428)

Este € um tipo de procedimento de validacdo interessante porque busca
articular a observacdo de padrdes, os procedimentos intuitivos, empiricos, dedutivos e as
explicacOes, além de possuir um forte apelo ao aspecto visual. A maneira de desenvolvimento
da demonstracdo indica uma possivel interacdo aluno-autor, em que o0 segundo busca
encaminhar o estudante a perceber e estabelecer relacbes e assim iniciar um processo de
compreensdo da tarefa de argumentar e demonstrar.

Com essa categoria, a demonstracdo nos aparece com outros simbolos além dos
de absoluta e irrefutavel, pois, ainda nas conclusdes dos procedimentos, se enunciam as
propriedades de forma universal, usando palavras como “para toda” e “qualquer”. Vemos

aqui, a demonstragdo como simbolo de argumentacéo e de explicacéo.
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Com as categorias, destacamos variagdes nas formas de desenvolver e utilizar
as demonstracdes nos livros didaticos. Nossa analise ndo buscou determinar quais os tipos de
demonstracdo sdo validos ou ndo; quisemos, no entanto, compreender quais as formas de
demonstrar mobilizadas pelos diferentes autores, entender como elas séo utilizadas nos livros
didaticos e quais delas séo priorizadas, mais valorizadas e os simbolos por tras delas. Através
das analises das diferentes colecdes de livros didaticos, podemos dizer que ha mudancas de
uma categoria para a outra em relacdo a: (1) metodologia para o desenvolvimento de uma
demonstragdo, em que se considera a necessidade de compreensdo dos estudantes, pois,
muitas vezes s@o detalhados os passos e pressupostos; (2) a linguagem de apresentacdo dos
conceitos, recorrendo mais a linguagem corrente do que a simbdlica, por exemplo; (3) a forma
de se introduzir e concluir um procedimento; (4) a maneira de uso das figuras, em que em um
momento ela é a base para se extrair argumentos e em outros é a traducdo da proposicéo a ser
demonstrada; (5) maior uso de aspectos indutivos, intuitivos e visuais.

Além disso, cada tipo de demonstracdo escolar tras consigo simbolos que nos
dizem sobre ela e sobre os resultados que dela decorrem. Observamos que, quanto menos
informal e intuitiva for o procedimento realizado, mais recorrente € a retomada de valores
advindos da prética cientifica, sendo que os citamos no decorrer da analise.

Mesmo utilizando as categorias para “classificar” alguns tipos de demonstragao
que obtivemos, ndo pretendemos de forma alguma apresentar conclusfes definitivas. Até
mesmo porque, as nossas analises consistem em nossas interpretacées, e apds a conclusdo da
pesquisa, outras interpretacfes sobre o objeto de pesquisa podem surgir pelos olhares de
diferentes pesquisadores.

3.2.5. Os documentos oficiais e os livros didaticos: consideracdes quanto as
demonstracdes escolares

Assumimos em nossa pesquisa as demonstracdes como formas simbdlicas-
construcdes carregadas de intengdes que participam de contextos socio-historicos, dentro dos
quais e por meio dos quais elas sdo mobilizadas. Entendemos ainda os livros didaticos, 0s
PCN e os guias do PNLD como maneiras de manifestacdo de nossa forma simbolica, em que
cada um deles podem nos dar indicios de simbolos que permeiam a demonstracao.

Na sec¢do anterior a esta, apresentamos a analise formal das demonstracfes nos

livros didaticos, que foram eleitos como material empirico da pesquisa. Para nds é também
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importante entendermos as consideracfes quanto as demonstra¢cbes na matematica escolar
pelos PCN e guias do PNLD, pois, sdo estes documentos que normatizam o que deve ou ndo
estar nos livros didaticos. Os PCN do ensino fundamental e ensino médio juntamente aos
guias do PNLD séo documentos importantes para embasar nossa interpretacdo quanto ao que
caracteriza e qual o papel cumprem as demonstra¢fes nos livros voltados para o ensino, além
de nos ajudar a compreender até que ponto estas demonstracdes escolares estdo sendo
legitimadas pelos livros didaticos e documentos oficiais. Por esse motivo, colocamos como
um dos objetivos especificos desta pesquisa identificar as consideragcdes dos PCN e guias do
PNLD quanto a demonstracdo, ndo para avalid-los mas para observar os simbolos que nossa
forma simbolica produz nesses documentos. Nesta secdo, apresentaremos consideracdes
guanto a isso.

Para compreender a presenca da demonstracdo nos diferentes niveis,
consideraremos as seguintes orientagdes curriculares (BRASIL, 1998; 1999; 2002; 2006),
bem como os seguintes editais e guias do PNLD (BRASIL, 2007, 2010, 2011).

Em 2013, o Ministério da Educagdo definiu as “Diretrizes Curriculares
Nacionais para a Educagdo Basica”: um Unico documento que tragou orientacGes curriculares
para diferentes niveis e contextos escolares. Este documento estabelece a base nacional
comum, que orienta a organizacdo, a articulacdo, o desenvolvimento e a avaliacdo de
propostas para as salas de aula brasileiras. No entanto, este documento ainda néo trata de
aspectos especificos das disciplinas escolares como, em nosso caso, a demonstracdo, sendo
gue as expectativas quanto a aprendizagem serdo formuladas futuramente. Em um trecho
(BRASIL, 2013, p. 104) extraido das diretrizes, podemos ler esta explicacdo em relacdo ao
ensino fundamental.

Utilizaremos os PCN dos anos finais do ensino fundamental e ensino médio
para compreendermos o0 que € dito quanto ao procedimento da demonstracdo por dois
motivos: por ainda ndo dispormos destas novas diretrizes e pelos livros didaticos utilizados
em nossa pesquisa muitas vezes se apoiarem nas orientagcdes dos PCN; isto consta na lista de
referéncias bibliograficas das colecgdes.

As orientacdes curriculares abordam a ideia de demonstracdo na matematica
escolar e de aspectos que contribuem para o desenvolvimento da pratica demonstrativa, como
a argumentacdo. Diante disso, os livros didaticos avaliados pelo programa instituido pelo
governo para este fim fazem uso no decorrer dos contetdos e propdem atividades que visam

contemplar essa orientacao.
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Analisando a lista de objetivos para os anos finais do ensino fundamental para
a disciplina matemaética, observamos que os PCN ja sinalizam possiveis abordagens das

demonstracgdes na escola:

As finalidades® do ensino de Mateméatica visando a construcdo da cidadania
indicam como objetivos do ensino fundamental levar o aluno a:

e identificar os conhecimentos matematicos como meios para compreender e
transformar 0 mundo a sua volta e perceber o carater de jogo intelectual,
caracteristico da Matematica®, como aspecto que estimula o interesse, a
curiosidade, o espirito de investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para
resolver problemas;

e (...) resolver situagdes-problema, sabendo validar estratégias e resultados,
desenvolvendo formas de raciocinio e processos, como intui¢ao, indugéo, deducéo,
analogia, estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos matematicos, bem
como instrumentos tecnolégicos disponiveis;

e cOmunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e apresentar
resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas, fazendo uso da
linguagem oral e estabelecendo relagBes entre ela e diferentes representagdes
matematicas (BRASIL, 1998, p. 47).

As orientacfes quanto as demonstracGes sao diferentes para as duas primeiras e
ultimas séries do ensino fundamental. Para os anos finais do ensino fundamental, os PCN
orientam o trabalho com a demonstracdo em longo prazo, trabalhando com ideias e conceitos
que permitem futuramente a elaboracdo de demonstracdes tipicas da matematica académica. A
énfase, no que se refere ao 3° ciclo, é no trabalho com as argumentacdes, as justificativas e as
experimentacdes; logo, ndo se orienta o uso de demonstracGes formais para este ciclo.

Essa diferenca quanto as orientagdes se justifica pelos objetivos prescritos para
cada ciclo. O foco no 3° ciclo estd na definicdo de conceitos, resolucdo de situacdes
problemas, classificacdo de figuras, dentre outros; para o 4° ciclo, ja se tem como objetivos
verificar algumas propriedades geométricas. Assim, podemos dizer que no 3° ciclo a
geometria é abordada com uma énfase mais intuitiva e experimental, e no 4° ciclo, abordam-
se no¢Bes mais abstratas e formais.

A argumentacdo, para 0s PCN, esta vinculada a justificativa de uma afirmativa
e a fundamentacdo de conclusdes e ndo se constitui, para 0 documento, em uma
demonstracdo, pois a argumentacdo ndo € regida pelas leis da ldgica. Dessa forma, a

argumentacao € vista como um caminho que conduz a demonstracéo:

Mesmo que a argumentacdo e a demonstracdo empreguem frequentemente os
mesmos conectivos ldgicos, ha exigéncias formais para uma demonstracdo em
Matematica que podem ndo estar presentes numa argumentacao. O refinamento das
argumentacdes produzidas ocorrem gradativamente pela assimilacdo de principios
da I6gica formal, possibilitando as demonstracdes (BRASIL, 1998, p. 86).

** Listamos somente alguns dos objetivos. Os demais podem ser lidos no PCN de matematica para os 3° e 4°
ciclos.
“ Italico nosso.



183

Uma discussdo das diferentes visdes sobre a relagdo argumentacdo e
demonstracdo foi apresentada na secdo de revisdo bibliografica, em que mostramos que ha
guem considere a argumentacdo como um obstaculo a aprendizagem da demonstracdo e
outros que veem a demonstragdo como um caso particular de argumentacdo. A ideia
explicitada pelos PCN, a nosso ver, possui algumas intersecgdes com estas duas vertentes,
pois assumem que a pratica de argumentacdo contribui para as demonstra¢fes, mas ndo
indicam explicitamente que a demonstracéo pode ser vista como uma forma de argumentacéo.

Assim, para o 3° ciclo, os PCN sugerem trabalhos que desenvolvam a
argumentacdo, de modo que os estudantes desenvolvam a atitude de sempre justificar, ndo se
satisfazendo somente com a producéo de respostas.

No 4° ciclo, ou seja, nos 8° e 9° anos, um dos focos é que o estudante
“reconheca a importancia das demonstragdes em Matematica, compreendendo provas de
alguns teoremas” (BRASIL, 1998, p. 71). A ideia € que, em ciclos anteriores, se trabalhe com
a construcdo de argumentos plausiveis pelos estudantes, em todos os contetidos, para que no
4° ciclo se dé continuidade a esta préatica, uma vez que ela é vista como fundamental para a
compreensdo futura de demonstrac6es formais.

Mesmo comentado em outros tépicos, sem aprofundamento, a recomendacéo
para o trabalho com as demonstragdes ocorre no tépico “Espago e¢ forma”, em que se
concentram as questfes da geometria. Segundo os PCN, a geometria constitui-se como “um
campo fértil de situacBes-problema que favorece o desenvolvimento da capacidade para
argumentar e construir demonstragdes” (BRASIL, 1998, p. 122). Ao tecer as orientacGes
didaticas para o bloco “Espaco e forma”, os PCN trazem exemplos de como proceder quanto

a validacdo de resultados no 3° e 4° ciclos. Segundo o documento,

as atividades de Geometria sdo muito propicias para que o professor construa junto
com seus alunos um caminho que a partir de experiéncias concretas leve-os a
compreender a importancia e a necessidade da prova para legitimar as hipdteses
levantadas. Para delinear esse caminho, ndo se deve esquecer a articulacdo
apropriada entre os trés dominios citados anteriormente: o espaco fisico, as figuras
geomeétricas e as representacdes graficas (BRASIL, 1998, p. 126).

No entanto, segundo os PCN, ha problemas quando ha a tentativa de articular
esses dominios: o espaco fisico, as figuras geométricas e as representagdes graficas. O
exemplo citado no documento se refere ao Teorema de Pitagoras, que, por meio de quebra-
cabecas compostos por figuras planas, compde a mesma figura geométrica — no caso, um
guadrado — de duas maneiras diferentes. Através do conceito de area e igualdade entre as duas
figuras é possivel determinar a seguinte relacdo: "a® + b* = ¢*", e deste resultado afirma-se

que o teorema foi provado.
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Figura 52 - llustragdo de uma "prova" do Teorema de Pitagoras

Fonte - Pardmetros Curriculares Nacionais (1998)

Para os PCN, os experimentos com materiais concretos ou com medicdo de
desenhos, ndo se constituem provas matematicas para o 4° ciclo, apesar do convencimento
que os estudantes possam ter; no entanto, eles podem ser entendidos por prova no 3° ciclo. No
4° ciclo, essas experiéncias devem ser o ponto de partida, ou seja, o elemento desencadeador
“de conjecturas e processos que levem as justificativas mais formais” (BRASIL, 1998, p.
127), o que ndo significa que deve ser feito um estudo extremamente formal e axiomatico da

geometria. Quanto ao 4° ciclo, 0 documento ressalta que,

embora no quarto ciclo se inicie um trabalho com algumas demonstra¢fes, com 0
objetivo de mostrar sua forca e significado, é desejavel que ndo se abandonem as
verificacBes empiricas, pois estas permitem produzir conjecturas e ampliar o grau
de compreensdo dos conceitos envolvidos (BRASIL, 1998, p. 87).

Os PCN enfatizam, portanto a potencialidade dos procedimentos intuitivos e
empiricos para o trabalho com as demonstraces no 4° ciclo, viabilizando a compreensdo e o
levantamento de conjecturas. Entretanto, o documento observa que hd momentos em que
trabalhar com elementos concretos podem afastar a ideia de demonstracdo. E sendo assim,
nesses casos, 0s exemplos ou 0 uso de materiais concretos devem desempenhar o papel de
fonte de conjecturas a serem provadas de maneira formal. Um exemplo citado pelos PCN € a
comprovacdo de que a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo vale 180°,

feita por meio da decomposicdo e composigéo tridngulos de papel:

A demonstracdo de que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°,
acessivel a um aluno do quarto ciclo, recorre a axiomas e teoremas envolvendo um
par conveniente de retas paralelas que, no entanto, ndo tem correspondente na
concretizagcdo acima mencionada. Mesmo assim, nesse caso, a concretizagdo é
bastante Util para levantar conjecturas sobre esse resultado (BRASIL, 1998, p. 127).
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A partir das consideracdes presentes nos PCN do 3° e 4° ciclos, observamos a
possibilidade de se trabalhar com o procedimento de validagdo de diferentes formas nos
diferentes niveis de ensino de matematica, uma vez que a orientagdo gira em torno de
desenvolver caracteristicas que levem as justificativas mais formais. Apesar dessa “abertura”,
vemos que os PCN ndo concebem a demonstracdo na matemaética escolar como algo néo
formal e orienta diferentes abordagens para o desenvolvimento de préatica de argumentacao e
justificacdo mas com o objetivo de desenvolver futuramente as demonstraces formais, ou
seja, 0 método logico-dedutivo.

Podemos entdo conjecturar que um dos objetivos finais € o desenvolvimento da
argumentacdo e do método dedutivo. E diferentes modos de fazer essa aproximacéo séo
aspectos a serem desenvolvidos com o0s estudantes, tais como: criatividade, intuicdo,
raciocinio logico, postura argumentativa, justificacbes, explicacdes, representacdes
geomeétricas, dentre outros. Os procedimentos de validacdo apresentados na secdo anterior
ilustram bem esses modos de se desenvolver a pratica de argumentacdo e demonstracéo.

As demonstracGes se fazem presentes nos livros didaticos, por ser também
exigéncia do PNLD. Pelos critérios de avaliacdo das obras didaticas pelo PNLD listados na
secdo de analise soOcio-historica, vemos que a demonstracdo matematica, bem como 0s
elementos que constituem o método Idgico-dedutivo, se faz presente como critério de
exclusdo ou ndo da colegdo didatica do programa.

Os guias do PNLD de 2008 e 2011 compartilham dos objetivos propostos para
os anos finais do ensino fundamental. Além disso, deixam claro que a abordagem de conceitos
e procedimentos na escola deve ocorrer em um longo periodo, de estagios mais intuitivos aos

mais sistematizados:

Dessa maneira, ndo se deveria esperar que a aprendizagem dos conceitos e
procedimentos se realizasse de forma completa e num periodo curto de tempo. Por
isso, ela é mais efetiva quando os conteldos sdo revisitados, de forma
progressivamente ampliada e aprofundada, durante todo o percurso escolar. E
preciso, entdo, que esses Vvarios momentos sejam bem articulados, em especial,
evitando-se a fragmentacdo ou as retomadas repetitivas (BRASIL, 2008, p, 17).

A geometria, precisa portanto partir de uma abordagem intuitiva até atingir o
nivel de abordagem dedutiva.

Com referéncia aos guias dos anos de 2008 e 2011 para escolha dos livros
didaticos de matematica dos anos finais do ensino fundamental, nota-se que um dos critérios
de andlise € a existéncia ou ndo de aspectos que possibilitem o desenvolvimento de

competéncias como “(...) argumentar, tomar decisdes e criticar; visualizar; utilizar a
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imaginacdo e a criatividade; conjecturar e provar; e expressar e registrar ideias e
procedimentos” (BRASIL, 2010, p.28). Além disso, o livro didatico deve, dentre varios outros
itens, apresentar situacdes que envolvam verificacdo de procedimentos e resultados pelo
aluno.

Ainda quanto aos critérios eliminatorios da cole¢do de livros didaticos, sdo
feitas exigéncias quanto a op¢do metodoldgica a ser assumida pelo autor. Nesse sentido, a

opcao metodoldgica deve contribuir para

o desenvolvimento de capacidades basicas do pensamento autbnomo e critico (como
a compreensdo, a memorizacdo, a analise, a sintese, a formulacdo de hipéteses, o
planejamento, a argumentacdo), adequadas ao aprendizado de diferentes objetos de
conhecimento e a seu uso social (BRASIL, 2011, p. 20).

O guia ndo trata como necessaria e indispensdvel a formalidade da
demonstracdo para os niveis de ensino mais elementares. Pelo contrario, enfatiza que os livros
didaticos devem permitir e estimular o desenvolvimento da capacidade de argumentacéo e de
verificacdo de solugbes pelos estudantes deixando claro que ndo se deve superestimar que o
aluno ja possua o raciocinio légico-dedutivo completamente desenvolvido, apresentando uma
Matematica meramente formal e sistematizada (BRASIL, 2011).

Entretanto, vemos no edital do PNLD (2008) recomendagfes do que ndo deve
estar no livro didatico:

A conjectura apoiada na observacdo de exemplos é vdlida para o ensino da
matematica, porém ndo deve ser confundida com a obtengdo de uma conclusdo
matematica. Desta forma, ndo se deve dizer que de exemplos se pode concluir a
validade geral de uma afirmagdo. Uma outra ordem de falhas conceituais vem do
fato de que as verificagdes empiricas, por mais que sejam importantes para a
construgdo do conhecimento do aluno, ndo devem ser confundidas com
demonstragdes matematicamente validas (BRASIL, 2008, p.60).

A recomenda¢do vem para assegurar que ndo haja equivocos ao se trabalhar
com argumentos empiricos. Compreendemos que € uma forma de garantir que, no uso, as
demonstragdes estejam de acordo com a sua definicdo dada principalmente pela matematica
académica.

Em nossas andlises, constatamos ao mapear e caracterizar as demonstracdes
escolares, no que se refere aos exercicios propostos, que ha atividades que exigem
experimentacdo, justificativas, observacdo de padrdes e argumentacGes. Nos livros didaticos
dos 6° e 7° anos, que correspondem ao 3° ciclo mencionado pelos PCN, vimos que o uso de
diferentes formas de se validar, incluindo a demonstragdo formal, estavam presentes, mesmo

que seu uso ndo fosse muito significativo. A demonstracdo escolar predominante nestes
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niveis é a verificacdo da validade mediante experimentos e casos particulares, o que vai ao
encontro do proposito dos PCN para o 3° ciclo.

Além disso, em consonancia com as orientacdes curriculares, os livros
didaticos analisados realmente ndo fazem um estudo axiomatico e formal da geometria. As
expressdes axiomas e teoremas, por exemplo, surgem como curiosidades para que 0s
estudantes pesquisem seus significados. Entretanto, como excegdo, a colecdo ‘“Projeto
Arariba”, a partir do livro didatico da 7 série (8° ano), apresenta as demonstragdes em termos
de hipdtese, tese e conclusdo e explica que em uma demonstracdo, partimos da hipotese e
chegamos a tese. Esta forma de estruturacdo e apresentacdo da demonstracdo é recorrente nos
livros didaticos das 72 e 8% séries desta colecdo. As demais colecBes ndo apresentam as
demonstracgdes utilizando estes termos.

Nos livros didaticos analisados para os 8° e 9° anos, observamos um aumento
significativo no uso de demonstragdes escolares. S&o utilizados os diferentes tipos de
validacdo indicados em nossas categorias, mas principalmente os procedimentos légico-
dedutivos. Acreditamos que o uso de diferentes formas de validar esta relacionado ao objetivo
de que os estudantes futuramente elaborem demonstracdes formais. Assim, vemos estes usos
como uma ponte, em que os procedimentos informais serdo utilizados para se chegar ao outro
extremo as demonstracdes formais. Vemos isso como uma forma de valorizagcdo da
demonstracdo formal em detrimentos de outras formas de validagcdo que coexistem nas salas
de aula de matematica e que foram por nés identificados anteriormente.

No que se refere ao ensino médio, a partir das consideracdes dos PCNEM, tem-
se que ele é apresentado como uma oportunidade de aprofundar e complementar o
aprendizado que fora iniciado no ensino fundamental, o que estd em conformidade com a
LDB/96. Entretanto, as finalidades do ensino médio ndo se reduzem ao que mencionamos,
pois também tém o intuito de “garantir a continuidade de estudos, (...) a preparacdo para o
trabalho e para o exercicio da cidadania, a formacéo ética, o desenvolvimento da autonomia
intelectual e a compreensao dos processos produtivos” (BRASIL, 2006, p. 69).

Os PCNEM em meio as considera¢cdes quanto a organizacdo do ensino médio
tece alguns comentérios quanto as demonstracdes.

A matematica do Ensino Médio, segundo os PCNEM, apresenta dois papéis,
sendo eles, formativo e instrumental. Em seu papel formativo, a matematica contribui para o
desenvolvimento de atitudes e habitos, como os de investigacéo e de resolugdo de problemas,
além da criatividade e confianga. No que diz respeito ao papel instrumental, “ela deve ser vista

pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas a outras areas do
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conhecimento, assim como para a atividade profissional” (BRASIL, 1999, p. 40). Entretanto,
além do carater formativo e instrumental da matemaética, ela tambeém deve ser vista como
ciéncia com caracteristicas proprias. Assim, para os PCNEM, é importante que as definicdes,
demonstragdes e encadeamentos l0gicos e conceituais facam parte da matematica do Ensino
Médio, de forma a possibilitar que os estudantes percebam que elas t€m a “fungdo de
construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar intuicfes e
dar sentido as técnicas aplicadas” (BRASIL, 1999, p. 40).

Nesse sentido, um dos objetivos do ensino de Matematica no nivel médio se
torna “expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas e valorizar a

precisdo da linguagem e as demonstracdes em Matematica” (BRASIL, 1999, p. 42).

A essas concepgBes da Matematica no Ensino Médio se junta a idéia de que, no
Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de varios campos do
conhecimento matematico e agora estdo em condicGes de utiliza-los e amplia-los e
desenvolver de modo mais amplo capacidades tdo importantes quanto as de
abstracdo, raciocinio em todas as suas vertentes, resolucdo de problemas de qualquer
tipo, investigagdo, anélise e compreenséo de fatos matematicos e de interpretacdo da
prépria realidade (BRASIL, 1999, p.41).

O documento indica a necessidade de que, dentre outros aspectos, 0S
estudantes formulem hipoteses e prevejam resultados, interpretem e critiquem resultados por
meio de experimentos e demonstracdes, diferenciem e utilizem raciocinios dedutivos e
indutivos, elaborem conjecturas e as validem, “experimentando, recorrendo a modelos,
esbocos, fatos conhecidos, relacdes e propriedades” e discutam e produzam argumentos
convincentes (BRASIL, 1999, p. 46).

Apesar dessas informacdes, para compreender melhor as consideraces quanto
as demonstracdes no ensino médio, recorremos aos PCN+, que é um documento que foi
lancado no ano de 2002 para complementar as orientacfes dos PCNEM.

Os PCN+ organizaram um conjunto de temas em trés eixos ou temas
estruturadores a serem desenvolvidos em todo Ensino Médio, sendo eles: Algebra: niimeros e
funcbes; Geometria e medidas e; Analise de dados. Obtemos orientaces quanto a
demonstragdo somente no segundo eixo.

Segundo o documento, o ensino fundamental esta estruturado de forma a
possibilitar que os estudantes tenham contato e reflitam sobre alguns contetdos da geometria
plana por meio de experimentacdes e dedugdes informais. O Ensino Médio € visto com a
possibilidade de maior desenvolvimento do raciocinio l6gico. Dessa forma, € orientado pelo

PCN+ que os estudantes devam ser apresentados a “um sistema dedutivo, analisando o
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significado de postulados e teoremas e o valor de uma demonstracdo para fatos que lhe séo
familiares” (BRASIL, 2002, p. 124).

As orientacBes prosseguem em vista de esclarecimentos. Apresentar o sistema
dedutivo e perceber o significado de postulados e teoremas, ndo implica, segundo os PCN+,
em memoriza-los, mas possibilitar que os estudantes percebam a forma como a Matematica
valida seus resultados, proporcionando o desenvolvimento do raciocinio l6gico dedutivo e o
conhecimento de aspectos intrinsecos a linguagem matematica. Assim, o documento se
preocupa em “definir” o que ¢ uma prova matematica, bem como trazer uma ideia intuitiva do

que se quer dizer por axioma:

afirmar que algo é “verdade” em Matemética significa, geralmente, ser resultado de
uma deducdo logica, ou seja, para se provar uma afirmacdo (teorema) deve-se
mostrar que ela é uma consequéncia logica de outras proposi¢cdes provadas
previamente. O processo de provar em Matematica seria uma tarefa impossivel de
marchar para tras indefinidamente, a ndo ser que se estabelecesse um ponto de
partida. Esse ponto inicial deve conter um certo nimero de afirmagdes, chamadas de
postulados ou axiomas, que devem ser aceitas como verdadeiras e para as quais ndo
se exige nenhuma prova. Toda vez que um campo do conhecimento se organiza a
partir de algumas verdades eleitas, preferivelmente poucas, simples e evidentes,
entdo se diz que esse campo esta apresentado de forma axiomatica. Esse € o caso,
por exemplo, da geometria classica (BRASIL, 2002, p. 124).

Ainda visando complementar as informacdes curriculares para o ensino médio,
dispomos das “Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio” — OCEM/06 publicado em
2006.

Este documento visa contribuir para discussdes curriculares, tratando de trés
aspectos: a escolha dos contetdos, a forma de trabalhar com eles e a organizacao curricular.

Para a escolha dos contetdos o OCEM/06, indica a necessidade de se

considerar os propositos da formacdo matematica para o nivel:

Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica para
resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar fendmenos em outras areas
do conhecimento; compreendam que a Matematica é uma ciéncia com
caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas e demonstracfes; percebam a
Matematica como um conhecimento social e historicamente construido; saibam
apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnologico
(BRASIL, 20086, p. 69).

Entdo o ensino de matematica deve contemplar questdes praticas e tedricas,
valorizando inclusive as demonstragdes matematicas. Para 0 ensino médio se orienta, assim
como nos dois documentos citados anteriormente, o trabalho com a demonstragdo que
resultem em férmulas, por exemplo.

Além disso, segundo as OCEM/06, a explicitacdo da estruturagdo logica da

matematica é enfatizada pelo documento e € tido como necessaria aos alunos do ensino
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médio. Quanto a isso deve-se “valorizar 0s Varios recursos do pensamento matematico, como
a imaginacdo, a intuicdo, o raciocinio indutivo e o raciocinio l6gico-dedutivo, a distin¢éo
entre validacdo matematica e validacdo empirica, e favorecer a construcdo progressiva do
método dedutivo em Matematica” (BRASIL, 2006, p. 92).

Quanto ao guia do PNLD para o ensino médio, este considera indispensavel
permitir que o aluno compreenda a “distingdo entre uma prova logico-dedutiva e uma
verificacdo empirica, seja esta baseada na visualizacdo de desenhos, na construcdo de
modelos materiais ou na medi¢ao de grandezas” (BRASIL, 2011, p. 25). Além disso, em
alguns trechos do guia observamos a preocupacdo deste em colocar em evidéncia 0 método

dedutivo e conceitos que compdem a matematica académica (ou cientifica):

O método dedutivo, especialmente a partir da civilizagdo grega, predomina na
Matematica e assume a primazia de ser o Unico método aceito, na comunidade
cientifica, para comprova¢do de um fato matematico. Os conceitos de axioma,
definicdo, teorema, demonstracdo sdo o cerne desse método e, por extensdo,
passaram a ser, para muitos, a face mais visivel da Matematica (BRASIL, 2011, p.
15).

No entanto, as instru¢es do guia sdo para que se dose o emprego do método
dedutivo em sala de aula do ensino médio, de forma que haja progressao criteriosa (BRASIL,
2011). Isto reforca nossa hipotese de que as demonstracbes nos diferentes niveis estdo
relacionados a um desenvolvimento futuro das demonstracdes formais. Assim, a progressdo
criteriosa esta relacionada ao nivel de escolaridade para a qual a demonstracdo sera utilizada.

Nos livros didaticos para o ensino médio, a demonstracdo assume caracteristica
mais formal e ligada a pratica cientifica, se compararmos com as orientacdes para 0S anos
finais para o ensino fundamental. Isto faz sentido por ser o ensino médio apresentado como
uma oportunidade de aprofundar e complementar o aprendizado que fora iniciado no ensino
fundamental.

Apesar de termos visto em alguns momentos nos trés documentos oficiais
(PCN/99, PCN+ e OCEM/06) uma tentativa de se valorizar os aspectos intuitivos e empiricos
da matematica, estes acabaram suprimidos pela repetitiva lembranca do que é uma
demonstragdo formal, do valor de uma demonstracdo, do que é afirmar a verdade em
matematica e qual é a face da matematica que se organiza via teoremas e demonstracoes.

Esse valor dado as demonstracfes formais e 16gico-dedutivas corresponderia as
analises nos livros didaticos que realizamos, em que exemplificamos por meio de tabela

(tabela 20) e gréafico (figura 34) a diminuicdo de abordagens intuitivas e experimentais na
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secdo de geometria plana e espacial no decorrer dos diferentes niveis de ensino de
matematica.

Diante das ideias apresentadas quanto as orientacdes dos documentos oficiais
sobre demonstracdo na matematica escolar e das analises realizadas dos livros didaticos,
podemos elencar e resumir resultados da analise formal:

eHA a associacdo do desenvolvimento do raciocinio légico com as
demonstracdes, o que faz com este procedimento seja visto como inerente a
disciplina matematica;

ePara 0s PCN dos anos finais do ensino fundamental e ensino médio, é
necessario mostrar o valor de uma demonstracdo formal e diferencia-las de
procedimentos informais. Com isso, passa-se a considerar, principalmente em
niveis mais elevados de ensino, as demonstracdes informais como insuficientes
e ilegitimas;

¢ O sentido dado pelos documentos oficiais quanto as diferentes formas
de validagdo na matematica escolar indicam que elas devem cumprir o papel de
preparacdo para a compreensdo e desenvolvimento de uma demonstracdo
formal. Além disso, apesar de obtermos diferentes formas de se demonstrar nos
livros didaticos para os diferentes niveis de ensino, observamos que continua-
se a privilegiar um modo légico-dedutivo de pensar;

eConforme se aumenta o nivel de escolaridade, as demonstraces
escolares se tornam mais formais e atreladas a simbolos valorativos advindos
da prética cientifica;

¢ As andlises dos livros didaticos indicaram quanto ao desenvolvimento
de uma demonstracdo: mudancas metodoldgicas; a recorréncia a linguagem
corrente; diferentes modos de se utilizar figuras em uma demonstragdo; maior
uso de aspectos indutivos, intuitivos e visuais;

e Apesar de os livros didaticos contribuirem para que seja repensada a
demonstracdo na matematica escolar, propondo outros tipos de argumentos
para convencer o0s estudantes a respeito dos resultados da matematica,
observamos ao analisar a presenca das demonstracGes escolares nos diferentes
niveis, que as suas abordagens acabam girando em torno do paradigma da
demonstragdo, reafirmando-a com a norma de referéncia do conhecimento

matematico. “Considerar diferentes formas de argumentacdo aparenta ser
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diferente, no entanto, pode acabar por sustentar ndo s6 a demonstracdo como
também a hierarquia entre os procedimentos de validagao assim como sustentar
0 ideal de apreensdo da verdade, mantendo a modulacdo epistemoldgica”
(VILELA; DEUS, 2015, p. 67).

¢ Quanto aos desdobramentos da valorizagdo das demonstragdes nos PCN
e guias do PNLD, podemos afirmar que o modo como lidam e orientam o uso
das demonstragdes nos diferentes niveis do ensino de matematica constréi ndo
sO0 a ideia de demonstracdo, mas também o modo de como lidar com ela,
permitindo ainda a elaboracdo de ideias do que é ou ndo vélido dentro da

matematica.
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CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa permitiu observarmos o que caracteriza e quais funcdes
cumprem as demonstracfes escolares em livros didaticos dos diferentes niveis do ensino de
matematica.

Observamos no decorrer da pesquisa que a forma de elaborar a problematica de
investigacdo se mostrou comprometida com concepgdes prévias do objeto a ser pesquisado.
Em nosso caso, o fato de j& termos realizado no decorrer do curso de Licenciatura em
Matematica uma pesquisa sobre a teméatica demonstracdo influenciou inicialmente o pensar
sobre nossa dissertacdo. Naquele momento, estudamos as demonstragdes como metodologia
de ensino de contetdos algebricos, o que de certa forma contribuia para valorizarmos o ensino
de demonstracbes da matematica académica dentro da escola e a forma de pensar que este
procedimento conduz. No entanto, o presente trabalho teve potencial importancia para ampliar
nosso olhar para este procedimento, além de fazer-nos questionar sobre sua presenca na
matematica escolar e olhar para os aspectos valorativos e simbdlicos que o permeia.

As diversas leituras em diferentes campos como Educacdo Matematica e
Sociologia da Ciéncia contribuiram também para a ampliacdo na forma de olhar para as
demonstracdes na matematica escolar. Possibilitaram desnaturalizar e estranhar a forma Unica
e reinante de se conceber as demonstracdes, que € a da matematica académica, inclusive no
que se refere a matematica escolar.

Dessa forma, consideramos termos dado um passo importante a ampliacdo do
significado do papel da demonstragdo, ao assumirmos, com base em Moreira (2004) e Vilela e
Meneghetti (2011), que a matematica escolar e a académica sdo praticas distintas. Nesse
sentido, passamos a olhar para o papel que a demonstracdo desempenha na matematica
escolar, assumindo as demonstracdes na educacédo basica de forma ampla, que néo se restringe
as formais. 1sso nos permitiu dar um primeiro passo rumo a desnaturalizacdo da ideia de
demonstracdo como algo Unico, transcendente e que conduz a verdade.

A fim de compreendermos com mais profundidade as demonstracGes, algumas
necessidades surgiram. Podemos entdo sintetizad-las com a seguinte questdo: Como as
mudancgas ocorridas no ensino de matematica em diferentes épocas influenciaram em
alterac6es na forma de se utilizar as demonstra¢6es nos livros didaticos dos diferentes niveis
do ensino de matematica? Esse estudo nos mostrou que poucas mudangas ocorreram e indicou
o valor simbolico e cultural que as demonstragcdes tém dentro do ensino de matematica, pois

elas se fazem presente atualmente nos livros didaticos. Esse valor é grande a ponto de ndo se
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vislumbrar possibilidades de estudos da disciplina matematica sem a mobilizacdo de
demonstracdes para legitimar os resultados. Além disso, olhar para os livros didaticos em
diferentes épocas nos mostrou a potencialidade desses materiais em indicar caracteristicas do
ensino dessa disciplina.

Outra necessidade que surgiu no decorrer da pesquisa foi de compreender
melhor alguns aspectos histéricos das demonstracBes. Precisavamos compreender as
demonstragdes formais, as ideias e valores por trds dela, por ela ser referéncia de
demonstracdo. Temos consciéncia de que a demonstracdo formal foi caracterizada de maneira
lacunar, sendo necessarios maiores esclarecimentos e aprofundamentos principalmente quanto
a logica classica, entretanto, consideramos que o que fora realizado foi suficiente para as
necessidades da presente pesquisa.

Ao mapear e caracterizar as demonstrac6es escolares nos diferentes niveis do
ensino de matematica, vimos a presenca de diferentes formas de validacdo, que ndo se
restringem a demonstragdo formal. Entretanto, observamos que essas diferentes formas vém a
cumprir o papel de conduzir de forma gradativa os estudantes a produzir e compreender
demonstragdes formais, tipicas da matematica académica.

Podemos, quanto a isso, retomar Vilela e Andrade (2013) que dizem que ao
valorizar a crenga em uma logica formal, a escola acaba por controlar comportamentos com
uma finalidade determinada, ndo permitindo assim que o aluno proceda de outro modo.
Quanto a isso, acdes estratégicas surgem visando habilidades especificas que se apoiam em
determinadas crencas. No caso da presente pesquisa, interpretamos que as diferentes formas
de demonstrar podem ser entendidas como ‘“agdes estratégicas”, que buscam de forma
“didatica” e com o argumento de respeitar o desenvolvimento cognitivo dos estudantes,
incutir neles ideias e modos de fazer da logica formal. Essas “agdes estratégicas” visam, além
de desenvolver as habilidades de demonstrar formalmente ap6s um determinado processo,
manter o valor simbdlico das demonstragdes na escola.

Além disso, apesar de vermos episodios na historia em que se denuncia ndo ser
possivel atingir a certeza absoluta, em que se refuta a possibilidade de se atingir a verdade,
observamos que esta busca, em menor énfase, ainda esta presente nos livros didaticos em que
0s procedimentos intuitivos e experimentais acabam sendo vistos como incapazes de atingir
essa “verdade”, mas bons procedimentos para se trabalhar com a pratica de argumentacao
necessaria ao desenvolvimento futuro da demonstragédo formal.

Com isso, podemos dizer que, apesar de os autores de livros didaticos

mobilizarem diferentes formas de validacédo, estas continuam a cumprir um objetivo prescrito
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pelas orientagOes curriculares de valorizagdo das demonstragdes formais. A nosso ver, esse
fato indica que os autores de livros didaticos estdo girando em torno do paradigma da
demonstracdo, e acabam mantendo a hierarquia entre os diferentes tipos de demonstracao
escolar, bem como sustenta o ideal de apreensdo da verdade. A demonstracdo formal continua,
portanto, valorizada na escola, sendo indicada e garantida pelos documentos oficiais.

Quanto a essa manutencdo das demonstracbes formais na escola, podemos
mencionar o artigo que Sérgio Lorenzato publicou no ano de 2012, intitulado “Desafios do
contemporaneo que nao ¢ novo”. O autor lista inmeras mudangas ¢ fatos ocorridos nos

altimos 20 anos, sendo eles:

aconteceram varios cursos de formagdo continuada para professores, olimpiadas,
congressos nacionais e internacionais sobre Educacdo Matematica, e também foram
implantadas avaliagbes do rendimento escolar em &mbito nacional; surgiram
publicacBes direcionadas a professores, propostas curriculares para a Educacdo
Bésica, livros didaticos, promogdo continuada, reserva de vagas, ensino a distancia,
computador, lousa digital, videoconferéncia; o perfil dos alunos modificou-se; a
profissdo magistério e o salario do professor foram desvalorizados; a produgédo de
pesquisas e a implantacdo de cursos de pds-graduacdo em Educacdo Matematica
aumentaram fortemente; a dura¢do do Ensino Fundamental passou de oito para nove
anos; os cursos de Licenciatura em Matematica multiplicaram-se (LORENZATO,
2012, p. 10).

Apesar de todas essas mudancgas, Lorenzato (2012) afirma que a matematica
continua carregada de crendices. E, em nosso caso, vemos que a manutencdo da demonstracdo
na escola corrobora a afirmacéo de ser a matematica um campo tradicional, apesar das novas
metodologias, e um dos componentes mais conservadores do sistema de ensino
(D’AMBROSIO, 2002).

Segundo Bicudo e Garnica (2002), a pratica cientifica da matematica €
tendencialmente conservadora. Esta pratica possui certos valores e procedimentos que se
mostram convenientes aos objetos de criagdo matematica, e ‘“‘estabelecem-se como
hegemdnicos e deslizam ideologicamente para a pratica pedagogica” (p. 60). Os autores
destacam algumas manifestacbes desse conservadorismo, dentre elas, a forma de
argumentacgdo sobre o conteudo matematico. “Esse estilo matematico impde-se seguindo 0s
parametros rigidos de uma ldgica formal que dita as formas pelas quais toda e qualquer
argumentacao acerca do conteudo matematico deve ocorrer” (p. 61).

E interessante observar como o ato de pesquisar, de se engajar em um
momento de reflexdo, permite que a pesquisa extrapole areas, o que a torna mais rica e
profunda. Em nosso caso, a nossa forma simbdlica é um procedimento que vem sendo
discutido em diferentes areas como a Historia da Educacdo Matematica, a Filosofia da
Matematica, a Educacdo Matematica, a Sociologia da Ciéncia e a Matematica. Pudemos
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observar que a Educacdo Matematica vem dialogando com estas &reas do conhecimento,
enriquecendo e ampliando as possibilidades de discusséo de objetos presentes no ensino de
matematica.

Nesse trabalho, portanto, ao nos inspirarmos na HP para os caminhos
metodoldgicos e tomarmos as demonstragfes como formas simbolicas, atribuimos um
significado para as demonstracfes presentes nos diferentes niveis do ensino de matematica.
Significados construidos decorrentes das escolhas que fizemos, dos recortes para a andlise
socio-histdrica que realizamos, da maneira de realizar a anélise formal e de reinterpretar nossa
questdo de pesquisa.

Sendo assim, muito longe de uma conclusédo, podemos afirmar que os
resultados dessa pesquisa refletem a nossa interpretacdo possibilitada pelo contato com os
livros didaticos considerados e das situacdes por nds obtidas e construidas para fundamentar
nossas conclusdes. Entretanto, outras leituras e interpretaces poderdo ser realizadas, podendo
vir para complementar, questionar ou até mesmo reafirmar o que colocamos aqui. Isso
demonstra a impossibilidade de conclusdes definitivas, da “apreensao de uma verdade”, mas

sinaliza a possibilidade de diferentes interpretacfes do mundo em que fazemos parte.
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