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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar condições necessárias e suficientes para
que uma distribuição, cujo suporte compacto está contido em um hiperplano, esteja no
espaço de Hardy local hp(Rn).





Abstract

The main aim of this work is to study necessary and sufficient conditions for a
distribution, whose compact support is contained in a hyperplane, to be in the local
Hardy space hp(Rn).
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Introdução

Considere em R2 a distribuição δ(m) para um inteiro m não-negativo fixado. A
distribuição em questão é a derivada m-ésima da delta de Dirac. A mesma, além de
possuir suporte compacto, está suportada em algum hiperplano de R2. Podemos mostrar
que δ(m) ∈ hp(R2) se, e somente se,

p <
2

2 +m
,

onde hp(R2) denota o espaço de Hardy local.
A distribuição δ(m) pertence a uma classe especial de distribuições: as distribuições

suportadas em um hiperplano com suporte compacto. No caso de δ(m), sabemos com
precisão dizer quando ela está ou não no espaço hp(R2). Naturalmente, surgem perguntas
que se estendem à distribuições nesta classe como, por exemplo: para uma distribuição
f qualquer, na mesma classe de δ(m), que condições temos para garantir que f esteja
em hp(Rn)? Alguma condição necessária? Ou suficiente? Se sim, esta abrange em sua
totalidade o maior intervalo no qual p deve estar para que tal distribuição esteja em
hp(Rn)? São perguntas como estas que motivam o presente trabalho. Na tentativa de
respondê-las, dividiu-se o trabalho em três capítulos: Noções preliminares, Espaços de
Hardy e Distribuições suportadas em um hiperplano e o espaço hp.

O primeiro capítulo trata de apresentar tópicos da Teoria Elementar das Distribuições,
a qual compõe peça fundamental em muitos estudos realizados em Análise Matemática.
Por tamanha relevância é que se faz necessário seu desenvolvimento. Entre os conceitos
estabelecidos neste, está o conceito de distribuição que, por definição, é um funcional linear
contínuo definido sobre o espaço das funções em C∞(Ω), que possuem suporte compacto
em Ω, aberto de Rn, também chamado de espaço das funções-teste, o qual denotamos por
C∞c (Ω). O estudo da continuidade de funcionais lineares definidos sobre C∞c (Ω) é feito
através da escolha de uma topologia para este espaço. A construção desta topologia é
realizada por meio de uma família de seminormas e permeia a construção de topologias
para espaços de Frechét, e pode ser encontrada com mais detalhes na referência [12].

A noção de suporte de uma distribuição também será estabelecida. Além disso, vamos
estender, de modo único, distribuições cujo suporte é compacto a funcionais contínuos
sobre C∞(Ω).

Particularmente, o interesse principal neste primeiro capítulo é o estudo de
distribuições suportadas em um hiperplano de Rn cujo suporte é compacto. Entretanto,
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previamente a este estudo, tópicos como produto tensorial, operações com distribuições e
distribuições temperadas são desenvolvidos, de modo a consolidar as bases prévias para
o estudo de espaços de Hardy. Em meio a esse estudo, destaca-se um resultado no qual
toda distribuição cujo suporte é compacto contido em um hiperplano, é escrita como soma
de distribuições que atuam sobre funções-teste do hiperplano. Este resultado pode ser
enunciado da seguinte maneira: Para n ≥ 2, considere o hiperplano Π, dado por

Π = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn = 0}.

Se f é distribuição de ordem K com suporte compacto tal que

supp f ⊂ Π,

então existem f0, . . . , fk distribuições em Rn−1, com suporte compacto, tais que

f(φ) =
K∑
i=0

〈fi ⊗ δ(i), φ〉.

Além disso, cada fi possui ordem K − i.
Neste resultado, surge uma nova noção de ordem: a ordem de uma distribuição na

direção normal. Em vista de que, na decomposição acima, a distribuição fK pode ser
nula, consideremos N como sendo o maior inteiro entre 0 e K no qual fN é não-nula e
nos referimos a N por dizer a ordem de f na direção normal.

Além disso, este resultado é um dos responsáveis por conectar o estudo de distribuições
suportadas em um hiperplano com a Teoria dos Espaços de Hardy, uma vez que a condição
necessária para que uma distribuição esteja em hp(Rn) é dada em função da ordem da
distribuição na direção normal.

O segundo capítulo é o passo intermediário entre distribuições suportadas em
hiperplano cujo suporte é compacto com o estudo de condições para garantir se uma
determinada distribuição nesta classe especial está em hp(Rn). Por esta razão, é
imprescindível estudar os espaços de Hardy. Neste, começamos pelo espaço Hp(Rn), para
0 < p ≤ ∞, que por definição é

Hp(Rn) = {f ∈ S ′(Rn) : MΦf ∈ Lp(Rn)},

para Φ ∈ S(Rn), com integral não-nula, onde MΦf é dada por

MΦf(x) = sup
t>0
|(f ∗ Φt)(x)|.

A Teoria dos Espaços de Hardy está ligada não somente ao estudo de funções maximais
como também aos espaços Lp, e é através deste estudo que conseguimos reunir em
um único teorema várias formas de caracterizar Hp(Rn): o Teorema de Caracterização
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Maximal. No referido teorema, outras funções maximais são consideradas e não somente
MΦf . Sua demonstração é encontrada na referência [11] e, apesar de sua grande
importância dentro da teoria, não a faremos aqui.

A importância de Hp(Rn) pode ser notada através da seguinte propriedade:

Hp(Rn) = Lp(Rn), se p > 1.

Por se tratar de um resultado importante, este é um dos resultados que aqui se
encontram. Para sua demonstração, destacou-se uma seção destinada ao Operador
Maximal de Hardy-Littlewood, na qual, por meio da Interpolação de Marcinkiewicz,
mostramos que este operador é do tipo forte (p, p), para p > 1. Este último, entre
outros, somados, permitiu concluir a igualdade entre Hp(Rn) e Lp(Rn), para p > 1.

Dentro do mesmo capítulo, o segundo passo dado após o estudo de Hp(Rn) foi o de
estudar hp(Rn), afinal, este compõe o espaço de Hardy de interesse maior no presente
trabalho. Para 0 < p ≤ ∞, definimos hp(Rn) de um modo similar ao espaço Hp(Rn),
salvo que na função maximal MΦ a trocamos pelo supremo tomado em t ∈ (0, 1), como
segue:

hp(Rn) = {f ∈ S ′(Rn) : mΦf ∈ Lp(Rn)},

para Φ ∈ S(Rn), com integral não-nula, onde mΦf é dada por

mΦf(x) = sup
0<t<1

|(f ∗ Φt)(x)|.

Assim como Hp(Rn), o espaço hp(Rn) também possui um teorema de caracterização
maximal que está atrelado ao estudo de outras funções maximais, muito embora, análogas
às desenvolvidas no estudo de Hp(Rn). Entretanto, para ser construída uma condição
necessária para que uma distribuição suportada em um hiperplano, com suporte compacto,
esteja em hp(Rn), vamos utilizar uma caracterização alternativa. Esta caracterização
passa pela construção de uma família especial de funções-teste que, por sua vez, nos leva
a uma nova função maximal: a grande função maximal local . A família, em questão, é
a família das funções-teste normalizadas. É importante ressaltar que na construção desta
família supomos 0 < p ≤ 1, o que significa que a condição necessária que será construída
está restrita para hp(Rn), com 0 < p ≤ 1.

Para uma distribuição temperada f , a grande função maximal local é dada por

m(f)(x) = sup
ϕ
|f(ϕ)|,

onde o supremo é tomado sobre a família das funções-teste normalizadas. Disso, decorre
a seguinte caracterização:
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Seja f ∈ S ′(Rn). Então,

f ∈ hp(Rn)⇐⇒ m(f) ∈ Lp(Rn).

Desse modo, para estudar quando uma distribuição f está em hp(Rn) basta verificar
que m(f) está em Lp(Rn).

Por outro lado, a abordagem para construírmos uma condição suficiente para uma
distribuição com suporte compacto, contido em um hiperplano, estar em hp(Rn) é diferente
da utilizada no artigo [3], no qual nos embasamos para construir a condição necessária,
enquanto que nessa utilizamos [11].

Por fim, é no terceiro capítulo deste trabalho que estabelecemos tais condições. A
primeira delas diz respeito a ordem da distribuição na direção normal, ao mesmo tempo
que a segunda apenas sobre a ordem total da distribuição. Inicialmente, estudou-se a
suficiência. No desenvolvimento do mesmo, foi assumido a existência de um conjunto S
particular que, dependendo de qual forma possui, produz hipóteses diferentes no teorema
de suficiência.

No caso de uma distribuição f que além de suportada no hiperplano Π possui suporte
compacto e ordem m, podemos considerar S, de modo mais geral, como sendo [−ε, ε]n−1.
Portanto, temos que

• m < 1
p
− n =⇒ f ∈ hp(Rn).

O caso em que S é simplesmente a origem, podemos aumentar o intervalo no qual p
se encontra, de modo a obter:

• m < n
(

1
p
− 1
)

=⇒ f ∈ hp(Rn).

Por outro lado, se N é a ordem de f na direção normal, temos:

• f ∈ hp(Rn) =⇒ N < n
(

1
p
− 1
)
.

A partir daí, é possível constatar que para os casos em que N = m e S = {0}, existe
uma condição necessária e suficiente. Por outro lado, vamos mostrar, através de um
exemplo em R2, que mesmo no caso N = m, mas S = [0, 1], a condição de suficiência,
aqui abordada, não contempla o maior intervalo possível no qual p deve estar para que a
distribuição esteja em hp(R2).



Capítulo

1
Noções Preliminares

O presente capítulo aborda alguns dos tópicos básicos da teoria elementar das
distribuições. Por definição, se Ω denota um subconjunto aberto de Rn, o espaço das
distribuições, D′(Ω), consiste no espaço formado pelos funcionais lineares e contínuos
agindo sobre o espaço das funções-teste C∞c (Rn). Sua topologia, definida a partir de uma
família não enumerável de seminormas, é não metrizável. Esta topologia é conhecida como
topologia do limite indutivo, construída a partir de uma sequência crescente de espaços de
Fréchet. Nesta topologia é possível definir quando uma sequência é convergente e tratar
a continuidade de uma distribuição simplesmente utilizando a definição de continuidade
de funcionais lineares, caracterizando assim D′(Ω) como o dual topológico de C∞c (Rn).

Dentre os vários teoremas, aqui enunciados e demonstrados, destaca-se um resultado
de decomposição que permite escrever uma distribuição, cujo suporte compacto está
contido em um hiperplano, como soma de distribuições que se anulam no complementar
do hiperplano. Esta decomposição, por conseguinte, leva ao conceito de ordem na
direção normal de uma distribuição. O objetivo dos resultados prévios a este, além de se
constituírem como fundamentais no desenvolvimento da teoria, visa também nos conduzir
a demonstração deste importante resultado de decomposição.

Em suma, o objetivo desta seção consiste em dar suporte para o desenvolvimento do
presente trabalho.

1.1 Elementos da Teoria de Distribuições

1.1.1 Funções-Teste

Seja Z+ o conjunto dos números inteiros não-negativos. Definimos Zn+ como sendo o
conjunto das n-uplas da forma (α1, . . . , αn), onde cada αi ∈ Z+. Um elemento de Zn+ é
chamado de multíndice e, geralmente, denotado por letras gregas.

Dado α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, define-se |α|, lê-se módulo de α, por

|α| = α1 + · · ·+ αn.
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Além disso, para α ∈ Zn+, escrevemos α! para significar α1! . . . αn!. Ainda, dados
α, β ∈ Zn+, dizemos que α ≤ β se para todo i = 1, . . . , n vale αi ≤ βi. Analogamente,
define-se α < β. Ambas não estebelecem uma relação de ordem total em Zn+, pois em Z2

+,
por exemplo, os elementos (0, 1) e (1, 0) não são comparáveis segundo esta relação.

Para multíndices α e β tais que β ≤ α, definimos o coeficiente binomial(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
.

Definimos também ξα ∈ R, dado ξ ∈ Rn, por

ξα = ξ1
α1 . . . ξn

αn .

Seja (x1, . . . , xn) uma variável de Rn. Para α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, denotamos

∂α = ∂α1
x1
. . . ∂αnxn .

Em R2, por exemplo, se α = (2, 1), então ∂(2,1) = ∂2
x1
∂1
x2
.

Seja Ω aberto de Rn. Dado α ∈ Zn+ e dadas f, g ∈ C |α|(Ω), vale a Regra de Leibniz

∂α(fg) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−βf ∂βg.

Daqui em diante, Ω denotará um aberto de Rn.

Definição 1.1.1. Seja f : Ω −→ C. Dizemos que f é localmente integrável e
denotamos f ∈ L1

loc(Ω) se, para todo compacto K ⊂ Ω, vale que∫
K

|f(x)|dx <∞.

Definição 1.1.2. Se f ∈ L1
loc(Ω), então definimos o suporte de f como sendo o conjunto

dos x ∈ Ω, para os quais não existe vizinhaça aberta U de x, onde f |U = 0. Denotamos
o suporte da função f por supp f .

Note que o suporte de uma função f ∈ L1
loc(Ω) é um conjunto fechado de Ω. O mesmo,

ainda, pode não ser compacto (considere a função constante). Por outro lado, não é difícil
encontrar funções em L1

loc cujo suporte é compacto.
Por exemplo, dado um compacto K de Rn, defina a função χ : Rn −→ R por

χK(x) =

{
1, x ∈ K
0, x /∈ K

,

a qual recebe o nome de função característica de K.
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Além de χ pertencer a L1
loc, temos que suppχ = K. Contudo, a mesma não é

contínua, tão pouco diferenciável. Pergunta-se: existem funções de classe C∞ cujo suporte
é compacto? A resposta para esta pergunta é dada no seguinte resultado.

Proposição 1.1.1. Existe função ϕ : Rn −→ R, não-negativa, de classe C∞(Rn) cujo
suporte é compacto.

Demonstração. Seja f : R −→ R dada por

f(t) =

{
exp−

1
t , t > 0

0, t ≤ 0
.

A função f é não-negativa e de classe C∞(R). Para x ∈ Rn, defina ϕ(x) = f(1 − ‖x‖2).
A função ϕ cumpre as condições desejadas e vale ainda que

suppϕ = B(0, 1).

Isto nos motiva a seguinte definição.

Definição 1.1.3. Seja k ∈ Z. Definimos o espaço Ck
c (Ω) como sendo o espaço de funções

φ : Ω −→ C de classe Ck(Ω) cujo suporte é um compacto de Ω. O espaço das funções
com suporte compacto em Ω e cujas derivadas de qualquer ordem são contínuas denota-se
por C∞c (Ω). Um elemento deste espaço é chamado de função-teste.

Dadas f e g contínuas sobre Rn, uma delas com suporte compacto, podemos definir a
função

h(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

Se f e g são funções-teste, a nova função h também o será. Se definirmos h por meio
de uma operação entre duas funções, dadas em espaços em que a torne bem definida, esta
operação terá propriedade regularizadora.

Definição 1.1.4. Sejam u ∈ Cc(Rn) e v ∈ L1
loc(Rn). Chamamos convolução de u por v

e denotamos u ∗ v, por
u ∗ v(x) =

∫
Rn
u(x− y)v(y)dy.

A próxima proposição traz informações sobre a regularidade da convolução,
fornecendo, além disso, uma forma de como as derivadas se comportam perante tal
operação.

Proposição 1.1.2. (i) Se u ∈ Cj
c (Rn) e v ∈ L1

loc(Rn), então u ∗ v ∈ Cj(Rn).

(ii) Se u ∈ Cj
c (Rn) e v ∈ Ck(Rn), então u ∗ v ∈ Cj+k(Rn).
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Demonstração. Vamos utilizar o processo de indução para provar (i). Com efeito, suponha
j = 0 e sejam u ∈ Cc(Rn) e v ∈ L1

loc(Rn). Dados x0 ∈ Rn e {xn}n∈N tal que xn −→ x0,
mostraremos que

(u ∗ v)(xn)− (u ∗ v)(x0) −→ 0,

ou seja, u ∗ v é contínua em x0. De fato, note inicialmente que

(u ∗ v)(xn)− (u ∗ v)(x0) =

∫
[(u(xn − y)− u(x0 − y)]v(y)dy.

Como u ∈ Cc(Rn) e xn −→ x0, considere K um subconjunto compacto de Rn tal que
xn − suppu ⊂ K, para todo n ∈ Z+. Desta forma, temos que u(xn − · ) se anula fora de
K para todo n ∈ Z+ e, portanto, u(xn − · ) ∈ Cc(K). Da continuidade uniforme segue
que dado ε = 1/`, existe δ` > 0 tal que

|z − w| ≤ δ` =⇒ |u(z)− u(w)| ≤ 1

`
.

Assim, para cada ` fixo, existe n = n` > 0 tal que

|u(xn − y)− u(x0 − y)| ≤ χK(y)

`
, ∀ n ≥ n` e ∀ y ∈ Rn.

Desta forma, concluímos que

|(u ∗ v)(xn)− (u ∗ v)(x0)| ≤ 1

`

∫
K

|v(y)| dy −→ 0

quando ` −→∞.

Suponha j = 1 e sejam u ∈ C1
c (Rn) e v ∈ L1

loc(Rn). Para mostrar que u ∗ v ∈ C1,
basta verificar que as derivadas parciais existem e são contínuas. De fato, seja x0 ∈ Rn.
Dado h ∈ R, desde que u ∈ C1, temos pela Fórmula de Taylor com resto integral que:

u(x0 − y + hei) = u(x0 − y) +

1∫
0

∂iu(x0 − y + thei)h dt.

Disso, segue que

1

h
[u ∗ v(x0 + hei)− u ∗ v(x0)] =

1∫
0

∂iu(x0 − y + thei) dt.

Usando a continuidade uniforme da função ∂iu e fazendo h −→ 0 em ambos os membros
da expressão acima, temos que

∂i(u ∗ v) = ∂iu ∗ v.
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Como ∂iu ∈ C0
c e v ∈ L1

loc, temos pelo caso j = 0 que (∂iu) ∗ v = ∂i(u ∗ v) e, portanto,
u ∗ v ∈ C1. Suponha, agora, que para 0 ≤ j ≤ k valha a afirmação:

u ∈ Cj
c e v ∈ L1

loc =⇒ u ∗ v ∈ Cj,

e mostremos que
u ∈ Ck+1

c e v ∈ L1
loc =⇒ u ∗ v ∈ Ck+1.

Pela hipótese de indução, vale que ∂α(u ∗ v) = (∂αu) ∗ v, para |α| ≤ k. Seja β ∈ Nn

tal que |β| = k + 1. Note que β = (β − ei) + ei, para todo i = 1, . . . , n. Se u ∈ Ck+1
c ,

então ∂iu ∈ Ck. Novamente, pela hipótese de indução, (∂iu) ∗ v ∈ Ck. Além disso,
∂α((∂iu) ∗ v) = (∂α∂iu) ∗ v, para |α| ≤ k. Como |β − ei| = k, temos que

(∂βu) ∗ v = (∂β−ei∂eiu) ∗ v = ∂β−ei(∂eiu) ∗ v

= ∂β−ei((∂iu) ∗ v) = ∂β−ei(∂i)(u ∗ v)

= ∂β−ei+ei(u ∗ v) = ∂β(u ∗ v).

Daí, segue que u ∗ v ∈ Ck+1, como queríamos demonstrar.
Para provar (ii), observe que se v ∈ Ck então, em particular, v ∈ L1

loc. Por (i), temos
que u∗v ∈ Cj e ∂α(u∗v) = (∂αu)∗v, para |α| ≤ j. Analogamente, tem-se que u∗v ∈ Ck.
Ainda, como ∂αu ∈ C0 ⊂ L1

loc, para |α| ≤ j, e v ∈ Ck, vale que (∂αu)∗ v ∈ Ck. Mas, para
|β| ≤ k, temos que

∂β((∂αu) ∗ v) = ∂β(∂α(u ∗ v)) = ∂β+α(u ∗ v),

onde |β + α| ≤ j + k. Logo, u ∗ v ∈ Cj+k.

Observação 1.1.1. É importante ressaltar a importância da operação de convolução,
presente também na demonstração da proposição precedente, no seguinte fato: se u ∈ Ck

c

e v ∈ L1
loc, então

∂α (u ∗ v) = (∂αu) ∗ v, ∀ |α| ≤ k.

Se, além disso, v ∈ Cj
c , então

∂α ∂β (u ∗ v) = (∂αu) ∗ (∂βv) =, ∀ |α| ≤ k, ∀ |β| ≤ j.

Proposição 1.1.3. Seja 0 ≤ φ ∈ C∞c tal que
∫
φ(x) dx = 1. Se u ∈ Cj

c (Rn), segue que
uφ = u ∗ φ ∈ C∞c (Rn). Se |α| ≤ j, temos que

sup |∂αu− ∂αuφ| −→ 0,

quando supp φ −→ {0}.



6

Se v ∈ Lp(Rn), então vφ ∈ C∞(Rn) e vφ → v na norma Lp(Rn) se p <∞.

Demonstração. Se u ∈ Cj
c (Rn) e φ ∈ Ck

c , para todo k ∈ N, então u ∗ φ ∈ Cj+k, para todo
k ∈ N e, portanto, uα ∈ C∞. Ainda, uα possui suporte compacto, pois

suppu ∗ φ ⊆ suppu + suppφ.

Aqui, dizer que sup |∂αu − ∂αuφ| −→ 0 quando suppφ −→ {0} significa que dado
ε > 0, existe φ ∈ C∞c (B(0, δ)), para algum δ > 0, implicando em sup |∂αu − ∂αuφ| < ε.
Inicialmente, mostremos o caso α = 0.

Com efeito, sejam x, y ∈ Rn. Dado ε > 0, existe δ > 0 de modo que se

|x− (x− y)| = |y| < δ,

então |u(x) − u(x − y)| < ε, uma vez que u é uniformemente contínua. Considere φ
função-teste, não-negativa, suportada na bola B(0, δ) com integral igual a 1. Assim,

|u(x)− uα(x)| = |u(x)− (u ∗ φ)(x)|

= |u(x)−
∫
u(x− y)φ(y)dy|

= |u(x)

∫
φ(y)dy −

∫
u(x− y)φ(y)dy|

≤
∫
|(u(x)− u(x− y)||φ(y)|dy

=

∫
|y|≤δ
|(u(x)− u(x− y)||φ(y)|dy

≤ sup|y|≤δ |(u(x)− u(x− y)|
∫
φ(y) dy

= sup|y|≤δ |(u(x)− u(x− y)| ≤ ε.

Suponha, agora, que 0 < |α| ≤ j. Temos que

∂αuφ = ∂α(u ∗ φ) = (∂αu) ∗ φ.

Defina ũ = ∂αu e ũφ = ũ ∗ φ. Pelo caso anterior, tem-se que

sup |ũ− ũφ| −→ 0,

quando suppφ −→ {0}.

Contudo, veja que
sup |ũ− ũφ| = sup |∂αu− ∂αuφ|.
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Agora, vφ ∈ Lp(Rn), pois, pela Desigualdade de Young, temos que

‖vφ‖Lp = ‖v ∗ φ‖Lp ≤ ‖v‖Lp‖φ‖L1 = ‖v‖Lp <∞.

Suponha 1 ≤ p < ∞. Como Lp ⊂ L1
loc, v ∈ L1

loc. Assim, a convolução vφ está bem
definida e, pela Proposição 1.1.2, vφ ∈ C∞.

Por fim, mostremos que vφ → v na norma Lp(Rn). De fato, seja η ∈ C0
c (Rn) qualquer.

Temos que

v − vφ = v − v ∗ φ

= v − η ∗ φ+ η ∗ φ− η + η − v ∗ φ

= (v − η)− (η − v) ∗ φ+ (η − η ∗ φ).

Aplicando a desigualdade triangular, segue que

‖v − vφ‖Lp ≤ ‖v − η‖Lp + ‖(η − v) ∗ φ‖Lp + ‖(η − η ∗ φ)‖Lp

≤ ‖v − η‖+ ‖η − v‖Lp‖φ‖L1 + ‖η − η ∗ φ‖Lp

= (1 + ‖φ‖L1)‖η − v‖Lp + ‖η − η ∗ φ‖Lp

= (1 + ‖φ‖L1)‖η − v‖Lp +

(∫
|η − η ∗ φ|pdx

)1/p

.

Uma vez que o espaço das funções contínuas com suporte compacto, C0
c (Rn), é denso

em Lp(Rn), escolha η ∈ C0
c (Rn) de modo que, dado ε > 0, temos

‖η − v‖Lp <
ε

(1 + ‖φ‖L1)
.

Além disso, defina g = ηφ − η tal que

supp g ⊆ supp η +B(0, 1) = K,

para toda φ tal que suppφ ⊆ B(0, 1). Pelo próprio teorema, temos que g(x) −→ 0

uniformemente.
Desse modo, temos que

lim
supp→{0}

‖v − vφ‖Lp ≤ lim
supp→{0}

(1 + ‖φ‖L1)‖η − v‖Lp

+ lim
supp→{0}

(∫
|η − η ∗ φ|pdx

)1/p

< ε, ∀ε > 0.

Logo, vφ → v na norma Lp(Rn).
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Lema 1.1.1. Seja f contínua em um intervalo I e diferenciável fora de um conjunto
fechado F , onde f = 0. Se x ∈ F e f ′(y) −→ 0 quando y ∈ I \ F e y −→ x, então f ′(x)

existe e f ′(x) = 0.

Demonstração. Ver [7].

A proposição que segue, apesar de sua extensa demonstração, possui consequências
que serão importantes no decorrer deste texto, além de evidenciar, mais uma vez, a
importância da convolução. Denotemos por Π o hiperplano {(x, t) ∈ Rn+1 | t = 0}.

Proposição 1.1.4. Sejam v ∈ Cj(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn) tal que
∫
Rn φ(x) dx = 1, então a

função

u(x, t) =

∫
Rn
v(x− yt)φ(y)dy

satisfaz as seguintes propriedades:

a) u ∈ C∞(Rn+1 \ Π).

b) tku(x, t) ∈ Ck+j(Rn+1) para todo inteiro k não-negativo.

c)

∂it(t
ku(x, t))|t=0 =

{
0, se i < k

k! v(x), se i = k.

Demonstração. a) Inicialmente, vamos mostrar que u ∈ C(Rn+1). De fato, dado
(x, t) ∈ Rn+1, seja (xn, tn) tal que (xn, tn) −→ (x, t). Uma vez que v é contínua em
x, dado ε > 0, existe δ = δ(ε, x) > 0 tal que

|y − x| ≤ δ =⇒ |v(y)− v(x)| ≤ ε

‖φ‖L1

.

Seja N > 0 tal que ‖(xn, tn)− (x, t)‖ ≤ δ/2R, para todo n ≥ N . Assim, se n ≥ N , então

|(xn − tny)− (x− ty)| ≤ |xn − x|+ |tn − t||y|

≤ |xn − x|+ |tn − t|R

≤ R(|xn − x|+ |tn − t|)

≤ 2R‖(xn, tn)− (x, t)‖ ≤ δ.

Logo,

|u(xn, tn)− u(x, t)| ≤
∫
|v(xn − tny)− v(x− ty)||φ(y)|dy

≤ ε

‖φ‖L1

‖φ‖L1 = ε.

Portanto, temos que u ∈ C(Rn+1).



9

Vamos mostrar agora que u ∈ C∞(Rn+1 \Π). Para tanto, é suficiente mostrarmos que
∂βu(x, t) é contínua sobre Rn+1 \Π para todo β ∈ Zn+1

+ . De fato, dado (x, t) ∈ Rn+1 \Π,
observemos que

u(x, t) =

∫
Rn
v(x− yt)φ(y) dy =

∫
v(z)t−nφ

(
x− z
t

)
dz = (v ∗ φt)(x).

Assim, para β = (α, γ), com α ∈ Zn+ e γ ∈ Z+, o resultado está provado se mostrarmos
que

∂β(x,t)u(x, t) = ∂αx ∂
γ
t (v ∗ φt)(x) =

∫
Rn
v(y) ∂αx ∂

γ
t (φt(x− y)) dy

é contínua em Rn+1 \ Π. Comecemos, primeiramente, estimando a derivada parcial na
variável t. Afirmamos que

∂t u(x, t) = (v ∗ ∂t φt)(x).

Com efeito, dado x ∈ Rn, suponha |x| < δ. Se t > 0, sabemos que u(x, t) = (v ∗ φt)(x).
Assim, temos

1

h
[v ∗ φt+h − v ∗ φt](x) =

1

h
[v ∗ (φt+h − φt)](x) =

[
v ∗
(
φt+h − φt

h

)]
(x).

Seja K = supp(φt+h − φt) e defina L = B(0, δ)−K. Desse modo, se

ψh(y) = v(y)
(φt+h − φt)(x− y)

h
χL(y),

então ψh se anula fora do compacto L. De fato, dado y fora de L, então x− y /∈ K, pois
se ocorresse x− y ∈ K, então

y = x− (x− y) ∈ L,

o que é um absurdo. Portanto, ψh(y) = 0.

Fazendo h −→ 0, temos que

ψh(y) −→ v(y) ∂t φt(x− y)χL(y).

Além disso, |ψh(y)| ≤M |vχL|(y), para todo y e M |vχL| ∈ L1. Ainda,∫
Rn
|ψh(y)|dy ≤M

∫
L

|v(y)|dy <∞.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

1

h
[v ∗ φt+h − v ∗ φt](x) −→ (v ∗ ∂tφt)(x), h −→ 0.
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Note ainda que

∂t φt(x) = ∂t t
−nφ

(x
t

)
= −n t−n−1φ

(x
t

)
+ t−n ∂t φ

(x
t

)
= −n t−n−1φ

(x
t

)
+ t−n

[
n∑
j=1

∂

∂yj
φ
(x
t

) ∂

∂t

xj
t

]

= −n t−n−1φ
(x
t

)
− t−n

[
n∑
j=1

∂

∂yj
φ
(x
t

) xj
t2

]
= −n t−n−1φ

(x
t

)
− t−n∇φ

(x
t

)
· x
t2

= −n t−n−1φ
(x
t

)
− t−n−1∇φ

(x
t

)
· x
t

= t−n−1
[
−nφ

(x
t

)
−∇φ

(x
t

)
· x
t

]
=

1

t

{
t−n
[
−nφ

(x
t

)
−∇φ

(x
t

)
· x
t

]}
=

1

t

{
t−n
[
ψ
(x
t

)]}
=

1

t
ψt(x),

onde ψ é a função C∞c , dada por

ψ(x) = −nφ(x)−∇φ(x) · x.

Deste modo, vemos que

∂tu(x, t) =

(
v ∗ 1

t
ψt

)
(x).

A seguir, vamos utilizar a seguinte notação: seja ψ(0) = φ e ψ(`) = −nψ(`−1)−∇ψ(`−1)(x)·x,
para todo ` ≥ 1. Assim, derivando parcialmente a função u(x, t), γ-vezes com respeito a
variável t, obtemos a seguinte expressão

∂γt u(x, t) =

(
v ∗

γ∑
j=1

pj(t)ψ
(`)
t

)
(x),

sendo pj(t) funções racionais da variável t, suaves para todo t 6= 0. Por outro lado, se
α ∈ Zn+, segue da Proposição 1.1.2 que

∂αx ∂
γ
t u(x, t) =

(
v ∗

γ∑
j=1

t−|α|pj(t) ∂
α
x (ψ

(`)
t )

)
(x)

mostrando assim que u ∈ C∞(Rn+1 \ Π).
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b) Vamos, agora, utilizar o princípio de indução a fim de mostrar que tku(x, t) ∈
Ck+j(Rn+1) para todo inteiro k não-negativo. Com efeito, suponha k = 0 e mostremos
que u ∈ Cj(Rn+1). Derivando sob o sinal de integração, temos

∂tu(x, t) =
n∑
i=1

∫
Rn
∂iv(x− ty)(−yi)φ(y)dy.

Mais geral, tem-se

∂ltu(x, t) = (−1)l
∑
|β|=l

∫
Rn
∂βv(x− ty)yβφ(y)dy.

Portanto, para α = (γ, l) ∈ Zn+ × Z+, com |α| ≤ j, obtemos

∂αu(x, t) = ∂γx∂
l
tu(x, t) = (−1)l

∑
|β|=l

∫
Rn
∂γ+βv(x− ty) yβφ(y) dy.

Uma vez que |γ+β| = |γ|+|β| = |γ|+l = |α| ≤ j e v ∈ Cj, temos que ∂γ+βv é contínua.
Além disso, yβφ ∈ C∞c (Rn). Portanto, ∂αu é contínua e finalmente u ∈ Cj(Rn+1).

Seja k ≥ 1 e suponha que tlu(x, t) ∈ C l+j(Rn+1) para l = 0, 1, . . . , k − 1 e mostremos
que o mesmo vale para l = k. Note, inicialmente, que para t 6= 0 vale

tku(x, t) = tk|t|−n
∫
Rn
v(y)φ((x− y)/t) dy.

Assim, diferenciando sob o sinal de integração e retornando as coordenadas iniciais,
obtemos as seguintes expressões

∂xi(t
ku(x, t)) = tk−1

∫
Rn
v(x− ty) ∂i φ(y) dy, (1.1)

e

∂t(t
ku(x, t)) = tk−1

∫
Rn
v(x− ty)[(k − n)φ(y)−

n∑
i=1

∂i φ(y)yi] dy. (1.2)

Para a prova da equação (1.1), note que

∂xi(t
ku(x, t)) = tk|t|−n

∫
Rn
v(y)∂xi(φ((x− y)/t)) dy

= tk−1|t|−n
∫
Rn
v(y)(∂iφ)((x− y)/t)) dy

= tk−1

∫
Rn
v(x− ty)(∂iφ)(y) dy.

Para a prova da equação (1.2), podemos supor, sem perda de generalidade, que t > 0.
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Assim,

∂t(t
ku(x, t)) = ∂t(t

k−n
∫
Rn
v(y)φ((x− y)/t) dy)

=

∫
Rn
v(y)[(k − n)tk−n−1φ((x− y)/t)− tk−n−2

n∑
i=1

∂i φ((x− y)/t)(xi − yi)] dy

=

∫
Rn
v(x− ty)[(k − n)tk−1φ(z)− tk−1

n∑
i=1

∂i φ(y)(yi)] dy

= tk−1

∫
Rn
v(x− ty)[(k − n)φ(z)−

n∑
i=1

∂i φ(y)(yi)] dy.

O próximo passo consiste em mostrar que as equações (1.1) e (1.2) ocorrem inclusive para
t = 0. Seja f(t) = tku(x, t) para algum x ∈ Rn fixo. Note que f(t) é uma função contínua
nos reais e diferenciável para todo t 6= 0. Consideremos os seguintes casos:

Caso 1: k = 1. Neste caso, provaremos que as seguintes identidades ocorrem para t = 0.

∂xi(tu(x, t)) =

∫
Rn
v(x− ty)∂i φ(y) dy,

∂t(tu(x, t)) =

∫
Rn
v(x− ty)

[
(1− n)φ(y)−

n∑
i=1

∂i φ(y)yi

]
dy.

Para a prova da primeira equação, notemos que

lim
t→0

∫
Rn
v(x− ty)∂iφ(y) dy = v(x)

∫
Rn
∂i φ(y) dy = 0. (1.3)

Por outro lado,

∂xi(tu(x, t)) = t∂xi(u(x, t)) = t t−1

∫
Rn
v(x− ty)∂iφ(y) dy → 0, t→ 0. (1.4)

Assim, segue de (1.3) e (1.4) a validade da primeira equação em t = 0.

Para a prova da segunda equação, seja Φ(x) = (1 − n)φ(x) −
∑n

i=1 ∂iφ(x)xi. Então,∫
Rn Φ(x) dx = 1. Logo,

lim
t→0

∫
Rn
v(x− ty)Φ(y) dy = v(x)

∫
Rn

Φ(y) dy = v(x). (1.5)

Por outro lado, seja x ∈ Rn fixo e defina f(t) = tu(x, t). Tal função possui as seguintes
propriedades: f(0) = 0 e, além disso,

∂t(tu(x, t))|t=0 = f ′(0) = lim
t→0

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0
u(x, t) = v(x). (1.6)

Logo, segue de (1.5) e (1.6) a validade da segunda equação em t = 0. Finalizando, assim,
a prova neste caso.
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Caso 2: k ≥ 2. Neste caso, o passo mais importante é mostrar que a equação (1.2) vale
para t = 0. De fato, seja x ∈ Rn um ponto fixado e defina a função h(t) = tku(x, t).
Observe que a função h(t) é contínua nos reais e diferenciável para todo t 6= 0 e h(0) = 0.
Além disso, segue da seguinte estimativa

lim
t→0

h′(t) = lim
t→0

tk−1

∫
Rn
v(x− ty)[(k − n)φ(y)−

n∑
i=1

∂i φ(y)yi] dy = 0

e do Lema 1.1.1 que
∂t(t

ku(x, t))|t=0 = 0,

como queríamos demonstrar. Completando assim a prova das identidades neste caso.

Portanto, segue das identidades (1.1) e (1.2), agora válidas em Rn+1, que as derivadas
de primeira ordem ∂t(t

ku(x, t)) e ∂i(tku(x, t)), sendo i = 1, 2 . . . , n, escrevem-se como
funções da forma tk−1u(x, t) que, pela hipótese de indução, são de classe Cj+k−1(Rn+1),
provando que a função tku(x, t) ∈ Cj+k(Rn+1) finalizando, assim, a prova do item b).

Para a prova do item c), recordamos que devemos mostrar as seguintes identidades{
∂it(t

ku(x, t))|t=0 = 0, i < k

∂kt (tku(x, t))|t=0 = k!v(x), i = k
.

Defina A como sendo a seguinte família de funções:

A = {u(x, t) =

∫
Rn
v(x− ty) φ(y) dy, com φ ∈ C∞c (B(0, 1)),

∫
φ = 1}.

Recorde que, anteriormente, foi mostrado que

∂t(t
ku(x, t)) = tk−1

∫
Rn
v(x− ty)

[
(k − n)φ(y)−

n∑
i=1

∂yi φ(y)yi

]
dy.

Além disso, note que∫
Rn

[
(k − n)φ(y)−

n∑
i=1

∂yiφ(y)yi
]
dy = k.

Portanto, podemos escrever

∂t(t
ku(x, t)) = k tk−1

∫
Rn
v(x− ty) η1(y)dy,

onde

η1(y) =
1

k

[
(k − n)φ(y)−

n∑
i=1

∂yiφ(y)yi

]
,

a qual é C∞c (Rn) e
∫
η1(x)dx = 1.
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Defina u1 por

u1(x, t) =

∫
Rn
v(x− ty)η1(y)dy,

a qual pertence a família A. Além disso, vale

∂tu(x, t) = −1

t

∫
Rn
v(x− ty)

[
nφ(y) +

n∑
i=1

∂yiφ(y)yi

]
dy.

Assim, temos que

∂2
t (t

ku(x, t)) = ∂t(kt
k−1u1(x, t))

= k(k − 1)tk−2u1(x, t) + ktk−1∂tu1(x, t)

= k(k − 1)tk−2

∫
v(x− ty)η1(y)dy

+ ktk−1

{
−1

t

∫
Rn
v(x− ty)

[
nη1(y) +

n∑
i=1

∂yiη1(y)yi

]
dy

}
= k(k − 1)tk−2

∫
Rn
v(x− ty)η1(y)dy

− ktk−2

{∫
Rn
v(x− ty)

[
nη1(y) +

n∑
i=1

∂yiη1(y)yi

]
dy

}

= ktk−2

∫
Rn
v(x− ty)

(
(k − 1− n)η1(y)dy −

n∑
i=1

∂yiη1(y)yi

)
dy

= k(k − 1)tk−2

∫
Rn
v(x− ty)η2(y)dy

= k(k − 1)tk−2u2(x, t),

onde η2 é dada por

η2(y) =
1

k − 1

[
((k − 1)− n)η1(y)−

n∑
i=1

∂yiη1(y)yi

]
,

e, assim como u1, u2 é definida por

u2(x, t) =

∫
Rn
v(x− ty) η2(y) dy.

Note que a aplicação η2 satisfaz as mesmas propriedades de η1, ou seja, η2 é função-teste
e
∫
η2(x)dx = 1, o que torna u2 uma aplicação de A.

De forma mais geral, definimos ηj, para j = 1, . . . , k, por

ηj(y) =
1

k − (j − 1)

[
((k − (j − 1))− n)ηj−1(y)−

n∑
i=1

∂yiηj−1(y)yi

]
,
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e, naturalmente, ficam definidas

uj(x, t) =

∫
Rn
v(x− ty) ηj(y) dy.

Vamos mostrar que
∫
Rn ηj(x)dx = 1, para todo j = 1, . . . , k, mostrando, portanto, que

cada uj ∈ A.

Não é difícil verificar o caso j = 1. Desse modo, suponha que para j = 1, . . . , l, para
l < k, tenha-se que integral de ηj é 1. Mostremos que o mesmo vale para j = l + 1.

De fato,

∫
Rn
ηl+1(y)dy =

∫
Rn

1

k − l

[
((k − l))− n)ηl(y)−

n∑
i=1

∂yiηl(y)yi

]
dy

=
(k − l)− n

k − l

∫
Rn
ηl(y)dy − 1

k − l

n∑
i=1

∫
∂yiηl(y)yidy

=
(k − l)− n

k − l

∫
Rn
ηl(y)dy +

1

k − l

n∑
i=1

∫
ηl(y)∂yiyidy

=
(k − l)− n

k − l

∫
Rn
ηl(y)dy +

n

k − l

∫
ηl(y)dy

=

[
(k − l)− n

k − l
+

n

k − l

] ∫
Rn
ηl(y)dy

=

[
[(k − l)− n] + n

k − l

] ∫
Rn
ηl(y)dy

=
[(k − l)− n] + n

k − l
= 1.

Dado isto, afirmemos que:

∂jt (t
ku(x, t)) = k(k − 1) . . . (k − (j − 1)) tk−juj(x, t), ∀ j = 1, . . . , k. (1.7)

Assumindo (1.7), temos que para j = k vale

∂kt (tk u(x, t)) = k(k − 1) . . . (k − (k − 1))tk−kuk(x, t) = k! uk(x, t).

Além disso, note que u(x, t)|t=0 = v(x), para toda u ∈ A. Portanto,

∂kt (tku(x, t))|t=0 = k! v(x).

Agora, para todo j < k, temos

∂jt (t
ku(x, t)) = ck,j t

k−juj(x, t).
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Segue, claramente, daí que

∂jt (t
ku(x, t))|t=0 = ck,j t

k−juj(x, t)|t=0 = 0.

Finalmente, vamos mostrar (1.7). De fato, note que a afirmação já foi mostrada tanto
para j = 1 quanto para j = 2. Suponhamos que a mesma seja válida para j = 1, ..., l− 1,
para l − 1 < k e mostremos que é válida para j = l.

Com efeito,

∂lt(t
ku(x, t)) = ∂t(∂

l−1
t tk u(x, t))

= ∂t[k(k − 1) . . . (k − (l − 2)) tk−(l−1) ul−1(x, t)]

= k(k − 1) . . . (k − (l − 2))(k − (l − 1)) tk−l ul−1(x, t)

+k(k − 1) . . . (k − (l − 2)) tk−(l−1)∂t ul−1(x, t)

= k(k − 1) . . . (k − (l − 2))(k − (l − 1)) tk−l ul−1(x, t)

+k(k − 1) . . . (k − (l − 2)) tk−(l−1)

{
−1

t

∫
v(x− ty)

[
n ηl−1(y) +

n∑
i=1

∂yiηl−1(y)yi

]
dy

}
= k(k − 1) . . . (k − (l − 2))(k − (l − 1)) tk−l ul−1(x, t)

−k(k − 1) . . . (k − (l − 2)) tk−l
{∫

v(x− ty)

[
n ηl−1(y) +

n∑
i=1

∂yiηl−1(y)yi

]
dy

}
= k(k − 1) . . . (k − (l − 2))(k − (l − 1)) tk−l

∫
v(x− ty) ηl(y)dy

= k(k − 1) . . . (k − (l − 2))(k − (l − 1)) tk−l ul(x, t),

concluindo (1.7) para t 6= 0. Uma análise análoga a desenvolvida para mostrar a identidade
(1.2) para t = 0, conclui (1.7) para todo (x, t) ∈ Rn+1, o que encerra a demonstração.

Corolário 1.1.1. Dada arbitrária uj ∈ Ck−j(Rn), 0 ≤ j ≤ k, pode-se encontrar
u ∈ Ck(Rn+1) tal que

∂jtu(x, t)|t=0 = uj(x), ∀ j = 0, . . . , k.

Demonstração. Vamos utilizar o processo de indução. Para r = 0, 1, . . . , k considere a
seguinte propriedade

P (r) : uj ∈ Ck−j(Rn), 0 ≤ j ≤ r =⇒ ∃ ur ∈ Ck(Rn) : ∂jtu
r(x, t)|t=0 = uj(x), j = 0, . . . , r.

Mostremos, inicialmente, que P (0) é verdadeira. Defina u0(x, t) = u0(x), a qual é de
classe Ck(Rn). Além disso, note que

∂0
t u

0(x, t)|t=0 = u0(x),

mostrando P (0).
Suponha, agora, P (r − 1) verdadeira e mostremos P (r). De fato, sejam u0, u1, . . . , ur

funções dadas tais que uj ∈ Ck−j(Rn).
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Por hipótese, existe uma função ur−1 ∈ Ck(Rn+1) tal que

∂jtu
r−1(x, t)|t=0 = uj(x), j = 0, 1, . . . , r − 1.

Vamos agora encontrar uma função U(x, t) de classe Ck(Rn+1) solução do seguinte sistema
de equações {

∂jtU(x, t)|t=0 = 0, j < r

∂jtU(x, t)|t=0 = ur(x)− ∂jtur−1(x, 0), j = r
.

Defina inicialmente funções vr e v como segue

vr(x) = ur(x)− ∂rt ur−1(x, t)|t=0 e v =
vr
r!
.

Como ur−1 ∈ Ck(Rn+1) e, portanto, ∂rt ur−1 ∈ Ck−r(Rn+1) e pelo fato de ur ∈ Ck−r(Rn),
temos que as funções vr e v são de classe Ck−r(Rn). A seguir, tome φ ∈ C∞c (Rn) tal que∫
Rn φ(x) dx = 1, e defina a função V (x, t) por

V (x, t) =

∫
Rn
vr(x− ty)φ(y) dy.

Graças a Proposição 1.1.4, temos que tr V ∈ C(k−r)+r = Ck(Rn+1) e é solução do seguinte
sistema: {

∂jt t
r V (x, t)|t=0 = 0, j < r

∂jt t
r V (x, t)|t=0 = r! v(x), j = r

.

Seja U(x, t) = tr V (x, t) e defina a função ur(x, t) por ur(x, t) = ur−1(x, t) + U(x, t).
Então, vemos que ur ∈ Ck(Rn) e, além disso, satisfaz as seguintes igualdades

∂rt u
r(x, t)|t=0 = ∂rt (u

r−1(x, t) + U(x, t))|t=0

= ∂rt u
r−1(x, t)|t=0 + ur(x)− ∂rt ur−1(x, t)|t=0 = ur(x),

e se j < r, então

∂jtu
r(x, t)|t=0 = ∂jt (u

r−1(x, t) + U(x, t))|t=0 = uj(x),

completando assim a prova do corolário.

Decorre deste corolário uma versão para multíndices que, posteriormente, será usado
no Teorema 1.2.1. Para a demonstração do corolário abaixo, fixe m e n, números naturais,
e suponha que RN = Rm × Rn sendo N = m+ n. Assim, temos que:

Corolário 1.1.2. Seja ψ ∈ Ck−|α|(Rn), 0 ≤ |α| ≤ k, então existe φ ∈ Ck(RN), tal que

∂αx φ(x, y)|x=0 = ψ(y), ∀ |α| ≤ k.
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Demonstração. Dado α = (j1, ..., jm) ∈ Zm+ , tal que |α| = j1 + · · · + jm ≤ k seja
ψ ∈ Ck−|α|(Rn). Se k1

.
= k − (jm + · · · + j2) então k1 = k − |α| + j1 implicando que

k − |α| = k1 − j1 ≥ 0. Deste modo, segue que ψ ∈ Ck1−j1(Rn). Como 0 ≤ j1 ≤ k1, temos
pelo Corolário 1.1.1 que existe φ1 ∈ Ck1(R× Rn) tal que

∂j1x1
φ1(x1, y)|x1=0 = ψ(y).

Seja k2
.
= k − (jm + ... + j3). Então, k2 = k1 + j2 mostrando que k1 = k2 − j2 ≥ 0

e que φ1 ∈ Ck2−j2(R × Rn) com 0 ≤ j2 ≤ k2. Novamente, pelo Corolário 1.1.1, existe
φ2 ∈ Ck2(R× R× Rn) tal que

∂j2x2
φ2(x1, x2, y)|x2=0 = φ(x1, y).

Como j1 ≤ k2 − j2, temos que

∂j1x1
∂j2x2

φ2(x1, x2, y)|x2=0 = ∂j1x1
φ(x1, y),

de onde concluímos que

∂j1x1
∂j2x2

φ2(x1, x2, y)|x1=x2=0 = ∂j1x1
φ(x1, y)|x1=0 = ψ(y).

Continuando com este processo e definindo k`
.
= k`−1 +j`, ` = 1, . . . ,m sendo k0

.
= k−|α|,

vamos encontrar uma aplicação φ` ∈ Ck`(R` × Rn) tal que

∂j1x1
∂j2x2

. . . ∂j`−1
x`−1

φ`−1(x1, x2, . . . , x`−1, y)|x1=x2=···=x`−1=0 = ψ(y).

Desse modo, sendo ` = m e k` = k, existe φm ∈ Ck(Rm × Rn) de modo que

∂j1x1
... ∂jmxm φm(x1, ..., xm, y)|x1=...=xm=0 = ψ(y).

Assim, se φ = φm e x = (x1, ..., xm), temos portanto que

∂αxφ(x, y)|x=0 = ψ(y),

como queríamos demonstrar.

Observação 1.1.2. Note que se ψ ∈ C∞(Rn), podemos encontrar φ ∈ C∞(RN) sob as
mesmas condições do corolário acima, uma vez que k é arbitrário.

Muitas vezes, em Teoria das Distribuições, deseja-se substituir uma função por outra
com suporte compacto sem que as propriedades da função dada sejam perdidas em algum
conjunto compacto. Isto é feito através de uma multiplicação por uma “função corte”
construída como segue:
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Proposição 1.1.5. Sejam Ω ⊆ Rn conjunto aberto e K compacto de Ω. Então existe
φ ∈ C∞c (Ω) com 0 ≤ φ ≤ 1 tal que φ ≡ 1 em uma vizinhaça de K.

Demonstração. Desde que K é compacto, temos que

d(K,Rn \ Ω) = inf{|x− y|; x ∈ K, y ∈ Rn \ Ω} > 0.

Assim, existe ε > 0 tal que

|x− y| ≥ 4ε, ∀x ∈ K, ∀ y ∈ Rn \ Ω.

Defina, para cada r > 0,

Kr = {x ∈ Ω : |x− y| ≤ r, para algum y ∈ K}.

Se x ∈ K, então |x− x| = 0 < r e, portanto, x ∈ Kr, isto é, K ⊂ Kr. Mais que isso, Kr é
vizinhança de K, para todo r > 0. Seja v a função característica de K2ε. Em particular,
v ≡ 1 em K, já que K ⊂ K2ε. Considere χ ∈ C∞c (B(0, 1)) tal que

∫
χ = 1. Assim, fica

definida χε(x) = ε−nχ(x/ε), a qual é suportada em B(0, ε) e
∫
χε = 1. Defina φ = v ∗ χε.

Afirmação : suppφ ⊂ K3ε. De fato, note que

supp ⊂ supp v + suppχε

= K2ε +B(0, ε).

Segue daí que, se x ∈ suppφ, então x = x1 + x2, para algum x1 ∈ K2ε e para algum
x2 ∈ B(0, ε). Existe, portanto, y ∈ K tal que |x1 − y| ≤ 2ε. Assim, x ∈ K3ε, pois

|x− y| = |(x1 + x2)− y| = |(x1 − y) + x2| ≤ |x1 − y|+ |x2| ≤ 2ε+ ε = 3ε.

Como K3ε ⊂ Ω, temos que φ ∈ C∞c (Ω). Resta mostrar que 0 ≤ φ ≤ 1 e que φ ≡ 1 em Kε.
Com efeito,

0 ≤ φ(x) =

∫
v(x− y)χε(y)dy =

∫
K2ε

χε(y)dy ≤
∫
Rn
χε(y)dy = 1.

Por fim,

(1− φ)(x) = 1− φ(x) = (1 ∗ χε)(x)− (v ∗ χε)(x)

= [(1− v) ∗ χε](x) =

∫
χε(x− y)(1− v)(y)dy

=

∫
|x−y|≤ε

χε(x− y)(1− v)(y)dy = 0 ⇔ v = 1 ⇔ y ∈ K2ε.
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Se x ∈ Kε, então existe z ∈ K tal que |x− z| ≤ ε. Logo,

|y − z| = |(y − x) + (x− z)| ≤ |y − x|+ |x− z| ≤ ε+ ε = 2ε,

isto é, y ∈ K2ε. Portanto, φ ≡ 1 em Kε.

Para referência futura, uma informação adicional sobre φ, como construída no teorema
prévio, é dada pelo corolário abaixo.

Corolário 1.1.3. Para todo multíndice α ∈ Zn+ existe uma constante Cα > 0, dependente
de α, tal que

‖∂αφ‖L∞ ≤ Cαε
−|α|.

Demonstração. De fato, dado α ∈ Zn+, derivando sob o sinal de integração obtemos

|∂αφ(x)| = |∂α(v ∗ χε)(x)| = |[v ∗ ∂α(χε)](x)|.

Passando a desigualdade para o integrando no produto convolução e usando o fato de que
v é a função característica do compacto K2ε, temos que

|∂αφ(x)| ≤
∫
K2ε

|∂α(χε)(x− y)|dy =

∫
K2ε

ε−nε−|α|
∣∣(∂αχ) ((x− y)/ε)

∣∣dy.
Efetuando a mudança de variável y = x− εz, obtemos

|∂αφ(x)| ≤
∫
K2ε

ε−|α||∂αχ(z)|dz ≤ ( sup
z∈K2ε

|∂αχ(z)|)|K2ε|ε−|α| = Cαε
−|α|,

como queríamos demonstrar.

Exemplo 1.1.1. Dado N > 0 existe uma função ψ ∈ C∞(R) tal que

ψ(t) =

{
tN/N !, t ∈ [−1/2, 1/2]

0, |t| > 1
.

e, além disso, para cada M > 0 existe uma constante cM > 0, dependente de M , tal que

M∑
`=0

‖ψ(`)‖L∞(R) ≤ cM .

Com efeito, considere, na Proposição 1.1.5, o caso particular em que Ω = (−1, 1) e
K = [−1/2, 1/2]. Então, existe φ ∈ C∞c (Ω) com 0 ≤ φ ≤ 1 tal que φ ≡ 1 em vizinhaça
de K. De modo natural, estenda φ sobre R, considerando φ = 0 fora de (−1, 1). Temos,
neste caso, que ε = 1/8. Se 0 ≤ ` ≤M , então, pelo Corolário 1.1.3,

‖φ(`)‖L∞ ≤ c 8M .
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Além disso, considere

f(t) =
tN

N !

e, portanto,
‖f (`)‖L∞(−1,1) ≤ 1, ∀ ` ≤M.

Defina ψ = f φ. Então, ψ ∈ C∞c (R) e

ψ(t) =

{
tN/N !, t ∈ [−1/2, 1/2]

0, |t| > 1
.

Além disso, pela Regra de Leibniz, obtemos

‖ψ(`)‖L∞ = ‖ψ(`)‖L∞(−1,1) ≤
∑̀
i=0

(
`

i

)
‖f (`−i)‖L∞(−1,1) ‖φ(`)‖L∞ ≤

∑̀
i=0

(
`

i

)
c 8M = c`,

para 0 ≤ ` ≤M . Tome cM = max c`, concluindo o exemplo.

1.1.2 Distribuições

Um dos objetivos deste capítulo é estudarmos funcionais lineares contínuos definidos
sobre C∞c (Ω). Entretanto, a noção de continuidade para estes é garantida pela escolha
de uma topologia para o espaço das funções-teste. De forma despretenciosa, segue aqui
alguns fatos e definições que levam à noção (desejada, convenientemente) de convergência
em C∞c (Ω).

Definição 1.1.5. Sejam E um espaço vetorial sobre um corpo K e τ uma topologia sobre
E tais que as aplicações abaixo sejam contínuas

(x, y) ∈ E × E 7−→ x+ y ∈ E

(λ, x) ∈ K × E 7−→ λx ∈ E.

Neste caso, dizemos que (E, τ) é um espaço vetorial topológico .

Definição 1.1.6. Sejam E espaço vetorial e p : E 7−→ [0,+∞) uma aplicação. Dizemos
que a aplicação p é seminorma sobre E se para todo x, y ∈ E e todo λ ∈ K vale

(i) p(αx) = |α|p(x);

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Definição 1.1.7. Seja (pk)k≥1 uma família enumerável de seminormas definidas sobre E,
onde E é espaço vetorial. Dizemos que (pk)k≥1 é separável se

pk(x) = 0, ∀ k ⇒ x = 0.
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Seja E um espaço vetorial munido de uma família (pk)k≥1 enumerável de seminormas,
separável. Obtemos, portanto, uma topologia em E, gerada por vizinhanças dadas por
intersecções finitas de semibolas da forma

Bp(x0, r) = {x ∈ E; p(x− x0) < r},

o que torna E um espaço vetorial topológico.
Se essa topologia é metrízável e E é completo segundo esta métrica, dizemos que E é

um espaço de Fréchet.

Exemplo 1.1.2. Fixado m ∈ Z+, seja K compacto de Ω. Para cada j = 1, 2, . . . , defina
Kj como sendo

Kj = {x ∈ Rn; d(x,Rn \ Ω) ≥ 1/j} ∩ {x ∈ Rn; |x| ≤ j}.

Note que

Ω =
∞⋃
j=1

Kj e Kj ⊂⊂ Kj+1,

isto é, Kj ⊂ Kj+1. Dada φ ∈ Cm(Ω), definimos

pj(φ) = sup
|α|≤m

sup
Kj

|∂αφ(x)|.

O conjunto (pj)j≥1 constitui uma família enumerável de seminormas separável e, além
disso, Cm(Ω) é espaço de Fréchet.

O mesmo se conclui para C∞(Ω) se considerarmos (pj,m) j≥1
m∈Z+

, a família de seminormas

definida como no exemplo acima. Assim, definimos:

Definição 1.1.8. Dada uma sequência {φj} de funções em Cm(Ω), dizemos que φj

converge a zero em Cm(Ω), e escrevemos φj −→ 0 em Cm(Ω), se para todo compacto
K

∂αφj(x) −→ 0 uniformemente em K, ∀ |α| ≤ m.

Definição 1.1.9. Dada uma sequência {φj} de funções em C∞(Ω), dizemos que φj

converge a zero em C∞(Ω), e escrevemos φj −→ 0 em C∞(Ω), se para todo compacto
K

∂αφj(x) −→ 0 uniformemente em K, ∀ α ∈ Zn+.

Definição 1.1.10. Um funcional linear u : C∞(Ω) −→ C é contínuo se existem um
compacto K de Ω, uma constante C > 0 e m ∈ Z+ tais que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ(x)|, ∀ φ ∈ C∞(Ω). (1.8)
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Exemplo 1.1.3. Seja K compacto de Ω. Denotemos por C∞K (Ω) o conjunto dado por

C∞K (Ω) = {φ ∈ C∞c (Ω); suppφ ⊆ K}.

Consideremos novamente a família de compactos Kj, como no exemplo prévio. Cada
C∞Kj(Ω) é um espaço de Fréchet com a família de seminormas (pKj ,m)m≥1 definidas por

pKj ,m(φ) = sup
|α|≤m

sup
Kj

|∂αφ(x)|.

Por vezes, escreveremos C∞c (K) para denotar C∞K (Ω).

Queremos agora munir C∞c (Ω) com uma topologia. Note que

C∞c (Ω) =
∞⋃
j=1

C∞Kj(Ω).

Se considerarmos a família (pKj ,m) j≥1,
m∈Z+

, acabamos obtendo a topologia de C∞(Ω).

Munimos, portanto, C∞c (Ω) com a topologia mais fina que torna as inclusões

ij : C∞c (Kj) −→ C∞c (Ω)

contínuas.
Portanto, definimos:

Definição 1.1.11. Dada uma sequência {φj} de funções em C∞c (Ω), dizemos que φj

converge a zero em C∞c (Ω), e escrevemos φj −→ 0 em C∞c (Ω), se

(i) existe compacto K de Ω tal que suppφj ⊆ K, ∀ j;

(ii) ∂αφj(x) −→ 0 uniformemente, para todo α ∈ Zn+.

Definição 1.1.12. Um funcional linear u : C∞c (Ω) −→ C é contínuo se, e somente se,
dado compacto K, existem constante C > 0 e m ∈ Z+ tais que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αφ(x)|, ∀ φ ∈ C∞c (K). (1.9)

Definição 1.1.13. Um funcional u : C∞c (Ω) −→ C é chamado de distribuição se o
mesmo for linear e contínuo. O espaço das distribuições é denotado por D′(Ω).

O estudo e criação da Teoria das Distribuições originou-se nas mãos do matemático
francês Laurent Schwartz que por seu primoroso trabalho foi laureado com a Medalha
Fields. Schwartz denotava o espaço das funções-teste simplesmente por escrever D(Ω), o
que justifica a notação D′(Ω) para o seu dual topológico.

Por vezes, para denotar a distribuição u agindo em uma função-teste φ vamos usar
〈u, φ〉 no lugar de u(φ).
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Exemplo 1.1.4. Fixada f ∈ L1
loc(Ω), defina Tf : C∞c (Ω) −→ C pondo

Tf (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx,

a qual está bem definida e, além disso, define uma distribuição, pois

‖Tf (φ)‖ ≤ c ‖φ‖L∞ .

Portanto, toda função localmente integrável define uma distribuição. Identificamos,
assim, cada função de L1

loc com uma distribuição e, por esta razão, dada f ∈
L1

loc(Ω) não a distinguiremos da distribuição Tf a ela associada. Além de L1
loc(Ω),

por meio desta identificação, estão também contemplados seus subspaços como
C(Ω), Ck(Ω), C∞c (Ω), Lp(Ω), entre outros.

Proposição 1.1.6. Um funcional linear u : C∞c (Ω) −→ C é distribuição se, e somente
se, for sequencialmente contínuo, ou seja,

∀ φj ∈ C∞c (Ω), φj −→ 0 em C∞c (Ω) =⇒ u(φj) −→ 0 em C. (1.10)

Demonstração. Suponha u distribuição e seja {φj} sequência de funções em C∞c (Ω)

convergindo a zero. Portanto, existe compacto K no qual cada φj está suportada. Por
(1.9), existem constantes C > 0 e inteiro não-negativo m tais que

|u(φj)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αφj(x)|, ∀ φj ∈ C∞c (K).

Desde que todas as derivadas de φj convergem uniformemente a zero e, em particular,
as de ordem menor ou igual que m, obtemos que u(φj) −→ 0 em C.

Reciprocamente, suponha que (1.9) não seja válida, isto é, existe compacto K de Ω

para o qual (1.9) não vale para quaisquer que sejam C > 0 e m ∈ Z+. Assim, para cada
j ∈ Z+, existe φj ∈ C∞c (K) tal que

|u(φj)| > j
∑
|α|≤j

sup |∂αφj(x)| ≥ 0.

Além disso, suponhamos que u(φj) = 1 para todo j. Portanto,

0 ≤
∑
|α|≤j

sup |∂αφj(x)| < 1

j
, ∀ j,

implicando que as derivadas de φj convergem uniformemente a zero quando j −→ 0.
Logo, φj −→ 0 em C∞c (Ω) ao mesmo tempo que u(φj) permanece constante a medida que
j cresce, contrariando a hipótese. Logo, u é distribuição, como queríamos demonstrar.
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Definição 1.1.14. Seja u ∈ D′(Ω). Dizemos que u é de ordem menor ou igual que
m se existe constante m ∈ Z+ tal que para todo compacto K, exista constante C > 0,
dependendo de K, de modo que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αφ(x)|, ∀ φ ∈ C∞c (K). (1.11)

Ainda, dizemos que u possui ordem m se m é o menor inteiro satisfazendo (1.11).
Denotamos o espaço das distribuições de ordem menor ou igual que m e o espaço das
distribuições de ordem m por D′(m)(Ω) e D′m(Ω), respectivamente.

Exemplo 1.1.5. Fixado x0 ∈ Ω, temos que o funcional δx0 : C∞c (Ω) −→ C, definido por

δx0(φ) = φ(x0), ∀ φ ∈ C∞c (Ω), (1.12)

define uma distribuição. Além disso, a mesma possui ordem zero.

Exemplo 1.1.6. Considere Q ∩ [0, 1] = {rj | j ∈ N} uma enumeração dos racionais no
intervalo [0, 1]. Defina f da seguinte forma:

f =
∞∑
j=1

1

2j
δrj .

Temos que f ∈ D′(R). De fato, considere a soma parcial

sn =
n∑
j=1

1

2j
δrj ,

a qual é distribuição, uma vez que é soma finita de distribuições. Ainda, dada φ ∈ C∞c (R),
temos que para todo ` e k naturais, com ` ≤ k, vale que

|〈sk, φ〉 − 〈s`, φ〉| =
∣∣ k∑
j=1

1

2j
φ(rj)−

∑̀
j=1

1

2j
φ(rj)

∣∣ ≤ ‖φ‖L∞ k∑
j=`+1

1

2j
−→ 0

quando `, k −→ ∞. Isto mostra que a sequência das somas parciais 〈sn, φ〉 é de Cauchy
e, portanto, f ∈ D′(R). Além disso, vale

|〈f, φ〉| ≤ C‖φ‖L∞ ,

ou seja, f possui ordem nula.

A distribuição no Exemplo 1.1.5 constitui um importante exemplo dentro da teoria das
distribuições e por esta razão, devido ao físico Paul Dirac, recebe o nome de delta de Dirac
centrada em x0. Quando x0 = 0, denotamos-a por δ e nos referimos a ela simplesmente
por dizer delta de Dirac.
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Observação 1.1.3. Munimos D′(Ω) com a topologia fraca*, ou seja, a topologia gerada
pelas seminormas

‖u‖φ = |u(φ)|, ∀ φ ∈ C∞c (Ω),

que, por sua vez, nos dá a seguinte noção de convergência (pontual):

uj −→ 0 em D′(Ω)⇐⇒ uj(φ) −→ 0 em C.

Na seção anterior definimos o suporte de uma função localmente integrável. Uma vez
que a mesma é uma distribuição, desejamos que, se existir (e existe) uma noção de suporte
de distribuição, esta coincida com a noção de suporte de uma função em L1

loc.
Antes disso, precisamos estabelecer algumas noções prévias como, por exemplo, a

restrição de uma distribuição por um aberto. Outra noção é a ferramenta conhecida por
partição da unidade.

Lema 1.1.2. Sejam Ω1, . . . ,Ωk abertos de Rn e

Ω =
k⋃
j=1

Ωj.

Se φ ∈ C∞c (Ω), então existem φ1, . . . , φk tais que φi ∈ C∞c (Ωi), para i = 1, . . . , k, e

φ =
k∑
j=1

φj. (1.13)

Demonstração. Dada φ ∈ C∞c (Ω), temos que o suporte de φ é compacto. Pelo Teorema
de Borel-Lebesgue, existem compactos K1, . . . , Kk, tais que Kj ⊆ Ωj, para j = 1, . . . , k, e

suppφ ⊆
k⋃
j=1

Kj.

Para cada j = 1, ..., k, considere, pela Proposição 1.1.5, ψj ∈ C∞c (Ωj) tal que ψj ≡ 1 em
uma vizinhança de Kj. Defina φ1, φ2, . . . , φk, por

φ1(x) = φ(x)ψ1(x)

φ2(x) = φ(x)ψ2(x)(1− ψ1)(x)
...

φk(x) = φ(x)ψn(x)(1− ψk−1)(x) . . . (1− ψ1)(x)

Temos que suppφj ⊆ Ωj, pois suppφj ⊆ ψj. Além disso, temos que

−φ(x) +
k∑
j=1

φj(x) = φ(x)
k∏
j=1

(1− ψj)(x).
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Se x ∈ Kj, para algum j = 1, . . . , k, então ψj(x) = 1. Por outro lado, se x /∈ Kj, para
todo j = 1, . . . , k, então x /∈ suppφ e, portanto, φ(x) = 0. Logo,

φ =
k∑
j=1

φj.

Definição 1.1.15. Seja u ∈ D′(Ω). Para U aberto de Ω, definimos a restrição de u ao
aberto U como sendo

u|U(φ) = u(φ), ∀ φ ∈ C∞c (U).

Teorema 1.1.1. Se u ∈ D′(Ω) é tal que para cada x ∈ Ω, existe aberto U , x ∈ U , com
u|U = 0, então u = 0.

Demonstração. Seja φ ∈ C∞c (Ω). Uma vez que suppφ é compacto, existem U1, . . . , Uk tal
que

u|Uj = 0, ∀ j = 1, . . . , k e suppφ ⊆
k⋃
j=1

Uj.

Pelo Lema 1.1.2 existem φj ∈ C∞c (Uj) satisfazendo (1.13) e tais que suppφj ⊆ Uj, para
j = 1, . . . , k . Portanto,

u(φ) =
k∑
j=1

u(φj) = 0

Desde que φ é arbitrária, concluímos que u = 0.

Definição 1.1.16. Dada uma distribuição u ∈ D′(Ω), definimos o suporte de u, e
denotamos suppu, como sendo o conjunto dos x ∈ Ω, tais que não existe vizinhaça de x
na qual u seja nula.

Note que o suporte de uma distribuição é um conjunto fechado relativo a Ω. Além
disso, se u é uma distribuição, então o complementar do suporte de u, Ω \ suppu, é o
maior aberto no qual ela se anula.

Definição 1.1.17. Dada uma distribuição u ∈ D′(Ω), dizemos que u é de suporte
compacto se o suporte de u é compacto e denotamos por E ′(Ω) o espaço das distribuições
cujo suporte é compacto.

A própria delta de Dirac é um exemplo de distribuição cujo suporte é compacto, uma
vez que ela está suportada na origem, como veremos mais adiante.

Exemplo 1.1.7. Considere a distribuição dada no Exemplo 1.1.6. A distribuição em
questão pertence a E ′(R). Mais que isso, temos que

supp f = [0, 1].
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Com efeito, como veremos adiante, o suporte da delta de Dirac centrada em rj é o próprio
{rj}. Daí, segue que

supp f ⊂
∞⋃
j=1

supp δrj =
∞⋃
j=1

{rj} ⊂ Q ∩ [0, 1] ⊂ [0, 1].

Por outro lado, para mostrar que [0, 1] ⊂ supp f , seja x ∈ [0, 1]. Qualquer vizinhança
aberta U de x contém racionais rj ∈ [0, 1]. Portanto, f restrita a U é não-nula. Logo,
não existe vizinhança de x na qual f se anula, isto é, x ∈ supp f , concluindo a inclusão
desejada.

Em Teoria das Distribuições, muitas vezes, estamos interessados em estender
distribuições a funcionais lineares contínuos sobre algum espaço. Por exemplo, é possível
estender uma distribuição a um funcional linear contínuo definido sobre C∞(Ω)? Se é
possível, sob quais condições?

É com o intuito de responder estas questões que apresentemos os seguintes resultados.

Proposição 1.1.7. Seja u ∈ D′(Ω). Então, u pode ser estendido a um funcional linear
ũ definido sobre

{ϕ ∈ C∞(Ω) : suppu ∩ suppϕ ⊂⊂ Ω}

de maneira única, satisfazendo:

(i) ũ(ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ C∞(Ω) tal que suppu ∩ suppϕ = ∅;

(ii) ũ(ϕ) = u(ϕ), ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

Demonstração. Mostremos, inicialmente, a unicidade de tal extensão.
Seja ϕ ∈ C∞c (Ω) tal que suppu ∩ suppϕ ⊂⊂ Ω. Defina K = suppu ∩ suppϕ, o

qual é compacto. Desse modo, pela Proposição 1.1.5, existe ψ ∈ C∞c (Ω), ψ ≡ 1 em uma
vizinhaça U de K. Além disso, temos que

ϕ = ϕψ + (1− ψ)ϕ = ϕ0 + ϕ1.

Desde que suppϕ0 ⊂ suppψ, obtemos que ϕ0 ∈ C∞c (Ω). Ainda, ϕ1 ∈ C∞(Ω) e vale que

suppu ∩ suppϕ1 = ∅.

De fato, se x ∈ suppϕ1, então existe xn ∈ Ω com ϕ1(xn) 6= 0, para todo n ∈ N, tal que
xn −→ x. Portanto, para cada n ∈ N, temos

ϕ1(xn) = (1− ψ(xn))ϕ(xn) 6= 0 =⇒ ϕ(xn) 6= 0 e ψ(xn) 6= 1

=⇒ xn ∈ (Ω \ U) ∩ suppϕ1, ∀ n.
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Assim, como (Ω \ U) ∩ suppϕ1 é fechado em Ω e xn −→ x, obtemos que x ∈
(Ω \U) ∩ suppϕ1. Ainda, desde que x ∈ Ω \U e K ⊂ U , então x /∈ K = suppu∩ suppϕ

e, portanto, x /∈ suppu, mostrando que suppu ∩ suppϕ1 = ∅. Seja E = {ϕ ∈ C∞(Ω) :

suppu ∩ suppϕ ⊂⊂ Ω}. Suponha, portanto, que exista ũ : E −→ C satisfazendo as
condições (i) e (ii). Desse modo, para toda ϕ ∈ E, temos

ũ(ϕ) = ũ(ϕ0 + ϕ1) = ũ(ϕ0) + ũ(ϕ1) = ũ(ϕ0) = u(ϕ0).

Daí, se existe ũ1 tal qual ũ, então

ũ1(ϕ) = u(ϕ0) = ũ(ϕ), ∀ϕ ∈ E,

ou seja, ũ1 = ũ, mostrando a unicidade. Para mostrar a existência, dada ϕ ∈ E,
escrevemos ϕ = ϕ0 + ϕ1, onde ϕ0 ∈ C∞c (Ω) e ϕ1 ∈ C∞(Ω) tal que suppu ∩ suppϕ1 = ∅.
Assim, defina ũ : E −→ C, por

ũ(ϕ) = u(ϕ0).

Sejam φ0 ∈ C∞c (Ω) e φ1 ∈ C∞(Ω) como ϕ0 e ϕ1, respectivamente, e tais que

ϕ = φ0 + φ1.

Defina χ = ϕ0 − φ0. Daí, segue que χ ∈ C∞c (Ω). Por outro lado, temos também que
χ = ϕ1 − φ1, que implica em suppu ∩ suppχ = ∅. Assim,

ũ(χ) = ũ(χ+ 0) = u(χ) = 0 =⇒ ũ(ϕ) = u(ϕ0) = u(φ0) = ũ(ϕ),

mostrando que ũ está bem definida.
Agora, se ϕ ∈ C∞(Ω) tal que suppu ∩ supp = ∅, então ϕ = 0 + ϕ1, onde ϕ0 = 0 e

ϕ1 = ϕ. Portanto, ũ(ϕ) = 0. Logo, ũ satisfaz (i). Se ϕ ∈ C∞c (Ω), então ϕ = ϕ0 + 0, onde
ϕ0 = ϕ. Assim, ũ(ϕ) = u(ϕ0) = u(ϕ), mostrando a condição (ii).

Corolário 1.1.4. Se u ∈ E ′(Ω), então u é estendido de maneira única a um funcional
linear sobre C∞(Ω) satisfazendo (i) e (ii) como na proposição acima.

Demonstração. Se u ∈ E ′(Ω), então

suppu ∩ suppϕ ⊂⊂ Ω, ∀ ϕ ∈ C∞(Ω).

Temos, portanto, que E, como na Proposição 1.1.7, coincide com C∞(Ω). Logo, u é
estendido unicamente a um funcional linear sobre C∞(Ω) obdecendo as condições (i) e
(ii).

Mais que isso, temos a seguinte proposição:
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Proposição 1.1.8. E ′(Ω) é o dual topológico de C∞(Ω) com a topologia definida pelas
seminormas

ϕ 7→ ‖ϕ‖m,K =
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αϕ|,

onde K percorre todos os compactos de Ω e m ∈ Z+.

Demonstração. Seja u ∈ E ′(Ω). Pelo corolário anterior, u admite uma única extensão
linear sobre C∞(Ω). Vamos denotar tal extensão pela própria u. Além disso, considere
ψ ∈ C∞c (Ω), com ψ ≡ 1 em uma vizinhança de suppu. Assim, para toda ϕ ∈ C∞(Ω),
escrevemos

ϕ = ϕψ + (1− ψ)ϕ.

Desde que suppu∩ supp(1−ψ)ϕ = ∅, temos que u(ϕ) = u(ϕψ). Para K = suppψ, existe
C > 0 e m ∈ Z+, tais que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αφ|, ∀φ ∈ C∞c (K).

Em particular, suppϕ ψ ⊂ suppψ = K. Portanto, pela Regra de Leibniz, obtemos que

|u(ϕ)| = |u(ϕψ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
K
|∂α(ϕψ)| ≤ C ′

∑
|β|≤m

sup
K
|∂βϕ| = C ′‖ϕ‖m,K ,

isto é, u é um funcional linear contínuo sobre C∞(Ω). Reciprocamente, seja v um funcional
linear contínuo em C∞(Ω). Então, existe compacto L e constantes C > 0 e m ∈ Z+ tais
que

|v(φ)| ≤ C‖φ‖m,L = C
∑
|α|≤m

sup
L
|∂αφ|, ∀φ ∈ C∞(Ω). (1.14)

Se u = v|C∞c (Ω), então u ∈ E ′(Ω). Com efeito, u é linear, uma vez que v o é. Agora, dada
sequência φj −→ 0 em C∞c (Ω), existe compacto K que contém o suporte de cada φj. Caso
L ∩K = ∅, note que

sup
L
|∂αφj| = 0. (1.15)

Se L ∩K 6= ∅, temos que

sup
L
|∂αφj| = sup

L∩K
|∂αφj| ≤ sup

K
|∂αφj|. (1.16)

Em ambos os casos, usando a estimativa (1.14) combinada com (1.15) e (1.16),
respectivamente, para cada φj e fazendo j −→∞, temos que u(φj) −→ 0 em C, mostrando
a continuidade de u.

Resta mostrar que u possui suporte compacto. Para tanto, mostremos que suppu ⊆ L.
De fato, se x /∈ L, então existe δ > 0, tal que B(x, δ) ⊂ Ω \ L. Assim, para toda
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ϕ ∈ C∞c (B(x, δ)), vale

|u(ϕ)| ≤ C‖ϕ‖m,L = C
∑
|α|≤m

sup
L
|∂αϕ| = 0.

Portanto, u(ϕ) = 0, para toda ϕ ∈ C∞c (B(x, δ)), isto é, x /∈ suppu. Logo, u ∈ E ′(Ω).

Da mesma forma como as distribuições de suporte compacto podem ser estendidas a
funcionais lineares sobre funções de classe C∞, podemos também estender as distribuições
de ordem finita sobre um espaço de funções, cujo suporte é compacto, sem exigir muito
da regularidade destas.

Proposição 1.1.9. Se u ∈ D′(m)(Ω), então u pode ser estendida a um funcional linear
definido sobre Cm

c (Ω).

Demonstração. Seja u ∈ D′(m). Temos que para todo compacto K existe C > 0, tal que

|u(ϕ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αϕ|, ∀ϕ ∈ C∞c (K).

Fixe ϕ ∈ Cm
c (Ω) e seja K compacto de Ω. Temos que existe compacto L de modo que

K ⊂ L e suppϕ ⊂ L. Pela Proposição 1.1.3, existe {ϕj} ⊂ C∞c (L) tal que

sup |∂αϕj − ∂αϕ| −→ 0, ∀ |α| ≤ m. (1.17)

Portanto, definimos
ũ(ϕ) = lim

j−→∞
u(ϕj). (1.18)

Tal limite existe, pois dados j, ` ∈ N, temos que

|u(ϕj)− u(ϕ`)| = |u(ϕj − ϕ`)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂α(ϕj − ϕ`)|. (1.19)

Fazendo j, ` −→∞, temos, por (1.17) e (1.19), que {u(ϕj)} é sequência de Cauchy e, uma
vez que C é completo, o limite em (1.18) existe. Ainda, suponha que exista {ϕ′j} ⊂ C∞c (L),
assim como {ϕj}, isto é,

sup |∂αϕ′j − ∂αϕ| −→ 0, ∀ |α| ≤ m.

Assim,

|u(ϕ′j)− u(ϕj)| = |u(ϕ′j − ϕj)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂α(ϕ′j − ϕ)|+ sup |∂α(ϕj − ϕ)|

−→ 0, quando j −→∞.
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Então, limu(ϕj) = limu(ϕ′j), o que mostra a boa definição de u. Ainda, para cada j ∈ N,
vale, em particular, já que suppϕj ⊂ L, que

|u(ϕj)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αϕj|. (1.20)

Fazendo j −→∞, em (1.20), vem que

|ũ(ϕ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂αϕ|, ∀ ϕ ∈ Cm
c (Ω).

Portanto, ũ pertence ao dual topológico de Cm
c (Ω).

Definição 1.1.18. Dado m ∈ Z+, definimos o espaço das distribuições com suporte
compacto, cuja ordem é menor igual que m, denotado por E ′(m), ou seja,

E ′(m)
= E ′ ∩ D′(m)

.

Nos teoremas que seguem, não distinguiremos a distribuição de sua extensão. O
teorema a seguir reune, em sua essência, as duas últimas proposições.

Teorema 1.1.2. Se u ∈ E ′(m)(Ω), então u pode ser estendida a um funcional linear
contínuo sobre Cm(Ω).

Demonstração. Seja u ∈ E ′(m)(Ω). Por definição, u ∈ D′(m)(Ω) e suppu é compacto.
Vamos denotar a extensão linear de u sobre Cm

c (Ω), dada na proposição prévia, pela
própria u. Considere ψ ∈ Cm

c (Ω), com ψ ≡ 1 em uma vizinhança U do suporte de u.
Assim, dada ϕ ∈ Cm(Ω), escrevemos

ϕ = ϕψ + (1− ψ)ϕ = ϕ0 + ϕ1,

com ϕ0 ∈ Cm
c (Ω) e suppu ∩ suppϕ1 = ∅. Defina, portanto,

ũ(ϕ) = u(ϕ0).

Da mesma forma, como na Proposição 1.1.7, mostra-se que ũ está bem definida. Ainda,
como suppψϕ ⊆ suppψ, existe C > 0, tal que

|ũ(ϕ)| = |u(ψϕ)| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |∂α(ψϕ)| ≤ C ′
∑
|α|≤m

sup |∂αϕ|, ∀ ϕ ∈ Cm(Ω),

mostrando que u está no dual topológico de Cm(Ω).
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Vamos dar agora um exemplo de uma família de distribuições cujo suporte é compacto
e, além disso, a ordem é finita.

Exemplo 1.1.8. Fixado y ∈ Rn, defina, para α ∈ Zn+, uα : C∞c (Rn) −→ C por

uα(φ) = ∂αφ(y).

O conjunto {uα}α∈Zn+ constitui uma família especial de distribuições que satisfaz as
condições do teorema acima, pois cada uα é distribuição de ordem finita e com suporte
compacto. Mais que isso, temos que uα é de ordem |α| e suppuα = {y}.

Com efeito, suponhamos, inicialmente, que α = 0. Convenientemente, neste caso,
denotemos uα por δy. Facilmente, obtemos que δy é distribuição de ordem 0, pois

|δy(φ)| = |φ(y)| ≤ sup
x∈Rn
|φ(x)|.

Agora, vamos mostrar que:

a) {y} ⊂ supp δy ;

b) supp δy ⊂ {y}.

Para mostrar a), suponha que x /∈ supp δy e mostremos que x 6= y. Temos que existe
ε > 0 tal que

δy(φ) = 0, ∀ φ ∈ C∞c (B(x, ε)).

Se ocorresse que x = y, então dada vizinhança qualquer U de x e tal que U ⊂ B(x, ε),
considere ϕ ∈ C∞c (B(x, ε)), de modo que ϕ ≡ 1 em U . Logo,

δy(ϕ) = ϕ(y) = 1 6= 0,

o que é um absurdo. Logo, a inclusão em a) está satisfeita.
Por outro lado, para provar b), dado x ∈ Rn, suponha x 6= y e vamos mostrar que

x /∈ supp δy. De fato, seja 0 < ε < |x− y|. Para toda φ ∈ C∞c (B(x, ε)), tem-se

δy(ϕ) = ϕ(y) = 0.

Portanto, vale b). Logo, supp δy = {y}.
Mostremos as inclusões equivalentes aos itens a) e b) para uα, no caso em que α 6= 0.

Para a), seja x0 /∈ suppuα e vamos mostrar que x0 6= y. Temos que existe U vizinhança
aberta de x0 tal que

uα(φ) = 0, ∀ φ ∈ C∞c (U).

Suponha que x0 = y. Seja ψ ∈ C∞c (U), com ψ ≡ 1 em vizinhança de x0. Defina
φ ∈ C∞c (U), por

φ(x) = xαψ(x).
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Temos, pela Regra de Leibniz, que

∂αφ(x) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βxα∂α−βψ(x) =

∑
β=α

ψ(x) +
∑
β<α

Cβ,αx
α−β∂α−βψ(x).

Portanto,
uα(φ) = ∂αφ(y) =

∑
β=α

ψ(y) = |α| 6= 0,

contradizendo o fato de x0 pertencer ao suporte de uα. Para a outra inclusão, seja
x ∈ suppuα. Suponha que x 6= y e, portanto, considere uma bola centrada em x a qual
não contém y. Claramente, temos que uα se anula nesta vizinhaça de x, contrariando o
fato de x estar no suporte de uα. Conclui-se, daí, que suppuα = {y}.

Resta mostrar que uα tem ordem |α|. É claro que

|uα(φ)| = |∂αφ(y)| ≤
∑
β≤α

sup
x∈Rn
|∂βφ(x)|,

isto é, uα tem ordem menor ou igual que |α|.

Vamos mostrar que uα /∈ D′(|α|−1). De fato, seja ψ ∈ C∞c (B(0, 1)) tal que ψ(0) = 1.
Para r > 0 fixado, defina

ϕr(x) = (x− y)αψ

(
x− y
r

)
.

Assim,

uα(ϕr) = ∂αϕr(y) = ∂α(x− y)αψ

(
x− y
r

)
=
∑
β≤α

(
α

β

)
∂β(x− y)α∂α−βψ

(
x− y
r

)
.

Mas,

∂β(x− y)α|x=y =

{
0, β < α

α!, β = α
.

Logo,
uα(ϕr) = α! ψ(0) = α!, ∀ r > 0. (1.21)

Suponha, agora, |β| < |α|. Temos, a partir da Regra de Leibniz, que

sup |∂βϕr(x)| ≤ C r|α|−|β|. (1.22)

Fazendo r −→ 0, temos que sup |∂βϕr(x)| −→ 0. A partir das equações (1.22) e (1.21),
mostramos que existe compacto L = B(0, 1) e ψ ∈ C∞c (B(0, 1)) tais que, para qualquer
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C > 0, não vale a seguinte estimativa:

|u(ψ)| ≤ C
∑

|β|≤|α|−1

sup |∂βψ|,

isto é, uα /∈ D′(|α|−1), concluindo que uα tem ordem |α|.

Vamos denotar uα, como no exemplo acima, por δ(α)
y . Portanto, acabamos de mostrar

que δ
(α)
y está suportada em {y} e possui ordem |α|. Reciprocamente, se u é uma

distribuição de ordem k e suppu = {y}, então

u(φ) =
∑
|α|≤k

aαδ
(α)
y (φ), ∀ φ ∈ C∞c ,

para algumas constantes aα ∈ C.
Este é o assunto do próximo teorema.

Lema 1.1.3. Se u ∈ E ′ com ordem menor ou igual a k e se φ ∈ Ck, é tal que

∂α φ(x) = 0, ∀ |α| ≤ k, ∀ x ∈ suppu,

então u(φ) = 0.

Demonstração. Recordemos que u(φ) está definida para toda φ ∈ Ck
c . Ainda, existe uma

única extensão de u para toda φ ∈ Ck, para as quais u(φ) = 0 quando suppu∩suppφ = ∅.
Se K é vizinhança de suppu, vale, além disso, que

|u(φ)| ≤ C
∑
|α|≤k

sup
K
|∂αφ|, ∀ φ ∈ Ck.

Pela Proposição 1.1.5, podemos considerar φε ∈ C∞c , φε ≡ 1, em vizinhança de suppu,
tal que φε se anula fora de

Mε = {y : |y − x| ≤ ε, para algum x ∈ supp},

e
|∂αφε| ≤ Cε−|α|, ∀ |α| ≤ k.

Afirmemos que suppu∩ supp(1− φε)φ = ∅. De fato, dado x ∈ suppu, vamos mostrar
que o mesmo não está em supp(1 − φε). Temos que existe δ > 0 tal que B(x, δ) esteja
contida em vizinhaça de x na qual φε ≡ 1. Assim,

(1− φε)(y)φ(y) = 0, ∀ y ∈ B(x, δ).

Logo, x /∈ supp(1− φε)φ.
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Daí, segue que u((1− φε)φ) = 0. Desde que u = (φε)φ+ (1− φε)φ, temos que

u(φ) = u(φεφ).

Desde que u ∈ D′ e é de ordem menor ou igual que k, temos que para qualquer compacto
K, existe C > 0 tal que

|u(ϕ)| ≤ C
∑
|α|≤k

sup |∂αϕ|, ∀ ϕ ∈ Ck(K).

Em particular, a estimativa acima vale para K = Mε e para ϕ = φεφ, cujo suporte está
contido em K. Desse modo, se 0 < ε < 1, temos

|u(φ)| = |u(φεφ)| ≤ C
∑
|α|≤k

sup
Mε

|∂α(φεφ)|

≤ C ′
∑
|α|≤k

∑
β+γ=α

sup
Mε

|∂βφε∂γφ|

≤ C ′′
∑
|β+γ|≤k

sup
Mε

|∂βφε||∂γφ|

≤ C ′′′
∑

|β|+|γ|≤k

ε−|β| sup
Mε

|∂γφ|

≤ C ′′′
∑

|γ|≤k−|β|

ε|γ|−k sup
Mε

|∂γφ|

≤ C ′′′
∑
|γ|≤k

ε|γ|−k sup
Mε

|∂γφ|

= C ′′′
∑
|γ|=k

sup
Mε

|∂γφ|+ C ′′′
∑
|γ|<k

ε|γ|−k sup
Mε

|∂γφ|.

Vamos mostrar que ε|γ|−k supMε
|∂γφ| −→ 0, quando ε −→ 0. Com efeito, suponha |γ| = k.

Desde que ∂γφ é uniformemente contínua, dado δ > 0, existe δ′ > 0 tal que se |z−w| < δ
′ ,

então |∂γφ(z) − ∂γφ(w)| < δ. Assim, para todo ε < δ′ e para cada y ∈ Mε, existe
xy ∈ suppu tal que

|y − xy| < ε < δ′,

o que implica em
|∂γφ(y)| = |∂γφ(y)− ∂γφ(xy)| < δ.

Isso mostra que supMε
|∂γφ| −→ 0, quando ε −→ 0. Quando |γ| < k, temos também que

dado y ∈Mε, existe x ∈ suppu tal que

|y − xy| < ε.



37

Fixados y e x, defina η : [0, 1] −→ R, por

η(t) = ∂γφ(x+ t(y − x)).

Aplicando a fórmula de Taylor para η, temos

η(t) = η(0) + η′(0)t+ η′′(0)
t2

2!
+ ...+ ηk−|γ|−1(0)

tk−|γ|−1

(k − |γ| − 1)!
+ ηk−|γ|(s)

tk−|γ|

(k − |γ|)!
,

para s ∈ (0, t). Note que

η(0) = η′(0) = η′′(0) = ... = ηk−|γ|−1(0) = 0.

Assim, para t = 1, obtemos

η(1) =

(
d

dt

)k−|γ|
∂γφ(x+ s(y − x))

1

(k − |γ|)!

= ∂αφ(x+ s(y − x))
(y − x)β

(k − |γ|)!
,

onde |α| = k e |β| = k − |γ|. Portanto,

ε|γ|−k sup
Mε

|∂γφ| = ε|γ|−k sup
Mε

|η(1)|

= ε|γ|−k sup
Mε

∣∣∣∣∂αφ(x+ s(y − x))
(y − x)β

(k − |γ|)!

∣∣∣∣
≤ ε|γ|−k sup

Mε

sup
0<s<1

∣∣∣∣∂αφ(x+ s(y − x))
(y − x)β

(k − |γ|)!

∣∣∣∣
= ε|γ|−k sup

Mε

sup
0<s<1

|∂αφ(x+ s(y − x))|
∣∣∣∣ (y − x)β

(k − |γ|)!

∣∣∣∣
≤ ε|γ|−k sup

Mε

sup
0<s<1

|∂αφ(x+ s(y − x))| |y − x|
|β|

(k − |γ|)!

≤ ε|γ|−k sup
Mε

sup
0<s<1

|∂αφ(x+ s(y − x))| |y − x|
k−|γ|

(k − |γ|)!

=
1

(k − |γ|)!
sup
Mε

sup
0<s<1

|∂αφ(x+ s(y − x))| ε→0−→ 0,

pois |α| = k. Logo, u(φ) = 0.

Teorema 1.1.3. Se u é uma distribuição de ordem k tal que suppu = {y}, então u é da
forma

u(φ) =
∑
|α|≤k

aαδ
(α)(φ), ∀ φ ∈ Ck,

para constantes aα ∈ C.
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Demonstração. Dada φ ∈ Ck, temos, pela expansão em Taylor em torno de y, que

φ(x) = φ(y + (x− y)) =
∑
|α|≤k

∂αφ(y)
(x− y)α

α!
+ Ψ(x),

onde

Ψ(x) = (k + 1)

1∫
0

(1− t)k
∑
|α|=k+1

∂αφ(y + t(x− y))
(x− y)α

α!
dt.

Temos que ∂βΨ(y) = 0, ∀ |β| ≤ k. Pelo lema prévio, temos que u(Ψ) = 0. Portanto,
a linearidade de u fornece

u(φ) = u

∑
|α|≤k

∂αφ(y)
(x− y)α

α!


=
∑
|α|≤k

∂αφ(y) u

(
(· −y)α

α!

)
=
∑
|α|≤k

aα ∂
αφ(y)

=
∑
|α|≤k

aα uα(φ),

onde aα = u
(

(· − y)α

α!

)
∈ C.

Recorde que, como mencionado inicialmente, estamos interessados em estudar
distribuições cujo suporte, além de compacto, está contido em um hiperplano. Mais
que isso, estamos interessados em apresentar um resultado de decomposição, análogo ao
teorema prévio, mas para esta classe particular de distribuições.

Antes de realizarmos efetivamente este passo, vamos estabelecer algumas ferramentas
da Teoria das Distribuições, entre elas o produto tensorial.

1.1.3 Operações com distribuições

Considere o operador linear L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω). Suponhamos que L é contínuo
no sentido que se φj converge a zero em C∞c (Ω), então L(φj) converge a zero em C∞c (Ω).

Definição 1.1.19. Definimos o transposto formal de L como sendo o operador
Lt : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) que satisfaz∫

(Lϕ)ψdx =

∫
ϕ(Ltψ)dx, ∀ φ, ψ ∈ C∞c (Ω). (1.23)
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Exemplo 1.1.9. Seja L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω), dado por

L(ϕ) =
∂ϕ

∂xj
, ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

Temos que o transposto formal de L é dado por

Lt(ϕ) = − ∂

∂xj
ϕ = −L(ϕ), ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

De modo mais geral, temos:

Exemplo 1.1.10. Dado α ∈ Zn+, defina L = ∂α. Portanto, obtemos que

Lt = (−1)|α|L.

Exemplo 1.1.11. Seja f ∈ C∞(Ω). Defina o operador L pelo produto de f por ϕ, para
toda função ϕ ∈ C∞c (Ω), isto é,

L(ϕ) = fϕ.

Neste caso, o transposto formal de L é o próprio, ou seja, Lt = L.

Observação 1.1.4. Seja L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) operador linear contínuo e Lt seu
transposto formal. Podemos estender L, de maneira única, a um operador

L̃ : D′(Ω) −→ D′(Ω)

da seguinte forma: se u ∈ D′(Ω), então

〈L̃u, ϕ〉 = 〈u, Ltϕ〉, ∀ ϕ ∈ C∞c (Ω).

Vamos usar o próprio L para denotar L̃.

Assim, para u ∈ D′(Ω), decorre dos exemplos acima bem como da prévia observação
que:

• 〈∂αu, ϕ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αϕ〉 (derivação)

• 〈fu, ϕ〉 = 〈u, fϕ〉 (produto por uma função C∞)

Exemplo 1.1.12. Seja H : R −→ R definida por

H(x) =

{
1, x > 0

0, x ≤ 0
,

que está em L1
loc(R).
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H é chamada Função de Heaviside. Para cada ϕ ∈ C∞c (R), temos que

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫
R
H(x)ϕ′(x)dx = −

∞∫
0

ϕ′(x)dx = 〈δ, ϕ〉,

isto é, H ′ = δ.

Exemplo 1.1.13. Seja Φ : Ω −→ Ω um difeomorfismo de classe C∞. Defina L :

C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) por
L(ϕ) = ϕ ◦ Φ.

O operador L é linear e contínuo em C∞c (Ω). Além disso, temos que∫
Ω

(Lϕ(x))ψ(x)dx =

∫
Ω

ϕ(Φ(x))ψ(x)dx =

∫
Ω

ϕ(y)ψ(Φ−1(y))|J(Φ−1)|dy.

Definimos, portanto, o transposto formal de L por

Lt(φ) = |J(Φ−1)|φ ◦ Φ−1.

Segue, daí, dois casos particulares de difeomorfismos: translação e reflexão.

Exemplo 1.1.14. Fixe a ∈ Rn. Defina Φ : Rn −→ Rn por Φ(x) = x − a. Assim, por
considerar L como no exemplo anterior, temos que

L(ϕ) = ϕa,

onde ϕa(x) = ϕ(x− a). Daí, para u ∈ D′(Rn), definimos ua dada por

〈ua, ϕ〉 = 〈u, ϕ ◦ Φ−1〉 = 〈u, ϕ−a〉. (1.24)

Exemplo 1.1.15. Defina Φ : Rn −→ Rn por Φ(x) = −x. Denotemos por ϕ̌ a função

ϕ̌(x) = ϕ(−x).

Assim, para u ∈ D′(Rn), temos que

〈ǔ, ϕ〉 = 〈u, ϕ̌〉. (1.25)

Somam-se, portanto, à derivação de distribuição e produto por função C∞ as seguintes
operações:

• 〈ua, ϕ〉 = 〈u, ϕ−a〉 (translação)

• 〈ǔ, ϕ〉 = 〈u, ϕ̌〉 (reflexão)
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Queremos, agora, dar uma noção de produto convolução entre uma função-teste e uma
distribuição. Vamos pensar, inicialmente, o produto entre u ∈ L1

loc(Rn) e ϕ ∈ C∞c (Rn).
Temos que

(u ∗ ϕ)(x) =

∫
u(y)ϕ(x− y)dy =

∫
u(y)ϕ̌(y − x)dy =

∫
u(y)ϕ̌x(y)dy = 〈u, ϕ̌x〉.

Isto nos motiva a seguinte definição:

Definição 1.1.20. Sejam u ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ C∞c (Rn). Definimos o produto convolução
de u por ϕ como sendo

(u ∗ ϕ)(x) = 〈u, ϕ̌x〉. (1.26)

Exemplo 1.1.16. Para toda ϕ ∈ C∞c (Rn), temos que

(δ ∗ ϕ)(x) = 〈δ, ϕ̌x〉 = ϕ̌x(0) = ϕ̌(−x) = ϕ(x), ∀ x ∈ Rn,

isto é, δ ∗ ϕ = ϕ. Em outras palavras, a delta de Dirac atua como elemento neutro na
convolução.

Proposição 1.1.10. Seja φ função-teste, φ ≥ 0, com integral 1. Dada u ∈ D′(Rn),
definimos para ε > 0

uε = u ∗ φε.

Então, uε −→ u em D′(Rn), quando ε −→ 0.

Demonstração. Dada ψ ∈ C∞c (Rn), vamos mostrar que

〈uε, ψ〉 −→ 〈u, ψ〉,

quando ε −→ 0. Observe, inicialmente, que

(u ∗ ψ̌)(0) = 〈u, ˇ̌ψ0〉 = 〈u, ψ〉.

Daí,
〈uε, ψ〉 = (uε ∗ ψ̌)(0) = (u ∗ φε) ∗ ψ̌)(0) = 〈u, φ̌ ∗ ψ〉.

Mas, pela Proposição 1.1.3, φ̌ ∗ ψ −→ ψ em C∞c (Rn) quando ε −→ 0. Portanto,
〈uε, ψ〉 −→ 〈u, ψ〉.

1.1.4 Produto Tensorial

Sejam Ωj aberto de Rnj e uj ∈ C(Ωj), para j = 1, 2. Definimos o produto tensorial de
u1 por u2 como sendo a função u1 ⊗ u2 ∈ C(Ω1 × Ω2) dada por

(u1 ⊗ u2)(x1, x2) = u1(x1)u2(x2).
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O objetivo, aqui, é definir o produto tensorial entre duas distribuições.

Observação 1.1.5. Note que se ϕj ∈ C∞c (Ωj), j = 1, 2, então

〈(u1 ⊗ u2), (ϕ1 ⊗ ϕ2)〉 = u1(ϕ1)u2(ϕ2).

Lema 1.1.4. Seja u ∈ D′(Ω1). Se φ ∈ C∞(Ω1 × Ω2), Ωi aberto de Rni, e se existe um
compacto K ⊂ Ω1 tal que φ(x1, x2) = 0 para x1 /∈ K, então a aplicação Iφ dada por

Iφ(x2) = u(φ(· , x2))

é C∞ e satisfaz
∂αx2

Iφ(x2) = u(∂αx2
φ(· , x2)).

Demonstração. Ver [7].

Teorema 1.1.4. Seja uj ∈ C(Ωj), para j = 1, 2. Então, existe u ∈ D′(Ω1 × Ω2) tal que

〈u, (ϕ1 ⊗ ϕ2)〉 = u1(ϕ1)u2(ϕ2), ∀ ϕj ∈ C∞c (Ωj), j = 1, 2.

Além disso, para toda ϕ ∈ C∞c (Ω1 × Ω2),

u(ϕ) = 〈u1, 〈u2, ϕ(x1, · )〉〉 (1.27)

u(ϕ) = 〈u2, 〈u1, ϕ(· , x2)〉〉. (1.28)

Demonstração. Vamos mostrar, inicialmente, a unicidade. Para tanto, vamos demonstrar
a seguinte afirmação:

〈u, ϕ1 ⊗ ϕ2〉 = 0, ∀ ϕj ∈ C∞c (Ωj), j = 1, 2 =⇒ u = 0.

Seja ψj ∈ C∞c (Ωj),ψ ≥ 0, com integral não-nula, para j = 1, 2. Para ε > 0, defina

Ψε = (ψ1)ε ⊗ (ψ2)ε.

Ainda, seja Uj ⊂ Ωj aberto com fecho compacto em Ωj e considere χj ∈ C∞c (Ωj),
χ ≡ 1 em uma vizinhança de Uj, j = 1, 2.

Pela proposição anterior, temos que (χ1 ⊗ χ2)u ∗ Ψε −→ (χ1 ⊗ χ2)u em D′(Rn1+n2).
Mas, por hipótese, (χ1 ⊗ χ2)u ∗Ψε = 0 para ε suficientemente pequeno. Logo,

(χ1 ⊗ χ2)u = 0

e, portanto,
u|U1×U2 = 0, ∀ Uj ⊂ Ωj, j = 1, 2,
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implicando em u = 0.
Agora, se u1 e u2 são distribuições que satisfazem as condições do teorema, aplique o

argumento anterior para u2 − u1, donde seguirá que u1 = u2, mostrando a unicidade.
Para demonstrar a existência, considere Kj compacto de Ωj, j = 1, 2. Assim, desde

que uj está em D′(Rnj), existem constantes Cj > 0 e mj, inteiro não-negativo, tais que

|uj(ϕ)| ≤ C
∑
|α|≤mj

sup |∂αϕ|, ∀ ϕ ∈ C∞c (Kj), j = 1, 2. (1.29)

Para ϕ ∈ C∞c (K1 ×K2) defina

Iϕ(x1) = u2(ϕ(x1, · )).

Pelo Lema 1.1.4, temos que Iϕ ∈ C∞c (K1) e vale que

(∂αx1
Iϕ)(x1) = u2(∂αϕ(x1, · )).

Daí, pela continuidade de u2, temos que

|(∂αx1
Iϕ)(x1)| ≤ C

∑
|β|≤mj

sup |∂βx2
∂αx1

ϕ|, ∀ ϕ ∈ C∞c (Kj), j = 1, 2. (1.30)

Definimos, portanto, u : C∞c (Ω1 × Ω2) −→ C por

u(ϕ) = u1(Iϕ).

Juntando (1.29) e (1.30), para j = 1, garantimos a continuidade de u e, ainda, (1.28) é
satisfeita por definição. Analogamente, definimos ũ de modo que (1.28) esteja satisfeita e
concluímos, então, que u = ũ por observar que ambas coincidem em funções ϕ1 ⊗ ϕ2.

Motivados pelo teorema prévio, definimos:

Definição 1.1.21. Dada uj ∈ D′(Ωj), para j = 1, 2, existe única u ∈ D′(Ω1×Ω2) tal que

u(ϕ) = 〈u1, 〈u2, ϕ(x1, · )〉〉

u(ϕ) = 〈u2, 〈u1, ϕ(· , x2)〉〉.

Definimos o produto tensorial de u1 por u2, e denotamos u1 ⊗ u2, por

u = u1 ⊗ u2.

Observação 1.1.6. Dada uj ∈ D′(Ωj), para j = 1, 2, vale que

supu1 ⊗ u2 = supu1 × supu2.
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1.1.5 Distribuições Temperadas

Seja f ∈ L1(Rn), então definimos a transformada de Fourier de f por

f̂(ξ) =

∫
e−ix·ξf(x)dx, ξ ∈ Rn,

onde x· ξ denota x1ξ1 + · · ·+ xnξn.
Note que se f ∈ L1(Rn), então f̂ é contínua e limitada, pois

sup |f̂(ξ)| ≤ ‖f‖L1 .

Podemos definir um operador sobre C∞c (Rn) que para cada f associa a sua
transformada de Fourier. Ocorre que se φ ∈ C∞c (Rn), sua transformada φ̂ não tem
suporte compacto sempre que φ 6= 0, não nos permitindo estender este a um operador
contínuo sobre D′(Rn) de modo que o mesmo possua um transposto formal. Devemos,
portanto, buscar um espaço que contenha C∞c (Rn) e que seja invariante pela transformação
de Fourier. O espaço que buscamos é o espaço das funções de decrescimento rápido no
infinito, chamado de Espaço de Schwartz. Em outras palavras

Definição 1.1.22. Definimos o espaço S(Rn) como sendo o subspaço de C∞(Rn) formado
pelas funções ϕ tais que

sup
Rn
|xβ∂αϕ(x)| <∞, ∀ α, β ∈ Zn+.

Observação 1.1.7. Vale que:

1. C∞c (Rn) ⊂ S(Rn).

2. S(Rn) é espaço de Fréchet com a topologia gerada pelas seminormas.

‖ϕ‖m,α =
∑
|α|≤m

sup |(1 + |x|2)m∂αϕ(x)|.

A convergência segundo essa topologia é dada por

ϕj −→ 0 em S(Rn)⇐⇒ xβ∂αφj(x) −→ 0 uniformemente, ∀α, β ∈ Zn+. (1.31)

3. ϕ(x) = e−|x|
2 ∈ S(Rn), mas não tem suporte compacto.

4. O espaço de Schwartz é fechado para derivações e multiplicação por polinônmio.

5. Ainda, S(Rn) ⊂ L1(Rn).

Agora, defina F : S(Rn) −→ S(Rn) o operador dado por

F(ϕ) = ϕ̂.
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Tanto a boa definição deste operador quanto sua continuidade está assegurada pelo
seguinte teorema:

Teorema 1.1.5. A transformada de Fourier é um operador contínuo de S(Rn) em S(Rn)

e vale:

a) D̂αϕ(ξ) = ξαϕ̂(ξ);

b) F(xαϕ(x))(ξ) = (−1)|α|Dα
ξ ϕ̂(ξ),

onde Dα = Dα1
1 . . . Dαn

n , sendo Dj = −i (∂/∂xj).

Demonstração. Vamos provar b). De fato, note inicialmente que

Dα
ξ e
−x·ξ = (−1)|α|xαe−x·ξ.

Daí, temos que

Dα
ξ ϕ̂(ξ) = Dα

ξ

∫
e−x·ξϕ(x)dx

= (−1)|α|
∫
xαe−x·ξϕ(x)dx

= (−1)|α|F(xαϕ(x))(ξ),

provando b). Para provar a), integramos por partes |α| vezes:

D̂αϕ(ξ) =

∫
e−x·ξDαϕ(x)dx

= (−1)|α|
∫
Dα
x (e−x·ξ)ϕ(x)dx

= (−1)|α|
∫

(−1)|α|ξα(e−x·ξ)ϕ(x)dx

= ξα
∫

(e−x·ξ)ϕ(x)dx

= ξαϕ̂(ξ),

mostrando a).
Vamos mostrar, agora, que se ϕ ∈ S(Rn), então ϕ̂ ∈ S(Rn). Com efeito, dada

ϕ ∈ S(Rn), temos que ϕ ∈ C∞(Rn), pois S(Rn) ⊂ L1(Rn) e a transformada de Fourier
de uma função integrável é contínua.

De a) e b), temos que

ξαDβ
ξ ϕ̂(ξ) = (−1)|β|ξαF(xβϕ(x))(ξ) = (−1)βF(Dα

x [xβϕ(x)])(ξ).

Logo,
sup |ξαDβ

ξ ϕ̂(ξ)| ≤ ‖Dα
x [xβϕ(x)]‖L1 <∞,
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isto é, ϕ̂ ∈ S(Rn).
Por fim, vamos mostrar que F é contínuo, isto é, se para toda sequência ϕj de funções

em S(Rn), vale que

ϕj −→ 0 em S(Rn) =⇒ ϕ̂j −→ 0 em S(Rn).

De fato, seja ϕj ⊂ S(Rn) convergindo a zero em S(Rn). Então,

|ξαDβ
ξ ϕ̂j(ξ)| ≤

∫
|Dα

x (xβϕj(x))|dx

≤ (sup |(1 + |x|2n)Dα
x (xβϕj(x))|)

∫
1

1 + |x|2n
dx

≤ cn sup |(1 + |x|2n)Dα
x (xβϕj(x))| −→ 0,

uniformemente em ξ ∈ Rn, implicando em que ϕ̂j −→ 0 em S(Rn), mostrando que a
transformada de Fourier é contínuo.

Ainda, é possível mostrarmos que, além de contínuo, o operador F é inversível (ver
[8]). Portanto, enunciemos o seguinte teorema:

Teorema 1.1.6. A transformada de Fourier F : S(Rn) −→ S(Rn) é continuamente
inversível e

F−1ϕ(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξϕ(ξ)dξ.

Proposição 1.1.11. Se φ, ψ ∈ S(Rn), então φ ∗ ψ ∈ S(Rn) e, além disso, vale

φ̂ ∗ ψ = φ̂ ψ̂. (1.32)

Demonstração. Ver [9]

Definição 1.1.23. Definimos o espaço das distribuições temperadas, e denotamos
por S ′(Rn), como sendo o espaço dual de S(Rn), ou seja, o espaço dos funcionais lineares
u : S(Rn) −→ C tais que existem C > 0 e m ∈ Z+, com

|〈u, ϕ〉| ≤ C
∑
|α|≤m

sup |(1 + |x|2)∂αϕ(x)|, ∀ ϕ ∈ S(Rn). (1.33)

Observação 1.1.8. A continuidade de um funcional linear definido sobre S(Rn) pode
ser verificada por meio de continuidade sequencial, isto é, a continuidade segundo (1.33)
é equivalente a

ϕj −→ 0 em S(Rn) =⇒ 〈u, ϕj〉 −→ 0 em C.
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1.2 Distribuições suportadas em um hiperplano

O estudo de distribuições suportadas em um hiperplano é um dos pontos centrais no
desenvolvimento deste trabalho. Aqui, vamos nos restringir a distribuições suportadas
num hiperplano, cujo o suporte é compacto. Existe uma gama de distribuições incluídas
nesta classe. A saber:

Exemplo 1.2.1. Considere a distribuição delta de Dirac sobre o Rn. Como visto no
Exemplo 1.1.8, a delta de Dirac está suportada na origem, constituindo-se trivialmente
como um exemplo de distribuição com suporte compacto, o qual está contido no seguinte
conjunto:

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn = 0},

que, por sua vez, é hiperplano de Rn. É claro que há outros hiperplanos que contém o
suporte de δ. De fato, todo hiperplano de Rn que contém a origem contém também o
suporte de δ.

Exemplo 1.2.2. Fixe m inteiro não-negativo. Em R2, considere a distribuição f , dada
por f = δ ⊗ δ(m).

Temos que

supp δ ⊗ δ(m) = supp δ × supp δ(m) = {(0, 0)} ⊂ {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = 0},

mostrando que f pertence a classe das distribuições suportadas num hiperplano cujo
suporte é compacto.

Exemplo 1.2.3. Seja φ ∈ C∞c (R), suportada na bola unitária centrada na origem. Fixado
m inteiro não-negativo, defina

f = φ⊗ δ(m).

De modo análogo ao exemplo anterior, mostra-se que f está suportada no hiperplano
{(x1, x2) ∈ R2 : x2 = 0}.

Exemplo 1.2.4. Seja u a seguinte distribuição:

u =
∞∑
j=1

1

2j
δrj ,

como no Exemplo 1.1.6 em que {rj : j ∈ N} = Q∩ [0, 1]. Em R2, defina a distribuição f ,
dada por

f = u⊗ δ(m),

para m inteiro não-negativo fixado. Recorde que no Exemplo 1.1.7 mostramos que
suppu = [0, 1].
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Portanto, temos que

supp f = [0, 1]× {0} ⊂ {(x1, x2) ∈ R2 : x2 = 0}.

O próximo teorema pode ser visto como uma generalização do Teorema 1.1.3. Vamos
denotar por Π o conjunto

Π = {(x, t) ∈ Rn × R : t = 0}.

Teorema 1.2.1. Seja f ∈ E ′(Rn+1) de ordem k com sup f ⊂ Π. Então, existem
f0, f1, . . . , fk ∈ E ′(Rn) tais que

f(φ) =
k∑
i=1

fi(φi), ∀ φ ∈ C∞(Rn+1),

com φi(x) = ∂itφ(x, 0). Além disso, cada fi é de ordem k − i.

Demonstração. Dada φ ∈ C∞(Rn+1), pela fórmula de Taylor com resto integral, obtemos

φ(x, t) =
k∑
i=0

∂itφ(x, 0)
ti

i!
+R(x, t).

O resto integral R é tal que ∂γ(x,t)R(x, t) = 0 sobre o suporte de f , para todo |γ| ≤ k,
implicando, pelo Lema 1.1.3, que f(R) = 0. Assim, utilizando a linearidade de f , temos
que

f(φ) =
k∑
i=0

f

(
∂itφ(x, 0)

ti

i!

)
. (1.34)

Dada ψ ∈ C∞c (Rn), defina para i = 0, 1, · · · , k

fi(ψ) = f

(
ψ(x)

ti

i

)
,

a qual define uma distribuição. De fato, dado subconjunto compacto K de Rn, seja
ψ ∈ C∞c (Rn) suportada em K. Considere η ∈ C∞c (R) com η(0) = 1. Suponha que
supp η = [−δ, δ], para algum δ > 0. Logo,

ψ(x)
ti

i
= ψ(x)

ti

i
η(t) + (1− η(t))ψ(x)

ti

i
= φ1(x, t) + φ2(x, t),

obtendo que suppφ2 ∩ supp f = ∅ e, portanto, f(φ2) = 0, isto é,

f

(
ψ(x)

ti

i

)
= f(φ1).

Além disso, note que suppφ1 ⊂ K× [−δ, δ], compacto que denotaremos por L. Desde que
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f ∈ D′(Rn+1), existe C > 0 tal que

|fi(ψ)| = |f(φ1)| ≤ C
∑
|γ|≤k

sup
L
|∂γ(x,t)φ1(x, t)|

≤ C
∑
|α|+`≤k

sup
K
|∂αxψ(x)| sup

[−δ,δ]

∣∣d`t(ti/i! η(t))
∣∣

≤ C ′
∑
|α|≤k−`

sup
K
|∂αxψ(x)|,

mostrando que fi ∈ D′(Rn). Mais que isso, temos o seguinte

supp fi × {0} ⊂ supp f,

ou seja, cada fi possui suporte compacto e se anulam fora do hiperplano Π. Para
demonstrar este fato, vamos verificar a inclusão

Rn+1 \ supp f ⊂ Rn+1 \ supp fi × {0}.

Com efeito, seja (x0, t0) ∈ Rn+1 \ supp f . Basta mostrar que x0 /∈ supp fi ou t0 6= 0.
Portanto, suponha t0 = 0 e mostremos que x0 não pode pertencer ao suporte de fi. Desde
que (x0, t0) /∈ supp f , existe δ > 0 tal que

B((x0, t0), δ) ∩ supp f = ∅.

Considere B(x0, δ) a bola em Rn de raio δ > 0 centrada em x0 e seja ψ ∈ C∞c (B(x0, δ)).
Com isso, defina

φ(x, t) = ψ(x)
ti

i!
,

a qual está suportada em B(x0, δ) × R. Mas, B(x0, δ) × R ∩ supp f = ∅, implicando em
que f(φ) = 0. Por outro lado, aplicando a definição de fi, obtemos

fi(ψ) = f(φ) = 0, ∀ φ ∈ C∞c (B(x0, δ)),

isto é, x0 /∈ supp fi. Isso conclui o fato de que fi ∈ E ′(Rn).

Agora, se em (1.34), definimos

φi(x) = ∂itφ(x, 0),

usando novamente a definição de cada fi, temos que

f(φ) =
k∑
i=0

fi(φi),
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obtendo a decomposição como no enunciado do Teorema.
Resta mostrar que cada j = 0, 1 · · · , k fj é de ordem k − j, isto é, dado compacto L

de Rn e ψ ∈ C∞c (L), existe C > 0 tal que

|fj(ψ)| ≤ C
∑
|α|≤k−j

sup
L
|∂αψ(x)|.

Com efeito, dada ψ ∈ C∞(Rn), existe Φ ∈ C∞(Rn+1) satisfazendo

(i) Φ(x, t) = ψ(x) t
j

j!
+ o(|t|k+1);

(ii) Se K0 = supp f = K
′
0 × {0}, então existem compacto K̃ de Rn e C > 0 tais que∑
|γ|≤k

sup
K0

|∂γΦ(x, t)| ≤ C
∑
|α|≤k−j

sup
K̃

|∂αψ(x)|.

De fato, fixado j = 0, 1, · · · , k e dada ψ ∈ C∞(Rn), defina

u0 = 0, · · · , uj−1 = 0, uj = ψ, uj+1 = 0, · · · , uk = 0

e observe que ui ∈ Ck−i(Rn) para i = 0, · · · , k, ou seja, estamos sob as hipóteses do
Corolário 1.1.1. Aplicando este, obtemos Φ ∈ C∞(Rn+1) tal que

∂itΦ(x, 0) = ui(x) =

{
0, i 6= j

ψ(x), i = j
.

Além disso, existem K̃, compacto de Rn, e constante C > 0 tais que

∑
|γ|≤k

sup
K0

|∂γΦ(x, t)| ≤ C

k∑
i=0

∑
|α|≤k−i

sup
K̃

|∂αui(x)|

≤ C
∑
|α|≤k−j

sup
K̃

|∂αuj(x)|

= C
∑
|α|≤k−j

sup
K̃

|∂αψ(x)|,

implicando no item (ii). Já o item (i) decorre da expansão em Taylor de Φ na variável t,
pois, neste caso, obtemos

Φ(x, t) =
k∑
i=0

∂itΦ(x, 0)
ti

i!
+R(x, t) = ψ(x)

tj

j!
+R(x, t),

onde R(x, t) denota o resta integral de Taylor, que é da ordem de k + 1, isto é,
R(x, t) = o(|t|k+1) quando t −→ 0.

Agora, dados compacto L de Rn e ψ ∈ C∞c (L), existe Φ ∈ C∞(Rn+1) e compacto K̃
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atendendo as condições (i) e (ii). Assim, de (i) decorre que

f(Φ) = f(ψ(x) tj/j!) = fj(ψ).

Portanto, pela contiuidade de f e de (ii), obtemos

|fj(ψ)| = |f(Φ)| ≤ C
∑
|γ|≤k

sup
K0

|∂γΦ(x, t)| ≤ C ′
∑
|α|≤k−j

sup
K̃

|∂αψ(x)|

e, portanto, fj tem ordem kj.

Observação 1.2.1. Observe que dada a caracterização de φi acima, podemos reescrever
f da seguinte forma:

f(φ) =
k∑
i=0

〈fi ⊗ δ(i), φ〉.

Definição 1.2.1. Considere f nas condições do Teorema acima e seja 0 ≤ N ≤ k o
maior inteiro tal que fN é não-nula. Neste caso, dizemos que N é a ordem de f na
direção normal.

Decorre daí que se k é a ordem de f e N a ordem na direção normal, então N ≤ k.

Exemplo 1.2.5. É possível mostrar, de modo similar ao Exemplo 1.1.8, que f = δ⊗ δ(m)

possui ordem m. Ainda, pela própria forma que f assume, conclui-se que a ordem de f
na direção normal é m, pois

f(φ) = 〈δ ⊗ δ(m), φ〉 =
m∑
i=0

〈fi ⊗ δ(i), φ〉 =⇒ fm = δ e fi = 0, quando i 6= m.

O mesmo se conclui para as distribuições nos exemplos 1.2.3 e 1.2.4.

Exemplo 1.2.6. Considere a distribuição f = δ(1) ⊗ δ(m). Tal distribuição tem ordem
m+ 1. Suponhamos que

f =
m+1∑
i=0

fi ⊗ δ(i).

Daí, segue que fm = δ(1) e fi = 0, para todo i 6= m. Então, a ordem de f na direção
normal é m ao mesmo tempo que a ordem total de f é m+ 1.

Mais geral, temos:

Exemplo 1.2.7. Para ` e m inteiros não-negativos fixados, defina f = δ(`)⊗ δ(m), a qual
possui ordem m+ `. Vamos supor que

f =
m+∑̀
i=0

fi ⊗ δ(i).
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Portanto, temos que:

fi =

{
δ(`), i = m

0, c-c
,

mostrando que a ordem de f na direção normal é m.

O último resultado, aqui apresentado, nos permitirá conectar o estudo de distribuições
suportadas em um hiperplano com a Teoria de Espaços de Hardy. Além disso, é por meio
deste que a condição necessária que desejamos encontrar é estabelecida. Entretanto, há
um caminho que devemos percorrer para esta conexão estar satisfeita e, para isso, é
necessário que estudemos alguns tópicos referente aos Espaços de Hardy.



Capítulo

2
Espaços de Hardy

O estudo de espaços de Hardy se originou durante os anos de 1910 e 1920 no contexto
de séries de Fourier e análise complexa em uma variável. Com o decorrer do tempo, este
estudo se consolidou em uma teoria rica que ganhou importância em outros contextos da
matemática, somando ao desenvolvimento de tópicos como funções maximais, integrais
singulares e espaços Lp.

Os espaços de Hardy consistem de distribuições temperadas definidas em Rn que
podem ser caracterizados por mais de uma maneira. A caracterização destes permeia
o estudo de funções maximais e é reunida em um único teorema, conhecido por Teorema
de Caracterização Maximal.

Aqui, além de estudarmos Hp(Rn), apresentaremos a versão local do mesmo, o
espaço hp(Rn). É no contexto deste espaço que um dos objetivos deste trabalho será
consolidado. Embora associado a este há um teorema de caracterização maximal,
estaremos interessados em uma maneira alternativa de caracterizá-lo.

2.1 Caracterização Maximal de Hp(Rn)

Considere o operador de Laplace em Rn+1, denotado por ∆, o qual é dado por

∆ = ∂2
t +

n∑
i=1

∂2
xi
. (2.1)

Dado Ω ⊂ Rn+1 aberto, dizemos que u de classe C2(Ω) é harmônica sobre Ω se ∆u = 0.
Agora, dado x ∈ Rn, defina

P (x) =
cn

(1 + |x|2)(n+1)/2
, (2.2)

onde cn é uma constante positiva que torna a integral de P igual a 1. Esta função é
conhecida como o Núcleo de Poisson para o semiplano superior Rn+1

+ , que é definido por

Rn+1
+ = {(x, t) ∈ Rn+1 : t > 0}. (2.3)
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O Núcleo de Poisson aparece quando considerado o problema de Dirichlet{
∆u = 0 em Rn+1

+

u = f em ∂Rn+1
+

, (2.4)

onde ∂Rn+1
+ denota a fronteira de Rn+1

+ . Se f ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn), então a solução para o
problema (2.4) é dada por

u(x, t) = (f ∗ Pt)(x), (2.5)

sendo Pt(x) = t−nP (x/t).
Note que u, dada em (2.5), além de ser harmônica em Rn+1

+ é também de classe C∞,
uma vez que o operador de Laplace é hipoelítico, isto é, se v é solução de ∆v = g, com
g ∈ C∞, então v ∈ C∞. Contudo, o estudo dos espaços de Hardy impõe uma restrição
na classe de funções f para que o produto f ∗ Pt esteja bem definido. Por esta razão,
trabalha-se na classe das distribuições limitadas.

Definição 2.1.1. Dizemos que u é uma distribuição limitada se u ∈ S ′(Rn) e se para
toda ϕ ∈ S, tem-se que u ∗ φ ∈ L∞(Rn).

Observação 2.1.1. Se u é uma distribuição limitada e h ∈ L1(Rn), então é possível
definir o produto convolução u ∗ h no sentido das distribuições. De fato, se φ ∈ S(Rn),
então

〈u ∗ h, φ〉 = 〈u ∗ φ̌, ȟ〉 =

∫
(f ∗ φ̌)(x)ȟ(x)dx, (2.6)

onde φ̌(x) = φ(−x).
Além disso, u ∗ h é uma distribuição limitada.

Proposição 2.1.1. Seja P o núcleo de Poisson para o semiplano superior. Se f é
distribuição limitada, então, para cada t > 0, f ∗ Pt ∈ C∞(Rn) ∩ L∞(Rn).

Demonstração. Para k ∈ N, defina os seguintes espaços:

L∞k = {u ∈ S ′(Rn); ∂αu ∈ L∞(Rn), ∀ |α| ≤ k}

e
L∞∞ =

⋂
k

L∞k .

Note que L∞∞ ⊂ L∞ ∩ C∞. Agora, uma vez que P̂ (ξ) = e−|ξ|, a qual deixa de ser
diferenciável na origem, temos que P̂ /∈ S(Rn). Pelo Teorema 1.1.6, podemos escolher
ϕ ∈ S(Rn) tal que sua transformada satisfaça:

ϕ̂ =

{
1, |ξ| ≤ 1

0, |ξ| > 2
.



55

Assim, escrevemos:

P̂ (ξ)(ξ) = P̂ (ξ) + ϕ̂(ξ)P̂ (ξ)− ϕ̂(ξ)P̂ (ξ)

= ϕ̂(ξ)P̂ (ξ) + (1− ϕ̂(ξ))P̂ (ξ).

Note que P̂ tem decaimento rápido no infinito no complementar da origem. Ainda, numa
vizinhaça da origem 1−ϕ̂ é a função nula que, por sua vez, pertence ao espaço de Schwartz.
Mais que isso, temos (1− ϕ̂)P̂ ∈ S(Rn) e, portanto, novamente pelo Teorema 1.1.6, existe
ψ ∈ S(Rn) tal que

ψ̂ = (1− ϕ̂)P̂ .

Logo, pela Proposição 1.1.11, obtemos

P̂ (ξ) = ϕ̂(ξ)P̂ (ξ) + ψ̂(ξ)

= (ϕ̂ ∗ P )(ξ) + ψ̂(ξ)

= ( ̂ϕ ∗ P + ψ)(ξ)

e, portanto,
P = ϕ ∗ P + ψ.

Além disso, se f é distribuição limitada, temos

f ∗ Pt = f ∗ (ϕ ∗ P + ψ)t = f ∗ (ϕt ∗ Pt) + f ∗ ψt

Agora, note que
f ∗ (ϕt ∗ Pt) = f ∗ (Pt ∗ ϕt) = (f ∗ Pt) ∗ ϕt.

Desde que f é distribuição limitada, Pt ∈ L1(Rn) e ϕt ∈ S(Rn), temos que f ∗ (ϕt ∗ Pt) ∈
L∞∞. Além disso, f ∗ ψt ∈ L∞∞. Portanto, f ∗ Pt ∈ L∞ ∩ C∞.

Portanto, se u é uma distribuição limitada, podemos definir

u(x, t) = (u ∗ Pt)(x), ∀ x ∈ Rn e t > 0, (2.7)

a qual, para cada t > 0 fixo, é distribuição limitada. Além disso, fixado t > 0, definimos
u∗ por

u∗(x) = sup
|y−x|<t

|u(y, t)|, ∀ x ∈ Rn, (2.8)

que chamamos de função maximal não-tangencial.

Agora, para toda f ∈ S ′(Rn) e Φ ∈ S, definimos a função maximal radial de f ,
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denotada por MΦf , que para cada x ∈ Rn associa

MΦf(x) = sup
t>0
|(f ∗ Φt)(x)|. (2.9)

Dado N ∈ N defina a seguinte família de funções

FN = {ϕ ∈ S(Rn) : ‖ϕ‖α,β
.
= ‖xαDβϕ‖L∞ ≤ 1, ∀ |α|, |β| ≤ N}. (2.10)

Desse modo, definimos a grande função maximal de f por

MFNf(x) = sup
ϕ∈FN

Mϕf(x). (2.11)

Agora, estamos sob condições de enunciar o Teorema de Caracterização Maximal de
Hp(Rn), o qual pode ser encontrado na referência [11].

Teorema 2.1.1. Sejam f ∈ S ′(Rn) e 0 < p ≤ ∞. As seguintes condições são equivalentes:

(i) ∃ Φ ∈ S(Rn) com
∫

Φ(x)dx 6= 0 tal que MΦf ∈ Lp(Rn).

(ii) ∃ FN tal queMFNf ∈ Lp(Rn).

(iii) f é distribuição limitada e f ∗ ∈ Lp(Rn).

Portanto, motivados pelo teorema prévio definimos:

Definição 2.1.2. Para 0 < p ≤ ∞ definimos o espaço de Hardy, denotado por Hp(Rn),
como sendo o espaço das distribuições temperadas f que para a qual esteja satisfeita
alguma das três propriedades do Teorema 2.1.1.

Observação 2.1.2. Uma quarta condição pode ser acrescentada ao Teorema 2.1.1, que
consiste em trocar ∃ por ∀ na condição (i). De fato, suponha que (i) seja válida para
alguma Φ1 ∈ S(Rn). Seja Φ ∈ S(Rn) arbitrária. Dada f ∈ S(Rn), vamos mostrar que

MΦf ∈ Lp(Rn).

Desde que (i) =⇒ (ii), existe, portanto, FN tal queMFNf ∈ Lp(Rn). Tomemos ε > 0

suficientemente pequeno de modo que εΦ ∈ FN . Assim, para todo x ∈ Rn, temos

εMΦf(x) = ε sup
t>0
|(f ∗ Φ)(x)| = MεΦf(x) ≤MFNf(x),

implicando que MΦf ∈ Lp(Rn).

Além das funções maximais, aqui apresentadas, está a função maximal de Hardy-
Littlewood, que devido sua relevância destaca-se a seguinte seção.



57

2.2 A Função Maximal de Hardy-Littlewood

Esta seção dedicar-se-á a estudar quando o operador de Hardy-Littlewood é limitado
sobre algum espaço, o que pode ser encontrado em [4]. Garantir a limitação deste operador
se faz importante, dado que a mesma possibilitará mostrar que o espaço de Hardy, Hp(Rn),
para 1 < p ≤ ∞, coincide com o espaço Lp(Rn).

Definição 2.2.1. Dado x ∈ Rn, seja B(x, r) a bola de Rn de centro x e raio r > 0.
Denotemos por |B(x, r)| a medida de Lebesgue de B(x, r). Dada f ∈ L1

loc(Rn), definimos
a função maximal de Hardy-Littlewood de f por

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy. (2.12)

Além disso, referimos-nos a f 7→ Mf por dizer o operador maximal de Hardy-
Littlewood.

2.2.1 Interporlação de Marcinkiewicz

A limitação do operador de Hardy-Littlewood, definido sobre algum espaço
conveniente, está ligada com a noção de operadores do tipo fraco e/ou forte. Essa noção
é dada pela seguinte definição:

Definição 2.2.2. Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços de medida e T : Lp(X,µ) −→ M(Y, ν),
onde M(Y, ν) denota o espaço das funções complexas definidas sobre Y , ν-mensuráveis.
Dizemos que T é fraco (p, q), q <∞, se para todo λ > 0

ν({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖Lp

λ

)q
, (2.13)

e dizemos que ele é fraco (p,∞) se o mesmo for um operador limitado de Lp(X,µ) em
L∞(Y, ν).

Dizemos que T é forte (p, q) se ele for limitado de Lp(X,µ) em Lq(Y, ν).

Observação 2.2.1. Uma consequência da definição é que se T é um operador forte (p, q),
então ele é fraco (p, q). De fato, dado λ > 0, seja

Eλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}.

Para todo y ∈ Eλ , tem-se que ∣∣∣∣Tf(y)

λ

∣∣∣∣q > 1,

se q <∞. Então,

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣∣Tf(y)

λ

∣∣∣∣q dν ≤ 1

λq

∫
|Tf(y)|qdν =

(
C‖Tf‖Lq

λ

)q
≤
(
C‖f‖Lp

λ

)q
.
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Lema 2.2.1. Seja E ⊆ Rn Lebesgue-mensurável e suponha que

E ⊂ B1 ∪B2 ∪ . . . ∪BN ,

onde cada Bj denota uma bola de Rn. Então, existe uma subcoleção B′1, B
′
2, . . . , B

′
M tal

que

(i) B′j ∩B
′
i = ∅ ;

(ii)
M∑
i=1

|B′i| ≥ C|E|,

C é uma constante que depende apenas da dimensão.

Demonstração. Vamos reordenar a coleção {Bi}Ni=1 do seguinte modo: Bi = B(xi, ri),
com r1 ≥ · · · ≥ rN . Seja B

′
1 = B1 e defina

O1 = {Bj : Bj ∩B
′

1 = ∅}.

Há duas possibilidades: O1 = ∅ ou O1 6= ∅. Se O1 = ∅, então Bj ∩ B
′
1 6= ∅, para todo

j = 1, . . . , N . Além disso, temos que

Bj ⊂ B(x1, 3r1).

Defina, portanto, (B
′
1)∗ = B(x1, 3r1). Ainda,

E ⊂ (B
′

1)∗

e, portanto,
|E| ≤ 3n|B′1|.

Agora, se O1 6= ∅, seja Bj0 ∈ O1 de modo que

diamBj0 = max{diamBj : Bj ∈ O1},

e defina B′2 = Bj0 . Neste caso, defina

O2 = {Bj ∈ O1 : Bj ∩B
′

2 = ∅}.

Novamente, temos que: O2 = ∅ ou O2 6= ∅. Se ocorrer o primeiro caso, isto é, O2 = ∅,
temos que

Bj ⊂ (B
′

2)∗, ∀ Bj ∈ O1,

onde (B
′
2)∗ = Bj0(xj0 , 3rj0). Daí,

E ⊂ (B
′

1)∗ ∪ (B
′

2)∗
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e, portanto,
|E| ≤ 3n(|B′1|+ |B

′

2|).

Seguindo este processo, vamos encontrar uma subcoleção {B′1, . . . , B
′
M} e uma sequência

de conjuntos O1, . . . ,OM+1 satisfazendo:

{Bj}Nj=1 =

(
M⋃
j=1

{Bj ∈ Oj : Bj ∩B
′

j 6= ∅}

)
∪ OM+1,

de modo que Oj 6= ∅, para j = 1, . . .M . Decorre daí que

E ⊂ (B
′

1)∗ ∪ . . . (B′M)∗,

implicando que

|E| ≤ 3n
M∑
j=1

|B′j|,

como queríamos demonstrar.

Teorema 2.2.1. O operador maximal de Hardy-Littlewood é do tipo fraco (1, 1) e forte
(∞,∞).

Demonstração. Seja f ∈ L∞(Rn). Então, |f(x)| ≤ ‖f‖L∞ q. t. p. em x. Portanto,

|Mf(x)| = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≤ ‖f‖L∞ q. t. p. em x

Recorde que

‖Mf‖L∞ = inf{α > 0 : |{x ∈ Rn : |Mf(x)| > α}| = 0}.

Logo, ‖Mf‖L∞ ≤ ‖f‖L∞ e, portanto, M é forte (∞,∞). Para mostrar que Mf é fraco
(1, 1), considere f ∈ L1(Rn) e Eλ, dado por

Eλ = {x ∈ Rn : Mf(x) > λ > 0}.

Uma propriedade da medida de Lebesgue garante que

|Eλ| = sup{|K| : K ⊂ Eλ, K compacto}.

Se x ∈ Eλ, então existe rx > 0 tal que

1

|B(x, rx)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy > λ. (2.14)
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Seja K compacto com K ⊂ Eλ. Para cada x ∈ K, existe rx > 0 no qual (2.14) ocorre.
Logo,

K ⊆ B(x1, r1) ∪ . . . B(xN , rN),

onde, para cada xi, i = 1, . . . , N , vale (2.14). Pelo Lema 2.2.1, existe uma subcoleção
{B′i}Mi=1 de {B(xi, ri)}Ni=1, satisfazendo

(i) B
′
j ∩B

′
i = ∅;

(ii)
M∑
i=1

|B′i| ≥ C|K|,

para algum C > 0. Então,

|K| ≤ 1

C

M∑
j=1

|B′j| ≤
1

λC

M∑
j=1

∫
B
′
j

|f(y)|dy ≤ 1

λC

∫
∪Mj=1B

′
j

|f(y)|dy ≤ 1

λC
‖f‖L1 , ∀ K.

Portanto, |Eλ| ≤ C
′‖f‖L1/λ, isto é, o operado maximal de Hardy-Littlewood é fraco

(1, 1).

Observação 2.2.2. Decorre deste teorema e da Observação 2.2.1 que o operador maximal
de Hardy-Littlewood é fraco (∞,∞). Agora, apesar do mesmo ser fraco (1, 1), como recém
visto, o mesmo não é forte (1, 1). Isto se deve ao fato de que existe f ∈ L1(Rn) cuja imagem
não está em L1(Rn), como mostra a seguinte proposição.

Proposição 2.2.1. Se f = χB(0,1), então Mf /∈ L1(Rn).

Demonstração. Veja, inicialmente, que f ∈ L1(Rn), pois∫
|f(x)|dx =

∫
B(0,1)

dx = |B(0, 1)| <∞.

Dado x ∈ Rn, temos que B(0, 1) ⊆ B(x, |x| + 1). Vamos mostrar que Mf /∈ L1(Rn). De
fato,

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

≥ 1

|B(x, |x|+ 1)|

∫
B(x,|x|+1)

|f(y)|dy

≥ 1

|B(x, |x|+ 1)|

∫
B(x,|x|+1)∩B(0,1)

dy

=
|B(0, 1)|

|B(x, |x|+ 1)|
.

Portanto,

Mf(x) ≥ |B(0, 1)|
|B(x, |x|+ 1)|

=
cn

cn(|x|+ 1)n
=

1

(|x|+ 1)n
.
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Suponha, agora, que 1 < |x| ≤ R. Assim,

|x|+ 1 < 2|x| ⇔ (|x|+ 1)n < (2|x|)n ⇔ 1

(2|x|)n
<

1

(|x|+ 1)n
.

Daí,

Mf(x) >
2−n

|x|n
=⇒

∫
0<|x|≤R

Mf(x)dx ≥
∫

0<|x|≤R

2−n

|x|n
dx

= 2−n|Sn−1|
R∫

1

ρn−1

ρn
dρ

= 2−n|Sn−1| lnR.

Desde que R é arbitrário, fazendo R → ∞, temos que 2−n|Sn−1| lnR → ∞ e, portanto,
‖Mf‖L1 =∞.

O seguinte passo é demonstrar o Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz o qual
nos permitirá mostrar que o operador maximal de Hardy-Littlewood é forte (p, p) para
1 < p ≤ ∞. Para tanto, necessitamos, previamente, de algumas definições e resultados
auxiliares.

Definição 2.2.3. Seja (X,µ) um espaço de medida e seja f : X −→ C µ-mensurável.
Chamamos ωf : (0,∞) −→ [0,∞], dada por

ωf (λ) = µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}),

de função distribuição de f associada a medida µ.

Proposição 2.2.2. Seja φ : [0,∞] −→ [0,∞] diferenciável, crescente e tal que φ(0) = 0.
Então, ∫

X

φ(|f(x)|)dµ =

∞∫
0

φ
′
(λ)ωf (λ)dλ.

Demonstração. Primeiro, notemos o seguinte

∫
X

φ(|f(x)|)dµ =

∫
X

|f(x)|∫
0

φ
′
(λ)dλdµ.

Por outro lado, defina

χ(x, λ) =

{
1, λ < |f(x)|
0, λ ≥ |f(x)|

.
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Desse modo, usando o Teorema de Fubini, temos que

∫
X

|f(x)|∫
0

φ
′
(λ)dλdµ =

∫
X

∫
R
φ
′
(λ)χ(x, λ)dλdµ

=

∫
R

∫
X

φ
′
(λ)χ(x, λ)dµdλ

=

∫
R
φ
′
(λ)

[∫
X

χ(x, λ)dµ

]
dλ

=

∫
R
φ
′
(λ)

[∫
{x∈X : |f(x)|>λ}

dµ

]
dλ

=

∫
R
φ
′
(λ)ωf (λ)dλ,

como queríamos demonstrar.

Observação 2.2.3. Dado 1 < p < ∞, defina φ(λ) = λp e observe que φ satisfaz as
condições da proposição acima. Se f ∈ Lp(X,µ), então

‖f‖pLp =

∫
X

φ(|f(x)|)dµ = p

∞∫
0

λp−1ω(λ)dλ.

Portanto,

‖f‖pLp = p

∞∫
0

λp−1ω(λ)dλ.

Lema 2.2.2. Se p1 < p < p2, então para toda f ∈ Lp existem fj ∈ Lpj , j = 1, 2, tais que

f = f1 + f2.

Demonstração. Suponha p1 < p < p2 e f ∈ Lp. Defina f1 e f2 do seguinte modo

f1(x) =

{
f(x), |f(x)| ≥ 1

0, 0 ≤ |f(x)| < 1

e

f2(x) =

{
f(x), 0 ≤ |f(x)| < 1

0, |f(x)| > 1

Claramente, temos f = f1 + f2. Resta mostrar que fi ∈ Lpi , para i = 1, 2. Com efeito,

‖f1‖p1

Lp1 =

∫
|f1(x)|p1dx =

∫
{x ; |f(x)|≥1}

|f(x)|p1dx ≤
∫
{x ; |f(x)|≥1}

|f(x)|pdx ≤ ‖f‖pLp <∞.
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Analogamente, temos

‖f2‖p2

Lp2 =

∫
|f2(x)|p2dx =

∫
{x ; |f(x)|≤1}

|f(x)|p2dx ≤
∫
{x ; |f(x)|≤1}

|f(x)|pdx ≤ ‖f‖pLp <∞,

concluindo a prova.

Corolário 2.2.1. Se p1 < p < p2, então para cada λ > 0 e toda f ∈ Lp, existem
fλj ∈ Lpj , j = 1, 2, tais que

(i) f = fλ1 + fλ2

(ii) f(x) = fλ1 , se |f(x)| > λ ;

(iii) f(x) = fλ2 , se 0 < |f(x)| ≤ λ.

Demonstração. Dados λ > 0 e f ∈ Lp, para p ∈ (p1, p2), seja Eλ = {x : |f(x)| > λ}.
Defina fλ1 e fλ2 do seguinte modo

fλ1 (x) = f(x)χEλ(x) e fλ2 (x) = f(x)(1− χEλ(x)).

Daí, decorrem os itens (i), (ii) e (iii). Por fim, se F1 = Eλ e F2 = Ec
λ, temos

‖fi‖piLpi =

∫
Fi

|f(x)|pidx

= λpi
∫
Fi

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣pi dx
= λpi−p

∫
Fi

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣pi dx
≤ λpi−p

∫
Fi

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p dx
≤ λpi−p‖f‖pLp < ∞,

para i = 1, 2. Logo, fλi ∈ Lpi , i = 1, 2.

Definição 2.2.4. Um operador T definido no espaço das funções mensuráveis é dito
sublinear se

(i) |T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|;

(ii) |T (αf)(x)| ≤ |α||Tf(x)|, ∀ α ∈ C.

Dada esta definição, estamos agora em plenas condições de enunciar e demonstrar o
Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz:
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Teorema 2.2.2 (Interpolação de Marcinkiewicz). Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços de
medida, 1 ≤ p1 < p2 ≤ ∞ e seja

T : Lp1(X,µ) + Lp2(X,µ) −→M(Y, µ)

operador sublinear, onde M(Y, µ) denota o espaço das funções complexas µ-mensuráveis.

Suponha T fraco (p1, p1) e fraco (p2, p2). Então, T é forte (p, p), para todo p ∈ (p1, p2),
isto é, existe C = C(p, p1, p2) > 0 tal que

‖Tf‖Lp ≤ C‖f‖Lp , ∀ f ∈ Lp(X,µ).

Demonstração. Dado p ∈ (p1, p2), seja f ∈ Lp(X,µ). Pelo Corolário 2.2.1, temos para
cada λ > 0 que fλi ∈ Lpi(X,µ), j = 1, 2, quando

fλ1 = fχ{x∈X : |f(x)| > cλ} e fλ2 = fχ{x∈X : |f(x)| ≤ cλ}, (2.15)

onde C é uma constante que será fixada depois. Temos que

ωTf (λ) ≤ ωTfλ1

(
λ

2

)
+ ωTfλ2

(
λ

2

)
. (2.16)

Com efeito, defina Eλ e Ei
λ, para i = 1, 2, por

Eλ = {x ∈ X : |Tf(x)| > λ} e Ei
λ = {x ∈ X : |Tfλi (x)| > λ/2}.

Para mostrar (2.16), basta verificar que Eλ = E1
λ ∪ E2

λ. De fato, se x /∈ E1
λ ∪ E2

λ, então

|Tfλi (x)| ≤ λ

2
, i = 1, 2.

Usando a sublinearidade do operador T , temos que

|Tf(x)| ≤ λ,

concluindo a inclusão desejada e, portanto, a desigualdade (2.16).

Como T é fraco (1, 1), seja A1 tal que

ωTfλ1

(
λ

2

)
≤
(

2A1‖fλ1 ‖Lp1
λ

)p1

. (2.17)

Agora, suponha p2 =∞. Portanto, T é fraco (∞,∞). Escolhemos C = 1/A2, onde A2 é
tal que

‖Tfλ2 ‖L∞ ≤ A2‖fλ2 ‖L∞ .
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Neste caso, temos que ωTfλ2 (λ/2) = 0. De fato, note que

|fλ2 (x)| = |f(x)| ≤ Cλ⇒ ‖fλ2 ‖L∞ ≤ Cλ =
λ

(2A2)
⇒ ‖Tfλ2 ‖L∞ ≤

λ

2
,

isto é,

inf{α > 0 : µ({x ∈ X : |Tfλ2 (x)| > α})} ≤ λ

2
.

Daí, segue que existe α > 0 tal que µ({x ∈ X : |Tfλ2 (x)| > α}) = 0 e α < λ/2. Seja
E = {x ∈ X : |Tfλ2 (x)| > α}. Assim, para todo x ∈ X \ E, tem-se

|Tfλ2 (x)| ≤ α <
λ

2
. (2.18)

Então,

ωTfλ2 (λ/2) = µ({x ∈ X : |Tfλ2 (x)| > λ/2})

= µ({x ∈ E : |Tfλ2 (x)| > λ/2}) + µ({x ∈ X \ E : |Tfλ2 (x)| > λ/2})

≤ µ(E) + µ(F ) = µ(F ),

onde F = {x ∈ X \ E : |Tfλ2 (x)| > λ/2}. Mas F = ∅, pois do contrário, isto é, se
existisse x ∈ F , então x ∈ X \ E e

|Tfλ2 (x)| > λ/2,

o que contraria (2.18). Logo, µ(F ) = 0 e, portanto, ωTfλ2 (λ/2) = 0.

Vamos mostrar que T é fraco (p, p), isto é, que existe constante c > 0 tal que

‖Tf‖Lp ≤ c ‖f‖Lp .

De fato, considere χ dada por

χ(x, λ) =

{
1, Cλ < |f(x)|
0, Cλ ≥ |f(x)|

.

Assim, usando a Observação 2.2.3 e a desigualdade (2.17), obtemos

‖Tf‖pLp ≤ p

∞∫
0

λp−1ωTfλ1 (λ/2)dλ (2.19)

= (2A1)p1p

∞∫
0

λp−p1−1

∫
|f(x)|p1χ(x, λ)dµ dλ. (2.20)
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Ainda, pelo Teorema de Fubini, temos

‖Tf‖pLp ≤ (2A1)p1p

∫
|f(x)|p1

∞∫
0

λp−p1−1χ(x, λ)dλ dµ

= (2A1)p1p

∫
|f(x)|p1

2A1|f(x)|∫
0

λp−p1−1χ(x, λ)dλ dµ

= (2A1)p1p

∫
|f(x)|p1

[
λp−p1

p− p1

]2A1|f(x)|

0

dµ

= (2A1)p1p

∫
|f(x)|p1

(2A1|f(x)|)p−p1

p− p1

dµ

=
(2A1)p

p− p1

p ‖f‖pLp ,

mostrando, neste caso, que T é forte (p, p).

Vamos, agora, mostrar o mesmo no caso em que p2 <∞. De fato, seja A2 tal que

ωTfλ2

(
λ

2

)
≤
(

2A2‖fλ2 ‖Lp2
λ

)p2

, (2.21)

o qual existe uma vez que T é fraco (p2, p2). Assim como em (2.20), temos

‖Tf‖pLp ≤ (2A1)p1p

∞∫
0

λp−p1−1

∫
|f(x)|p1χ(x, λ)dµ dλ

+ (2A2)p2p

∞∫
0

λp−p2−1

∫
|f(x)|p2(1− χ(x, λ))dµ dλ

= (2A1)p1p

∫
|f(x)|p1

∞∫
0

λp−p1−1χ(x, λ)dλ dµ

+ (2A2)p2p

∫
|f(x)|p2

∞∫
0

λp−p2−1(1− χ(x, λ))dλ dµ

e, portanto,

‖Tf‖pLp ≤ (2A1)p1p

∫
|f(x)|p1

|f(x)|/C∫
0

λp−p1−1dλ dµ

+ (2A2)p2p

∫
|f(x)|p2

∞∫
|f(x)|/C

λp−p2−1dλ dµ.
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Como p− pi − 1 6= −1 e p− p2 < 0, temos que

‖Tf‖pLp ≤
(2A1)p1

(p− p1) Cp−p1
p ‖f‖pLp

+ (2A2)p2p

∫
|f(x)|p2

∞∫
|f(x)|/C

[
lim
k−→∞

kp−p2

p− p2

+
|f(x)|p−p2

Cp−p2(p2 − p)

]
dµ

=
(2A1)p1

(p− p1)Cp−p1
p ‖f‖pLp +

(2A2)p1

(p2 − p)Cp−p2
p ‖f‖pLp

=

[
(2A1)p1

(p− p1)Cp−p1
p+

(2A2)p1

(p2 − p)Cp−p2
p

]
‖f‖pLp ,

donde-se conclui que T é forte (p, p), como queríamos demonstrar.

Corolário 2.2.2. Se p > 1, então o operador maximal de Hardy-Littlewood é forte (p, p).

Demonstração. Decorre do Teorema 2.2.1 e do Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz,
recém provado, o resultado desejado.

Observação 2.2.4. Seja h ∈ L1(Rn). Então,

Mh(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|h(y)|dy

= sup
r>0

1

|B(0, r)|

∫
B(x,r)

|h(y)|dy

= sup
r>0

rn

|B(0, r)|

∫
B(0,1)

|h(x+ rw)|dw

= sup
r>0

1

|B(0, 1)|

∫
B(0,1)

|h(x+ rw)|dw

= sup
r>0

∫
|h(x+ rw)|

χB(0,1)(w)

|B(0, 1)|
dw

= sup
r>0

∫
|h(x− y)|

r−nχB(0,1)(y/r)

|B(0, 1)|
dy

= sup
r>0

(h ∗ fr)(x),

onde f = χB(0,1)/|B(0, 1)|.

Observação 2.2.5. Seja f uma função mensurável. Definimos a menor majorante radial
não-crescente de f por

ψ(x) = sup
|x|≤|y|

|f(y)|. (2.22)

Então, ψ(x) é radial, não-crescente e

|f(x)| ≤ ψ(x), ∀ x.
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Proposição 2.2.3. Seja f ∈ L1(Rn) e suponha que existe uma função radial, não-
crescente, ψ(r) tal que

(i) |f(x)| ≤ ψ(x);

(ii)
∫
ψ(x)dx = A <∞.

Então, para toda h ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, vale que

sup
t>0
|(h ∗ ft)(x)| ≤ AMh(x).

Demonstração. Vamos supor, sem perda de generalidade, que f ≥ 0, é radial, não-
crescente e tal que ∫

f(x)dx = A.

Seja, para r > 0, o conjunto Cr = {x ∈ Rn : r/2 ≤ |x| ≤ r}. Então,∫
Cr

f(r)dx ≤
∫
Cr

f(x)dx ≤
∫
Cr

f(r/2)dx,

ou, ainda,

|Cr|f(r) ≤
∫
Cr

f(x)dx ≤ |Cr|f(r/2).

Como

|Cr| = |B(0, r)|− |B(0, r/2)| = rn|B(0, 1)|− (r/2)n|B(0, 1)| = rn(1−2−n)|B(0, 1)| = Crn,

temos que

Crnf(r) ≤
∫
Cr

f(x)dx ≤ Crnf(r/2).

Observe que

lim
r−→0,
r−→∞

∫
Cr

f(x)dx = 0.

Daí,
lim
r−→0,
r−→∞

rnf(r) = 0. (2.23)

Pela observação anterior, basta mostrar que∫
|h(x− y)|1

ε
f
(y
ε

)
dy ≤ A sup

r>0

1

|B(0, 1)|

∫
|h(x− ry)|χB(0,1)(y)dy. (2.24)

Basta mostrar (2.24) para x = 0 e para toda h ∈ Lp(Rn), isto é,∫
|h(−y)|1

ε
f
(y
ε

)
dy ≤ A sup

r>0

1

|B(0, 1)|

∫
|h(−ry)|χB(0,1)(y)dy,
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pois H = h ◦ τx ∈ Lp(Rn) e H(x) = h(0), onde τx(y) = x− y. Uma vez que ȟ(y) = h(−y)

está em Lp(Rn), basta que provemos∫
|h(y)|1

ε
f
(y
ε

)
dy ≤ A sup

r>0

1

|B(0, 1)|

∫
|h(ry)|χB(0,1)(y)dy,

que, por mudança de coordenadas, corresponde a∫
|h(y)|1

ε
f
(y
ε

)
dy ≤ A sup

r>0

1

|B(0, r)|

∫
|h(y)|dy = AMh(0).

Ainda, equivalentemente,

(|h| ∗ fε)(0) ≤
(∫

f(x)dx

)
Mh(0). (2.25)

Por fim, para mostrar (2.25) basta verificar

(|h| ∗ g)(0) ≤
(∫

g(x)dx

)
Mh(0), ∀ h ∈ Ln(Rn), (2.26)

para toda g tal como f , isto é, g ≥ 0, radial, não-crescente cuja a integral seja A, já que
basta tomar g = fε. Vamos mostrar, portanto, a desigualdade (2.26). Com efeito,

∫
|h(y)|g(y)dy =

∞∫
0

∫
Sn−1

|h(tθ)|g(t)tn−1dσ(θ)dt

=

∞∫
0

g(t)tn−1

[∫
Sn−1

|h(tθ)|dσ(θ)

]

=

∞∫
0

g(t)tn−1λ(t)dt,

onde λ é dada por

λ(t) =

∫
Sn−1

|h(tθ)|dσ(θ).

Defina Λ por

Λ(t)
.
=

∫
|x|<t
|h(x)|dx =

t∫
0

∫
Sn−1

|h(rθ)|rn−1dσ(θ)dr =

t∫
0

rn−1λ(r)dr.

Usando o fato de que C1
c (Rn) é denso em Lp(Rn), podemos aplicar o Teorema Fundamental

do Cálculo para obter
Λ
′
(t) = tn−1λ(t).
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Então, ∫
|h(y)|g(y)dy =

∞∫
0

g(t)Λ
′
(t)dt = lim

ε−→0,
N−→∞

N∫
ε

g(t)Λ
′
(t)dt.

Integrando por partes, temos

∫
|h(y)|g(y)dy = lim

ε−→0,
N−→∞

tng(t)
Λ(t)

tn

∣∣∣∣∣
N

ε

−
N∫
ε

tng′(t)
Λ(t)

tn
dt


= lim

ε−→0,
N−→∞

Nng(N)
Λ(N)

Nn
− εng(ε)

Λ(ε)

εn
−

N∫
ε

tng′(t)
Λ(t)

tn
dt

 .
Mas,

Λ(t)

tn
=

1

tn

∫
|x|≥t
|h(x)|dx =

|B(0, 1)|
|B(0, t)|

∫
B(0,t)

∫
|h(x)|dx ≤ |B(0, 1)|Mh(0).

Assim, segue de (2.23) que

∫
|h(y)|g(y)dy ≤ lim

ε−→0,
N−→∞

N∫
ε

tng′(t)
Λ(t)

tn
dt

≤ |B(0, 1)|Mh(0) lim
ε−→0,
N−→∞

N∫
ε

tn(−g′(t))dt.

Novamente, integrando por partes e usando (2.23), temos

∫
|h(y)|g(y)dy ≤ |B(0, 1)|Mh(0) lim

ε−→0,
N−→∞

−tng(t)

∣∣∣∣∣
N

ε

+

N∫
ε

ntn−1g(t))dt


≤ |B(0, 1)|Mh(0)

∞∫
0

ntn−1g(t))dt.

Finalizando, como n|B(0, 1)| = |Sn−1|, então

(|h| ∗ g)(0) =

∫
|h(y)|g(y)dy ≤ |B(0, 1)|Mh(0)

∞∫
0

ntn−1g(t))dt

= Mh(0)

∞∫
0

∫
Sn−1

g(t)tn−1dσ(θ)dt

= Mh(0)

∫
g(x)dx = AMh(0).
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Observação 2.2.6. É uma consequência desta proposição que

sup
t>0
|u(x, t)| ≤Mh(x), (2.27)

onde u(x, t) = (h ∗Pt)(x), para toda h ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞. De fato, note que a própria
função núcleo de Poisson para o semiplano superior satisfaz as propriedades de ψ, isto é,
P é radial, não-crescente e, além disso, sua integral é 1.

Uma desigualdade similar ainda é possível se considerarmos o cone Γax0
definido do

seguinte modo:
Γax0

= {(x, t) ∈ Rn+1
+ : |x− x0| < at}, (2.28)

fixados a > 0 e x0 ∈ Rn.
Tal desigualdade é assunto da próxima proposição. Antes da mesma, enunciemos e

demonstremos o seguinte lema:

Lema 2.2.3. Seja P o núcleo de Poisson para o semiplano superior Rn+1
+ . Então, fixado

a > 0, existe A(a) > 0 tal que

P (ξ + η) ≤ A(a)P (η),

para todo η e todo |ξ| < a.

Demonstração. Seja η qualquer e ξ tal que |ξ| < a. Se P (ξ + η) ≤ P (η), então o lema
está provado. Suponha, portanto, que

P (ξ + η)

P (η)
> 1. (2.29)

Note que a composição ln ◦P está bem definida uma vez que P > 0. Pela Desigualdade
do Valor Médio, temos

ln

(
P (η + ξ)

P (η)

)
= lnP (η + ξ)− lnP (η) ≤ |ξ| sup

0<t<1
|(ln ◦P )′(η + tξ)|

= |ξ| sup
0<t<1

| ln′ P (η + tξ)P ′(η + tξ)|

≤ a sup
0<t<1

1

|P (η + tξ)|
|∇P (η + tξ)|.

Dado x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, recordemos que

P (x) = cn[1 + (x1)2 + · · ·+ (xn)2]−(n+1)/2.

Daí, segue que

∂xiP (x) = − cn(n+ 1)xi
(1 + |x|2)(n+1)/2

=⇒ |∇P (x)| = cn(n+ 1)

(1 + |x|2)(n+3)/2
|x|.
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Assim,

ln

(
P (η + ξ)

P (η)

)
≤ a sup

0<t<1

(1 + |η + tξ|2)(n+1)/2

cn

cn(n+ 1)|η + tξ|
(1 + |η + tξ|2)(n+3)/2

= a(n+ 1) sup
0<t<1

|η + tξ|2

1 + |η + tξ|2
.

Há duas possibilidades: |η| > 2a ou |η| ≤ 2a. No primeiro caso, temos que

2a < |η| ≤ |η + tξ|+ |ξ| ≤ |η + tξ|+ a =⇒ a < |η + tξ|, ∀ t ∈ (0, 1)

=⇒
(

1

a

)2

<

(
1

|η + tξ|

)2

, ∀ t ∈ (0, 1).

Portanto,

ln

(
P (η + ξ)

P (η)

)
≤ a(n+ 1) sup

0<t<1

1

1 + |η + tξ|2

≤ a(n+ 1) sup
0<t<1

1

a2

=
n+ 1

a
.

Se |η| ≤ 2a, então

ln

(
P (η + ξ)

P (η)

)
≤ a(n+ 1) sup

0<t<1
|η + tξ| ≤ a(n+ 1) sup

0<t<1
|η|+ t|ξ|

≤ a(n+ 1) sup
0<t<1

2a+ ta

≤ (n+ 1)3a2.

Tomando lnA(a) = max{(n+ 1)/a, (n+ 1)3a2}. Daí, temos que

ln

(
P (η + ξ)

P (η)

)
≤ lnA(a) =⇒ P (ξ + η) ≤ A(a)P (η),

como queríamos provar.

Proposição 2.2.4. Seja f ∈ Lp(Rn), para 1 ≤ p ≤ ∞. Considere, além disso, u dada
por

u(x, t) = (Pt ∗ f)(x).

Então, para cada a > 0 fixado, existe constante A(a) > 0 tal que

sup
(x,s)∈Γax0

|u(x, s)| ≤ A(a)Mf(x0). (2.30)
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Demonstração. Fixado a > 0, seja (x, s) ∈ Γax0
, isto é, |x − x0| < as. Defina z = x − x0

e, portanto, |z|/s < a. Daí,

u(x, s) = u(z + x0, s) = (Ps ∗ f)(z + x0) =

∫
Ps(z + x0 − y)f(y)dy

= s−n
∫
P

(
z + x0 − y

s

)
f(y)dy

= s−n
∫
P

(
x0 − y
s

+
z

s

)
f(y)dy.

Usando o Lema 2.2.3 para η = (x0 − y)/s e ξ = z/s, obtemos

|u(x, s)| ≤ A(a)s−n
∫
P

(
x0 − y
s

)
|f(y)|dy

= A(a)

∫
Ps(x0 − y)|f(y)|dy

= A(a)(Ps ∗ |f |)(x0)

≤ A(a) sup
s>0

(Ps ∗ |f |)(x0)

= A(a)Mf(x0), ∀ (x, s) ∈ Γax0
.

Logo,
sup

(x,s)∈Γax0

|u(x, s)| ≤ A(a)Mf(x0),

como desejado.

Observação 2.2.7. Resgatando a definição de u∗, em (2.8), obtemos a partir da
Proposição 2.2.4 que

u∗(x) = sup
(y,s)∈Γ1

x

|u(y, s)| ≤ AMf(x). (2.31)

As ferramentas prévias permitem, por fim, enunciar e demonstrar uma propriedade
importante dos Espaços de Hardy.

Teorema 2.2.3. Se 1 < p ≤ ∞, então Hp(Rn) = Lp(Rn).

Demonstração. Dada f ∈ Lp(Rn), vamos mostrar que f ∈ Hp(Rn). Com efeito, pelo
Corolário 2.2.2, o operador de Hardy-Littlewood é forte (p, p), ou seja, existe C > 0 tal
que

‖Mf‖Lp ≤ C‖f‖Lp .

Da equação (2.31), temos

‖u∗‖Lp =

(∫
|u∗(x)|pdx

)1/p

≤ Ap‖Mf‖Lp ≤ ApC‖f‖Lp .
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Logo, u∗ ∈ Lp(Rn) e pelo item (iii) do Teorema 2.1.1, segue que f ∈ Hp(Rn), concluindo
a primeira inclusão.

Por outro lado, dada f ∈ Hp(Rn), vamos mostrar que f ∈ Lp(Rn). De fato, considere
φ ∈ S(Rn) cuja integral é não-nula. Portanto, Mφf ∈ Lp(Rn). Para cada t > 0 fixo,
f ∗ φt ∈ Lp(Rn), pois f ∗ φt ≤Mφf . Em outras palavras,

‖f ∗ φt‖Lp ≤ c <∞ =⇒ f ∗ φt ∈ {g ∈ Lp(Rn) : ‖g‖Lp ≤ c}.

Pelo Teorema de Kakutani, sabemos que a bola fechada em um espaço reflexivo é
compacta na topologia fraca. Assim, existem f0 ∈ Lp(Rn) e sequência tj = 1/nj −→ 0

quando j −→∞, tais que f ∗φ1/nj converge fracamente a f0 e, portanto, f ∗φ1/nj converge
a f0 em S ′(Rn).

Por outro lado, desde que {φ1/nj}j constitui uma aproximação da identidade, temos
que f ∗φ1/nj converge a f em S ′(Rn). Logo, pela unicidade do limite em S ′(Rn), obtemos
que f = f0, implicando em f ∈ Lp(Rn).

Observação 2.2.8. Além de concluírmos que estes espaços coincidem quando p > 1,
temos que H1(Rn) ⊂ L1(Rn). Ainda, vale que se f ∈ H1(Rn), então∫

f(x)dx = 0.

Esta e outras propriedades do espaço Hp(Rn) são encontradas em [11]. Aqui, encerra
o breve estudo realizado sobre Hp(Rn). O seguinte passo é estudar o espaço localizável
de Hardy hp(Rn).

2.3 O espaço de Hardy local hp(Rn)

Seja φ ∈ S(Rn) tal que
∫
φ(x)dx 6= 0 e defina para f ∈ S ′(Rn) a seguinte função

mφf(x) = sup
0<t<1

|(f ∗ φt)(x)|. (2.32)

Definição 2.3.1. Definimos, para 0 < p ≤ ∞, o Espaço de Hardy local, denotado por
hp(Rn), como sendo o conjunto

hp(Rn) = {f ∈ S ′(Rn) : mφf ∈ Lp(Rn)}. (2.33)

Segue da definição a seguinte proposição:

Proposição 2.3.1. Hp(Rn) ⊂ hp(Rn).

Demonstração. Se f ∈ Hp(Rn), então Mφf ∈ Lp(Rn) para qualquer φ ∈ S(Rn) com
integral não-nula.
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Além disso,

mφf(x) ≤Mφf(x), ∀ x ∈ Rn =⇒ ‖mφf‖Lp ≤ ‖Mφf‖Lp <∞

mostrando que f ∈ hp(Rn).

Veremos mais adiante que para verificar se uma distribuição temperada f está em
hp(Rn), basta existir uma função φ ∈ S(Rn), com integral não-nula, de modo que mφf

esteja em Lp(Rn). Desse modo, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.3.1. Considere na reta a distribuição delta de Dirac e seja φ ∈ C∞c ([−1, 1])

cuja integral é não-nula. Note que

(δ ∗ φt)(x) = 〈δ, φt(x−· )〉 = φt(x) = t−1φ
(x
t

)
, ∀ t ∈ (0, 1).

Temos que φ(x/t) se anula se |x| ≥ t. Assuma, portanto, |x| < t. Então,

t−1φ
(x
t

)
≤ |x|−1φ

(x
t

)
=⇒ (mφδ)

p(x) ≤ |x|−p‖φ‖pL∞ , ∀ x ∈ R.

Assim, temos que

∫
R
(mφδ)

p(x)dx ≤ ‖φ‖pL∞
1∫

−1

|x|−pdx = 2‖φ‖pL∞
1∫

0

|x|−pdx <∞

se, e somente se, −p+ 1 > 0, isto é, p < 1. Logo,

δ ∈ hp(R)⇐⇒ 0 < p < 1.

Um pouco mais geral, temos:

Exemplo 2.3.2. Fixado m inteiro não-negativo, considere a distribuição δ(m) em R. Da
mesma forma, como no exemplo anterior, temos que

(δ(m) ∗ φt)(x) = t−(1+m) ∂my φ
(x
t

)
, ∀ t ∈ (0, 1)

e, portanto,
(mφδ)

p(x) ≤ |x|−p(1+m)‖∂my φ‖
p
L∞ , ∀ x ∈ R.

Assim, ∫
R
(mφδ

m)p(x)dx ≤ 2‖∂my φ‖
p
L∞

1∫
0

x−p(1+m)dx <∞

se, e somente se, −p(1 +m) + 1 > 0, ou seja, p < 1/(1 +m). Portanto,

δ(m) ∈ hp(R)⇐⇒ 0 < p <
1

1 +m
.
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Exemplo 2.3.3. Em R2, considere f = δ ⊗ δ(m), uma vez fixado m inteiro não-negativo.
Vamos investigar para quais valores de p > 0 ocorre∫

R2

mφ(f)p(z)dz <∞,

para φ ∈ C∞c (B(0, 1)) com integral não-nula. Com efeito, temos que

(f ∗ φt)(x, y) = t−2−m ∂my φ
(x
t
,
y

t

)
.

Desde que φ ∈ C∞c (B(0, 1)), vamos supor que
(
x
t
, y
t

)
∈ B(0, 1) e, portanto, (x, y) ∈ B(0, t).

Daí, obtemos que
t−2−m < |(x, y)|−2−m.

Assim,
|(f ∗ φt)(x, y)| < |(x, y)|−2−m‖∂my φ‖L∞ , ∀ t ∈ (0, 1)

e, portanto,
mφ(f)p(x, y) < c |(x, y)|−(2+m)p, ∀ (x, y) ∈ R2.

Integrando em ambos os lados na desigualdade acima e usando coordenadas polares,
obtemos que ∫

R2

mφ(f)p(z)dz ≤ c

∫
B(0,1)

|z|−(2+m)pdz

≤ c

1∫
0

∫
S1

ρρ−(2+m)pdσdρ

= cn

1∫
0

ρ1−(2+m)pdρ <∞

se, e somente se, 1− (2 +m)p+ 1 > 0, isto é,

p <
2

2 +m
.

Portanto,

f ∈ hp(R2)⇐⇒ p <
2

2 +m
.

Exemplo 2.3.4. Em R2, considere a distribuição dada por f = u ⊗ δ(m), onde u é a
distribuição do Exemplo 1.1.6, a recordar:

u =
∞∑
j=1

1

2j
δrj .
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Assim, para φ ∈ C∞c (B(0, 1)), obtemos

[(u⊗ δ(m)) ∗ φt](x, y) = t−2−m
∞∑
j=1

1

2j
∂my φ

(
x− rj
t

,
y

t

)
, ∀ t ∈ (0, 1).

Como φ se anula fora de B(0, 1), vamos supor∣∣∣∣(x− rjt
,
y

t

)∣∣∣∣ < 1 =⇒ |(x− rj, y)| < t.

Ainda,

|[(u⊗ δ(m)) ∗ φt](x, y)| ≤ ‖∂my φ‖L∞ t−2−m
∞∑
j=1

1

2j
.

Mas,
t(−2−m)p < |(x− rj, y)|(−2−m)p.

Se z = (x, y), então∫
R2

(mφu⊗ δ(m))p(z)dz ≤ c ‖∂my φ‖
p
L∞

∫
{z: |z−(rj ,0)|<1}

|z − (rj, 0)|(−2−m)pdz

= c ‖∂my φ‖
p
L∞

∫
B(0,1)

|z|(−2−m)pdz <∞

se, e somente se, 1− (2 +m)p+ 1 > 0, ou seja,

p <
2

2 +m
.

Logo, f ∈ hp(R2) se, e somente se,

p <
2

2 +m
,

concluindo o exemplo.

Assim como para o espaço Hp há também uma caracterização maximal para a versão
local hp. Entretanto, antes de enunciá-la, é necessário observar que para realizar o estudo
deste espaço, vamos definir funções maximais análogas àquelas definidas no estudo de Hp.

Com efeito, dados N ∈ Z+ e f ∈ S ′(Rn), defina a seguinte função

mFNf(x)
.
= sup

ϕ∈FN
mϕf(x), (2.34)

onde FN é dado em 2.10.
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Além disso, para cada φ ∈ S(Rn), definimos a função maximal

m∗φf(x) = sup
|x−y|<t,
0<t<1

|(f ∗ φt)(y)|. (2.35)

Observação 2.3.1. Seja S a seguinte faixa:

S = {(x, t) ∈ Rn+1 : 0 < t < 1},

e considere o seguinte problema{
∆u(x, t) = 0 em S

u(x, 1) = f1, u(x, 0) = f0

, (2.36)

com f1 e f2 contínuas tais que se anulam no infinito.

Se P 0
t é o núcleo de Poisson para S e P 1

t (x) = P 0
1−t(x), então

u(x, t) = (P 0
t ∗ f0)(x) + (P 1

t ∗ f1)(x)

é solução do problema de Dirichlet (2.36). Além disso, vale que P 0
t −→ δ quando t −→ 0

e P 1
t −→ δ quando t −→ 1.

Teorema 2.3.1. Seja f ∈ S ′(Rn) e 0 < p <∞. São equivalentes:

(i) ∀ φ ∈ S(Rn) com
∫
φ(x)dx 6= 0 tal que mφf ∈ Lp(Rn);

(ii) ∃ φ ∈ S(Rn) com
∫
φ(x)dx 6= 0 tal que mφf ∈ Lp(Rn);

(iii) ∃ N suficientemente grande tal que mFNf ∈ Lp(Rn);

(iv) ∀ φ ∈ S(Rn), m∗φf ∈ Lp(Rn);

(v) sup|·−y|<t,
0<t<1

|(Pt ∗ f)(y)| ∈ Lp(Rn), onde Pt = P 0
t + P 1

t .

Portanto, para que uma distribuição temperada esteja em hp, basta que uma das
condições acima estejam satisfeitas. Por outro lado, há uma outra maneira de caracterizá-
lo, a qual será importante no decorrer deste trabalho.

2.3.1 Uma caracterização alternativa de hp(Rn)

Definição 2.3.2. Para x ∈ Rn e m ∈ Z+, seja

Km(x)
.
= {φ ∈ C∞c (B(x, r)), r < 1, ‖Dαφ‖L∞ ≤ r−(n+|α|) ∀ |α| ≤ m}.
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Definição 2.3.3. Dada f ∈ D′(Rn), definimos a função maximal f ∗m por

f ∗m(x) = sup
φ∈Km(x)

|〈f, φ〉|. (2.37)

É possível caracterizar o espaço hp segundo a função maximal definida acima: Uma
ditribuição temperada f ∈ S ′(Rn) está em hp(Rn) se, e somente se, existe N ∈ Z+ tal
que f ∗N ∈ Lp(Rn). Entretanto, buscamos uma caracterização similar a esta com respeito
a outra função maximal como segue:

Definição 2.3.4. Para 0 < p ≤ 1, definimos o número Np como sendo a parte inteira de

n

(
1

p
− 1

)
. (2.38)

Em outra palavras, Np é o maior inteiro menor ou igual que n(1/p− 1).

A definição acima permite considerarmos a função maximal f ∗Np+1. Agora, na função
maximal que queremos construir, em vez de tomarmos o supremo sobre a família de
funções em KNp+1(x), fixado x ∈ Rn, tomaremos o supremo sobre a família das funções-
teste normalizadas, isto é:

Definição 2.3.5. Dado x ∈ Rn, se a função ϕxr é de classe C∞, está suportada numa
bola de raio r ≤ 1 contendo x e, além disso, satisfaz

|∂αϕ| ≤ r−n−|α|, ∀ |α| ≤ Np + 1, (2.39)

então ϕxr é chamada de função-teste normalizada.

Desse modo, definimos:

Definição 2.3.6. Para uma distribuição temperada f , seja m(f) dada por

m(f)(x)
.
= sup

ϕxr

|f(ϕxr )|. (2.40)

A aplicação m(f) é chamada de grande função maximal local.

Com isso, a caracterização alternativa a qual dá nome a esta subsessão é dada pelo
seguinte teorema:

Teorema 2.3.2. Seja f ∈ S ′(Rn). Então, f ∈ hp(Rn) se, e somente se, m(f) ∈ Lp(Rn).

Demonstração. Suponha que m(f) ∈ Lp(Rn) e vamos mostrar que f ∈ hp(Rn). Para
tanto, considere φ ∈ C∞c (B(0, 1)) com integral não-nula. Para cada t ∈ (0, 1) e x ∈ Rn,
defina

ψx,t(y) = t−nφ

(
x− y
t

)
.
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Assim,
(f ∗ φt)(x) = 〈f, ψx,t〉.

Seja c > 0 de modo que se ψ = ψx,t/c, então

‖∂αψ‖L∞ ≤ t−(n+|α|), ∀ |α| ≤ Np + 1.

Note que o suporte de ψ está contido em B(x, t). Portanto, ψ é função-teste normalizada.
Assim,

|(f ∗ φt)(x)| ≤ c|f(ψ)| ≤ m(f)(x), ∀ t ∈ (0, 1) =⇒ mφ(f)(x) ≤ m(f)(x), ∀ x,

e, portanto,
‖mφ(f)‖Lp ≤ ‖m(f)‖Lp <∞,

mostrando que f ∈ hp(Rn).
Reciprocamente, suponha f ∈ hp(Rn). Então, existe N ∈ Z+ suficientemente grande

tal que mFN (f) ∈ Lp(Rn). Na verdade, Np + 1 cumpre esta condição. Portanto,
mFNp+1

f ∈ Lp(Rn). Seja φ função-teste normalizada e seja ψx,t(y) = tnφ(x − ty), para
t ∈ (0, 1). Então,

f(φ) = (f ∗ (ψx,t)t)(x).

Ainda, o suporte de ψx,t está contido em B(0, 2). Note também que

|yβDαψx,t(y)| ≤ 2|β|, ∀ |α|, |β| ≤ Np + 1.

Se c = max|β|≤Np+1 2|β|, então ψ = ψx,t/c ∈ FNp+1. Portanto,

|f(φ)| ≤ c mFNp+1
(f)(x) =⇒ m(f)(x) ≤ c mFNp+1

(f)(x)

=⇒ ‖m(f)‖Lp ≤ c ‖mFNp+1
(f)‖Lp <∞,

concluindo a prova.

Em vista da caracterização acima, o estudo de investigar se uma determinada
distribuição pertence a hp(Rn) está conectado diretamente com a grande função maximal
local. Nesta direção, vamos agora aprofundar nosso estudo na elaboração de condições
para que uma determinada distribuição esteja em hp(Rn).



Capítulo

3
Distribuições suportadas em um hiperplano e

o espaço hp

Dada uma distribuição com suporte compacto contido em um hiperplano, estudaremos
neste capítulo condições para que esta distribuição esteja em hp(Rn). De modo mais
específico, exibiremos duas condições: uma suficiente e outra necessária. A primeira delas
nos dará informação sobre a ordem total da distribuição enquanto que a segunda a ordem
na direção normal.

Comecemos pelo estudo da suficiência.

3.1 Uma condição suficiente

Suponha f uma distribuição em Rn com suporte compacto. Assumimos que, associado
a ela, exista um conjunto S fechado tal que, fora de S, a distribuição f é dada por uma
função localmente integrável f(x) cujo tamanho é controlado em termos da distância de
x a S. Mais precisamente, assumimos que:

i. Para x /∈ S, temos que |f(x)| ≤ c d(x)−M , onde d(x) = dist(x, S) e M > 0 fixado.

Vamos supor, além disso, que:

ii. Seja Sδ = {x ∈ Rn : d(x) ≤ δ}. Então, existe r > 0 tal que |Sδ| ≤ c δr quando
δ −→ 0. Assuma também que |Sδ| < c, ∀ δ ≤ 2.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos S satisfazendo as condições acima:

Exemplo 3.1.1. Considere a distribuição delta de Dirac. Podemos considerar S, o
conjunto associado a delta, como sendo a origem, isto é, S = {0}. Neste caso, temos
claramente que ela, fora de S, é L1

loc(Rn), uma vez que se anula em Rn \ S. Ainda, dado
δ > 0, note que Sδ = B(0, δ). Portanto, r = n, pois

|Sδ| = cn δ
n.
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Analogamente, podemos considerar S = {0} para as distribuições δ ⊗ δ(m) e φ⊗ δ(m),
como nos exemplos 1.2.2 e 1.2.3, respectivamente.

Exemplo 3.1.2. Sejam f = u⊗ δ(m), com

u =
∞∑
j=1

1

2j
δrj

a distribuição do Exemplo 1.1.6, com {rj : j ∈ N} = Q ∩ [0, 1] e S = [0, 1]. Então, f é
localmente integrável fora de S, da mesma forma como a delta de Dirac.

Para δ > 0, defina Rδ = [−δ, 1 + δ]× [−δ, δ]. Note que Sδ ⊂ Rδ. Portanto, temos que

|Sδ| ≤ |Rδ| = (δ + (1 + δ)) (2δ) ≤ c δ,

se δ < 1. Assim, r = 1.

No próximo exemplo exibiremos um conjunto que não satisfaz a condição ii, mostrando
que esta condição não é artificial e, sim, necessária.

Exemplo 3.1.3. Dado n ∈ N, defina

an =
1

ln(n+ 1)
.

A sequência {an}n∈N converge a zero e seja S o conjunto dado por

S = {an : n ∈ N} ∪ {0},

que é fechado. Note que, pelo Teorema do Valor Médio, obtemos

an − an+1 =
1

ξ

1

ln(n+ 1) ln(n+ 2)
>

1

(n+ 2)

1

ln(n+ 1) ln(n+ 2)
.
= εn, (3.1)

para algum ξ ∈ (n + 1, n + 2). Defina δn = εn/2 e veja que δn converge a zero quando
n −→∞. Fixado n ∈ N, defina para i ≤ n o intervalo Ai = (ai − δn, ai + δn) e note que

Ai ∩ Aj = ∅, ∀ i 6= j, i, j ≤ n. (3.2)

De fato, suponha, por absurdo, que exista y ∈ Ai ∩ Aj, para i 6= j e i, j ≤ n. Daí, segue
que

|ai − aj| < εn

e, assim, por (3.1), obtemos
|ai − aj| < |an − an+1|. (3.3)
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Agora, suponha i > j e note, por outro lado, que

|ai − aj| = |ai − ai−1|+ · · ·+ |aj+1 − aj| ≥ c |an − an+1| ≥ |an − an+1|,

para algum c ≥ 1, uma vez que

|a` − a`+1| ≥ |an − an+1|, ∀ ` ≤ n,

contradizendo (3.3), mostrando (3.2). Defina, assim, Sδn por

Sδn = {x ∈ R : d(x, S) ≤ δn}.

Não é difícil ver que
n⋃
j=1

Aj ⊂ Sδn . (3.4)

Assim, por (3.2) e (3.4), temos que

|Sδn| ≥
∣∣ n⋃
j=1

Aj
∣∣ =

n∑
j=1

|Aj| = n εn.

Seja 0 < r < 1 arbitrário fixo. Temos que

|Sδn|
δn
r ≥ 2 n δn

1−r = 2 n

[
1

(n+ 2)

1

ln(n+ 1) ln(n+ 2)

]1−r

≥ c nr
1

ln(n+ 2)2(1−r) , ∀ n ≥ 2.

Via L’hospital, mostra-se que

lim
n−→∞

c nr
1

ln(n+ 2)2(1−r) = c lim
n−→∞

r (n+ 2)2(1−r)

n1−r =∞,

provando que não existem constantes r > 0 e c > 0 de modo que |Sδn|/δnr ≤ c quando
n −→∞. Portanto, a condição ii não é satisfeita por S.

O próximo teorema nos dá uma condição suficiente para uma distribuição f com
suporte compacto estar em hp(Rn).

Teorema 3.1.1. Seja f ∈ E ′(Rn) e S um conjunto fechado de Rn, associado com f , como
no enunciado acima. Seja m a ordem da distribuição. Se

p <
r + 1

max{M,m+ n}
, (3.5)

então f ∈ hp(Rn).
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Demonstração. Sejam f ∈ E ′(Rn) e S conjunto fechado de Rn, associado com f . Para
mostrar que f ∈ hp(Rn), vamos mostrar que mφf ∈ Lp(Rn), para φ ∈ C∞c (B(0, 1)),
não-negativa, com integral igual a 1. Para tanto, fixe ` > 0 arbitrário e seja x ∈ Rn \ S.

Suponhamos que d(x) ≤ `. Neste caso, mostraremos que

mφf(x) = sup
0<t<1

|(f ∗ φt)(x)| ≤ c

d(x)max{M,m+n} .

Com efeito, dado t ∈ (0, 1), há duas possibilidades: 2t ≤ d(x) ou 2t > d(x). Se ocorrer
a primeira, isto é, 2t ≤ d(x), temos que se y ∈ B(x, t), então d(y) ≥ d(x)/2, pois como
existe z0 ∈ S tal que d(y) = |y − z0|, segue que

d(x) ≤ |x− z0| ≤ |x− y|+ |y − z0| < t+ d(y) ≤ d(x)

2
+ d(y).

Isto quer dizer que todo elemento da bola B(x, t) está fora de S e, portanto, o tamanho
de f é controlada em B(x, t). Daí,

|(f ∗ φt)(x)| ≤
∫
B(x,t)

|f(y)||φt(x− y)|dy

≤
∫

c

d(y)M
φt(x− y)dy

≤ c

(
d(x)

2

)−M
‖φt‖L1

=
2Mc

d(x)M
,

concluindo que

sup
0 < t < d(x)/2

|(f ∗ φt)(x)| ≤ 2Mc

d(x)M
.

Desde que d(x)/` ≤ 1 e M ≤ max{M,m+ n}, temos que(
d(x)

`

)M
≥
(
d(x)

`

)max{M,m+n}

=⇒ d(x)M ≥ `M−max{M,m+n}d(x)max{M,m+n}.

Portanto,
sup

0 < t d(x)/2

|(f ∗ φt)(x)| ≤ c`,M,m,n

d(x)max{M,m+n} . (3.6)

Suponha, agora, d(x) < 2t. Desde que f é de ordem finita m, existe A > 0, tal que

|(f ∗ φt)(x)| ≤ A

tm+n
<

A

d(x)/2m+n =
A 2m+n

d(x)m+n .

Portanto,

sup
d(x)/2 < t < 1

|(f ∗ φt)(x)| ≤ A 2m+n

d(x)m+n .
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Como m+ n ≤ max{M,m+ n}, obtemos

d(x)m+n ≥ `(n+m)−max{M,m+n}d(x)max{M,m+n}

e, portanto,

sup
d(x)/2 < t < 1

|(f ∗ φt)(x)| ≤ c`,M,m,n

d(x)max{M,m+n} . (3.7)

Logo, por (3.6) e (3.7), conclui-se

mφf(x) = sup
0<t<1

|(f ∗ φt)(x)| ≤ c

d(x)max{M,m+n} , ∀ x ∈ Rn \ S, com d(x) ≤ `. (3.8)

Suponha, agora, d(x) > `. Neste caso, vamos mostrar que

mφf(x) ≤ c

d(x)M
.

De fato, fixemos ` = 2. Temos, portanto, que d(x) > 2 > 2t, para todo t ∈ (0, 1).
Além disso, mais uma vez, temos que B(x, t) ⊂ B(x, d(x)/2). Daí, usando que φt(x−· )
está suportada na bola B(x, t), temos que

|(f ∗ φt)(x)| ≤
∫
B(x,t)

c

d(y)M
φt(x− y)dy ≤ c 2M

d(x)M
, ∀ t ∈ (0, 1)

e, portanto,

mφf(x) ≤ c 2M

d(x)M
, ∀ x ∈ Rn \ S com d(x) > 2. (3.9)

Defina K como sendo o compacto supp f +B(0, 1), o qual satisfaz

suppmφf ⊂ K,

dado que f ∈ E ′(Rn). Assim, note que∫
Rn

(mφf)p(x)dx ≤
∫
{x: d(x)≤2}

(mφf)p(x)dx+

∫
{x: d(x)>2}∩K

(mφf)p(x)dx = I + J.

Vamos estimar I e J . Comecemos por J . Pela desigualdade (3.9), obtemos∫
{x: d(x)>2}∩K

(mφf)p(x)dx ≤ cp 2pM
∫
{x: d(x)>2}∩K

d(x)−pMdx

≤ cp |{x ∈ K : d(x) > 2}|

≤ cp |K| <∞.
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Por fim, estimemos I. Pela condição ii, existem constantes r > 0 e c > 0 tais que

|Sρ| ≤ cρr, para ρ −→ 0.

Além disso, |Sρ| ≤ c, para 0 < ρ ≤ 2. Por hipótese, temos que

p <
r + 1

max{M,m+ n}
.

Seja q = pmax{M,m+ n}. Então, r + 1− q > 0. Utilizando (3.8), obtemos∫
{x: d(x)≤2}

(mφf)p(x)dx ≤ cp
∫
{x: d(x)≤2}

d(x)−qdx.

Mas veja que ∫
{x: d(x)≤2}

d(x)−qdx =

∫ 2

0

∫
{x: d(x)=ρ}

ρ−qdxdρ

=

∫ 2

0

ρ−q|{x : d(x) = ρ}|dρ

≤
∫ 2

0

ρ−q|Sρ|dρ.

Para ε > 0 suficientemente pequeno, dado pela condição ii, segue que∫
{x: d(x)≤2}

d(x)−qdx ≤
∫ ε

0

ρ−q|Sρ|dρ+

∫ 2

ε

ρ−q|Sρ|dρ

≤ c

∫ ε

0

ρ−qρrdρ+ c

∫ 2

ε

ρ−qdρ

= c

∫ 2

0

ρr−qdρ+ A

=
2r−q+1

r − q + 1
+ A <∞,

completando a prova do teorema.

A condição suficiente que buscamos decorre do teorema acima, isto é, quando nos
restringimos a classe das distribuições suportadas em um hiperplano, cujo suporte é
compacto, obtemos a seguinte condição de suficiência:

Teorema 3.1.2. Seja f uma distribuição com suporte compacto contido no hiperplano Π

e seja m sua ordem. Se

m <
1

p
− n,

então f ∈ hp(Rn).
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Demonstração. Seja f distribuição com suporte compacto contido no hiperplano Π.
Suponha que f está suportada no cubo [−1, 1]n−1.

Defina S = Π ∩ [−1, 1]n−1. Temos que S é um conjunto fechado. Além disso, fora
deste, f é nula e, portanto, f ∈ L1

loc(Rn \ S).
Seja Rδ = [−1− δ, 1 + δ]n−1 × [−δ, δ]. Note que Sδ ⊂ Rδ. Portanto, temos que

|Sδ| ≤ |Rδ| = (2 (1 + δ))n−1 2δ ≤ c δ1,

se δ < 1. Neste caso, r = 1.
Sendo r = 1, vamos escolher M = 1, uma vez que, neste caso particular, esta escolha

oferece o maior intervalo no qual p pode estar. Desse modo,

m <
1

p
− n =⇒ p <

1

n+m
=

1

max{1, n+m}
<

r + 1

max{M,n+m}
,

implicando, pelo Teorema 3.1.1, que f ∈ hp(Rn).

Se na demonstração deste teorema considerarmos o caso particular em que S = {0},
podemos flexibilizar a hipótese do seguinte modo:

Teorema 3.1.3. Seja f ∈ D′(Rn) suportada em S = {0} e seja m sua ordem. Se

m < n

(
1

p
− 1

)
,

então f ∈ hp(Rn).

Demonstração. Já vimos que, neste caso, r = n. Novamente, escolha M = 1. Assim,

m < n

(
1

p
− 1

)
=⇒ p <

n

n+m
=

r

max{M,n+m}
<

r + 1

max{M,n+m}
,

implicando, pelo Teorema 3.1.1, que f ∈ hp(Rn).

3.2 Uma condição necessária

Nossa meta, agora, é cumprir um dos objetivos estabelecidos no começo deste trabaho.
O primeiro passo nesta direção, é dar os detalhes da construção de uma partição da
unidade subordinada a uma família finita de cubos especial. A saber:

Definição 3.2.1. Fixe j = 0, 1, . . . e defina para α = (α1, . . . , αn−1) ∈ Zn−1
+ o cubo

Qj
α = [α12−j, (α1 + 1)2−j]× · · · × [αn−12−j, (αn−1 + 1)2−j]. (3.10)
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Nestas condições, Qj
α é chamado de cubo diádico.

Além disso, definimos:

Definição 3.2.2. Dado um cubo Q, definimos o cubo duplicado de Q, denotado por
2Q, como sendo o cubo cujo centro coincide com o centro de Q e o comprimento de sua
aresta é o dobro do comprimento de aresta de Q.

Observação 3.2.1. Seja Qj
α um cubo diádico. Note que o comprimento de aresta de Qj

α

é 2−j. Portanto, o cubo duplicado 2Qj
α tem comprimento de aresta 2−j+1.

Ainda, fixado j = 0, 1, . . . , considere a família {Qj
α}α∈Λj , onde

Λj = {(α1, . . . , αn−1) ∈ Zn−1
+ : 0 ≤ αi ≤ 2j − 1, i = 1, . . . , n− 1}. (3.11)

Note que a cardinalidade deste conjunto é 2jn. Além disso, se Q = [0, 1]n−1, então

Q =
⋃
α∈Λj

Qj
α, (3.12)

isto é, a família {Qj
α}α∈Λj é uma decomposição de Q para cada j fixado.

Proposição 3.2.1. Existe partição da unidade {ηjα}α∈Λj subordinada a família {2Qj
α}α∈Λj

de modo que
|∂γηjα| ≤ c 2j|γ|, ∀ |γ| ≤ Np + 1, ∀ α ∈ Λj. (3.13)

Demonstração. Seja Q0 o cubo unitário em Rn−1 centrado na origem. Vamos considerar
0 ≤ ϕ ≤ A função-teste de modo que{

ϕ(x′) = A, x′ ∈ Q0

ϕ(x′) = 0, x′ /∈ 2Q0

,

onde A é uma constante positiva que logo após será fixada. Para cada α ∈ Λj, defina ψjα
por

ψjα(x′) = ϕ

(
x′ − cjα

2−j

)
,

sendo cjα é o centro do cubo Qj
α. A mesma satisfaz{

ψjα(x′) = A, x′ ∈ Qj
α

ψjα(x′) = 0, x′ /∈ 2Qj
α

.

Além disso, note que
|∂γψjα| ≤ (2−j)−|γ|‖∂γϕ‖L∞ ≤ 2j|γ|Aγ, (3.14)

onde Aγ = ‖∂γϕ‖L∞ .



89

Se |γ| ≤ Np + 1, então seja A = max|γ|≤Np+1Aγ e defina, portanto,

ϕjα(x′) =
ψjα(x′)

A
.

A função ϕjα satisfaz 
ϕjα(x′) = 1, x′ ∈ Qj

α

ϕjα(x′) = 0, x /∈ 2Qj
α

|∂γϕjα| ≤ 2j|γ|, ∀ |γ| ≤ Np + 1

.

Suponha que Λj = {α1, . . . , α2jn}. Defina, portanto, a família {ηjα}α∈Λj do seguinte modo

ηjα1 = ϕjα1

ηjα2 = ϕjα2(1− ϕjα1)

...

ηj
α2jn

= ϕj
α2jn

(1− ϕj
α2jn−1

) . . . (1− ϕjα1).

Daí,
supp ηj

αi
⊂ suppϕj

αi
⊂ 2Qj

αi
.

Além disso,
2jn∑
1

ηj
αi

(x′) = 1−
2jn∏
1

(1− ϕj
αi

).

Se x′ ∈ Q, então existe i ∈ {1, . . . , 2jn} tal que x′ ∈ Qj
αi
. Assim, ϕj

αi
(x′) = 1 e, portanto,

2jn∑
1

ηj
αi

(x′) = 1.

Observe também que se |γ| ≤ Np + 1, então

|∂γηjα1(x′)| ≤ 2jn

|∂γηjα2(x′)| ≤ c1 2jn

|∂γηjα2(x′)| ≤ c2 2jn

...

|∂γηj
α2jn

(x′)| ≤ c2jn−1 2jn.

Seja c = max1≤j≤2jn−1{cj, 1}. Portanto,

|∂γηjα| ≤ c 2j|γ|, ∀ |γ| ≤ Np + 1, ∀ α ∈ Λj,

concluindo a prova da proposição.
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Nesta seção, vamos fixar n ≥ 2 e escrever Rn = Rn−1 × R. Aqui, Π denotará o
hiperplano de Rn dado por

Π = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn = 0}.

Vimos no Teorema 1.2.1 que se f é uma distribuição em Rn de ordem k com suporte
compacto em Π, então a mesma pode ser escrita como:

f(φ) =
k∑
j=0

fj(φj),

onde cada fj é uma distribuição com suporte compacto e ordem k − j em Rn−1, e

φj(x
′) = ∂jxnφ(x′, 0).

Para os resultados e exemplos que seguem, vamos fixar N como sendo a ordem de f
na direção normal.

Lema 3.2.1. Seja f uma distribuição em Rn com suporte compacto em Π, e seja N a
ordem na direção normal. Então, para 0 < p ≤ 1, a função local maximal m(f) satisfaz∫

Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥ c xn
n−1−(n+N)p, (3.15)

para todo xn > 0 suficientemente pequeno e algum c > 0.

Demonstração. O primeiro passo da prova consiste em construir uma função-teste
normalizada Φ de tal modo que f(Φ) dependa apenas de fN . Com efeito, escrevemos

f(φ) =
N∑
j=0

fj(φj),

onde N é a ordem de f na direção normal. Vamos assumir, por simplicidade, que

supp f ⊂ intQ, (3.16)

onde Q é o produto de [0, 1] por ele mesmo n− 1 vezes. Desde que fN é não-nula, existe
uma função-teste tal que

fN(φ) = ε > 0.

Podemos supor que suppφ ⊂ intQ. De fato, seja η função-teste suportada em intQ e
tal que η ≡ 1 em uma vizinhança do suporte de fN . Temos que

φ = φ η + (1− η)φ
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e, portanto,
fN(φ) = fN(φ η) + fN((1− η)φ).

Mas,
fN((1− η)φ) = 0,

uma vez que η ≡ 1 numa vizinhança do suporte de fN e que supp fN ⊂ intQ. Logo,

fN(φ) = fN(φ η),

e, assim, podemos reconsiderar φ η no lugar de φ.

Trocando ε se necessário, normalizemos φ de modo que

sup
|γ|≤Np+1

|∂γx′ φ| ≤ 1, (3.17)

Fixado j = 0, 1, . . . , considere a família {Qj
α}α∈Λj , sendo Qj

α e Λj como em (3.10) e
(3.11), respectivamente. Assim, pela proposição anterior, associamos para cada j à família
{2Qj

α}α∈Λj uma partição da unidade {ηjα}α∈Λj onde cada ηjα ∈ C∞c (2Qj
α), 0 ≤ ηjα ≤ 1 e∑

α∈Λj

ηjα(x′) = 1, ∀ x′ ∈ Q, (3.18)

e tal que
|∂γx′ η

j
α| ≤ c 2j|γ|, ∀ |γ| ≤ Np + 1, (3.19)

para alguma constante c > 0.

Dado γ ∈ Zn−1
+ tal que |γ| ≤ Np + 1, temos que

|∂γx′ [2j(n−1)φ(x′) ηjα(x′)]| ≤ 2j(n−1)
∑
β≤γ

(
γ

β

)
|∂γ−βx′ φ(x′)||∂βx′η

j
α(x′)|.

Agora, desde que |γ − β|, |β| ≤ Np + 1, usando (3.17) e (3.19), obtemos

|∂γx′ [2j(n−1)φ(x′) ηjα(x′)]| ≤ c 2j(n−1)
∑
β≤γ

(
γ

β

)
2j|β|

≤ c 2j(n−1)
∑
β≤γ

(
γ

β

)
2j|γ|

= 2j(n−1+|γ|)cγ,β,

onde

cγ,β = c
∑
β≤γ

(
γ

β

)
> 0.
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Portanto, defina
φjα = An,p 2j(n−1)φ ηjα,

onde An,p = c−1
γ,β. Logo, devemos ter que

|∂γx′φ
j
α| ≤ 2j(n−1+|γ|), ∀ |γ| ≤ Np + 1. (3.20)

Ainda, temos que
suppφjα ⊂ 2Qj

α.

Como no Exemplo 1.1.1, considere a função suave de uma variável tal que{
tN/N !, t ∈ [−1/2, 1/2]

0, |t| > 1
. (3.21)

com ∣∣∣∣( d

dt

)m
ψ(t)

∣∣∣∣ ≤ bn,p, ∀ m ≤ Np + 1, (3.22)

onde bn,p é uma constante positiva que depende apenas de n e p. Defina ψj(t) = 2jψ(2jt).
Assim, para todo m ≤ Np + 1, obtemos que∣∣∣∣( d

dt

)m
ψj(t)

∣∣∣∣ = 2j
∣∣∣∣( d

dt

)m
ψ(2jt)

∣∣∣∣ ≤ bn,p 2j(m+1). (3.23)

Além disso, note que
suppψj ⊆ [−2−j, 2−j].

Agora, dado β = (γ,m) ∈ Zn+ com |β| ≤ Np + 1, note que

|∂β[φjα(x′)ψj(xn)]| = |∂γx′ φ
j
α(x′)||dmxn ψj(xn)|

≤ 2j(n−1+|γ|) bn,p 2j(m+1)

= bn,p 2j(n+|β|).

Seja c > 0 de modo que c bn,p 2j(n+|β|) seja menor ou igual que (2−j
√
n)−(n+|β|). Daí,

c = cn,p ≤
(
√
n)−(n+|β|)

bn,p
.

Dessa modo, defina
Φj
α(x) = cn,p φ

j
α(x′) ψj(xn),

e pela escolha de cn,p temos que

|∂βΦj
α(x)| ≤ (2−j

√
n)−(n+|β|), ∀ |β| ≤ Np + 1. (3.24)
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Observe que
supp Φj

α = suppφjα × suppψj ⊂ 2Qj
α × [−2−j, 2−j]. (3.25)

Note, além disso, que 2Qj
α× [−2−j, 2−j] é um cubo cuja aresta tem comprimento 2−j+1 e,

portanto, seu diâmetro é 2−j
√
n. Se Cj

α é o centro deste cubo, então

2Qj
α × [−2−j, 2−j] ⊂ B(Cj

α, 2
−j√n).

Portanto, a função Φj
α cumpre as seguintes propriedades:

(i) Φj
α ∈ C∞(Rn);

(ii) |∂βΦj
α| ≤ r−(n+|β|), ∀ |β| ≤ Np + 1, r = (2−j

√
n) ;

(iii) supp Φj
α ⊂ B(Cj

α, r),

ou seja, Φj
α satisfaz as condições de uma função-teste normalizada para x ∈ 2Qj

α ×
[−2−j, 2−j]. Agora, note que

f(Φj
α) = cn,p 2j(N+1)fN(φjα). (3.26)

De fato,

f(Φj
α) = cn,pf(φjα(x′) ψj(xn)) = cn,p

N−1∑
i=0

fi((Φ
j
α)i) + cn,pfN((Φj

α)N),

onde (Φj
α)i = ∂ixnΦj

α(x′, 0) = φjα(x′) dixnψj(0), para i = 0, . . . , N . Como ψ(t) = tN/N ! em
uma vizinhança pequena de xn = 0, temos que

dixnψj(xn)|xn=0 = 2j(N+1) t(N−i)

(N − i)!
|xn=0 = 0, se i < N

e
dNxnψj(xn)|xn=0 = 2j(N+1).

Daí,
f(Φj

α) = cn,p 2j(N+1)fN(φjα),

mostrando (3.26).
O passo seguinte é mostrar que∫

Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥ c xn
n−1−(n+N)p, (3.27)

para todo xn > 0 suficientemente pequeno e algum c > 0. De fato, se x ∈ 2Qj
α ×

[−2−j, 2−j], então

m(f)(x) ≥ |f(Φj
α)| ≥ cn,p2

j(N+1)|fN(φjα)|χ2Qjα×[−2−j ,2−j ](x)
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e, portanto,
m(f)p(x) ≥

(
cn,p2

j(N+1)|fN(φjα)|
)p
χ2Qjα×[−2−j ,2−j ](x). (3.28)

Note que para todo j = 0, 1, . . . temos que∑
α∈Λj

fN(φjα) = An,p2
j(n−1)ε, (3.29)

pois ∑
α∈Λj

fN(φjα) =
∑
α∈Λj

fN(An,p 2j(n−1)φ ηjα)

= An,p 2j(n−1)fN

φ∑
α∈Λj

ηjα


= An,p 2j(n−1)fN(φ)

= An,p 2j(n−1)ε.

Para xn > 0 suficientemente pequeno, existe j ∈ N tal que xn ∈ [2−(j+1), 2−j]
.
= Ij. Assim,

por (3.28), segue que∫
Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥
∫
⋃
α∈Λj

2Qjα

m(f)p(x′, xn)dx′

≥
∫
⋃
α∈Λj

2Qjα

(cn,p2
j(N+1)|fN(φjα)|)pχ2Qjα×[−2−j ,2−j ](x

′, xn)dx′

≥
∑
α∈Λj

∫
2Qjα

(cn,p2
j(N+1)|fN(φjα)|)pχ2Qjα×[−2−j ,2−j ](x

′, xn)dx′

= cn,p 2pj(N+1)
∑
α∈Λj

|fN(φjα)|p
∫

2Qjα

χ2Qjα×[−2−j ,2−j ](x
′, xn)dx′

= cn,p 2pj(N+1)
∑
α∈Λj

|fN(φjα)|p
∫

2Qjα

χ2Qjα
(x′) χ[−2−j ,2−j ](xn)dx′

= cn,p 2pj(N+1)
∑
α∈Λj

|fN(φjα)|p |2Qj
α| χ[−2−j ,2−j ](xn)

≥ cn,p 2pj(N+1)
∑
α∈Λj

|fN(φjα)|p |Qj
α| χIj(xn)

= cn,p 2pj(N+1)2−j(n−1)
∑
α∈Λj

|fN(φjα)|p χIj(xn).

Desde que 0 < p ≤ 1, então

∫
Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥ cn,p 2pj(N+1)2−j(n−1)

∑
α∈Λj

|fN(φjα)|

p

χIj(xn)
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que, por (3.29), obtemos∫
Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥ cn,p An,p 2pj(N+1) 2−j(n−1)2jp(n−1) εp χIj(xn)

= cn,p An,p ε
p 2−j(n−1−p(n+N)) χIj(xn).

Agora, seja I .
= n− 1− p(n+N). Então, I ≥ 0 ou I < 0.

Se I ≥ 0, então xnI ≤ 2−jI , uma vez que xn ≤ 2−j. Portanto,∫
Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥ cn,p An,p ε
p xn

n−1−p(n+N) = Cn,p,ε xn
n−1−p(n+N).

Se I < 0, então I = −J , para algum J > 0. Desde que 2−(j+1) ≤ xn, temos que
2−(j+1)J ≤ xn

J . Portanto,

2−jI2−I = 2−(j+1)I ≥ xn
I =⇒ 2−jI ≥ 2Ixn

I .

Desse modo, ∫
Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′ ≥ cn,p An,p ε
p 2n−1−p(n+N) xn

n−1−p(n+N)

= Cn,p,ε,N xn
n−1−p(n+N),

o que completa a prova do lema.

Teorema 3.2.1. Seja f uma distribuição em Rn com suporte compacto contido em Π tal
que N é a ordem de f na direção normal. Suponha 0 < p ≤ 1. Se f ∈ hp(Rn), então

N < n

(
1

p
− 1

)
.

Demonstração. Vamos provar este resultado via redução ao absurdo. Com efeito, suponha
que N ≥ n

(
1
p
− 1
)
. Daí, tem-se que n−1− (n+N)p ≤ −1. Ainda, para 0 < ε ≤ xn < 1,

temos que
xn

n−1−(n+N)p ≥ xn
−1.

Pelo Lema 3.2.1, obtemos

∫ 1

ε

∫
Rn−1

m(f)p(x′, xn)dx′dxn ≥ c

∫ 1

ε

xn
n−1−(n+N)pdxn ≥ c

∫ 1

ε

xn
−1dxn −→∞,

quando ε −→ 0, mostrando que m(f)p não é localmente integrável próximo a xn = 0,
contradizendo o fato de f estar em hp(Rn).



96

É claro que o teorema acima é válido para distribuições cuja ordem coincide com a
ordem na direção normal. Entretanto, será consequência da proposição que segue que o
Teorema 3.2.1 não se verifica com N trocado por K, a ordem total da distribuição.

Dizer que o mesmo não é válido quando trocado a ordem de f pela ordem na direção
normal é equivalente a dizer que existe uma distribuição f ∈ hp(Rn), suportada num
hiperplano, tal que

K ≥ n

(
1

p
− 1

)
,

sendo K a ordem de f .
Na proposição que seguirá, exibiremos f ∈ hp(Rn) sob as mesmas condições do

teorema, salvo que K, a ordem de f , será de tal modo que

K ≥ Np.

Assim, se considerarmos o caso em que n(1/p − n) ∈ Z+, então Np = n(1/p − n),
exibindo, portanto, o exemplo desejado.

Previamente a esta, apresentemos um resultado essencial em sua demonstração, que
diz respeito a construção de funções com momento nulo.

Proposição 3.2.2. Dado um cubo Q ⊂ Rn e um inteiro positivo M , existe Φ ∈ C∞c (Rn),
suportada em Q, tal que ∫

Φ(x)xαdx = 0, ∀ |α| ≤M.

Demonstração. Suponha que Q = [−a, a]n e seja ψ ∈ C∞c ([−a, a]) não-nula. Defina

Φ0(t) =

(
d

dt

)M+1

ψ(t),

a qual é função-teste e está suportada no cubo [−a, a].
Assim, se Φ(x) = Φ0(x1) . . .Φ0(xn), então além de Φ ∈ C∞c (Q), vale que∫

Φ(x)xαdx = 0, ∀ |α| ≤M.

Com efeito, note, inicialmente, que dado 0 ≤ j ≤M tem-se∫
Φ0(t)tjdt =

∫ (
d

dt

)M+1

ψ(t)tjdt = (−1)j j!

∫ (
d

dt

)M+1−j

ψ(t)dt = 0, (3.30)

sendo M + 1− j > 0.
Daí, dado α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ com |α| ≤M , temos que cada αi ≤M . Assim, pelo

Teorema de Fubini, utilizando (3.30), o resultado desejado.

O resultado acima permite a construção de uma família de funções com momento nulo
com as seguintes propriedades:
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Observação 3.2.2. Em Rn−1, seja Qj o cubo de centro cj e comprimento de aresta δj,
para cada j = 1, 2, . . . . Vamos construir aj função-teste suportada em Qj satisfazendo as
seguintes propriedades:

‖aj‖L∞ ≤ c δj
1−n/p,∫

aj(x
′)(x′)αdx′ = 0,

para todo α ∈ Zn−1
+ com |α| ≤ Np e algum c > 0 que independe de j. Além disso,∫

aj(x
′)(x1 − (cj)1)Np+1dx′ = Cn δj

n−n/p+Np+1,

para algum Cn > 0. Aqui, (cj)1 denota a primeira coordenada de cj.

Com efeito, seja Q ⊂ Rn−1 o cubo unitário centrado na origem. Pela Proposição 3.2.2,
existe b função-teste suportada em Q tal que∫

b(x′)(x′)αdx′ = 0, ∀ |α| ≤ Np.

Para cada j = 1, 2, . . . , defina

bj(x
′) = b

(
x′ − cj
δj

)
.

Então, bj é suave e está suportada em Qj. Além disso, se |α| ≤ Np, então∫
bj(x

′)(x′)αdx′ =

∫
b

(
x′ − cj
δj

)
(x′)αdx′

= δj
n−1

∫
b(y′)(δj y

′ + cj)
αdy′

= δj
n−1

∑
β≤α

(
α

β

)
(δj, . . . , δj)

α−β (cj)
β

∫
b(y′)(y′)α−βdy′

= 0. (3.31)

Assim, defina
aj(x

′) = δj
1−n/p bj(x

′).

Vamos supor que δj ≤ 1. Portanto,

‖aj‖L∞ ≤ δj
1−n/p ‖b‖L∞ ≤ c δj

1−n/p.

Por (3.31), temos que ∫
aj(x

′)(x′)αdx′ = 0, ∀ |α| ≤ Np. (3.32)
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Finalmente, usando o Binômio de Newton e (3.32), obtemos

∫
aj(x

′)(x1 − (cj)1)Np+1dx′ =

Np+1∑
i=0

(
Np + 1

i

)
(cj)1

Np+1−i
∫
aj(x

′)(x1)i dx′

=

∫
aj(x

′)(x1)Np+1 dx′

= δj
1−n/p

∫
bj(x

′)(x1)Np+1 dx′

= δj
1−n/p+Np+1+n−1

∫
b(x′)(x1)Np+1 dx′

= Cn δj
n−n/p+Np+1,

completando a construção desejada.

Observação 3.2.3. Para j = 0, 1, . . . , considere Qj como na observação prévia. Vamos
construir uma sequência de funções ϕj ∈ S(Rn) com ϕj(x

′, 0) suportada em 2Qj,
satisfazendo

|∂α ϕj| ≤ Cn,p, ∀ |α| ≤ Np − 1, e (3.33)

ϕj(x
′, 0) =

1

(Np + 1)!
(x1 − (cj)1)Np+1δj

−2 sobre Qj. (3.34)

De fato, seja φj ∈ C∞c (Rn−1) com φj ≡ 1 em uma vizinhaça de Qj e suportada em 2Qj.
Pelo Corolário 1.1.3, temos que

|∂αφj| ≤ C δj
−|α|, ∀ |α| ≤ Np − 1. (3.35)

Dado x = (x′, xn) ∈ Rn, defina ϕj(x) por

ϕj(x) = φj(x
′)

1

(Np + 1)!
(x1 − (cj)1)Np+1δj

−2, (3.36)

a qual pertence a S(Rn). Claramente, temos que a função x′ 7→ ϕj(x
′, 0) é suportada em

2Qj. Além disso, desde que φj ≡ 1 sobre Qj, obtemos (3.34).

Resta mostrar que ϕj satisfaz (3.33). Com efeito, dado γ = (α, `) ∈ Zn−1
+ × Z+ com

|γ| ≤ Np − 1, temos pela Regra de Leibniz que

∂αϕj(x) =
δj
−2

(Np + 1)!

∑
β≤α

Cα,β ∂
α−β
x′ φj(x

′)∂βx′ [(x1 − (cj)1)Np+1]

=
δj
−2

(Np + 1)!

∑
β1e1≤α

Cα,β ∂
α−β1e1
x′ φj(x

′) dβ1
x1

[(x1 − (cj)1)Np+1]

=
Cp δj

−2

(Np + 1)!

∑
β1e1≤α

Cα,β ∂
α−β1e1
x′ φj(x

′)(x1 − (cj)1)Np+1−β1 ,
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onde Cp = (Np + 1) Np . . . (Np + 1− (β1 − 1)).
Aplicando o valor absoluto acima e usando (3.35), temos que

|∂αϕj| ≤ Cδj
−2δj

−|α−β1e1||(x1 − (cj)1)|Np+1−β1

≤ Cp,n δj
|β1e1−α|+Np−1−β1

≤ Cp,n,

uma vez que |β1e1 − α|+Np − 1− β1 ≥ 0, já que |α| ≤ Np − 1. Desse modo, ϕj satisfaz
(3.33) e, portanto, as três condições desejadas.

Proposição 3.2.3. Para 0 < p < 1, existe uma distribuição f ∈ hp(Rn) com suporte
compacto contido em um hiperplano, tal que a ordem K de f satisfaz

K ≥ Np,

onde Np é a parte inteira de n(1/p− 1).

Demonstração. Tome o hiperplano Π como no teorema anterior. Em Rn−1, considere
cubos Qj com centros cj e comprimento de lado δj, tais que os cubos duplicados 2Qj são
dois-a-dois disjuntos e ∑

δj <∞. (3.37)

Pela Observação 3.2.2, podemos considerar funções aj de n − 1 variáveis suportadas em
Qj e satisfazendo

‖aj‖L∞ ≤ δj
1−n/p, (3.38)∫

aj(x
′)(x′)αdx′ = 0, (3.39)

para todo α ∈ Zn−1
+ com |α| ≤ Np, e∫

aj(x
′)(x− (cj)1)Np+1dx′ = Cn δj

n−n/p+Np+1, (3.40)

para algum Cn > 0.
Defina os funcionais lineares τj sobre S(Rn) por

τj(ϕ) =

∫
Rn−1

aj(x
′) ϕ(x′, 0)dx′, (3.41)

para ϕ ∈ S(Rn). Para cada j = 1, 2, . . . , τj é funcional linear contínuo. De fato, pela
expansão em Taylor de ϕ(x′, 0) em torno de cj, temos que

ϕ(x′, 0) =
∑
|α|≤Np

∂αx′ ϕ(cj, 0)
(x′ − cj)α

α!
+Rp(x

′),
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onde

Rp(x
′) = (Np + 1)

1∫
0

(1− t)Np
∑

|α|=Np+1

∂αx′ ϕ(cj + t(x′ − cj), 0)
(x′ − cj)α

α!
dt.

Multiplicando por aj na equação acima e integrando sobre Rn−1, obtemos que

τj(ϕ) =
∑
|α|≤Np

1

α!
∂αx′ ϕ(cj, 0)

∫
aj(x

′)(x′ − cj)αdx′

+ (Np + 1)

1∫
0

(1− t)Np
∑

|α|=Np+1

1

α!
∂αx′ ϕ(cj + t(x′ − cj), 0)

∫
aj(x

′)(x′ − cj)αdx′dt.

Observe que se |α| ≤ Np, então∫
aj(x

′)(x′ − cj)αdx′ =
∫
aj(x

′)
∑
β≤α

(
α

β

)
(x′)α−β(cj)

βdx′

=

Np∑
β≤α

(
α

β

)
(cj)

β

∫
aj(x

′)(x′)α−βdx′

= 0,

por (3.39), uma vez que |α− β| ≤ Np. Daí, segue que

|τj(ϕ)| ≤ (Np + 1)

(Np + 1)!

1∫
0

(1− t)Np
∑

|α|=Np+1

‖∂αx′ϕ‖L∞
∫
Qj

|aj(x′)||(x′ − cj)|Np+1dx′dt

≤ (Np + 1)

(Np + 1)!

1∫
0

(1− t)Np
∑

|α|=Np+1

‖∂αx′ϕ‖L∞‖aj‖L∞|Qj|
(√

n− 1 δj
)Np+1

dt

≤ c
∑

|α|=Np+1

‖∂αx′ϕ‖L∞δj1−n/p δn−1
(√

n− 1 δj
)Np+1

≤ c
∑

|α|=Np+1

‖∂αx′ϕ‖L∞ δj
1−n/p+n−1+Np+1

= c δj
n−n/p+Np+1

∑
|α|=Np+1

‖∂αx′ϕ‖L∞

≤ c δj
n−n/p+Np+1 ‖ϕ‖cNp+1 .

Agora, como n(1/p − 1) < Np + 1, temos que n − n/p + Np + 1 > 0. Ainda, por (3.37),
δj −→ 0 e, portanto, δjn−n/p+Np+1 −→ 0. Desse modo, δjn−n/p+Np+1 é limitado. Logo,

|τj(ϕ)| = c δj
n−n/p+Np+1‖ϕ‖cNp+1 ≤ cn,p ‖ϕ‖cNp+1 . (3.42)
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Portanto, cada τj ∈ S ′(Rn). Assim, defina fj =
j∑
i=1

λiτi ∈ S ′(Rn), onde a sequência {λj}

é escolhida de modo que ∑
λj

p <∞ e
λj
δj
−→∞, (3.43)

quando j −→∞. Por exemplo, δj = 2−j e λj = j−(1+1/p). Decorre daí que∑
λj <∞.

Note que para toda ϕ ∈ S(Rn), temos que

j∑
i=1

λi|τi(ϕ)| ≤ cn,p ‖ϕ‖cNp+1

j∑
i=1

λi <∞,

o que mostra que a sequência monótona crescente {fj(ϕ)} é limitada e, portanto,
convergente. Defina, portanto,

f = lim
i−→∞

fi ∈ S ′(Rn),

isto é,

f =
∞∑
j=1

λjτj.

Note que dada ϕ ∈ S(Rn) podemos escrever cada τj da seguinte maneira:

τj(ϕ) = 〈aj ⊗ δ, ϕ〉

e, então,
f =

∑
j

λj (aj ⊗ δ),

o que nos permite ver, de forma mais clara, que f tem suporte compacto e, além disso,
está contido no hiperplano Π.

Para ver que a ordem de f é ao menos Np, tome a sequência de funções ϕj ∈ S(Rn),
como na Observação 3.2.3, com ϕj(x

′, 0) suportada em 2Qj, satisfazendo

|∂α ϕj| ≤ C, ∀ |α| ≤ Np − 1, e (3.44)

ϕj(x
′, 0) =

1

(Np + 1)!
(x1 − (cj)1)Np+1δj

−2 sobre Qj. (3.45)

Desde que ai é suportada no cubo Qi e ϕj é suportada em 2Qj, os quais são disjuntos se
i 6= j, segue que ∫

Qi

ai(x
′)ϕj(x

′, 0)dx′ = 0, ∀ i 6= j.
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Daí,

f(ϕj) =
∑
i

λi

∫
Qi

ai(x
′)ϕj(x

′, 0)dx′

=
∑
i 6=j

λi

∫
Qi

ai(x
′)ϕj(x

′, 0)dx′ + λj

∫
Qj

aj(x
′)ϕj(x

′, 0)dx′

= λj

∫
Qj

aj(x
′)ϕj(x

′, 0)dx′.

Portanto, usando (3.40) e (3.45), obtemos

f(ϕj) =
1

(Np + 1)!
λj δ

−2

∫
Qj

aj(x
′)(x1 − (cj)1)Np+1dx′

=
1

(Np + 1)!
λj δ

−2Cn δj
n−n/p+Np+1

=
1

(Np + 1)!
λj Cn δj

n−n/p+Np−1

= cn,p λj δj
n−n/p+Np−1.

Note que n − n/p + Np − 1 < 0. Por (3.43), λj δjn−n/p+Np−1 −→ ∞, quando j −→ ∞.
Daí,

f(ϕj) −→∞, quando j −→∞. (3.46)

Se f tivesse ordem menor que Np, então existiria uma constante C > 0 tal que

|f(ϕj)| ≤ C
∑

|β|,|α|≤Np−1

sup |∂αϕj(x)|

≤ C
∑

|β|,|α|≤Np−1

‖∂αϕj‖L∞

≤ Cn,p <∞,

o que contradiz (3.46). Logo, a ordem de f é maior ou igual a Np.

Finalmente, para ver que f ∈ hp(Rn), considere a grande função maximal local m(f).
É suficiente mostrar que

‖m(τj)‖Lp(Rn) ≤ C,

uniformemente em j, pois dado x ∈ Rn considere ϕxr função-teste normalizada suportada
numa bola de raio 0 < r ≤ 1 contendo x. Assim,

|f(ϕxr )| ≤
∑
j

λj|τj(ϕxr )| ≤
∑
j

λj m(τj)(x).
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Portanto,

m(f)p(x) ≤

(∑
j

λj m(τj)(x)

)p

≤
∑
j

λpj m(τj)
p(x), ∀ x ∈ Rn.

Integrando ambos os lados na desigualdade acima, temos∫
m(f)p(x)dx ≤

∫ ∑
j

λpj m(τj)
p(x)dx

≤
∑
j

∫
λpj m(τj)

p(x)dx

≤
∑
j

λpj ‖m(τj)‖pLp

≤ C
∑
j

λpj <∞.

Vamos mostrar que a função maximalm(τj) é limitada uniformemente na norma Lp. Com
efeito, tome x = (x′, xn) ∈ Rn e considere ϕxt função-teste normalizada suportada numa
bola de raio 0 < t ≤ 1 contendo x. Então,

ϕxt 6= 0

somente se t > |xn|/2, pois dado y′ ∈ Rn−1, suponha t ≤ |xn|/2. Então

|(y′, 0)− (x′, xn)| = |(y′ − x′, xn)| ≥ |xn| ≥ 2t⇒ (y′, 0) /∈ B(x, 2t)⇒ (y′, 0) /∈ suppϕxt

e, portanto, ϕxt (y′, 0) = 0. Além disso, a função φx
′
t (y′) = t ϕxt (y

′, 0) é função-teste
normalizada em Rn−1. De fato, seja α ∈ Zn−1

+ com |α| ≤ Np + 1, então

|∂αy′φx
′

t (y′)| = t |∂αy′ ϕxt (y′, 0)| ≤ t ‖∂αy′ϕxt ‖L∞ ≤ t t−(n+|α|) = t−(n−1+|α|)

e o suporte da função φx
′
t está contido na projeção, sobre Rn−1, do suporte de ϕxt e,

portanto, está contido em uma bola que contém x′. Daí,

|τj(ϕxt )| ≤
1

t

∫
|aj(y′)φx

′

t (y′)|dy′ ≤ 1

t
|aj(φx

′

t )|

≤ 1

t
mRn−1(aj)(x

′) ≤ 2

xn
mRn−1(aj)(x

′)

e, assim,

m(τj)(x) ≤ 2

xn
mRn−1(aj)(x

′),

onde mRn−1 denota a grande função maximal local sobre Rn−1.
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Integrando ambos os lados sobre 2Qj × [−δj, δj], obtemos∫
2Qj×[−δj ,δj ]

m(τj)
p(x)dx ≤

∫
2Qj×[−δj ,δj ]

(
2

xn

)p
mRn−1(aj)

p(x′)dx

= 2p
∫ δj

−δj
xn
−p
∫

2Qj

mRn−1(aj)
p(x′)dx′dxn.

Uma vez que 0 < p < 1, temos que p′ = 2/p > 1. Desse modo, aplicando a Desigualdade
de Hölder para p′ e q′ conjugados, onde 1/q′ = 1− p/2, temos que

∫
2Qj

mRn−1(aj)
p(x′)dx′ ≤

(∫
2Qj

(mRn−1(aj)
p)2/p(x′)dx′

)p/2(∫
2Qj

1dx′

)1−p/2

≤ ‖mRn−1(aj)‖pL2 |2Qj|1−p/2

= 2n−1 ‖mRn−1(aj)‖pL2 |Qj|1−p/2.

Desde que mRn−1 é limitado sobre L2(Rn−1), existe constante C > 0 tal que

‖mRn−1(aj)‖pL2 ≤ C‖(aj)‖pL2 , ∀ j ∈ N.

Vamos mostrar que ∫
2Qj×[−δj ,δj ]

m(τj)
p(x)dx ≤ cn,p. (3.47)

∫
2Qj×[−δj ,δj ]

m(τj)
p(x)dx ≤ 2p 2n−1 ‖mRn−1(aj)‖pL2 |Qj|1−p/2

∫ δj

−δj
xn
−pdxn

≤ cn,p |Qj|1−p/2 δj1−p ‖aj‖pL2

= cn,p |Qj|1−p/2 δj1−p

(∫
Qj

|aj(y′)|2dy′
)p/2

≤ cn,p |Qj|1−p/2 δj1−p |Qj|p/2 ‖aj‖pL∞
≤ cn,p |Qj|1−p/2 δj1−p |Qj|p/2 δjp−n

= cn,p |Qj| δj1−n

= cn,p δj
n−1 δj

1−n

= cn,p.

Portanto, ∫
2Qj×[−δj ,δj ]

m(τj)
p(x)dx ≤ cn,p. (3.48)

Vamos, agora, mostrar que o mesmo ocorre, mas fora de 2Qj × [−δj, δj]. Com efeito,
dados x = (x′, xn) /∈ 2Qj× [−δj, δj] e ϕxt função-teste normalizada como acima, por (3.42),
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temos que

|τj(ϕxt )| ≤ cn,p δj
n−n/p+Np+1‖ϕ‖cNp+1

≤ cn,p t
−n−(Np+1)δj

n−n/p+Np+1.

Afirmemos que existe constante c > 0 tal que

c |x− (cj, 0)|−n−(Np+1) ≥ t−n−(Np+1). (3.49)

De fato, denote por |y|M a norma do máximo e, portanto, BM(y, r) significará a bola de
centro y e raio r segundo esta norma. Não é difícil ver que

(1/
√
n) |y| ≤ |y|M .

Além disso, vale também que
B(x, t) ⊂ BM(x, t).

Seja x0 o centro da bola na qual ϕxt está suportada, a qual contém x. Daí,

|x− x0|M < t. (3.50)

Seja (y′, 0) de modo que (y′, 0) ∈ B(x0, t) e y′ ∈ Qj, pois do contrário τj(ϕxt ) = 0. Assim,

|(y′, 0)− x0|M < t (3.51)

|y′ − cj|M ≤ δj. (3.52)

Usando a desigualdade triangular e as desigualdades (3.50), (3.52) e (3.52), obtemos

|x− (cj, 0)|M ≤ |x− x0|M + |(y′, 0)− x0|M + |(y′, 0)− (cj, 0)|M
≤ 2t+ |y′ − cj|M
≤ 2t+ δj. (3.53)

Se x /∈ 2Qj × [−δj, δj], então x′ /∈ 2Qj ou xn /∈ [−δj, δj]. Suponha que xn /∈ [−δj, δj], isto
é, |xn| > δj. Vamos supor que 2t ≥ |xn|, uma vez que ϕxt 6= 0 somente se t ≥ |xn|/2.
Desse modo,

2t > δj. (3.54)

Assim, por (3.53) e (3.54), obtemos

|x− (cj, 0)|M < 4t. (3.55)
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Agora, supondo x′ /∈ 2Qj, temos que

2 δj < |x′ − cj|M ≤ |x− (cj, 0)|M ⇒ δj <
|x− (cj, 0)|M

2

e, novamente por (3.53), segue que

|x− (cj, 0)|M < 4t. (3.56)

Como mostra (3.55) e (3.56), nos dois casos obtemos |x− (cj, 0)|M < 4t. Então,

(1/
√
n)|x− (cj, 0)| ≤ |x− (cj, 0)|M < 4t⇒ cn,p |x− (cj, 0)|−n−(Np+1) > t−n−(Np+1).

Decorre daí que

|τj(ϕxt )| ≤ cn,p δj
n−n/p+Np+1 |x− (cj, 0)|−n−(Np+1)

e, portanto,∫
Rn\2Qj×[−δj ,δj ]

m(τj)
p(x)dx ≤ cn,p δj

pn−n+p(Np+1)

∫
Rn\2Qj×[−δj ,δj ]

|x− (cj, 0)|−pn−p(Np+1)dx

≤ cn,p δj
pn−n+p(Np+1)

∫
Rn\B((cj ,0),t)

|x− (cj, 0)|−pn−p(Np+1)dx,

já que B((cj, 0), t) ⊂ 2Qj × [−δj, δj]. Agora,∫
Rn\B((cj ,0),t)

|x− (cj, 0)|−pn−p(Np+1)dx =

∫ ∞
δj

∫
Sn−1

ρn−1

ρpn+p(Np+1)
dσdρ

= |Sn−1| lim
r−→∞

∫ r

δj

ρn−1−pn−p(Np+1)dρ

= |Sn−1| lim
r−→∞

rn−pn−p(Np+1)

n− pn− p(Np + 1)

− |Sn−1| δj
n−pn−p(Np+1)

n− pn− p(Np + 1)

= |Sn−1| δj
n−pn−p(Np+1)

−n+ pn+ p(Np + 1)

= cn,p δj
n−pn−p(Np+1).

Note que aqui foi usado que n− pn− p(Np + 1) < 0, uma vez que n(1/p− 1) < Np + 1.
Logo, ∫

Rn\2Qj×[−δj ,δj ]
m(τj)

p(x)dx ≤ cn,p. (3.57)
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De (3.48) e (3.57), conclui-se que∫
Rn
m(τj)

p(x)dx ≤ cn,p,

isto é, ‖m(τj)‖Lp é limitada uniformemente em j, mostrando, por fim, que f está em
hp(Rn).

Vamos agora, por meio de dois exemplos, pôr em contraste os teoremas 3.1.2, 3.2.1 e
3.1.3.

Exemplo 3.2.1. Seja f = δ ⊗ δ(m). Pelo Exemplo 1.2.5, temos que a ordem de f na
direção normal é m. Desse modo, do Teorema 3.2.1, obtemos que se f ∈ hp(R2), então

m < 2

(
1

p
− 1

)
que, por sua vez, implica em

p <
2

2 +m
.

Agora, pelo Teorema 3.1.3, segue que se

m < 2

(
1

p
− 1

) (
⇐⇒ p <

2

2 +m

)
,

então f ∈ hp(R2).
A aplicação de ambos os teoremas está de acordo com o que vimos no Exemplo 2.3.3.

A comparação realizada entre os teoremas 3.1.3 e 3.2.1 no Exemplo 3.2.1 pode ser
evidenciada de modo mais geral no seguinte teorema:

Teorema 3.2.2. Sejam f distribuição suportada no conjunto S = {0} e N a ordem de f .
Suponha que tanto ordem total de f quanto ordem na direção normal coincidam. Então,
f ∈ hp(Rn) se, e somente se,

N < n

(
1

p
− 1

)
.

Demonstração. Suponha que f ∈ hp(Rn). Desde que f está suportada em S = {0}, está,
portanto, suportada em Π = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn = 0}. Ainda, como a ordem de f
coincide com ordem na direção normal, temos, pelo Teorema 3.2.1, que:

N < n

(
1

p
− 1

)
.

A recíproca segue imediatamente do Teorema 3.1.3.

Por outro lado, o exemplo que segue mostra que o Teorema 3.2.1 não abrange o maior
intervalo no qual p deve estar para que f esteja em hp.
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Exemplo 3.2.2. Considere f a distribuição dada por

f = u⊗ δ(m),

onde u é a distribuição do Exemplo (1.1.6), dada por

u =
∞∑
j=1

1

2j
δrj ,

com {rj ∈ N} = Q∩ [0, 1]. Recorde que, neste caso, como visto no Exemplo 1.2.5, N = m.

Assim, pelo Teorema 3.2.1, temos que se f ∈ hp(R2), então

m < 2

(
1

p
− 1

)
=⇒ p <

2

2 +m
.

Por outro lado, do Teorema 3.1.2 segue que se

m <
1

p
− 2

que é equivalente a

p <
1

2 +m
,

então f ∈ hp(R2).

Entretanto, vimos no Exemplo 2.3.3 que f ∈ hp(R2) se, e somente se,

p <
2

2 +m
.

A questão de que Teorema 3.1.2 não abrange o maior intervalo no qual p deve estar
para que f esteja em hp, está no fato de que o mesmo não nos fornece informação sobre
o que ocorre quando

1

2 +m
≤ p <

2

2 +m
,

intervalo no qual sabemos que, para p neste, f ∈ hp.

Além de Hp(Rn) e hp(Rn), também compõem a lista de espaços de Hardy os espaços
hpr(Ω) e hpz(Ω), onde Ω é um domínio de Rn com fronteira suave. Estes espaços são
definidos da seguinte forma:

Definição 3.2.3. Considere Ω um domínio (aberto e conexo) limitado em Rn com
fronteira suave. Definimos os espaços hpr(Ω) e hpz(Ω) por

hpr(Ω) = {f ∈ D′(Ω); ∃ F ∈ hp(Rn), F |Ω = f} e

hpz(Ω) = {f ∈ D′(Ω); ∃ F ∈ hp(Rn), F |Ω = f e F |Rn\Ω = 0}.
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Claramente, hpz(Ω) ⊂ hpr(Ω). Foi mostrado em [1] que na verdade hpz(Ω) = hpr(Ω), para
valores de p com

n

n+ (j + 1)
< p <

n

n+ j
, j = 0, 1, . . . .

Em [3], foi verificado que isso não é verdade quando n(1/p− 1) é um inteiro, isto é,

n(1/p− 1) = j ⇔ p =
n

n+ j
, j = 0, 1, . . . .

Em outras palavras, se p = 1, n
n+1

, n
n+2

, . . . , então

hpr(Ω) 6= hpz(Ω).

A demonstração deste resultado é uma aplicação, não imediata, da condição necessária
estabelecida no Teorema 3.2.1.
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