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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar uma classe de campos vetoriais reais
definidos sobre um toro, onde os conceitos de hipoelipticidade global, resolubilidade global
C* e reducao a sua forma normal sao equivalentes. Também estudamos que uma familia
de campos vetoriais reais que comutam entre si, pode ser transformada em uma familia
de campos vetoriais constantes com a condicao de que um deles tenha o seu operador
transposto dado por um operador hipoeliptico. Fornecemos ainda algumas aplicacoes
sobre a propriedade de hipoelipticidade global para uma classe de sublaplaceanos. Este
trabalho foi baseado nos artigos [11] and [12] de Gerson Petronilho.



Abstract

The main aim of this work is to study a class of real vector fields defined on a torus,
where the concepts of global hypoellipticity, global C* solvability and reduction to its
normal form are equivalents. We also study a family of commuting vector fields that can
be converted into a family of constant vector fields provided that there is one of them
which its transpose operator is given by a hypoelliptic operator. We also provide some
applications on the global hypoellipticity property for a class of sublaplaceans. This work
was based on articles [11] and [12] from Gerson Petronilho.
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Introducao

Neste trabalho foram estudados os artigos do autor Gerson Petronilho que seguem nas
referéncias [11] e [12]. O objetivo principal do primeiro artigo é apresentar uma classe de
campos vetoriais reais definidos no toro TV onde os conceitos de hipoelipticidade global,
resolubilidade C* e reducao do campo a sua forma normal sao equivalentes, e no segundo,
obter a reducao simultanea de uma familia de campos vetoriais reais que comutam entre
si a sua forma normal.

Em 1973, Greenfield e Wallach [6], considerando o operador L = a;(u,v)0,+az(u, v)0,
em T2, com ay,a; € C(T?) provaram que se o adjunto de L é hipoeliptico, entao existe
uma transformacao suave 7 : (u,v) — (z,y) tal que L = F(z,y)(0; + Ad,), onde F €
C>(T?) e F(x,y) # 0, V(z,y) € T?. Ainda, A é um nimero real chamado Diofantino, ou
seja, existem constantes positivas Cy e Ny tais que

Co

kE+ /0N > ——)
A =

Vk, 0 € Z\ {0}.

Chen e Chi [2], mostraram que o adjunto L* de um campo vetorial L é globalmente
hipoeliptico se, e somente se, existe um difeomorfismo global C*=, 7 : TV — TV que
conjuga L a sua forma normal, isto é, sendo y = 7(x), pode-se escrever L = Zjvzl A;0,,,
onde os coeficientes reais A; satisfazem a seguinte condi¢ao Diofantina. Existem K € Z,
e C' > 0 tais que

VE = (&, ) €ZV\{0} (%)

Em [11], Petronilho obtém o seguinte resultado. Dado um campo vetorial real suave

L = Z;VZI a;0,; definido no toro TV, suponha que ker L* = [w], onde w € C®(TV) e

w(x) # 0 para todo x € TV, entdo sao equivalentes:

1. Existe um difeomorfismo C>, 7 : TV — T¥, que conjuga L & sua forma normal
L= Z;Vﬂ A;0,,, sendo que os nimeros Ay, ..., Ay satisfazem a condigao (x).

2. L* é globalmente hipoeliptico em T%.
3. L é globalmente hipoeliptico em TV.

4. L é globalmente C™ resolivel em TY.



5. L* é globalmente C* resolivel em TV .

Usando argumentos cléssicos prova-se que se o transposto L* de um campo vetorial
real suave é globalmente hipoeliptico, entdo ker L* = [w], com w € C®(TV) e w(z) # 0,
vz € TV. Entretanto, tal condicdo pode ocorrer mesmo que o operador transposto nao
seja globalmente hipoeliptico. De fato, considere por exemplo o campo L = 0; + A0,
onde A é um numero de Liouville, entao L nao é globalmente hipoeliptico muito embora
ker L* = [1].

Um fato importante em [2] é que quando o operador L* é globalmente hipoeliptico
entao o operador L é globalmente resolivel em C*°. Tal fato é fundamental para a
construgao de um difeomorfismo que conjuga o campo L num campo com coeficientes
constantes, satisfazendo a condigao (x). Para a prova da resolubilidade global é usado um
argumento cldssico conhecido como estimativa & priori em espacos de Sobolev, H*(TY)
como segue.

Seja P = P(xz, D) um ODPL e denotemos por P* o seu transposto, supondo que P*
seja globalmente hipoeliptico em TV, entao existem ¢ € Z, e ¢ > 0 tais que

lellgo < cllP*llge, Vo € (ker P)" 0 C(TY).

Por outro lado, a reciproca em geral nao ocorre, ou seja, a resolubilidade global C'*°
nao implica a hipoelipticidade de L ou L*. De fato, considere o operador X = 0; + \0,,

com (t,z) € T?> e A € Q. Temos que L é globalmente C* resolivel mas L e L* = —L nao
sao globalmente hipoelipticos em T?2.
Como aplicagao do resultado central, consideramos operadores da forma P = —A;— L2

no toro T"*" sendo t € T", x € T™, Ay = > 7, 8t2k e L, um campo vetorial real suave
sobre T™. Analisamos a relacao de hipoelipticidade global e resolubilidade global C*°
entre os operadores P em T"™ e L, em T™ bem como entre seus transpostos. Para
obter a hipoelipticidade de P* foi necessario utilizar a transformada parcial de Fourier,
obtemos a suavidade de uma distribuicao em T"t™ observando o decaimento répido de
sua transformada parcial de Fourier em uma das varidveis.

Ainda, analisamos o operador X = 9; + a(t)d, + b(t)9, em T?, para relacionar os
varios topicos apresentados no trabalho até entao. No estudo da hipoelipticidade de X
foi necessario utilizar conceitos de anélise microlocal e observando condigoes especiais
para o seu ntcleo, todos os resultados vistos no Capitulo 2 sao aplicaveis a esse operador.

Em [12] verifica-se resultados ndo somente para um campo, mas para Xi, ..., X, uma
familia de campos vetoriais reais em TV. Adicionando a hipétese de que os campos desta
familia comutam entre si, e que o transposto de um deles ¢ um operador globalmente
hipoeliptico em T, entdo, mostra-se que existem coordenadas globais y em T¥ tais que a
familia {X,}7* admite a forma normal {Z]kvzl A0y, }'. Sob as mesmas hipdteses, obtém-
se que o operador P = _Z;":l ij é globalmente hipoeliptico, o que é um resultado
significativo, pois a hipoelipticidade de operadores dessa forma ainda é um problema em
aberto.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Resultados de Analise Funcional

Notagao 1.1.1. Dado um multi-indice o € Z7, isto é, o = (ay, ..., ) onde a; € Zy

1=1,...n
L |laj=01+ ...+ ay,
2. al = oylas!...ap,!
3. Ee R =¥ =160
4. 0F = 0g1..0m
Recordemos as seguintes identidades

A) Férmula de Newton Generalizada

... +t,)N = _
(it +t) Zal...a

para todo N > 1 inteiro e ¢y,...,t, € R.

N!
N __
|a|=N
N!
N
C) 2V = )" o
k+j=N
D) Y- ( p ) =2
BLla

o, (1.1)



Proposicao 1.1.1. Dados £ e R" e M € Z

M
EDYES

|a|l=M

sendo [ =[G + .. + |&1]*.

Demonstragcao. Aplicando a Féormula de Newton Generalizada temos

|
€ = €+ M = Y a6

la|l=M
N oy N!
= EMJ@ ) = EMJM >

Elevando a poténcia 1/2 ambos os membros da expressao acima e usando a subaditividade
da funcdo o(t) = t'/? temos

NI 2 NI V2
e = 3 T SHZM(J) &

|a|l=M
Nt
<) L
|a|l=M
Completando assim a prova da Proposic¢ao. O

Lema 1.1.1. Seja k € N.
a) Existem Ay, Ay > 0 tais que
AP < ) 1P < Aslel™ (1.2)
|a|=k
para todo € € R™.

b) Existem Cy,Cy > 0 tais que

Ch(l+[EP)F < D1 < Co(1 + €11 (1.3)

lo| <k
para todo £ € R™.

|2
Demonstragao. a) Tome F(§) = ZM@# € C*(RY\ {0}). Note que F é homogeénea,

ou seja, F(AE) = F(£), VA > 0e £ € RV \ {0}. Como F é continua e positiva na esfera
unitdria S"7! = {£ € R" : || = 1} entdao F assume valores minimo e maximo A;, Ay > 0
em S™"!, ou seja,

Ay <F(n) <Ay, VnesS
Dado £ € R™\ {0} seja n = [£|71¢ € S"! entdo

F(&) = F(|¢n) = F(n)

4



e portanto

A€ < Y (€ < Aol

|lal=k

para todo £ € R™.
b) Desenvolvendo o binémio de Newton temos

:
k :
g =3 (4 ) e
— J
7=0
Aplicando a primeira desigualdade em (1.2) temos
€ = (& +.. +&) <A Y e
laf=7
Assim,
(141 < A

J

k
< ZkAl—lz Z |£a|2

:(’;)ZK“F

laf=j

J=0 |a|=7
k A—1 2
=2"A; Z %17
|| <k

k
Por outro lado, (1 + |¢*)F = Z < I; ) <17

=0
Aplicando a segunda desigualdade em (1.2) obtemos

€7 = (& + ...+ )Y > A )|

laf=j

Assim,

k
iz Aty (B ) e

|a|=j
k
> A7) e
J=0 |a|=j
= A1) e
|| <k

Portanto temos que a desigualdade (1.3) é verdadeira se tomarmos C; = 27%A7" e Cy =
As. O

Definicao 1.1.1. Um espaco normado que é completo com a métrica induzida pela norma
¢ chamado espaco de Banach.



Definicao 1.1.2. Um espaco de Hilbert é um espago produto interno que é completo com
a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial sobre F (real
ou complexo) e p: E — [0,00) uma fun¢ao que satisfaz:

(i) p(Ax) = |Ap(x), YVx € E e VA € F;

(i) p(r +y) < p(zx) +py), Yo,y € E.

Além disso, considere G C E um subespago vetorial e g : G — F um funcional linear
tal que |g(x)| < p(x), Vo € G. Entdo existe um funcional f : E — F, extensdo linear
de g, tal que |f(z)| < p(x), Vx € E.

Demonstragao. Veja [1]. O

Teorema 1.1.2 (Representacao de Riesz). Sejam H um espago de Hilbert e H* seu dual.
A aplicagao v : H — H*, v(§) = fe, para cada & € H, dada por

&) ) = fe(n) = (&,m), Vne X
¢ uma 1sometria antilinear e sobrejetora em J*.
Demonstragao. Vide [10]. O

Proposigao 1.1.2 (Desigualdade de Bessel). Se {{}acs € um conjunto ortonormal em
um espago de Hilbert H, entao para cada & € H

> e O < N8I

aeJ
Demonstracao. Veja [10]. O

Definigao 1.1.3. Uma sequéncia (§,) em um espac¢o normado N converge fracamente a
€ € Nse lim, o f(&,) = f(&) para todo f € N*.

Demonstracao. Veja [10]. O

Teorema 1.1.3. Se H ¢é Hilbert, entdo toda sequéncia limitada em H possui subsequéncia
fracamente convergente.

Demonstracao. Veja [10]. O

Proposicao 1.1.3. Toda sequéncia ortonormal num espaco de Hilbert converge fraca-
mente a zero.

Demonstragao. Seja {e;} uma sequéncia ortonormal em um espago de Hilbert H. Deve-
mos mostrar que f(e;) — f(0) para toda f € F* dual de H. Pelo Teorema da Repre-
sentacao de Riesz, existe & € H tal que

flej) = (ej,6).

Pela desigualdade de Bessel, para todo & € J(, tem-se que >, [(e;,&)|* é convergente,
assim, |(e;,&)| — 0. Logo, f(e;) — 0. Portanto, e; — 0 fracamente. O



Proposicao 1.1.4. Toda sequéncia limitada em um espago de Hilbert possui subsequéncia
que converge fracamente.

Demonstracao. Veja [10]. O

Teorema 1.1.4 (Projecao Ortogonal). Se E é um subespago vetorial fechado de um
espaco de Hilbert H, entao
H=EoE"

Demonstragao. Veja [1]. O

Para o que se segue denotaremos por X’ o dual topoldgico de um espaco topoldgico
X. Ou seja, o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos z’, definidos sobre X.

Definicao 1.1.4. Sejam FE e F' dois espacos vetoriais topoldgicos, e u : £ — F uma
aplicacao linear continua. O operador transposto, u* : ' — E’ é definido por

(u"(y'), ) = (¥, u(2)). (1.4)
para todoy € F' ez € E.

Definigao 1.1.5. Seja A um subconjunto de um espago vetorial topolégico F, entao
podemos definir o conjunto polar A° por

A =1{2' € E' : (a/,x) =0, paratodo x € A}. (1.5)

Proposicao 1.1.5. Sejam E, F' espacos vetoriais topologicos e u : E — F uma aplicagcao
linear e continua. Entao,
ker u* = (Imu)°. (1.6)

Demonstrag¢ao. Ver em [15] O

Definigao 1.1.6. Seja A um subconjunto de E, e A° o polar de A. Supondo que E esteja
identificado com seu bidual E”. Entao definimos o cojunto bipolar A% como sendo o
polar de A° dado por

A ={z € E : (r,2') =0 para todo 2’ € A°}. (1.7)

Proposicao 1.1.6. Seja A um subespaco vetorial de E. Entdo
A% = A, (1.8)
Demonstracao. Ver em [15] O

1.2 Teoria das Distribuicoes

Consideremos ao longo dessa secao, {2 um subconjunto aberto de R™.

Defini¢ao 1.2.1. Seja (X, M, m) um espago de medida, definimos o espago LF = LP(X)
como sendo o espaco das fungoes m-mensuraveis em X tais que

||f||Lp=(/ |f|”dm> <00, 0<p<oo
X

[flloe = nf{a > 0; m({z: [f(z)] >a}) =0}, p=o0
quando 1 < p < oo, |||, é uma norma.
Ao longo desse trabalho, utilizaremos m como sendo a medida de Lebesgue.

7



Definicao 1.2.2. Seja 2 C R" aberto,

Ll

loc

Q) ={f:Q2— C: VK C Q compacto, /K]f(:c)]dx<oo}.

Definicao 1.2.3. C*°(2) é espago de Fréchet com as seminormas

|l = sup sup [0%p(x)]

|o|]<m zeK
sendo m € Z, e K C Q) compacto.

Definicao 1.2.4. Uma sequéncia (¢;) de fungoes C°(2) converge a zero se para todo
compacto K e todo o € Z, 0“¢ — 0 uniformemente em K quando j — oo.

Definigao 1.2.5. Seja u € L (2), definimos o suporte de u, denotado por S(u), como

loc
sendo o fecho do seguinte conjunto:

{z € Q: u(x) #0}.

Defini¢ao 1.2.6. Denotamos por C2°(£2) o espago de todas as fun¢oes C*° com suporte
compacto em €.

Fixado K compacto, podemos munir C°(K) com as seminormas

l¢ll,, = sup sup [0%p(x)|.

|ae|] <m zER™

C>(K) é espaco de Fréchet com essas seminormas.
Considere K; C Ky C ... C K; C ... C , sendo {2 = U;";IKJ». Temos que

CZ(Q) = U2, G2 (K;).
Munimos entao C2°(£2) com a topologia limite indutivo.
Proposigao 1.2.1. C°(Q) com a topologia descrita acima ndo é metrizdvel.
Demonstracao. Veja [7]. O

Definicao 1.2.7. Dizemos que uma sequéncia (¢;);>1 C C°(Q) converge a zero em
C () se:

1. 3K C Q compacto tal que S(¢;) C K, Vj =1,2,...
2. Va € N”, lim sup |0%¢;(x)| = 0.
IO 2eQ)

Definicao 1.2.8. Seja 2 C R™, um funcional linear u : C°(2) — C é dito uma distri-
buigao se satisfizer:

L. (u, 1 + Apa) = (u, p1) + A (u, p2), Vo1, s € C(2), A € C (linearidade).

2. ¢; = 0 em CX(Q) = (u,¢;) = 0 quando j — oo (continuidade sequencial).

O espaco das distribuic¢oes é denotado por D’(£2).

O resultado a seguir nos diz que D’(2) é o espago dual de C°(£2).

8



Teorema 1.2.1. Um funcional linear u : C2°(2) — C € uma distribuicao se, e somente
se, para todo K C § compacto, existem constantes Cx >0 e Nx € Z tais que para toda

» € Cx(), com S(¢) C K,

(u,0)| < Cx > sup |02¢(x)|.

NS
Demonstracao. Veja [7]. O

Proposicao 1.2.2. Sejam Q2 C R™ aberto e u € D'(2), entao valem as sequintes propri-
edades Vo € C°(Q):

1. (Produto por uma fungdo C*) Seja f € C*(Q), entdo
{(fu, d) = (u, fo) .
2. (Diferencia¢ao) Para todo multi-indice o € N
(05w, 6) = (=1)1*(u, 83 9).
3. (Mudanga de varidvel) Seja @ : Q@ — Q um difeomorfismo C*, entao

(uo®,¢) = (u,|det DO '|po ).

Demonstragao. Vide [7]. O
Exemplo 1.2.1. Denotamos por ¢ a distribui¢ao Delta de Dirac, tal que para ¢ € C°(R)
(0,) = ¢(0).

Considere a Fungao de Heaviside dada por

1, sex>0
H(x)—{(), sex <0

entao temos que sua derivada em D’(R) é igual a §. De fato,

<Hwh>ﬂwm=—/ﬂwwwﬁ:—lmwwm
OO:@(O):

= —p(t) (6,)

0
para toda ¢ € C°(R).
Definigao 1.2.9. Definimos o suporte de uma distribui¢ao u € D’(£2) como sendo:

{r €Q: VYU C Q aberto com z € U uly # 0}.

Definigao 1.2.10. Se u € D'(2) e V C § é um aberto, dizemos que u é C>® em V se, e
somente se, If € C°(V) tal que u =Ty em V', ou seja,

(u,8) = / f@)o(x)dz, Vo e CT(V).



Defini¢ao 1.2.11. Se u € D'(Q2), definimos o suporte singular de u, SS(u), como sendo
a intersecao de todos os fechados fora dos quais u é C°, ou seja,

SS(u) ={zx e Q: VYU C Q aberto com ,x € U uly ¢ C*(U)}.

Definigao 1.2.12. Denote por Dy, .(€2) o subespaco de D'(€2) das distribuigdes com
suporte compacto em ).

Definigao 1.2.13. Denotamos com &£'(2) o dual topoldgico de C*°(Q2), ou seja, u € E'()
se, e somente se, ¢é linear e existem K C {2 compacto, C' > 0 e m € Z" tais que

(@) <C ) supl0dl, Vo e C™(9).

laj<m

Teorema 1.2.2. Dada u € D, (), eriste um tnico funcional linear u : C=(Q) — C
tal que:

1 @) =u(g), VéeCE(Q)
2. u(p) =0sep e C®(Q) e S(p)NS(u) =2
3. ue &'(Q).
Demonstracao. Veja [7]. O
Com o resultado acima, é possivel obter o seguinte:

Proposicao 1.2.3. &'(Q2) = D! (), isto €, o conjunto das distribuicoes de suporte

comp

compacto € o espago dual de C*(£2).
Demonstracao. Veja [7] O
Teorema 1.2.3. Seja u um funcional linear em C*°(£2). Sdo equivalentes:

1. u € sequencialmente continuo

2. Ezxistem K C Q compacto, m € Z, e C > 0 tais que

[(w,8)] < D sup|07¢|, Vo€ C™(Q).

laj<m

Demonstragao. Vide [8].

Definigao 1.2.14. Sejam X C R" Y C R™ abertos, f € C*(X) e g € C*(Y). O
produto tensorial de f por g ¢é definido por:

(f@g)(z,y) = f(x)g(y)

e pertence ao espago C°(X x Y).

Teorema 1.2.4. Sejam X CR", Y C R™ abertos, entao o espaco vetorial formado pelas
combinagoes lineares finitas de elementos de C°(X) ® C°(Y) € denso em CX(X xY).

Demonstragao. Veja [8]. O
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Teorema 1.2.5. Sejam X CR™, Y CR™ abertos, u € D'(X) ev € D'(Y). Entao existe
uma unica w € D'(X xY) tal que

(w,6 8 0) = (u,6){v, ) Vo € C2(X), 1 € CX(Y).
Além disso,
w(¢) = (u(z), (v(y), o(z,y))) Vo € CZ(X xY).
Denotamos w = u @ v e chamaremos de produto tensorial de u por v.
Demonstracao. Veja [8]. O
Definigao 1.2.15 (Convolugao).

1. Se f,g € L'(R") definimos a convolucao de f e g como
(4 9)@) = [ F)ale— )y = [ @ =)oty

2. Seu e D'(R") e p € CX(R")
uk () = (u(y), p(x —y))-
3. Seu € &(R™) e v e D'(R") definimos o produto convolugao u x v € D'(R™) por

(uxv,0) = (u(x), (v(y), oz +y)))
= (v(y), (u(x), oz +y)))

para toda ¢ € C°(R").

Exemplo 1.2.2. Seja u € D'(R"), estd bem definida a convolu¢ao § * u, sendo § a
distribuigao Delta de Dirac dada no Exemplo 1.2.1 | e ainda,para cada ¢ € C2°(R")

(uxd,0) = (u(@){(0(y), p(z +y))) = (u(x), p(x)).
Definigao 1.2.16. Se f € L'(R"), a transformada de Fourier de f se define por:

FA(E) = f(€) = / e (o) de: € € R”

onde i =+/—lex-&=ux& + ... + 1.6,

A seguir mostraremos um conjunto especial onde a transformada de Fourier se torna
um operador continuamente invertivel:

Definigao 1.2.17. O espago de Schwartz $(R") é o subespago de C*°(R") das fungoes ¢
tais que:

sup |2*DP¢p(x)| < 0o, Va,B € N™.

A convergéncia nesse espaco ¢ dada por: ¢; — 0 em 8 se e somente se, Vo, § € Zf ,

270%;(z) — 0 uniformemente em R".
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Teorema 1.2.6. A transformada de Fourier é um operador continuo de 8 em S e vale:

—

1. Dop(§) = £*¢(¢)

2. Flap(@)](€) = (—=1)*1D*B(E).
Demonstragao. Vide [7]. O

Teorema 1.2.7. A transformada de Fourier F € continuamente inversivel de 8§ em 8 e
—1 — ix-€ .
Tolw) = g [ €70l oes

Demonstracao. Vide [7]. O

Definicao 1.2.18. Definimos o espaco das distribui¢oes temperadas 8’ como sendo o
espaco de todos funcionais lineares continuos em 8.

Proposicao 1.2.4. Um funcional linear v : 8§ — C pertence a 8 se, e somente se,
existem constantes C >0 e m € Z, tais que:

[(u,0)] <C > sup [(1+2%)"0%(z)|, Vg €S,

la]<m z€R™

Demonstragao. Ver [8]. O

Definigao 1.2.19. Dizemos que f € L},.(R") cresce lentamente no infinito se existem
A, B,C > 0 tais que
[f@)] < AQ+2])?, V2| > C.

Definigao 1.2.20. Dada u € &, definimos a transformada de Fourier © de u como

~

(U, ¢) = (u,¢), VoeSs.
Teorema 1.2.8.

1. Se f € LYR"™), entao as transformadas de Fourier de f como fungdo e como dis-
tribuicao temperada coincidem.

2. Se f € L2(R"), entdo f € L*(R™) e vale:
17172 = 2m) 1 F11Z-
3. Se f € &'(R"), entdo J/C\ ¢ uma fung¢ao C*°(R™) dada por:
F(§) = {f.e7%).
Demonstracao. Veja [7] O

Como consequéncia do item 3 acima, vemos que se f € &'(R™) entao sua transformada

de Fourier f(£) define uma fungao suave com crescimento lento no infinito. De fato, segue
do Teorema 1.2.3 que existem constantes, C' > 0, N > 0 e um compacto K C ) tais que

[(f,e™™ )| <C ) sup|oge |

\a|§Nm€K
<C Y sup|(—ie) e <0 Y [
jaj<n 7&K la|<N
<C 3l < Cwle < 'L+ [N
|| <N

ou seja, f cresce lentamente no infinito.
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1.3 Distribuicoes Periédicas

N
definido através

O toro de dimensao N, denotado por TV é o subespaco quociente 57N
T

da seguinte relacao de equivaléncia: z,y € RY, z ~ y se existe k € Z" tal que x —y = 2k.
Denotando por [z] a classe de equivaléncia de z € RY,

2] = {yeRYz~y}
= {o+2kmkecZ"}
podemos definir, de forma natural, o seguinte epimorfismo:
N RN
R - 2rZN

Seja f : TN — C uma funcao definida no toro TV. Entao, esta induz a funcao
fo : RN — C através da seguinte relacio:

fo(z) = f(jz]), VzeRY.

Note que fy é 2m-periddica em cada uma de suas coordenadas. De fato, sejam z =
(1, ., xn) €y = (21, ..., 5 + 27, ..., T,,), entdo

r—y=(0,..2n,..0) € 2rZ"

implica que
folx) = f([2]) = f([y]) = foly)

como queriamos demonstrar.

Definigao 1.3.1. Sejam f € L'(T") uma funcao a valores complexos e £ € Z~, definimos
o &-ésimo coeficiente de Fourier de f por

~

f(&) = Ff1E) = - fla)e " dz. (1.9)

Observe que (1.9) estd bem definida pois a funcio x — e~ é 2r-periédica em cada
coordenada quando x € TV.

Definigao 1.3.2. Denotamos por D'(TY) o espago dual de C(T¥). D'(TV) é chamado
espago das distribuicoes periddicas.

Exemplo 1.3.1. Analogamente ao que definimos em R”, definimos a distribuicao delta
de Dirac em D'(T") como sendo (§, ¢) = ¢(0), para cada ¢ € C>*(TV). E ainda temos
que

§=(2m) Y Z s em D

cerN
De fato,
<<2w>N > emf,¢> =20 (o)) = 2n) Y Y [l do
cezN EeZN EezN

= (2m) 7N > 6(6)e™E = 9(0) = (5,0).

¢enN
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Definigao 1.3.3. Se u € D'(TV), definimos a transformada de Fourier de u por
u(6) = {u,e7), e”.
Definigao 1.3.4. Seja f € LY(T"), definimos a série de Fourier da funcio f como sendo:
> e
genN

Proposigao 1.3.1. Sejam f,g € L*(TY) fungoes a valores complexos. Entdo para todo
EcZN, NeC, z €TV e todo multi-indice o € NV, wale:

1 (f+9)(&) = f(&)+79(8)
2. (M) = Af(E)

-~

sup | ()] < 11l g,

cezN

~

—_— ~

5. (fx9)(&) = f(&)g(&)

6. 9°1(6) = (i€)*J(&). quando f € C\(T™).
Demonstrac¢ao. Vide [5]. O
Proposigao 1.3.2. Dados f,g € L*(TV), seque:

1. (Identidade de Parseval) ||f];. = Z |j/c\(m)|2

mezZN

P —

2. (Relagao de Plancherel) f(x)g(z)ds = f(&ag&).

TN
Demonstracao. Veja [5]. O

Defini¢ao 1.3.5. Dizemos que uma sequéncia numérica (ay) é rapidamente decrescente
se para cada ¢ € Z., existe C' > 0 tal que

lag| < Clk|™*, Vk € Z™\ {0}.

Lema 1.3.1. Uma sequéncia (ay)gezn € rapidamente decrescente se, e somente se, para
cada l € Z, existe Cy > 0 tal que

oul < ¢ G ez {0},

¢
L+ k)Y
Demonstragao. Por um lado claro que Vk € Z" \ {0}, dado ¢ € Z.,
C < C
(T4 [kD" — [RI°
Por outro lado, se existe C' > 0 tal que |ax| < C|k|7¢, Vk € Z"\ {0}, entdo, como
1+ |k| < 2|k|, temos:
C 2 2C

< 22 _2Y
ol < JEe < Ty

vk € 2"\ {0}.
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Lema 1.3.2. Se ¢ € C>®(TY), entdo a sequéncia dos seus coeficientes de Fourier é
rapidamente decrescente.

Demonstracao. Dado ¢ € Z., utilizando a Proposicao 1.1.1, temos

EGIEDS %wnam =Y Zleste)

la|<e || <2
0! o
= Z—|Da [ <D s [DY(€)] < Cry
|| <2 laj<e

Portanto

. C
3(6)] < W ve € ZV \ {0}.

Teorema 1.3.1. Seja f € C(TY), entdo

fl@)=2m)™ Y fgens

¢enN
sendo que a série acima converge na topologia de C°°(TV).

Demonstracao. Os Lemas 1.3.1 e 1.3.2, nos garantem que dado ¢ € Z" existe C' > 0 tal
que,

~ Cy
7o) < e

Entdo, pelo Teste M de Weiertrass, temos que a série (27)~ > ccnn f(f)e“’f converge
uniformemente e absolutamente para uma funcao continua ®. De fato, escolhendo ¢ >

n
—+1
2 +h

ve e 7V,

zx{ —1
2 1701 = 2 6 < € 2, gy

LeZN cerN cezN

sendo a ultima série convergente.
E ainda, note que f( ) = <I>( ) para cada m € Z~, pois, sendo

Sk(@) = (2m) ™ Y f(g)e™

lel<k
entdo S — ® uniformemente em TV. Entdo, pelo Teorema da convergéncia uniforme

®(m) = /T . e P (z)dr = lim e~fmm o (2m) N Z F©)e™ | da

b Jo jel<k
(2m)~ N hm Z 116G / e &) gy = fm).
* lel<k

Denote g = f — ® € CO(TY). Dado € > 0, pelo Teorema de Stone-Weierstrass, existe
um polindmio trigonométrico t(z) = Z age™*, tal que |lg —t]| - < e
[El<M
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Como @ e f possuem os mesmos coeficientes de Fourier, segue que g é ortogonal ao
espago dos polinomios trigonométricos. De fato, seja t(z) como acima, entao

[ o = [ o) 3 aeide= 3 ac [ g iie = 3 age) =0

l§l<M lgl<M |€l<M

Utilizando o fato acima, note que

ol = [ lo@Pdz = [ s@tade = [ oto)ala =~ H@)da

2
< lgllzz g = tll 2 < llgllze llg =tz < llgll 2 €

ou seja,
2
lgllze < € llgll - (1.10)
Agora, lembrando que
2 bZ
0<(a—0b?=a®>—2ab+b = ab< ¢ ; :
temos
4 2 4
2 e +lgllze 1
lgll72 < € gl 2 < TL =5 +5lgllz..
Entao

B lgllz2 < 5 = ||g||;2 <€

Como € é arbitrario, segue que g = 0 q.t.p. em TV. Portanto, f e ® continuas implica
f(z) = ®(x) VoeTV.

Portanto (27)~% > cenn f(f’)e”"E converge uniformemente para f. Mostremos que a
convergéncia ocorre também na topologia de C*°(T¥). De fato, tome o € Zﬂ\rf , observe
que

0 S(x) = 0°(2m) N N J(e)eE = 2m) N 3T Fle)oee

l€I<k €<k
-N .
(2m) Z f )(i€)¥e™ S = (27)~ Z@a )et s,
1€1<k |€1<k

Como f € C®(TV), 0°f € C°°(T¥) também, entdo, pela convergéncia uniforme obtida
anteriormente, segue que 0*Si(z) — 0“f uniformemente quando k — oco. E portanto

Zf zx{

cezN

sendo que convergéncia ocorre também na topologia de C>°(T).
O

Coroldrio 1.3.1. Seu € D'(TY) € tal que sua transformada de Fourier possui decaimento
rdpido, entio u € C*(TV).
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Demonstragao. Veja em [14]. O
Proposigao 1.3.3. Sejam u € D’(']I‘N) e o € C(TN), entao
(u, ) = w2
gezN
Demonstragao. Pelo Teorema 1.3.1, temos

(1.9} = (1), G 3 RO = 1N,HOO< @), Y 3(6)e )

gezN [€1<k

)
1
= NZ ) = Gy 2 U

ceZN ceZN

]

Defini¢ao 1.3.6. Uma sequéncia (ay)gez» ¢ denominada de crescimento lento se existem
constantes C' > 0 e N € Z, tais que

lag| < CIk|N, VEk e Z"\ {0}

Exemplo 1.3.2. Se u € D'(TV), entdo (u(€))eczy € uma sequéncia de crescimento lento.
De fato, como u € D'(TV), temos que exitem constantes C' > 0 e K € Z, tais que
para todo & € Z,

Q)| = [(u,e ™9 < C 3 sup [Dge
la |<K$€’IFN

<CZ sup|§e””5|<6’z sup |£°]

\a|<K‘T€T |a‘<KCE€T

<C ) osup gl < Colgl”

| <K zeTN
portanto, (u(§)) é de crescimento lento.

Definigao 1.3.7 (Espaco de Schwartz 8(ZY)). Denotamos por §(Z") o espaco das
sequéncias de decaimento rapido f : ZY¥ — C.

Corolario 1.3.2. F: C°(TY) — S(ZN) ¢ uma bijecaio.
Demonstragao. Veja em [14]. O

Definigao 1.3.8 (Distribuigoes temperadas 8'(Z")). Denotamos por 8'(Z") o espaco dos
funcionais lineares continuos em §(Z).

Proposigao 1.3.4. O espaco 8'(ZV) ¢ formado por sequéncias u : Z —s C de cresci-
mento lento.

Teorema 1.3.2. Seja (ag)gezzv C S'(ZN), ou seja, uma sequéncia de crescimento lento.
Entao a série Y .. v age’® =& ¢ convergente em D'(TN) e se u = = Yeegn age'™S, entao

— (2m)~Va(e).
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Demonstragdo. Primeiro considere (a¢)eczv uma sequéncia de crescimento lento, ou seja,
existem Cy > 0 e K € Z, tais que

|ag| < Col¢|* VE ez, (1.11)
Para cada £ € ZN e ¢ € C=(T"), pelo Lema 1.3.2, existe C; > 0 tal que

. C
[2(&)] < W’ ve € ZV\ {0}.

Considere a reduzida S;(z) = Z age™*. Para j <1

1€1<j
(St = Sj, )| = <Z aseix'£,90> < Y aellp©)]
J<[¢l<l J<IgI<l
C C
K 1 _ 1
< Z |§| |€|K+n+1 o Z |£|n+1'
J<|€I<l J<IEI<i

tende a zero quando

- Cr 1
Como a série Z HEE ¢ convergente, temos que Z W
gezN J<lgl<i

j,1 = 00. Logo S; é de Cauchy, segue que existe u € D'(TY) tal que

Z agewf = lim S; =u

Jj—00
cezN

portanto a série é convergente em D’(T™).
Além disso,

6) = o) = {3 )

Inl<j
= Z an/ =8 dy = qe (2m)N.

[
Corolério 1.3.3. Seu € D'(TV), entdo (2r)~ " Z u(&)e™ converge parau em D'(TV).
EezN

Demonstragao. Ja vimos, no Exemplo 1.3.2, que (u(§))¢ezn tem crescimento lento. Entao
pelo Teorema 1.3.2, existe v € D'(TV) tal que (27)~ Z u(€)e™ = v, assim

gezN
(v, p(x)) = <<27r>-N >, a<s>e“f,so<x>> = (2m) ™" Y (&) ("4, )
&eZN &ezN
=(2m) ™V Y AOP(—8) = 2m) N Y (ulw), e ) B(€)
eeN cezN
=@2m) N Y (ul@), e B(—€)) = <u<x>, @2m) ™y e“fa(s>> = (u, )
£ezN cezN
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sendo a ultima igualdade obtida pelo Teorema 1.3.1. Portanto

u=(2m)~N Z u(&)e™s.

ceZN

1.4 Transformada Parcial de Fourier Periodica

Definigao 1.4.1. Definimos o espago C*°(T™, §(Z™)) das fungoes ¢ : T" x Z™ — C, C*
na primeira varidvel, tais que para cada o € Zy e N > 0 existe uma constante C' = Cy ¢
tal que

[D¢(w, )] < C(1+ €)Y,
para todo £ € Z™.

C®(T™,8(Z™)) é um espago de Frechét com a topologia induzida pela familia enu-
meravel de seminormas

pra() = sup sup (14 €35 0% 1 -
£ez™ |a|<K

Definigao 1.4.2. Seja ¢ € C°°(T™*™), entdo, definimos a transformada parcial de Fourier
de ¢ com respeito a variavel y como

B8 = [ ety veez

Proposicao 1.4.1. Seja ¢ € C(T"™), entao p(z,§&) € C(T™, 8(Z™)).

Demonstracao. Para cada £ fixo, denote

8/0\(1',&-) = (Pé"(x)7 Vo e T".
Tome (x;) sequéncia em T™ tal que x; — x¢ quando j — oo, entao

L lim o(zj,y)e” " = p(xo, y)e ™%, e ainda,
Jj—00

2. p(z;,y)e | < |p(zj,y)| < C, sendo que C nao depende de j pois ¢ ¢ limitada.

Logo, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada:

lim @¢(z;) = / lim ¢(z;,y)e idy = / o(zo,y)e” Y dy = pe(x0).

Portanto, ¢¢ é continua.
Ainda, para cada o € Z, mais uma vez pelo teorema da convergéncia dominada,
podemos derivar sob o sinal de integracao, ou seja,

DY (pe(x)) = Dy / oz, y)e ¥ edy = | DY(x,y)e ¥ <dy

m T m

Assim, D2%p¢ também é continua e portanto ¢ € C(T").

xT
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Além disso, tome o € Z7 e 3 € Z1!, temos:

€9 Dgoe(x)| =| [ DV p(z,y)&’e ¥ dy| = | Dz, y) DDV dy]
T'Vn/

= | D *Pp(x,y)e ¥edy| < (27T)msup D@D, y)).
Tn
Dado K € Z., utilizando o resultado acima e a Proposicao 1.1.1, segue que

D7) < 3 SHENID el)
|BlI=K
K!
= Z E ‘fﬂDaS@f(x)‘
Bl=K
K!
=y o DD p(x, y)e ™ dy
gl=x 0T
< >0 G0 s DD p(r )| = O
|Bl=K
Logo, escrevendo C' = Cg q
C
Dp(x,&)| <
| DG, )| < Er

Portanto p(x,&) é de classe C* na primeira varidvel e possui decaimento rapido na
segunda, ou seja, p(x, &) € C(T™, 8(Z™)).
O

Teorema 1.4.1. Seja p € C°(T"™). Entao
p(r,y) = 2m) ™ > Blx,&)e*
gezm
sendo que a convergéncia ocorre na topologia de C*°(T™+™).

Demonstragao. Pela Proposicao 1.4.1, temos que dados K € Z; e o € T", existe Cg o > 0
tal que

C
Dz o(z, §)| < eE
Entao pelo Teste M de Weierstrass, segue que (2m)™"™" >, (1, £)e™ converge unifor-
memente e absolutamente para uma fungao continua .
Temos ainda, que ¥(z, &) = p(z,€), de fato, denote

Sila,y) = 2m) ™ 3 Bl et
1€1<j

' . . veredne .
Segue que S; — 1 uniformemente em T"*™, entdo, pelo teorema da convergéncia uni
forme,

0.6 = [ wlayeidy—tm [ [0S ewen | iy
T 3700 Jm .
[n|<j
— @n) " lim 3 B, 6) / IOy = B(z, ).
T <y "
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Escreva ® = ¢ — ¢ € C°(T""™). Entao, dado € > 0, o Teorema de Stone-Weiertrass
garante a existéncia de um polindémio trigonométrico t(z,y) Z am ’(” )(m:€) tal

|(n.&)I<M
que ||g — t]|; < €. E mais,

) dxdy = agee” T dyd
. sy = [ e ¥ y

|(n§)|<M

= Z a(na)/ e (/ O(x,y) W":dy) dx
(n,€)|<M " "

= a(n@/ e”'”{ls(x, )dr =0
(n,€)|<M "

pois (/IS({I),S) o(x, &) — @(m ¢) = 0. Entao
95 = [ fote) dedy = [ a(e,ey) dody

— [ @)~ ) dody < @] @ ]
’]l‘n m

< @02 1@ ¢l < C 0]

B R Y

- 2 2 2

Segue que
@[l < €.

Portanto, como € é arbitrario, ® = 0 q.t.p., ainda, como ¢ e ¥ sao continuas, temos ¢ = )
em T"™. Ou seja, S; converge uniformemente para ¢.
Além disso, dados oo € Z" e § € Z™, temos

000585 (,y) = (2m)™™ Y 90 P(x, €)'V
1359
Y Ol (i) e
1€1<j
(2m) MZaa o(x,&)eE,
[€1<j
Ainda,
Co C

003 (x, €)| = |02p(x, €)| <

(14 K = (1+[¢)2)" 2

Assim, 0°p(z, £)evt € C(T", 8(Z™)).
Portanto, como vimos anteriormente, segue que 9%9°S; — 9*9%¢ uniformemente.
Ou seja,

pla,y) = 20 Y Bla, &)evt

cezm

em C°°(T"™). O
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Corolério 1.4.1. Se ¢ € C=(T",8(Z™)) entao existe uma fun¢ao p € C°(T"™) tal que
5(,€) = B, £) para todo (,€) € T* x Z™.

Demonstrac¢ao. Veja em [16]. O

Definicao 1.4.3. Seja u € D'(T"™) definimos a transformada parcial de Fourier de u
na segunda variavel por

(U2, 8), p(x)) = (u, p(x)e™™*), Vi € C=(T").

E claro que a definicao da transformada de Fourier com relagao a primeira variavel segue
analogamente.

Lema 1.4.1. Se u € D'(T*™™), entao u(z,§) € D'(T") para cada £ fixo.

Demonstracao. A linearidade é trivial.
Dada ¢ € C°(T"), existem C' > 0 e K € Z, tais que

{0, €), o@D =l pl)e )] < € max || D2DJe .
IBI<K

K le'
<Celel™ max [|Dzel] o
e segue a continuidade.
Portanto u(z,§) € D'(T"). O

Teorema 1.4.2. Se v € D'(T"™), entao

w=(2m)"" > d(z, et

gezm
com a convergéncia em D'(TV).

Demonstracao. Escreva

(ug(x), p(x)) = (u,p(x)e™™*), Vo € C=(T").

Denote

S; = Z ue(z)e*.

€1<j

Mostremos que para cada ¢ € C°(T"™), {S;(¢)};>1 C C é de Cauchy, e portanto sera
convergente.
De fato, temos ug(z)e™* = ug(x) ® ¥ € D'(T"™), assim, supondo [ > j

1S1(@) = Si(@)] = | > (uelx) @ eV, b(,y)) = Y (ue(w) @ ™S, o, y))

l§1<l l€1<s

= > (uel@) @ €€, o(a,y)

J<lgl<i
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=13 (uela), (¥, 6(z,)))

J<Igl<i

— Z (u(z, 2),e (e, p(x,7)))

J<IgI<i

S| e 2), (€ ()

J<Igl<t
= { u(x, 2), €i(yz)'§¢($ay>dy>
e 2
= { u(x, 2), o(z,y)e Vidy €iz'§>
(e 3 (o)
= <u(x,z), Z q/g(a:,ﬁ)eiz'g> — 0.
J<Igl<l

Converge pois pelo Teorema 1.4.1

(2m)~™ Z g/b\(:p,f)eiy'f — ¢(z,y), em C* quando j — oo.
1€1<j

Ou seja, (2m)7" > o, )€ = (x, ).
gezm
Observando esse fato e o calculo acima, temos

u=(2m)™ "™ Z ue(z)e*.

gezm

Proposigao 1.4.2. Sejam u € D'(T") e ¢ € C°(T"*™), entdo

(u,0) = (2m)™" > (t(~7, ), §(, 7))

TEL™

Demonstracao. Utilizando a definicao de transformada parcial de Fourier com relacao a
primeira variavel, e o Teorema 1.4.1

(u0) = (u(t,2), 2m)™ 3 _ 6, 2)e™7) Jim (u(t, 2), (21) " D (7, 2)e™)
TEL™ Ir|<k

~

= @2m)™ > (u(t, @), d(r,2)e ™) = 2m) ™ D (a(—,2), 6(7, 2)).

TEL™ TELM
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1.5 Operadores Diferenciais Parciais lineares

Definigao 1.5.1. Seja €2 um subconjunto aberto de RY. Um operador diferencial parcial
linear de ordem m em §2 é um operador linear definido de C*°(Q2) em C*°(f2) da forma

P(z,D)= Y an(x)D"

laf<m

cujos coeficientes a,, sdo fungoes a valores complexos pertencentes ao espago C*(12), sendo
a=(a,..,ay) € NV e

1 0\" 1 0\
a [e3} aN __ - R
DY = DYDY = (mxl) (mm> :

Proposicao 1.5.1. Seja P um ODPL de ordem m em 2 entdo a aplicagao ¢ — Py
define uma aplicacao linear e continua de C® () (resp. C°(Q2)) nele mesmo.

Em dados momentos denotaremos P(z, D) apenas por P e chamaremos este operador
de ODPL, nomenclatura esta que sera utilizada doravante.

Definigao 1.5.2. Seja P : C°(Q2) — C(Q) um ODPL de ordem m. Dizemos que o

operador 'P : C2°(Q2) — C°(2) é o transposto formal de P se, e somente se,

[Powis= [otro)as

quaisquer que sejam @, 1 € C(Q).

Exemplo 1.5.1. O operador de Laplace em R" é dado por
_ 2
A= Z axj'
j=1
Temos que o operador transposto de A é ele mesmo. De fato, temos

J@owar= [ o) i

quaisquer que sejam @, ¢ € CZ(RY).

Defini¢ao 1.5.3. Seja P um ODPL de ordem m definido sobre um aberto Q2 C R¥,
dizemos que E € D’'(€2) é uma solugao fundamental de P se PE = § em D’(£2).

Um resultado importante, conhecido como Teorema de Malgrange [13] e Ehrenpreis
[3], afirma que todo ODPL com coeficientes constantes admite uma solu¢ao fundamental.

Uma consequéncia importante deste resultado diz que se F é uma solucao fundamental
de P = P(D), um operador com coeficientes constantes, para toda f € C2°(R™) podemos
definir a distribuicao u = E * f que satisfaz

P(D)yu=P(D)(E*[)=(P(D)E)+f=0dxf=f

em D'(R™). Ou seja, podemos sempre resolver a equacao quando o termo nao-homogéneo
é tomado no espago das fungoes testes. Entretanto, o fato de f ser suave nao garante que
u também seja suave.
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(1.12)

02

Exemplo 1.5.2. O operador do calor é definido em R por
& — AI — 815 - -
j=1 "%

(1.13)

Vamos encontrar sua solucao fundamental. Ou seja E € D'(R"1) tal que
O E(t,x) — A E(t,x) = 0(t, x).

Primeiramente, note que
I(t,x) =0(t) ®(x)

pois dada ¢ € C>°(R""!) pelo Teorema 1.2.5
(0(t) @ o(z), o(t, 2)) = (0(t), (6(x), &(t, 2))) = (6(t), ¢(t,0))
(1.14)

Aplicando a transformada de Fourier parcial com relagdo a « em (1.13), obtemos
OE(t,€) + 6B =o(t) ® 1.
Agora, para cada £ € R™ fixo, considere o operador (_t + |§|2> , sua solucao fundamental

é dada por H(t)e "€, De fato, derivando no sentido das distribuicdes temos
+ |€’2) (H(t)e 1) = 6(t)e 1" — H(1)|e e 4 H(1)|¢Pe 1" = 5(2)
(1.15)

d
(i
Defina N
Et,)=c"PHH 1= HE) 21)
Entao
SE(t.6) = —lePe T (HE) © 1) + e (5(1) © 1)

) (e P H) 1) =6(t) ® 1.

Logo,
d 2
(51
Além disso, E (t,€) define uma distribui¢ao temperada na varidvel £ permitindo assim que
sua transformada parcial inversa esteja definida de dada por
lzI?
FUH (e ) = H(t) . 1.16
(HO ) = B0 s (116
De fato, note que
iz — tle? = ¢ (9“’—g - 15\2) — [ RIS %) TR (—”" o 5)]
t t t
iz \ iy \’ |z|?
Vo (e m)]



) +---+(—§n—i%)2]d5.

T

Logo, para t > 0,
_ e t /e [( a-4

AT

M—-=L
2t
—t§2~
) (& ]d€]

ﬁ)Q
2t dfj = J\/l[lm

OO e—t(—ﬁj—
Utilizando o Teorema de Cauchy. podemos deslocar o caminho de integracao e escrever
ds 1 —
oY 2 = (?) '

s

-2

Calculemos I; = /
Gagy= [ = | o me

M
Ij = lim
M—o0 M
Assim, para t > 0
_l=?
et = £ 1
= e
Aplicando a transformada inversa em (1.15)
(E(t,z), o @9(t,x)) = (F, 1( E(t, ))(fv) () = (Bt x) P(H)(£))
= (e P H() :/ / e~ UEP o (1)) (€)dedt
_ ( e~ ) g — / (/ t€|2¢(x)dx) dt
l=? l=?
- — :/ /  o(t)(x)dadt
0 Rn (47Tt)5
— 7y t
(47#)5 P @Y, x)).
Portanto, pelo Teorema 1.2.4, a solucao fundamental do operador do calor é
lz12
BEt,x) = Hit)—— .
’ (4t)2
(1.17)

Defini¢ao 1.5.4. Um operador P : D'(Q2) — D’(Q2) é dito localmente resolivel em €2 se
todo ponto de 2 possui uma vizinhanca U C €2 tal que
PD'(U) 2 C=(U).

Proposi¢ao 1.5.2. Sejam P : C°(Q) — C°(Q) um ODPL de ordem m e 'P o seu

(1.18)

transposto formal. Suponha que exista ¢ > 0 tal que
lollze < [Pyl .. Vo € CZ(Q)
entao, PL*(2) D L*(QY). Em particular, P é resolivel em todo ponto de €
{ ="'Pp : ¢ € C*(Q)} C L*N). Consideramos & um
. Dada f € L*()

Demonstragao. Seja &

subespaco vetorial normado de L?(€2) munido com a norma L*()
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mostraremos que existe u € L?(2) tal que Pu = f em D'(Q). De fato, definimos sobre &
o funcional linear A que para cada 1 € &, associa o nimero complexo

A0) = [ fa)pla) do.
Primeiro, note que A esta bem definido, para tal, basta mostrarmos que
Y =0= /gzw(x)f(x)da: = 0. (1.19)
Seja p € C(Q) tal que "Py = 0, entao por (1.18)

el < |I'Pe]|,, =0 = ¢ =0q.tp.

e portanto (1.19) estd satisfeita.
Ainda, pela desigualdade de Holder, note que

AW < fllz el e < ellfllz [ “Pell 2 = e f 2 1] =

Entao, pelo Teorema de Hahn Banach, existe um funcional linear 7' : L?(Q2) — C tal
que Tl = A e [T(g)] < c|| ;s llgll» para todo g € L(%2).

Como T € (L?*(Q))*, segue do Teorema de Representacao de Riesz que existe u € L*(1)
tal que para todo g € L*(Q)

Entao
/Q (Pu)(2)pl) d = / u(@)("Py)(z) dz = T('Py) = / f(2)p(x)d.

Portanto, Pu = f em D'(Q2). O
Analogamente ao que vimos em 2 C R", iremos agora considerar ODPL definidos
sobre C(TY), P : C%(TY) — C=(TV), P(x, D) = 3_,<,n @a(2)D* sendo os coeficientes
ao € C(TY) e por P*: D'(TV) — D'(TY) o operador transposto.
Definigao 1.5.5. Sejam P : C(T") — C°>(T") um ODPL de ordem m com transposto
P*: D'(TN) — D'(TV). Dizemos que P ¢ globalmente C* resolivel em TV se para cada
f € (ker P*)? = {g € C=(T) : (w,g) = 0, para todaw € D'(T), com P*w = 0}, existir
u € C=(TV) tal que Pu = f.

De acordo com a definicao acima um operador P é globalmente C* resolivel em TV
se:

PC>®(TN) D (ker P*)°. (1.20)

Considerando a imagem do operador PC*(T") como um subespago vetorial de C>(T%)
temos o seguinte resultado

Proposigao 1.5.3. PC™(TY) ¢ fechado se, e somente se, PC™(TV) = (ker P*)°.

Demonstrag¢do. Suponhamos inicialmente que PC=(TN) = PC>®(T¥). Gragas & Pro-
posicaol.l.5 temos
ker P* = (PC*>(T™))°.
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Escrevendo o conjunto polar do nicleo do operador transposto e aplicando a Pro-
posicaol.1.6 obtemos

(ker P*)° = (PC*°(TV))? = PC>(TN) = PC>(TY).
A reciprova é demonstrada de forma analoga. m

Definigao 1.5.6. Dizemos que P : D'(TV) — D'(TV) é globalmente resoliivel em TV
se para cada f € {h € C®(TY) : (w,h) = 0,Vw € ker P*} existir u € D'(TV) tal que
Pu = f, onde

P C(TN) — ¢>(T").

é o operador transposto de P.

Definigao 1.5.7. Dizemos que P : D'(TV) — D'(TV) é globalmente hipoeliptico em TV
se para toda u € D'(TV) tal que Pu € C*®(T") tem-se u € C>(TV).

1.6 Teorema de Paley-Wiener

Definicao 1.6.1. Sejam  C R" um aberto e P(z, D) =}, <,, da(z)D* um ODPL de
ordem m com coeficientes a, € C*°(£2,C). O conjunto caracteristico de P é definido por

Char(P) = {(x,&) € Q x (R"\ {0}) : Pn(z,§) =0}

onde

Pn(z,§) = Z aa(z)€*

|lal=m

denota o simbolo principal de P.

Defini¢ao 1.6.2. Seja P(x, D) um operador definido sobre um aberto 2 de R”. Dizemos
que P é eliptico em xg € €2 se

Pm(xo,f):O — 520

Dizemos que o operador P ¢ eliptico se for eliptico para todo xg € €2, equivalentemente

Char(P) = @.

Exemplo 1.6.1. O operador de Laplace (dado no Exemplo 1.5.1) é eliptico.
De fato, note que A é um operador com coeficientes constantes. Logo analisando o
simbolo principal, temos
No(z,6) = —[¢fP <= € =0

portanto Char(A) = @.

Podemos descrever a hipoelipticidade global de P através do suporte singular de uma
distribuicao.

Definigao 1.6.3. Um ODPL P é dito hipoeliptico em Q C R, aberto, se SS(Pu) =
SS(u) para cada u € D'(Q).

Observagao 1.6.1. Seja P um operador hipoeliptico, entdo se u € D'(Q2) é tal que
Pu = f e C>®Q), temos que SS(u) = SS(Pu) = SS(f) = @, entdao u € C*(Q).
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Teorema 1.6.1. Se P ¢ um operador de coeficientes constantes com solucdo fundamental
E tal que SS(E) = {0}, entdo P ¢é hipoeliptico. Reciprocamente, se P € hipoeliptico, entdo
toda solugao fundamental de P é C* fora da origem.

Demonstrag¢ao. Vide [7]. O
Exemplo 1.6.2. O operador de Laplace possui solucao fundamental dada por

B Clz|*™, sen >3
E(z) = { (27) tn|x|, sen =2

Claramente SS(E) = {0}, entao, pelo Teorema 1.6.1, temos que o operador de Laplace é
hipoeliptico.

Definicao 1.6.4. Uma funcao de classe C', f definida em um aberto Q € C” é dita
holomorfa se % =0,j=1,...,n.
J

Defini¢ao 1.6.5. Seja u € &'(R"), definimos a sua transformada de Fourier-Laplace por:
Q) = (u,e7), vcecCn
sendo - ( = x1(y + ... + xp(p.

Teorema 1.6.2 (Paley-Wiener).

1. Uma fungao U inteira em C" € a transformada de Fourier-Laplace de uma distri-
buicao u € E'(R™) tal que S(u) C {x;|x| < R} se somente se, existem constantes C

e N tais que:
U< O +[hYetmed v e

2. Uma fungao inteira U em C" € a transformada de Fourier-Laplace de uma fun¢ao
u € CX(R™) com S(u) C {x;|x| < R} se e somente se, para cada N € Z,, existe
uma constante Cy tal que:

C el

arjepy et

U(Q)] <

Demonstragao. Ver [7]. O

E uma consequéncia direta do Teorema de Paley-Wiener 1.6.2, que, para todo £ €
{¢eC™: Im(¢) =0} ~R"™, temos

A transformada de Fourier ¢ de uma funcao u € C°(R") satisfaz
VN € Z,, 3Cy tal que

Cn
(141NN
Reciprocamente, se @ satisfaz (1.21), entdo u é a transformada de Fourier de alguma

u e CX(R™).

()] < (1.21)
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1.7 Conjunto Frente de Onda

A seguir, trataremos um pouco sobre analise microlocal de operadores, conceito essencial
na area de equacgoes diferenciais parciais, e portanto indispensavel neste trabalho.

Lema 1.7.1. Sejam Q C R™ aberto, u € D'(Q) e g € Q. Entdo xy ¢ SS(u) se, e
somente se, existe ¢ € C°(§2), com ¢ = 1 numa vizinhan¢a de xo e, para cada K € Z,

existe Cxg > 0 tal que
Ck

(14 [EN™
Demonstracao. Veja [8]. O

pu(§)] < V€ € R™.

Definicao 1.7.1. Um subconjunto I' C R™ é dito um cone se dado x € I' e p > 0, entao
pr €I

Definicao 1.7.2. Sejam  C R" aberto, u € D'(Q) e (zo,&) € @ x (R™\ {0}). Dizemos
que u é C* (ou microlocalmente regular) em (xg, &) se existem ¢ € C°(2), com ¢ =1
numa vizinhanga de xy e um cone aberto I' C R™ \ {0} contendo &, tal que, para todo
K € N, existe C'x > 0 tal que

Ck
(1+1¢hx

Definig¢ao 1.7.3. O conjunto frente de onda C*° de uma distribuigao u € D’(2) é definido
por:

pu(é)] < vEel.

WFE(u) = {(z,£) € 2 x (R"\ {0}); unao é C® em (x,§)}.
Proposicao 1.7.1.
1. SeIl: Q x (R™\ {0}) — Q € a projecdo na primeira varidvel, entao
(W F(u)) = SS(u).
2. Se P = Z ao(x) D%, o € C™(Q), entdo

la|<m
WF(Pu) € WF(u).
Demonstragao. Vide [8]. O
Teorema 1.7.1. Sejam Q C R™ aberto e P um ODPL. Se u € D'(R?), entdo
WF(u) C WF(Pu)U Char(P).
Demonstragao. Vide [8]. O

Corolario 1.7.1. Todo operador eliptico € hipoeliptico.

Demonstragao. Temos que para todo operador linear P, SS(Pu) C SS(u). Por outro
lado, se P ¢ eliptico, Char(P) = @. Entao pelo teorema anterior, WF(u) C W F(Pu)
portanto, utilizando a Proposicao 1.7.1, temos

SS(u) = I(WF(u)) C T(WF(Pu)) = SS(Pu)

e segue o resultado. O]

30



Exemplo 1.7.1. O operador do calor P = 0, — A, - 85 ¢ hipoeliptico mas
nao ¢ eliptico.
J& vimos no Exemplo 1.5.2 que sua solucao fundamental é dada por

B(t.) = H) s

Note que E ¢ C* em R™'\ {(0,0)}, portanto, pelo Teorema 1.6.1, temos que P é
hipoeliptico.
Por outro lado, se P(7,&) é o simbolo principal do operador do calor, entao

P(r,€) = I¢f*

como (71,0) € Char(P) para todo 7 # 0, segue que P nao é eliptico.

Definicao 1.7.4. Dizemos que T C Z" \ {0} é um cone discreto se T = Z" N T" para
algum cone I' em R".

Definigao 1.7.5. Sejau € D'(TY), definimos o conjunto frente de onda toroidal W Frr(u) C
TV x (ZN \ {0}) como segue: (wg,&) € TV x (ZN \ {0}) ndo pertence a W Fr(u) se e
somente se, existe Yy € C°°(T¥) e um cone aberto discreto I' C Z" \ {0} tal que x (o) # 0,
fo cle

Cn
(14 €D

Adequando-se as defini¢oes acima, os resultados de analise microlocal obtidos para
RY, sdo vélidos também em TV. Veja [14].

YN >0, 3Cy tal que |(xu)(€)] <

1.8 Espacos de Sobolev no toro T

Definigao 1.8.1. Seja s € R, denotamos o espago de Sobolev de ordem s por H*(T) e
é definido por

HY(TY) = {u € D'(TV): ) (1+[EP)[a)l® < oo}.

gezN
Proposigao 1.8.1. Dados t,s € R, erxiste uma isometria entre H'(TV) e H™™(TV).

Demonstragdo. Seja p, um operador linear tal que para cada u € H°(TY)

ps(u)(x) = Y (L+[EF)"2a(€)e™,

cezN

entao g ¢ uma isometria entre Ht(TN) e Ht+3('1[‘N)_ De fato, dado k € ZV,
SZ(\U)(k) = / e_mk@s(u)dx :/ e ik Z (1+ |§|2)_%ﬂ(§)em'5da€
TN TN

= S (I [ e Ods = (1 k) ),

N
&ezN T
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E ainda,

loa() e = 3 L+ IER @)@ = 3 (1 +1€R)™ (1 + B [aE) > = [lull

gezN cezZN

logo ps(u) € HFS(TN).
Seja u € HY(TY) tal que u € ker p,, entdo da igualdade obtida acima

SOs(u) =0 = HSOS<U>||Ht+s =0
= ullg: =0
= u=20

Logo u = 0 e p; € injetora.
Dada v € H**(T"), tome u tal que u(¢) = (1 + |£]?)29(€). Note que u € HY(TN):

lullge = > A+ [P @EF = Y @+ P+ EP) P = llolloss < 0.

EezN cezN

E ainda, temos que ¢ (u) = v em H'"S. De fato,

les(w)(€) = v(@)] = Y (L + &) *|FTps(u) — v](€)F =0,

¢eN

pois

Flioo(w) = 0)(€) = FY_ (L4 [n*) " 2a(n)e™™ - v(x)](€)

= T[> (L + )L+ [P ()= () — D)
=F[> B(n)e™ (&) —5(¢) =0

portanto ¢, é sobrejetora, e segue o lema.
O

Teorema 1.8.1. Para cada s € R, o espaco de Sobolev H*(TY) é um espago de Hilbert
com o produto interno

(w,0)e = Y (14 [€°)a(€)o(©).

EezN

A norma € entao dada por

N

ae= | > L+

cezN

lul

Demonstracao. Sabemos que L? é um espaco completo, pelo Coroldrio 1.8.1, temos que
HO(TY) também o é. Logo, tomando ¢ = 0 na Proposi¢ao 1.8.1, segue que H*(TY) é
espaco de Hilbert com a norma induzida pelo produto interno. O]

Proposigao 1.8.2. Os polinémios trigonométricos sao densos em H*(TN)
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Demonstragao. Veja [14] O

Lema 1.8.1. Seja u € D'(TV) tal que Z [U(E)]* < oo, entdo u € LAHTN), e além disso
gezN

lulZ2 = > [a)P (1.22)

ceN

vale Parseval, ou seja,

Demonstragdo. Seja ¢ € C°(TY) c L*(TY). Pela Proposicio 1.3.3

[, 0 = | D A=) < D JaE)l|o(—¢)|

cezN cezN
< | > laEP > 1))
gezN €N
< c |92

Logo, pelo Teorema de extensao de Hahn Banach, existe T € (L?)* que estende u. E
ainda, pelo Teorema de Riesz, existe f € L*(T") tal que u = Ty € L*(TY).

Como temos a desigualdade de Parseval valida para fungiao em L?(TY), segue o resul-
tado. O

Teorema 1.8.2. Seja m € N, entao

H™TN) = {uec LX(TV): Y [|0°ull}, < oo}, (1.23)

la|<m

Demonstragdo. Considere u € H™(TY) no sentido da Definigao 1.8.1, entdao temos que
D eezn (14 [E17)MU(E) < 00 Tome o € ZY, tal que |a < m. Temos:

ST aeue) = 3 JGg) ace)?

cerN ceZN

< ) lgPae))

cezN

< Y (L [EP)maE)r

gezN

Entao, pelo Lema 1.8.1, segue que 9“u € L*TY). Assim, utilizando Plancherel

STlozull = >0 S oeu@)lP =Y Y jeae)?

la|<m la|<m ¢ezZN €€ZN la|<m
< DD PP < Y ClePriat
£eZN |a|<m gezN
< O30+ PP < C lully
cerN

onde C' = #{a € ZY : |a| < m}.
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Por outro lado, se u estd no conjunto dado em (1.23), 9%u(§) € L*(TY) sempre que
|a] < m. Pelo Lema 1.1.1 que existe constante C' > 0 tal que

DA+ EPMaOF < ¢ Y P

¢ezN €eZN |a|<m

< oYY praEP

la|<m gezZN

= C||o7ul],, < oo
sendo utilizado Parseval na tltima igualdade. O]

Do Teorema acima, segue que para m € N

bl = 32 ([, o ar)

Corolario 1.8.1. H(TY) = L2(TV).

Demonstragao. Utilizando a definicao de HY como aparece no Teorema 1.8.2, note que

[ull o = [lull 2 -
0
Lema 1.8.2. Set < s entdo H*(TN) C HY(TV).
Demonstragdo. Seja u € H*(TY). Como (1 + [£[*)! < (1 + [£]*)® VE € ZY, temos
2\t (2 2\8|75( ) [2
STAHEPEGP < D (4 [EP) ) < oo
cezN cezN
T a
Proposicao 1.8.3. Seu € H**(TV) ev € H*(TN) entao |(u,v)gs| < [Jull gore |0]] os-
Demonstracao.
[(w, oyl = | ) (L+ €7 a(€)o(€)]
gezN
st st
< DL+ ER @I+ g o)
cezN
3 3
< | Do A+ ERy e r > A+ Ry P
geznN geznN
onde a ultima desigualdade é obtida por Cauchy-Schwartz. m

Proposicao 1.8.4. Para cada s € R, o operador D* ¢ limitado de H*T1®/(TV) em
H*(TN), isto €, existe ¢ > 0 tal que ||[D%ul| s < c|[ull jotial, para todo u € HHI(TN).
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Demonstracao. Primeiramente, note que

€] = 1€, 0] < Jeltton = Jgflel < (1 + Jg)F (1.24)

Assim,

1Dl e = DA+ [PV IDou@P = Y (1 + [g?)|eea(e)?

gezN gezN
< ) @+ EP AP NAE) = full ool -
gezN

]

Lema 1.8.3. (Lema de Rellich). Seja (u;)j>1 uma sequéncia em H'(TN) com ||u;| 5 < 1
Vj > 1. Se s < t, entao existe uma subsequéncia (u;,) C (u;) convergente em H*(TY).

Demonstracao. Note que

lujlle <1 & Y A+ ER) @GP <1 (1.25)

cezN

entdo, para cada £ € ZV fixo, (1 4 |£]2)24;(€) estd na bola unitéria de C. Assim, fi-
xando ¢ € ZVN, existe uma subsequéncia (1 + |€]2)24;, (€) convergente em C (pois este é
sequencialmente compacto).

Mostraremos que a subsequéncia (u;, ) C (u;) é de Cauchy em H®, s < t. De fato,

g, = willgge = > L+ €135, () — @, (6) (1.26)
cezN
= Y L+ [EP)1a5,(8) = w5, () + Y (14 1€P)°]a5,(€) — w5, ()P
[€I<N |€]>N

sendo N € N qualquer.
Primeiro estimaremos o segundo somatoério de (1.26). Por (1.25), obtemos

Yo P 1@ ) — G ©F = Yo A+ IEP) T+ €)@ (€) — @ (€)I7]

[€I>N [€1>N
1 - —~
< Y e D RITOP + 2ATOP)
|€1>N
1 - —~
< 3. Ut D @IGOF + AT )
|€1>N
< NH0 N (14 [6P) 215 (6) + 205 (6) )
[EI>N
S 4N2(s—t).

Como s —t < 0, podemos tomar N = N, suficientemente grande de tal forma que
4N?=% seja menor que ¢. Portanto

> L+ [Pyl €) — @ (6

|€]>No

AN
l\D_I ™

(1.27)
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Por outro lado, temos que

D AHEPPIGE) —w ()P < Y L+ [P |a5,(6) — w, ().

|€I<No [€]<No

E mais, ((1+4 |£[?)2i, (€)) é de Cauchy em C para cada £ fixo, ou seja, para todo e > 0,
existe N = N(e, &) tal que Vk,l > N,

(L + IEP)HT (&) = GO = [+ 1ERFTE) — L+ DT < (35)
Ou seja, )
(1 + 6P 1T5.(6) — Tl < 5 (1.28)

onde a constante C' = #{¢ € ZV : || < Ny}, sendo # a medida de contagem. Entao,

Yo A+ EPYIaG O @) < Y A+ [P a5 €) — T E)))?

|€I<No |€]<No

€ €
< 56 > 1= (1.29)

|§1<No

Tome K = max{N(¢¢&); || < Ny}, entao, por (1.26), (1.27) e (1.29), Vk,l > K

||U’jk - uleHS <€

Portanto, (u;,) C (u;) é de Cauchy em H*(TY) que é completo, logo (u;,) é convergente
em H*(TN).
[

Proposicao 1.8.5. Se a sequéncia (u;) converge em H*(TY), entdao converge também em

D'(TV).
Demonstragdo. Pela Proposicao 1.8.3, com t = 0, dada ¢ € C=(TN) c H=*(T¥),

=)l = <u—uj7zc$<f>e—’“> Gy

EezN ¢ezN

= |2 o) — u)(©)] = 1w~ uj. S}l

cezN
< lu—

uj||H0+s ¢||H0—s — 0.

]

Lema 1.8.4 (Lema de Sobolev). Set > [¥]+1 eu € H'(TV), entio a série Z u(&)e

cezN
converge uniformemente, deste modo, cada u corresponde a uma func¢ao continua. Ou

seja, H'(TN) € CO(TN), set > [§] + 1.

Demonstracao. E suficiente mostrar que a série Z u(€)e™™ ¢ converge absolutamente.
cenN
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Note que

Yo la©eE = Y Al =Y (14 e =L+ [glP)z[a)

jel<M jel<M el<M
<| X+ >+ P [aer
jel<M E1<M
< Do a+1E ) ulle

|§l<M

Sendo que o tdltimo termo converge, para verificar, facamos o teste da integral. Antes,
denotando € = [%] +1-— % > (), temos

N N
t> |—|+1l=t>c+ —
2 2

= 2t > 2¢+ N.

Entao

- de=C —dr<C dr
/f|>1 (1+[€[?) : N/1 (L+r2)t — N/1 2
< CN/l mdr < CN/l T—N+1+2€+Ndr

* 1 1 o 1
- CN/1 rlt2e dr = T 9ep2e

= — < oo
1 2¢ =
Corolério 1.8.2. Seu € H'(TV), sendo t > [X] + 1+ m, entdo D*u = Z u(é)e ™t
cezN

]

converge absolutamente para |a| < m. Logo HY(TY) c C™(TY).
Demonstragdo. Se v € H'(TV) para t > [%] + 1+ m e |a| < m, pela Proposigao 1.8.4,
temos que D € H'"1*l(TV), onde ¢t — |a| > [Z] + 1, pois

N

Logo, pelo Lema de Sobolev segue que
D e DruE)eE = Y eu()e’
cezN cezN

converge uniformemente. O

Corolario 1.8.3. (] H*(TY) = C>(T").

seR

Demonstracao. Tomet € Re ¢ € C"’O("]I‘N)7 entao para ¢ = %

+ t, existe constante
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Cy > 0 tal que

N Cy
1P(6)] < W-
Entao
2 1 2t 5(€)12 < O2 ;<C2 ;Nl
||Q0HH g;;\]( + |§| ) ‘90<€)| = ééezz;v (1+ |€|2)2€—t = ZEEZZ;V (1+ ’£‘2>T+ < o0

ou seja, C°(TN) C N,cx H*(TV).
Por outro lado, pelo Corolario 1.8.2, temos que

(VH(TY) c () C*(TV) = C=(TV).

seR seN

Observagao 1.8.1. Se ¢ € m HI(TY), entao ¢ € C(TN).
JEL+
De fato, basta mostrar que a transformada de Fourier de ¢ tem decaimento rapido.
Dado m € Z,, temos por hipétese que ¢ € H?*™(TV), ou seja,

>+ [ERPAE)? < 00 = T tal que (1+[E1? @6 < VE €ZY

gezN
~ - VvV Cm N
entao [¢(§)| < 5> VEEZT.
OIS T ey
Definigao 1.8.2. Sejam ¢ € C®(TV), j € Z, e r € Z definimos a norma Sobolev

Iell, = S0l = X ([ iorptoiar)

o] <j o<y
e as seminormas
el = 1Pell; + llell,
onde P é um operador linear definido em C°°(T") e com coeficientes C>°(TV).

Lema 1.8.5. Se P ¢ globalmente hipoeliptico em TV, entio C(TN) com a topologia

definida pela familia enumerdvel de seminormas {HHJT}, jEZ, er €L, éum espago
de Fréchet.

Demonstragdo. Seja r € Z, e considere a familia de seminormas {|-||;,}, j = 0,1,...,
construfmos a seguinte métrica para ¢, 1) € C°°(T)

= 1 el
d — - il .
o) = 2 T ol

E conhecido que (C°°(T¥),d;) é um espaco métrico, mostraremos que é completo.
Seja (¢,) uma sequéncia de Cauchy em (C*(T),d,), entdo

1 lon = emll;,
dl(%pna (Pm) = Z 2_3 2
=0

— 0 quando m,n — oo
L+ llon — mll;,
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entao, para cada r € Z, fixo,
lon — mll;, — 0 quando m,n — oco.

ou seja,
1P (en = m)ll; + llon — @mll, = 0 quando  m,n — oo. (1.30)

Assim, (Py,)n>1 ¢ de Cauchy em H(TV) e (p,)n>1 de Cauchy em H"(TY), que sdo
espacos de Hilbert. Entdo existem ¢ € H™(TV) e 49 € H/(TY), para cada j tal que

Py, — e HI(TN)
on — e H(TY) -
Fixe j € Z,. Seja |l € Z, tal que j < I, também temos que Py, — ! € H!(TY).
Sabemos que || f[|; < ||f]|;, entdo

Po, J e Hi(TN
|1Pew v, < |[Pon— ]|, = 0 = {pin =S

pela unicidade do limite, ¢! = ¢ em HI(TY) > HY(TYV).
Analogamente, se | < 7,

- - Py, — ijHl(TN)
HPSOn_Q;WHlSHPQDn_w]Hj_)O = { PQOn N 1/}l€Hl(TN)
assim 97 = ! em HY(TN) > HI(TY).
Defina ¢ = 17 Vj € Z,, observe que ¢ € [
Y € C=(TV).
Pelo Lema 1.8.5,

ez, HI(TY), entao, pela Proposigao 1.8.1

©Op — © em H’"('JI‘N) = @, — pem D'(’]I‘N).

Entao, como P é um operador continuo, Py, — Py em D'(TY). Mas Py, — ¢ emD'(TV),
de fato, dada ¢ € C>(TV),

(Ppn, &) = (W, 0) = (1, 9).

Logo, Py =1 € C®(TY) em D'(TY). Como P é globalmente hipoeliptico em TV, segue
que ¢ € C°(TY). E mais,

lon —@ll;, = I1Pon— Poll; + llen — ¢ll,
= HP‘pn_ij"i_H‘pn_@Hr
= [[Pen =4[], + lln — ¢l — 0.

Portanto ¢, — ¢ na norma |[-[| . O
Lema 1.8.6. Se o operador P = Z ao(x)D® é globalmente hipoeliptico em TV, entao

o] <m
eristem | € Zy e ¢ > 0 tais que

lelly < c(lPoll, + llell_y) Vi € C=(TY).
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Demonstracao. Seja r € Z fixo, para cada | € Z,, tome k = max{m +[,r}. Observe que
H*TY) ¢ H™H(TY) ¢ HY(TY) e H*(TY) c H"(TY).

Como a ordem do operador P é m, temos que existe constante ¢; > 0 tal que ||Py||, <
1 ||l ipm < e l|oll,. Entao, existe ¢ > 0 tal que

lelly, = 1Pl + llell, < cllell, -

Com isso, temos que a aplicagao

Id: (C>(TV),d)
¥

- (COO(TN)adl)
= Ld() = ¢
¢ uma bijecao linear continua. Pelo teorema da aplicacao aberta segue que Id~! :
(C=(TN),dy) — (C=(TN),d) é continua. Assim, para cada j € Z,, existem | € Z,
e ¢ > 0 tais que

lell; < cllel,

portanto, tomando j =0er = —1,

lelly < c(lPell, + llell —)-

Proposicao 1.8.6.
LA(TY) = ker P @ (ker P)*

Demonstragdo. Claramente ker P é fechado em L*(TV) que é um espaco de Hilbert, por-
tanto, basta usar o teorema da projecao ortogonal 1.1.4. O

Lema 1.8.7. Suponha que P seja globalmente hipoeliptico em TV . Entdo existem | € Z
e c> 0 tais que
lelly < cllPgll, Y € (ker P)* N C(T) (1.31)

Demonstra¢ao. Suponha que (1.31) seja falsa. Logo, VI € Z, e toda constante ¢ > 0,
em particular, para ¢ = j € Zy, 3 ¢, € (ker P)* N C*(TV) tais que ||<p§H0 > j HP%HZ,
fixando [, podemos denotar goé- = ©;

05l
1Pesll, < ==
Defina ¢; = L , logo
sl
@ ligslly =1 o
©j 1 L lwjlly 1
@ irol = (20| = o ieed s 2k -2
T lesllo /1l lleslly ™ ™77 = llwslly 3 j
Note que (¢;) C (ker P)t N C>(TY) também.
De fato, dada g € ker P, Vj € Z,
- 1 J—
¢j(x)g(x)de = 7— [ ¢;(@)g(z)dz = 0.
H%’HO
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Claramente, para cada j, ¢; € C*°(T) pois ¢ a multiplicagao de uma constante por
@; € C=(TY). E ainda,
leill,  lleslly 1
lé;1l, = ] b< - J‘O =-.
leilly g lleslly

Com as propriedades que vimos acima para (¢;), podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que a sequéncia (p;) C (ker P)* N C>(T¥) satisfaz as seguintes condigoes:

Olleilly =1 X
(ii) [[Pe;sll, < 5
Para cada [l € Z,, fazendo 7 — oo,

Pp; —0 em HY(TV) (1.32)
logo, pela Proposigao 1.8.5
Py; — 0 quando j — oo em D'(TM). (1.33)

Como |[J¢j|l, =1 e =1 < 0, pelo Lema de Rellich (1.8.3), existem u_, € H '(T") e
uma subsequéncia (¢;,) C (¢;) tal que

0, — u_1 em H (TY) quando j — oc. (1.34)
Assim, p;, — u_; em D’(TV), portanto,
Py, — Pu_; em D'(TY) quando j — oc. (1.35)

Logo, por (1.33), (1.35) e da unicidade do limite, segue que Pu_; = 0, ou seja, u_; € ker P.
Agora, dada g € ker P,

/u_l(x)mdx = lim [ ¢; (2)g(z)dz =0

Jj—00

entdo u_; € (ker P)* Nker P. Portanto, u_; = 0.
Como P é globalmente hipoeliptico em TV, segue do Lema 1.8.6 que existem p € Z
e c > 0 tais que

L= [lgjilly < clliPesll, + sl )
Fazendo k — oo, por (1.32) e (1.34), segue que

L <elual, = ua#0

contradicao. O
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CAPITULO 2

Hipoelipticidade e Resolubilidade no Toro

O presente capitulo explora o principal tépico do trabalho, regularidade de campos
vetoriais reais no toro TV. Apresenta-se a demonstracao de relacoes como por exemplo, se
um ODPL P é globalmente hipoeliptico entao seu transposto P* é globalmente resolivel,
e, sendo L um campo vetorial real de coeficientes constantes, entao L* é globalmente
hipoeliptico se, e somente se, os coeficientes satisfazem a condi¢ao Diofantina. Ao reunir
as relagoes obtidas, constréi-se a prova do resultado principal do trabalho, que apresenta
uma classe de campos vetoriais onde os conceitos de hipoelipticidade global, resolubilidade
global C'*° e reducao a forma normal sao equivalentes.

2.1 Relacoes Basicas

Proposigao 2.1.1. Seja P : D'(TY) — D'(TY) um ODPL globalmente resolivel e glo-
balmente hipoeliptico, entdo P é globalmente O -resoliivel em TV .

Demonstragdo. Dado f € E(P) = {h € C®(T") : (w,h) = 0, Vw € ker P*}. Como P é
globalmente resolivel, segue da Definigao 1.5.6 que existe u € D'(TY) tal que Pu = f em
D'(TY). Como E(P) € C=(TV) temos que Pu € C(TY), pela hipoelipticidade de P,
segue que u € C(TV).

Portanto, como Pu = f, P é globalmente C* resoluvel. n

Proposicao 2.1.2. Se P globalmente hipoeliptico em TV entdo P* é globalmente resoliivel
em TN,

Demonstragdo. Dada f € E(P*), devemos encontrar u € D'(TV) tal que P*u = f.
Defina o seguinte conjunto

Y = PC>®(TV)={y) € C®(T") : P¢ = para alguma ¢ € C=(T")}.

Seja A : Y — C o funcional linear tal que para cada ¢ € Y, A(¥) = [n f(2z)¢(x) dz
onde ¢ é tal que P(¢) = 1.

Observe que:

1) O funcional A estd bem definido.
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De fato, sejam ¢1, ¢ € C°(TY) tal que 1) = P¢; = Pgy, entao
Plpr—¢2) =0 = ¢ —¢s €ker P
= [ f@)(ér - aa)(w)ds =0

N / F(@)é1 () dz = / F(@)bs(z)da

2) Denotando por ||-||, a norma Sobolev, existem ¢ > 0 e £ € Z, tais que

AW < cllvll,

para todo ¥ € Y.
De fato, gracas ao Coroléario 1.8.1 e aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

AW = |/f(x)¢(:6)dx| < Nl lidllz = 1710 lllo - (2.1)

Como P é globalmente hipoeliptico em TV, pelo Lema 1.8.7, existem constantes ¢ > 0
el € Z, tais que

10lly < cllPyll,, Vi e C(TY) N (ker P)*. (2.2)
Pela Proposi¢io 1.8.6, dada ¢ € C°°(T%), podemos escrever ¢ = ¢1 + ¢, onde ¢, € ker P
e ¢y € (ker P)*. Seja ¢ tal que Pg = 1,

\0) = [ Haois = [ foads+ [ f@onwis = [ o

Assim, por (2.1) e (2.2), segue que

A = \/f(ﬂf)cbz(x)dxl < Ifllo lIé2llo < exlifllo 1Pzl
= c[[P(er+ @)l = cllvll,

Entao
A < cll¥ll,, VY eY. (2.3)

Como Y C C*°(T¥) decorre da desigualdade (2.3) e do Teorema de Extensdo de
Hahn-Banach 1.1.1, que existe u : C>(T") — C, funcional linear tal que

() lu(g)l <cllgll,, Vg€ C=(TY)
(i7) uly = .

Por (i), temos que u é continuo em C*°(T") munido com a norma Sobolev ||-||, uma vez
que C=(TY) c H*(TV) para todo s. Logo u pertence a D'(TV), e ainda, para todo
n € C>(TY)

(Pusn) = (. Pr) = \(Pn) = [ f(@hn(o)dz = (f.n).
Ou seja, P*u = f em D'(TYV). O

Utilizando os mesmos argumentos contidos na proposicao anterior, obtemos o seguinte
resultado.
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Proposigao 2.1.3. Se P* globalmente hipoeliptico em T entdo P é globalmente resolivel
em TN,

Proposicao 2.1.4. Seja P um operador globalmente hipoeliptico, entao ker P tem di-
mensao finita.

Demonstra¢ao. Se P é globalmente hipoeliptico entao temos que ker P C C*(T") C
L?(T™). Suponha por absurdo que dim ker P = +o00, entao existiria uma sequéncia de
fungoes (fy)nen C L?(T™) definindo um sistema ortonormal completo para um subespago
de L*(T"). Pela Proposigao 1.1.3, f, converge fracamente a zero em L?(T") e portanto
converge no sentido das distribuicoes para a distribuicao nula.

Gragas ao Lema 1.8.6, temos que existem constantes ¢ > 0 e ¢ > 0 tais que

L= [[fallo < c(IP falle + Lfnll-1) = el full-1- (2.4)

Por outro lado, como || f,||z2 = || fallo = 1 segue do Lema 1.8.3 que existe uma sub-
sequéncia (f,,) C (fn) e uma n € H™! tais que f,, — n quando j — oo.
Logo, fazendo n — oo na desigualdade (2.4) obtemos

1< el =o0.

Contradicao, logo dim ker P < 400.
]

2.2 Hipoelipticidade e Resolubilidade Global de Cam-
pos Vetoriais

Na presente secao, trataremos sobre o assunto principal deste trabalho. Sera apresentada
uma classe campos vetoriais definidos no toro onde os conceitos de hipoelipticidade global,
resolubilidade C'*° e reducao do campo a sua forma normal sao equivalentes.

Defini¢ao 2.2.1. Um campo vetorial real suave sobre TV é uma aplicacio R-linear L :
C>=(TN) — C>(TV) que satisfaz a regra de Leibniz, isto é,

L(fg) = fL(9) + gL(f) Vf.g € C(T").
Proposigao 2.2.1. Seja L = Zjvzl a;j(x)0,, um campo vetorial real suave, entdo
112 = (L
2. L* = —L—divL
3. Se J € C®(TY) tal que L*J = 0 entio L*(Ju) = —JL(u), para toda u € D'(TV).

Demonstragdo. Sejam v, ¢ € C=(TV).
1. Observe que

(L%, ¢) = (L, L") = (¢, L*(L*9)) = (v, (L*)*¢)

portanto, (L?)* = (L*)%,
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2. Aplicando integracao por partes obtemos

i) = [ Lol

3. Dada u € D'(TV), pelo item 2 segue que

o = (352 0w

N

= —(LJ)yu—JLu— (Z a_:%) (Ju)
= (L*J)u—JLu= —JjLu.
0

Definicao 2.2.2. Sejam L, M dois campos vetoriais entao dizemos que L e M sao campos
conjugados se existe um difeomorfismo y = 7(z), de classe C* tal que

Lue) = M(uo 7))
para toda u € D'(TY).

Proposicao 2.2.2. Sejam L e M dois campos conjugados. Entdo, L é globalmente hi-
poeliptico se, e somente se, M é globalmente hipoeliptico.

Demonstragdo. Observe que se 7 é um difeomorfismo, entao dada ¢ € D'(TY)

Lo(x) = M(do77")(y).

Tome u € D'(TV) tal que Lu = f € C®°(TV). Sejam @ =uor ' e f = for '. Entéo
Loi=f=for e C>(T¥), se tivermos Ly globalmente hipoeliptico, entdao segue que
o € C>(TV), como
(u,¢) = (aor,¢) Ve C(TY)
segue que u € C=(TV).
A reciproca segue analogamente. O

Definicao 2.2.3. Se existe um difeomorfismo que conjuga um campo L a um campo Ly
de coeficientes constantes, entao dizemos que Ly ¢ a forma normal de L.
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Proposicao 2.2.3. Se existe um difeomorfismo C®, 7 : TN — TN que transforma o
campo vetorial L = Zjvzl a;j(x)0,, no campo Lo = Zjvzl A;0,, de coeficientes constantes,
entdo a fungdo J dada pelo determinante Jacobiano da func¢dio 7(z) = (11(x), ..., 78 ())
pertence ao nicleo de L*.

Demonstracao. Temos que

e ainda,
N
Lo =) (L7;)0 Z A;0,,
j=1

Assim, J(z)a;(z) = J;(z), onde J;(x) é o determinante da matriz que obtém-se subs-
tituindo a j-ésima coluna da matriz Jacobiana de 7(z) pelo vetor (Ay, ..., Ax)". Temos

N

L*J(x) == 0y (a;(x)](x)) = — Z Oy, J; (). (2.5)

j=1

Utilizando o fato de que J; é uma forma N-linear alternada com respeito as colunas, segue

que
N

=> Ji(x) (2.6)
k=1
k#j

sendo J]‘Ff () o determinante que se obtém derivando a k-ésima coluna com relagao a x;,
ou seja,

Op, () Opy7i() O, 0p,, 71 () Oy T1()
Jf(l») _ 8x17'2(x) 8,027'2(:1:) ; 8%8@?72(3:) ; (9fo2 l’)
O, TN (%) Opyn(x) o Op;O0n,Tn(7) ... Opp7n(2)

Note que trocando a j-ésima coluna de JJ’? pela k-ésima coluna, e utilizando Schwartz,
concluimos que Jj = —JJ, entdo JF+ J =0.

Substituindo (2.6) em (2.5), e utilizando o fato acima, e, supondo, sem perda de
generalidade que j < k, obtemos

N N
DD T@)y = D JHa)+ Ji(z) =0.
j=1 i;ﬁ} 1<j<k<N

O

Teorema 2.2.1. Seja L = Z;VZI A0, um campo vetorial com coeficientes constantes.
Entao sao equivalentes:

1. L ¢é globalmente hipoeliptico em TV .
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2. Ay, ..., Ay satisfazem a condi¢cao chamada Diofantina: existem constantes K € Z
e C >0 tais que

N
ijAj Z VYm = (ml,...,mN) EZN\{O}
j=1

¢
(1 + [m[)

Demonstracao.

(2) = (1) Seja u € D'(TV) tal que Lu = f € C°(TY). Aplicando a transformada de
Fourier nessa equacao temos:

N

Z imjA;u(m) = Flm).

=1

Disso e da condi¢ao Diofantina, para m # 0

am)| < L < Fmylomt 1 + fmpX. (2.7
PORERIINY

Como f € C=(TY), ftem decaimento rapido, ou seja, dado [ € Z, , existe C; > 0 tal que

-~ C
|f(m)] < W (2.8)
Portanto, por (2.7) e (2.8)
a(m)| <
(14 |m])!

Logo, pelo Corolédrio 1.3.1, u € C®(T¥) e L é globalmente hipoeliptico em TV.
(1) = (2) Suponha por absurdo que a condi¢ao Diofantina nao ocorra, entao para
todo I € Z,, existem m(l) = (my(1),...,mn(l)) € ZN tais que

ij(l)/\j

Defina f(z) = Z cme™", onde ¢, é dada por

1

mezZN
0; sem#m(l) oum=0
Cm = z;V: Aym;(1)
=Smor . sem=m(l)em#0.

Mostraremos que c¢,, tem decaimento rapido, assim, seguird do Corolario 1.3.1 que
f € C=(TV). De fato, observe que basta verificarmos o fato para m = m(l), caso
contrario ¢, é nula. Dado k € Z, tal que k </,

1
(1 + [m(D))*[em| < (1 + [m(1)[)2H—+ <1
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Seja M, = max{(1 + [m(I)])*|c| : | < k}. Entdo, tomando ¢, = max{My, 1}, segue que,
dado k € Z, existe ¢, > 0 tal que:

onl < ¢ o vm e ZV\ {0}.

L+ [m])*’

Tome u € D'(TV) tal que

1
ey _ | TRmE Sem = m(l)
{u, € ) { 0; sem #m(l) ’

segue que u € D'(TVN)\ C>®(TY). Mostraremos que Lu € C®(TY). De fato, dada
¢ € C(T),

— N A N |
ch(m) = /TN Z Ajaxjgb(x)e—lmmdx = Z Aj /TN 8£j¢(m)€—m-mdm
Jj=1 j=1

N N
= =Y 4 N (@) (—imy)e™ =M dr =iy Aym;g(m).
j=1 i=1

Utilizando o fato acima, e observando que L* = —L, temos

- <“ 2 @<m>eix'm> g <u 2. Zﬁ)(m)e”~m>

mezZN |m|<v
= —lim Y Lo(m) (a,e™) == >~ Lo(m)i(m)

m<v m=m(l)
__iOON m;(D(m(l))a(m ——Z'OOAm M
— ZZA (Dd(m(1))i(m(l) = l21¢< O mmr
= =iy d(mD)fm(D)) =i Y d(m)f(m)

=1 mezZN

= =i Y dm) [ = [if@) Y dme s
=~ [istc0) Y dmerds [ <if@)otnds = (~if,0).

Assim, terfamos Lu = —if € C°(TV) com u € D'(TV)\ C®(TV), contradizendo o fato
de L ser globalmente hipoeliptico em T*. O

Corolario 2.2.1. Seja 7 um difeomorfismo C* que conjuga o campo L = Z;VZI a;(2)0y,
com sua forma normal Ly = Z;VZI A;0,;, sendo que os coeficientes A; satisfazem a
condi¢ao Diofantina. Entao o transposto de L € globalmente hipoeliptico.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.2.3, e pelo item 8 da Poposicao 2.2.1 temos que, dada
v e D(TV)
L*(Ju) = —JL(u). (2.10)
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Seja u € D'(TV) tal que L*u = f € C®(TY). Como 7 é um difeomorfismo global, temos
que
|J(z)| = |det T(x)] >0, VoeTV

e ainda, J € C*°(T"). Por (2.10), segue que
f=Lu=LJJ "u] = —JL[J 'ul. (2.11)

Pelo Teorema 2.2.1, temos que L é globalmente hipoeliptico, entao por (2.11), J lu €
C>=(TY), e portanto u € C=(TY) e L* é globalmente hipoeliptico.
]

A seguir, demonstraremos o teorema central do trabalho, o qual foi desenvolvido por
Gerson Petronilho em [11]. Apresenta-se uma classe de campos vetoriais onde temos a
equivaléncia entre hipoelipticidade global e resolubilidade global C**° do campo L e do seu
transposto L*, além disso, podemos escrever esse campo vetorial em sua forma normal.

Teorema 2.2.2. Seja L = Zjvzl a;(x)8,, um campo vetorial real suave em TN. Sendo
L* : D(TV) — D'(TY) seu transposto, assuma que ker L* = [w], onde w € C®(TV) e
w(r) #0 Vz € TN. Entdo sio equivalentes:

1. Existe um difeomorfismo C>=, 7 : TN — TN, tal que, sendo y = 7(x)

N
L=>Y A,
j=1

onde os nimeros A, ..., An satisfazem a condicdo diofantina: existem K € 7N e
C > 0 tais que

C N
> W’ Ve = (&, ..., &) € 27\ {0}.

N
Z &
j=1

2. L* € globalmente hipoeliptico em TN .
3. L ¢é globalmente hipoeliptico em TV .
4. L € globalmente C°° resolivel em TV .
5. L* € globalmente C*™ resolivel em TN .

Demonstragdo. (2= 3):Tome u € D'(TV) tal que Lu = f € C°(TV).
Pelo item & da Poposicao 2.2.1, temos que para cada v € D'(TV)

L*(wv) = —wlw. (2.12)

Logo,

L*(wu) = —wlLu = —wf € C*°(TY).
Assim, pela hipoelipticidade global de L* em T, temos que wu = g € C°°(T¥). Portanto,
como w € C*(TY) e nao se anula

u= " e Cc™(TV)
w
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e L ¢ globalmente hipoeliptico em T.
(8 = 2): Seja u € D'(TV) tal que L*u = f € C>(T"). Por (2.12) e usando o fato de

que w(z) #0 Vz € TV temos
f=L'u=1L" (wﬁ) = —wlL (E> .

w w
Entao 1
L (3) = ——f € C™(TY).
w w
Da hipétese L ser globalmente hipoeliptico em TV, segue que 4 g € C=(TY), logo
w

u=gw e C®(TY) e L* é globalmente hipoeliptico.

(4 = 3): Sejau € D'(TV) tal que Lu = f € C>°(T"). Tome h € ker L*, entao h = cw
onde ¢ é uma constante. Temos:

(f,h) = (Lu, cw) = c(u, L*w) = c¢(u,0) = 0.

Desse fato, e da hipdtese que L é globalmente C* resoltivel em T, temos que existe
v € C®(TY) tal que Lv = f. Logo, podemos concluir que L(u—wv) = 0. Utilizando (2.12)
segue que

L*'w(u—v)] = —wL(u —v) = 0.

Portanto, u —v = ¢ constante, ou seja, u = v+c € C*°(T") implicando a hipoelipticidade
global de L em TV.

(3= 5): Supondo que L seja globalmente hipoeliptico, segue da implicagao (3)=(2)
que L* é globalmente hipoeliptico. Por outro lado, gracas a Proposicao 2.1.2, temos que
L* ¢é globalmente resolivel, e portanto, segue da Proposicao 2.1.1 que L* é C* resolivel
em TV,

(2 = 4) Andlogo a (3= 5).

(5 = 2): Sejau € D'(TV) tal que L*u = f € C(TV).

Para T € ker L, (T, f) = (T, L*u) = (LT,u) = 0, ou seja, f € E(L*). Entdo, como L* é
globalmente C'* resoltivel, existe v € C(TV) tal que L*v = f. Logo

L'v=Luw = u—wve&kerL" = [w].
Assim, para alguma constante ¢
u=v+cwe C(TY).

(1 = 2): Se podemos escrever L = Zjvzl A;0,, com coeficientes constantes satisfa-
zendo a condicao Diofantina, pelo Teorema 2.2.1, L é globalmente hipoeliptico. Como ja
temos que 3 = 2, segue que L* também é globalmente hipoeliptico em T¥.

(2 = 1): Temos L = Zjvzl a;(x)0y,, com a; € C=(TV). Defina

A = /T aj(@)wla)dz,

Note que para cada j fixo, A; — aj(z) € &(L). De fato, como w € C*(T") e nao muda
de sinal, podemos supor, sem perda de generalidade, que f?l‘N w(z)dr =1 e ainda,

/TN(Aj —a;(z))w(x)dr = A; /TN w(z)dr — /TN a;(z)w(x)dz = 0.
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Como (2)=-(4), L é globalmente C'* resoluvel, logo, para cada j € {1, ..., N} fixo, existe
uma fungao p; € C°(TV) tal que

Loj(z) = Aj — a;(z). (2.13)
Defina 7;(x) = z; + ¢;(z), entdo para todo j = 1,..., N

N
L7y =) a(@)0s,r; + Lpj(z) = a;(z) + Aj — aj(x) = A;.

(=1

Defina 7(z) = (m(z),...,7n(x)) entdo, pela hipoelipticidade de L* e o Teorema 2.3 de
[2], segue que este é um difeomorfismo global. E ainda, se f € C°(TV), y = 7(x) e

fly) = for7(y) = f(x), segue que

Lf(z) = Zaj(x)azjf(a:) Zag [Z (), i (2 )]
= > Zaj(x)axﬂk(w)] Oy S (y) = Y _[L7(2)10,,. [ ()
= ZAkaykf(y)

Como (2)=-(3), temos que L é globalmente hipoeliptico, logo, pelo Teorema 2.2.1, segue
que Ay, ..., Ay satisfazem a condigao Diofantina, provando assim que (2)=-(1). ]

Em [2], gragas ao Teorema de Kryloff-Bogolouboff [9] Chen e Chi apresentam o seguinte
resultado

Teorema 2.2.3. L* globalmente hipoeliptico em TV implica que ker L* = [w], onde w €
C>=(TV) e w(z) # 0 Vo € TV.

A reciproca do teorema acima nao é valida, ou seja, existem campos vetoriais com
com adjunto nao globalmente hipoeliptico em T¥ mas com o nicleo gerado por funcao
suave que nao se anula em ponto algum de TV.

Observacgao 2.2.1. Pelo Teorema 2.2.3, nas implicacoes do Teorema 2.2.2 1=2, 2=3 ¢
2=/, a hipdtese imposta para o nicleo é desnecessaria pois ja ocorre naturalmente.

Observagao 2.2.2. Tendo que ker L* = [w], com w € C®(TY) e w(x) # 0, Vo € TV,
segue que ker L = {constantes}.
De fato, utilizando (2.12), temos que para todo v € D'(TV), wLv = —L*(wv). Assim

1
Lv=0 ——L*(wv) =0
w
L*(wv) =0

wv € ker L* = [w]

S

v € constante.

Lema 2.2.1. Se L ¢ globalmente hipoeliptico em TV e existe uma funcio w € C°°(TV)
tal que L*w = 0, com w(x) # 0, Vo € TV, entdo ker L* = [w].
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Demonstragdo. Tome T € D'(TV) tal que L*T = 0.
Defina g = L € D'(TV). Assim T = wg e segue de (2.12) que

0=L"T= L"(wg) = —w(Lg)

isto 6, Lg = 0. Como L é globalmente hipoeliptico em TV, temos que g € C®(T") e
portanto T' = wg € C°°(TV).
Observe que L(g*) =0, Vk € {0,1,...}. De fato, basta observar que

Lg* = k¢g"'Lg = 0.

Assim, {1,g,9% ...,g%,...} Cker L.

Como L é globalmente hipoeliptico, pela Proposicao 2.1.4, segue que ker L tem di-
mensao finita. Entdo, para um certo k suficientemente grande, 1, g, ¢2, ..., ¢* sao linear-
mente dependentes, ou seja, existem constantes by, ..., by nem todas nulas tais que

k
ijgj(x) =0 VoeTV.
=0

Logo, para cada x fixo, pelo Teorema Fundamental da Algebra g(x) assume no méaximo
k valores distintos. Como g é C* no conexo TV segue que g = ¢ constante.

Portanto, T' = cw, ou seja, T € [w].

Por outro lado, se T' = cw podemos ver claramente que L*T" = 0.

2.3 O operador P=—A; — L?

Nesta se¢ao, analisaremos a resolubilidade C'*° e a hipoelipticidade global para a seguinte
classe de sublaplaceanos em T™™:

n m 2
P=-A—-L}=-) 0 — (Z aj(x)axj> (2.14)
k=1 j=1

ondet € T", L, = > 7" a;(x)0;, ndo se anula em T™ e a; € C°°(T™) fungao a valores reais
para cada j = 1,...,m. O conceito de transformada parcial de Fourier é imprescindivel
para obtencao da hipoelipticidade.

A seguir, veremos as relacoes entre hipoelipticidade global e resolubilidade C'* para o
operador P dado por (2.14), em relacao as propriedades de L,, bem como os resultados
para o transposto P*.

Teorema 2.3.1. Seja P = —A, — L2, entdo

1. P* € globalmente hipoeliptico em T"t™ se, e somente se, L* € globalmente hi-
poeliptico em T™.

2. Se assumirmos que ker L* = [w] onde w € C®°(T™) e w(x) # 0 Vx € T™, entdo P é
globalmente hipoeliptico em T"™ se, e somente se, L € globalmente hipoeliptico em
™.

Demonstragao. Demonstragao de (1)
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(=) Suponha que L* nado seja globalmente hipoeliptico em T™. Assim, existe u € D'(T™)\
C>°(T™) tal que L*u = f € C*°(T™). Entao

(L*)*u = L*(L*u) = L*f = g € C™(T™).
A Proposicao 2.2.1 nos da que (L?)* = (L*)%. Assim
Pru=—Au— (L*)’*u = —(L*)*u = g € C=(T"™)

implicando na contradicao de que P* nao é globalmente hipoeliptico em T™*™,
(<) Dadas ¢, ¢ € C°(T™), temos:

(Po,0) = (A= Lo, ¥) = —(6, A)) — (4. (L*)")
= {6, (A= (L"))¥) = (¢, (=Ar = (L + divL)*)y).
Logo P* = —A; — (L + h(x))?, onde h = divL.

Segue pelos Teoremas 2.2.3 e 2.2.2 que L* globalmente hipoeliptico implica na existéncia
de um difeomorfismo 7 : T™ — T™, 7(x) = y tal que L = 7" | a;(2)0,, pode ser escrito
como um operador de coeficientes constantes L, = Z;":l A;0,,, onde cada A; satisfaz a
condicao Diofantina. Defina

T: THm — Trm
(t,x) — T(t,z) = (t,7(x)).

Assim, dada u € D'(T™), sendo & = uo T},
u(t,r) =uoT ' oT(t,x) =uoT(t,x) =u(t,7(x)).

Faremos a mudancga de variaveis,

Pu(t,y) = —Adit,y) — [L+ h(x)*u(t, y)
= —A(t,y) — [L+ h(@)](Lu(t,y) + h(@)ult, y))
= —A(t,y) — [L*u(t,y) + L(h(z)u(t, y)) + h(z) La(t, y) + h(z)*u(t,y)]
—Aju(t,y) — [L*u(t,y) + h(z)Lu(t,y) + u(t,y)Lh(z) + h(z)Lu(t, y)

T -1
Denote { ho=heT __, observe que:

Lh(t,y) = (Lho T~V (t,y) = Lyho T o T~'(t,y) = L,h(t,y).
Segue que
PYu(t,y) = —Adi(t.y) — [L2u(t,y) + h(y)Lyii(t,y) + Ut y) Lh(y) + h(y) Lt y)
+ Bl )] o )
= —Aat,y) — [Lyult, y) + u(t,y) Lh(y) + 2h(y) Lyu(t,y) + h*(y)u(t, y)]
= (Ly +hly))*u(t, y)-
Portando, sendo b = ho T~ € C*(T™),
P*=—-A—(L,+by)?*=-A-Q* (2.15)
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onde ) = L, + b(y).

Considere agora u € D'(T""™) tal que P*u = f € C°(T"™).

Para obtermos a hipoeliptisidade de P*, basta mostrarmos que a transformada de
Fourier de u decai rapidamente. Para tal transferiremos o problema a analisar um opera-
dor de coeficientes constantes, onde a aplicacao da transformada de Fourier se torna mais
simples.

Seja by = W me b(y)dy. Pela Observagao 2.2.2, temos que ker L, é dado por cons-
tantes, entao, dado ¢ € ker L,

(=b(y) +bo,c) = /m c(=b(y) + bo)dy = c [/m —b(y)dy + bo / dy}

= c [— /m b(y)dy + /m b(y)dy} =0

ou seja, —b(y) + by € E(L,) = E(L;) (pois L, tem coeficientes constantes). Da hipoe-
lipticidade global de L*, segue que L, ¢é globalmente C*° resolivel em T™. Logo, existe
w(y) € C(T™) tal que Lyw = —b(y) + bo.

Agora, tome v = e""u, temos

L,y = L,(ve")=¢€"Lyw+vL,e” =e"Lyy+e’vL,w=e"L,v+ (—b(y) + by)e“v
Entao

Qu) = Ly(e“v)+b(y)e“v =e“L,yv+ (—b(y) + by)e®v + b(y)ev
= e“(Lyv + bov).

Utilizando a expressao acima,

Q*(u) = Q(Qu) = (Ly +bly)e)[e” (Lyv + bov)]
= (Lyw)e(Lyv + byv) + € L, ((Lyv + bov) + b(y)e* (Lyv + byv)
= boe"(Lyv + bov) + €“ Ly (Lyv + byv)
e“[(Ly + bo)(Lyv + byv)] = (L, + by)*v. (2.16)

Assim, podemos escrever
f=Pu=—-ANu—Q*u=—A;(e"v) —e“(L, + by)*v = e“[-Ayv — (L, + by)*v]

ou seja,
—Aw — (L, + by)*v = e f= g € C®°(T"™).

Como previsto, analisaremos o operador de coeficientes constantes R dado por:

n m 2
R=-A—(Ly+b)* ==Y 0} - (ZA,ﬁyk +b0> :
j=1 k=1

Aplicaremos a transformada de Fourier na equacdo Rv = ¢g. Primeiramente para o termo
—/Asv obtemos:

A0 = - / A ey = [ e ( / ne—i%v@,y)dt) dy
= [Py = [ R pdy = [PRCE. (2D
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Para a segunda parte, denote F' = L,v + byv, entao

F((,€) = (Lymov)((,ﬁ) = (iZAkﬁk + bo) 0(¢, &) (2.18)
Assim,
~F[(Ly +00)*0)(C,€) = —F[(Ly + bo)FI((,€) = —LyF(C,€) — boF((, €)

k=1

m

= |- Z N& — bo] (l Z A& + bo) v(¢,€)
= =1
[ m 2 m
= (Z Akfk) — 21 Z A€o + bg] v(¢, ). (2.19)
=1 =1

Por (2.17) e (2.19), obtemos @(C,f) = 9(¢, &) se e somente se:

m 2
[c? " (Z Aot — b) ] BC,€) = (G, €). (2:20)
k=1
Ainda, do fato de g € C°°(T"*™) dado N € Z,, existe Cy > 0 tal que
N Cy
<Y . 2.21
B¢ < g MO 2.21)
Para ¢ =0, por (2.21) e pela condigao Diofantina, existem constantes Cy e Ck tais que
. 19(0, ¢)| 19(0, &)
0, - < m
(G, &)1 | (0, A —ibo)? | — 120 Awe)?|
Cy 1 K C
C =
= arogprrEs U= gy
Para ¢ # 0 dividiremos em alguns subcasos:
(i) by = 0. Para todo (¢,&) € z"™™ \ {0},
_ _ 9(¢, 9| < __19(¢;9)]
O e e T TR AT
Cy 1 " C
Cr (1 _—
= Trcoprr s U S ey

(i) by #0 e [¢|* > b2+ 1. Como |z| > |Re(z)| Vz € C,
¢+ <Z A&y — ibo) ¢+ (Z Ak§k> — 2ibo Z Ar&y — b
k=1 k=1 k=1

m 2
¢ + (ZM&:) —bp > (P> 1

k=1

v

95



logo,

¢
(1+[(C.ONY

(iii) bp < 0 e [¢|* < b2 + 1, mais uma vez utilizando a condigao Diofantina, e o fato que
|2 = [Im(2)| ¥z € C,

|<|2+<2Ak§k—ibo) - |<|2+<2Akgk> = 2ibo ) il =
k=1 k=1 h=1

(¢, )] = 19(¢, )] < VE e ™,

> 2bol > Aréi| > 2Ck]|bol(1 + €))7
k=1
Entdo, V& # 0
N C K C
GO = e D

(141G ODNE 2Ck[bol — (1 +[(G DY

Assim, como vimos para cada caso, dado N € Z,,

R C
e Ol Ty

onde ¥ = {(¢,0) € Z""™; |¢|*> < b2 + 1} é um conjunto finito. Portanto, v € C°°(T"*™),
bem como u, implicando que P* é globalmente hipoeliptico em T"*™.
Demonstracao de (2)
(=) Seja u € D'(T™) tal que Lu = f € C*°(T™). Entao
Pu=—L*u=—Lf € C(T""™).

Portanto, da hipoelipticidade de P, segue que u € C*(T™).

(<) Como L estd nas condigoes do Teorema 2.2.2 e é globalmente hipoeliptico em
T™, segue que podemos reescreve-lo com um operador de coeficientes constantes L, =
> e A0y, onde os nimeros reias Ay, satisfazem a condigao Diofantina. Logo é possivel

escrever P como )
P=-A- (Z Akayk) :
k=1

Agora, dada u € D'(T"™) tal que Pu = f € C°°(T"™™) e aplicando a transformada de
Fourier nessa expressao, temos:

V(¢ &) e ZMT\ 0.

k=1

Como f € C°°(T"™) dado N € Z,, existe Cy tal que

~ Cxn
HEON= g ane

Disso e da condigao diofantina segue que dado N € Z,

o~

o fcol o
G+ ISR Akl T A IGODY
Portanto u € C*°(T"*™) e P é globalmente hipoeliptico em T"*™. O

u(¢, €) v(¢.§) €z \ {0}
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Para obter um resultado andlogo ao do Teorema 2.3.1 trocando hipoelipticidade por
resolubilidade C'*°, é necessario acrescentar hipoteses, bem como utilizar o seguinte resul-
tado:

Lema 2.3.1. Seja P = —A, — L2,
¢ globalmente C*° resoluvel em T™.

se P € globalmente C™ resolivel em T"™, entao L2

Demonstragao. Suponha que L? nao seja globalmente C*° resolivel em T™. Entao existe
[ € &(L?) tal que

L*u# f Yu € C®(T™).
Defina g(t,z) = Z g(r, )9 onde

(r&)ezntm

§<T,£>:{f® =0

0 C.C.

Note que g € C*(T™t™) pois, dado N € Z,, existe Cy > 0 tal que

GO < [F(O) < Cx(1+ (1, )Y

Provemos que g € E(P).
Seja w € ker P*, entao P*w = 0, ou seja, —Ayw — (L*)*w = 0. Aplicando a transfor-
mada parcial de Fourier em ¢ nessa expressao, temos

IT|20(r, 2) — (L*)*@(r,2) =0, Vr€Z"execT™
em particular, para 7 = 0,
(L*)*@(0,7) =0, VorecT™
isto é, w(0,z) € ker(L*)? = ker(L*)*, (pois (L?)* = (L*)?). Assim, como f € &(L?),
temos
(f,@(0,z)) = 0. (2.22)
Observe que g(0,x) = (2m)" f(x), de fato,

900 = [ geaea- [ 3 g

s)eZ”m

:/ ngt+/n Z

_ / Z f(g)dt — (20)"f(2)

T" eczm

Logo, como w € D'(T"*™™) e g € C°°(T™*™), utilizando a proposigao 1.4.2 e (2.22), segue
que

(w,g) = 2m)" Y_{@(=7,2),§(r,2)) = (20)"(@(0, 2), §(0,z)) = (2m)*"(@(0, 2), f(x)) = 0

TEL™

ou seja, g € E(P).
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Por hip6tese P é globalmente C* resolivel, entao existe u € C®(T™*™) tal que
Pu = g; aplicando a transformada parcial de Fourier nessa equacao, temos

\71%u(r, x) + L*t(r, ) = §(r,2), V1 €Z" x €T
Em particular, para 7 = 0,
L*a(0,2) = §(0,x) = (2m)" f (=)

onde 1(0,z) € C*(T™), o que contradiz o fato de assumirmos L? nao globalmente C*
resoluvel em T™. O]

Teorema 2.3.2. Assuma ker L* = ker(L*)? = [w], onde w € C®(T™) e w(x) # 0 Vx €
T™. Entio P = —A; — L2 é globalmente C™ resolivel em T™"™™ se e somente se L ¢é
globalmente C'*° resolivel em T™.

Demonstragdo. (=) Tome f € &(L), como por hipétese ker L* = ker(L*)?, segue que
E(L) = &(L?), assim f € &(L?). Como P ¢ globalmente C™ resolivel, pelo lema anterior,
segue que L? também o é, logo existe u € C*(T™) tal que L?u = f. Entao v = Lu €
C>°(T™) e satisfaz

Lv=Lu=f

portanto L é globalmente C'* resoluvel em T™.

(<) L esta nas condigoes do Teorema 2.2.2 e ¢é globlamente C*° resolivel em T™,
entao L* é globalmente hipoeliptico em T™, logo pelo Teorema 2.3.1 (1) P* é globalmente
hipoeliptico em T""™ entdao P é globalmente resolivel (Proposi¢ao 2.1.3).

Mais uma vez pelo Teorema 2.2.2, temos que L é globalmente hipoeliptico em T™;
utilizando o Teorema 2.3.1 (2), segue que P é globalmente hipoeliptico.

Portanto, pela Proposicao 2.1.1, P é globalmente C'* resoluvel em T"™. O

O seguinte exemplo relaciona todos os resultados deste capitulo. Mostrando que o
campo vetorial X dado em T? ¢ globalmente hipoeliptico, é possivel obter resolubilidade
C> e redugao para sua forma normal. Ainda, utilizando Teorema anterior, é possivel
concluir que o operador da forma P = —A — X2 é globalmente O resolivel em T"*3,

Exemplo 2.3.1. Considere em T? seguinte campo vetorial:
X =0, +a(t)0, + b(t)0, (2.23)

onde a,b € C*°(T?) tomam valores reais. Sejam
2m
a

ap = —
2m Jo

1 2
(it e b= /0 b(t)dt.

Assumiremos que o vetor v = (ag, by) é um vetor nao-Liouville, ou seja, existem C' > 0 e
K € Z, tais que paracadan € Z e £ € Z*\ {0}
c
€2 o (2.24)
§
Mostraremos que X é globalmente hipoeliptico em T?.
Seja u € D'(T?) tal que Xu = f € C>(T?). Aplicando a transformada parcial de
Fourier nas variaveis x e y, obtemos

~

diu(t, &, m) +ika(t)u(t,§,m) +inb(t)u(t,&,n) = f(t,€,n) (2.25)
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Para cada (£, n) € Z?, o operador na equagao (2.25) é eliptico em ¢, entao pelo Coroldrio
1.7.1¢ tambem hlpoehptlco na mesma variavel e portanto, u(-,&,n) € C=(T).
Defina A(t fo ds — agt, B(t fo ds — byt e

u(t, &,m) = 6’“‘( HmBO7(L, ).

Entao
d(t, &, m) + i(ao€ + bon)v(t, &, m)
= [i¢(a(t) — ap) — in(b(t) — bo)]e“ BNt £ n)
+ SAOTIBOGE( ¢ n) + i(aog + bon)o(t, €, n)
et ATMBW F (¢ ¢ m)=g(t, &, n)
isto é,
atv(ta 57 77) + ’L.(Clof + bon)v(t, gu 77) = g(tu 57 7]) (226)
Afirmagao 1: A solucdo de (2.26) é dada por
1 o i(a S
v(t.61) = e 1 /0 eilaostboms ot g ¢ n)ds. (2.27)

De fato, derivando parcialmente a funcdo e*(@0&+my(¢ € n), com respeito a varidvel t e
usando a relagao (2.26), obtemos

o , .
g7 (€Sl € m)) = G (1, €

Integrando a expressao anterior e aplicando o Teorema Fundamental do Calculo obtemos

t
o(t, €, ) — e~ iaoE ot [ / o thon)s g (s ¢ 1 (0, €, )
0

Como v é periddica na primeira variavel, ou seja, v(0,£,n) = v(2m, &, n), temos que:

21
et tbonly (0, ¢, ) = / ela0sHhams g (s ¢ n)ds + v(0,€,7).
0

Desta forma temos

1 2 i
U(O,f,n) = Eri(arbon) _ | /0 ei(ao&+bon)s ( &, 77)

Assim,

t
v(t, &, m) = e~ oSttt / s g (s, €, 1)ds
0

e—Haog+bon)t 2
+ et(ao&+bon)s ( €, 77)
627Ti(a0§+bo77) -1 0
Fazendo a mudanca de variaveis r = s — t, obtemos:

0 2w —t
. 1 .
_ i(ao+bon)r i(aoé-+bon)r
v(t,§,n) = /t e glr+ 4,8 m)dr + e 1 / e g(r+1t,&m)dr

—t

e2mi(ao&+bomn) 0 (av-+bom)
— lao 0n)r
- 627ri(ao§+bm7) -1 /—t € g(?" + ta fv U)dT

1 27—t ) .
+ e2mi(aoé+bon) — ] / efleos o) g(r +1t,¢, n)dr
0
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ainda, fazendo a mudanca de varidvel ' = r+ 27 apenas na primeira integral da expressao
obtida acima,

1 2m )
— i(ao&+bon)r
U(t7 57 77) _627Ti(a‘0£+b077) — 1 /;t+2ﬂ— e 0 \yi g(r + t, 5, n)d?"

1 et i(a r
+€2m.(a0£+b0n) 3 /0 ei(aog+bon) g(r+t,&n)dr

1 o i(a s
:62m'(ao£+bon) —3 / e (ao&+bom) g(t + 57 77)d7“
0

demonstramos assim a afirmacao.
Afirmagao 2: Existem C' > 0 e K € Z, tais que V(§,n) € Z*\ {0}, temos

’627ri(a0§+b017 1’ > _ -

C
Z (2.28)

De fato, note que:
|e2milaostbon) 1|2 — | cos(2mi(ao€ + bon)) + i sen(2mi(aoé + b)) — 1|2
= cos?(2mi(aop€ + bon)) — 2 cos(2mi(agé + bon))
+ 1+ sen?(2mi(apé + bon))
= 2[1 — cos(2mi(ap + bon))]
= 4 sen®(mi(ao€ + bon)) (2.29)

sendo que a ultima igualdade segue do fato que dado 6, cos 20 = 1 —2sen? §. Da expressao
acima obtemos que

jezmient o) _ 1] — 9] sen(m(ao€ + bom)) .
Note que, para (¢,n) € Z* \ {0}, uma das seguintes alternativas ocorre:
(i) Existe K € Z tal que |m(ao§ + bon) — Kn| < 3.
(ll) |7T(CLO§+ boT]) K7T| > 2 VK € Z.

Suponha que a condigao (z) ocorra, entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe 0, €
(m(ap€ + bon), mK) tal que:

| sen(m(ap€ + bon))| = |sen(m(ap€ + bon)) — sen(K )| = | cos O||m(apé + bon) — K|.

Logo, do fato de (ag, by) ser nao Liouville (2.24), existe ¢ tal que

c
2| sen(m(ao€ + bon))| = 2| cos bo[ao€ + bon — K| = MW
Por outro lado, se vale a condicdo (ii), temos que 2| sen(m(aoé +bon))| > V3 > | ) para

certa constante Cy. Portanto, tomando C' = max{cm, Cy} obtemos vélida (2. 28)
Portanto, temos que, dado n > 0, pela afirmacao 2, e pelo fato de g € C*°(T), existe
C7 > 0 tal que

1 2
e2mi(ao€+bon) — 1 \/0 eZ(aO€+b0n)sg(t + s, ga n)ds
*a+mmmK/mu+aamw
T
< G
STF @) F

o(t, &,m)] =

(2.30)
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Entao, para n > 0, ajustando as constantes, temos:

R —it-T Cn
(7, &, n)| = /Ee ! v(t,é,n)dt‘ < /T|U(t’§’n)|dt = W

Agora, observe que (¢,0,0,7,0,0) ¢ CharX, entdo para todo ponto da forma (7,0, 0),
existe um cone aberto

Le={(r.&,m) € Z2\ {(0,0,0)} : [(&m)] <el7]}

para algum € > 0, tal que dadon € Z

C
a(r. & n) < =5 V(1.&n) €T (2.31)
(7. &, m)|”
Por outro lado, se (1,&,m) ¢ T'c e (1,&,1) # (0,0), temos
C C C!
Qe < — = n_ < T 2.32
Sl T (Legl 1 )" = (& (232
2 2
Ademais, note que para £ =7 = 0, por (2.26),
t t
Ow(t,0,0) = g(¢,0,0) :>/ 0sv(s,0,0)ds :/ 9(s,0,0)ds
0 0
t
= v(t,0,0) = / 9(s,0,0)ds + ¢
0
Como g é 2m-periddica, segue que
1(0,0,0)| = |/v(t,0,0)e_“§dt| <C (2.33)

Portanto, por (2.31), (2.32) e (2.33), segue que u € C*(T?), ou seja, o operador X é
globalmente hipoeliptico.

Observacao 2.3.1. Lembrando que X* = —X — div X, aplicando na fun¢ao constante 1
temos:

X1 = —8,(1) + a(t)Bu(1) + b(£)d, (1) — Dy(1) + Bpalt) + B,b(t) = 0.

Como vimos anteriormente que X é globalmente hipoeliptico em T3, segue pelo Lema
2.2.1, que
ker X = [1] = {constantes}. (2.34)

Além disso,
X*=-X—divX =-X
(X7)? = (-X)? = X? (2.35)
Seja u € D'(T?) tal que u € ker X2, entao X (Xu) = 0, por (2.34), segue que Xu = ¢
constante. Assim
(¢, 1) = (Xu,1) = (u, X*1) = (u,0) = 0.

Entdo temos ¢ € (ker X)* Nker X, isto é, Xu = c = 0e u € ker X. Ou seja, ker X? =
ker X. Pelas relagoes em (2.35), segue que

ker(X*)? = ker X*.

Pelo Teorema 2.2.2 X ¢é globalmente C* resoltivel em T3, entdo pelo Teorema 2.3.2 o
operador P = —A — X? é globalmente C* resoltivel em T"*3,
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Observagao 2.3.2. Obtemos que X é globalmente C* resolivel em T3, entdo existem
©1, P2, p3 € C(T?) tais que:

Xp1=0
Xy = ag — a(t)
Xz = by — b(t)

Neste exemplo, o difeomorfismo 7 : T3 — T3, 7(t, z,y) = (¢, 2/, y') garantido pelo Teorema
2.2.2 é dado por:

it z,y) =t + it 7, y)
mo(t,2,y) = 2 + a(t, ,9)
Tg(t,.T,y) =Y + ¢3(tﬂxay)

onde as constantes Ay, Ao, A3 sao dadas por:
Alzl, Agzaoe Agzbg.
De fato, denotando & = u o 77!, temos:

Xu(t,z,y) = (0 + a(t)0, + b(t)0y)u(r(t, z,y))
= Opu(t’, ',y ) (1 + Oppr(t, 7,9)) + Owu(t', 2, ¥ ) (Oipa(t, 2, y))
+ Oyu(t’, 2, y') (Oeps(t, x,y)) + a(t)[Opu(t', o', y) Ouipr (t, 2, y)
+ 0pu(t', 2",y ) (1 + Oppa(t, ,y)) + Oy u(t', 2", y')Orps(t, 7, y)]
+b(t)[Opu(t’, 2,y )0y or (L, m,y) + Owti(t', o',y )Oypa(t, z, )
+ Oyu(t’, o',y ) (1 + Oyps(t, 2, y))]
= [L+ 0wpr(t, 2, y) + a(t)0upr(t, ,y) + b(£)Iypr (8, 2, y)|Opu(t’, ', o)
+ [a(t) + Oupa(t, 2,y) + a(t)Oupa(t, x,y) + b(t)Oypa(t, 2, y)|0wu(t', ', y)
+ [(b(t) + Orps(t, 2, ) + a(t)Deps(t, ,y) + b(t)Oypa(t, z,y)]|0yu(t’, ', )
= (1+ Xt z,9)0pult’, 2’ y') + (a(t) + Xea(t, z,y))Ovu(t’, 2, y)
+ (b(t) + Xes(t, z,y))0ypu(t', 2", y)
= MNOpu(t', o', y') + NOpu(t', o', y') + Asdyu(t', o', y)

E ainda, do fato de (ag,by) = (A, A3) ser ndo-Liouville, existem constantes C' > 0 e
K € Z; tais que V¢ = (§1,6,83) € Z° \ {0},

C S C
(&2, E)1% — 1+ [¢%

|AL€L + Ao + As&s| = &1 + apéa + bo&s| > |

Portanto, Ay, As, A3 satisfazem a condicao Diofantina.
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CAPITULO 3

Familias de Campos Vetoriais Reais

No presente capitulo, consideraremos a principio uma familia de campos vetoriais reais
que comutam entre si, mostraremos que esta pode ser simultaneamente transformada em
uma familia de campos vetoriais com coeficientes constantes dado que um dos campos
tenha o transposto globalmente hipoeliptico.

3.1 Reducao Simultanea a Forma Normal

No seguinte Teorema pode-se considerar a hipotese de que qualquer um dos X7, j =
1,...,m é globalmente hipoeliptico. Para facilitar a notagao, diremos que X7 ¢ globalmente
hipoeliptico.

Teorema 3.1.1. Seja X, ..., X,,, uma familia de campos vetoriais reais em T™ que comu-
tam entre si, tal que X7 € um operador globalmente hipoeliptico em T". Entao, existem
coordenadas globais y em T" tal que a familia {X;}7* admite a forma {d",_; Ajx0y, }T",
onde Aj, sao constantes reais. E ainda, os coeficientes Ay, de Xy satisfazem a condi¢ao
Diofantina.

Demonstracao. Como por hipétese X7 é globalmente hipoeliptico em T", pelo Teorema
2.2.3 temos que ker X; = [w] tal que w € C°(T") ew(x) # 0 Vz € T, entdo, pelo Teorema
2.2.2 segue que existe um difeomorfismo 7 : T" — T, 7(z) = y tal que X; = > _; A1x0y,,
onde os coeficientes reais Ay, satisfazem a condicao Diofantina, ou seja, existem constantes
K eZ, e C >0 tais que

> A
k=1

Os demais campos vetoriais X, 2 < j < m também podem ser escritos nas coordena-
das y como

Ve € Zm\ {0}. (3.1)

> ¢
SRR

Xj = Zn: bjk(y) Oy, (32)

onde as funcgoes bj, = X;7;, assume valores reais.

63



Como os coeficientes de X; s@o constantes, temos que dada v € D'(T"),

X10y,u(y) =Y Aixdy, Oy uy) = 0y, > Audyuly) = 0, Xyu(y).
k=1 k=1

Do fato acima, e por Leibniz, obtemos, para 2 < j < m,

X1 X; =(X1bj1)0y, + ... + (X1bjn)0y, + 0;1 X100y, + ... + 0, X10,,
=(X1bj1)0y, + ... + (X1bjy) 0y, + 010y, X1 + ... + bjn0y, X4
=(X10j1)0y, + ... + (X10;,)0,, + X, X;.
Assim,
(X1, X;] = X0 X; — X; X1 = (X1bj1)0y, + ... + (X1bjn) 0y,
como por hipdtese os campos comutam entre si, segue que

lejkzo, ]_SICSTZ, QSJSm

Agora, aplicando a transformada de Fourier na expressao acima, temos

i <Z Au§l> bi(€) =0, VEezn
=1

Como a condi¢ao Diofantina (3.1) implica que ", A& # 0 VE € Z™ \ {0}, segue da
ultima equacao que .

bir(§) =0, VEeZ"\ {0} (3.3)
E ainda, como by, € C°(T"), temos bjx(y) = D cczm @(5)6”"5. Disso e de (3.3), segue
que .

bir(y) = bjk(0), vy €T

—

Basta ent@o definirmos Aj; = b;x(0) que sdo numeros reais. Portanto, substituindo
em (3.2), temos

Xj:ZAjkﬁyk, 1§j§m

k=1

3.2 Hipoelipticidade Global

Se {X1, ..., X,,} é uma familia de campos vetoriais em uma variedade C*° M, entéao
a formulacao de suficiéncia e necessidade para hipoelipticidade global do sublaplaceano
P = Z;”zl X ]2 é um problema em aberto. Aqui, acrescentando as hipdteses de que os
campos da familia dada comutam entre si e que um deles tenha o transposto globalmente
hipoeliptico obtém-se a hipoelipticidade global para P.

Teorema 3.2.1. Seja Xi, ..., X,,, uma familia de campos vetoriais satisfazendo as mesmas
condicoes do Teorema 3.1.1. Entao o operador

I o'
j=1

¢ globalmente hipoeliptico em T™.
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Demonstra¢ao. Como estamos nas mesmas hipoteses do Teorema 3.1.1, esse nos garante
a existeéncia de coordenadas globais y em T" onde os campos vetoriais X; sao constantes,
isto é,
n
X; = E ANjpOy, 1<j<m
k=1
onde os coeficientes A, sao numeros reais e Ay, satisfaz a condicao Diofantina. Logo,

temos:
By (zAjkayk)
j=1

7j=1

Seja u € D'(T™) tal que Pu = f € C*(T™). Aplicando a transformada de Fourier
nessa expressao, obtemos:

Z (Z Aﬂcfk) (Z Amfk = F(&), veezZ*\ {0}

Jj=2

Agora, utilizando o fato de que f € C°°(T") possui decaimento rapido, e a condigao
Diofantina (3.1) sobre os numeros Ay, dado N € Z,, obtemos:

_ For -
Ol e e S

e portanto u € C°(T") e o operador P globalmente hipoeliptico em T".

Co Cn

D TR A e

[]

Corolario 3.2.1. Seja Xq, ..., X,,, uma familia de campos vetoriais em T" que comutam
entre si. Suponha também que existem coordenadas globais y em T" onde X admite a
forma Y, _ A0y, com os nimeros Ay, satisfazendo a condi¢ao Diofantina. Entao o
operador P = — Z;n:l X]2 ¢ globalmente hipoeliptico em T™.

Demonstracao. Como X; = ZZ:1 A0y, com os coeficiente Ay, satisfazendo a condicao
Diofantina, do Corolario 2.2.1, segue que X; é globalmente hipoeliptico em T". Logo,
temos as mesmas hipoteses do Teorema 3.2.1 e este nos garante que P é globalmente
hipoeliptico em T". O

Diferente do feito até entao no presente capitulo, modificaremos as hipdteses, retirando
o que os campos da familia comutem entre si, para ainda assim obter a hipoelipticidade
do operador P = — 37" | X7.

Teorema 3.2.2. Seja X1, ..., X, uma familia de campos vetoriais reais em T, sendo
possivel escolher coordenadas x,y em T™ e T" respectivamente, em que os campos vetoriais
dessa familia admitem a forma X; = Oy, + >, ajr(2)0y,, onde ayp(x) = A e o vetor
(A1, ...y A\n) € nao-Liouville. Entao, o operador P = — Z;n:l Xj2 ¢ globalmente hipoeliptico
em T™*",

Demonstragao. Seja u € D'(T™*™) tal que Pu = f € C®°(T™). Devemos mostrar que
uw € C°(T™) também.

Comecaremos fazendo a transformada parcial de Fourier com respeito a y em Pu = f,
obtemos:

—ZY2 a(z,n) = flz,n), Vnez (3.4)
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onde Y = 0y, + i ajr(@)n.

Observe que (3.4) é eliptico na varidvel z, pois seu simbolo principal pi(x,§) = 0 <
¢ = 0. Logo, pela Proposigao 1.7.1 o operador também é hipoeliptico em z, logo u(-,n) €
C>°(T™). Assim, multiplicando (3.4) por @ e integrando com respeito a x, obtemos

an ||L2—/fxni n)dz (3.5)

Para prosseguir a demonstragao, precisamos do seguinte resultado

Lema 3.2.1. FExistem constantes positivas C' e K tais que
@G, mlze < Cll* [Yaat, n)li. -

Demonstragao. Para n € Z" fixado, tome ¢, € C>°(T™). Entao,

Y190n<x> = 9519017 ( Z/\knk> QOT] %(l’)

Fazendo a transformada parcial de Fourier com respeito a x; na equagao acima, obtemos:

i <§1 + Z Aiﬂ?k) on(61,2) = @(5175) (3.6)
k=1

onde T = (Zg, ..., ).
Como por hipdtese (A, ..., \,) é um vetor nao-Liouville, existem constantes Cy > 0 e
K € 7, tais que

&1+ Z ARk
o1

De (3.6) e (3.7), segue que, para quaisquer n € Z"\ {0}, &, € Z e 7 € T

C
> M_I(;( v e 2"\ {0}, V& € Z. (3.7)

1Bn(61,2) 2 < Cg 2K [ (&1, D)2

Utilizando a identidade de Parseval na ltima inequagao, temos

/m Pz, =3 [GrEn )P < G2l Y [Gn(6 7))

§1€Z §1EZ

=05 / [y (2) 2

agora, integrando a inequacao anterior com respeito a T € T™ ! segue

lonllZe < G2 / iy ()P

= 00_2‘77’2K/T :1:19077 ( ZM%) 9077

dx (3.8)
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Portanto, aplicando (3.8) para ¢,(x) = u(z,n), obtemos:

. 2
[t mliz= < 002\77|2K/ Oz Uz, m) + (@'Zm) u(z,n)| dr
T k=1
= G * [P 1Ya@(m)|[7.
O
Voltaremos a demonstracao do Teorema 3.2.2.
Utilizaremos a afirmacao demonstrada acima para mostrar que ||f (ﬂ?)H , domina
L
|@(-,m)|| ;2. De fato, pela afirmagao,
(-, m)ll7: < CllP* VGt = < Cll** (Z HYﬂ(w??)Hi2>
j=1
<CWP* | fla,nya(, n)de
'ﬂ‘m
Por Cauchy-Schwartz segue que
It mlize < Clal||FCm)| e mlle
e portanto,
[t mle < ol || FCom)|| - (3.9)

Da equagao acima e do fato de f € C*°(T™ x T"), segue que dado N € Z,, existe C' tal
que

—_m
2

—~ C, CN(27T)
||u<777)HL2 < C|77’2K‘77’N]J\:2K = ‘77’]\7

Mais uma vez por Cauchy-Schuartz, temos:

m
2

.l =1 [ atwme el < [ fatwm)ide < [t m)l,e (2n)
Logo, para todo (§,n) € Z™™ com n # 0
"

e )| < |§|ij (3.10)

Observe que o operador P é eliptico em (z,y,&,0) para todo (z,y) € T™ " e & €
Z™ \ {0}. Ou seja, (x,y,£,0) ¢ WF(u). Entdo existe um cone I'. = {(¢,n) € Z™*™ :
In| < €l¢]} contendo (&, 0) tal que para cada N € Z,, existe uma constante Cy > 0 tal

que .
M <IN
= G

Agora, sendo I' = {(§,n) € Z™*" = |n| > 5|¢|}, note que se (§,n) € I, entdo n # 0.
Assim, por (3.10)

V(g n) eT.. (3.11)

A e
Gl + 3DY = Gl + 5leDY = [En®
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Portanto, por (3.11) e (3.12), temos

Cn

el < e

e portanto, u € C°°(T™") e P é hipoeliptico.
[

Corolario 3.2.2. Seja {X;}* uma familia de campos vetoriais reais em T™*™, onde exis-
tem coordenadas globais x,y em T™ e T™ respectivamente, nas quais os campos admitem
a forma X; = Oy, + > _p_y aji(x)0y,, sendo ay,(x) = ax(z1) € o vetor (alfy, ...,al,) € nao-
Liowville, onde Yy, = [paw(21)dry. Entdo, o operador P = —37" | X7 € globalmente
hipoeliptico em T™*",

Demonstracao. Basta mostrarmos que existe um difeomorfismo que transforma a familia
{X;} em {0, + Y1 bju(x)0s, 11", onde byy(t) = af, 1 < k < n. Como o vetor
(aly,...,af,) é ndo-Liouville, seguird do Teorema 3.2.2 que P ¢ globalmente hipoeliptico
em Tm+”.

Seja 7 : T™*" — T™™ dado por 7(z,y) = (t,s) onde t; = x; para 1 < j < m, e
Sk = Y — foxl ai,(r)dr + ajpzy para 1 < k < n.

Tome u € D'(T™™), denote u =uo7 ' e

T(.I,y) = (Tl(x7y)7 ...,Tm<l’,y),7'm+1($,y), ...,Tm+n($,y)) = (t, 8)

Note que
1, se [=1
O, y) = { 0 c.c.
1, se [=j5#1 .
Op,mi(7,y) = { 0 C?j ., Vj=2,...m
1, se l=m+k
Oy, (2, y) = { 0 e, , Vk=1,...,n

Note que a matriz Jacobiana com relagao a 7 é coincide com a matriz identidade, logo
seu determinante é 1 # 0. Segue do Teorema da Funcao Inversa que 7 é de fato um
difeomorfismo.

Além disso, para 2 < j <m

f(z,y) (395] + Za]k > (2, y))

= (t 5)0y, Ti(,y) +Z@Slf (t,8)0, Tmt1 (2, y)

=1

> 0, f(t,5)0y, 7t 5) + Y O, F(t )0y, Tnsilt, 5)
=1

i=1

~

S

—_

+
k

=0, f(t,s) +Za]k )85, f(t,5)

1
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e, para j =1

Xif(z,y) = (@xl + am(ﬂf)%) fr(z,y))
k
=1 =1
- atlf(t7 S) + Zaslf(ta S)(_all + au + Zalk askf t 3

= 8t1f(t7 S) + Z a?kaszgf@? 8)

e segue o resultado.
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