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Resumo

Neste trabalho estudamos condigoes para a validade do andlogo ao Teorema
de Mergelyan para solucoes continuas de um tipo de campo vetorial localmente
integravel.

Em um dominio €2 no plano, consideramos um campo vetorial L que possui
uma integral primeira em 2 da forma Z(x,t) = x +ip(z,t), onde p(z,t) é uma
funcao suave a valores reais. Dada uma solucao continua v de Lu = 0 em (2,
nosso primeiro objetivo foi encontrar condi¢gdes em {2 e em Z para a validade da
fatoracao

u=UoZ,

onde U € C°(Z(Q)) N H(int{Z(Q)}).

Em seguida estudamos a fatoragio no fecho de 2. Assumimos que u € C°(Q)
e que a fronteira de €2 é analitica real, entdo mostramos em quais casos a condi¢ao
Z(p1) = Z(ps) implica que u(p;) = u(ps), para p1,ps € Q. Os casos sao divididos
de acordo com a geometria da fronteira nos pontos p; e po. Quando €2 é compacto
e temos u = U o Z em Q, obtemos que u ¢ uniformemente aproximada por

polinémios em Z sobre €.



Abstract

In this work we study conditions for the validity of the analogue of Mergelyan’s
theorem for continuous solutions of a type of locally integrable vector field.

On a domain €2 in the plane, we consider a vector field L that has a first
integral on Q of the form Z(z,t) = x + ip(z,t), where p(z,t) is a smooth, real-
valued function. Given a continuous solution w of Lu = 0 on €2, our first objective

was to find conditions on 2 and Z for the validity of the factorization
u=UoZ,

where U € C%(Z(Q)) N H(int{Z(Q)}).

We will next study this factorization on the closure of 2. We assume that
u € C°(Q) and that the boundary of € is real analytic, then we show in which
cases the condition Z(p;) = Z(ps) implies that u(p;) = u(p2), for p1, p2 € Q. The
cases are divided according to the geometry of the boundary in the points p; and
pa. When Q is a compact set and u = U o Z on , we obtain that u is uniformly

approximated by polynomials of Z on €.
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Introducao

Trabalharemos com um campo vetorial localmente integravel L, definido sobre
um dominio conexo 2 C R2, do tipo
0 Zt(l’,t) 0

5 2o (0.0.1)

onde Z(z,t) = x + ip(x,t), com @(x,t) uma fun¢do suave a valores reais.
O primeiro objetivo desta tese é estabelecer sob quais condi¢bes uma funcgao

u € C°(Q) que é solugao homogenea de L pode ser escrita em 2 como
u=UoZ, (0.0.2)

sendo U uma fung¢ao continua em Z(£2) que é holomorfa no interior.

Como aplicagdo do Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves obtemos
que u se escreve localmente como (0.0.2). O Teorema de Aproximacao diz que
qualquer distribuicao que seja solugao homogénea de uma estrutura localmente
integravel £, pode expressar-se localmente como o limite de uma sequéncia de
solugoes suaves da forma P, o Z, onde P, sao polinémios e Z é um conjunto
completo de integrais primeiras de £. E quando a solugao ¢ uma fun¢do continua
a convergéncia é uniforme. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada
em [BT].

Contudo a convergéncia dada pelo Teorema de Aproximacao é de carater local,
e nao é possivel um controle sobre o aberto no qual ela se realiza.

O exemplo mais conhecido de campo vetorial localmente integravel é campo

5_1 Q_i_g
2\ 0z Z@y '

As solugoes de Ou = 0 em ) sdo exatamente as funcoes que sdo holomorfas

de Cauchy-Riemann

em Q. A funcio identidade Z(x,t) = x + iy é uma integral primeira para d, para
essa escolha de Z as solugdes de du = 0 satisfazem diretamente (0.0.2). J4 no
caso genérico, quando L é dado como (0.0.1), a dificuldade de obter (0.0.2) esta

ligada a complexidade da funcao Z(z,t) e do dominio £).



Introducao 2

Definimos as fibras de Z em um aberto V' C ) como as classes de equivaléncia
dadas pela relagao de equivaléncia ‘p ~ ¢ se, e somente se, Z(p) = Z(q). Quando
uma fungdo u se escreve como (0.0.2), temos que ela é constante nas fibras de Z
sobre ().

Se p,q € Q satisfazem Z(p) = Z(q), entdao P(Z(p)) = P(Z(q)) para todo
polinémio P. Assim pelo Teorema de Aproximagao, toda solugdo u € C(2) de
Lu = 0 é localmente constante nas fibras de Z. O que também nos permite dizer
que existe uma fungao U € C(Z(V)) tal que u = U o Z em V. Logo toda solucao
continua de Lu = 0 pode ser localmente fatorada como a composi¢do com Z de
uma fungdo continua em um subconjunto de Z(£2). Nosso interesse é globalizar
esta fatoracao.

O conjunto Z (V') pode ser irregular, mas caso seu interior seja nao vazio entao
a convergéncia uniforme dos polinémios em Z dada pelo Teorema de Aproxima-
¢ao, garante que U é holomorfa em int{Z(V')}. Conceitualmente isto relaciona o
estudo das solugoes de Lu = 0 com o estudo das fungoes analiticas.

Explorar a validade de resultados classicos de fungoes analiticas para as so-
lugoes homogéneas de L, tem sido um problema de interesse de alguns autores
dentro da teoria de Equagoes Diferenciais Parciais. Lembramos que um campo
vetorial localmente integravel tem sua forma local como L. Assim podemos citar
[BH1], onde os autores verificam a validade de um resultado andlogo ao Principio
de Reflexao de Schwarz para as solugdoes homogéneas de campos vetoriais com-
plexos localmente integraveis no plano. Em [BH2| foi provada a Propriedade de
F. e M. Riesz para as solucoes homogéneas de campos vetoriais localmente inte-
graveis com coeficientes suaves no plano. Em [BHS] é demonstrado um principio
de similaridade genérico para uma classe campos vetorias localmente resoluveis
no plano. Ainda, em [HT] o Teorema de Radé é estendido para campos vetoriais
localmente resoliiveis com coeficientes suaves em RV,

Abaixo enunciamos o Teorema de Mergelyan demonstrado originalmente em

[Me], redemonstrado em [Ca].

Teorema 0.0.1. (Mergelyan) Seja E um conjunto compacto no plano cujo com-
plementar € conexo. Entao toda funcao continua em E que é analitica nos pontos

interiores de E € limite uniforme de uma sequéncia de polinomios em E.

Se fazemos Q@ = int{E}, entdo o Teorema de Mergelyan estabelece que as
funcdo continuas em Q que sdo solucdo de du = 0 em 2, sdo uniformemente
aproximadas por uma sequéncia de polindmios em 2. Em comparacio com o
Teorema de Baouendi-Treves, que neste caso fornece uma aproximacao para as
solucdes de Ou = 0 somente numa vizinhanca de um ponto, o Teorema de Mer-

gelyan é de certa forma mais forte.
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Uma pergunta natural que surge é a validade de um analogo ao Teorema de
Mergelyan para as solugoes de Lu = 0. Com essa motivacao o segundo problema
estudado foi o comportamento das fungdes u € C%(2) que satisfazem (0.0.2) em
2 sobre a fronteira. Analisamos quando uma fatoragao do tipo (0.0.2) em §2
implica na constancia nas fibras de Z sobre Q. Ou seja, se u € C°(Q) e satisfaz

(0.0.2) em € entao é possivel escrevermos
u=UoZ, em Q7

Em geral isto nao vale. Na secao 2.5 veremos através de exemplos que pre-
cisamos de hipdteses na geometria da fronteira de ). Para um dado ponto p
na fronteira de ) representamos o vetor tangente a fronteira em p por ¥(p).
Lembrando que Z(z,t) = x + ip(x,t), vamos assumir que ¢(z,t) é uma funcao

analitica real, entao através de relacoes no produto escalar

Vo(p) - 0(p),

calculado nos pontos de uma fibra de Z, classificaremos a constancia das fibras
de Z das funcdes u € C°(Q) que satisfazem (0.0.2).

Voltando ao Teorema de Mergelyan, vamos assumir que () ¢ limitado e que
Z(Q) possui interior simplesmente conexo. Logo Z(£2) é um conjunto compacto
e seu complementar é conexo. Quando uma funcio u € C°(Q) se fatora como
u="UoZemQ, onde U € C°(Z(€)) e é holomorfa no interior, entao aplicando o
proprio Teorema de Mergelyan obtemos que u € limite uniforme de uma sequéncia
de polinomios P; em Z. Esse resultado ¢ o andlogo ao Teorema de Mergelyan para
as solugoes de Lu = 0.

Mas observamos que este resultado nao vale sempre, pois nem sempre é possi-
vel fatorar as solugoes homogéneas de L como (0.0.2) em €. Primeiro falaremos

sobre o caso bom. Um conjunto 0 C R? é dito ser verticalmente convexo quando

(x07y1)7 ($0)y2) € Q= {(.ZU(),y) U < ) < yQ} - Q.

Sob a hipétese €2 verticalmente convexo, provamos na Se¢ao 2.1 que as solugoes
continuas de Lu = 0 se escrevem como (0.0.2) em 2. Também provamos que
quando u € C°(Q) a fatoragdo (0.0.2) acontece em €. Portanto, se int{Z(Q)} é
simplesmente conexo entao temos o analogo ao Teorema de Mergelyan para este
caso.

Quando () nao é verticalmente convexo precisaremos incluir hipoteses adici-
onais. Primeiro assumiremos que a fungao ¢(z,t) é analitica real. Assumiremos

também que €2 satisfaz uma condigao dependendo da funcao Z(z,t) (veja (2.3.4)).
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A necessidade desta condi¢ao pode ser vista através do Exemplo 2.3.7.

Ainda supomos uma condicao sobre as solugoes. Dada uma solugio u € C°(Q)
de Lu = 0, construimos uma funcao analitica global U, formada por elementos de
funcao que verificam a fatoragao (0.0.2) de u. Entao assumiremos que U pode ser
continuada ao longo de todas as curvas de Z(£2). Depois destas restrigdes, quando
Z(9) é simplesmente conexo demonstramos (0.0.2) em . Como mencionamos
acima, neste caso mais geral estudamos quando existe a constancia nas fibras de
Z sobre ).

A tese esta dividida em dois capitulos, sendo o primeiro dedicado a introducao
dos conceitos usados no trabalho e a apresentacao dos resultados conhecidos que
usaremos do decorrer do capitulo seguinte.

O segundo capitulo é onde desenvolvemos as técnicas que nos permitiram
chegar nos resultados mencionandos acima e onde os demonstramos. Na Segao 2.1
demonstramos que para conjuntos verticalmente convexos a fatoracao desejada
¢ sempre possivel. Mostramos na Se¢do 2.2 que para esse tipo de conjunto a
fatoracao se da no fecho.

Em seguida consideramos 2 um conjunto aberto conexo. Entao quando Z(£2)
é simplesmente conexo, usamos continuagoes analiticas para obter que a fatora-
¢ao (0.0.2) acontece em §2 para uma classe de solugoes de Lu = 0. Apresentamos
exemplos para comprovar que as hipoteses que assumimos para chegar as demons-
tragoes sao necessarias.

Na secao 2.5 assumimos que {2 é aberto conexo com fronteira analitica real.
Entdo estudamos a constancia nas fibras de Z das fun¢des continuas em € que
satisfazem (0.0.2) em €.

No final temos o Apéndice, que trata do problema de mostrar uma fatoracao
como (0.0.2) em espagos de recobrimento. Quando 2 e Z(£2) sdo abertos conexos,
mas nao simplesmente conexos, nés consideramos seus recobrimentos universais.
Dada u € C°(2) definimos a fungio @ = uop, onde p é a aplicagio de recobrimento
de 2. Entdo quando u satisfaz Lu = 0 mostramos que vale uma fatoracao do

tipo (0.0.2) para a funcao .



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo é em sua maior parte dedicado a apresentar as principais defini-
¢oes e alguns resultados conhecidos que serao usados no decorrer deste trabalho.
As definigbes e os resultados apresentados nas se¢oes 1.1 e 1.2 podem ser encon-

trados em [A] ou [C], por exemplo.

1.1 Continuacao Analitica

Em Analise Complexa a ideia de continuacao analitica esta associada ao con-
ceito de fungoes de miultiplos valores. Como exemplo de funcao de multiplos
valores podemos citar as fungoes log (z) e /z, as quais nao sdo unicamente de-
terminadas por suas expressoes analiticas, uma continuacao de tais fungoes pode
deixar de ser uma func¢ao no sentido usual. Nesta motivacao, introduziremos
nesta secao o conceito de ‘fungao analitica global’, que permite as funcoes ter

VArios ramos.

Defini¢ao 1.1.1. Um elemento de fung¢io é um par (f,G), onde G é uma regiao
conexa, e f é uma funcao analitica definida em G. Dizemos que dois elementos de
funcao (f1,G1) e (f2, Go) sdo continuagdo analitica direta um do outro se G1 NGy
¢ nao vazio e f1(z) = fa(z) para todo z € G; N Gy. Mais especificamente, (fa, Ga)

¢ uma continuacao analitica direta de (fi, G7) para a regiao Gs.

Nao necessariamente deve existir uma continuacao analitica direta de um ele-
mento de fun¢ao (fi,G1), para uma regiao G, mas se existir uma continuagao
entdo ela serd unica. Com efeito, suponha que (f2, G2) € (g2, G2) sdo duas conti-
nuagoes analiticas diretas de (f1, G1), entdo fo = g2 em G N G, 0 que implica

que fy = go em todo Gbs.

Defini¢ao 1.1.2. Sejam (f1,G1) e (fn, Gp) dois elementos de fungdo. Se existir
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uma cadeia de elementos de fun¢ao

(f1,G1), (f2,G2), ..y (fn.Gh)

tal que (fxi+1,Gry1) é continuacao analitica direta de (fg, Gg), k=1,...,n — 1,

entdo dizemos que (f,, G,) é uma continuagao analitica de (fi,Gy).

Ser continuacao analitica define uma relagdo de equivaléncia no conjunto de
todos os elementos de fungdo. A demonstracao deste fato é facil e ndo sera feita

aqui.

Definicao 1.1.3. Uma funcao analitica global é uma cole¢ao nao vazia F de ele-
mentos de funcao, tal que quaisquer dois elementos de F sao continuacgao analitica
por meio de uma cadeia cujos membros estao em F'.

Uma funcao analitica global completa é uma funcao analitica global que contém
todas as continuagoes de todos os seus elementos. Também podemos ver uma
funcao analitica global completa como uma classe de equivaléncia, pela relacao
ser continuagao analitica no conjunto de todos os elementos de funcao.

O conjunto base de uma funcao analitica global é a unidao dos dominios de

elementos de fungao pertencentes a ela.

Para um dado elemento de fungao (f,G) o germe analitico de f em a é a
colecao de todos os elementos de funcao (g, D) tais que a € D e f(2) = g(z),
para todo z numa vizinhanca de a. Denotamos o germe de f em a por [f],.

Observe que um elemento de funcao (f, G) dé origem a um germe |f], para

cada a € G. Inversamente, todo germe [f], é determinado por algum elemento

de fungado (f, G).

Definicao 1.1.4. Para um aberto 2 em C seja
&) ={[fl::z €}

Entao definimos a aplicagao p : &(2) — Q por p([f].) = z. O conjunto S(12)
¢ chamado de feize de germes de fungoes analiticas sobre 2. A aplicacao p é

chamada projecao de &(£2) sobre €.

Note que, para que um germe [f], esteja em &(€2), ndo necessariamente, f
deve ser definida em todo {2, é exigido apenas que f seja definida e analitica em
uma vizinhanca de z.

Podemos ver o feixe G(2) como espago topoldgico, com a seguinte caracteri-
zacao de aberto:

Um conjunto V' C &(2) é aberto se para todo sg = [f].,, € V existir um
elemento de funcao (f, G) tal que:
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(i) p(so) = 20 € G.
(ii) (f,G) determina o germe [f],, em zo.

(iii) Todo germe [f]. determinado por (f,G) estd em V.

Dado um elemento de fungao (f, G) defina
A ={[f].,z € G}. (1.1.1)

Entao, diretamente da definicdo de aberto em &(f2), temos que A é uma vizi-
nhanca aberta de sy. A restricao da projecao p para o aberto A, p|, : A = G, ¢é
um homeomorfismo. Logo, p é homeomorfismo local.

Em particular, nos interessa a caracterizagdo das componentes do feixe S(2).
Seja & o feixe de fungbdes analiticas sobre C. Entdo a seguir veremos que as
componentes de & podem ser identificadas com as fungoes analiticas globais.

Seja sp € S, entdao sy é determinado por um elemento de funcao (fy, Go).
Mostraremos que a componente de & que contém sy pode ser identificada com a
funcao analitica global formada por todas as continuagoes analiticas de (fy, Go).

Com efeito, se (f1,G1) é continuagao analitica direta de (fo, Gp) entdo consi-
dere os conjuntos Ay e A; como em (1.1.1) para os elementos de fungao (fy, Go) e
(f1,G1). Entao a interseccao AgNA; é ndo vazia. E, como imagens homeomorfas
de conexos os conjuntos Ay e A; também sao conexos. Assim, a uniao Ay U Ay
¢ um conjunto conexo.

Agora, para um elemento de fungao (f,,, G,), que pode ser obtido de (fo, Go)
por uma cadeia de continuagoes analiticas diretas, repetimos o procedimento
acima um numero finito de vezes. Assim obtemos que Ay e A, pertencem a uma
mesma componente conexa de &. Sugestivamente, chamaremos essa componente
de &(F).

Seja A o conjunto de todos os germes que podem ser determinados por uma

continuagao analitica de (fy, Go), temos:
e ACG(F).
e A é aberto, pois é uma uniao de abertos do tipo 1.1.1.
e A° o complementar de A em S(F), também é aberto.

Para o terceiro item observe que, se [g]; € A® entdo existe um elemento de
funcdo (g, G), que determina [g]z, tal que todo germe [g], determinado por (g, G)
estd em A°, de onde obtemos que [g]; é ponto interior de A°.

Assim concluimos que A = S(F).
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Portanto, a componente G(F) é o conjunto dos germes pertencentes a fungao
analitica global F.

Com essa identificacdo, agora vamos nos referir a &(F) como superficie de
Riemann de F. O Teorema 1.1.5 nos diz que a fungao analitica global F, formada
pelas continuagoes analiticas de (fo, Go), se torna uma funcao a valores singulares

quando definida em S(F).

Teorema 1.1.5. Seja F uma fungdo analitica global completa e seja (S(F), p)
sua superficie de Riemann. Se F: &(F) — C ¢é definida por

entio F é uma fungdo analitica em S(F).

A demonstragao do Teorema 1.1.5 pode ser encontrada em [C].

1.2 Continuacao Analitica ao longo de Curvas

Definig¢ao 1.2.1. Sejam F uma funcao analitica global e (&(F), p) sua superficie
de Riemann. Dada 7 : [a, b] — C uma curva no plano complexo, uma outra curva

v i [a,b] = &(F) é uma continuagio analitica de F ao longo de 7 se

poA(t) =(t), Vt € [a,b].

Também chamamos tal curva v de levantamento de v para a superficie de Rie-

mann S(F).

Uma continuagao ao longo de uma curva corresponde intuitivamente a mudar
continuamente de germe.

Para uma curva 7 : [a,b] — C e um dado germe [f],(), no ponto inicial da
curva y(a), uma continuagio analitica ao longo de v com germe inicial [f]yq) é
uma continuacao analitica 7 : [a,b] — &(F) ao longo de v tal que y(a) = [f]y(a)-

E, chamamos o ponto 7(b) de germe final da continuagao analitica.

Exemplo 1.2.2. Considere o elemento de fungao (¢1, Dy), onde D; é o disco com
centro z; e raio 7 tal que 0 < r < |2/, e a func¢do ¢; é um ramo do logaritmo em
D,. Considere também discos Dy, D3, ..., D, = Dy onde D; N D;,; é nao vazio

e seja /; um ramo do logaritmo definido em D; tal que

fz(Z) = fH_l(Z), ze D;N Di+1-
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Entéao o circulo C' que passa por z; (ver a figura 1.1), possui levantamento com
germe inicial [¢1],,, a figura & direita representa o levantamento dos elementos de

funcao.

Figura 1.1:

7Ty

Im(log(z)) |

\“.“.,.,.....,. /
Re(z) B
4

Ainda, neste exemplo uma curva que passa pela origem do plano complexo
nao possui um levantamento para a superficie de Riemann do logaritimo. Isso é
devido a nao ser possivel definir uma fun¢ao analitica sobre uma vizinhanca da

origem que seja continuacao analitica do logaritmo.

Em geral, a existéncia de uma continuacao de um dado germe ao longo de
uma curva nao é garantida. Ou, pode acontecer que exista uma continuagao para
algum germe inicial, mas nao para todos. Porém, o seguinte teorema de unicidade
¢ valido.

Teorema 1.2.3. Duas continuagoes analiticas v, e 7o de uma fungdo analitica

global F ao longo da mesma curva vy sao idénticas, ou Y1(t) # Yo(t) para todo
t € la,b

Em virtude do Teorema 1.2.3 uma continuacao ao longo de uma curva é unica-
mente determinada por seu germe inicial. Portanto, especificado o germe inicial
podemos nos referir como a continuacao de tal germe.

Se v : [a,b] — C é uma curva arbitraria e F é uma dada funcdo analitica
global entao vamos analisar o caso de um germe [f],,) € F néo ser continudvel ao
longo de . Para t suficientemente préximo ao ponto a, de forma que a subcurva
correspondente a [a, tg] estd contida em uma regiao GG, onde o elemento de funcao
(f,G) determina |[f],(q), entdo a continuagao até t, é garantida.

Seja um numero 7 que satisfaz a < 7 < b, e tal que a continuagao é possivel
para to < 7, mas impossivel para to > 7. Em certo sentido a subcurva correspon-

dente a [a, 7] leva a um ponto no qual F cessa de ser definida. Isto significa que o
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raio de convergéncia da série de poténcias que representa o germe de F no ponto
~(t) tende a zero, quando ¢ tende a 7 pela direita. Em particular, se F é uma
funcao analitica global completa, entdo dizemos que a subcurva leva a um ponto

singular de F.

Observacao 1.2.4. Existe uma dualidade entre as continuacoes ao longo de
curvas e as continuagoes por cadeias de elementos de fungao. Sendo assim, a
segunda ¢ uma forma mais simples para a compreensao da primeira.

Primeiro, considere uma cadeira de continuacoes analiticas diretas

(f1,G1), (f2,Ga) ..., (fn,Gn). (1.2.1)

Entao é sempre possivel conectar um ponto (; € G; a um ponto (, € G, por
meio de uma curva 7, a qual possui uma continuacao 7, com germe inicial [fi]¢,
e germe final [f,]¢,. Para mostrarmos esse fato considere a curva v composta por

subcurvas

Y1, Y25 -y TYn—1,

onde y; é uma curva contida em G, que liga ¢(; a um ponto (, € G;NGy. Depois,
Y9 € uma curva contida em Gsq, que liga (, a um ponto (3 € Gy N G, e assim

sucessivamente. Entao definimos a continuacao de y

1) = il

quando 7y(t) corresponde a subcurva 7.

Inversamente, um levantamento gera uma cadeira de continuacoes analiticas
diretas. De fato, seja ¥ uma dada continuagao analitica ao longo da curva . Entao
todo germe [f],) determina um elemento de fungao (fi, Gx), onde (t) € Gj.
Assim, subdividimos o intervalo [a,b] em [to,t1], [t1,t2], ..., [tn_1,tn] de forma
que

Y(t) = [filywys ¢ € o1, th]

para a adequada escolha do elemento de funcao (fi, Gx). Dessa forma, nao ne-
cessariamente, os elemento de fungao (fx,Gx) e (frr1, Grr1) serdo continuacao
analitica direta. Mas, se restringimos os dominios Gy e Giy1 de forma que a
intersecgdo Gy N G411 seja apenas vizinhanga do ponto (), entdao, depois das
restrigoes, consecutivos elementos de funcao (f, Gx) se tornao continuagao ana-

litica direta.

Sejam z e w dois nimeros complexos, e suponha que v; e 7, sdo duas curvas,
ambas com ponto inicial z e final w. Suponha ainda, que as duas curvas possuem

levantamentos com germe inicial [f],. Se as curvas 7, e 7, forem iguais entao os
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levantamentos, com inicio em [f],, possuem germes finais iguais. Agora, se as
curvas sao distintas entao os seus levantamentos geram cadeias de continuacoes
analiticas diretas distintas. Assim os germes finais podem ser diferentes.

O Teorema de Monodromia estabece condi¢oes para que duas curvas nas con-
digoes descritas acima, mesmo diferentes, possuam levantamentos com mesmo

germe final.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Monodromia). Seja F uma fungdo analitica global.
Suponha que y1 € Yy sdo curvas homotopicas em ), e suponha que um dado germe
[fli@ = [flre de F no ponto inicial das curvas pode ser continuado ao longo
de todas as curvas contidas em Q. Entdo as continuagoes de [f],, ) ao longo de

Y1 € Yo levam ao mesmo germe no ponto final.

Observagao 1.2.6. Como consequéncia do Teorema de Monodromia, temos que
uma fungdo analitica global, que pode ser continuada ao longo de todas as curvas
de uma regido simplesmente conexa, determina uma funcdo a valores singulares

nesta regiao, para uma dada escolha de germe inicial.

Observagao 1.2.7. Na Secao 2.3 o Teorema de Monodromia serd uma ferra-
menta importante. O usamos para mostrar que uma fungao analitica global que
construiremos, na verdade € uma fungdo a valores singulares quando impomos

condicoes para que seu conjunto base seja simplesmente conexo.

1.3 Espacos de Recobrimento

Para comodidade do leitor apresentaremos nesta secao alguns conceitos da
teoria de Espagos de Recobrimento, que serao usados no decorrer do trabalho.

Também enunciaremos alguns resultados conhecidos dessa teoria, para mais de-
talhes indicamos [M] e [K].

Definicao 1.3.1. Seja X um espago topolégico. Um espaco de recobrimento de
X é um par (X, p) onde X é um espaco topoldgico conexo e p é uma aplicacio

continua de X em X tal que:

e para cada x € X existe uma vizinhanga V' de x tal que todas as compo-
nentes de p~'(V) sdo abertos de X, e p aplica cada componente de p~(V)

homeomorficamente sobre V.
Um tal conjunto V' é chamado aberto fundamental.

Exemplo 1.3.2. Considere D = {z € C : |z| = 1} e p : R — D definida por
p(t) = exp(2mit), entao (R, p) é um espago de recobrimento de D.
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Exemplo 1.3.3. Considere o conjunto S' x R, com coordenadas (7,t), onde

T = (cos 2wz, sin 27rx). Entdo a aplicagdo p : ST x Ry — R?\ {0} definida por
(Z,1) — 7t

torna o par (S' x R, p) um espaco de recobrimento para R? \ {0}. Segundo a
teoria de Continuacoes Analiticas o conjunto S' x R, é a superficie de Riemann

correspondente a fun¢do logaritmo complexo.

Exemplo 1.3.4. Considere (f,G) um elemento de fun¢ao que pode ser continu-
ado ao longo de todos os caminhos de uma regiao 2 contida em C, e seja S(F)
a componente do feixe (&(12), p) que contém [f],,, para algum z, € G. Entao

(6(F), p) é um espago de recobrimento de (.

Definigdo 1.3.5. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Se f é uma

funcao continua de um espaco Y em X, entao um levantamento de f é uma funcao

f:Y > Xtalquepo f=f.
X
.
!

hs)

Y X

Agora enunciaremos o resultado conhecido como Lema do Levantamento.
Usamos (X, xg) para representar o grupo fundamental de X com base em xy.
Suponha que f : Y — X é uma aplicagdo continua, com f(yg) = xo, entdo f,

representa o homeomorfismo nos grupos fundamentais induzido por f.

Teorema 1.3.6. (Lema do Levantamento) Seja p : X — X wuma aplicagio de
recobrimento, com p(Zo) = xo. Seja f Y — X wma aplicagio continua, com
f(yo) = zo. Suponhamos que Y é conexo por caminhos e localmente conexo por
caminhos.

Nestas condigoes, a aplicagdo f pode ser levantada para uma aplicagdo f :

Y — X tal que f(yo) = %o, se, e somente se

f*(7T1<Y7 yO)) C p*(ﬂ—1<X7 j:(]))
Mais ainda, se tal levantamento existe entao ele € unico.

Um espaco de recobrimento (X ,p) de X é um espaco de recobrimento univer-
sal para X se X for um conjunto simplesmente conexo. Nem todos os espacos
possuem um espaco de recobrimento universal. O Teorema 1.3.7 nos d4 uma
condicao necessaria e suficiente sobre um espaco para que este possua um reco-

brimento universal. A demonstracdo pode ser encontrada em [M)].
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Teorema 1.3.7. Um espaco X possui um espaco de recobrimento universal se, e
somente se, X € conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e semi-

localmente simplesmente conexo.

Observacao 1.3.8. Todo subconjunto aberto e conexo de C possui a propriedade
de ser conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e semilocalmente
simplesmente conexo. Portanto, um subconjunto aberto e conexo de C possui um

espaco de recobrimento universal.

1.4 O Teorema de Aproximacao de Baouendi-

Treves

Os conceitos e definigdoes que introduziremos aqui sao uma preparagao para o
objetivo da se¢ao, que é enunciar o Teorema de Aproximacgao de Baouendi-Treves.
O Teorema de Aproximacao é provalmente o resultado mais importante da teoria
de estruturas localmente integraveis. Intuitivamente, ele diz que as solugoes de
Lu = 0 sao localmente aproximadas por polindomios em Z, onde £ é uma estrutura
localmente integravel e Z um conjunto completo de integrais primeiras de L.

Para nés ) serd um subconjunto aberto de RY. A aproximacao dada pelo
teorema tem carater local, por isso basta nos restringirmos ao estudo de estruturas
localmente integraveis sobre abertos de R. Contudo, de igual modo podemos
pensar em {2 como um aberto em uma variedade diferenciavel de dimensao N.

Indicamos [BCH] para mais detalhes sobre a teoria apresentada a seguir.

Definicao 1.4.1. O fibrado tangente complezificado de €) é difinido pela seguinte
uniao disjunta
CrQ = |J CT,Q,

peEN

onde CT,(2 denota o conjunto de todos os vetores tangentes complexos em p € (2.

Denotaremos, de maneira natural, o dual de CTQ2 por CT*).

Também podemos definir o conceito de subestrutura para CT).

Definicao 1.4.2. Um subfibrado vetorial complexo de CTQ) de posto n < N é
uma uniao disjunta

V= V,ccro

peEN

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Para todo p € Q, V, é um subespago vetorial de CT,Q2 de dimensao n.
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(ii) Dado py € Q existe um aberto Uy contendo pg e campos vetoriais Ly, ..., L, €

X(Uy) tal que Ly, ..., Ly, geram V, para todo p € Uj.

Definigao 1.4.3. Dados um subfibrado vetorial complexo V de CT€2 e um aberto
W de Q, uma secio de V sobre W é um elemento L de X(W) tal que L, € V,
para todo p € W.

Seja V = Upeq V, um subfibrado vetorial complexo de CT'Q2, com posto n,

entao para cada p € € seja
Vy ={AeCT;Q: A=0em V,}.

Entao, V* = Uyeq VPL ¢ um subfibrado vetorial complexo de CT™(2, de dimensao
m, (ver Proposicdo 1.4.4 de [BCH]). O subfibrado vetorial V ¢ ortogonal a V.

Definicao 1.4.4. Dizemos que um subfibrado vetorial complexo £ de CT(2, de
posto n, define uma estrutura localmente integrdvel se para cada ponto py € 2
existirem uma vizinhanca aberta Uy de py e fungbes 74, ..., 2, € C*(U), com

m+n = N, tal que
E; =span{dZ,,, ..., dZy,,}, ¥p € Uj.

O conjunto {Z1, ..., Z,} é chamado conjunto completo de integrais primeiras

de L .

Teorema 1.4.5. Seja L uma estrutura localmente integravel com posto n definida

em 2. Entao dado p € ) existem um sistema de coordenadas em p,

{z1,. .,y by, 0}

e funcoes suaves a valores reais i, ..., ¥, definidas numa vizinhanca da origem
satisfazendo
wk(O, O) = O, d;,;l/)k((), O) = 0, k= 1, e,y

tal que os diferenciais das fungoes
Zk :I‘k—i-M/Jk(ZE,t), k= 1,...,m,

geram L+ numa vizinhanca da origem.

O Teorema 1.4.5 é um resultado obtido pela combinac¢ao do Teorema 1.10.1 e
do Corolario 1.10.2 de [BCH].
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Definicao 1.4.6. Seja £ uma estrutura localmente integravel sobre 2. Uma dis-
tribuigdo u € D'(Q2) é dita uma solugio homogénea de L e escrevemos Lu = 0

quando
Lu=0, em U (1.4.1)

para toda secao local L de L definida em um subconjunto aberto U de ).

Teorema 1.4.7 (Baouendi-Treves). Seja £ uma estrutura localmente integrdvel
em Q2 e assuma que dZ,, . ..,dZ,, geram L+ em Q. Entdo toda vizinhanca aberta
W C Q da origem contém uma outra vizinhanca da origem, U, tal que toda solu¢cao
ue CY W) de Lu=0 em W ¢é o limite uniforme, em U, de uma sequéncia de

polinomios com coeficientes Zy, ..., Zpy,.

O Teorema 1.4.7 é uma versao do Teorema de Aproximacao de Baouendi-
Treves. Sua demonstracao encontra-se em [BT], dela o autor assume que numa

vizinhanga da origem as fungoes Zis tém a forma
Zk =T+ i¢k(x, t), (142)

onde ¢y (x,t) é uma funcdo suave tal que ¥(0,0) = 0 e d,1%(0,0) = 0, isso é
possivel pelo Teorema 1.4.5. Também existe uma versao deste resultado para

distribuicoes:

Uma distribuicao uw € D' (W) que satisfaz Lu =0 em W € o limite em D'(U)

de uma sequéncia de polinémios com coeficientes Zy, ..., Zpy,.
Em particular, o Teorema 1.4.7 vale para fungdes continuas.

Se u € CO(W) € solugio de Lu =0 em W entdo u é o limite uniforme, em

U, de uma sequéncia de polinomios com coeficientes Zy, ..., Zpy,.

Uma consequéncia direta do resultado acima é a constancia das solugoes con-
tinuas de Lu = 0 nas fibras de Z = (71, ..., Z,,) sobre o aberto U. Se dois pontos
p,q € U sdo tais que Z(p) = Z(q), entao P(Z(p)) = P(Z(q)) para qualquer po-
linémio P em m varidveis. Seja u uma fungao continua que é solugao de Lu = 0,
entdo por u ser aproximacgao uniforme de polindémios em Z sobre o conjunto U,
temos u(p) = u(q).

Para concluirmos que u(p) = u(q) usamos o fato de p e ¢ estarem no con-
junto onde a solucao ¢ aproximada por polindmios. Em geral, nao ¢ verdade que

Z(p) = Z(q) implica que u(p) = u(q) para p,q € €2 quaisquer.
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Uma observagao importante que fazemos é que no Teorema 1.4.7 a aproxima-
¢ao da solucao ¢ dada numa vizinhancga de origem, porém dado um ponto p € €,
se assumimos que as fungoes Zys possuem a forma (1.4.2) numa vizinhanga de p,
e que dx(p) = 0, entdo o Teorema 1.4.7 continua vélido quando substituimos
a origem por p. Por outro lado, pelo Teorema 1.4.5 sempre existe uma integral
primeira em p satisfazendo (1.4.2) e de forma que d,¢x(p) = 0.

Consideramos uma fungao definida em R?, Z(x,t) = x +ip(x,t), onde p(z,1)
é uma fungao suave a valores reais. Seja L o campo vetorial que tem Z(x,t) como
integral primeira num aberto Q de R2. Entao um multiplo de Z também é integral
primeira de L. No préximo Lema, fixado um ponto p, mostramos a existéncia de
uma integral primeira em p que é um multiplo da fungao Z e satisfaz (1.4.2) para
uma escolha adequada de coordenadas locais em p. Esse resultado serda usado no

Capitulo 2, com o objetivo de relacionar uma dada integral primeira com uma

outra da forma W (&, 7) = € + ip(&, ), com Y¢(p) = 0.

Lema 1.4.8. Seja uma fungio Z(x,t) : R? — C dada por Z(z,t) = = + ip(x,t),
onde ¢(z,t) € uma fungdo suave a valores reais. Entdo, para cada p € R? existem
uma constante c(p) # 0 e um sistema de coordenadas (§,7), definido numa vizi-
nhanga de p, de forma que se W(x,t) = c¢(p)Z(z,t) entao nas coordenadas (&, )

temos

W(E 1)=&+ iw(E, ),

onde (&, T) € uma fungao suave a valores reais que satisfaz e (p) = 0.

Demonstragdo. Fixado p € R?. Primeiro se ¢,(p) = 0 entdo nada temos a fazer.

Se ¢.(p) # 0 entdao tomamos

c(p) =1 —ip.(p) # 0.

Fazendo W (x,t) = ¢(p)Z(x,t) obtemos

Wz, t) = [1 —ip.(p)l [x +ip(x,8)] = z + pa(p)p(x, 1) +i [p(2, 1) — 2. (p)].

Considere a funcao
§(z,t) = x4 pa(p)e(z, 1),

a derivada parcial de &(x,t) com relagao a = é

E(p) =1+ 9033(]7)2 # 0.

Entao escolhemos as variaveis £ = £(z,t) e 7 = t. Assim a matriz jacobiana
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de (£, 7) no ponto p é:

I 7)(p) = ( ) 60 )

Entao det [J(&,7)(p)] = &(p) # 0, aplicando o Teorema da Funcao Inversa
obtemos que (£, 7) é um sistema de coordenadas em alguma vizinhanga de p. E,

nas coordenadas (£, 7) a fungdo W se escreve como
W(E 1)=&+ iv(E, ),

onde ¥(&,7) = p(x(&,7),7) — (&, 7). (p). Agora, derivando ¢ (&, 7) com relagao
a & no ponto p obtemos

Ve(p) = pu(p)re(p) — e(p)pa(p) = 0.

Como queriamos, assim o lema esta provado. O

Observagao 1.4.9. No Lema 1.4.8 se a fungao (x,t) for analitica real entdo a
fungdo 1, que € a parte imagindria da integral primeira W, também serd analitica

real.

1.5 O Teorema de Aproximacao para Cunhas

Dizemos que um conjunto I' C R™ \ {0} é um cone (ou, para ser explicito,

cone com vértice na origem) se
telleptel, VO<p<oo.

Um conjunto I'y € R™\ {0}, 7" > 0, é chamado cone truncado se existir um
cone I' tal que I'r = ' {|t| < T'}. Um cone truncado aberto ¢ um cone truncado
que é um conjunto aberto.

Um cone I é um subcone préprio de T se I” N {|t| = 1} é um subconjunto
préprio de I'. Esta condig¢ao se traduz em I' e I serem cones com mesmo eixo
onde I tem abertura menor que I'. Se IV é um subcone préprio de I' e TV < T,
dizemos que I, é um subcone truncado de I'y. Quando n = 1, um cone truncado
¢ um intervalo da forma (0,7") ou (—7,0), ou a unido de ambos.

Seja V' C R™ um conjunto aberto e I'r C R™ um cone truncado aberto, entao
o conjunto V' x I'r é usualmente chamado cunha com extremidade V.

Considere uma estrutura localmente integravel £ com posto n em uma N-

variedade (N = m + n), entao assuma que (z,t) sdo as coordenadas locais dadas
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pelo Teorema 1.4.5, sobre uma vizinhanca da origem. Sejam B, C R™ uma bola
centrada na origem e I'yr C R™ um cone truncado, entao assumimos que v é uma
distribuicao que satisfaz Lu = 0 num aberto que contém o fecho de B, x I'p.
Nestas condigoes podemos afirmar que o trago

Uy xqey = Tou(r) = u(, 1),
é bem definido e depende suavemente de t € I'r como uma aplicacao a valores

em D'(B,), mas u(z,0) pode nao ser definida. Contudo podemos assumir que
lim Tyu = bu,
t—0
existe em D’'(B,) quando ¢t — 0. Em outras palavras, assumimos que
u € C'(Tr U {0}, D'(B,)).

Ora, como I'r U {0} x B, é relativamente compacto entao, para algum s € R,
temos

ue COTpu{0}, L(B,)).

loc

Usamos LP*(B,) para denotar o LP-espago de Sobolev de ordem s € R, 1 <

2,s
loc

p < oo. Assim L;(B,) é o subespago de D'(B,) das distribui¢oes u tais que
Yu € L**(B,) para alguma ¢ € C°(B,).

No caso especial p = 2 o espaco LP*® também ¢é eventualmente denotado por
H>.

A discussao acima tem o intuito de esclarecer as hipdteses do Teorema de

Aproximagao para Cunhas, agora estamos em condigoes de enuncia-lo.

Teorema 1.5.1. Seja £ uma estrutura localmente integrdvel tal que Zy, ..., Z,, é
um conjunto completo de integrais primeiras para L numa vizinhanga de B, X I'p.
Entao existem uma bola B, C B,, concéntrica com B, e um subcone truncado
I, de T'r tal que para toda u € C°(Tr U {0}, LP(B,)), 1 < p < oo, satisfazendo

Lu =0 temos
Eru(z,t) — u(z,t) em C°(I, U{0}, LP(B,,)), T — oc.
O operador de aproximacao E,u ¢ definido por

Eyu(z,t) = (T/ﬂ')m/2/ e TE@O=ZE 0Py (o 0)h(2)det Z, (2, 0)da .

m

Para a demonstra¢ao do Teorema 1.5.1 ver Teorema 11.4.12 de [BCH].

No caso N = 2 temos que B, é um intervalo contendo 0 e I'r é um intervalo da



Capitulo 1 - Preliminares 19

forma (0,7), ou (—7',0) ou a unido de ambos. Ainda, se assumimos que a solucao
¢ uma funcao continua, entdo a mesma técnica usada na prova do Teorema 1.5.1

pode ser adaptada para se mostrar o seguinte:

Teorema 1.5.2. Seja L um campo vetorial localmente integrdvel sobre um do-
minio 0 C R?, com integral primeira Z(x,t) numa vizinhanga da origem. Entdo
existem 6 > 0 e p > 0 tal que para toda u € C((—¢,€) x [0,T)) satisfazendo
Lu=0 em (—e,€) x (0,T), temos

Eu(z,t) = u(x,t) uniformemente em (—4,0) x [0, p), T — 0.

Agora, por uma aplicacao do Teorema 1.5.2, obtemos o seguinte resultado:

Lema 1.5.3. Sejam 0 o campo vetorial de Cauchy-Riemann e Q C R? um con-
junto aberto e conexo. Suponha que u € C°(Q) e satisfaz Ou = 0 em Q. Se

Y C 0N € aberto e suave, e seu =0 em X entdo u = 0.

Demonstra¢io. Como ¥ é nao caracteristica, existem coordenadas locais (x,t)
nas quais X se escreve localmente como (—1,1) x {0}.

Entao, por  ser conexo, deve existir 7" > 0 tal que (—1,1) x (0,7) C Q ou
(—=1,1) x (=T,0) C €. Suponha que acontece o primeiro, entao segue do Teorema

1.5.2 que existem d > 0 e p > 0 tal que
E,u(z,t) = u(z,t) uniformemente em (—0,4d) x [0, p), T — o0,
onde

Eru(z,t) = (7‘/7r)m/2/ e TN =Z@ Oy (o 0Vh(2') Zy (2, 0)da’ = 0,

m

pois u(z’,0) = 0 em (—6,0) x {0} C X. Logo u = 0 em (—0d,9) x [0, p). Assim,

por ) ser conexo, temos u = 0 em (2. O

Observagao 1.5.4. O Lema 1.5.3 também pode ser demonstrado através de re-

sultados dentro da teoria de fungoes holomorfas, por exemplo usando o Teorema
de Rado.



Capitulo 2

Solucoes Continuas de Campos

Vetoriais Localmente Integraveis

Fixamos que neste capitulo 2 denotara um subconjunto aberto e conexo de
R2. Considere uma fungao Z(x,t) : R* — C, dada por

Z(z,t) =z +ip(x,t), (2.0.1)

onde p(x,t) é uma funcdo suave a valores reais. Trabalharemos com o campo

vetorial localmente integravel definido em €2 por

_ 0 Zyxt) O Q—z’ ez, t) 0
0t Zy(x,t)0x Ot (1 +ipg(x,t)Ox

(2.0.2)

Assim a fun¢do Z(x,t) é uma integral primeira para L em (). Estudaremos a

possibilidade de obter uma fatoragao das solugoes continuas de Lu = 0 como
u=UoZ, (2.0.3)

em 2, com U € C(Z(R2)) e holomorfa em int{Z(2)}. Antes veremos que, como
aplicacao do Teorema de Aproximagao de Baouendi-Treves, a forma (2.0.3) vale
localmente. Para isto recordaremos a férmula de aproximacgao e as condicoes
envolvidas para a sua convergéncia. Suponha que (0,0) € €, Z(0,0) = 0 e
©:(0,0) = 0. Dada u € C(2) consideramos a familia de fung¢oes {E,u} que

depende do parametro 7, 0 < 7 < 0o, onde
Eyu(z,t) = (r/m)12 /R expTZ@O=ZCOF o (! 0VR(') Zo (2, 0)da.
A funcao h(z) € C°(—R, R), onde R > 0 é tomado de forma que
ou(,1)] < ; (2.1) € [-R, ] x [~ R, R), (2.0.4)

20
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e h(z) = 1 numa vizinhanga de |z| < R/2. Usando a condicao (2.0.4) é possivel
mostrar que E.u(z,t) — u(z,t) quando 7 — oo uniformemente em |z| < R/4 e
|t| < T < R, se T > 0 é convenientemente pequeno.

A exponencial no integrando que define F,u é uma funcao inteira de Z, entao
E. u é solugdo homogénea de L. Podemos aproximar a exponencial na topologia
de C* por Py(Z(x,t) — Z(2',0)), onde Py sao os polindmios da soma parcial de
grau k, da sua série de Taylor. Assim temos os polinémios em Z convergindo
para u na topologia de C*® em |z| < R/d e |t| <T < R.

Seja p € (), entao nao é possivel aplicar diretamente o Teorema de Aproxi-
macao, pois a convergéncia acima esta baseada no fato de Z e a derivada parcial
com relagdo a primeira varidavel de ¢ se anularem no ponto. Contornaremos essa
dificuldade usando o Lema 1.4.8. Pelo lema existe uma constante ¢, que depende

apenas de p, tal que a funcao
W, =cZ,

que é uma integral primeira de L, para uma escolha apropriada de coordenadas

locais (£,t) em p, se escreve como

Wp(ga t) = 5 + W(fa t)?

onde (&, t) é uma fungao suave a valores reais que satisfaz 1¢(p) = 0.

Agora o Teorema de Aproximagao nos fornece uma vizinhanca V' de p e uma
sequéncia de polindmios Py, tal que u(x,t) é o limite uniforme de P, o W, em V,
ou seja,

u(z,t) = ’}erolo P(Wy(z,1)), (z,t) €V,

entao
u(z,t) = klim Pi(cZ(x,t)), (x,t) € V.
—00

Definimos U, (z) = klim Py(cz), assim temos
—00

uw(z,t) = U, o0 Z(x,t), (z,t) € V. (2.0.5)

Por ser o limite uniforme de polinémios a funcao U, é continua em Z(V) e

holomorfa no seu interior. Portanto a fatoracao (2.0.3) vale localmente.

2.1 Solugoes Continuas em Conjuntos Vertical-

mente Convexos

Comegaremos estudando a validade da fatoragao (2.0.3) para as solucoes de

Lu = 0, onde L é o campo vetorial (2.0.2), sobre um tipo de conjunto onde esse
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estudo se torna mais simples, os conjuntos verticalmente convexos. Veremos que

neste caso a fatoragao é sempre possivel.

Definicao 2.1.1. Dizemos que um conjunto 2 C R? é wverticalmente convexo
quando dados dois pontos p; = (xg,t1) e p2 = (2o, t2) em 2 o segmento vertical

que os uni, {(xo,t) : t; <t <o}, estd totalmente contido em Q.

No lema a seguir assumiremos que uma fungao continua u(z, t) se escreve como
a composicao de Z com fungoes holomorfas sobre dois retangulos com intersecc¢ao

nao vazia. Entao estenderemos a fatoragao (2.0.5) para a unido dos retangulos.

Lema 2.1.2. Seja Z(x,t) uma fun¢io como em (2.0.1) e seja u(z,t) uma fungdo
continua em ). Suponha que Ry = (a,b) X [c1,d1] e Ry = (a,b) X [co,ds] sao
retangulos em ) com intersecg¢do nao vazia, e suponha que existem funcoes Uy e Us
definidas em Z(Ry) e Z(Ry), respectivamente, que sao holomorfas nos interiores
e satisfazem:

u(z,t) =U; 0 Z(x,t), (v,t)€ Ry, i=1,2.

Entio Uy = Uy na interseccao Z(Ry) N Z(Rs). Consequentemente, as fungées
Uy e Uy ddo origem a uma fungio U continua em Z(Ry) U Z(Rz), holomorfa no

interior e tal que
u(z,t) =Uo Z(x,t), (z,t) € R1 U Rs.

Demonstra¢io. Nosso objetivo é mostrar que, se Z(xg,t1) = Z(xg,t2), onde
(xo,t1) € Ry e (xg,t2) € Ry, entdo Uy(Z(xo,t1)) = Us(Z(x0,t2)). Ou seja, os
valores de U; e Us coincidem na imagem z = Z(xo,t1) = Z(xo, t2).

Podemos assumir que ¢; < ¢ < di < dy. Primeiro vamos supor que a fungao

t — @(xg,t) é constante em [cq, d;]. Entao
Z(xo,t) = Z(x0,dy) e Up(Z(xo,t)) = u(zo,d1), 1 <t < dy.
Se Z(xg,s) = Z(xg,dy) para algum s € [cq, ds], entdo
Us(Z (g, 8)) = Ua(Z(x0,d1)) = u(zo,dr) = Ur(Z(x0,d1)),
disto temos que a funcao

Ul(Z(l’o, t)), C1
Us(Z(x0,t)), co

t < dy,
t<d

U(Z(xo,t)) = {

NN
N IN

2

¢ bem definida. Chegaremos a mesma conclusao se t — ¢(xg,t) for constante em
[027 d2] .
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Defina o conjunto
A=A{z € (a,b): My(x) > ma(z) e Mi(z) > m(x)},

onde

Mi(z) = sup @(z,t), mi(z) = inf o(z,t),

c1 <t<d; c1<t<dy

My(z) = sup ¢(x,t), mo(x) = inf o(x,t).

co<t<ds ca<t<d2

Entao A é um conjunto aberto em (a,b), portanto é uma uniao de intervalos

abertos. Como R; N Ry é nado vazio, para qualquer = € (a, b) temos
ma(z) < ¢z, di) < Mi(2), (2.1.1)

mi(z) < p(z,dy) < Ms(z). (2.1.2)

Seja I uma componente de A, e suponha que my(x) = M;(z) para algum
x € I. Entao por (2.1.1) temos ma(z) = ¢(x,dy) = M;(z).
Agora se p(z,t1) = @(x,ts) para t; € [c1,d;] e ta € [ca,ds], entdo segue da
inequagao
p(z,t1) < Mi(z) = ma(z) < @(,t2),

que (. t) = p(x,dy) = p(x,t2). Logo
Ui(Z(x, 1) = Un(Z(z,dy)) = u(z, dy) = Us(Z(w,dy)) = Us(Z(z, t2)).

Com isso obtemos que a funcao

[y

d
d

[\

¢ bem definida. Se mq(x) = Ms(x) para algum = € I, entdo obtém-se a mesma
conclusdo. Considere um ponto & € I, onde mo(Z) < Mi(Z) e mi(Z) < Ma(Z).

Seja J um intervalo contendo Z tal que para x € J
ma(x) < Mi(x) e my(x) < Ms(x).
Temos a igualdade nos conjuntos
{r+iy: zeJ m(z) <y < M(z)}n{x+iy: xe€J my(r) <y < My(x)}

={z+iy: z€J, m(z)<y< M(z)}

onde m(z) = max(my(z), ma(x)) e M(z) = min(M;(z), M2(z)). O que implica
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que o primeiro é aberto, conexo e nao vazio. Agora, temos que U; é continua
sobre
{x+iy: ze€J, mi(zx) <y < M(x)},

holomorfa no seu interior, j = 1,2. Além disso U; = U, sobre a curva suave

{z +ip(x,dy) : © € J} que esta contida na interseccao

{z+iy: z€J m(z) <y Mi(z)}n{z+iy: z€J mo(zr) <y < My(x)}.
Assim usando o Lema 1.5.3 concluimos que U; e U; coincidem na interseccao

{z+iy: z€J m(z)<y< M)} n{z+iy: xz€J me(x) <y < My(x)}.
Portanto temos que U; e Uy definem uma funcao holomorfa na uniao

{z+iy: zeJ m(z) <y < M(z)}U{x+iy: x€J, mo(z) <y < My(z)} =

Como foram considerados todos os casos temos que as fungoes U; e Us dao
origem a uma funcao U, que é continua em Z((a,b) X [c1,d3]), holomorfa no seu
interior e u(x,t) = U(Z(x,t)) em (a,b) X [c1,dy]. O

Lema 2.1.3. Suponha que Q2 é um conjunto verticalmente convexo. Sejam Z(x,t)
uma fungdo como em (2.0.1), e L o campo vetorial (2.0.2). Considere u(z,t) €

C%(2) uma solugio de Lu = 0 em . Nestas condiges, se Z(p1) = Z(ps), para
1, P2 € Q, entdao u(p;) = u(ps).

Demonstra¢io. Sejam p; = (zg,t1) € pa = (o, t2). Segue de 2 ser verticalmente
convexo que
r={(xg,t): t; <t <t} CA.

Entao tomamos uma cobertura de r por retangulos em {2
Ry = (a, b) X [Cl,dl], ceey R = (CL,b) X [Cl,dl},

satisfazendo R; N R;4; nao vazio, e tal que para cada j existe uma funcao U;

definida e continua em Z(R;), holomorfa em int{Z(R;)} e satisfazendo
u(z,t) =U; 0 Z(x,t), (x,t) € R;.

A existéncia de tal cobertura vem da discussao feita na introdugao do Capitulo
2, onde foi mostrado que localmente a solucdo u tem a forma 2.0.5. Por r ser
compacto podemos escolher uma cobertura finita. Pelo Lema 2.1.2, as fungoes Uy

e U, dao origem a uma funcao continua definida em Z(R; U Ry), que é holomorfa
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no seu interior. Chamamos R} = R U Ry, e U7 a fungao originada por U; e Us,
assim

uw(z,t) =Uf o Z(x,t), (x,t) € R;.

Agora, R} N R3 é nao vazio. Entdo usamos o mesmo argumento para obter
uma nova fungdo definida e continua em Z(R} U R3), holomorfa interior e tal
que u(z,t) é a composicdo desta com Z(x,t) em R} U R3. Procedemos assim
sucessivamente até o passo [ — 1. Desta forma obtemos que existe uma funcao U

definida e continua em Z(R; U...U R;), holomorfa no interior e tal que
u(z,t) =Uo Z(z,t), (z,t) € RHU...UR,.
Assim, se Z(p1) = Z(p2) entao

u(p1) =U o Z(p1) = U o Z(pa) = u(pz).

como queriamos. O

Agora podemos enunciar o resultado mencionado no inicio da secao, a fatora-

¢ao das solugoes de L. Sua demonstracao é uma aplicacao do Lema 2.1.3.

Teorema 2.1.4. Suponha que 0 é um conjunto verticalmente convero. Sejam
Z(x,t) uma fungio como em (2.0.1), e L o campo vetorial (2.0.2). Considere
u(z,t) € C°Q) uma solugio de Lu = 0 em . Entdo existe uma fungio U

continua em Z()), holomorfa no interior de Z(Q) e tal que
u(z,t) =Uo Z(x,t), (x,t) € Q.

Demonstragio. Seja p € Q e seja z = Z(p) entdo existem uma vizinhanca V), de

p, e uma fungao U, definida e continua em Z(V,) tal que
u(z,t) =U, o0 Z(z,t), (x,t) €V,

Definimos a fun¢do U no ponto z por

Pelo Lema (2.1.3) a fungao U ¢é bem definida em Z(2). Ainda precisamos
mostrar que U, assim definida, é holomorfa em int{Z(2)}.

Seja zp € int{Z(Q)} e seja py = (xo,t0) € Q tal que Z(py) = z9. Temos que
{(z0,t) : t € R}NQ é conexo, entdo {(zo,t) : t € R}NQ =19 x I, onde I é um
intervalo. Considere a funcao ¢,, : I — C, dada por ¢, (t) = ¢(xo,1).
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Se ¢,, for monétona numa vizinhanca de ¢y, entao a fungao U, é holomorfa
em zg. Assim U ¢é holomorfa em 2.

Se ¢, nao for mondétona em nenhuma vizinhanga de ¢y, entao ¢y € um extremo
local da fungao ¢,,. Por zy estar em int{Z(£2)}, o ponto ¢y ndo é extremo absoluto
de ¢,,. Entdo existe ¢ € I tal que ¢,, ¢ mondtona numa vizinhanca de ¢ e
Z(z0,t) = Z(po).

Seja p = (xo,1), a fungio Us é holomorfa em Z(p) = 2z e U(z) = U(z) numa

vizinhanga de zy. Logo U é holomorfa em zj. ]

A seguir apresentamos um exemplo de conjunto nao verticalmente convexo

onde a conclusao do Teorema 2.1.4 ndo é verdade.

Exemplo 2.1.5. Seja 2 C R? o conjunto aberto segundo a Figura (2.1), e seja
Z(x,t) = x + ixt?.

Entdo Z(0,t) = 0, para todo ¢t € R. Temos na figura (2.1) a imagem de

Z(€2), que é um conjunto conexo, porém int{Z(2)} é desconexo, formado por

duas componentes conexas.

Figura 2.1:

~
L &

Conjunto (2 Z(Q)

Definimos a func¢ao

(2.1) Z(x,t), (z,t)elInNQ
u(x,t) =
0, (2,8) € TN, ITTAQ TV AQ

onde [,II,III e IV indicam o primeiro, o segundo, o terceiro e o quarto qua-
drantes. A funcdo u(z,t) é continua em §2. Considere o campo vetorial localmente

integravel

0 Zt(x,t) 0

"ot Zy(z,t)0x
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Entao a funcao u(z,t) é solucao de Lu = 0 no sentido das distribuigoes. De

fato, seja ¢(x,t) uma funcao teste, entao
(L. 6) = (. ~L6) = — [ ue. ) Lo(. o (x,1) =

- /I Z(x,t) Lo (x, t)do (z, 1) = /I LZ(x,t)p(x, t)do(z, 1) = 0.

Mas nao é possivel escrevermos
u(z,t) =Uo Z(x,t), (x,t) € Q.
Se fosse possivel teriamos que

Z(p1) = Z(p2) = u(p1) = u(p2), p1,p2 € .

Mas se tomamos p; = (x1,t1) € INQ e py = (x1,—t1) € IV NQ entdo temos
Z(p1) = Z(p2), enquanto que

U(pl) =T+ iﬂfltl 7é 0= U(pg)

Frisamos que no exemplo o conjunto int{Z(2)} é desconexo. Na se¢ao 2.3
veremos que é possivel mostrar a constancia nas fibras de Z sobre uma classe
de solugoes de L sem assumir () verticalmente convexo, mas assumindo que o

interior da imagem por Z de €) é simplesmente conexo.

2.2 Comportamento na Fronteira

Nesta secao, como na anterior, 2 serd um subconjunto de R? verticalmente
convexo e denotaremos por 2 seu fecho. Sejam Z(x,t) uma fungdo como (2.0.1) e
L o campo vetorial (2.0.2), entdo considere uma funcao u € C°(€2), que é solugio

de Lu = 0 em ). Segundo o Teorema 2.1.4, u se fatora como
u=UoZ, em ()

onde U € C°(Z(Q)), e é holomorfa em int{Z(2)}. O objetivo desta secio é
estender esse resultado para 2, ou seja, mostraremos a existéncia de uma funcao

U € C°(Z(9)), holomorfa no interior do mesmo, tal que
u=UoZ, em Q.

Precisaremos de alguns resultados preliminares, que serao enunciados a seguir.
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As demonstragoes da Proposicao 2.2.1, do Lema 2.2.3 e do Corolario 2.2.4 podem

ser encontradas em [BH1].

Proposicao 2.2.1. Seja L = % + a(a:,t)a% um campo vetorial complezo C1
definido num retangulo (—R, R) X (—R, R). Assuma que u é uma fung¢do continua
em [0, R) x (=R, R) que € solugiao de Lu =0 em (0, R) x (—R, R). Suponha que
a(0,t) = 0. Entao u se estende como solugio continua sobre uma vizinhanga da

origem.
Observacao 2.2.2. A Proposicio 2.2.1 continua vdlida se transladamos a ori-

gem para um ponto py = (xg,ty). Nesse caso a enunciariamos da sequinte forma:

Seja L = % + a(x,t)% um campo vetorial complezo C! definido sobre um
retangulo R centrado em py e com base paralela ao eixo x. Assuma que u € uma
funcdo que satisfaz Lu = 0 sobre a parte de R da direita da reta v = xg, € €
continua até x = xy. Suponha que a(xo,t) = 0 numa vizinhanga de ty. Entio u

se estende como solucao continua sobre uma vizinhanga de pg.

A demonstragdo, neste caso, seque interamente igual a feita em [BHI].

Lema 2.2.3. Sejam ¢(t) : [a,b] — R uma fungio C*, e v(t) : [a,b] — R uma

fungio continua. Assuma que:
(i) se ' (t) =0 em [r,s] C [a,b] entdo v(r) = v(s);
(i) se ' (r)y'(s) # 0 e ¥(r) = ¢(s) entdo v(r) = v(s), r,s € (a,b);
(iii) (a) = (b).
Entdo v(a) = v(b).

Coroléario 2.2.4. Sejam (t) : [a,b] — R uma fun¢io C*, e v(t) : [a,b] — R uma

fungio continua e seja M = suptp(t) e m = inf(t). Assuma que:
(i) se ' (t) = 0 em [r,s] C [a,b] entdo v(r) = v(s);
(i) se ()Y (s) # 0 em < (r) = 9(s) < M entdo v(r) = v(s), r,s € (a,b);
(iii) (a) = 1) (b)
Entdo v(a) = v(b).

Segundo o Lema 2.1.3 da secio anterior, uma funcao u € C°(2) que é solugio
de Lu = 0 em (2, é constante nas fibras de Z em 2. Provaremos no Lema abaixo

que quando u € C°() a constancia nas fibras acontece no fecho.
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Lema 2.2.5. Suponha que Q0 é um conjunto verticalmente convexo. Sejam Z(x,t)
uma fungdo como em (2.0.1), e L o campo vetorial (2.0.2). Considere uma fungdo
u(z,t) € C°Q) que é solugio de Lu = 0 em €. Nestas condigoes, se Z(py) =
Z(p2) para p1,p2 € Q, entdo u(py) = u(ps).

Demonstragio. Sejam p; = (xg,t1) e pa = (zg,t2) em Q com Z(p;) = Z(ps).
Assumiremos que t; < ts.

O conjunto €2 é verticalmente convexo, entdo seu fecho ) também possui essa
propriedade. Sendo assim o conjunto {(xg,t) : t; <t < t,} estd contido em €.

Dividiremos a demonstracdo em dois casos.

Caso 1: Quando {(xo,t): t; <t <t} C .

Se p; e py sdo pontos interiores entao ja sabemos que o resultado é verdade,
mas essa hipdtese esta inclusa no Caso 1. Também pode acontecer de um dos dois
pontos, ou os dois serem pontos da fronteira, nao trataremos de forma separada
essas condigbes. Suponha que u(z,t) e ¢(x,t) sao fungdes reais, entdo definimos
as fungoes (t), v(t) : [t1,t2] — R por

P(t) -t P(t) = (w0, 1),

v(t) st = v(t) = u(xg, t),

mostraremos que ¥ (t) e v(t) satisfazem as condigdes (i) e (i) do Lema 2.2.3, a
condigao (iii) vem de Z(py) = Z(ps). Pelo modo com que foram definidas, v(t) é
continua e 1 (t) é suave.

Se ¢'(t) =

Aplicando o Teorema 2.1.4, temos que v(t) é constante em (r,s). Entdo, pela

0 no intervalo [r,s] C [t1,ts], entdo 1(t) é constante em [r, s|.

continuidade de v(t), temos v(r) = v(s). Assim a condigao (i) estd satisfeita.

Para (ii) basta observarmos que como {(zg,t) : t; <t < ty} C ) temos
r,s € (t1,t2) = (xo,7), (70, 5) € Q,
entao usando o Teorema 2.1.4, obtemos
o(xo,7) = @(x0,5) = u(xg, 1) = u(T0, 5),

ou seja,
U(r) = (s) = v(r) = v(s).

portanto (i7) também é satisfeita. Assim, segue do Lema 2.2.3 que v(t1) = v(t2).
Entao u(p;) = u(pz), neste caso. Em geral, u(z,t) e ¢(x,t) sdo fungdes comple-

xas, entao usamos o Lema 2.2.3 nas partes real e imagindria de ¥ (t) e v(t).
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Caso 2: Quando {(zo,t) : t; <t <t} ndo estd totalmente contido em €.

Neste caso uma parte da fronteira é um segmento que contém p; ou ps, ou
ainda {(zo,t); t1 <t <t} C 0. Assumiremos que a fronteira limita €2 pelo lado
esquerdo.

Considere as fungoes ¥ (t) e v(t) definidas no Caso 1. Agora mostraremos que
(t) e v(t) satisfazem as condigoes do Corolario 2.2.4. Comegaremos mostrando

(i), considere pontos (xg,7) € (xg,s), onde t; < r < s < ty, tal que

!/

Y (r) = @i(wo,7) # 0, 1/’/(3) = (o, 8) # 0,
m <Y(r) =A=19(s) <M,

onde

M = sup ¥(t) = sup @(xo,t), m= 1inf ¢(t)= inf o(xo,t).

t1<t<ts t1<t<ts tiststz tisistz

Pelo Teorema da Fungao Implicita existem fungoes suaves r(z) e s(x) e tam-

bém um nimero € > 0, de forma que os graficos
{(z,r(z)) : o <z <mo+€}, {(x,8(x)): To <x <209+ €}
que passam por (xo,7), (o, s), respectivamente, cruzam 02 transversalmente e
o(z,r(x)) = p(x,s8(x)) = A, 29 < <20 + €.

Entao, segue do Teorema 2.1.4 que u(z,r(z)) = u(z,s(x)) para ro < = <

xo + €. Fazendo x \ zy, obtemos
U(.Toff’) = U($0, S>7

entao v(r) = v(s). Se a fronteira limita Q pela direita entdo de forma analoga
provamos que v(r) = v(s).
Agora mostraremos o item (7). Suponha que ¥'(t) = 0 em [r,s] C [t1,ta].

Relembrando, o campo vetorial L é

0t 1+ ip(n,t) 0x
chamamos .
a(z,t) = i, 1)
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logo
4 (l‘o, t)

)=

como ' (t) = @y(20,t) temos a(zo,t) = 0 em [r, s]. Logo estamos nas condicoes
da Proposicao 2.2.1, entdo para cada ty € (r, s) temos que u(x,t) se estende como
solugao continua sobre uma vizinhanga de (zo, to).

Como estamos supondo que ¢’ (t) = 0 em [r, s], a funcao ¥ (t) = @(zo,t) é
constante em [r, s]. Entao aplicando o Teorema 2.1.4, temos que u(z, t) é constante
sobre os pontos (g, t) pertencentes a uma vizinhanga de ty. Como a unido destas
vizinhangas cobre {(zo,t),t € (r,s)}, concluimos que wu(zg,t) é constante em
(r,s). Disto, u(zg,7) = u(zg,s). Entao v(r) = v(s). Assim a condigao (7) estd
provada.

Enfim, segue do Corolério 2.2.4 que v(t;) = v(t2), ou seja, u(p;) = u(pe). O

O proximo resultado generaliza o Teorema 2.1.4. Se supomos que a solugao u é
continua em €2 entdo como aplicacdo do Lema 2.2.5 podemos estender a fatoracao

de u para o fecho.

Teorema 2.2.6. Suponha que 2 é um conjunto verticalmente convexo. Sejam
Z(x,t) uma fungao como em (2.0.1), e L o campo vetorial (2.0.2). Considere

u(x,t) € C°(Q) solugio de Lu = 0 em Q. Entdo existe uma funcio U definida e

continua em Z(S)), holomorfa no interior de Z(Q2) e tal que
u(x,t) = Uo Z(z,t), (z,t) € Q. (2.2.1)

Demonstragao. Ja sabemos que u = U o Z em (2, onde U é uma func¢ao continua
em Z(£2) que é holomorfa no interior. Se p é um ponto da fronteira entao tomamos

um sequéncia (p;) C €2 tal que p; — p. Entao

U(Z(p;)) = u(p;),

pela continuidade de u(x,t) temos

U(Z(p;)) — u(p),

entao definimos a fun¢ao U no ponto Z(p) por

Pelo Lema 2.2.5, a fungao U fica bem definida em Z(9Q). O

Em conjuntos nao verticalmente convexos nao sera possivel garantir uma fa-
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toragao como (2.2.1). Na secao 2.5 é feito um estudo pontual deste problema.

2.3 Solucoes Continuas em Conjuntos mais Ge-
rais

Nesta sec¢ao consideramos um conjunto aberto e conexo €2 possivelmente nao
verticalmente convexo. Nosso objetivo sera encontrar condi¢ées que nos permitam
mostrar a constancia das solugoes continuas de Lu = 0 nas fibras de Z(z,t) sobre
Q). Para isso usaremos a Teoria de Continuagdo Analitica.

Considere a fungao

Z(x,t) =z +ip(z,t), (2.3.1)

onde o(z,t) : R — R é uma fungdo analitica real. Seja L o campo vetorial
(2.0.2). Analisaremos o caso em que ¢ nao depende de ¢. Neste caso o conjunto

Z(€2) ¢ um grafico de funcao de z,
Z2(Q) =A{z +ip(r) : (2,t) € Qf,

e L=20/0t.
Seja v uma solucao continua de L. Dado p € 2, existem um retangulo R =

(a,b) x (c,d) centrado em p, e uma fungao continua U de forma que
u(e,t) = U(Z(x,1)), (5,1) € R,

entao
u(z,t) =U(z +ip(x)), = € (a,b).

A solugao u nao depende de t, logo Z(p1) = Z(p2) implica que u(p;) = u(ps).
Portanto neste caso temos a fatoragao (2.0.3) em €2. O caso ¢ dependendo apenas
de x é equivalente ao caso int{Z ()} vazio. Portanto quando int{Z ()} é vazio a
fatoragao (2.0.3) das solugoes continuas de L é sempre possivel. Assim, o estudo
da fatoragao ¢ interessante quando int{Z(Q2)} é nao vazio.

No Exemplo 2.1.5 temos um conjunto {2 e uma fungio Z tais que int{Z(Q2)}
é desconexo, e foi mostrada a existéncia de uma solugdo continua do campo
vetorial (2.0.2) que ndo possui a fatoragdo desejada. Para mostrar a fatoragao
vamos assumir que int{Z ()} é conexo.

Mostraremos a seguir que como consequéncia de int{Z(£2)} ser conexo, o
conjunto int{Z(R)} também é conexo, para R C € retangulo. Isto é importante
porque assim o limite dos polindémios em Z, que aproximam uma solucao de

Lu = 0, é uma funcao holomorfa definida em um aberto conexo, ou seja, ‘um
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elemento de fungao’.

Lema 2.3.1. Seja R = (a,b) x (¢,d) um retangulo contido em Q, e seja Z(x,t)
uma fungao como em (2.3.1). Suponha que int{Z(2)} é conexo e nao vazio entio
int{Z(R)} € conexo.

Demonstracao. Podemos escrever
int{Z(R)} ={x+iy: a<x<b mx)<y<M(x)},

onde

m(xz) = inf @(z,t), M(x)= sup ¢(z,t), a <z <b.
c<t<d e<t<d

Suponha que exista o € (a,b), tal que m(xg) = M(zo). Entao ¢(xg,t) é
constante para ¢ < t < d. Como ¢(z,t) é analitica real, a fungdo que fixa z,
t — @(xg,t), também é analitica real. Logo ¢(zo,t) deve ser constante para todo
t € R. Neste caso,

{(z,t) e it {Z(Q)} : z<wzo} e {(x,t) €eint{Z(N)}: x>z}

seria uma cis@o nao trivial de int {Z(Q2)}.
Logo, m(z) < M(z) para todo = € (a,b). O que implica que int{Z(R)} é

conexo. O

Observacao 2.3.2. Seja Z(x,t) uma fungio como em (2.3.1), e L o campo
vetorial (2.0.2). Suponha que int{Z(Q2)} é conezxo e ndo vazio. Considere u(x,t)
uma func¢do continua em ), que € solugio homogénea de L. FEntao, para cada
p € Q existem um retangulo R centrado em p, com base paralela ao eixo x, e
uma fungio U definida e continua em Z(R), que é holomorfa no aberto conexo

int{Z(R)}, e satisfaz:
u(z,t) =Uo Z(x,t), (x,t) € R, (2.3.2)

O par (U, int{Z(R)}) é um elemento de fun¢io em Z(S2).

O lema que enunciaremos a seguir ¢ muito parecido com o Lema 2.1.2 da Secao
2.1. A demonstragao apresentada na Sec¢ao 2.1 poderia ser adaptada aqui, porém
apresentaremos uma versao mais simples, que depende das hipdteses: ¢(z,1)
analitica real e int{Z(Q)} conexo.

O relevente para nos é que segue do Lema 2.3.3 e de seu Corolario, o qual esta
enunciado em seguida, que dois elementos de fun¢ao nas condi¢oes da Observacao
2.3.2 sdo uma continuacao analitica direta um do outro, quando seus dominios

vem de retangulos com intersec¢ao nao vazia.
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Lema 2.3.3. Sejam u(z,t) uma fungao continua em Q e Z(x,t) uma fungao
como em (2.3.1). Suponha que int{Z(Q2)} € conexo e ndo vazio. Considere o0s
retingulos Ry = (a,b) x (c1,dy) e Ry = (a,b) X (ca,d2) contidos em Q, tal que a
interseccao R1N Ry € ndo vazia. E, suponha que existam funcoes Uy e Uy definidas

em Z(Ry) e Z(Rs), respectivamente, holomorfas nos interiores e satisfazendo:
u(z,t) =U; 0 Z(x,t), (z,t) € Ry, 1 =1,2.

Entao Uy = Uy na intersecgao int{Z(Ry)} Nint{Z(Ry)}.

Demonstragdo. A interseccao R N Ry é um retangulo aberto com base paralela
ao eixo z em €. Sendo assim, o conjunto int {Z(R; N Rs)} é conexo e ndo vazio.

Ja sabemos que U; = Uy em Z(R; N Ry), e vale a inclusao
int{Z(RiNRy)} Cint{Z(Ry)} Nint {Z(R2)}.

Como U; e U, sao fungoes holomorfas para provarmos o lema basta mostrar-

mos que o conjunto int{Z(R;)} Nint{Z(Rs)} é conexo. Temos
int{Z(R1)} Nint {Z(Ry)} =
{z+iy: a<z<bemi(z)<y< M(z)}n{x+iy: a<z<bems(r)<y< M(z)},

onde

Mi(z) = sup o(z,t), mi(z)= inf o(z,1),

c1<t<dy c1<t<di

My(z) = sup @(x,t), mo(x) = inf o(z,t).

co<t<dso c2<t<ds

Note que, para (z,t) € Ry N Ry temos ma(z) < ¢(x,t) < Mi(x) e my(z) <
o(x,t) < My(z). Por ¢(x,t) ser analitica real, para todo = € (a,b)

me(z) < Mi(z) e my(z) < My(z).
Segue que podemos escrever
int{Z(Ry)} Nint{Z(R2)} ={z+1iy: a<zx<bem(z)<y< M(z)},

onde m(x) = max(mq(z), ma(z)) e M(x) = min(M;(z), Ma(x)). Entao int {Z(R1) }N

int {Z(R3)} é conexo e disto segue o resultado. O

Corolario 2.3.4. Sejam u(x,t) uma fungao continua em 2, e Z(x,t) uma fungao
como em (2.3.1). Suponha que int{ Z(2)} € conexo e nao vazio. Considere retan-

gulos Ry e Ry em 2, ambos com base paralela ao eixo x, e tal que a interseccao
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Ry N Ry € nao vazia. Suponha que existem fungoes Uy e Uy definidas em Z(Ry)

e Z(Ry), respectivamente, holomorfas nos interiores e satisfazendo:
uw(z,t) =U; 0 Z(x,t), (z,t) € Ry, i =1,2.

Entao Uy = Uy na intersecgao int {Z(Ry)} Nint {Z(Ry)}.

Demonstragio. Sejam p; = (x1,t1) € Ry e py = (22,12) € Ry com Z(p1) = Z(p2).
Entao, 1 = z9. Podemos tomar novos retangulos R, C Ry, e Ry, C Ry, com
p1 € Ry e Py € RQ, de forma que Ry e fig possuem mesma base, e RN fig é nao
vazio.

Os retangulos R; e Ry estdo nas condicdes do Lema 2.3.3, logo

Ui(Z(p1)) = U2(Z(p2)),

como queriamos.

]

Observacao 2.3.5. Nas condicoes do Coroldario 2.3.4, temos que os elementos
de fungao (Uy, int{Z(R1)}) e (Us,int{Z(R2)}) sdo continuagio analitica direta

um do outro.

Fixada uma fungdo u € C°(Q) solucio de Lu = 0, seguindo a Observagao
2.3.2 obtemos uma colecao de elementos de funcao, onde cada elemento satisfaz
a condigao (2.3.2). No proximo resultado mostraremos que dois a dois esses
elementos de funcao sdo continuacao analitica. Isto implica que os elementos de

fungao que satisfazem a condicao (2.3.2) formam uma ‘fungao analitica global

Lema 2.3.6. Sejam u(x,t) uma fungao continua em 2 e Z(x,t) fungio suave
como em (2.3.1). Suponha que int{Z(2)} € conexo e nao vazio. Sejam R; e
Ry retangulos abertos em £ com base paralela ao eixo x, e suponha que existem
fungoes Uy e Uy definidas em Z(Ry) e Z(Ry), respectivamente, holomorfas nos

interiores e satisfazendo:
u(z,t) =U; 0 Z(x,t), (x,t) € Ry, i=1,2.

Nestas condigoes, se u(x,t) for solugio de Lu = 0, onde L é o campo vetorial
(2.0.2), entao os elementos de func¢io (Uy, int{Z(R1)}) e (Ua, int{Z(R2)}) sdo

continuacdao analitica um do outro.

Demonstracao. Fixamos pontos p; € Ry e ps € Ry. Entao tomamos um caminho

7 [a, 0] — Q, onde y(a) = p1 e ¥(b) = po.
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Segundo a Observacao 2.3.2, para cada p = ~(t) existem um retangulo @

centrado em p, e uma fungdo U holomorfa em int{Z(Q)} tal que
u(z,t) =U(Z(x,t)), (x,t) € Q.

Entao escolhemos uma colegao finita destes retangulos @1, @2, ..., @, co-

brindo o caminho v(t), que satisfaz:

Qi=R, Q=R eQ;NQj1 #0, 1 <j<I—1

Segue do Lema 2.3.4 que (U, int{Z(Q;)}) e (Ujt1,nt{Z(Q;+1)}) sdo continu-
acao analitica direta um do outro, para j = 1,...,l — 1. Logo temos a conclusao
do lema.

m

Seja u € C°(Q2) uma solugdao de Lu = 0 em 2. Definimos a cole¢ao
C ={(Ugr,int{Z(R)}): R C Q retdngulo, e u =Ugo Z, em R}, (2.3.3)

A colegao C é formada por elementos de fun¢io em Z(f2), e seus elementos
sao continuacao analitica um do outro. Entao C gera uma funcao analitica global
em Z(f2). O conjunto base de C é um subconjunto de Z(2) (veja defini¢ao de
conjunto base em Definigao 1.1.3).

Nem sempre o conjunto base serd int{Z(£2)}, como mostra o exemplo a seguir.
No exemplo também apresentaremos uma solugao continua de Lu = 0 que nao é

constante nas fibras de Z sobre ().

Exemplo 2.3.7. Considere €2 o conjunto segundo a Figura 2.2. Fixamos os

pontos
b1 = (17t1>7 P2 = (17t2) - Q

Seja ¢(t) : R — R dada por
p(t) = t(t — t2)*(t — 11)?,
Na Figura (2.2) temos o grafico de ¢(t). Entao seja
Z(x,t) =z +1ip(t),

o campo vetorial (2.0.2) associado a Z(z,t) é

N
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Figura 2.2:

________

to ty

Conjunto 2 Gréfico de ¢(t)

Neste caso o conjunto €2 nao é verticalmente convexo. Aplicando Z na parte
de ) contida no primeiro quadrante obtemos que esta é dobrada na reta t = ty,
e levada sobre um retangulo do primeiro quadrante do plano complexo. E a reta
t =t é aplicada sobre o eixo real.

Enquanto que aplicando Z na parte de €2 contida no quarto quadrante obtemos
que esta é dobrada em t = t,, e levada sobre um retangulo do quarto quadrante
do plano complexo. A reta t =ty é aplicada sobre o eixo real.

O conjunto Z(2) é um retangulo. Sejam

Sy ={(z,t1): =0}, So={(x,t3): x>0}

Figura 2.3:

________

Conjunto Q \ {S; U Sy} Conjunto Z(Q\ {51 U Ss})
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Entao o conjunto Z(Q\ {S1US2}) é um retdngulo retirando um segmento que

corresponde a (x,0) com x > 0, como podemos ver na figura 2.3. Logo,

Assim existe um ramo da raiz quadrada que é bem definido neste conjunto.
Considere a func¢ao u(z,t) definida em Q \ {S; U Sy} por

u(z,t) =/ Z(x,t).

Observe que, se (z,t1) € Sy entdo quando t — ¢y e t # t; temos Z(z,t) — x
por pontos do semiplano y > 0. E se (z,t3) € Sy entdo quando t — ty e t # to
temos Z(x,t) — x por pontos do semiplano y < 0.

Portanto podemos estender a funcao u(x,t) continuamente para 2, fazendo:

u(z,ty) = lim /Z(x, ),

A fungao u(z,t) é a composigdo de uma func¢do holomorfa com Z(x,t) em
Q\{S1US,}, entdo é solugao de L neste conjunto. Sendo assim pela continuidade
de u(z,t) em Q, temos Lu =0 em €.

No entanto quando z > 0 temos Z(z,t;) = Z(x,t3) = x, enquanto que
u(z,ty) = u(z,t1) + i27. Em particular u(p;) # u(pz).

Neste exemplo o conjunto base da fungao analitica global definida por (2.3.3)

Q\ {5 U S} # Q.

Temos
u(z,t) =Uo Z(x,t), (x,t) € Q\{S1US:},

onde U é um ramo da raiz quadrada. Porém, como foi mostrado, nao é possivel

obtermos uma fatoragdo do mesmo tipo no conjunto €2 inicial.

Agora dados um conjunto €2 e uma fungao Z(z,t) segundo as condigoes descri-
tas no inicio da Sec¢ao, vamos determinar o conjunto base de uma funcao analitica
global dada por (2.3.3). O conjunto base neste caso nao depende da solugao u,
depende apenas de €2 e de .

Seja xg € R, se {(zg,t) : t € R} N é ndo vazio, entao a funcao t — ¢(xg, t)
nao é constante, e assume valores de maximo e minimo locais em pontos isolados

de €.
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Considere o conjunto
Coo = {(70,t') € Q: t' é extremo local de t — ¢(xo,t)}.

Suponha que (z9,t') € C,,, mas existe py = (xq,t) € 2\ Cy, tal que Z(pg) =
Z(xp,t'). Como py nao é extremo local existe um elemento de fungdo na colegao
(2.3.3), cujo ponto zy = Z(pg) pertence ao seu dominio. Logo, zg estd no conjunto
base de C.

Agora defina o conjunto
Cro = {(20,1) € Coy = V(20,t") € Q, (@0, t") = p(0,1') = (20,1") € Cyp }-

Entao seja

Q,=0\{U C,} (2.3.4)

zo€ER
desta forma a fungdo analitica global dada por (2.3.3) esta definida em Z(£2,)

como funcao de multiplos valores.

Observacao 2.3.8. O conjunto Z(S),) é aberto. De fato, seja po = (zo,t0) € Qz,
no caso em que ty nao € ponto extremo de t — p(xo,t), o ponto Z(py) € interior
de Z(Sz).

Caso contrdrio, se py € ponto extremo de t — @(xo,t), entao existe ¢ € y
tal que Z(q) = Z(p) e q nao é extremo. Entao também neste caso, Z(p) é ponto
interior de Z(Sz).

Como consequéncia, Z(S2) € aberto quando Q2 = §2,. Mas nao vale a reciproca,
no Ezemplo 2.3.7 temos Z(S)) aberto e 2 # €.

Sabemos que o conjunto {2, é o conjunto base para as fun¢oes analiticas globais
obtidas pela cole¢ao C, dada em (2.3.3). Para conjuntos simplesmente conexos o
Teorema de Monodromia (veja Teorema 1.2.5) é uma ferramenta, que nos permite
identificar se uma fun¢do de multiplos valores é uma func¢ao no sentido usual.

Dada uma solugao continua de Lu = 0, através da teoria desenvolvida até esse

momento temos uma fungao analitica global U tal que localmente escrevemos
u=UoZ, (Uz) € U.

Precisamos mostrar a existéncia de uma fungao U em Z(£2) que torne vélida a
igualdade acima em €2,. Neste contexto, a demonstragao de nosso resultado mais
expressivo sera uma aplicagdo do Teorema de Monodromia a teoria que temos

desenvolvido. Podemos enuncia-lo como segue.
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Teorema 2.3.9. Seja Z(x,t) = x +ip(z,t), onde p(z,t) € uma fun¢io analitica

real e seja L o campo wvetorial (2.0.2). Suponha que Q = 2, onde ), estd

2
definido em (2.3.4), suponha também que Z(S2) é simplesmente conexo. Dada
u(z,t) uma solugao continua de Lu = 0 em 2, consideramos a func¢ao analitica
global U que localmente satisfaz u(x,t) = Uo Z(x,1).

Ainda, assuma que cada germe (U, z) pertencente a U pode ser continuado ao
longo de toda curva 7 : [a,b] — Z(82), com v(a) = z.

Entao sob essas hipoteses, se Z(p1) = Z(p2) para p1,ps € , entdo u(py) =
u(ps). Consequentemente, temos u(z,t) = U o Z(x,t) em Q.

Demonstragdio. Seja

z=Z(p) = Z(p2) € Z(Q2),

vamos considerar os germes (U, z) e (Us, ) pertencentes a funcao analitica global
U, que sdo determinados por elementos de fungoes (U, G1) e (U, Go), satisfa-
zendo:

w(z,t) =U; 0 Z(x,t), (x,t) €V

onde V; sao abertos em €2, ¢ =1, 2.

Entao tomamos uma cadeia de continuac¢oes analiticas diretas entre os ele-
mentos de funcdo (U, Gy) e (Uz, G3). Segundo a Observagao 1.2.4, uma cadeia
de continuagoes analiticas diretas gera uma curva 7 : [a,b] — Z(2), que é fechada
em z. O levantamento da curva 7 para a superficie de Riemann &(U), com germe
inicial (Uy, 2), tem (Us, z) como germe final.

Como estamos supondo que Z(€2) é simplesmente conexo, a curva fechada
~ é homotodpica ao ponto z em Z(£2). Olhamos o ponto z como uma curva em
Z(92). Entao o levantamento de z para &(U) possui germes inicial e final iguais,
(Uy, z). Assim, segue do Teorema de Monodromia (veja Teorema 1.2.5) que as
continuagoes ao longo das curvas 7 e z com inicio em (Uj, z) tem mesmo germe

final. O que implica na igualdade (Uy, z) = (Us, 2), e entdao segue que

u(p1) = U(z) = U(z) = u(p2).

Assim temos a constancia nas fibras de Z sobre (). Portanto, a funcao analitica

global U na verdade é uma funcao no sentido usual. O]

A seguir apresentaremos um exemplo em que o conjunto Z(§2,) nao ¢é sim-
plesmente conexo, e existe uma solugdo continua de Lu = 0 que nao é constante
nas fibras de Z sobre {1,. O que mostra que nao vale a conclusao do Teorema

2.3.9 quando nao temos a hipétese Z(€2,) simplesmente conexo.
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Exemplo 2.3.10. Seja L o campo vetorial 2.0.2, com integral primeira Z(z,t) =
x + ip(t), onde
p(t) = (t —t1)*(t — ta)(t — ta)*,

ety < ty < t3. Considere () o conjunto segundo a Figura 2.4.
Associada a qualquer solucao continua de Lu = 0 temos uma cole¢ao C, que
¢ definida em (2.3.3). A fungao t — ¢(t) possui ponto de méaximo local em ¢; e

minimo local em 3. Em ¢5 a fungao ¢(t) é localmente bijecao, temos

p(t1) = p(ta) = p(t3) = 0.

Além disso, se p(t) = 0 entdo t = ¢, t = ty ou t = t3. Observe pela defini¢ao
de Q, que (z,t3) ¢ Q quando —1 < x < 1. Entdo nenhum dominio da colegao C
intercepta {(z,0): —1 <z < 1}.

A imagem de Q2 por Z é um retangulo, logo int{Z(2)} é simplesmente conexo.
Mas o conjunto Z(£2,) ndo é simplesmente conexo (veja figura 2.5), onde €2, esta
definido em (2.3.4).

Figura 2.4:

| o t3 |

et b

- - ONVEE

| ot |

TTTTEEEEEEEEEE ' onde (0,t) € 99
Conjunto €2 Gréfico de ¢(t)

A seguir definiremos uma funcao continua que é solucao de Lu = 0 em (2, e
tal que nao existe uma funcao U que torne valida a igualdade

u(z,t) =Uo Z(x,t), (x,t)€Q,.

Note que para todo retdngulo R C €, o conjunto int{Z(R)} nao contém

um segmento passando pela origem. Assim existem ramos da raiz quadrada

definidos em int{Z(R)}. Os pares (fr(z),int{Z(R)}), onde fr(z) é um ramo da
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Figura 2.5:

_________________________________

Conjunto 2, Conjunto Z(f2,)

raiz quadrada sdo elementos de fungdo em Z(£2,). Assim tomamos uma colegao

C* ={(fr(2),int{Z(R)}), onde R C Q retangulo, e (x) ¢ valido}

(%) se Ry N Ry é nao vazio entdo fi(z) = fo(2) em int{Z(R;)} Nint{Z(Rz)}.

Entéao para (fr(z),int{Z(R)}) € C* definimos
u(z,t) = fr(Z(z,t)), (x,t) € R,

a funcdo wu(z,t) é bem definida e continua em §2,. Pelo limite a estendemos
continuamente para €2, como foi feito no Exemplo 2.3.7.
Tal fungao u(x,t) satisfaz Lu = 0 em ). Mas a fungao analitica global gerada

pela raiz quadrada nao é uma funcao a valores singulares no conjunto Z(€2,).
Observagao 2.3.11. FEntre as hipotese do Teorema 2.5.9 temos:

Cada germe (U, z) pertencente a func¢io analitica global U pode ser conti-

nuado ao longo de toda curva 7y : [a,b] — Z(Q2), com y(a) = z.

Precisamos desta condi¢do para usarmos o Teorema de Monodromia. Na secao

2.4 veja um exemplo onde tal condi¢cdo nao ocorre.



Capitulo 2 - Solugoes Continuas de Campos Vet. Loc. Integraveis 43

2.4 Exemplo de Funcao Analitica Global com
Ponto Singular em Z((2)

Apresentaremos aqui um exemplo de funcao analitica global que nao é conti-

nuavel ao longo de todas as curvas contidas em seu conjunto base.

Exemplo 2.4.1. O conjunto €) serd o conjunto aberto limitado a esquerda pela
curva x = —3t2. Considere a funcio Z(x,t) = z+ip(z,t), onde ¢(z,t) = t(z+1?).

Entao observe que:
Quando z > 0, a fungao t — ¢(x,t) é uma bijecao;

Quando = < 0, o polindmio t(x + t?) possui trés raizes reais, 0, —/—x e

J=T.

Na figura 2.6 temos os grafico da funcao ¢t — @(z,t), considerando os dois

Casos.
Figura 2.6:

o(x,t) p(z,t)

Assim, Z(x,t) é localmente bijecao em €. Pois, para z < 0 temos ¢(z,t) =0
se, e somente se, v = —3t2.

Se consideramos Q2 = QT UQ ™, onde QT =QN{t >0} e Q =QnN{t <0}
As imagens de QT e Q7 por Z se transpassam, de forma que Z(Q2) é o plano
complexo furado, C\ {0}.

Seja L o campo vetorial (2.0.2). Para todo retangulo R C 2, o conjunto Z(R)
nao contém um segmento passando pela origem. Seja Ry C €2 retangulo aberto,
definimos

u(z,t) = Ug(Z(x,t)), (z,t) € Ro
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Figura 2.7:

T = —3t* Qr

onde Uy é um ramo da raiz quadrada definido em Rj. Fixado o elemento de
fungao (Up, Z(Ry)), podemos cobrir € por retangulos abertos, e escolher ramos

do logaritmo na imagem por Z de cada retangulo satisfazendo:
e Se Ry N Ry é nao vazio entdo U;(z) = Us(z) na intersecgdo Z(Ry1) N Z(Ry);
e Todo par (Ug, Z(R)) ¢é continuacao analitica de (Uy, Z(Ry)).
Desta forma, a funcao
u(z,t) =Ugo Z(x,t), (z,t) € R,

¢ bem definida em Q e satisfaz Lu = 0. Os elementos de funcao (Ug, Z(R))

formam uma funcao analitica global U em Z(£2).

Figura 2.8:

Agora seja (g = (z,t) com t < 0, um ponto na fronteira de €, e seja ¢ o circulo

de centro 0 e raio |Z({p)|. Entdo considere um elemento de fungao (Ugr, Z(R)),
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com zg = (—|Z(()|,0) € Z(R) e R C Q. Assim o elemento (Ug, R) nao possui
continuagao analitica de U ao longo de ¢, pois a continuagao cessa de ser definida
em Z((p).

Neste exemplo embora os dominios dos elementos de funcao da colecao C,
definida em (2.3.3), cubram o conjunto Z(€2), a funcao analitica global U nao é

continuével ao longo de todas as curvas de Z(f).

2.5 Comportamento na Fronteira

Nesta secao €2 denotard um subconjunto aberto simplesmente conexo de R?
cuja fronteira é uma curva de Jordan analitica real. Considere novamente uma

funcio Z(z,t) definida em R? da forma
Z(x,t) =z +ip(x,t), (2.5.1)

onde ¢(z,t) é uma funcdo analitica real. Considere também o campo vetorial

definido em €2 por:

a . Sot(xa t) a
== —f—— 2.5.2
ot 1+ ipz(x,t) 0x ( )
Seja u(x,t) uma fungio continua em Q que satisfaz
u="UoZ, emQ, onde U € C*(Z(Q)) NH(int{Z(Q)}), (2.5.3)

onde H(X) representa o conjunto das fun¢ées holomorfas em X. A fungao u(z,t)
é solucao homogénea de L em {2, e segue diretamente de sua representacao que
u(z,t) é constante nas fibras de Z sobre €, ou seja, Z(p1) = Z(p2) implica que
u(p1) = u(p2) para pi,p; € L.

Para uma func¢do u(x,t) como acima, nds analizaremos sob quais condi¢oes
a constancia nas fibras de Z se dé no fecho de ). Entao para determinar em
quais situagoes py,py € 02 com Z(p1) = Z(p2), implica que u(p;) = u(ps), noés
vamos determinar quando é possivel encontrar sequéncias (p;) e (¢;) em €, onde

p; = D1, g = p2e Z(pj) = Z(q;j), 7 =1,2,.... Nessas condi¢oes

u(p;) = U(Z(p;)) = U(Z(g5)) = ulgy),

entdo fazendo j — oo obtemos u(p;) = u(p2).
Sejam py, py € 0N2 satisfazendo Z(p;) = Z(p,). Entao as seguintes afirmagoes

sao equivalentes

(I) Existem sequéncias (p;), (g;) C £, onde p; — p1, ¢; —= p2 € Z(p;) = Z(q;),
j=1,2,....
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(IT) Para quaisquer duas vizinhangas V; de p; e V5 de py, 0 conjunto Z (V3NN
Z(VoN ) é nao vazio.

Vamos mostrar que (I) implica (II). Sejam V} vizinhanca de p; e V5 vizinhanga

de po, entao existe jy tal que
p; € QANVi, ¢ € QN Vy, para j > jo.
Como Z(p;) = Z(q;) temos
Z(pj) € ZVinQ)NZ(Van), j> jo.

Logo a interseccao é nao vazia.
Agora, (IT) implica (I). Sejam Bi/;(p1) a bola de centro p; e raio %, e By/;(p2)
a bola de centro p, e raio % Entao existe z € Z(By;(p1) N Q) N Z(B1/;(p2) N Q).
Assim
z = Z(p;), onde p; € By/j(p1) N,

2z = Z(q;), onde q; € By/j(p2) N Q.

Fazendo j = 1,2,... obtemos sequéncias (p;) e (¢;) em €, onde p; — py,
¢; — p2 quando j — oo, e Z(p;) = Z(g;). Assim a equivaléncia esta provada.

Antes de comecarmos os casos de fronteira, temos no lema abaixo o caso em

que um ponto interior e outro na fronteira possuem mesma imagem por Z.

Lema 2.5.1. Sejam Z(x,t) uma fungao como em (2.5.1), e u(x,t) uma fungao
continua em Q tal que u(z,t) = U o Z(x,t), (x,t) € Q, onde U é uma fungio
continua em Z(S2), e holomorfa no interior. Neste caso, se os pontos p; € € e

pa € 08) satisfazem Z(p1) = Z(p2), entdao u(py) = u(ps).

Demonstragio. Seja uma sequéncia (p;) C 2 tal que p; — ps. Logo, u(p;) —
u(p2). Por outro lado, temos Z(p;) — Z(p2) = Z(p1). Entao, usando a continui-
dade de U em Z(€2) temos

u(pj) = U o Z(p;) = Uo Z(p1) = u(p1).

Assim pela unicidade do limite, u(p;) = u(ps). ]

Assumiremos que a fronteira de () é parametrizada pela curva v : I C R —
R?, dada por v(s) = (z(s),#(s)), onde v é uma curva de Jordan analitica real.
Considere os pontos p; = 7(s1), para algum s; € I, e po = 7(s2), para algum

s € I, assim consideramos as condigoes:
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V(p1)7'(s1) # 0 (E1)
Vo(p2) 7' (s2) # 0
Vo)A (s1) = 0 } (E2)
Vo(p2).7(s2) =0
V(p1)7'(s1) # 0 (E3)
Vio(p2) ' (s2) =0

Através delas obteremos uma caracterizagao de quando Z(p;) = Z(p2) implica
que u(p;) = u(pz), onde u(x,t) € C°(Q) se escreve como (2.5.3).

Primeiro vamos supor que os vetores 7/(s1) e 7/(s2) sdo nao verticais entao
apresentaremos contraexemplos para (E1) e (E2), em seguida veremos através de

um lema que quando (E3) ¢é satisfeita temos u(p;) = u(pa).

Contraexemplo 2.5.2. Seja 2 o conjunto aberto limitado a esquerda pela curva

r = —t? (veja Figura 2.9). Considere a funcio

Z(x,t) =z +ip(x,t), o(z,t) =tz +1?).

Figura 2.9:
t
r = —t? - i
AN
,,,,,,,,, Joreee s
Observe que Z(—t?,t) = —t*+10, entdo a curva r = —t* é levada por Z sobre

o semieixo real negativo. E temos Z(Q2) = C\ {z < 0}. Logo a fun¢io

u(z,t) =/ Z(x,t),

onde /2 é o ramo principal da raiz quadrada, é bem definida em Z(2) e satisfaz
Lu =0 em €2, onde L é o campo vetorial 2.0.2.

Além disso podemos estender u(x,t) continuamente para Q pelo limite.
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O vetor tangente a fronteira de Q tem a forma ¢ = (—2¢,1). Tomamos os
pontos p; = (—t%,t) e py = (—t%, —t), onde t # 0, entdao ¥ é ndo vertical em p; e
pa. Temos Z(—t2,t) = Z(—t?, —t) = —t2, porém u(p;) # u(ps).

Como ¢(—t%t) = 0 para todo t, a condicio (E2) é satisfeita nos pontos da

fronteira de €.

Contraexemplo 2.5.3. Seja €2 como no Exemplo 2.5.2 (veja Figura 2.9). Con-

sidere a funcao
Z(x,t) =z +ip(z,t), o(x,t) =1+t +ux.

Seja v(s) = (—s?,s) uma parametrizagdo da fronteira de Q. Aplicando Z

sobre a curva 7(s) temos
Z(y(s)) = Z(—5%,8) = —s* — is”.

Portanto a curva v(s) é levada por Z(z,t) sobre a semirreta {(x,z) : x < 0}.
E temos Z(2) = C\ {(z,z) : = < 0}.

Defina a fungao u(x,t) = Ro Z(x,t), (z,t) € Q, onde R é o ramo da raiz
quadrada definido em C\ {(x,z) : = < 0}. A funcdo u(z,t) assim definida pode
ser estendida para €2 pelo limite.

Calculando o produto interno entre o vetor gradiente de ¢(z,t) aplicado ao

ponto (s) e o vetor 7/(s) temos
Vo(y(s).' (s) = (5 4 1,25%).(=2s,1) = —2s.

Logo, V(v(s)).7'(s) # 0 se s # 0. Tomamos os pontos p; = y(1) = (—1,1) e
pe = vy(—1) = (=1, —1) entdo temos a condigao (E1) satisfeita, os vetores v'(s;)

e 7' (s2) sdo nao verticais, e Z(p1) = Z(p2). Mas u(p;) # u(p2).

Abaixo temos um lema técnico, que sera usado na demonstracao do resultado

que o segue.

Lema 2.5.4. Sejam as fungoes y1,ys : (—€,€) = R, dadas por y1(z) = ax +r(zx),

ondea%OeliLnr(x):

0 ||

()
P>
k=2, elim [

0, e y2(x) = apa® + ri(x), onde ar, # 0, k € Z, e

= 0. Entdo existe 0 < § < € tal que ocorre uma das sequintes

sttuacoes:
o yi(z) <ya(x) em (—4,0) e ya(x) < y1(x) em (0,9);

o yo(z) < yi(x) em (=4,0) e yi(x) > ya(x) em (0,9).
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Demonstrag¢iao. Demonstraremos o resultado assumindo que a; > 0 e a > 0. Os
outros casos devem ser analizados separadamente, nao os faremos aqui pois as

demonstracoes siao analogas. Seja 0 < p < min(a,ay) entdo existe § > 0 tal que
—pla| < r(x) < plal, Jo] <3,

—plal* < ri(w) < plaf®, |2 <.

Seja z € (0,6') entdo
y1(z) — yo(x) = ax + r(z) — aprh — ri(z) = ax — plx| — aprh — p\x!k

— (a - p)a — (@ + p)a*

Considere o polindémio p(z) = cx —da*, onde c=a—p>0ed=ay+p > 0.
Quando k é par temos p(z) = 0 se, e somente se, z = 0 ou = = k*\l/c/id > 0.
Quando k é impar temos p(x) = 0 se, e somente se, z = 0, x = k‘\l/c/>d > 0, ou
r=— ’“’W < 0.

Pelo estudo do sinal de p(z), temos p(z) > 0 para x € (0, ’ﬂ‘\l/c/>d) Logo, se

61 = min(d', */c/d) entdo y(z) > yo(x) para x € (0,6,).
Agora seja x € (—d,0), entdo

Yo () — () = apa® +rp(z) — ax — r(2) = ara® — plzlf — ax — p|z|.

Quando k é par temos

y2(2) = u(2) = (ar = p)a* — (a = p)a,
seja p(z) = ex® — fr,ondee =ap —p>0e f=a—p> 0, entdo p(x) tem como
raizes 0 e *7/e/f > 0. Entao p(z) > 0 para x € (—00,0). Portanto, yo(z) > y1(2)
para x € (=6 ,0).

Quando k é impar temos

yo(z) — y1(z) = (ar, + p)z* — (a — p)z,

sejap()—ex fr,ondee=ar+p>0e f =a—p >0, entdo as raizes

de p(z) sao 0, *F/e/f, —*3/e/f. Entao temos p(x) > 0 para x € (— *7/e/f,0).
Portanto, ya(z) > yi(x) para x € (— *y/e/f,0).
Escolhemos § = min(d;, *7/e/f), assim segue que

y1<£L') < y2($>, YIS (_57 0)7
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yo(z) < yi(x), = € (0,0).

]

Lema 2.5.5. Sejam Z(x,t) uma fungao como em (2.5.1), e u(x,t) uma fungdo
continua em Q tal que u(z,t) = U o Z(x,t), (x,t) € Q, onde U é uma fungio
continua em Z(S2), e holomorfa no interior. Suponha que os vetores tangentes d
fronteira de Q0 nos pontos p; e ps, V' (s1) e 7/ (s2), sao nao verticais, e suponha

que vale a condicao

V()7 (51) £ 0 } (E3)

Vo(p2)2/(s2) = 0

Entio Z(p1) = Z(p2) implica que u(py) = u(pz).

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que p; = (0,t1), p2 =
(0,t2), e Z(p1) = Z(p2) = 0. Pela hipGtese nos vetores tangentes escrevemos
v (s5) = (2'(s;),t'(s;)), com 2'(s;) # 0, j = 1,2. Lembramos que a fronteira de
¢é parametrizada pela curva analitica real v(s) = (z(s),t(s)).

Defina a curva
o(s) = Zor(s) = z(s) +ip((s)),

ou por identificagdo o(s) = (z(s),y(s)), onde y(s) = ¢(y(s)). Derivando y(s)
obtemos
Y (s) = 0a(7(s))2'(5) + e (v(5))t'(s) = Vip((s)) 7' (s).

Como z'(s1) # 0, usando o Teorema da Fungao Inversa, obtemos a existéncia
de uma inversa analitica real para z(s) numa vizinhanca de s;. Denotamos essa
inversa por s1(x), que é uma func¢ao definida numa vizinhanga de 0 tal que s;(0) =
s1. Assim a curva o(s), para s proximo a s, pode ser parametrizada como o

grafico de funcao

Gy ={(z,pi(2)) : [z <0},

onde yi(x) = y o s1(x), e segue de (E3) que

¥1(0) = (y o 51)'(0) = ¢'(51(0))1(0) = [Vo(p1)-7'(51)] 51(0) # 0.

Entao usando a Formula de Taylor de ordem 1, para z numa vizinhanca de 0
escrevemos
y1(z) = ax + r(x),

@) _

|z]

onde a = y|(0) e hH(l) 0. Logo yi(x) é uma aproximacao de ordem 1 de
T—

uma funcao afim.
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Como 2'(s2) # 0 a funcdo z(s) possui uma inversa analitica real numa vi-
zinhanca de ss. Seja sy(x) essa inversa, que é definida numa vizinhanga de 0 e
$2(0) = s9. Entdo o(s), para s proximo a s, pode ser parametrizada como o

grafico de funcao
Gy = {(2,32(x)) : [x] < b2},

onde ys(x) = y o s(x) ©

Y5(0) = (y © 52)"(0) = ¢/(52)55(0) = [Vep(p2) 7' (52)] 55(0) = 0.

A funcao yo(x) se anula de ordem finita na origem. Com efeito, caso contrario
escrevendo ys(z) como série de Taylor em 0, teremos yo(z) = 0 para z numa
vizinhanga de 0. Logo y(s) = 0 para s numa vinhanga de s,, e entdo pela ana-
liticidade y(s) = 0. O que contradiz 3/(s;) # 0. Seja k o menor niimero natural
tal que yék)(O) # 0. Usando a Formula de Taylor, para z numa vizinhanga de 0,

escrevemos
ya(z) = aprh + ri(z), ap #0, k> 2

onde lim ri(2) =0.
z—0 |x|k

Dado € > 0 sejam Q1 = (—¢€,€) X (t; —€,11+€) e Q2 = (—¢€,€) X (ta —€,ta+¢€).

Para € > 0 suficientemente pequeno a curva y(s) divide ¢); em duas compo-
nentes. Como o vetor 7 (s;) é ndo vertical uma das componentes fica acima de
v(s) a denotaremos por Qj, e a outra componente fica abaixo de v(s) a denota-
remos por ()5, j = 1,2. Ainda, diminuindo € se necessdrio, podemos assumir que
ti—e<t(s) <tj+e sex(s) € (—ee),j=12.

Temos que @ N Q é igual a Q7 ou Q7 , também Q, N Q é igual a QF ou Q5.

Para simplificar as notagoes assumiremos que

Qr=QiNQ, Q3 =Q2NQ (2.5.4)

Assim u(z,t) estd definida nos conjuntos Q7 e Q5.
Seja x € (—¢,€) entao existe s tal que x = z(s) e v(s) = (z(s),t(s)) € Q.
Entao definimos

(o) = mi(o(s) = | in - olals), ).

M (x) = My(z(s)) = sup  p(x(s),y).
t1—e<y<t(s)
Também existe s tal que z = x(s) e y(s) = (2(s),t(s)) € Q2. Entao definimos

ma(x) = ma(x(s)) = inf = o(x(s),y),

t(s)<y<tate
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My(z) = Ma(z(s)) = sup  ¢(x(s),y).

t(s)<y<ta+e
Suponha que m(0) = M;(0), assim ¢(0,t) = 0 em [t; — €,t1]. Entdo como a
funcao t — ©(0,t) é analitica, temos ¢(0,t) = 0. Em particular, ¢(0,¢) = 0 em
[to, t2 + €.
Sejam as sequéncias p; — p; e q; — p2, onde p; = (0,¢;) € Q7 e q; = (0,1;) €
Q5. Entdo Z(p;) = Z(q;) = 0. Logo

u(p;) = U(Z(p;)) = U(Z(g;)) = ulg;),

fazendo j — oo temos u(p;) = u(p2). Analogamente quando my(0) = My(0)

temos u(p1) = u(ps).
Podemos assumir que m;(0) < M;(0) e mo(0) < M3(0), e também que € > 0
é pequeno de forma que my(z) < Mi(z) e mo(x) < My(z) para x € (—e,€).

Os conjuntos Z(Q7) e Z(Q3) tem os seus interiores dados por
{r+iy : —e<xz<e mi(z) <y < M(x)},

{r+iy 1 —e<x<e mo(x) <y< My(x)}.

Precisamos mostrar que Z(Q7) N Z(Q3) é ndo vazio. Temos
{zt+iy : —e<z<e mz) <y<M@)}CZ(Q)NZ(Q),

onde m(x) = max(mq(x),ma(x)) e M(z) = min(M;(x), Ma(x)). Entao basta
mostrarmos que existe xo € (—¢, €) tal que m(zg) < M(xo).
Aplicando o Lema 2.5.4 para as fungao y;(z) e y2(x), obtemos que existe

0 < § < € tal que ocorre uma das seguintes situacoes:
(*) y1(x) <wa(z) em (=6,0) e y2(2) < y1(x) em (0,0);
(%%) yo(x) < y1(z) em (=4,0) e y1(x) > yo(x) em (0, 9).

Assumiremos que vale a condi¢ao (*). Quando |z| < € temos (z,y;(x)) €

Z(Q1) e (2.y2(x)) € Z(Q3), entio
mi(2) < yi(e) < Ma(a), ma(z) < ole) < Ma(o),

segue que
mi(x) < yi1(x) < yo(x) < My(z), z € (=6,0),

ma(z) < ya(x) < yr(x) < My(z), x € (0,9).
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Portanto
my(z) < Ma(z), x € (=6,0) e ma(z) < My(z), x € (0,9). (2.5.5)

Suponha que existe 0 < zp < § tal que m(xg) = ma(xp). Entdo m(zg) <
Ms(zo), e por (2.5.5) temos m(zg) < My(zo). Logo, m(zg) < M ().

Agora, suponhamos que m(x) = my(x) para todo 0 < z < ¢, nesse caso
se existir 0 < xy < ¢ tal que M(zg) = Mi(zo) ou m(zg) < Ms(zg), teremos
m(zo) < M(zo).

Por outro lado, se M (x) = My(z) e m(z) > Ms(x) para todo 0 < x < J, entdo
my(z) = m(xz) = Msy(x) para 0 < x < 6. De onde temos m;(0) > M(0). E segue
de (2.5.5) que m1(0) < M5(0), logo m1(0) = M5(0). Entao

mQ(O) < MQ(O) = m1(0>,

logo existe um intervalo J em 0 tal que m(x) = my(z) para € J. Seja xy <0
em J entao m(zg) < M;(xg), e por (2.5.5) temos m(zg) < Ma(xg). Logo, m(xg) <
M (zo).

Assim concluimos que dado € > 0 existe zg € (—¢, €) tal que m(z) < M (o).
Quando as fungoes y; () e yo(x) satisfazem a condigao (xx), entdo através de um
procedimento andlogo chegaremos a mesma conclusao.

Tomamos uma sequéncia de niimeros reais positivos ¢; — 0. Entao sejam
Quj = (—¢j,6) x (b — €, 1+ €), Qoj = (—€5.€5) X (t2 —¢j,t2 +¢5),

temos Z(Q1;NQ)NZ(Q2;NE2) nao vazio. Entao, para cada j existem p; € Q1,;NE2
e q; € Q25 NQ, onde Z(p;) = Z(g;). Logo u(p;) = u(g;). Quando j — oo temos
p; — D1 € g — D2, entdo pela continuidade de u(z,t) temos u(pr) = u(p2).

]

A seguir assumimos que os vetores 7'(s1) e 7/(s2) sdo verticais, entdo também
analisaremos em quais situagoes temos Z(p1) = Z(p2) implica u(p;) = u(p2),

quando u(x,t) € C%(Q) é uma funcio que satisfaz (2.5.3).

Lema 2.5.6. Sejam Z(x,t) uma fungao como em (2.5.1), e u(x,t) uma fungdo
continua em Q tal que u(z,t) = U o Z(x,t), (x,t) € Q, onde U é uma fungio
continua em Z(2), e holomorfa no interior. Suponha que os vetores tangentes
d fronteira de ) nos pontos p1 e pa, V' (s1) e V' (s2), sao verticais com mesmo

sentido, e suponha que vale a condi¢ao

V()7 (s1) # 0 } (1)

Vip(p2) 7/ (s2) # 0



Capitulo 2 - Solugoes Continuas de Campos Vet. Loc. Integraveis 54

Entao Z(p1) = Z(p2) implica que u(py) = u(pz).

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que p; = (0,¢1), py =
(0,8) € Z(p1) = Z(p2) = 0.

Temos 7/(s;) = (0,¢(s;)), onde t'(s;) # 0, i = 1,2. Entao segue de (E1) que
80t<p1) #0e (Pt(pQ) # 0.

Como o  é conexo e y(s) parametriza sua fronteira, a curva 7(s) ndo possui
alto intersec¢do. Assim, o fato de 7/(s1) e 7/(s2) possuirem mesmo sentido implica
que 7y(s) limita © em p; e ps pelo mesmo lado. Assuma que y(s) limita 2 em p; e
po pelo lado esquerdo. Usando o Teorema da Funcao Implicita, obtemos fungoes

suaves t1(z), ta(x) e um ntmero € > 0 de forma que sobre os graficos suaves
Cr={(z,t1(z)): 0<z<e}, Co={(z,ta(x)): 0<z<e}CQ,

temos @(z,t) identicamente igual a 0.

Dessa forma podemos tomar sequéncias (z;,t1(x;)) C Cy e (x),t2(x;)) C Co,
com (z;,t1(z;)) = p1 e (z5,t2(x;)) = po. Assim Z(x;,t1(x;)) = Z(zj,t2(z;)) =
z;. Logo, u(z;, t1(z;)) = u(zj,t2(x;)). Entao pela continuidade de u(z,t) em Q

concluimos que u(py) = u(ps). O

Assumindo todas as hipdteses do Lema 2.5.6, exceto v/(s1) e 4/(s2) com mesmo
sentido, podemos construir um contraxemplo para o lema. De fato, suponha que
7' (s1) e ¥'(s2) possuem sentidos opostos, entdo considere um conjunto €2 com
pontos p; = (0,%1) e po = (0,%,) tal que existem vizinhangas V; de p; e V5 de py

que satisfazem
inQc{(xt), <0}, VonQ C {(z,t), z > 0}.

Logo, para qualquer aplicagdo Z definida em (2.3.1), a intersec¢ao Z(V; N
Q)N Z(VaNQ) é vazia. Dessa forma, restringuindo o conjunto §2 se necessario, é
possivel escolhermos Z(x,t) de forma que Z(p;) = Z(py) = 0, e existe uma curva
suave r : R — C passando pela origem, com r(s) — oo quando s — 0o, tal que
Z(Q) c C\ {r(s),s € R}. Numa vizinhanga de 0 a curva r(s) pode ser escolhida

como sendo a curva que limita Z (V5 N§2), que é analitica real. Entao a funcao
u(z,t) =Uo Z(x,t),

onde U(z) é o ramo da raiz quadrada definido em C\{r(s), s € R}, é bem definida
em £ e u(p1) # u(p2).

Abaixo apresentamos um contraexemplo para a condicao (E2).
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Contraexemplo 2.5.7. Considere o polinémio z(s) = s*(s + 1)(s — 1), entdo
z(s) =0 se, e somente se, s =0, s=—1lous=1.E, z(s) <0 para -1 <s< 1
Considere a curva y(s) = (z(s), s), e © o conjunto limitado pela esquerda por

v(s) (veja Figura 2.10).

Figura 2.10:
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Definimos a aplicacdo Z(z,t) = z+ip(z,t), onde ¢(z,t) = t(z—t*(t+1)(t—1)).
Aplicando Z sobre ~(s) obtemos

Z(y(s)) = Z(x(s),s) = x(s) +is(x(s) — s*(s + 1)(s — 1)) = z(s) + 0,

portanto a imagem de y(s) por Z esta contida no eixo real.

Note que para (z,t) € € temos
r—t2t+ D)t —1)=x—z(t) >0,
pois a curva y(s) limita  pelo lado esquerdo. Logo
(z,t) €Q, t >0= p(z,t) =t(x — 2t + 1)(t — 1)) > 0;
(,t) €Q, t <0= o(x,t) =tz —*(t+ 1)t - 1)) <0.
Como {(z,0), <0} NQ =0 temos Z(Q) C C\ {z < 0}. A funcao

u(z, t) =/ Z(x,t),

onde /z é o ramo principal da raiz quadrada, é bem definida em Q. Se L é o
campo vetorial (2.5.2), entdao u(x,t) é solugdo homdgenea de L em (.

Seja pg € 02, sempre existe o limite
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assim podemos estender u(x,t) continuamente para (2. Por simplicidade também
vamos nos referir a extensao por u(x,t).

Devidando z(s) obtemos z/(s) = 4s3 — 2s. Logo, 2/(s) = 0 se, e somente se,

3z0,3z—@ous:m.N08pontos
p1 = (2(—1/1/2), —\/1/2), pa = (z(1/1/2),/1/2),

o vetor tangente a fronteira é vertical. Temos

V1) 7' (—/1/2) = Velp2) 7' (1/1/2) = 0,
ou seja, p; e py satisfazem (E2). Porém Z(p1) = Z(p2) e u(p1) # u(pz).

Lema 2.5.8. Sejam Z(x,t) uma fungao como em (2.5.1), e u(x,t) uma fungao
continua em Q tal que u(z,t) = U o Z(x,t), (x,t) € Q, onde U é uma fungio
continua em Z(2), e holomorfa no interior. Suponha que os vetores tangentes
a fronteira de Q nos pontos py e pa, V' (s1) e ' (s2), sdo verticais com mesmo

sentido, e suponha que vale a condi¢cao

E52) = 8 } (B2)

Entao Z(p1) = Z(ps) implica que u(py) = u(ps).

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que p; = (0,¢), p2 =

(0,t2) e Z(p1) = Z(p2) = 0. Pela hip6tese nos vetores tangentes escrevemos

V(s7) = (0.8/(s)). com ¢/(s;) £ 0, j = 1,2

Definimos a curva

o(s) = Zory(s) = z(s) +ip(v(s)),

por identificagdo temos o(s) = (x(s),y(s)), onde y(s) = p(y(s)). Pela relacao
(E3) temos y/(s1) = V(p1).7/(s1) # 0, portanto a curva o(s), para s préximo de

s1, pode ser parametrizada pelo grafico

Gr={(r1(y),y) : |yl <d},

onde z1(y) é a composigao de z(s) com um difeomorfismo analitico, x1(0) =0 e
21(0) = 0. A fungao z;(y) se anula de ordem infinita em 0, ou seu desenvolvimento

em 0 tem a forma

z1(y) = y"aly), a(0) #£0, (2.5.6)

onde «(y) é uma fungao analitica real definida numa vizinhanga de 0, e k; é o



Capitulo 2 - Solugoes Continuas de Campos Vet. Loc. Integraveis 57

menor numero natural tal que xgkl)(O) # 0, entao k; > 2.

Quando z1(y) se anula de ordem infinita em 0, vale o mesmo para z(s) em s,
de onde temos x(s) = 0. O que implica que € é verticalmente convexo, e neste
caso ja sabemos u(x,t) é constante nas fibras de Z(z,t) sobre €, ver Lema 2.2.6.

Suponha que x;(y) é como em (2.5.6). Por (E3) temos ¢:(p1) # 0, logo a
aplicacao Z é difeomorfismo sobre uma vizinhanca de p;. Assim, se Vi é uma
vizinhanga de p; sobre a qual Z é difeomorfimo, entdao (G; limita o conjunto
Z(Vi1 N Q). Vamos assumir que 7(s) limita 2 em p; pela esquerda, neste caso
G limita Z (V3 N Q) pela esquerda também. Como o vetor tangente a fronteira
tem mesmo sentido nos pontos p; € ps, a curva y(s) também limita {2 em py pela
esquerda.

Agora analisaremos a imagem por Z de () préximo de py. Primeiro, para s
proximo de sy = tg, a curva y(s) tem a forma y(s) = (z(s), s), onde z(s2) = 0
e 7/(sy) = 0. O caso x(s) = 0 j4 foi visto, suponha que existe ko > 2 tal que

x2)(55) # 0, entdo o desenvolvimento de x(s) em s, tem da forma

z(s) = (5 — 52)"B(s), Bls2) #0,

onde ((s) é uma funcdo analitica real definida numa vizinhanca de ss.

Considere a curva 7(s) : (sy — 0, 52 + 0) — R? dada por (s) = (Z(s), s), onde

(s) = (5 — s2)*|B(s)].

Diminuindo § > 0 se necessario, teremos J(s) C Q. Com efeito, se |s — sp| < 1

temos
(s — 52)"B(s) < (s — 52)°[B(s)],

suponha que 7(s) se representa como (z(s), s) em (s3—¢', s9+0"), onde 0 < §" < 1.
Assim a curva 7(s) fica a esquerda de ¥(s). O conjunto €2 é limitado por ~(s)

pelo lado esquerdo em py = 7y(s9) = ¥(s2), entao existe € > 0 tal que a faixa
F={(z(s),y): =0'<s<d, s<y<s+el,

estd contida em €. Entao podemos escolher § > 0 de forma que 7(s) C F para
S € (s9—0,824+0), e 3(s) #0para s € [sg — 0,59 + 9.

Para (u,v) numa vizinhanga de ps escrevemos

p(u,v) = @(p2) + La(P2)u+ @e(p2) (v — 52) + O + (v = 52)°),

onde O(u? + (v — s2)?) se anula de ordem 2 quando (u,v) — (0, s9). Substituindo
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em (Z(s),s) temos
0(%(s),8) = cx(s) + O((s)* + (s — 89)?).

Logo, para s préoximo de s

[(2(s), 5)| < lellz(s)] + [2(s)* + |5 — sal*. (2.5.7)
- g 5 L g
Pela expressao de Z(s) temos |s — s3]* = |5(3)\x<$) Como Z(s2) = 0, fazendo

b=min{|c|,1,1/|8(s)| : s € (sg — 9,52+ 9)} temos

|0(Z(s), 5)| < blZ(s)],

para s préximo de so. Portanto, Z(5(s)) = Z(s) + i¢(Z(s), s), estd contida no
cone C'={z+iy: 0 < x < supz(s), |yl < bzr}. Enquanto que C\ {0} esta
contido no interior do conjunto limitado pela esquerda por Gf.

Temos Z(7(s2)) = 0, se Vi é uma vizinhanga de p; tal que G; limita Z(V;NQ),

existe 0p > 0 tal que
Z(F(s)) Cc Z(ViNQ), 0 < |s— s3] < do. (2.5.8)

Tomamos uma sequéncia de nimeros reais positivos €¢; — 0. Para cada j
sejam Qlj = (—Ej, Ej) X (tl — Ej,tl —f-Ej) e ng = (—Ej, Ej) X (tQ — €, to —I—Ej). Segue
de (2.5.8) que existe s; tal que

7(s5) € Qaj Z(7(55)) € Z(Q1; N Q).

Entao Z(3(s;)) = Z(p;) para algum p; € Qq; N 2. Aplicando o Lema 2.5.1
temos u(y(s;)) = u(p;). Fazendo j — oo temos p; — p1 e J(s;) — po, pela
continuidade de u(x,t) temos u(p1) = u(ps). O

No Lema 2.5.8 quando os vetores tangentes a fronteira nos pontos p; e py tém
sentidos opostos é possivel construir um contraexemplo. Abaixo do Lema 2.5.6
damos uma ideia de como seria o contraexemplo para este lema, onde também
assumimos os tangentes com mesmo sentido. A ideia para a construcdo de um
contraexemplo aqui é analoga a feita para o Lema 2.5.6.

Agora falta apenas o caso de pontos na fronteira com mesma imagem por Z,
onde o tangente a fronteira é vertical em um dos pontos e nao vertical no outro.

Neste sentido temos o resultado abaixo.

Lema 2.5.9. Sejam Z(x,t) uma fungao como em (2.5.1), e u(x,t) uma fungdo

continua em Q tal que u(z,t) = U o Z(x,t), (z,t) € Q, onde U é uma funcdo
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continua em Z(2), e holomorfa no interior. Suponha que o vetor tangente d
fronteira de Q) no ponto py, ¥'(s1), € vertical, e o vetor tangente d fronteira no

ponto ps, ¥'(s2), € nao vertical, e suponha que

Ve(p1)y'(s1) # 0. (2.5.9)

Entio Z(p1) = Z(p2) implica que u(py) = u(ps).

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que p; = (0,t1), p2 =

(0,t2) e Z(p1) = Z(p2) = 0. Pela hip6tese nos vetores tangentes escrevemos

v (s1) = (0,t'(s1)), com t'(s1) # 0, e 7'(s2) = (2(s2),t(s2)), com z'(s5) # 0.
Considere a curva

o(s) = Zon(s) = a(s) +ip(v(s)),

entdo podemos ver o(s) como o(s) = (z(s),y(s)), onde y(s) = p(y(s)). Derivando
y(s) obtemos

Y'(s) = Vo(v(s).7(s),

segue de (2.5.9) que y/'(s1) # 0. Entao, pelo Teorema da Funcao Inversa, y(s)
possui uma inversa analitica real numa vizinhanga de s;. Assim a curva o(s),

para s proximo a s;, pode ser parametrizada pelo grafico de fungao

G ={(z1(y),y), |yl <01},

onde z1(y) é a composicao de z(s) com um difeomorfismo analitico, z1(0) =0 e
21(0) = 0. Logo, z1(s) = 0 ou existe k > 2 tal que xgk)(O) # 0. Quando z;(y) =0
temos x(s) = 0, neste caso €2 é verticalmente convexo, entdao u(p;) = u(p2).

Suponha que z1(y) # 0, o desenvolvimento de z1(y) em 0 tem a forma

z1(y) = y"p(y), p(0) #0,

onde p(y) é uma fungao analitica real definida numa vizinhanga de 0.

De (2.5.9) temos ¢:(p1) # 0, entdo Z(x,t) é difeomorfismo numa vizinhanca
de p;. Assim G limita Z em €2 perto de p;.

Por outro lado, como z'(s3) # 0 a curva o(s), para s proximo de sq, pode ser

parametrizada pelo grafico de funcao

Go = {(z,42(2)), || < 02},

onde ys(x) é a composigao de y(s) com um difeomorfismo analitico tal que y(0) =

0. Além disso a fungio ya(z) deve se anular de ordem finita em 0. Com efeito,
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se ya(x) se anular de ordem infinita em 0, entdo vale o mesmo para y(s). Pela
analiticidade, y(s) = 0 o que contradiz y/(s1) # 0.
Assim existe [ > 1 tal que yél)(O) # 0. O desenvolvimento de ys(x) em 0 tem

a forma
ya(x) = 2'p(x), B(0) #0,

onde f(x) é uma funcado anlitica real definida numa vizinhanga de 0.
Portanto (G5 intercepta (; transversalmente em 0. Seja Vi é uma vizinhanca

de p; entdo sabemos que Gy limita Z(V; N ), assim existe § > 0 de forma que

(x,y2(x)) € Z(V1NQ), 0 <x <6, ou (z,y2(x)) € Z(V1NQ), =) <z <O0.
(2.5.10)

Tomamos uma sequéncia de nimeros reais positivos €; — 0. Sejam
Qi = (=€ ¢5) x (1 — €5, 1+ ¢5), Qoj = (—¢j,65) X (t2 — €5, 12 + €5).

Para cada j fixado segue de (2.5.10) que existe (z;,y2(z;)) € Z(Q1;N€2), onde
(z;,92(2)) = Z(q;), para algum q; € Qq; N Q. Entao Z(q;) = Z(p,), para algum
p; € Q1; N Q. Assim usando o Lema 2.5.1 temos u(g;) = u(p;).

Quando fazemos j — oo temos p; — p1 e g; — p2, logo pela continuidade de

u(z,t) temos u(py) = u(pz).

Figura 2.11:

]
Observacao 2.5.10. Nas hipoteses do Lema 2.5.9 temos pontos py e po, onde

v'(s) € vertical em py e ndo vertical em py, neste caso a condi¢o

Vo(p1).y/'(s1) # 0,

engloba as condigoes (E1) e (E3). Portanto, sequndo o Lema 2.5.9, quando ~'(s;)
¢ vertical e 7' (sg) mdo vertical, e se verificam as condigoes (E1) ou (E3) entdo

temos Z(p1) = Z(pa) implica que u(py) = u(ps).
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A seguir apresentaremos um contraexemplo para pontos de fronteira p; e ps,

onde 7/(s) é vertical em p; e nao vertical em p, e vale (E2).

Contraexemplo 2.5.11. Considere a fungao z(s) = s*(s — 1). Seja 2 o subcon-

junto de R? limitado pelo lado esquerdo pela curva y(s) = (z(s), s).

Figura 2.12:
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Seja Z(z,t) = x +ip(x,t), onde (x,t) = t(x — t*(t — 1)). Assim aplicando
Z(z,t) sobre a curva 7(s) obtemos

Z(y(s)) = z(s) + 0.

Por ¢(v(s)) = 0, temos que Vi(y(s)).7'(s) = 0 para todo s € R.

Temos z'(s) = 3s* — 2s. Assim, 2/(s) = 0 se, e somente se, s = 0 ou s = 2/3.
Escolhemos o ponto p; = (x(2/3),2/3), entao o vetor tangente a fronteira em p;
é vertical. Em seguida escolhemos py € 0) de forma que Z(p;) = Z(p2). Seja
p2 = (2(—1/3),—1/3). O vetor tangente a y(s) em py ¢ ndo vertical.

Como 7(s) limita €2 pela esqueda, para (z,t) € Q) temos:

vt (t—1)=x—x(t) > 0.

Logo,
(1) €Q, t >0= p(z,t) =t(x —t*(t —1)) >0,
(z,t) €Q, t <0= p(x,t) =t(x —t*(t —1)) < 0.

A intersecgao QN {(z,0),x < 0} é vazia, entao Z(2) C C\ {x < 0}. Logo, a

funcao
u(a, ) = \/Z(, 1),

onde y/z é o ramo principal da raiz quadrada, é bem definida em 2. Pelo limite

podemos a estender continuamente para €2, e temos u(py) # u(ps2).
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Dentro do caso que estamos analisando ainda resta uma condi¢ao (E3’) dada

por

V@@ﬂﬁ%&)zo} (E3)

Veo(p2)-y/(s2) # 0

Sob essa condic@o temos no contraexemplo abaixo uma funcao u(z,t) € C°(Q)
satisfazendo 2.5.3, tal que Z(p;) = Z(p2) nao implica que u(p;) = u(pz) para

pontos p; e po na fronteira.

Contraexemplo 2.5.12. Considere ) o conjunto limitado pelo lado esquerdo

pela curva (s) = (z(s),s), onde x(s) = (s + 1)(s — 1)%. Seja

Z(x,t) =2 +ip(x,t), oz, t) =tz — (t+1)(t—1)%) +a.

Z(1(s)) = Z(x(s),8) = x(s) +i [s(x(s) = (s + 1)(s = 1)) + 2(s)] = 2(s) +ix(s).

Logo, Z(x,t) aplica a curva 7(s) sobre uma semirreta em {(x,t) : = = t}.

Como a curva y(s) limita €2 pela esquerda, para (x,t) € Q temos :
r—(t+1)(t—-1)>=2—az(t) >0.
Logo
(@) €Q t>0=t|o—(t+1)(t—1)°] >0, ep(z,t) >z,

(2, ) €Q t<0=tlz—(t+1)(t—1)?] <0, ep(z,t) <z
Temos z(0) = 1, e a interseccao {(x,0) : = < 1} N é vazia. Entao Z(2) C
C\ {(z,z), < 1}. Logo, a fungao

u(z,t) =/ Z(x,t) — 1,

onde /z é o ramo da raiz quadrada definido em C\{(z, z), = < 0}, é bem definida
em 2. Como nos demais exemplos é possivel estender u(x,t) continuamente para
Q.

Sejam p; = (1) = (0,1) e po = y(—1) = (0, —1) entdo /(1) é vertical, 7'(—1)

é ndo vertical e
V(i)' (1) = ¢i(pr) =0, Vep(pa)y'(—1) = 4.

Porém Z(p1) = Z(p2) e u(p1) # u(p2).
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Como consequéncia dos resultados obtidos nesta secao temos uma caracteri-
zacdo da constdncia nas fibras de Z sobre Q. O resultado que enunciaremos a

seguir é a conclusao do estudo desenvolvido no decorrer na segao.

Teorema 2.5.13. Seja Q subconjunto aberto simplesmente conexo de R? cuja
fronteira é uma curva de Jordan analitica real. Sejam Z(x,t) uma fung¢do como
em (2.5.1), eu € C°(Q) tal que u(x,t) = U o Z(x,t), (z,t) € Q, onde U é uma
fungdo continua em Z(S2), e holomorfa no interior. Considere pontos p; e py na

fronteira de ) entao valem sequintes afirmacoes:

(1) Se o vetor tangente d fronteira é nao vertical em py e py e as condigoes (E1)

ou (E2) sao satisfeitas, entao Z(p1) = Z(p2) nao implica que u(p1) = u(pz).

(7i) Se o vetor tangente da fronteira é ndo vertical em py e py e a condi¢io (ES3)

¢ satisfeita entao Z(p1) = Z(p2) implica u(py) = u(ps2).

(iii) Se o vetor tangente a fronteira é vertical com mesmo sentido em p; e py
e as condigoes (E1) ou (E3) sdao satisfeitas entao Z(p1) = Z(pa) implica
u(pr) = u(p2).

(iv) Se o vetor tangente a fronteira é vertical em py e py, mas os sentidos sao
opostos, e as condicoes (E1) ou (E3) sao satisfeitas, entio Z(p1) = Z(p2)

nao implica que u(py) = u(pa).

(v) Se o vetor tangente a fronteira é vertical em py e py e a condi¢io (E2) é

satisfeita, entao Z(p1) = Z(p2) nao implica que u(py) = u(ps).

(vi) Se o tangente a fronteira € vertical em py e nao vertical em py e as condigoes
(E1) ou (E3) sao satisfeitas entdo Z(p1) = Z(p2) implica u(pr) = u(p2).

(vii) Se o tangente a fronteira é vertical em py e ndo vertical em ps e a condigao

(E2) ¢ satisfeita, entao Z(p1) = Z(p2) ndo implica que u(py) = u(pa).

(viii) Se o tangente a fronteira é ndo vertical em py e vertical em ps e a condigdo

(E3) é satisfeita, entao Z(p1) = Z(p2) ndo implica que u(py) = u(pa).

Demonstragio. Para a prova do item (i) veja Contraexemplo 2.5.2 e Contraexem-
plo 2.5.3. Para o item (i7) veja o Lema 2.5.5. Para o item (iii) veja o Lema 2.5.6
e o Lema 2.5.8. Para o item (iv) veja a discussao apds o Lema 2.5.6. Para o item
(v) veja Contraexemplo 2.5.7. Para o item (vi) veja o Lema 2.5.9. Para o item
(vii) veja Contraexemplo 2.5.11. Para o item (viii) veja Contraexemplo 2.5.12.
[



Apéndice A
Espacos de Recobrimento

Como no Capitulo 2 denotaremos um subconjunto aberto e conexo de R? por

Q. Consideramos também uma funcio Z(x,t) : R? — C dada por
Z(a,t) = 5+ il 1),

onde p(z,t) é uma funcao analitica real. Aqui exigiremos ainda que o conjunto

Z(Q) seja aberto e conexo. Assim, se
{(zo,t): teR}NQ#D

entdo a funcao t — (g, t) ndo assumi extremos absolutos em 2. Quando os con-
juntos 2 e Z(Q2) sao abertos podemos considerar seus recobrimentos universais,

sejam
e p: 0> 0Na aplicagao de recobrimento universal de €2;
o ¢: X — Z(Q) a aplicacdo de recobrimento universal de Z(Q).

Lembramos que por definicio os espacos de recobrimento e X sdo simples-
mente conexos.

Seja L o campo vetorial localmente integravel sobre €2 dado por

=2 ; @lmi 0

ot 1+4ip,(x,t) Oz

A partir do campo vetorial L definiremos um campo vetorial sobre o espaco
de recobrimento Q. O conjunto () é uma variedade analitica, por isso a aplicagao
de recobrimento é localmente difeomorfismo. Seja by € €, entdo tomamos um
aberto B em Q com by € B, tal que a aplicagao de recobrimento restrita ao

conjunto B,

P - B = p(B),

64
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é difeomorfismo. Entao, definimos o seguinte campo vetorial sobre B
Lp=d(p,)"L. (A.0.1)

Para cada b € Q escolhemos uma vizinhanca B, onde é possivel definir o
campo vetorial Lg, como em (A.0.1). Sejam B; e By conjuntos abertos em Q,
onde L e Ly sdo os respectivos campos vetoriais dadas como (A.0.1) em B e
Bs. Se a interseccao By N By é nao vazia entao temos l~}1 = iQ em By N By. Isso
devido a p, = pjz, em B1 N Bs.

Dessa forma temos definido um campo vetorial L em €2, que localmente satisfaz
(A.0.1).

Dada uma funcéo continua u(z,t) em €2, definimos a funcéo continua @ em

por:

a(b) = wop(b). (A.0.2)

Quando u(x,t) é solugdo de Lu = 0 em 2, entdo na Se¢ao 2.3 mostramos a
existéncia de uma fungdo analitica global U em int{Z(Q)} tal que localmente
esCrevermos

uw(z,t) =Uo Z(x,t), (U,z) € U.

Sob a condicao de que U é continuavel ao longo de todas as curvas de
int{Z(Q2)}, foi mostrado no Teorema 2.3.9 que u(x,t) se fatora como acima glo-
balmente, quando int{Z(2)} é simplesmente conexo.

Aqui ndo assumiremos a hipétese int{Z(2)} simplesmente conexo, entao sa-
bemos pelo Exemplo 2.3.10 que nao vale o mesmo resultado. Nosso objetivo agora
serda mostrar que a funcao @ se fatora globalmente como a composicao de uma
funcdo holomorfa com uma integral primeira de L.

Comecaremos mostrando que @ é solucdo homogénea do campo vetorial L em

Q.
Proposicao A.0.14. Sejam Z(x,t) uma fungao dada por (2.3.1) e L é o campo
vetorial (2.0.2). Se u(z,t) € C°(Q) € solugio de Lu = 0 em Q, entio a fungio
i : Q — C definida em (A.0.2) ¢ solugio de Li = 0 em Q, onde L é o campo
vetorial (A.0.1).

Demonstragao. Seja p : Q — Q o recobrimento universal de Q. Tomamos um
subconjunto aberto B de Q tal que P : B — p(B) é difeomorfismo. Para b € B

temos

La(b) = L(wop)(b) = d(pi,) " (5)L(wo p)(b).



Apéndice A - Espacos de Recobrimento 66

agora como Lu = 0, e a projecao p é difeomorfismo em B, temos
L(uop)(b) =0, be B.

Segue que
Lu(b) =0, b€ B.
Podemos cobrir o espaco de recobrimento Q por abertos B com essa proprie-

dade, portanto segue o resultado. O

A seguir mostraremos que o campo vetorial L é localmente integravel. Para
isso precisamos de uma candidata a integral primeira.

Dada Z(z,t) = x + i¢(z,t) uma fun¢ao como em (2.3.1), definimos a funcao

7:0 — X

L (A.0.3)
b Z(b) = Zop(b)

Como o conjunto € é simplesmente conexo, para todo b € Q o grupo fun-
damental 7;(Q,b) é formado apenas pelo elemento neutro. Entdo o Lema do
Levantamento (veja Lema 1.3.6), nos garante a existéncia de uma tnica aplica-
Gao

Z:Q - X (A.0.4)
satisfazendo:

(i) se q(Z0) = 20, e Z(by) = 2 entdo Z(by) = Zo;

(ii) o diagrama abaixo é comutativo.

7

Z

<

q

Ny
I

<
(@]
AN

Q

>

Ou também, Z o p = q o Z, quando consideramos o diagrama:

0O_%2.%
J
O—2.Xx

A aplicacao Z é chamada de levantamento de Z para a variedade X. A proxima
proposicao nos diz que um levantamento Z, como acima, ¢ uma integral primeira

para o campo vetorial L.
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Proposi¢do A.0.15. Sejam Z(z,t) uma fungio dada por (2.3.1) e L o campo
vetorial dado localmente por (A.0.1). Se Z : Q — X ¢ um levantamento de Z o p

para X, entao para todo b € Q temos
L = span{dZ,}.

Demonstragio. A dimensao real de X é 2 entdo precisamos mostrar que:
(i) LZ = 0;
(ii) dZ, # 0 para todo b € Q.

Segue da Proposicao A.0.14 que L(Z op) =0.

Seja by € Q entdo Z(by) € X. Considerando ¢ : X — Z(Q) aplicacdo de
recobrimento, tomamos um aberto B ¢ X, com Z (bo) € B e tal que a restricdo
q, - B — ¢(B) é difeomorfismo.

Pela continuidade de Z existe B C Q aberto, com by € B, tal que Z(B) C B.
Entao para todo b € B temos

Z(b) = (a,) " o Z(p(b)), (A.0.5)

assim, como (g, )" ¢é difeomorfismo e L(Z o p) = 0, concluimos que LZ(by) = 0.
Como by € Q foi tomado genérico temos LZ = 0 em 2. Assim temos mostrado o
item (7).

Agora, segue de (A.0.5) e por d(Z o p), # 0 que

dZ, =d {(q‘é)*l oZopL) #0, beB.

Logo deO # 0. Novamente by € Q & genérico, portanto temos dZ, # 0 para
todo b € Q. E o item (i7) estd provado. O

Nosso préximo passo serd demonstrar que para uma dada funcio u € C°(Q)

solugao de Lu = 0, a fungdo @ = u o p pode ser escrita localmente como:
a(b)y=Uo Z(b), be BC Q,

onde U é uma funcdo continua em Z(B) que é holomorfa no interior.

Lema A.0.16. Sejam Z(x,t) uma fungio dada por (2.3.1) e L o campo vetorial
(2.0.2). Considere os recobrimentos universais p: Q2 — Q eq: X — Z(Q), entao
seja Z o levantamento da funcio Zop para X. Considere também u(z,t) € C°Q)

uma solucao de Lu =0 em €.
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Sob essas condigcoes, se U = u o p entdao para cada by € Q existem uma vizi-
nhanca B de by, e uma funcio U definida em Z(B), holomorfa no interior, tal
que

a(b) =Uo Z(b), b€ B. (A.0.6)

Demonstragio. Seja V' uma vizinhanca de by tal que a restricao, p, : V — p(V),
é difeomorfismo. Entao p(V') C Q é aberto com p(b) € p(V).

Segue do Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves que existem um aberto
W C Q com p(b) € W, e uma funcao H, holomorfa em int{Z (W)} tal que

u(x,t) = Ho Z(x,t), (x,t) € W.
Tomamos B = p~ (W N p(V)), entdao para b € B temos
() =uopb)=HoZop(b)=HoqoZ(b)=U o Z(b),

onde a funcdo U = H o q esté4 definida em Z(B) e é holomorfa em int{Z(B)}. O

Lema A.0.17. Nas condicoes do Lema A.0.16, para cada by € Q, existem um
retingulo R, centrado em by, com int{ Z(R)} conexo ndo vazio, e uma fungio U

continua em Z(R), que € holomorfa no seu interior, tal que
() =Uo Z(b), b€ R.

Demonstracio. Fixado by € €, a aplicacdo de recobrimento p : Q=5 OQCR2¢
difeomorfismo numa vizinhanga V' de by. Entao podemos identificar os pontos de

V' com as coordenandas (x,t) do plano. Assim escrevemos
Zop(z,t) =x+ip(x,t), (x,t)eV (A.0.7)

onde p(z,t) é analitica real em V. Entao para R C V retangulo, segue do Lema
2.3.1 que int{Z o p(R)} ¢é conexo.

Agora, seja V C X tal que Z(by) € V e q),, € difeomorfismo. Pela continuidade
de Z podemos tomar um retangulo R C V centrado em by, pequeno de forma que
Z(R)C V.



Apéndice A - Espacos de Recobrimento 69

Como Z o p(R) = qo Z(R) temos
int{Z op(R)} = int{qgo Z(R)},

de onde obtemos que int{goZ(R)} é conexo. Assim, segue de q|, ser difeomorfismo
que int{Z(R)} é conexo.
Por fim, para valer a relacdo (A.0.6) em R, o tomamos na vizinhanca B do
Lema A.0.16. Entao
a(b)=Uo Z(b), b€ R.

Assim esta provado o resultado. O]

Segue diretamente do Lema A.0.17 o seguinte corolario.

Corolario A.0.18. Nas condigoes do Lema (A.0.16), para cada by € Q existem
um retangulo R, centrado em by, e uma funcio U definida em Z(R), tal que o
par (U, R) é um elemento de funcio em X, onde R = int{Z(R)}, e a sequinte
relacao € satisfeita

() =Uo Z(b), b€ R.

Dada uma fungao u € C°(Q) solugao de Lu = 0 em €, seja @ = u o p. Entédo
usando o Corolario A.0.18 definimos a familia de elementos de funcao sobre o
conjunto Z ()

F={(U,R), onde R=int{Z(R)}, et =U o Z em R}, (A.0.8)

onde R ¢é aberto conexo de Q, e U é uma funcio continua em Z(R) que é holomorfa

no interior.

Observacao A.0.19. Com algumas adaptacoes resultados andlogos ao Lema
2.3.8, e aos Coroldarios 2.5.4 e 2.3.5 valem para os elementos da familia F. A
conclusdao destes resultados € que elementos de funcdo pertencentes a uma familia
parecida com F sao continuagdo analitica direta, quando sdo a imagem por Z
de retangulos com intersecgdo nao vazia. No caso a fungao Z(x,t) posssui uma
forma especial,

Z(x,t) =z +ip(z,t),

com p(z,t) fungdo analitica real. Aqui a fungao Z ndo possui essa forma, porém
o leitor pode conferir nas demonstracoes destes Lemas, que esta forma foi usada
apenas para garantir que o interior da imagem por Z(x,t) de retdngulos é conexo.
Segundo o Lema A.0.17 para retingulos R C Q pequenos temos int{ Z(R)} conezo.

Considere os elementos de fungdo

(Ul, Wlt{Z(Rl)}), (UQ, Wlt{Z(Rg)}) S ./—", onde Rl N R2 7é @
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Entdo, observando que a aplicacio de recobrimento q : X — Z(Q) € difeomorfismo

sobre int{ Z(Q1)} Nint{ Z(Qs)}, temos que este é um conjunto conexo ndo vazio.
Assim de forma andloga ao que foi feito no Capitulo 2 para os resultados cita-

dos, pode-se provar que os elementos de fungio (Uy, int{Z(Ry)}) e (Us,int{Z(Ry)})

sao continuagdo analitica direta um do outro.

O Lema abaixo é uma versao do Lema 2.3.6 para o caso dos elementos de
funcao de F. Ele nos diz que os elementos de func¢ao de F sao continuagao analitica
um do outro. Levando em conta a Observagao A.0.19, a demonstragao aqui é

andloga a feita no Lema 2.3.6, por isso ndo a faremos.

Lema A.0.20. Sejam Z(x,t) uma fungio dada por (2.3.1) e L o campo vetorial
(2.0.2). Considere u(x,t) € C°(Q) uma solugio de Lu = 0 em €, entdo seja
U = u o p. Entdio quaisquer dois elementos de funcao pertencentes a familia F

dada em (A.0.8) sdo continuacio analitica.

Pelo Lema A.0.20 a familia F gera uma funcdo analitica global U em Z (Q) e

podemos escrever localmente

i=UoZ, (U,z2)€F.

Gostariamos que os elementos de fungao da familia F formassem uma fungao
analitica global onde o conjunto base fosse Z (Q) Entao restringiremos a classe
dos conjuntos ) com que trabalharemos. Lembrando que estamos considerando
que Q e Z satisfazem Z(2) é aberto.

Agora também precisaremos que a uniao dos dominios dos elementos de funcao
de F seja igual a Z(Q).

Seja b € €. Suponha que existe R C Q aberto tal que Z(b) € int{Z(R)}, entdo
A(Z(0) € int{q(Z(R))}. Como int{Z(p(R))} = int{a(Z(R))} temos Z(p(b)) —
q(Z(b)) € int{Z(p(R))}. Logo p(b) € Q,, onde Q, é um subconjunto de 2 definido
em (2.3.4).

Desta forma concluimos que se Z(Q) é o conjunto base de F entdo Q = Q.

Inversamente, se Q = Q_ entdao Z(2) é o conjunto base de F.

Lema A.0.21. Sejam Z(x,t) uma fungdo dada por (2.3.1) e L o campo vetorial
(2.0.2). Considere os recobrimentos universais p : Q@ — Q e q : X — Z(Q).
Considere também uma fungio u(z,t) € CY(Q) solugio de Lu = 0, entdo seja F
a familia definida em (A.0.8). Entio um elemento de funcio (U,R) € F gera

um elemento de fungao (U, q(R)) em Z(Q2) onde

u(z,t) =Uo Z(x,t), (x,t) € p(R).
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Demonstragio. Podemos escrever R = int{Z(R)}, onde R é um retangulo aberto

em O tal que

@=UoZ, em R.

Ainda podemos escolher R pequeno de forma que pj, seja difeomorfismo e ¢

seja difeomorfismo sobre um aberto contendo Z(R).

R—Z2R=2R)
Rl aly
R

P
p(R) —5—=q(V)

Assim, q(R) C Z(2) é aberto conexo. Para (z,t) € p(R) temos

u(z,t) = wop(p~(x,t)) = a(p~(z,1)).

A seguir usamos a forma @ = U o Z em R, onde U = H o ¢, H é uma funcio
holomorfa em int{Z(p(R))} (veja demonstragao do Lema A.0.16). Entao

a(p~ Yz, 1)) = UoZ(p~z,t)) = HoqoZ(p~(z,t)) = HoZop(p~(x,t)) = HoZ(z,1t).

Logo, (H,q(R)) é um elemento de funcio em Z(Q), onde u(x,t) = H o Z(x, t)
em p(R). O

O proximo passo serd construir uma familia de elementos de fungao cuja uniao
de seus dominios cobre X, para assim usarmos o fato de X ser simplesmente
conexo.

Fixada Z(z,t) uma fungio como em (2.3.1), seja u(z,t) € C°(Q) uma solugao
de Lu = 0.

Tomamos # € X com ¢(Z) = z € Z(Q), entdo x = Z o p(b) para algum b € Q.
Entao pelo Lema do Levantamento existe uma funcio continua Z : Q — X tal
que
Z(b)=%, Zop=gqolLZ.

Temos uma familia de elementos de fungao F como em (A.0.8) associada a
i = uop. Tal que existe (U,R) € F, onde # € R = int{Z(R)} para R C Q
retangulo. Isto segue de 2 = (2 ,.

A seguir definimos uma nova familia de elementos de funcao em X, seja

F ={(U,int{Z(R)}), Z é algum levantamento de Zop, &t = U o Z em R}
(A.0.9)
A primeira observacao sobre a familia F é que ela foi definida de forma que a

uniao dos dominios dos seus elementos seja X. Também podemos notar que dado
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um levantamento de Z o p temos uma familia F, entao toda familia dada como
(A.0.8) esta contida em F.

Agora relembrando os resultados obtidos na Segdo 2.3, dada u € C°(Q,)
solucao de Lu = 0, temos mostrado a existéncia de uma funcao analitica global
U definida em Z(€2,) onde

u=UoZ, para (U, z) € U. (A.0.10)

Assumiremos que cada germe (U, z) em U pode ser continuado ao longo de
toda curva 7 : [a,b] — Z(£2,) com ~y(a) = z. Diremos que uma fungdo analitica
global que satisfaz tal condigdo sobre um determinado conjunto é continuada ao
longo de todas as curvas deste conjunto. Sob essa condicdo, veremos que F ¢

continuada ao longo de todas as curvas de X.

Lema A.0.22. Sejam uma fungio Z(x,t) como em (2.3.1) e L o campo vetorial
(2.0.2). Dada uma fungio u(x,t) € C°(Q) solugio de Lu = 0, assuma que a
fungdo analitica U que torna vdlida (A.0.10), pode ser continuada ao longo de
todas as curvas de Z(2). Entdo a familia de elementos de fungao F definida em

(A.0.9) € uma fungdo analitica global.

Demonstragao. Precisamos mostrar que dois elementos genéricos de F sdo conti-
nuacao analitica um do outro.
Sejam (U, int{Z;(R)}), (U, int{ Z,(Q)}) € F. Entao tomamos abertos Vi, V5, . ..

V,, em X tal que ocorre as seguintes condigoes:
(i) int{Z;(R)} C Vi e int{Z5(Q)} C V..
(ii) V; N Vi1 é nao vazio.

(ili) As restricoes da aplicagao de recobrimento g, : V; = ¢(V;) sdo difeomor-

fismos.

Segundo o Lema A.0.21 podemos ver (Uy,int{Z;(R)}) como um elemento de
funcao em Z(2), onde

u = (q‘vl)_1 oUoZ em R

No primeiro passo consideramos uma cadeia de continuagoes analiticas dire-
tas em ¢(V}), cujo primeiro membro é (Uy,int{Z,(R)}) e o tltimo é (U, Qn),
onde Q1 € q(Vi) N q(Vy). Ainda, tomamos os elementos da cadeia da forma
(U,int{Z(B)}), onde B é retangulo aberto em 2 e

u=UoZ em B, (A.0.11)
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Desta forma podemos considerar o levantamento por (q‘vl)_1 de tal cadeia.
Assim os levantamentos sao elementos de F, pois (A.0.11) implica em uma fa-
toracdo de @ como a composicdo de Z com uma funcdo holomorfa. A cadeia
dos levantamentos em V; é uma continuacdo analitica por elementos de F de
(Uy,int{Z,(R)}) no levantamento de (Uy, Qp1).

No segundo passo consideramos o tultimo elemento da cadeia anterior, ou seja,
o levantamento de (U, @;1) que estd em Vi, Entdo, como no passo anterior,
tomamos uma cadeia de continuagoes analiticas diretas em ¢(V3) entre (U, Q1)
e um elemento (Ups, Qj2), onde Q2 € (V) N q(V3). De forma que cada elemento
da cadeia satisfaz (A.0.11).

Entao levantando tal cadeia por (q\VQ)_1

obtemos uma continuagdo anali-
tica por clementos de F entre o levantamento de (U, @) e o levantamento
de (Ul27Ql2)-

Procedemos assim sucessivamente até o passo n, no qual obteremos que o le-
vantamento de um elemento de funcao (Uy,, @;,) em V,,_1 NV}, é continuagdo ana-
litica por uma cadeia de elementos de F de (Uy, int{Z5(Q)}). Entdo pela propri-
edade de transitividade de ser continuacio analitica temos que (Uy,int{Z;(R)})
e (Uy,int{Z5(Q)}) sdo continuacdo analitica em X.

Portanto concluimos que F é uma funcéo analitica global. [

Observagao A.0.23. Na demonstracao do Lema A.0.22, o fato de U ser conti-
nudvel ao longo de todas as curvas de Z () implica que F também possui essa

propriedade no espaco de recobrimento X.

Conclusao: Seja u € C°(Q) solugio de Lu = 0. Quando Z(2) é um conjunto
aberto nao simplesmente conexo, nés nao podemos garantir uma fatoracao em u
do tipou = UoZ, onde Z é uma integral primeira de L. Porém definimos a funcao
% = u o p, no espago de recobrimento universal Q de Q, entdo construimos uma
fungao analitica global F em X, o espaco de recobrimento universal de Z ().
Como X é simplesmente conexo, segue do Teorema de Monodromia que F é uma

funcéo no sentido usual em X. Assim pela definicdo de F temos
i=FoZ, em Q.

Em palavras, temos uma fatoracdo em % como a composi¢cdo de Z com uma

fungao holomorfa. Quando €2 é simplesmente conexo e Z(£2) nao é, entdo temos
u=FolZ,

onde Z é o levantamento de Z para X.
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