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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma extensao da analise bayesiana objetiva feita
em Fonseca et al. (2008), baseada nas distribuigoes a priori de Jeffreys para o mo-
delo de regressao linear com erros t-Student, para os quais consideramos a suposigao
de heteoscedasticidade. Mostramos que a distribuicao a posteriori dos parametros do
modelo regressao gerada pela distribuicao a priori é propria. Através de um estudo de
simulagao, avaliamos as propriedades frequentistas dos estimadores bayesianos e com-
paramos os resultados com outras distribuicoes a priori encontradas na literatura. Além
disso, uma andlise de diagnéstico baseada na medida de divergéncia Kullback-Leiber
é desenvolvida com a finalidade de estudar a robustez das estimativas na presenca de
observacoes atipicas. Finalmente, um conjunto de dados reais ¢é utilizado para o ajuste

do modelo proposto.

Palavras chave: distribuicao a priori de Jeffreys, inferéncia robusta, erros t-Student,

modelos de regressao linear heteroscedasticos.



Abstract

In this work , we present an extension of the objective bayesian analysis made in
Fonseca et al. (2008), based on Jeffreys priors for linear regression models with Student
t errors, for which we consider the heteroscedasticity assumption. We show that the
posterior distribution generated by the proposed Jeffreys prior, is proper. Through
simulation study , we analyzed the frequentist properties of the bayesian estimators
obtained. Then we tested the robustness of the model through disturbances in the res-
ponse variable by comparing its performance with those obtained under another prior
distributions proposed in the literature. Finally, a real data set is used to analyze the
performance of the proposed model . We detected possible influential points through
the Kullback -Leibler divergence measure, and used the selection model criterias EAIC,

EBIC, DIC and LPML in order to compare the models.

Keywords: Jeffreys prior, robust inference, Student t errors, heteroscedastic linear

regression models.
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Capitulo 1

Introducao

Em diversas areas da ciéncia como medicina, bioquimica, agricultura, entre outras,
e em aplicagoes de carater industrial ou financeiro, a investigacao da relagao entre
variaveis pode ser de grande interesse. A analise de regressao estuda tais relacoes e,
por este motivo, vem se apresentando ao longo dos anos como uma area de pesquisa

de grande relevancia na Estatistica.

Nos modelos de regressao, ¢ comum assumir que os erros possuem distribuigao
normal. No entanto, para alguns conjuntos de dados, esta suposicao pode nao ser a

mais adequada, de forma que o modelo obtido pode ser sensivel a presenca de outliers.

As distribuicoes definidas como mistura de escala normal, introduzida por Andrews
& Mallows (1974), aparecem como boa alternativa na diregdo de uma modelagem mais
robusta. A esta classe, pertencem distribui¢oes como a t-Student, exponencial poténcia,

slash, normal contaminada, entre outras.

Tratando-se de modelos lineares com erros t-Student, uma ampla teoria encontra-se
desenvolvida na literatura. Sob o enfoque classico, Zellner (1976) investiga as con-
sequéncias de se assumir erros t-Student, ao invés da suposicao usual de normalidade.

No entanto, nao considera a estimagao dos graus de liberdade, devido as dificuldades



em se estimar este parametro. Geweke (1993) apresenta uma abordagem bayesiana, re-
portando sobre a dificuldade de uma andlise nao informativa. Branco et al. (2000), por
sua vez, aconselha o uso de distribuicoes a prior: proprias para a estimacao dos graus
de liberdade, a fim de evitar que a distribuicao a posterior: gerada seja impropria. Fer-
nandez & Steel (1999) apresentam condigdes sobre a distribuicao a priori em modelos
de regressao linear, com erros pertencentes a classe de mistura de escala da normal, de

forma que a distribuicao a posterior: obtida seja propria.

Em situagoes nas quais o conhecimento prévio a respeito dos parametros é vago, ou
até mesmo inexistente, é aconselhdvel o uso de distribuicoes a priori nao informativas.
Paulino et al. (2003) menciona que estes tipos de distribui¢oes possibilitam a dedugao
de crencas a posteriori a partir de um conhecimento escasso e podem, além disso,
desempenhar um papel de referéncia, permitindo a comparagao com resultados da
inferéncia classica e a verificacao da influéncia de distribuigoes a priori subjetivas
quando a informagao prévia existe. Fonseca et al. (2008), utiliza uma abordagem
bayesiana objetiva na inferéncia sobre os modelos lineares, fazendo uso de distribuicoes

a priori de Jeffreys.

Outra suposi¢ao usualmente atribuida aos modelos de regressao é a de homocedasti-
cidade dos erros, sob a qual tais componentes variam de maneira constante, para todas
as observacoes. Quando esta hipotese nao ¢é satisfeita, um modelo heteroscedéstico

deve ser proposto, com parametros de dispersao que se adequem a natureza dos dados.

Cysneiros et al. (2007) trata, através de metodologias cléssicas, de modelos hete-
roscedasticos com erros pertencentes a classe de distribuicao simétrica obtendo, desta

forma, uma modelagem mais robusta.

Neste trabalho estendemos a andlise bayesiana objetiva feita em Fonseca et al.
(2008) para os modelos lineares heteroscedésticos com erros t-Student, em que o grau

de liberdade é desconhecido. Para isto, é proposto o uso das distribuicoes a prior: de



1.1. DISTRIBUICAO T-STUDENT: DEFINICAO E PROPRIEDADES

Jeffreys, tendo como objetivos principais: a andlise da distribuicao a posteriori gerada,
por meio de resultados que garantam que esta é prépria, e o estudo dos estimadores
bayesianos obtidos, verificando as suas propriedades frequentistas, o seu desempenho
comparado ao uso de outras distribuicoes a priori propostas na literatura, a robustez
das estimativas obtidas mediante a presenca de outliers, e seu ajuste a um conjunto de

dados reais.

1.1 Distribuicao t-Student: definicao e proprieda-
des

Definicao 1.1.1. Uma varidvel aleatoria X € dita ter distribuicao t-Student univariada
com parametro de locacao u € R, parametro de escala 0 > 0 ev > 0 graus de liberdade,

denotada por X ~ t-St, (11, 0?), se sua fungdo densidade de probabilidade é dada por

e [ o]
f(xlp, 0?) = ,,2 1[”""( 2)} ’
I(5)(mo)? g
em que I' denota a fun¢do gama, definida por T'(t) = fooo rtle % dx.

Quando =0 e o =1 dizemos que X tem distribuicdao t-Student padrao.

O grau de liberdade, também referido como parametro de forma, oferece a distribuicao
t-Student uma flexibilidade bastante atrativa em diversas aplicacoes, em particular na
anélise de regressao. Na medida em que v — oo, a fungao densidade definida em (1.1)

se aproxima da funcao densidade da normal, o que pode ser observado na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Comportamento das funcoes densidade e distribuicao acumulada da t-
Student padrao, considerando diferentes graus de liberdade, e das fungoes densidade e
distribuicao acumulada da distribuicao normal padrao.

Por outro lado, quando v — 0, a fungao densidade (1.1) tem caudas pesadas com-
parada a distribuicao normal. Na Figura 1.2 ilustramos este fato, analisando o com-
portamento dos quantis 2.5% e 97.5% da distribuicao t-Student com relacao a variacao
do parametro grau de liberdade, fungoes que denotaremos por go 59 (V) € qor5% (V) res-

pectivamente.

--- Quantil 97.5% da N(0,1)

22 23 24 25

20 21

‘ --- Quantil 2.5% da N(0,1)
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
A% A%

(a) (b)

Figura 1.2: Variacao dos quantis 2.5% e 97.5% da distribui¢ao t-Student com relagao
a variacao do parametro grau de liberdade.
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Observe que, quando v — 00, ¢25%(V) € qor.5%(v) tendem para a aproximagao
numérica dos quantis 2.5% e 97.5% da distribuicao normal padrao, ou seja, convergem
para os valores -1.96 e 1.96, respectivamente. Por outro lado, quando v — 0, nota-se
um aumento em modulo de ambos os quantis, indicando que, para valores pequenos
do grau de liberdade, hd uma maior concentracao de probabilidade nas caudas da

distribuicao.

1.1.1 Momentos

Proposicao 1.1.1. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao t-St,(0,1), entdo

(i) E[X*] =0, se 0 <a <v ea for impar

(ii) E[X?] = uar(;(f/zﬁr)(ry(%)z—a); se 0 <a<veaforpar

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em Fonseca et al. (2008). O

O préximo lema serd de grande utilidade no capitulo subsequente.

Lema 1.1.2. Seja X wvaridvel aleatoria tal que X ~ t-St,(0,1) e Y = (Y1,...,Y,) o
vetor aletdrio cujos elementos se definem como Y; = /&, X + i, com ¢; > 0 e pu; € R.

Denotemos por as o sequinte valor esperado

oS s ] )

i=1

Nestas condicoes, temos que

em que W; ~ t-St,195(0,1).
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v+1 I/V
Demonstragao. Como em Fonseca et al. (2008), denotemos por ¢;(v, ¢;) = ;E#

Para o item (i) obtemos,

E{fj{uﬂy’;ﬁ“)ﬁs} = i{/wci(l/,@) [u+(y;)“)1++dy}

=1

) 7u+12+25
(yi - ,uz') ]

v
(bi v+2s

v+142s

- ()

[ V

_ v+142s

em fy, (uily + 25, i, dis) = i (v + 25, 0125 [0 +26) + B8] caden

v+42s

(v +2s)+

sidade da distribuicao t-Student com parametro de locagao p;, parametro de escala

¢;— e v + 2s graus de liberdade. Assim,

v+2s
n (Y; N )2 -5 r v+1 r v+2s i
E{Z |:V+ (bzlu } }:nrg : % u+2sil§y :

=1

Considerando agora o item (ii), temos que

i=1

com W, = YiZki o W/, ~ t-St,,25(0, 1). O

¢u+23

Em particular, para s = 1 temos que a; = ;15 e para s = 2, ag = %

E{i(yi — pi)? {u+ ¥ ;Z_“)Q}S} = Zn:{a /Oo (Y — ) f, (yi|y+23>Uiv¢iV_’_I/28>dyi}a

dy; }
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1.2 Inferéncia Bayesiana Objetiva

A metodologia bayesiana tem sido amplamente utilizada na teoria e em praticas
estatisticas ao longo dos ultimos anos. Sua implementacao exige, além da funcao de
verossimilhanca, a especificacao da informacao a priori a respeito dos parametros, a
qual se pretende incorporar as andalises. A quantificacao do conhecimento prévio é feita
através de uma distribuicao a priori, que por sua vez pode ser obtida por meio de

esquemas e métodos de elicitagao (veja por exemplo, Paulino et al., 2003).

Quando a informacao disponivel é escassa, situacao caracterizada como estado de
“ignorancia a priori”, a distribuicao a priori deve ser derivada a partir de métodos
bayesianos objetivos, isto ¢, através de formulagao matematica baseada no modelo e

nos dados obtidos (Bernardo, 2009).

A elicitacao de distribui¢oes a priori minimamente informativas, referidas como
distribui¢oes nao informativas, pode ser uma tarefa bastante complexa, uma vez que
a falta de informagcao é um conceito passivel de multiplas interpretacoes. No entanto,
na tentativa de formalizar matematicamente a idéia de “conhecimento vago”, alguns
métodos para obtencao de distribuicoes a priori nao informativas foram propostos na

literatura.

O mais intuitivo deles é o método de Bayes-Laplace, que assume equiprobabili-
dade dos parametros, mas que em espacos paramétricos ilimitados viola o axioma
de probabilidade total unitaria, gerando distribuigoes a priori denominadas distri-
buigoes improprias. Além disso, se mostra incoerente sob transformacoes bijetoras do

parametro: se m(f) é a distribuigdo a priori para 6 definida por

T0) =k Vo€,
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em que k é uma constante e © o espaco paramétrico, entao pelo Teorema da Trans-
formagao, a distribuigdo a priori para uma transformacao bijetora ¢ = ¢(f) é dada

por

)

(o) = n(0(0) | = |

perdendo sua uniformidade em O e consequentemente, a idéia inicial de representacao

da falta de informagao.

O método proposto por Jeffreys (Jeffreys, 1998) é bastante utilizado na obtengao
de distribuicoes a priori nao informativas, e como veremos, possui a vantagem de ser

invariante sob tranformagoes 1-1.

1.2.1 Distribuicao a prior: de Jeffreys

Seja X variavel aleatéria com fungao densidade dada por f(X6), em qued € © C R.

A informacao de Fisher para o parametro 6, é definida por

<8an;(0X|6))2] | 1)

Esta quantidade mensura a informagao que a variavel aleatoria X carrega a respeito

I(H) = EX|9

do parametro 0, o qual indexa a familia de distribuigoes que a descreve. Sob certas
condicoes de regularidade, é possivel mostrar que a informacao de Fisher pode ser cal-
culada de maneira equivalente (veja por exemplo, Lehmann, 1998) através da seguinte

expressao

1(6) = —Bxp {a? lnf(XW)} |

o (1.2)

A classe de distribuigbes a priori de Jeffreys é obtida baseada nesta medida de

informacao, e é definida como segue.

Defini¢ao 1.2.1 (Distribuicao a priori de Jeffreys uniparamétrica). A distribui¢io a
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priori de Jeffreys para @ € R € dada por m(0) o< \/Z(8).

Considerando agora o vetor de parametros 6 = (64, ...,60,,) € ©™ C R™, temos que

a matriz de informagao de Fisher é calculada como

711(0) Z12(0) ... Zy,,(0)
Z51(0) Ip(0) ... I,,(0
o | @) T200) mi®) | "
Zn(0) L0 ... Z,n(0)
com Z;;(0) = —Exj [%{%‘m} , para i,7 = 1,...,m. Neste caso, a distribuicao a

priori de Jeffreys é definida da seguinte maneira.

Defini¢ao 1.2.2 (Distribuicao a priori de Jeffreys multiparamétrica). A distribuicao

a priori de Jeffreys para @ € O™ C R™ € dada por m(0) o< y/det Z(0).

Por fim, como mencionado anteriormente, uma propriedade muito importante desta
classe de distribuigoes é sua invariancia sob transformacoes 1-1. De fato, consideremos

0 caso uniparamétrico em que ¢ = ¢(f) é uma transformacao bijetora de #. Desta
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forma,

7(8) o m(6()) ]%

- \/Z<9<¢>> (&
(5| ()
A\ (dlanw d¢>>2]
(

dlan|gz5)]

= VI,

1.2.2 Distribuicao a posterior:

Seja X varidvel aleatéria com distribuigao amostral f(z|f). Vimos que na abor-
dagem bayesiana o conhecimento prévio a respeito da quantidade 6 é incorporado a
analise por meio da distribuigdo a priori m(#). Sua atualizagdo, dada a observagao
X = z, é feita através do Teorema de Bayes. Assim, a distribuigao a posteriori de 0|x
é obtida por

PR (C11)L(()
Jo f(x]0)m(0)

O denominador f(x f@ (z|0)m(0)dd nao depende de 6 e funciona como cons-
tante normalizadora da distribuicao a posteriori. Quando esta integral nao pode ser
calculada analiticamente, aproximacoes numéricas ou métodos de simulacao devem ser

considerados para obtengao de 7(6|z).

Os métodos Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) sao bastante eficientes na

resolucao de problemas complexos, em particular na inferéncia bayesiana, fornecendo

10
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a distribuigdo a posteriori de 0|z através de simulagao estocéstica. Entre eles, menci-
onamos o algoritmo Metropolis-Hastings, descrito a seguir, que consiste na construcao
de uma cadeia de Markov cuja distribui¢ao de equilibrio é 7 (6|x).

1.2.3 Algoritmo Metropolis-Hastings

No contexto bayesiano, dado o vetor de parametros @ = (64,...,0,,), a distribui¢ao

a posteriori w(@|x) é simulada através dos seguintes passos.

1 Inicialize o contador i = 0, e forneca um ponto inicial (®) = (950), . ,97(79));

2 Gere um candidato a transicao da cadeia 8P"°?) de uma distribuicdo proposta q(-|0);

9

. o : 7 (6(Prop) )| (prop)
3 Compute a probabilidade de aceitacao ov = min (1, (:( ;)(i)Txl)z )(‘fg(g)(ml,i ;?(i;; )>

4 Gere u da distribuicdo U(0,1) e atualize 80+Y = 9ProP) se 4 < o

e rejeite caso contrario, fazendo 0+ = 9,

5 Repita os passos 2, 3 e 4 até que o processo atinja a distribuicao de equilibrio.

1.3 Critérios de selecao de modelos e diagnéstico

de influéncia bayesianos

1.3.1 Critérios de selecao de modelos

Uma questao a ser considerada em qualquer analise estatistica ¢ a avaliacao e es-

colha, dentre um conjunto de modelos, daquele que melhor represente a situagao em

11
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estudo. Do ponto de vista bayesiano, trabalhos como os de Gelfand (1996) e Carlin &
Louis (1997), estudam a adequabilidade e selecdo de modelos usando as distribuicoes

preditivas a posteriori.

Desta forma, sejam & = (z1,...,2,) e y = (Y1, - - ., Ym) duas amostras independen-
tes dado 6, observadas de uma variavel aleatoria X, com fungao densidade de probabili-
dade f(x]@). Suponha que x seja utilizada na estimagao dos parametros da distribui¢ao
a posteriori w(0|x) e y seja utilizada como uma amostra de validacao, ou seja, aplicada
para verificar a acuracia das predicoes do modelo ajustado. A distribuicao preditiva
de y é dada por

pvle) = [ 7(s/6)m(6lw)de.

Obtem-se assim uma medida de adequabilidade para o modelo estudado, na qual
podemos avaliar se as predigdes dadas por p(y|x) estao de acordo com a amostra y:
através dos valores médios e das variancias desta distribuicao, por exemplo, podemos

definir o residuo bayesiano padronizado, cuja expressao é dada por,

yi — E(Yi|z)

V/Var(Yi|z)’

ri = 1=1,...,m,

e verificar se existem possiveis afastamentos das suposicoes iniciais.

Alternativamente, na impossibilidade de se obter duas amostras independentes da
variavel X, ou de se poder particiond-la em duas, uma reamostragem pode ser feita
para a obten¢ao de uma distribuigao preditiva, da seguinte maneira. Sejam D e D(_;) os
dados completos e com a i-ésima observacao excluida, respectivamente. A distribuicao

preditiva condicional para a i- ésima observagao, denotada C'PQO;, é dada por

C’POiip(xiﬂ?(i)):/f($i|0)7r(0|2)(i))dez{ ;Ei‘@;de} .

12
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Esta quantidade, também denominada ordenada preditiva condicional, é bastante

util para validacao de modelos. Maiores valores de C'PO; indicam melhores ajustes.

Para modelos mais complexos, nos quais nao existe uma forma fechada para C' PO;,
a estimativa Monte Carlo para esta medida, dada uma amostra (8, ..., 0@)) da

distribui¢ao a posteriori (Chen et al., 2012), é dada por

1 & 1 B
CPO, =4 =S ——— 4\
{Q qzzl f(yi|9(Q))}

Como em Cancho et al. (2010) utilizamos a estatistica log pseudo marginal likelihood
(LPML),
LPML =Y CPO..

i=1
Na selecao dos modelos, maiores valores de LPML indicam o melhores ajustes.
Utilizaremos também como critérios de selecao de modelos o Deviance Informa-

tion Criterion (DIC), o Ezpected Akaike Information Criterion (EAIC) e o Ezpected

Bayesian Information Criterion (EBIC).

Desta forma, denotemos por d(0) = —2log(f(D|0)) a fungao desvio, cuja média
a posteriori pode ser aproximada por D = Zqul d(0?)/Q. E por ps o nimero de

parametros efetivos, definido por pg = D — lA), em que D= d(@). A estimativa MCMC

para o critério DIC é calculada como
@:D—i—pd:ﬁ-i-de,

e quanto menor este valor, melhor o ajuste do modelo aos dados.

Analogamente, os critérios de selecao EAIC e EBIC também podem ser aproximados

por meio de

EAIC = d + 24(0),

13
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EBIC = d + #(8) log(n),

em que #6 é o nimero de parametros do modelo. Menores valores destes critérios

indicam melhor ajuste do modelo aos dados.

Outra maneira de selecionar e verificar a adequabilidade de modelos é através da
construgao de intervalos preditivos (Gelfand, 1996). Para cada i = 1,...,n, simula-se
uma amostra (xj, ... ,qu), das distribuigoes preditivas condicionais correspondentes.
Estas distribuigoes podem ser obtidas através das amostras MCMC da distribuicao a
posteriori gerando-se amostras Monte Carlo, ( 07*,...,07) de 7(8|D(_;)) e, para cada

07", obtendo-se uma amostra de f(z;|07").

A partir da amostra das distribuicoes preditivas condicionais, um intervalo preditivo
de probabilidade (1 — «) é construido. Neste trabalho consideramos intervalos com
caudas equiprovaveis. Se o modelo analisado for adequado, é esperado que (1 — «) X

100% dos valores observados caiam dentro de seus respectivos intervalos preditivos.

1.3.2 Diagnéstico de influéncia bayesiano

Em muitas situagoes, os conjuntos de dados analisados contém observagoes que dife-
rem substancialmente das demais. Tais observacoes discrepantes podem causar grandes
distorcoes no ajuste do modelo, o que pode levar a resultados equivocados. Nestes ca-
sos é importante se investigar qual a influéncia desses tipos de pontos nas estimativas
obtidas. Peng & Dey (1995) apresentam duas distintas abordagens bayesianas para
detectar observacoes influentes no ajuste de modelos de regressao, uma é baseada na
distribuicao a posterior: e a segunda baseada na distribuicao preditiva. Quatro me-

didas especificas sao propostas, entre elas, destacamos a divergéncia Kullback-Leibler

(K-L).

14
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Anadlise de influéncia caso a caso

Uma maneira comum de avaliar a influéncia de uma observacao no ajuste de um

modelo é por meio da dele¢ao de casos Cook (1986).

Suponha que K(P,FP._;) denota a divergéncia K-L entre P e P_;, em que P
denota a distribuicao a posteriori de € para os dados completos e P_;y ¢ a distribuicao

a posteriort de @ sem o i-ésimo caso. Especificamente,

K(P,P_y) = /w(em) log{%}d@, (1.4)

K (P, P_;) mede o efeito de omitir o i-ésimo caso dos dados completos na distribuicao
a posteriori de 6. Note que K (P, P_;)) # K(P;, P) em geral. Apés alguma dlgebra,
pode-se demonstrar uma expressao simplificada para K (P, P_;) dada por,

K(P,Py) = log Eg {%’D} + By [m*%} (D] (1.5)

em que, Fg[-| D] representa a média a posteriori de 6, L(0|D) = [[;_, f(tx|0) a fungao
verossimilhanga para os dados completos e L(8|D(y)) = [l;_; . f(t4]0) a fungao

verossimilhanca sem a i-ésima observagao. A equagao (1.5) pode ser reescrita como

K(P,Py) = logEel{f(yil0)}'|D] + Eplog{f(y:|0}D], (1.6)

= —log (CPO;)+ Egllog{f(v:|0)}|D].

Da Equagao (1.6) uma estimativa de Monte Carlo para K (P, P_;)) considerando uma

amostra de tamanho ) da distribuigao a posteriori de p(0|D) é dada por

—

K(P,P_y)) = —log (CPO,) Zlog [f(y:]09)], (1.7)

15
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sendo (@) = {%ZQ %}_1.

a=1 f(y;|6()

Uma vez calculada a medida de divergéncia, é necessario se estabelecer um ponto
de corte, acima do qual classificaremos uma observacao influente no ajuste do modelo.
Neste trabalho, como em Yiqi (2012) e em Garay (2014), utilizaremos a proposta de
Peng & Dey (1995), e consideraremos sob a medida de divergéncia de Kullback-Leibler,

pontos influentes quando K (P, P_;) > 0.14.

1.4 Organizacao dos capitulos

No Capitulo 2, desenvolvemos uma andlise bayesiana objetiva para o modelo de
regressao linear heteroscedastico, com erros t-Student. Derivamos as expressoes para o
calculo da distribuicao a priori de Jeffreys e mostramos que a distribuicao a posteriori

gerada ¢é prépria.

No Capitulo 3, apresentamos, através de um estudo de simulacao, as propriedades
frequentistas do estimador bayesiano obtido e seu desempenho na presenca de outliers.
Apresentamos ainda, uma aplicacdo com um conjunto de dados reais analisado em
Cysneiros et al. (2007), na qual detectamos os possiveis pontos influentes através da
medida de divergéncia de Kullback-Leibler e utilizamos os critérios de selecao EAIC,

EBIC, DIC e LPML para comparagao de modelos.

Finalmente, no Capitulo 4 encontram-se as consideragoes e tépicos para sequéncia

do trabalho, com propostas de continuidade, sao listadas.

16



Capitulo 2

Modelo de regressao linear

heteroscedastico com erros

t-Student

Em geral os modelos de regressao linear partem das suposicoes de normalidade e ho-
mocedasticidade dos erros, isto é, consideram que estas componentes sao normalmente

distribuidas, com variancia constante ao longo de todas as observacoes.

No entanto, em conjuntos de dados em que este padrao de variabilidade nao é veri-
ficado, e mediante a presenca de outliers, o uso dessas hipdteses pode ser inapropriado,
compromentendo a qualidade dos ajustes. Neste caso, uma alternativa para se obter
uma modelagem mais robusta ¢é a utilizacao de distribuigoes com caudas mais pesadas

do que as normal, como por exemplo, a distribuicao t-Student.

Esta escolha, porém, deve ser feita com cautela, principamente quando se deseja
estimar o parametro grau de liberdade. Geweke (1993) e Branco et al. (2000) relatam
sobre esta dificuldade nas abordagens bayesianas, tendo em vista que distribuicoes a

priori improprias para o grau de liberdade gerarao, necessariamente, distribuicoes a

17
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posteriort improprias. Em contrapartida, o uso de distribuicoes a priori préprias para
o mesmo nao fornece garantias tedricas de que a distribuicao a posteriori também

possua tal propriedade.

Neste sentido, o trabalho de Fernandez & Steel (1999) mostra sua importancia ao
apresentar uma classe de distribuicoes a priori para modelos de regressao linear, com
erros pertencentes a classe de mistura de escala da normal, sob a qual as distribuicoes

a posteriori geradas sao préprias.

Fonseca et al. (2008), utiliza uma abordagem bayesiana objetiva na inferéncia sobre
os modelos lineares com erros t-Student, fazendo o uso de distribuigoes a priori de Jef-
freys. Apresentamos neste capitulo uma extensao deste trabalho, na qual consideramos
heteroscedasticidade dos dados. A estrutura de variancia foi motivada pelo conjunto
de dados reais descrito a seguir, previamente analisado em Cysneiros et al. (2007) sob

uma perspectiva classica, considerando erros com distribuicoes simétricas.

2.1 Motivacao: dados de pesquisa salarial

O conjunto de dados apresentado em Chatterjee & Hadi (2009) é referente a um
estudo que relaciona o salario mensal de 31 funcionérios de uma empresa, de acordo
com as varidveis explicativas pontuacao no trabalho (x;), sexo (z3), anos de servi¢o na
empresa (x3) e performance (z4), considerando nesta tltima as escalas 1 = insatisfatério

a 5 = 6timo.

O ajuste do modelo linear com erros normais a estes dados, feito em Cysneiros
et al. (2007), mostra que apenas as variaveis pontuagao no trabalho e anos de servigo

na empresa sao significativas.

Ajustamos o modelo a este conjunto de dados, utilizando uma abordagem bayesi-

ana com distribuicao a prior: de Jeffreys. O gréfico dos residuos bayesianos padroni-
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zados contra os valores ajustados, ilustrado na Figura 2.1, mostra um decrescimento
da variancia dos residuos a medida que os valores ajustados aumentam, o que é um

indicativo de heteroscedasticidade.

Residuos bayesianos padronizados
-1 0
|

-2

-3

T T T T T T T T
1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Valores ajustados

Figura 2.1: Grafico dos residuos bayesianos padronizados contra os valores ajustados,
considerando o modelo linear normal homocedastico.

Além disso, a andlise do grafico dos residuos contra as variaveis explicativas, apre-
sentado na Figura 2.2, sugere que a variancia dos erros dependa da variavel pontuacao

no trabalho.

Residuos hayesianos padronizados
0
1

Residuos bayesianos padronizados
- 0
1

-2

Pontuacgéo no trabalho Anos de servigo na empresa

Figura 2.2: Grafico dos residuos bayesianos padronizados contra as variaveis explicati-
vas pontuacao no trabalho e anos de servigo na empresa, considerando o modelo linear
normal homocedastico.
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Na tentativa de explicar a estrutura heteroscedastica detectada no grafico dos
residuos, Cysneiros et al. (2007) sugere a seguinte parametrizagdo para as variancias
dos erros

0'7;2 :exp{'yo—i— (xli—fl)’}/l}, 1= 1,,31 (21)

Utilizando a distribuicao a priori de Jeffreys, ajustamos novamente o modelo linear
aos dados apresentados, considerando heteroscedasticidade dos erros e variancias pa-
rametrizadas como em (2.1). Mais uma vez, o modelo se mostrou sensivel a presenga

da observagao 6.

Na Figura 2.3(a) verificamos que o valor da medida K-L para a observacao 6 ultra-
passa o ponto de corte, indicando que esta pode ser influente. J4 na Figura 2.3(b), é
possivel ver que o logaritmo da ordenada preditiva condicional é relativamente menor

nesta observacao, em comparacao com as restantes.

K-L divergence
0.4
I
=
15
log(CPO)

-10

0.2
I

13
NI é
Jrtael b | “‘\\\‘ wwwwwww | 4
T T T

T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

-11

0.0
-12

indice indice

Figura 2.3: Grafico da medida de divergéncia de K-L (a) e do logaritmo da ordenada
preditiva condicional (b).

Para contornar este problema, distribuicoes mais robustas para os erros devem
ser propostas, a fim de acomodar pontos atipicos sem sofrer alteracoes nos ajustes.
Cysneiros et al. (2007) propoe o uso de distribui¢oes simétricas para estas componentes,

classe a qual pertence a distribuicao t-Student.
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Motivados por estes resultados, utilizamos o conjunto de dados em questao para
o ajuste do modelo linear heteroscedastico com erros t-Student, cujos parametros de

dispersao sdo dados por (2.1) e o grau de liberdade é desconhecido.

2.2 Formulacao do Modelo

Seja y = (y1,...,yn)" 0 vetor n-dimensional de observagoes, obtido através do

seguinte modelo de regressao linear

-

y=X'B+e, (2.2)
em que X = (x1,...,x,) é a matriz das varidveis explicativas de dimensao p X n
e posto completo, cuja i-ésima coluna é definida por x; = (1,z4,...,2ip1)", B =
(Bo,---,Bp-1)" é o vetor p-dimensional dos coeficientes de regressao e € = (€1, ...,€,) "

é o vetor n-dimensional dos erros aleatorios, cujos elementos ¢;’s sao independentes e
seguem distribuic¢ao t-Student com parametro de locacao zero, v > 0 graus de liberdade

e parametro de escala ¢;, parai=1,...,n.

Para a especificagao das variancias dos erros heteroscedasticos, assumimos que cada

¢; é parametrizado como ¢; = exp (z;' ), em que z; = (1, 2;1,..., 2zik_1) é o vetor k-
dimensional de varidveis explicativas e ¥ = (Yo, ...,7%-1)' ¢ o vetor k-dimensional de
parametros.

Nos referiremos a Equagao (2.2), sob as hipdteses consideradas acima, como modelo

linear heteroscedéstico t-Student.
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2.2. FORMULACAO DO MODELO

Denotemos por 8 = (3",47,v)" o vetor de parametros do modelo linear heteros-

ceddstico t-Student. Dadas as observagoes (yi,...,¥,) € sob a suposi¢ao de que o0s

erros aleatorios sao independentes, temos que a funcao log-verossimilhanca de @ pode

ser escrita como

v+1 v v 1
(@) = n [logf‘ <2> —logT <§> + flogu— logﬂ]

—;Z: Zlog [u+ v~ B)° ] (2.3)

exp(z;' )

As derivadas parciais de primeira e segunda ordem da log-verossimilhanca de 8 com
respeito aos parametros 3,7 e v, sao elementares para a realizacao de alguns proce-
dimentos inferenciais classicos e bayesianos. Estas quantidades fornecem, respectiva-

mente, as componentes da fungao escore

Ue) = (ag(g) 732(’479) ’ag(f)) , (2.4)

e da matriz Hessiana de [(6),

212(0)  AI2(6)  9I2(0)
98037 0B~y 0pov
_ | az) o) a2
H(O) 0v0BT  ovdy !  ovyov |’ (25)
8[2(9) al2 (0) 12 (6)
ovos ovd~y ovdv

e suas expressoes, expostas em forma matricial, podem ser verificadas com maiores

detalhes no Apéndice A.

Utilizando (2.5) obtemos a matriz de informagao de Fisher de 6 associada ao modelo
linear heterosceddstico t-Student, calculando o valor esperado E[—H (0)] como segue.
Denotemos por H; ; e Z; j os elementos (i, j) das matrizes H(0) e Z(0), respectivamente,

e por W; a varidvel aleatéria dada por W; = (y; — . 3)/¢; . Baseados no Lema 1.1.2

22



2.2. FORMULACAO DO MODELO

e nas derivadas parciais obtidas no Apéndice A, temos que, da equacao (A.4)

Tin= — E[Hi]

2 (+1)§: T, ]E{W}+ +1)E zn: zi;

= — as\V —_— all/ - T

“~ exp (z ) P} exp (z; )

wv+1)(v+2) v+4 v = =

= — 2
V(V+1)(1/+3)1/+2(1/+4)Zexp (z'v) +;expz )
v+l xim]

_ P 2.6
V—|—3;exp(z;r'y) (2:6)

em que Z;; é uma matriz quadrada de dimensao p. Da equacao (A.5), obtemos

I,o,= — E[H o]
R st et
- prk (27)

em que Z; 5 é uma matriz de zeros, de dimensao p x k. Da equacao (A.6), obtemos

Ti3= — E[Hyg]
-~ aw+l) Z {z.E{W:}} + ay Z {xE{W;}}
- 0. : (2.8)

em que Z; 3 é uma matriz de zeros, de dimensao p x 1. Da equacao (A.8), obtemos

Zoo= — E[Hypo]
v+1

: i{zizm{wf}nal”“z{zz TE (W2}

i=1 i=1

= — a2

v+2 v+1 2 Z
= — ZZ
viv+1)(r+3) 2 (v+4)2 1/+2

1 v+l v v+2 T
+ L ;Zzzi

v+1 2 v+2

L v & T
_ 1 2.9
2u+3;zzf (2.9)
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2.2. FORMULACAO DO MODELO

em que 75 é uma matriz de dimensao k x k. Da equagao (A.10), obtemos

Ios= — E[Hygs]
(v+1)

1n n
= — a1§Z{zi]E{Wi2}}+a2 5 > {zE{W?}}
i=1 i=1
1 1 v42 v &
- 51/4—1 1% V—i—QZ;zi

n

v+2 v+1lv+4 v Z
viv+1)(v+3) 2 v+2v+4 ’

i=1

1 n
= - LI ;z (2.10)
em que 7y 3 ¢ uma matriz de dimensao k x 1. E, finalmente, da equacao (A.12) obtemos

I33= — E[H;sgs]

SR (L5 R GEH ED WIS = o
G

n
i=1 i=1
)

- WY@ (T e S e
i

) -v () - ses ) e

em que 733 é um escalar. Os elementos restantes sao obtidos considerando a simetria

da matriz Hessiana H(6).
Desta forma, a matriz de informacao de Fisher Z(0) é dada por

T

v+1 n T,
v+3 £~i=1 exp(z, v) QPX’C prl
1(0) = (U % (uig) >ic1 ziz] —m S Zi )
1 n n (v (vl 2(v+5)
Q1><p T (w+D)(v+3) Zi:l zz‘T 1 {1/1 (5) - ( —5 ) - m}

(2.12)

em que ' (2) = j—; InT'(z) denota a fungao trigama.

A especificagao dos parametros de escala ¢; associados aos erros aleatérios é um
fator importante na modelagem dos dados e, como vemos, define de maneira direta as

expressoes de quantidades como a informacao de Fisher.

Um caso particular da parametrizacao utilizada pode ser obtido fazendo z; = 1 € R.
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Como consequéncia os erros teriam variancia constante dada por Var(e;) = -5, com

¢ = exp (), caracterizando homocedasticidade destas componentes.

A matriz de informacao de Fisher do vetor € = (8", ¢,v)", nestas condicoes, pode

ser facilmente obtida via regra da cadeia e é dada por

T

Zié ?:1 wbzt 0px1 0px1
=1 27 ) ~ S o @2
n n (v " (v+1 2(v+5)
O1xp TSI 4 {¢ (5) —v (5%) - V(u+1)(u+3)}

O resultado apresentado é o mesmo exposto em Valejos & Steel (2013) e similar! ao
obtido em Fonseca et al. (2008), ambos relacionados ao modelo linear homocedéstico
com erros t-Student. Como veremos, este fato é importante para a coeréncia das
distribuicoes a prior: de Jeffreys obtidas a seguir, pois no caso particular mencionado

nao gerara distribuicoes a priori conflitantes com as encontradas na literatura.

2.3 Distribuicoes a priori e a posterior:

O uso da distribui¢ao t-Student na modelagem dos erros dos modelos de regressao
tem se popularizado como alternativa para comportar dados com observacoes aber-
rantes. No entanto, a escolha de uma distribuicao a priori para o parametro grau de

liberdade pode ser bastante desafiadora.

Em Fonseca et al. (2008) o modelo linear t-Student homocedastico é considerado
e duas distribuigoes a priori objetivas sao propostas para £*: a primeira é baseada na
regra de Jeffreys e a segunda é uma de suas variantes, a distribuicao a priori de Jeffreys
independente, na qual aplicamos a regra de Jeffreys para o parametro de interesse,

assumindo que os restantes sao constantes conhecidas. Considerando a parametrizagao

'Em Valejos & Steel (2013) calcula-se a informagéao de Fisher associada ao modelo linear t-Student
homocedéstico, considerando-se o vetor de parametros € = (B',¢,v) ", enquanto que em Fonseca et
al. (2008) considera-se o vetor £&* = (B87,/é,v)".
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2.3. DISTRIBUICOES A PRIORI E A POSTERIORI

de Vallejos & Steel (2013) a distribuigao a priori de Jeffreys e a distribuicao a priori
de Jeffreys independente para o vetor & sao obtidas a partir da matriz (2.13) e dadas,

respectivamente, por

(M|

v (522) () e () -2

roxg () () ()T e

Baseados no Teorema 1 de Fernandez & Steel (1999, p.156), e no Corolério 1 de

Fonseca et al. (2008, p.328), é possivel garantir a existéncia de uma distribuicao a
posteriori prépria para € ao se utilizar a distribuicao a priori 71(€). O mesmo, no
entanto, nao pode ser feito para a distribuicio a priori 7/ (&), uma vez que esta nao
satisfaz a condi¢do necessaria apontada por Vallejos & Steel (2013, p.4) para que a

distribuicao a posteriori gerada seja propria:

m(v) =0,Yv € (0,a],

com a = p/(n —p).
Tendo em vista os argumentos expostos, consideraremos nesta se¢ao a distribuigao
a priori de Jeffreys independente para o vetor de parametros 6, associado ao modelo

linear heteroscedéstico t-Student. Para tanto, assumiremos independéncia entre 3 e

(v",v)", de maneira que a distribuicio a priori resultante serd da forma 7/(6) =
m(B)m (v, v).

Assim, temos que

v+ 1\ N
W(,B)O((V+3) detZ—ocl,

26
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e portanto, a distribuicao a priori de Jeffreys independente é dada por 7(6) x v/det I,

em que

1_v N 5T _ 1 n ,
2 8) 2uict Zi%i GO et Zi

T, =
o S a3 (3) () - )

Observe que a especificacao da distribuicao a priori proposta se completara apds
o céalculo do determinante da matriz quadrada Z, cuja dimensao k£ + 1 depende da

dimensao dos vetores z/s.

Proposicao 2.3.1. As distribuicoes a priori de Jeffreys independentes para o vetor de

parametros 0, considerando k=2 e k=3 sao dadas respectivamente por

w0 (55s) {2 6) -+ (5) - ) 210

™' (6) o (uii’a)

Nl

HORIC R = gy

Demonstracao. Consideremos para o calculo dos determinantes desta demonstragao as

e U - 1 ~n v\ _ v+1) _ _ 2(vt5)
notagoes: €1 = 5,737, C2 = i )(w33) B~ 1 {‘I’ (2) v ( 2 ) D) (v +3) [
Quando a dimensao das varidveis explicativas da regressao relacionada aos parametros

de dispersao for igual a 2, temos que,

n n

R11 ’ K11 Ki2
E Z;, = (§ E 7,72, = s
i=1 =1

R12 R21 K22

_ _ _ N\ _xn 2
em que K11 =N, K12 = Ko1 = Zi:l Zi1 € Rz = Zi:l 21
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Desta forma, obtemos a seguinte representacao da matriz Zs,

C1R11 C1R12 C2Ri11
I, = ClK21 C1Ro2 C2Ki2 | >

Cok11  C2R12 C3
e seu determinante é dado por
detZ, = ¢ 2 2
et Ly = CjC3K11K22 + C1C5K11K21K12 + C1C5KR11K12K12
2 2 2
C1CoR11KR11K22 — C1CoR11R12R12 — C1C3K21KR12
2 2
= 0103(511/122 - 1‘4112521) + 0102(/@11"?12%21 - 511/4111522)

2 2
= 0103(511/122 - 1‘4112/?21) - /1110102(/111/4122 - 512/121)

= {dles — kueic3 ) det Z 2z, . (2.18)
i=1

Logo, a distribuicao a priori de Jeffreys independente para o vetor de parametros 6 é

calculada como
U(5)-w(5) 2w +5)

1

' (6) (V_T_g);{(,/:ig) 8 8v(v+1)(v + 3)

)@ -0 () -

Quando a dimensao das variaveis explicativas da regressao relacionada aos parametros

(v +1)2(v + 3)?

de dispersao for igual a 3, temos que

K11 K11 Ki2 K13

n n

_ T _
Zi = | K12 e ZiZ; = | Ko1 K22 Koz |

i=1 i=1

K13 K31 K32 K33
o . . n o o n . n 2
em que ki1 = N, K12 = K1 = Zizl Zi1, K13 = K31 = Zizl Zi2, Rog = Zizl Z; €
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2.3. DISTRIBUICOES A PRIORI E A POSTERIORI

K33 = Y i, 2. Assim, obtemos a seguinte representacao da matriz Ty,

C1R11 Ci1R12 Ci1R13 C2k11

C1R21 Ci1R22 Ci1Ra3 CaKki2

S
I

C1R31 Ci1R32 Ci1R33 C2K13

CaR11 C2R12 C2ki3 C3

e seu determinante é dado por

detIQ = (_1>1+1(IQ)11 det(Ig)_L_l + (—1)1+2(ZQ)12 det(Ig)_L_g

+ (—1)1+3(IQ)13 det(1-2>_17_3 + (—1)1+4(IQ)14 det(Ig)_L_4, (219)

onde (Zy)_; _; denota a matriz Z, sem a i-ésima linha e sem a j—ésima coluna.

O célculo dos determinantes das submatrizes (Z,) fornece os seguintes resul-

—1,—7>

tados

det(Zy)_1-1 = cikan (cicokss — C3ki3)
— Ci1Kk13 (0103523 - 03512/?13)

1
+  CoR12 <0102/€23/€13 - 50102512%333) ) (2-20)

2
det(Zr)_1_2 = c1k12 (C1c3ks3 — CoRi3kas)
2
— Ci1ka3 (0103 - Cglf11/€13)

+  ak1z (C102KT5 — C10ak11Rss) (2.21)
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2
det(Zy)_1,-3 = cikie (0103 — 02f<d12/f13)
2
— Ci1k22 (0103/f13 - Cglf12/€13)

+  cokia (C1CaR13R12 — C1CaK11K93) , (2.22)

det(Ig),L,4 = C1R12 (0162523/613 - (C1C2/flzf€33)
— Ci1R22 (01025%3 - 0162/€11/€33)

+  CiKo3 (C1C2/€13ff12 - 6102ff23"<611) ) (223)

Substituindo as expressoes (2.20) a (2.23) na Férmula (2.19), obtemos a seguinte

distribuicao a priori de Jeffreys independente para o vetor de parametros 6

D=

v(5)-v(3) 2(v +5)

8 8v(v+1)(v + 3)

() @) - () - )

1
v+ 1)2(v+3)?

[N

As distribuicoes a priori de Jeffreys obtidas desempenham um papel importante
em analises com pouco ou nenhum conhecimento prévio a respeito dos parametros
envolvidos. No entanto, é importante verificar se estas geram distribuicoes a posteriori

préprias, tarefa que nem sempre é realizada com facilidade.

Considerando os modelos de regressao linear homocedasticos e com erros t-Student,
em Fernandez & Steel (1999) verifica-se que, para n > p + 1, as distribuigdes a priori

para o vetor de parametros & que sao da forma
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em que 7(v) é uma fungao de v prépria, geram distribuigdes a posteriori préprias.

Como veremos, este resultado serd fundamental quando consideramos heteroce-
dasticidade no modelo. Nas Figuras 2.4 (a) e (b) observamos que as distribui¢oes a
priori de Jeffreys propostas possuem esta propriedade, o que é confirmado através da

proposigao a seguir.

E Y172
Proposicao 2.3.2. A fun¢ao n(v) = (u_is) 2 {\If (%) - (”T“) — %} ¢ tal que,

(i) para k =2, m(v) = O(1) quando v — 0 e 7(v) = O(v™?) quando v — < e

(ii) para k = 3, 7(v) = O(v™2) quando v — 0 e w(v) = O(v™2) quando v — cc.

Demonstragao. Observe que m(v) é uma composigao de fungoes continuas em (0, 00),

o que garante sua continuidade neste intervalo. Sendo assim, para mostrar que

/OOO m(v) < oo, (2.24)

basta mostrar que 7(r) tem caudas que convergem para zero. Pelo Corolario 1 de

Fonseca et al. (2008, p. 328) temos que

(V:?))% [\P (g> -V (V_;_l) - ,%5:13))2}% =O0(v72), quandov — 0.

k-1 k—1
|14 2 _ —_— :
Como (—V +3) = O(v 2 ), para valores suficientemente pequenos de v, temos que

m(v) = O(1), para k = 2 e, w(v) = O(v2), para k = 3, quando v — 0.

Por outro lado, do Corolério 1 de Fonseca et al. (2008) temos também que,

() o) -0 (22) - 2297 00, quantor .

k-1
v

Além disso, como (m) 2 = 0O(1), para valores suficientemente grandes de v, e para

k=2ek=2,temos que w(v) = O(v=2).
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Da continuidade de 7(v) em (0, 00), juntamente com os fatos mostrados, temos que

a integral (2.24) é prépria. ]

0.15
I

0.10
I

0.05
I

Distribuicéo a priori de Jeffreys
Distribuicéo a priori de Jeffreys

00 01 02 03 04 05 06

L
0.00
L

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 2.4: Distribuicoes a prior: de Jeffreys para o parametro grau de liberdade do
modelo linear heteroscedastico t-Student, considerando (a) k=2 e (b) k=3.

Pelo Teorema de Bayes, combinando a funcao de verossimilhanca do modelo linear
heteroscedastico t-Student com alguma das distribuicoes a priori obtidas na Proposigao

2.3.1, temos que a distribuicao a posteriori conjunta para @, dada as observagoes y =

(y17"'7yn)7 é

(v+1)

(?/i - w;ﬁ)z :

- F(VTH)V”/Q {y N
mexp(z, ) exp(z; )

7(0) HF(%)

(). (2.25)

Os préoximos lemas sao resultados auxiliares, usados para mostrar que a distribuicao

a posteriori (2.25) é prépria.
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v+1

Lema 2.3.3. Seja c,(0) = L [1/+ (%)2} ,como>0,v>0ep€ R Temos que

cu(0) € crescente para todo o < p.

Demonstracao. De fato, derivando ¢, com respeito a o, temos

Gl = e (8] B ()] s

o B (] ]
%(y+1)>%[y+(ﬁ)2]

& Pr+1) > % [u+ (g)?

s Pv+1) >0+ p
& ot < /LZ.
[
Lema 2.3.4. Seja Cy,.. . (01,...,00) = [1i; cu(0i), com ¢, como especificada no

Lema 2.5.3 e 0? = exp(z,v), em que z;,v € R¥, para todo i = 1,...,n. Nestas

condigoes, existem m € N, m < n, e z € R* tais que 62 = exp(z'v) €
v+1
1 m /’l’j 2|1 2
0“1’---v“n <Ul7 e 7071) = (5)m+2 {V + <§>

2

~ . - T 2 . T , . , .
Demonstracao. Sejam o7, = exP(Z,,inY) € Tmazr = €XP(Zmq,Y) 0 minimo e o maximo

de o4, ...,0,, respectivamente. Pelo Lema 2.3.3, para cada ¢ = 1,...,n temos que

(1) Se Ominy Omaz < i, €ntao c,, é crescente no intervalo [Gomin, Omaz, € portanto
C#i (U) S Cui (O-max)a VO’ S [O-minu Umaz];
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(1) Se Ormin, Omaz > b, €Nta0 ¢, é decrescente no intervalo [Gpmin, Omaz], € portanto

Cl‘i (U) S Cﬂz’ (O-min)ava € [Jmina Umax] €
(173) Se 0 < Opmin < i € Omag > i, €ntao ¢, (o) < ¢, (1), YO € [Omin, Omag)-

Dados fi1, - . . , fin, denotemos por nq, ng e ng o nimero de elementos p € {1, ..., fin}

que satisfazem, respectivamente, as hipdteses (i), (i) e (ii7), de forma que ny+ns+ng =

n. Entao,
_v+1
ni 1 1L; 2 2
CHl,.“’/’Ln <0-17 o 7Un) S leI Omax [y * (Umax) ]
01—
n2 1 )
X v+ < ad >
. Omin Omin
7=1
"3 1 _v+1
X —[v+1] >
1 H
1 ng 1 2 _V;rl
j
< (o )n2+2H v+ <0mm) ]
j=1
v+1
1 - { 15 }_ :
exp((* + 1) 27 ]1:[1 eXP(Z,inY)
Fazendo m = nsy e 2 = z,,;,, provamos o Lema. O

Proposicao 2.3.5. A distribui¢cao a posteriori conjunta para @ dada em (2.25) é
propria paran > p+ 1.
Demonstracao. Pelo Lema 2.3.4 existem m € N, m < n, e 2 € R* tais que 6% =

exp(iT'y) e

(v+1) vl
n r(xtlyyv/2 ; — T T2 mop(vtly,v/2 - Tﬁ 2 2
H% l:zz—i-(y mlﬁ>:| () < %H lg(é))ym} |:V+<y] &m] > :| m(v)

i=1 T'(%)y/mexp(2; ) exp(z; )

A

n(pt w2

= s U i@ mentz [”* oxp(# )
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Note que, o segundo termo da inequacao é a distribuicao a posterior: do modelo

m(v)

linear homocedastico, com distribuicées a priori m(3) oc 1 para B e m(d,v) o< 5~ para
(6,v). Pelo Teorema 1 de Fernandez & Steel (1999, p. 156), como 7(v) é prépria,
temos que a distribuicao a posteriori do segundo termo da inequacao também serd
propria para n > p + 1. Além disso, como a inequacao é valida em todo o espaco
paramétrico, pelo Teste da Comparagao (no caso multidimensional), temos que 7(0|y)

também sera prépria desde que n > p + 1. O

2.3.1 Geragao de amostras MCMC da distribuicao a posteri-

ort

Ao mostrar que a distribuicao a posteriori (2.25) é prépria, estamos aptos a fa-
zer inferéncia sobre os parametros. No entanto, devido sua complexidade em termos
de integracao, recorreremos ao uso de ferramentas computacionais para obtencao dos

estimadores bayesianos.

Utilizamos nos estudos de simulagao e na aplicacao do capitulo seguinte o algoritmo

Metropolis-Hastings para obter amostras MCMC da distribuicao a posteriori.

Dado que na i-ésima iteracao do algoritmo a cadeia de Markov dos parametros
se encontra no estado 8% = (ﬁ(i)T,'y(i)T, v T geramos os candidatos a transicdo

orror) — (ﬁ(pmp)T, 'y(pmp)T, vPro)) T da seguinte maneira
grrr) =90 1 CT 2z, (2.26)

em que Z é o vetor aleatério com distribuigdo normal multivariada, de dimensao (p +
k + 1), média 0 e matriz de covariancias I,;x11 , com I, 1 a matriz identidade de
dimensédo (p+k+1), e C étal que ¥ = C'C, com ¥ denotando a matriz de covariancia

da distribuigao a posteriori de 0|y.
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Para poder utilizar a distribui¢ao proposta (2.26) de forma coerente, com valores de
candidatos pertencentes ao espaco paramétrico, aplicamos a reparametrizagao ¢(v) =
Inv ao grau de liberdade e geramos uma cadeia para (3",4",Inv)". Observe que
devido a invariancia da distribuicao a priori de Jeffreys sob transformagoes 1-1, a
distribui¢do a posteriori de (B8",4",Inv)" dado y é obtida como 7(B,v,Inv|y) o
L(8,~,Inv|y)m(0,v,Inv). Ao final do processo, recuperamos os valores gerados de v

via funcao inversa.

As cadeias geradas foram de tamanho 100.000 e os descartes das amostras de aque-
cimento foram feitos com base nas suas médias ergddicas ao longo das iteragoes. Os
saltos dados foram de tamanho 20, sendo este valor aumentado caso a cadeia gerada
estivesse muito auto-correlacionada. A convergéncia foi verificada graficamente por
meio dos histogramas, graficos das cadeias e de autocorrelacao. Utilizamos também
a estatistica de Geweke, a qual indica convergéncia quando esta contida no intervalo

(-1.96, 1.96).

36



Capitulo 3

Estudo de simulacao e aplicacao

Em modelos de regressao com erros t-Student a estimagao do grau de liberdade
pode ser muito complexa. Em abordagens bayesianas, o uso de distribuicoes a priori
impréprias para este parametro podem levar a obtencao de distribuicoes a posteriori
impréprias (Fernandez & Steel, 1999), o que dificulta, por exemplo, o uso de distri-
buigoes a priori nao informativas. Sendo assim, é comum que se fixe ou que se utilize
distribuicoes informativas nestes casos, como pode ser observado em trabalhos como os
de Zellner (1976), Fernandez & Steel (1999) e Geweke (1993). Neste trabalho as distri-
buigoes a prior: de Jeffreys sao derivadas para dados heteroscedasticos e, este capitulo
tem como objetivo verificar o desempenho dessas distribuig¢oes, principalmente na es-

timagao do grau de liberdade.

Apresentamos um estudo de simulagao considerando o modelo linear heteroscedastico
t-Student e utilizando as distribuicoes a priori de Jeffreys, propostas na Secao 2.3. Para
fins de comparacao, outras distribui¢oes a priori foram usadas, assumindo que os ve-
tores de parametros 3 e v tém a distribui¢ao a priori w(3,4) o 1 e, como sugerido
por Geweke (1993), consideramos que o grau de liberdade tem distribuigao a priori

exponencial, ou seja, m(v) o Aexp(—Av),A > 0. Note que as distribuigoes a priori
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de Jeffreys obtidas neste trabalho sao funcoes que dependem apenas de v. E, como
pode ser observado na Figura 2.3, também tém comportamento exponencial. Apesar
da similaridade de comportamento entre estas distribuicoes, as distribuigoes a prior:

de Jeffreys apresentam a vantagem de serem nao informativas.

Na Secao 3.1, realizamos uma analise das propriedades frequentistas dos estimadores
bayesianos obtidos. Sao considerados a raiz do erro quadrético médio (v/EQM), o viés,
o desvio padrao das estimativas (D,) e a probabilidade de cobertura dos intervalos
de credibilidade interquantil de 95%. Com excecao da probabilidade de cobertura,
utilizaremos, devido a escala dos dados, os valores relativos destas medidas, obtidos

através da divisao das mesmas pelo valor absoluto do parametro correspondente.

A raiz do erro quadratico médio simulada é dada pela expressao

i=1

no o ,11/2
mzlz(ei—g)] _

O viés simulado é obtido fazendo a diferenca entre as médias das estimativas e o

verdadeiro valor do parametro.
O desvio padrao das estimativas é calculado como

N NC B
Vo= 30

- n
=1

A estimativa da probabilidade de cobertura dos intervalos de credibilidade é en-
contrada calculando dos intervalos interquantil de credibilidade 95% das estimativas
em cada amostra gerada, e entao verificando a proporcao de intervalos que contém o

verdadeiro valor do parametro.

O uso de distribuicoes a prior: informativas pode ser bastante conveniente quando

se ha, de fato, algum conhecimento a priori a respeito do caso a ser analisado. A
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elicitacao de distribuicoes a priori deve no entanto ser feita com cautela, uma vez
que consideracoes equivocadas, pode levar a resultados igualmente equivocados. Uma
alternativa a este problema é o uso de distribuicoes a priori nao informativas, como a

de Jeffreys.

Na Secao 3.2 verificamos a flexibilidade da distribuicao a priori de Jeffreys na
obtencao de estimativas, através do ajuste do modelo linear heteroscedastico t-Student
a conjuntos de dados com e sem observagoes atipicas. O desempenho da distribuicao
a priort de Jeffreys foi comparado ao desempenho das distribuicoes exponenciais, com

pequenas e grandes médias.

Finalmente, na Secao 3.3 ajustamos o modelo linear heteroscedéstico t-Student a
um conjunto de dados reais, utilizando a distribuicao a prior: de Jeffreys proposta e
comparamos os resultados obtidos através do ajuste do modelo linear heteroscedastico,

cujos erros tém distribuicao normal.
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3.1. PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

3.1 Propriedades Frequentistas

Apresentamos nesta secao um estudo com dados simulados, cuja finalidade é ve-
rificar o comportamento dos estimadores bayesianos dos parametros do modelo linear
heteroscedastico t-Student. Consideramos nesta andlise as distribuicoes a priori de
Jeffreys e as distribuigoes a priori w(8,7,v) < Aexp(—Av), com parametros A = 1,

A=0.1,e\=0.005.

Para geracao dos dados artificiais, tentamos reproduzir o cenario do conjunto de
dados de pesquisa salarial, apresentado Capitulo 2. Desta forma, fixamos os valo-
res By = —1400.18, By = 7.8, By = 31.96, 7 = 12.16 e 73 = —0.006. As variaveis
explicativas foram obtidas da distribuicdo Gama(170, 0.4) e Gama(1.9, 0.2), respec-
tivamente. Para o parametro grau de liberdade, consideramos os valores da seguinte

malha numérica v = {1,2,3,5,7,10,20}.

Para cada configuracao, 500 réplicas foram geradas considerando amostras de ta-
manho 30 e 100. Para obtencao das estimativas, geramos as amostras MCMC da
distribuicao a posterior: através do algoritmo Metropolis-Hastings, e em cada réplica
a convergencia do processo foi monitorada verificando se as estatisticas de Geweke se
encontravam no intervalo (-1.96, 1.96). Cadeias que nao satisfaziam este a este critério,

eram descartadas, e um novo conjunto de dados era gerado.

Nas Tabelas 3.1 a 3.4, apresentamos a raiz do erro quadratico médio relativo e o
desvio padrao relativo, considerando as distribuicoes a priori de Jeffreys, e as distri-
bui¢oes exponenciais com parametros A = 1, A = 0.1 e A = 0.05 para amostras de

tamanho 30 e 100.
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3.1. PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

Tabela 3.1: VEQM e Desvio padrao amostral relativos, considerando distribuicao a
priori de Jeffreys para os parametros do modelo linear heteroscedastico t-Student.

VEQM relativo
vreal n Bo B B2 "o 2! v
1 30 1,3091 0,5414 0,6533 0,0513 3,1364 0,2036
100 0,5626 0,2357 0,3145 0,0271 1,7619 0,0377
2 30 1,0951 0,4558 0,5693 0,0401 2,5564 0,2367
100 0,5106 0,2117 0,2433 0,0189 1,2047 0,0593
3 30 09763 0,4046 0,4825 0,0387 2,3736 0,2292
100 0,4507 0,1878 0,2329 0,0173 1,0845 0,0765
5 30 09284 0,3837 0,4399 0,0333 1,9536 0,2564
100 0,4799 0,1973 0,2191 0,0156 0,9629 0,0892
7 30 0,8908 0,3637 0,4469 0,0329 1,9189 0,2405
100 0,4788 0,1989 0,2069 0,0144 0,9094 0,0882
10 30 09018 0,3735 0,4201 0,0305 2,0735 0,2634
100 0,4185 0,1733 0,1966 0,0134 0,9037 0,1058
20 30 0,8416 0,3496 0,4426 0,0255 1,8018 0,2515
100 0,4043 0,1648 0,2087 0,0131 0,8037 0,1032
D, relativo
vreal n Bo B B2 Yo gi! v
1 30 1,3088 0,5414 0,6526 0,0526 3,132 0,1992
100 0,5649 0,2365 0,3162 0,0272 1,7717 0,0379
2 30 1,0962 0,4563 0,5698 0,0399 25584 0,2357
100 0,5105 0,2109 0,2434 0,0189 1,2059 0,0593
3 30 09761 0,4047 0,4829 0,0383 2,3759 0,2295
100 0,4505 0,1877 0,2331 0,0173 1,0829 10,0761
5 30 09276 0,3833 0,4404 0,0337 1,9553 0,2559
100 04772 0,1961 0,2192 0,0156 0,9639 0,0887
7 30 0,8917 0,3639 0,4472 0,0324 1,9206 0,2361
100 0,4789 0,1989 0,2069 0,0144 0,9091 0,0875
10 30 0,9023 0,3736 0,4205 0,0301 2,0732 0,2584
100 0,4188 0,1734 0,1968 0,0133 0,9046 0,1057
20 30 0,8425 0,3499 0,4429 0,0253 1,8029 0,2383
100 0,4037 0,1647 0,2082 0,0131 0,8044 0,1035
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3.1. PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

Tabela 3.2: VEQM e Desvio padrao amostral relativos, considerando distribuicao a
priori exponencial para os parametros do modelo linear heteroscedéstico t-Student,
com A\ = 1.

VEQM relativo

vreal n Bo B B "o 71 14
1 30 1,2305 0,5144 0,7008 0,0523 3,2135 0,1777
100 0,6013 0,2484 0,2936 0,0239 1,5421 0,0349
2 30 1,1247 0,4566 0,4725 0,0554 25218 0,1659
100 0,5183 0,2143 0,2572 0,0198 1,2712 0,0489
3 30 1,0526 0,4332 0,5203 0,0365 2,3838 0,1639
100 0,4986 0,2054 0,2444 0,0173 1,1217 0,0579
5 30 09644 0,3994 0,4622 0,0319 22165 0,1726
100 0,4766 0,1978 0,2294 0,0152 0,9696 0,0588
7 30 0,9599 0,3965 0,4862 0,0299 1,8745 0,1774
100 0,4204 0,1744 0,2114 0,0148 0,8936 0,0532
10 30 0,9538 0,3961 0,4611 0,0279 1,9371 0,2173
100 0,4343 0,1806 0,2192 0,0138 0,8354 10,0595
20 30 1,3526 0,5634 0,5839 0,0265 1,7705 0,3124
100 0,4827 0,1982 0,2282 0,0129 0,8637 0,0694

D, relativo

vreal n Bo B P2 70 g v
1 30 1,2313 0,5147 0,7003 0,0522 3,2152 0,1746
100 0,6014 0,2485 0,2937 0,0239 1,5388 0,0357
2 30  1,1455 0,4645 0,4767 0,0565 2,5776 0,1629
100 0,5187 0,2145 0,2575 0,0189 1,2725 0,0488
3 30 1,0513 0,4336 0,5198 0,0357 2,3859 0,1577
100 0,4988 0,2055 0,2447 0,0173 1,1206 0,0574
5 30 0,9653 0,3998 0,4627 0,0311 2,2182 0,1528
100 0,4766 0,1979 0,2288 0,0152 0,9702 0,0573
7 30 0,9607 0,3968 0,4862 0,0298 1,8878 0,1468
100 0,4208 0,1745 0,2114 0,0148 0,8945 0,0513
10 30 09496 0,3943 0,4616 0,0276 1,9368 0,1586
100 0,4347 0,1808 0,2194 0,0138 0,8362 0,0556
20 30 1,3537 0,5638 0,5846 0,0261 1,7427 0,1974
100 0,4832 0,1984 0,2284 0,0129 10,8628 0,0554
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3.1. PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

Tabela 3.3: VEQM e Desvio padrao amostral relativos, considerando distribuicao a
priori exponencial para os parametros do modelo linear heteroscedéstico t-Student,
com A = 0.1.

VEQM relativo

vreal n Bo B P2 7o M v
1 30 1,3866 0,5708 0,7212 0,052 3,0736 0,5828
100 0,5879 0,2448 0,2941 0,0255 1,5123 0,0393
2 30 1,0781 0,4419 0,5354 0,0393 2,4038 0,50744
100 0,5257 0,2168 0,2481 0,0206 1,1616 0,0916
3 30 1,0095 0,4188 0,4537 0,0368 2,3191 0,4509
100 0,4648 0,1931 0,2433 0,0176 1,0996 0,1114
5 30 09088 0,3772 0,4631 0,0312 2,0483 0,3657
100 0,4598 0,1904 0,2201 10,0148 0,9678 0,1148
7 30 09366 0,3898 0,4121 0,0386 2,1298 0,2564
100 0,4348 0,1785 0,2217 0,0151 0,9364 0,1349
10 30 0,8617 0,3562 0,4258 0,0281 1,8262 0,1994
100 0,4337 0,1785 0,2181 0,0138 0,9253 0,1263
20 30 08022 0,3352 0,4156 0,0269 1,7869 0,1893
100 0,4005 0,1658 0,1914 0,0129 0,8763 0,1057

D, relativo

vreal n Bo B P2 70 g v
1 30 1,3854 0,5702 0,7218 0,0527 3,0767 0,5645
100 0,5885 0,2451 0,2944 0,0253 1,5133 0,0394
2 30 1,0779 0,4427 0,5334 0,0393 2,4046 0,5374
100 0,5261 0,2174 0,2483 0,0206 1,1627 0,0911
3 30 1,0085 0,4182 0,4522 0,0368 2,3215 0,4277
100 0,4653 0,1933 0,2435 0,0176 1,0995 0,1095
5 30 0,9097 0,3776 0,4614 0,0361 2,0499 0,3574
100 0,4599 0,1904 0,2202 0,0149 0,9684 0,1142
7 30 0,9367 0,3897 0,4111 0,0297 2,1309 0,2559
100 0,4331 0,1778 0,2218 0,0151 0,9368 0,1342
10 30 0,8609 0,3559 0,4253 0,0282 1,8263 0,1996
100 0,4341 0,1786 0,2182 0,0138 0,9209 0,1265
20 30 0,8019 0,3352 0,4158 0,0269 1,7886 0,1869
100 0,4009 0,1663 0,1916 0,0129 0,8769 0,1053
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3.1. PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

Tabela 3.4: VEQM e Desvio padrao amostral relativos, considerando distribuicao a
priori exponencial para os parametros do modelo linear heteroscedéstico t-Student,
com A\ = 0.005.

VEQM relativo

vreal n Bo B P2 7o M v
1 30  1,2654 0,5274 0,7118 0,0494 3,3209 0,2445
100 0,6027 0,2488 0,2885 0,0238 1,571 0,0387
2 30 1,0772 0,4477 0,5823 0,0414 2,6943 2,3882
100 0,5057 0,2099 0,2564 0,0202 1,1841 0,0891
3 30 1,0009 0,4106 0,4804 0,0337 2,3615 0,8306
100 0,5054 0,2109 0,2359 0,0176 1,1315 0,2168
5) 30 0,9427 0,3881 0,4391 0,0292 2,0151 0,2808
100 0,4575 0,1883 0,2156 0,0151 0,9746 1,8794
7 30 0,9409 0,3897 0,4584 0,0282 1,9251 0,2259
100 0,4751 0,1947 0,2066 0,0142 0,9539 0,8953
10 30  0,8853 10,3672 0,4314 0,0259 1,8537 0,1122
100 0,4138 0,1722 0,2046 0,0143 0,8909 0,1025
20 30 0,8319 0,3463 0,3748 0,0251 1,8169 0,0226
100 0,4007 0,16563 0,1996 0,0132 0,8316 0,0381

D, relativo

vreal n Bo B B2 Yo gi! v
1 30  1,2664 0,5279 0,7087 0,0494 3,2892 0,2312

100 0,6033 0,2497 0,2876 0,0236 1,5585 0,0386
2 30 1,0779 0,4483 0,5829 0,0414 2,6951 23716
100 0,5062 02101 0,2566 0,0202 1,1761 0,0887
3 30 1,0004 04103 0,4802 0,0335 2,3623 0,8271
100 0,5056 0,2109 0,2362 0,0176 1,1289 0,2147
5 30 0,9426 0,3881 0,4394 0,292 2,0162 0,2803
100 0,4579 0,1885 0,2156 0,0151 0,9753 1,8779
7 30 0,9415 0,3958 0,4580 0,0282 1,9259 0,2258
100 0,4751 0,1946 0,2066 0,0142 0,9504 0,8941
10 30 0,8857 0,3673 0,4318 0,0258 1,8536 0,1121
100 0,4135 0,1719 0,2049 0,0142 0,8892 0,1026
20 30 0,8303 0,3457 0,3747 0,0251 1,8187 0,0226
100 0,4012 0,1654 0,1996 0,0132 0,8314 0,0381
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3.1. PROPRIEDADES FREQUENTISTAS

Analisando as Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, observa-se que para todas as distribuicoes
a priort consideradas os valores da EQM e do D, sao préximos, mesmo quando o
tamanho da amostra é pequena. Além disso, nota-se uma diminui¢do destas medidas

com o aumento amostral, como esperado.

As Figuras 3.1 e 3.2 sintetizam as informagoes das Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 e mos-
tram a variacao da /EQM relativo para amostras de tamanho 30 e 100, respectiva-

mente. Os D, relativos foram omitidos por apresentarem comportamento semelhante.
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Figura 3.1: /EQM relativo simulado com amostras de tamanho n = 30, obtido uti-
lizando as distribuigoes a priori de Jeffreys(linha sélida preta), e as distribuigoes ex-
ponenciais com parametros A = 1(linha tracejada vermelha), A = 0.1(linha pontilhada
verde) e A = 0.005(linha tracejada e pontilhada azul).

Percebe-se também maiores valores da /EQM e do D, para graus de liberdade
pequenos. Em geral, as distribuigoes a priori consideradas apresentaram comporta-
mento parecidos. No entanto, a distribuicao a priori exponencial de parametro A = 1
apresentou maiores valores da v/EFQM e do D, com relagdo as outras distribuigoes e

um aumento quando v < 5 e v > 10.
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Figura 3.2: /EQM relativo simulado com amostras de tamanho n = 100, obtido
utilizando as distribuigoes a priori de Jeffreys(linha sélida preta), e as distribuigoes
exponenciais com parametros A = 1(linha tracejada vermelha), A = 0.1(linha ponti-
lhada verde) e A = 0.005(linha tracejada e pontilhada azul).

Nas Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 apresentamos o viés relativo e a probabilidade de
cobertura, considerando as distribuicoes a priori de Jeffreys, e as distribuicoes expo-
nenciais com parametros A = 1, A = 0.1 e A = 0.05 para amostras de tamanho 30 e

100. Indicaremos por 0 valores de viés relativo menor do que 1074,

Nota-se que mesmo para as amostras de tamanho 30, os valores do viés relativo
sao baixos e diminuem com o aumento do tamanho amostral. No geral as distribuicoes
a priori consideradas apresentaram comportamento semelhante, no entanto algumas

diferencas sao notadas.

Para as distribuicoes a priori de Jeffreys os valores de viés relativo sao bastante
pequenos, caracteristica que se mantém na medida em que se varia o grau de liber-
dade. Valores relativamente mais altos do que os demais, diminuem com o aumento

da amostra.
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Tabela 3.5: Viés relativo e probabilidade de cobertura, considerando distribuicao a
priori de Jeffreys para os parametros do modelo linear heteroscedastico t-Student.

Viés relativo
vreal n Bo B B2 "o M v
1 30 -0,0653 0,0228 0,0415 -0,0000 0,2161 0,0434
100 0,0453 -0,0184 -0,0092 -0,0012 0,0114 0,0015
2 30 0,0000 -0,0031 0,0313 -0,0044 0,0522 0,0241
100 -0,0265 0,0107 0,0095 0,0000 0,0000 0,0000
3 30 0,0423 -0,0163 0,0025 -0,0061 0,0167 0,0000
100 -0,0243 0,0124 0,0016 0,0000 -0,0766 0,0012
5 30 0,0583 -0,0243 -0,0047 -0,0049 0,0275 -0,0193
100 -0,0555 0,0232 -0,0083 -0,0012 0,0081 -0,0156
7 30 0,0085 -0,0021 -0,0102 -0,0056 -0,0308 -0,0469
100 0,0193 -0,0072 -0,0058 -0,0000 0,0475 -0,0123
10 30 -0,0297 0,0131 -0,0036 -0,0049 -0,0893 -0,0524
100 -0,0046 0,0011 0,0013 -0,0019 -0,0049 -0,0072
20 30 0,0015 -0,0038 0,0000 -0,0036 -0,0493 -0,0811
100 10,0236 -0,0084 -0,0168 0,0000 0,0113 -0,0087
Probabilidade de Cobertura
vreal n Bo b P2 7o gi! v
1 30 0,946 0,954 0,940 0,956 0,956 0,948
100 0,952 0,954 0,942 0,946 0,948 0,940
2 30 0,942 0,946 0,938 0,942 0,940 0,952
100 0,954 0,948 0,952 0,960 0,940 0,932
3 30 0,932 0,934 0,938 0,934 0,946 0,940
100 0,952 0,948 0,946 0,948 0,958 0,936
5 30 0,942 0,944 0,944 0,938 0,972 0,928
100 0,922 0,924 0,962 0,962 0,942 0,962
7 30 0,932 0,938 0,942 0,932 0,952 0,920
100 0,920 0,912 0,942 0,952 0,948 0,940
10 30 0,930 0,926 0,922 0,938 0,940 0,904
100 0,966 0,956 0,954 0,956 0,948 0,946
20 30 0,936 0,938 0,918 0,938 0,946 0,896
100 0,952 0,960 0,942 0,936 0,952 0,946
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Tabela 3.6: Viés relativo e probabilidade de cobertura, considerandoa distribuicao a
priori exponencial para os parametros do modelo linear heteroscedastico t-Student,
com A = 1.

Viés relativo
v real n Bo i B2 7o g v
1 30 0,0356 -0,0127 -0,0409 -0,0037 0,0997 0,0336
100  0,0153 -0,0077 0,0111 -0,0000 0,0917  0,0000
2 30 0,0055 -0,0018 -0,0223 -0,0067 -0,1404 -0,0172
100 -0,0085 0,0038 -0,0041 -0,0015 -0,0103 -0,0037
3 30 0,0077 -0,0037 -0,0325 -0,0079 -0,0346 -0,0452
100 0,0183 -0,0082 -0,0029 -0,0000 0,0703 -0,0079
5 30 0,0038 -0,0021 0,0054 -0,0076 -0,0464 -0,0792
100  -0,0208 0,0064 0,0192 0,0000 -0,0264 -0,0136
7 30 0,0212 -0,0053 -0,0273 -0,0027 -0,1251 -0,0997
100 -0,0071 0,0044 -0,0094 -0,0000 0,0034 -0,0136
10 30 0,0993 -0,0411 0,0029 -0,0052 -0,0942 -0,1378
100 -0,0027 0,0000 0,0000 -0,0000 0,0033 -0,0235
20 30 0,0289 -0,0149 -0,001 0,0047 0,3221 -0,2428
100 0,0000 0,0000 -0,0000 -0,0000 0,0559 -0,0423
Probabilidade de Cobertura
v real n Bo B B "o M v
1 30 0,938 0,938 0,928 0,940 0,938 0,924
100 0,946 0,950 0,942 0,962 0,936 0,950
2 30 0,948 0,946 0,944 0,954 0,958 0,940
100 0,936 0,938 0,948 0,946 0,930 0,948
3 30 0,912 0,912 0,932 0,936 0,950 0,914
100 0,938 0,938 0,924 0,934 0,940 0,916
5 30 0,916 0,910 0,914 0,932 0,930 0,904
100 0,920 0,912 0,924 0,948 0,958 0,910
7 30 0,914 0,916 0,898 0,932 0,956 0,838
100 0,948 0,944 0,944 0,948 0,958 0,946
10 0,300 0,880 0,884 0,872 0,940 0,936 0,740
100 0,936 0,934 0,928 0,954 0,968 0,918
20 300 0,708 0,708 0,796 0,942 0,964 0,422
100 0,886 0,894 0,902 0,952 0,930 0,834
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Tabela 3.7: Viés relativo e probabilidade de cobertura, considerando a distribuicao a
priori exponencial para os parametros do modelo linear heteroscedastico t-Student,
com A = 0.1.

Viés relativo
vreal n Bo i B2 7o gt v
1 30 -0,0837 0,0357 -0,0138 0,0031 0,0115 0,1472
100 0,0029 -0,0012 0,0000 -0,0026 0,0393 0,0000
2 30 -0,0497 0,0169 0,0551 0,0017 0,0878 0,2044
100 -0,0107 0,0048 -0,0039 -0,0000 -0,0094 0,0106
3 30 -0,0623 0,0286 -0,0412 -0,0000 -0,0056 0,1442
100 -0,0015 0,0000 0,0013 -0,0000 -0,0521 0,0211
5 30 0,0099 -0,0000 -0,0446 -0,0035 -0,0405 0,0792
100 -0,0162 0,0068 0,0071 -0,0000 0,0259 0,0128
7 30 -0,0403 0,0189 -0,0344 -0,0045 0,0659 0,0195
100 0,0434 -0,0179 -0,0054 -0,0000 -0,0318 0,0147
10 30 0,05616 -0,0193 -0,0289 -0,0027 0,0784 0,0057
100 -0,0066 0,0026  0,0066 -0,0000 -0,0063 -0,0000
20 30 -0,0387 0,0149 0,0103 -0,0016 0,0269 -0,0314
100  0,0015 -0,0000 0,0016 -0,0000 0,0084 -0,0107
Probabilidade de Cobertura
vreal n Bo B B2 "o M v
1 30 0,946 0,948 0,936 0,952 0,950 0,910
100 0,930 0,934 0,948 0,950 0,962 0,942
2 30 0,944 0,946 0,936 0,944 0,972 0,950
100 0,946 0,942 0,956 0,940 0,952 0,946
3 30 0,938 0,944 0,960 0,942 0,962 0,966
100 0,962 0,954 0,944 0,934 0,940 0,964
5 30 0,944 0,936 0,942 0,936 0,954 0,944
100 0,948 0,944 0,944 0,972 0,940 0,940
7 30 0,916 0,920 0,944 0,952 0,948 0,920
100 0,956 0,962 0,920 0,934 0,950 0,946
10 30 0,948 0,940 0,928 0,946 0,948 0,944
100 0,930 0,928 0,932 0,942 0,940 0,936
20 30 0,936 0,940 0,928 0,930 0,938 0,920
100 0,948 0,950 0,958 0,952 0,940 0,954
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Tabela 3.8: a distribuicao a priori exponencial para os parametros do modelo linear
heteroscedastico t-Student, com A = 0.05.

Viés relativo
vreal n Bo B B2 "o M v
1 30 -0,0223 -0,0000 0,0729 0,0015 0,4814 0,0823
100 0,0182 -0,0056 -0,0245 -0,0028 -0,0268 -0,0028
2 30 0,0277 -0,0111 0,0059 -0,0025 0,1004 0,3009
100 -0,0062 0,0031 0,0021 0,0015 0,1467 0,0096
3 30 -0,0568 0,0232 0,0256 -0,0035 -0,0859 0,0848
100 0,0191 -0,0089 0,0046 -0,0000 0,0922 0,0315
5 30 -0,0427 0,0171 0,0133 -0,0013 0,0599 0,0211
100 -0,0024 -0,0000 0,0093 -0,0000 0,0259 0,1121
7 30 0,0273 -0,0126 -0,0053 0,0000 -0,0654 0,0125
100 -0,0204 0,0099 -0,0089 -0,0000 -0,0931 0,0609
10 30 0,0294 -0,0116 0,0012 -0,0024 -0,0961 0,0064
100 -0,0249 0,0104 0,0000 0,0000 0,0689 0,0031
20 30 0,0641 -0,0248 -0,0183 0,0000 -0,0198 0,0000
100 0,0074 -0,0039 -0,0069 -0,0000 0,0407 0,0017
Probabilidade de Cobertura
vreal n Bo b P2 7o gi! v
1 30 0,958 0,966 0,924 0,944 0,934 0,942
100 0,940 0,948 0,942 0,958 0,944 0,946
2 30 0,954 0,942 0,916 0,944 0,946 0,912
100 0,946 0,946 0,936 0,948 0,960 0,950
3 30 0,940 0,938 0,930 0,948 0,924 0,920
100 0,932 0,936 0,946 0,940 0,944 0,942
5 30 0,936 0,938 0,934 0,950 0,942 0,944
100 0,942 0,942 0,948 0,952 0,942 0,934
7 30 0,928 0,920 0,926 0,938 0,938 0,910
100 0,908 0,914 0,968 0,948 0,938 0,934
10 30 0,930 0,924 0,922 0,936 0,940 0,948
100 0,950 0,946 0,948 0,930 0,936 0,950
20 30 0,950 0,948 0,942 0,938 0,934 0,962
100 0,932 0,928 0,938 0,930 0,928 0,946
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Com relagao as distribuicoes exponenciais, percebe-se que para A = 1, o viés relativo
é maior comparado a distribuicao a priori de Jeffreys quando o grau de liberdade
¢ grande e o tamanho de amostra é pequeno. Ambas distribui¢oes subestimam o

parametro grau de liberdade conforme este aumenta.

Para as distribuicoes exponenciais com parametros A = 0.1 e A = 0.005, os valores
de viés relativos sao maiores quando temos graus de liberdade e amostras pequenos.
Além disso, tais distribuicoes sobrestimam v, principalmente quando A = 0.005. Isto
pode ser um indicativo de que distribuicoes deste tipo com médias elevadas, podem

afetar na robustez do modelo.

As probabilidades de cobertura apresentadas nas Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8, se
encontram resumidas nas Figuras 3.3 e 3.4. Observa-se que a distribui¢ao exponencial
de parametro A = 1 possui baixa cobertura, quando o tamanho da amostra é pequeno.
O aumento amostral melhora esta caracteristica mas nao resolve o problema para o

grau de liberdade quando este assume valores altos.

Estes resultados mostram que as distribuicoes a prior: utilizadas apresentam boas
propriedades frequentistas. As distribuicoes exponenciais se desempenharam bem, mas
com algumas ressalvas, como mencionamos. Percebemos que no caso destas distri-
buigoes, os resultados obtidos poderiam ser melhorados especificando-se conveniente-
mente o valor do parametro A. Entre os escolhidos para o estudo de simulacao, o que

apresentou melhor comportamento foi A = 0.1.

As distribuigoes a priori de Jeffreys obtiveram um bom desempenho, e estabilidade
ao longo da variacao do grau de liberdade. Além disso, possui a vantagem de ser nao

informativa, nao havendo a necessidade de se especificar parametro.
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Figura 3.3: Probabilidade de cobertura com amostras de tamanho n = 30, obtida
utilizando as distribuigoes a priori de Jeffreys(linha sélida preta), e as distribuigoes
exponenciais com parametros A = 1(linha tracejada vermelha), A = 0.1(linha ponti-
lhada verde) e A = 0.005(linha tracejada e pontilhada azul).
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Figura 3.4: Probabilidade de cobertura com amostras de tamanho n = 100, obtida
utilizando as distribuigoes a priori de Jeffreys(linha sélida preta), e as distribuicoes
exponenciais com parametros A = 1(linha tracejada vermelha), A = 0.1(linha ponti-
lhada verde) e A = 0.005(linha tracejada e pontilhada azul).
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3.2 Robustez das estimativas em relacao a perturbacoes

na variavel resposta

Nesta se¢ao temos como objetivo avaliar o desempenho das distribuicoes a priori
consideradas na Sec¢ao 2.1, na deteccao de pontos influentes. Utilizamos nesta anélise
as distribuigoes a priori de Jeffreys e as distribuicoes a priori (8,7, v) o< Aexp(—Av),

com parametros A =1, A = 0.1, e A = 0.005.

Para tanto, consideramos o ajuste do modelo linear heteroscedastico t-Student ao
conjunto de dados artificiais obtido a partir do modelo linear heteroscedastico, cujos
erros tém distribuicao normal. Foram simuladas 100 observagoes, utilizando os seguin-
tes valores para os parametros: Sy =3, b1 = 5, o = 1.5, 79 = 1 e 74 = —0.006. As

variaveis explicativas foram obtidas através da distribuicdo Normal(0,1).

A convergéncia das cadeias geradas foi verificada através da estatistica de Geweke,
e os histogramas, graficos das cadeias e de autocorrelagao se encontram expostos nas

Figuras 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8.

Na Tabela 3.9 apresentamos as estimativas para os parametros do modelo ajustado,
obtidas através da média a posteriori, os desvios padrao a posteriori e os intervalos
interquantil de credibilidade 95%, para cada uma das distribui¢oes a priori considera-

das.
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Figura 3.5: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelacao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a priori de Jeffreys, considerando o conjunto
de dados na gerado Secao 3.2, sem perturbacoes nas observacoes.
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Figura 3.6: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelacao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a priori de Geweke com A = 1, considerando
o conjunto de dados gerado na Secao 3.2, sem perturbagoes nas observagoes.
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Figura 3.7: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelacao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a priori de Geweke com A = 0.1, considerando
o conjunto de dados gerado na Secao 3.2, sem perturbagoes nas observacoes.
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Figura 3.8: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelacao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a prior: de Geweke com A = 0.005, conside-
rando o conjunto de dados gerado na Secao 3.2, sem perturbagoes nas observagoes.
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Tabela 3.9: Estimativas pontuais, desvios padrao a posteriori e intervalos de credi-
bilidade 95% para os parametros dos modelo linear heterosceddstico, considerando
diferentes distribuicoes a priori.

Distribuigao Parametros Média Desvio Padrao Intervalo interquantil
a priori a posteriori  a posteriori de credibilidade 95%
Bo 2,8331 0,1642 (2,5211; 3,1491)
Jeffreys b1 5,1080 0,1625 (4,7693; 5,3963)
Ba 1,5880 0,1612 (1,2594; 1,9253)
Yo 0,7793 0,1618 (0,4415; 1,099)
! -0,3421 0,1858 (-0,7156; -0,0102)
v 17,8160 2,0691 (14,1892; 22,1469)
Bo 2,8064 0,1635 (2,5079; 3,1568)
Geweke A =1 51 5,1410 0,1561 (4,8277; 5,4160)
Ba 1,5724 0,1671 (1,2509; 1,9136)
Yo 0,2189 0,2209 (-0,1838; 0,6432)
71 -0,2877 0,2310 (-0,7256; 0,1315)
v 1,8620 0,1013 (1,6854; 2,0648)
Bo 2,8537 0,1638 (2,5447; 3,1789)
Geweke A = 0,1 51 5,0825 0,1583 (4,7870; 5,4061)
Ba 1,5885 0,1572 (1,2813; 1,8856)
Yo 0,7411 0,1770 (0,3816; 1,0968)
ot -0,3308 0,1854 (-0,6947; 0,0625)
v 16,2505 10,9703 (4,3515; 47,6964)
Bo 2,8848 0,1569 (2,5763; 3,1900)
Geweke A = 0,005 51 5,0679 0,1609 (4,7559; 5,3746)
Ba 1,5920 0,1551 (1,2908; 1,8908)
Yo 0,8658 0,1493 (0,5523; 1,1412)
"1 -0,3480 0,1785 (-0,6721; -0,0016)
v 193,6025 187,2228 (12,7770; 730,1142)

Observamos estimativas semelhantes para o vetor de parametros 3, com valores
estimados proximos dos utilizados para geracao dos dados e intervalos de credibilidade
de amplitude pequena, para todas as distribuicoes a priori consideradas. Estimativas
similares também podem ser notadas em relacao ao vetor =, com excegao as obtidas

utilizando a distribuicao a prior: exponencial com A = 1.

A diferenca entre as distribuicoes a priori utilizadas é acentuada quando analisamos
as estimativas obtidas para o grau de liberdade. Para as distribuigoes exponenciais
com parametros A = 0.1 e A = 0.005 os valores estimados de v sao maiores quando

comparados ao uso de A = 1, ou seja, dessas distribuicoes a que melhor consegue
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detectar a normalidade dos dados é a de maior média.

Este fato pode ser verificado na Tabela 3.10, na qual apresentamos as estimativas
bayesianas dos critérios EAIC, EBIC, DIC, e LPML. O pior desempenho, segundo estas
medidas, é atribuido a distribuicao a priori exponencial com \ = 1, a qual fornece a

menor estimativa para o grau de liberdade.

Tabela 3.10: Estimativas dos critérios de selecao bayesianos para os modelos ajustados.

Distribuicao a priori  EAIC EBIC DIC LPML

Jeflreys 386,0727 401,7037 379,3583 -189,7108
Exponencial(1) 401,2116  416,8426  394,3685 -197,4253
Exponencial(0, 1) 386,4532 402,0842 380,1749 -189,7568

Exponencial(0,005)  385,6782 401,3092 378,7197 -189,3590

Ainda de acordo com estes critérios, as distribuicoes restantes nao exibem diferencas
significativas. A distribuigao a priori de Jeffreys no entanto, apresenta a vantagem de
ser nao informativa, nao havendo a necessidade em se ter conhecimento da normalidade

dos dados para se obter boas estimativas, como nos outros casos.

Para verificar o desempenho das distribuigoes a priori na presenca de observagoes
atipicas, geramos um outlier no conjunto de dados simulado, perturbando a observacao
1 da seguinte maneira,

y1 = max(y) + 35,.

A convergéncia das cadeias geradas foi verificada através da estatistica de Geweke,
e os graficos dos histogramas, das cadeias e de autocorrelacao se encontram expostos
nas Figuras 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12. Os resultados obtidos estao sintetizados na Tabela
3.11. Novamente, observamos estimativas semelhantes para o vetor de parametros 3

quando comparamos as quatro distribuicoes a priori utilizadas.
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Figura 3.9: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelacao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a priori de Jeffreys, considerando o conjunto
de dados na gerado Secao 3.2.
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Figura 3.10: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelagao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a priori de Geweke com A = 1, considerando
o conjunto de dados gerado na Secao 3.2, sem perturbagoes nas observagoes.
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Figura 3.11: Histogramas, graficos da cadeia e de autocorrelagao para o modelo linear
heteroscedastico t-Student e distribuicao a priori de Geweke com A = 0.1, considerando
o conjunto de dados gerado na Secao 3.2, sem perturbagoes nas observacoes.
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Figura 3.12: Histogramas, graficos das cadeias geradas e de autocorrelagao para o
modelo linear heterosceddstico t-Student com distribuicao a priori exponencial com
A = 0.005, considerando o conjunto de dados gerado na Secao 3.2, sem perturbagoes
nas observacoes.
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3.2. ROBUSTEZ DAS ESTIMATIVAS EM RELACAO A PERTURBACOES NA
VARIAVEL RESPOSTA

Tabela 3.11: Estimativas pontuais, desvios padrao a posteriori e intervalos de cre-
dibilidade 95% para os parametros dos modelo linear heteroscedastico, considerando
diferentes distribuicoes a priori.

Distribuigao Parametros Média Desvio Padrao Intervalo interquantil
a priori a posteriori  a posteriori de credibilidade 95%

Bo 2,7994 0,1653 (2,5037; 3,1289)
Jeffreys b1 5,1801 0,1564 (4,8458; 5,4434)
Ba 1,5765 0,1722 (1,2167; 1,9046)
Yo 0,635 0,1931 (0,2569; 1,0112 )
! -0,2239 0,2059 (-0,6265; 0,1773)
v 4,6097 0,2642 (4,1599; 5,1716)
Bo 2,8195 0,1702 (2,4873; 3,1772)
Geweke A =1 51 5,1764 0,1713 (4,8139; 5,4993)
Ba 1,5643 0,1947 (1,1833; 1,9459)
Yo -0,1169 0,2708 (-0,666; 0,3925)
71 -0,2173 0,2774 (-0,7414; 0,3066)
v 0,9354 0,0515 (0,8468; 1,0532)
Bo 2,8023 0,1674 (2,4779; 3,1509)
Geweke A = 0,1 51 5,1639 0,1597 (4,8609; 5,4744)
Ba 1,5816 0,1731 (1,2475; 1,9254)
Yo 0,6353 0,1952 (0,2469; 1,0166)
ot -0,2333 0,2119 (-0,6407; 0,1298)
v 4,637 0,2666 (4,1709; 5,1951)
Bo 2,8163 0,1812 (2,4814; 3,1774)
Geweke A = 0,005 51 5,2055 0,1741 (4,8502; 5,5334)
Ba 1,5998 0,1907 (1,2077; 1,9762)
Yo 1,0609 0,1712 (0,6970; 1,3798)
"1 -0,0427 0,2177 (-0,4776; 0,3795)

v 18,3721 1,0931 (16,3692; 20,6609)

O mesmo acontece com o vetor 7, com excecao da distribuicao exponencial de
parametro A = 0.005. Note que esta distribuicao a priori possui média bastante
elevada, o que contribui para o aumento da média a posteriori do grau de liberdade
e portanto, da estimativa deste parametro. Por consequéncia, temos neste caso um
modelo menos robusto, como veremos a seguir. Analogamente, ao se considerar o

parametro A = 1 obtemos uma estimativa menor para v.

A distribuicoes a priori que fornecem os melhores ajustes, segundo as estimativas
dos critérios de selecao bayesianos EAIC, EBIC, DIC e LPML, apresentados na Tabela

3.12, sao as de Jeffreys e exponencial com parametro A = 0.1.
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3.2. ROBUSTEZ DAS ESTIMATIVAS EM RELACAO A PERTURBACOES NA

VARIAVEL RESPOSTA

Tabela 3.12: Estimativas dos critérios de selecao bayesianos para os modelos ajustados.

Distribuicao a priori  EAIC EBIC DIC LPML

Jeffreys 415,8046 431,4356 409,0372 -204,6254
Geweke A =1 436,9806 452,6117 429,8739 -216,1938
Geweke A = 0,1 4159170 431,5480 409,2907 -204,7633
Geweke A\ = 0,005 4449208 460,5519 438,0024 -221,5525

Para analisar a influéncia da observacao perturbada sob o ajuste do modelo, utiliza-

mos a estimativa Monte Carlo da medida de divergéencia de K-L, bem como o logaritmo

das ordenadas preditivas condicionais.
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Figura 3.13: Estimativa Monte Carlo da medida de divergéncia de K-L, considerando
as distribui¢oes a priori de Jeffreys (a) e exponenciais com parametros A = 1 (b),

A=0.1(c) e A=0.005 (d).

Verifica-se nas Figura 3.13 (a), (c¢) e (d) que a observagao perturbada é detectada

como possivelmente influente quando utilizamos as distribuicoes a priori de Jeffreys e

exponenciais com parametros A = 0.1 e A = 0.005, respectivamente. No entanto, tal
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3.2. ROBUSTEZ DAS ESTIMATIVAS EM RELACAO A PERTURBACOES NA
VARIAVEL RESPOSTA

medida é consideravelmente maior para o ultimo caso. Por estimar um grau de liber-
dade de menor valor, a distribuicao a priori exponencial com A = 1 possui observagoes

com medida de K-L abaixo do ponto de corte, como vemos na Figura 3.13 (b).

Nota-se também na Figura 3.14 que a observacao 1 tem ordenada preditiva con-
dicional muito baixa em comparacao com as restantes, sendo ainda menor para a

distribui¢do exponencial de parametro A = 0.005, como mostra a Figura 3.14 (e).
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Figura 3.14: Logaritmo das ordenadas preditivas condicionais para o conjunto de dados
simulado, considerando as distribui¢oes a priori de Jeffreys (a) e exponenciais com
parametros A =1 (b), A =0.1 (c) e A = 0.005 (d).

Para os dois conjuntos de dados simulados, constatamos que a distribuicao a pri-

ori de Jeffreys apresentou boa performance, com resultados equivalentes aos obtidos

quando se utilizavam distribui¢oes a priori informativas.
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3.3. APLICACAO DADOS DE PESQUISA SALARIAL

3.3 Aplicacao dados de pesquisa salarial

Em modelos de regresao, o uso da distribui¢cao normal na modelagem dos erros pode
nao ser adequado, podendo apresentar distorcoes nos resultados das andlises quando
o conjunto de dados contém alguma observacao atipica. Ao acrescentarmos a estes
termos a suposicao de heteroscedasticidade, ainda percebemos sensibilidade do modelo

em relagao aos outliers, como pode ser visto nas Figuras 2.3 (a) e (b).

Para mostrar a superioridade do modelo linear heteroscedéstico t-Student em si-
tuagoes semelhantes, apresentamos o seu ajuste ao conjunto de dados de pesquisa sala-
rial descrito na Secao 2.1. Escolhemos uma observagao para ser perturbada com o ob-
jetivo de verificar a influéncia que este ponto causara nas estimativas. Na pratica, este
cendrio pode ocorrer devido a natureza dos dados (como por exemplo, um funciondrio
cujo saldrio é significativamente maior do que o dos demais), a erros de medi¢ao durante
a coleta dos dados ou ainda, por erros humanos como a digitacao de dados incorretos.

Desta forma, consideramos a seguinte perturbacao da observagao 13: y;3 = max(y)+5,.

Apresentamos também nesta aplicacao, o ajuste do modelo linear heteroscedéstico
com erros normal e utilizamos a distribuigao a priori de Jeffreys para os dois modelos

considerados.

A convergéncia das cadeias geradas foi verificada através da estatistica de Geweke.
Os histogramas, os graficos das cadeias e de autocorrelagao se encontram expostos nas

Figuras 3.15 e 3.16.

Na Tabela 3.13 apresentamos as estimativas para os parametros do modelo ajustado,
obtidas através da média a posteriori, os desvios padrao a posteriori e os intervalos

interquantil de credibilidade 95%, para cada um dos modelos considerados.
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3.3. APLICACAO DADOS DE PESQUISA SALARIAL

Tabela 3.13: Estimativas pontuais, desvios padrao a posteriori e intervalos de credibi-
lidade 95% para os parametros dos modelo linear heteroscedastico, considerando erros
com distribuicao t-Student e distribui¢ao normal.

Distribuicao dos Erros Parametros Média Desvio Padrao Intervalo interquantil
a posteriori  a posteriori de credibilidade 95%
Bo -1722,3354  269,9059 (-2249,7994; -1130,1691)
b1 8,2767 0,5065 (7,2266; 9,1782)
t-Student B2 30,7617 8,8939 (15,5295; 49,1652)
Yo 11,3595 0,4716 (10,4415; 12,2365)
Y1 -0,0039 0,0047 (-0,0113; 0,0044)
v 2,2697 0,4805 (1,4959; 3,3241)
Bo -3039,7693  891,2922 (-4637,9496; -1297,5895)
51 11,8188 2,1922 (7,5276; 16,1763)
Normal Bo 50,3971 19,1372 (9,6921; 86,5828)
Yo 14,1337 0,2821 (13,6288; 14,7441)
Y1 0,0153 0,0032 (0,0097; 0,0214)

Observamos que na presenca do outlier, os dois modelos utilizados fornecem analises
diferentes. Quando se considera a distribui¢ao normal para os erros, o valor médio
estimado para o saldrio dos funciondrios é ¥,.q = 3515.515. Esta quantidade é
relativamente maior do que a obtida através do modelo t-Student, o qual fornece

G = 2820.032.

Para a selecao dos modelos empregados neste estudo, utilizamos as estimativas dos
critérios bayesianos EAIC, EBIC, DIC e LPML, expostas na Tabela 3.14. Podemos verificar
que segundo todas estas medidas, o melhor ajuste aos dados ¢é alcancado através do uso da

distribuigao t-Student.

Tabela 3.14: Estimativas dos critérios de selecao bayesianos para os modelos ajustados

Distribuicao dos erros ~ EAIC EBIC DIC LPML
t-Student 498,3884 506,9923 491,3877 -246,5252
Normal 536,8764 544,0464 531,9024 -270,3020
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3.3. APLICACAO DADOS DE PESQUISA SALARIAL

Para a analisar a adequabilidade dos modelos considerados calculamos, através da
amostragem da distribuicao preditiva condicional, os intervalos preditivos de probabili-
dade 50%, 75% e 95% para cada uma das 31 observacoes y;. Se o modelo for adequado,
é de se esperar que (1 —«) x 100% dos y; caiam em seus respectivos intervalos preditivos

de probabilidade (1 — a) x 100%.

Tabela 3.15: Porcentagem das observacgoes contidas em seus respectivos intervalos pre-
ditivos.

Distribuigao dos erros Intervalo preditivo Intervalo preditivo Intervalo preditivo
de probabilidade 50% de probabilidade 75% de probabilidade 95%

t-Student 64 74 93

Normal 83 87 96

Neste sentido, pela Tabela 3.15 concluimos que modelo é mais adequado quando
seus erros seguem distribuicao t-Student, uma vez que as porcentagens das observagoes
contidas nos intervalos preditivos estao mais proximas das porcentagens de definigao
dos mesmos. No caso dos erros normal, o que notamos sao intervalos preditivos mai-
ores devido a alta porcentagem de observagoes que estes contém, o que indica que as

distribuigoes preditivas neste caso, estao bastante dispersas.

Consideramos também o diagnéstico de influéncia, utilizando a estimativa Monte
Carlo da medida de divergéncia de K-L, bem como o logaritmo das ordenadas preditivas
condicionais. Vemos pela Figura 3.17 que a observagao 13 é apontada como possivel
ponto influente nos dois modelos ajustados. No entanto, para o modelo com erros de
distribuicao normal, ha um afastamento maior da medida de K-L do seu ponto de corte
para i3 € a deteccao da possivel influéncia da observacao 4. Além disso, o logaritmo

da CPO em y;3 ¢ menor do que o obtido considerando erros t-Student.
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Figura 3.17: Estimativa Monte Carlo da medida de divergéncia de K-L e logaritmo da
ordenada preditiva condicional, considerando os modelos heteroscedasticos com erros
de distribuicao t-Student (a) e (c) e de distribui¢ao normal (b) e (d).

Sendo assim, analisamos o impacto que as observacoes detectadas causam nos ajus-

tes através da remocao destes pontos do conjunto de dados. Ajustamos os modelos

sem as observacoes apontadas como influentes e calculamos as variagoes relativas das

estimativas da seguinte maneira:

VR =166/,

~ ANk
com 6 representando o vetor de estimativas sem a observacao influente e @ o vetor

das estimativas para o conjunto de dados completo.
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Tabela 3.16: Mudanca percentual nos valores das estimativas.
Erros Normal

Observacao excluida 5o 51 B Yo " v
{4} 37,16% 27,09% 55,36%  3,39%  7,8309% -
{13} 63,62% 38,80% 16,46% 13,44% 134,09% -
(4,13} 61,76% 39,94% 13,41% 13,66% 133,42% -
Erros t-Student
Observacao excluida 5o 1531 B Yo o %
{13} 10,97%  4,15%  9,29% 1,53 42,98%  17,06%

Como vemos na Tabela 3.16, as maiores mudancas percentuais das estimativas
ocorrem para o modelo normal, sendo notado maior impacto na exclusao da observacao
13. Quando os erros sao t-Student este ponto exerce menos alteracoes nos ajustes, e

portanto, obtemos mais estabilidade nas analises na presenca de observagoes atipicas.
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Capitulo 4

Consideracoes finais e propostas

futuras

Neste trabalho propomos o uso das distribuicoes a priori de Jeffreys para os parametros
do modelo linear heteroscedastico t-Student, especificado na Secao 2.2. E verificamos
que as distribuigdes a posteriori geradas, para os casos estudados (k=2 e k = 3), s@o

proprias.

Uma analise das propriedades frequentistas dos estimadores bayesianos obtidos,
baseados na distribuicao a priori de Jeffreys propostas, foi apresentada na Secao 3.1,
e mostrou, para o cenario estudado, um bom comportamento de medidas como o erro
quadratico médio, o desvio padrao amostral, o viés e a probabilidade de cobertura.
Comparavel ao de distribuicoes a priori que foram definidas utilizando informagoes a

respeito do conjunto de dados.

A relevancia destes resultados se deve ao fato de que, sob uma perspectiva baye-
siana, o uso de distribui¢oes a priori nao informativas é o primeiro passo a ser dado
em direcao a automatizagao dos ajustes de modelos. Nao havendo a necessidade de se

especificar parametros ou hiperparametros de distribuicoes a priori, menos subjetiva
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fica a analise, e mais confidaveis os resultados.

Outro aspecto estudado foi a robustez das estimativas na presenca de observagoes
atipicas. Verificamos, na Secao 3.2, um bom desempenho dos estimadores obtidos
baseados na distribuicao a priori de Jeffreys. E na Secao 3.3 vimos a superioridade do
uso da distribuicao t-Student para os erros, quando comparado ao uso da distribuicao

normal.

Diante dos resultados apresentados, listamos a seguir algumas extensoes deste tra-

balho que podem ser consideradas futuramente.

4.1 Propostas futuras

e Andlise bayesiana objetiva para os modelos de regressao nao linear com erros
t-Student, utilizando distribuicao a prior: de Jeffreys para os parametros do

modelo;

e Verificagao analitica da distribuicao a posteriori gerada, com demonstragoes que

comprovem que esta é propria;

e Realizacao de simulacoes e aplicacao envolvendo um conjunto de dados reais, para
verificar o desempenho dos estimadores bayesianos obtidos através da distribuicao

a posteriori calculada e

e Desenvolvimento das analises anteriores, para o modelo nao linear t-Student,

considerando a hipétese de heteroscedasticidade dos erros.
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Apeéendice A

Derivadas parciais de primeira e

segunda ordem da Secao 2.2

Neste apéndice apresentamos as derivadas parciais de primeira e segunda ordem da
funcao log-verossimilhanca do modelo linear heteroscedéstico t-Student, apresentado

na Secao 2.2 desta dissertagao.

A.1 Derivadas parciais de primeira ordem

As derivadas parciais de primeira ordem de [(6) com respeito aos parametros 3,y

e v sao expressas através das seguintes equagoes:

o) <y+1>i{w-<%‘*’”?ﬂ> [HW]_I} (A1)

e —~ |7 exp(z7) exp (2 7)
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91(0)

93 ¢ um vetor de dimensao p, cujo elemento de indice j é dado por

em que

0l(0) = { (yi — Po—xafr — ... — Tip—1Pp—1)
= v+1 Xiq
0B; ( ) ; T exp (Y0 + 2z + -+ ZikVe—1)
" [u i (yi —Bo— a1 — ... — xz‘p—lﬁp—l)Q] -
exp (Yo + ziy1 + - - + ZikVe—1) ’

comj=0,...,p—1;

oue)  Yriam ()~ =z B)? [ <yz~—wm>2]‘1
oy 2 + 2 ;{zl exp (z;—'y) v exp (ziT’y) - (A2)
em que 9U(0)

Dy é um vetor de dimensao k, cujo elemento de indice [ é dado por

one) _ Yz (1) ¢ (yi = Bo —zafr — .. — wip1Bp-1)°
2l 2 2 = exp (Y0 + 2y + - -+ ZikVe-1)
—1
o [V n (yi —Bo—xanfr—...— a?ip—lﬂp—1)2]
exp (Yo + ziny1 + - -+ ZikVe—1)

com[=0,...,k—1. E, por fim,

ole) 1
o n{2

em que Y(z) = d% logI'(z) é a fungao digama.
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A.2 Derivadas parciais de segunda ordem

Considerando agora as derivadas parciais de segunda ordem de /(@) com respeito aos

parametros 3,7 e v, obtemos as seguintes componentes:

QU0 4y (i~ =7 8)] "
oBoBT +1) 7Z_;{exp (=) [ + exp (2, 7) } }
vy Lyi—= B2 wi—e[B)?]
+1 Z;{ exp (227 7) { Aoy 5o o } } (A.4)
9%1(0)

em que 53557 ¢ a matriz de dimensao p X p cujo elemento (ji, j2) é dado por

821(0) _ (l/ n 1) En: { Zijy Tijy
955,08, — lexp (0 +zam + .- + ZinYe—1)
—1
y {V " (yi —Bo—xinfr—...— Iip—lﬂp—l)2:|
exp (yo + zity1 + - -+ ZikVk—1)
T 2(u T 1) zn: {Iijlxijé (yz‘ —Bo—xpnfr—...— Iip—lﬂp—l)
pt exp (Yo + 2z + .-+ ZikVe—1)
2
y [u n (yi —Bo—xinfr—...— xip—lﬁp—1)2:|
exp (Yo + ziny1 + - - + ZikVe—1) ’

com ji1,7o =0,...,p—1;

Pl g~ eSS {EEwi—elB) [, wi-alp?)
980, = <“>Z;{ e e }
| @iz (y; — =] B)* (yi — @] B)2] "
+ (u+1);{ op (37 [u+exp (ZH)} } (A.5)
921(8)

em que 5za-4 é a matriz de dimensdo p X k, cujo elemento (j,1) é dado por

82[ 0) = — V +1 i {xuzzl Yi — 60 - leﬁl - xip—lﬁp—l)
B0 P exp (Yo +zaay1 + ...+ Zik’Yk—l)
-1

% {V + (i —Bo—xnf1—...— xip15p1)2:|
exp (Yo + ziav1 + -+ ZikVe—1)

+ (1/ + 1) i {xz‘jziz(yi —Bo—Ti1fr— ... — mipflﬁpfl)s
pt exp (290 + 22i171 + - -« + 22k Ve—1)

X

—2
{1/ n (yi —Bo—xnfr—...— Jiz‘p—lﬂp—1)2]
exp (yo + zitv1 + - - - + ZikVk—1)

73



A.2. DERIVADAS PARCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

comj=0,....p—1el=0,....,k—1;

921 B “fzi(y; — 2] B) L wim 27821
9B )= ;{ exp (z;r’)/) [ + exp (z;'—ﬂy) } }
B , n wi(yi w;rﬁ) y (yl _ w;FI@)Q -2
vy ;{ exp (2 ) [ - exp (2 ) } } (A.6)
02%1(0)

em que a5, ¢ o vetor de dimensao p, cujo elemento de indice j é dado por

0%l 6) = Xn: {%(yv —Bo—wi1fr — .. — Tip—18p—1)
9p;ov =1 exp (Yo + ziam + - - + ZikVe—1)
« [1/ n (yi —Bo—xinfPr1— ... — xip15p1)2:| !
exp (Yo + ziny1 + - - + ZikVe—1)
~ W) Z {-Tij(eyi — Bo — ?ilﬁl — .= -'I';ipflﬁpfl)
i=1 Xp (70 + Zi1V1 4+ ...+ sz’}/k—l)

—2
% [1/ + (i —Bo—xinfr— ... — xiplﬂp1)2:| (A7)
exp (Yo + zi1 1 + - - - + ZikVk—1)

comj=0,...,p—1;

CU0) e[ yz—mﬂe) , oy Wil P’
OyoyT — exp (2, 7) exp (2 7)
v+ [z -l B [ -]
3 3 3 A.8
2 ; exp (22, 7) v exp (2 7) (4.8)
02(0) . . N . ,
em que 75 € a matriz de dimensao k X k cujo elemento (Iy,[3) é dado por
9%l o~ _ wtl Zn: Zity Zity (Yi — Bo — i B — .. — Tip_16p-1)*
V1, 01, P exp (Yo + 21y + .o+ ZikVe-1)
—1
" [V n (yi —Po—xnfr—...— xip—1ﬂp—1)2]
exp (Yo + zi1y1 + - -+ ZikYe—1)
n (v+1) zn: zity Zity (Yi — Bo — win L — .. — Tip—1Bp—1)"
2 = exp (270 + 22171 + - - + 22 Yk—1)
-2
» [V n (yi—Bo—xanfr—...— ﬂfip—lﬁp—1)2] (A.9)
exp (Yo + zi1y1 + - - -+ ZikYe—1)
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com l1,lo =0,...,k—1;

I (s VR (R ) Sl IO (72 ) ol B
ovon D) = 2 Z{ (T){+ (T)]}

L1y {zi yi — ] B) [V+ (yi—:cfﬁ)?_l} (A.10)

—~ | exp(z/v) exp (2 7)

9%1(0)

em que =—5- ¢ o vetor de dimensao k, cujo elemento de indice [ é dado por
0~vov

0%l ©) = — (r+1) Zn: { za(yi — Bo — 1B — - .. — Tip—1Pp—1)?
Omov 2 = exp (Yo + zitv1 + .-+ 2ikVe-1)
y [V n (yi —Bo—zanfr— ... — wip15p1)2:| -
exp (Yo + zinv1 + -+ + ZikYk—1)
L= [za(yi — Bo— w1 — - — Tip—1Bp—1)?
+ —
2 ; { exp (Yo + zinv1 + -+ + ZikYk—1)
BB — . — 271
« |:I/ + (yz Bo —xinfr— ... wzpflﬂpfl) :| (All)
exp (Yo + zam + -+ + ZikVr—1)
com[=0,...,k—1. E, por fim,
A20) o (vH1\ vy 2] O (i —= B8]
o2 4{¢( 2 )_w(2)+y}_;{[y+ exp(z;’y)}
(v+1)§ { (i = w;f,e)?]"’
+ 5 ; - =) . (A.12)
. . L 521(6) o201 o%0)
As derivadas mistas restantes sao obtidas fazendo 7087 — [ 3 ,8(9’)’T:| D008 —

[ammr 02(0) [321(9)}T
0BV ovdy ~ | Oyov :

75



Referéncias Bibliograficas

Achcar, J. A., de Cassia Favoretti, A. & Mazucheli, J. (1996). Appro-
ximate bayesian analysis for the michaelis-menten model. Journal of

the Chilean Statistical Society, 13(1-2), 1-23.

Andrews, D. F. & Mallows, C. L. (1974). Scale mixtures of normal dis-
tributions. Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Metho-

dological), pages 99-102.

Bernardo, J. M. (2009). Modern Bayesian inference: Foundations and

Objective Methods, volume 200. Elsevier.

Branco, M., Bolfarine, H., Iglesias, P. & Arellano-Valle, R. B. (2000).
Bayesian analysis of the calibration problem under elliptical distribu-

tions. Journal of Statistical Planning and Inference, 90(1), 69-85.

Branco, M. D., Genton, M. G. & Liseo, B. (2013). Objective bayesian
analysis of skew-t distributions. Scandinavian Journal of Statistics,

40(1), 63-85.

Cabral, C. R. B., Lachos, V. H. & Madruga, M. R. (2012). Bayesian

76



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

analysis of skew-normal independent linear mixed models with he-
terogeneity in the random-effects population. Journal of Statistical

Planning and Inference, 142(1), 181-200.

Cancho, V. G., Ortega, E. M. & Paula, G. A. (2010). On estimation and
influence diagnostics for log-birnbaum—saunders student-t regression
models: Full bayesian analysis. Journal of Statistical Planning and

Inference, 140(9), 2486-2496.

Carlin, B. P. & Louis, T. A. (1997). Bayes and empirical bayes methods

for data analysis. Statistics and Computing, 7(2), 153-154.

Chatterjee, S. & Hadi, A. S. (2009). Sensitivity analysis in linear regres-

sion, volume 327. John Wiley & Sons.

Chen, M.-H., Shao, Q.-M. & Ibrahim, J. G. (2012). Monte Carlo methods

in Bayesian computation. Springer Science & Business Media.

Cho, H., Ibrahim, J. G., Sinha, D. & Zhu, H. (2009). Bayesian case

influence diagnostics for survival models. Biometrics, 65(1), 116-124.

Cook, R. D. (1986). Assessment of local influence. Journal of the Royal

Statistical Society. Series B (Methodological), pages 133-169.

Cox, D. R. & Snell, E. J. (1968). A general definition of residuals. Journal
of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), pages 248~

275.

77



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Cysneiros, F. J. A.) Paula, G. A. & Galea, M. (2007). Heteroscedastic
symmetrical linear models. Statistics € probability letters, TT(11),

1084-1090.

Fernandez, C. & Steel, M. F. (1999). Multivariate student-t regression

models: Pitfalls and inference. Biometrika, 86(1), 153-167.

Fonseca, T. C., Ferreira, M. A. & Migon, H. S. (2008). Objective bayesian
analysis for the student-t regression model. Biometrika, 95(2), 325—
333.

Garay, A. W. M. (2014). Modelos de regressao para dados censurados

sob Distribuicoes Simétricas. Ph.D. thesis, Universidade de Sao Paulo.

Gelfand, A. E. (1996). Model determination using sampling-based

methods. Markov chain Monte Carlo in practice, pages 145—-161.

Gelman, A., Meng, X.-L. & Stern, H. (1996). Posterior predictive as-
sessment of model fitness via realized discrepancies. Statistica Sinica,

6(4), 733-760.

Geweke, J. (1993). Bayesian treatment of the independent student-t

linear model. Journal of Applied Econometrics, 8(S1), S19-S40.

Ghosh, M. (2011). Objective priors: An introduction for frequentists.

Statistical Science, pages 187-202.

Jeffreys, H. (1998). The theory of probability. OUP Oxford.

78



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Lehmann, E. L. & Casella, G. (1998). Theory of point estimation, vo-

lume 31. Springer Science & Business Media.

Lesaffre, E. & Verbek, G. (1998). Local influence in linear mixed models.

Biometrics, 54, 570-582.

McCulloch, R. E. (1989). Local model influence. Journal of the American

Statistical Association, 84, 473-478.

Osiewalski, J. & Steel, M. F. (1993). Robust bayesian inference in ellip-

tical regression models. Journal of Econometrics, 57(1), 345-363.

Paulino, C., Turkman, M. & Murteira, B. (2003). Estatistica bayesi-

ana,fundacao clouste gulbenkian lisboa.

Peng, F. & Dey, D. K. (1995). Bayesian analysis of outlier problems using

divergence measures. Canadian Journal of Statistics, 23(2), 199-213.

R Development Core Team (2009). R: A Language and Environment
for Statistical Computing. R Foundation for Statistical Computing,

Vienna, Austria.

Vallejos, C. A. & Steel, M. F. (2013). On posterior propriety for the
student-t linear regression model under jeffreys priors. arXiv preprint

arXiv:1811.1454.

Yiqi, B. (2012). FEstimac¢do e diagndstico na disribuicio Weibull-

79



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Binomial-Negativa em andlise de sobrevivéncia. Ph.D. thesis, Uni-

versidade de Sao Paulo.

Zellner, A. (1976). Bayesian and non-bayesian analysis of the regres-

sion model with multivariate student-t error terms. Journal of the

American Statistical Association, 71(354), 400-405.

80



