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Resumo

Neste trabalho, obtemos uma redução da transformação vetorial de Ribaucour
que preserva a classe das subvariedades de curvatura seccional constante de formas es-
paciais. Como consequência, é obtido um processo para gerar uma nova família de tais
subvariedades a partir de uma dada. Provamos um teorema de decomposição para tal
transformação, do qual decorre, em particular, o teorema clássico de permutabilidade
para a transformação de Ribaucour de subvariedades de curvatura seccional constante.
Mostramos ainda que k tais transformadas escalares de uma subvariedade de curvatura
seccional constante c determinam um único k-cubo de Bianchi cujos vértices são todos
subvariedades com a mesma curvatura seccional constante, cada uma das quais é dada
por meio de fórmulas algébricas explícitas. Uma redução adicional de tal transformação
é obtida para a classe de subvariedades Lagrangianas de dimensão n e curvatura secci-
onal constante c de uma forma espacial complexa de dimensão n e curvatura seccional
holomorfa 4c. Em particular, parametrizações explícitas, em termos de funções elemen-
tares, de exemplos com dimensão e curvatura arbitrária são fornecidos. Novamente, um
Teorema de decomposição e uma versão do cubo de Bianchi para tal transformação são
apresentados.



Abstract

In this work we obtain a reduction of the vectorial Ribaucour transformation
that preserves the class of submanifolds with constant sectional curvature of space forms.
As a consequence, a process is derived to generate a new family of such submanifolds
starting from a given one. We prove a decomposition theorem for this transformation,
from which the classical permutability theorem for the Ribaucour transformation of sub-
manifolds with constant sectional curvature follows. Given k scalar Ribaucour transforms
of a submanifold with constant sectional curvature, we prove the existence of a Bianchi
k-cube all of whose vertices are submanifolds with the same constant sectional curvature,
each of which is given by means of explicit algebraic formulas. A further reduction of the
transformation is shown to preserve the class of Lagrangian submanifolds of dimension n
and constant sectional curvature c of complex space forms of complex dimension n and
constant holomorphic sectional curvature 4c. In particular, explicit parametrizations in
terms of elementary functions of examples with arbitrary dimension and curvature are
provided. A decomposition theorem and a version of the Bianchi cube for this transfor-
mation are also obtained.
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Introdução

O estudo de imersões isométricas f : Mm(c)→ Qm+p(c̃) de uma variedade Riemanniana
Mm(c) com curvatura seccional constante c e dimensãom em uma variedade Riemanniana
completa e simplesmente conexa Qm+p(c̃) de curvatura seccional constante c̃ e dimensão
m+ p tem despertado o interesse de várias gerações de geômetras.

Para m ≥ 3, resultados fundamentais foram obtidos por E. Cartan, por meio de
sua teoria de formas quadráticas exteriormente ortogonais. Em particular, Cartan mos-
trou que, se c < c̃, então p ≥ m− 1 e, quando p = m− 1, então f possui fibrado normal
plano. Este fato permite mostrar que existem localmente sistemas de coordenadas em
Mm(c) cujos campos coordenados são direções principais, o que, por sua vez, permite
estabelecer uma correspondência entre tais imersões e as soluções de um sistema de equa-
ções diferenciais parciais não lineares, chamado de equações generalizadas de sine-Gordon,
se 0 6= c < c̃, e equações generalizadas da onda, se 0 = c < c̃ (ver [1], [2], [32], [33], [34]).

Resultados duais aos de Cartan foram obtidos mais tarde por J.D.Moore ([27]).
Moore desenvolveu a teoria de formas bilineares Euclidianas com valores em espaços
vetoriais munidos de formas bilineares 〈·, ·〉 não-degeneradas, estendendo a teoria de for-
mas quadráticas exteriormente ortogonais de Cartan, que corresponde ao caso em que
〈·, ·〉 é positivo-definida. Usando essa teoria, Moore reobteve um resultado devido a
O’Neill [28], segundo o qual a segunda forma fundamental de uma imersão isométrica
f : Mm(c)→ Qm+p(c̃), com c > c̃ e p ≤ m− 2, se decompõe ortogonalmente como

αf =
√
c− c̃〈·, ·〉η + γ, (0.0.1)

em que η é um campo unitário normal a f . Um ponto x ∈M no qual αf se decompõe como
em (0.0.1) é denominado um ponto fracamente umbílico para f . Se todos os pontos x ∈M
forem fracamente umbílicos para f , diz-se que f é fracamente umbílica. Para p = m− 1,
Moore provou que se f não tem pontos fracamente umbílicos então f é holonômica, em
particular tem fibrado normal plano. Isso permitiu mostrar que tais imersões estão em
correspondência com as equações generalizadas de Sinh-Gordon, se 0 6= c > c̃, ou com as
equações generalizadas de Laplace se 0 = c > c̃ (ver [10]).

Posteriormente, Dajczer e Tojeiro mostraram em ([8]) que uma imersão isomé-
trica f : Mm(c) → Qm+p(c̃), com c > c̃ e p ≤ m − 2 é, localmente em um subconjunto
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Introdução 2

aberto e denso deMm, uma composição f = i◦h, em que i : Mm(c)→ Qm+1(c̃) é uma in-
clusão umbílica e h : U → Qm+p(c̃) é uma imersão isométrica de um aberto U ⊂ Qm+1(c̃)
contendo i(Mm(c)). O mesmo resultado é ainda válido se p = m − 1 e f é fracamente
umbílica.

Com o intuito de produzir exemplos explícitos de imersões isométricas f : Mm(c)→
Q2m−1(c̃), c > c̃, sem pontos fracamente umbílicos, Dajczer e Tojeiro estenderam em ([12])
a transformação clássica de Ribaucour. Essa transformação permite obter, a partir de uma
dada imersão isométrica com certas propriedades, parametrizações de uma família de no-
vas imersões isométricas do mesmo tipo, em termos de soluções de um sistema linear de
EDP´s. Em particular, começando-se com soluções triviais é possível, em muitos casos,
encontrar as soluções do sistema linear de EDP´s e, então, obter exemplos explícitos de
imersões com aquelas propriedades.

A transformação de Ribaucour foi também aplicada com sucesso para a constru-
ção de imersões isométricas Lagrangianas não totalmente geodésicas f : Mn(c)→ M̃n(4c).
Uma imersão isométrica f : Mn → M̃m de uma variedade Riemanniana n-dimensional em
uma variedade de Kaehler de dimensão complexa m é Lagrangiana se n = m e a estrutura
quase complexa J de M̃m satisfaz J(f∗TpM) ⊂ NfM(p) para todo p ∈M .

Com o objetivo de descrever adequadamente a iteração de transformações esca-
lares de Ribaucour, Dacjzer, Florit e Tojeiro definem em [7] a transformação vetorial de
Ribaucour de uma subvariedade de RN , motivados por tal noção para sistemas ortogonais,
estudada anteriormente por Lius e Manas em [24]. Em particular, os autores estendem
um resultado clássico devido a Bianchi, conhecido como o Teorema de permutabilidade. É
um fato conhecido que duas transformadas de Ribaucour de uma superfície determinam
uma família a 1-parâmetro de tais transformadas, chamada de família associada às duas
transformadas iniciais. Bianchi mostrou que existe uma outra família a 1-parâmetro de
superfícies, a família conjugada, cada elemento da qual é uma transformada de Ribaucour
de todos os elementos da família associada. Assim, cada elemento da família conjugada,
a superfície original e suas duas transformadas iniciais formam uma quadra de superfí-
cies, chamada um quadrilátero de Bianchi, cada elemento do qual é uma transformada de
Ribaucour dos dois elementos adjacentes. Em [7] mostrou-se que, a partir de k tais trans-
formadas escalares f1, . . . , fk de uma subvariedade f de RN e de uma escolha genérica,
para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ k, de uma imersão fij com a propriedade de que {f, fi, fj, fij}
forma um quadrilátero de Bianchi, existe um único cubo k-dimensional que tem f como
um dos vértices, f1, . . . , fk como os vértices contíguos a esse, e {fij, 1 ≤ i 6= j ≤ k} como
os vértices adjacentes a esses últimos. Além disso, cada um dos vértices desse cubo é dado
por meio de fórmulas algébricas explícitas.

Neste trabalho obtemos uma redução da transformação vetorial de Ribaucour que
preserva a classe das subvariedades de curvatura seccional constante de formas espaciais.
Tal redução fica determinada por um operador linear L de um espaço vetorial Euclidiano
V , assim a chamamos de L-transformação de Ribaucour. No caso escalar, ou seja, quando
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V tem dimensão um, a L-transformação reduz-se à redução da transformação escalar de
Ribaucour para subvariedades de curvatura seccional constante obtida em [12]. Obtemos
um teorema de decomposição para a L-transformação, do qual decorre, em particular,
que uma L-transformação determinada por um tensor simétrico L é a iterada de dim V

transformações escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em particular, mostramos que
k tais transformadas escalares de uma subvariedade de curvatura seccional constante c
determinam um único k-cubo de Bianchi cujos vértices são todos subvariedades com a
mesma curvatura seccional constante, cada uma das quais é dada por meio de fórmulas
algébricas explícitas. Observamos, por outro lado, que uma L-transformação determinada
por um tensor não-simétrico L produz subvariedades com curvatura seccional constante
que não são obtidas pela iteração de uma sequência de L-transformações de Ribaucour
escalares.

Através de uma redução adicional da L-transformação, obtemos uma transforma-
ção que preserva a classe das subvariedades Lagrangianas de dimensão n com curvatura
e índice de nulidade relativa nulos de R2n. Tal transformação fica expressa em termos
de um novo operador linear P de um espaço vetorial Euclidiano V , assim a chamamos
de P -transformação de Ribaucour. Determinamos as P -transformações que preservam
a classe de subvariedades Lagrangianas de dimensão n com curvatura nula contidas em
S2n−1 ⊂ R2n, as quais são obtidas como levantamentos de subvariedades Lagrangianas de
curvatura nula e dimensão n− 1 de CPn−1.

Obtemos, mais geralmente, uma P -transformação para a classe de subvariedades
de curvatura constante c e dimensão n que são horizontais com respeito à fibração de Hopf
deQ2n+1

ε (c), a qual induz uma transformação para a classe das subvariedades Lagrangianas
de dimensão n, curvatura c e índice de nulidade relativa nulo de um espaço complexo de
dimensão (complexa) n e curvatura holomorfa constante 4c. Obtemos ainda um teorema
de decomposição para a P -transformação, do qual decorre, em particular, que uma P -
transformação determinada por um tensor simétrico P é a iterada de dimV transformadas
escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em particular, mostramos como obter, a partir
de k P -transformadas escalares de uma subvariedade Lagrangiana de dimensão n com
curvatura e índice de nulidade relativa nulos de R2n, fórmulas explícitas para uma família
de novas subvariedades da mesma classe, a qual está em correspondência com os vértices
de um cubo k-dimensional, do qual as k subvariedades iniciais são os vértices contíguos
àquele associado à subvariedade dada. Um resultado análogo é obtido para a classe das
subvariedades de curvatura constante c e dimensão n que são horizontais com respeito à
fibração de Hopf de Q2n+1

ε (c).
A seguir fazemos uma breve explanação do conteúdo de cada capítulo. No capí-

tulo 1, descrevemos a teoria básica de fibrados vetoriais e subvariedades, estabelecemos
a correspondência entre certas classes de subvariedades com curvatura constante e fi-
brado normal plano e certos sistemas de EDP’s, e mostramos alguns fatos básicos sobre
subvariedades Lagrangianas e horizontais.
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Para demonstrar, no Capítulo 4, a existência de L-transformadas de subvarie-
dades com curvatura constante satisfazendo certas propriedades adicionais, é necessário
provar a existência de soluções inversíveis de certo sistema de equações matriciais, cada
uma das quais é um caso particular da chamada equação de Sylvester AX + XB = C

(ver [21], [22] e [25]). Com o intuito de mostrar tal resultado, fazemos no capítulo 2 um
estudo minucioso da equação de Sylvester e de alguns de seus casos particulares. Por
outro lado, para provar, no Capítulo 5, a existência de P -transformadas de subvariedades
Lagrangianas e horizontais com curvatura constante, é necessário provar a existência e
unicidade de soluções inversíveis de uma certa equação de Lyapunov, ou seja, de uma
equação matricial do tipo AtX + XA = C. Isso é feito na seção 2.4. Observamos que o
problema de encontrar soluções inversíveis de tais equações matriciais tem sido explorado
por vários matemáticos ( ver [6], [14], [15], [20] e [36]).

No Capítulo 3, descrevemos a teoria da transformação escalar de Ribaucour e
também a teoria da transformação vetorial de Ribaucour de subvariedades do RN . Boa
parte dos resultados são dos trabalhos de Dajczer e Tojeiro. Finalizamos tal capítulo
estendendo a transformação vetorial de Ribaucour para o caso em que o espaço ambiente
tem curvatura seccional constante não nula e obtemos uma versão do teorema do cubo
de Bianchi nesse contexto. Verificamos ainda que uma hipótese de tal resultado, feita em
[7], é de fato desnecessária.

Os principais resultados deste trabalho estão nos capítulos 4 e 5. O Capítulo
4 contém os resultados sobre a L-transformação para subvariedades de curvatura sec-
cional constante descritos anteriormente, enquanto no Capítulo 5 estão aqueles sobre a
P -transformação para subvariedades Lagrangianas e horizontais com curvatura constante.
Exemplos explícitos de subvariedades Lagrangianas de dimensão n com curvatura e índice
de nulidade relativa nulos de R2n, assim como de subvariedades de curvatura constante c
e dimensão n que são horizontais com respeito à fibração de Hopf de Q2n+1

ε (c), são obtidos
no final do Capítulo 5 aplicando a P -transformação de Ribaucour.

No final do trabalho, incluímos um apêndice com alguns resultados conhecidos
sobre a existência e unicidade de soluções de sistemas equações diferenciais parciais line-
ares e não lineares. Concluímos esta introdução sugerindo, ao leitor mais experiente em
teoria de subvariedades e na teoria das transformações de Ribaucour, iniciar a leitura deste
trabalho no Capítulo 4, recorrendo aos três primeiros capítulos sempre que necessário.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo são expostos alguns resultados necessários para os teoremas principais de
nosso trabalho. Em toda a tese, M denota uma variedade Riemanniana n-dimensional de
classe C∞ cuja topologia é de Hausdorff e tem base enumerável.

1.1 Fibrados vetoriais

Para o estudo da transformação vetorial de Ribaucour são necessários alguns fatos sobre
fibrados vetorias. Nesta seção, introduzimos tais fibrados e os conceitos de seção, conexão
e tensor curvatura, dentre outros. Esta primeira parte encontra-se nos livros [5] e [23].

Definição 1.1.1. Seja π : E → M uma aplicação diferenciável de classe C∞ entre as
variedades diferenciáveis E e M . Dizemos que (π,E,M) é um fibrado vetorial de posto
k, se para cada x ∈M ,

i) Ex := π−1(x) é um espaço vetorial real de dimensão k.

ii) existem uma vizinhança aberta U de x e um difeomorfismo ϕ : π−1(U) → U × Rk

que aplica Ey isomorficamente sobre Rk ≈ {y} × R, para cada y ∈ U .

Denotamos esse fibrado por π : E →M , E ou por E = ⋃
x∈M Ex.

As variedades E e M são chamadas de espaço total e base, respectivamente, e a
aplicação π a projeção. Para cada x ∈ M , o espaço vetorial Ex = π−1(x) é chamado de
fibra de π sobre x. A aplicação ϕ : π−1(U) → U × Rk é chamada de uma trivialização
local e uma família de trivializações locais {Uα, ϕα} tal que {Uα} é um aberto sobre M é
dita um atlas do fibrado vetorial π : E →M.

Como exemplos, temos o fibrado tangente TM = ⋃
x∈M TxM , o fibrado trivial

M × Rk = ⋃
x∈M Rk, o fibrado de homomorfismos entre dois fibrados vetoriais E e F ,

dado por Hom(E,F ) = ⋃
x∈M Hom(Ex, Fx), em que Hom(Ex, Fx) é o espaço vetorial das

aplicações lineares de Ex em Fx, o fibrado dual E∗ = Hom(E,R) e o fibrado induzido
pela aplicação diferenciável f : N →M , dado por f ∗E := ⋃

x∈N Ef(x).
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Preliminares 6

Dados dois fibrados πi : Ei → M, 1 ≤ i ≤ 2, uma aplicação diferenciável
α : E1 → E2 é chamada de um morfismo de fibrados vetoriais sobre M se aplica π−1

1 (x)
linearmente sobre π−1

2 (x) para todo x ∈ M . Se α é uma bijeção, então α é dita um
isomorfismo entre fibrados vetoriais.

Se π : E → M é um fibrado vetorial de posto k e F ⊂ E é um subconjunto tal
que a restrição πF : F → M também tem a estrutura de um fibrado vetorial de posto j
tal que a inclusão i : F → E é um morfismo entre fibrados vetoriais, então F é chamado
um subfibrado vetorial de E.

Uma seção local ξ num fibrado E é uma aplicação C∞ de um aberto U de M
em E tal que π ◦ v = idU , ou seja, v(x) ∈ Ex pata todo x ∈ M. Denotamos o conjunto
das seções sobre U por Γ(U,E), e abreviamos Γ(M,E) por Γ(E). O conjunto Γ(E) é um
módulo sobre o anel C∞(M).

Uma seção X : M → TM do fibrado tangente π : TM → M de uma variedade
diferenciável é um campo de vetores de M . O conjunto dessas seções é denotado por
X(M) = Γ(TM). Se f : N →M é uma aplicação diferenciável e π : E →M é um fibrado
vetorial, então uma seção ξ ∈ Γ(f ∗E) do fibrado induzido f ∗E é também chamada de
uma seção de E ao longo de f . Em particular, um campo vetorial ao longo de f é uma
seção de f ∗TM .

Dados uma trivialização local (U,ϕ) e uma seção ξ ∈ Γ(E), existe uma aplicação
diferenciável ξϕ : U → Rk, chamada de parte principal de ξ com respeito a ϕ, tal que

ϕ(ξ(x)) = (x, ξϕ(x)), ∀ x ∈ U.

A diferenciabilidade de ξ é equivalente à diferenciabilidade de ξϕ para cada trivialização
local (U,ϕ). Em particular, a seção nula de E, fazendo corresponder a cada x ∈ M a
origem de Ex, é claramente diferenciável, pois sua parte principal com respeito a uma
trivialização local é uma aplicação constante.

Temos o seguinte resultado

Proposição 1.1.2. Sejam π1 : E → M e π2 : F → M fibrados vetoriais. Existe um
isomorfismo de módulos entre Hom(Γ(E),Γ(F )) e Γ(Hom(E,F )).

Seja π : E → M um fibrado vetorial de posto k. Um referencial móvel sobre
um subconjunto aberto U ⊂ M é um conjunto de k seções ξ1, ..., ξk ⊂ Γ(U,E) tal que
{ξ1(x), ..., ξk(x)} é uma base de Ex para todo x ∈ U . Cada trivialização local (U,ϕ) de
E determina um referencial móvel η1, ..., ηk sobre U por

ηi(x) = ϕ−1(x, ei), 1 ≤ i ≤ k,

em que {e1, ..., ek} é a base canônica de Rk. Reciprocamente, um referencial móvel ξ1, ..., ξk

sobre U determina uma trivilização local ϕ : π−1(U)→ U × Rk dada por

ϕ(e) = (π(e), ϕπ(e)e),
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em que, para cada x ∈ U , ϕx é o isomorfismo entre Ex e Rk determinado pela base
{ξ1(x), ..., ξk(x)}. Em outras palavras,

ϕ−1(x, c1, ..., ck) =
k∑
i=1

ciξi(x).

Segue desse fato o seguinte Corolário

Lema 1.1.3. Um fibrado vetorial de posto k é trivial se, e só se, admite um referencial
móvel global.

Seja g : Γ(E)× Γ(E)→ C∞(M) uma aplicação C∞(M)-bilinear, ou equivalente-
mente, uma seção deHom2(E,R). Então g é dita umamétrica pseudo-Riemanniana sobre
E se para todo e ∈ E existe um f ∈ E tal que π(e) = π(f) e g(e, f) 6= 0. Se g(e, e) > 0
para todo e ∈ E, a métrica g é chamada de métrica Riemanniana sobre E. Um fibrado
dotado com uma tal métrica g será chamado um fibrado vetorial pseudo-Riemanniano.
Usando partições da unidade é possível mostrar que todo fibrado vetorial admite uma
métrica Riemanniana.

Definição 1.1.4. Seja π : E → M um fibrado vetorial. Uma conexão em E é uma
aplicação R-bilinear

∇E : Γ(M)× Γ(E) → Γ(E),
(X, v) 7−→ ∇E(X, v) := ∇E

Xv,

tal que

i) ∇E
fXv = f∇E

Xv,

ii) ∇E
Xfv = X(f)v + f∇E

Xv.

Além disso, dizemos que tal conexão é compatível com a métrica g em E se

Xg(u, v) = g
(
∇E
Xu, v

)
+ g

(
u,∇E

Xv
)
, X ∈ Γ(M) e u, v ∈ Γ(E).

Sabemos que (∇E
Xv)(x) depende apenas dos valores de X em x e de v ao longo

de uma curva c : I →M com 0 ∈ I, c(0) = x e c′(0) = Xx.
Alguns exemplos importantes de conexões: A conexão de Levi-Civita em TM , a

qual é a única conexão em TM compatível com a métrica e simétrica (∇XY − ∇YX =
[X, Y ] := XY − Y X, X, Y ∈ Γ(M)), e a conexão no fibrado trivial M × Rk, definida de
modo que, para uma seção ξ dada por ξ(x) = (x, f(x)) para uma função suave f : M →
Rk, a parte principal de ∇Xξ é a função X(f).

Uma seção ξ ∈ Γ(U ;E) é dita paralela sobre U se ∇Xξ = 0 para todo X ∈ X(U).
No fibrado trivial com a conexão canônica dada no exemplo acima, essas seções são aquelas
dadas por ξ(x) = (x, c), ∀x ∈M , em que c é uma constante.
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Um subfibrado vetorial F ⊂ E é paralelo se∇Xξ é uma seção de F para quaisquer
X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(F ).

Seja π : E → M um fibrado vetorial com a conexão ∇ e seja f : N → M uma
aplicação diferenciável. Então existe uma única conexão f ∗∇ no fibrado induzido f ∗E tal
que

f ∗∇X(ξ ◦ f) = ∇f∗Xξ

para quaisquer X ∈ X(N) e ξ ∈ Γ(E). Tal conexão é chamada de conexão induzida. Se
γ é uma curva em M e ξ ∈ Γ(E), denotamos γ∗∇d/dt(ξ ◦ γ) simplesmente por ∇d/dtξ.

Seja π : E → M um fibrado vetorial com uma conexão ∇. Dada uma curva
γ : J →M , para cada a ∈ J e cada e ∈ Eξ(a) existe uma única seção η tal que η é paralela
ao longo de γ e η(a) = e. Tal seção é chamada de extensão paralela de e ao longo de γ, e
seu valor η(b) em algum b ∈ J o transporte paralelo de e de γ(a) a γ(b).

Seja G = Hom(E,F ) = E∗ ⊗ F . A derivada covariante ∇ζ ∈ Γ(TM∗ ⊗ G) =
Hom(Γ(T ∗M),Γ(G)) de uma seção ζ ∈ Γ(G) é definida por

(
∇G
Xζ
)

(ξ) = ∇F
x ζ(ξ)− ζ(∇E

Xξ),

para quaisquer X ∈ Γ(TM) e ξ ∈ Γ(E). Se ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ E) é uma 1-forma sobre Mn

com valores em E, então ∇ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ E) é definida por

∇ω(X, Y ) := (∇T ∗M⊗E
X ω)(Y ) = ∇E

Xω(Y )− ω(∇XY ),

em que a conexão ∇ do lado direito da equação é a conexão de Levi-Civita de Mn.
A derivada exterior dω ∈ Γ(Λ2T ∗M ⊗ E) de ω está relacionada com ∇ω por

dω(X, Y ) = ∇ω(X, Y )−∇ω(Y,X)
= ∇E

Xω(Y )−∇E
Y ω(X)− ω([X, Y ]).

A 1-forma ω é fechada se dω = 0. Se ζ ∈ Γ(E), então ∇ζ = dζ ∈ Γ(T ∗M ⊗ E) é
a 1-forma dada por ∇ζ(X) = ∇E

Xζ.

Definição 1.1.5. Seja π : E → M um fibrado vetorial munido de uma conexão ∇E. O
tensor de curvatura de ∇E é a aplicação

RE : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(E)

definido por RE(X, Y ) = [∇E
X ,∇E

Y ]−∇E
[X,Y ].

É fácil verificar que R é trilinear sobre C∞(M). Assim, dados X, Y ∈ Γ(TM) e
v ∈ Γ(E), para cada x ∈ M o valor de R(X, Y )v em x, depende somente dos valores de
X, Y e v em x, ou seja, podemos considerar R ∈ Γ(Hom(TM × TM × E;E)). O tensor
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curvatura R̄ da conexão induzida sobre f ∗E é dado em qualquer ponto x ∈ N por

R̄(X, Y )e = R(f∗X, f∗Y )e,

para quaisquer X, Y ∈ TxN e para todo e ∈ Ef(x).

Dizemos que uma conexão linear ∇ sobre o fibrado vetorial E é plana se RE ≡ 0.
Um fibrado vetorial dotado com uma tal conexão será chamado um fibrado vetorial plano.
Tais fibrados admitem a seguinte caracterização.

Teorema 1.1.6. Seja π : E →M um fibrado vetorial com uma conexão linear ∇. Então
cada e ∈ E admite uma extensão local paralela se, e só se, E é um fibrado vetorial plano.

A versão global desse resultado é

Teorema 1.1.7. Seja π : E →M um fibrado vetorial de posto k com uma conexão linear
∇ sobre uma variedade simplesmente conexa. São equivalentes:

i) R ≡ 0,

ii) existe um referencial global paralelo ξ1, ..., ξk,

iii) existe um isomorfismo paralelo Φ : E →M × Rk.

Como consequência, temos:

Corolário 1.1.8. Seja π : E → M um fibrado vetorial pseudo-Riemanniano de posto k
com uma conexão compatível linear ∇ sobre uma variedade simplesmente conexa. São
equivalentes:

i) R ≡ 0,

ii) existe um referencial ortonormal global paralelo ξ1, ..., ξk,

iii) existe uma isometria paralela Φ : E →M × Rk.

Dadas ζ1 ∈ Γ(E∗ ⊗ F ) e ζ2 ∈ Γ(F ∗ ⊗H), definimos ζ2ζ1 ∈ Γ(E∗ ⊗H) por

ζ2ζ1(ξ) = ζ2(ζ1(ξ)), ξ ∈ Γ(E).

Para ζ ∈ Γ(E∗ ⊗ F ), definimos ζt ∈ Γ(F ∗ ⊗ E) por

〈ζt(η), ξ〉 = 〈η, ζ(ξ)〉, η ∈ Γ(F ) e ξ ∈ Γ(E).

Resumimos no seguinte lema algumas propriedades elementares das derivadas co-
variante e exterior, as quais serão úteis no estudo da transformação vetorial de Ribaucour.
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Lema 1.1.9. Valem as seguintes afirmações:

(i) Se ζ1 ∈ Γ(E∗ ⊗ F ) e ζ2 ∈ Γ(F ∗ ⊗H), então d(ζ2ζ1) = (dζ2)ζ1 + ζ2(dζ1).

(ii) Se ζ ∈ Γ(E∗ ⊗ F ) então dζt = (dζ)t.

(iii) Se ξ ∈ Γ(E) então d2ξ(X, Y ) = RE(X, Y )ξ.

(iv) Se G = E∗⊗F e Z ∈ Γ(G) então (RG(X, Y )ζ)(ξ) = RF (X, Y )ζ(ξ)− ζ(RE(X, Y )ξ).

Demonstração. i) Por um lado,

d(ζ2ζ1)(X)(ξ) = (∇E∗⊗H
X (ζ2ζ1))ξ = ∇H

Xζ2(ζ1(ξ))− ζ2ζ1(∇E
Xξ).

Por outro lado,

(dζ2)(X)ζ1(ξ) = (∇F ∗⊗H
X ζ2)(ζ1(ξ)) = ∇H

Xζ2(ζ1(ξ))− ζ2(∇F
Xζ1(ξ)),

e

ζ2(dζ1)(X)ξ = ζ2(∇E∗⊗F
X ζ1)(ξ) = ζ2(∇F

Xζ1(ξ)− ζ1(∇F
Xξ)) = ζ2(∇F

Xζ1(ξ))− ζ2ζ1(∇E
Xξ).

ii) Temos dζ ∈ Γ(TM∗ ⊗ E∗ ⊗ F ) e dζt ∈ Γ(TM∗ ⊗ F ∗ ⊗ E). Por um lado,

〈dζt(X)η, ξ〉 =
〈
(∇F ∗⊗E

X ζt)(η), ξ
〉

=
〈
∇E
Xζ

tη − ζt(∇F
Xη), ξ

〉
=

〈
∇E
Xζ

tη, ξ
〉
−
〈
ζt(∇F

Xη), ξ
〉

= X 〈ζtη, ξ〉 −
〈
ζtη,∇E

Xξ
〉
−
〈
∇F
Xη, ζξ

〉
.

Por outro lado,〈
(∇E∗⊗F

X ζ)t(η), ξ
〉

=
〈
η, (∇E∗⊗F

X ζ)ξ
〉

=
〈
η,∇F

Xζ(ξ)− ζ(∇E
Xξ)

〉
=

〈
η,∇F

Xζ(ξ)
〉
−
〈
η, ζ(∇E

Xξ)
〉

= X 〈η, ζ(ξ)〉 −
〈
∇F
Xη, ζ(ξ)

〉
−
〈
ζt(η),∇E

Xξ
〉
.

iii) Temos

d2ξ(X, Y ) = ddξ(X, Y ) = ∇dξ(X, Y )−∇dξ(Y,X)
= (∇TM∗⊗E

X dξ)(Y )− (∇TM∗⊗E
Y dξ)(X)

= ∇E
Xdξ(Y )− dξ(∇XY )−∇E

Y dξ(X) + dξ(∇YX)
= ∇E

X∇E
Y ξ −∇E

Y∇E
Xξ −∇E

∇XY ξ +∇E
∇YXξ

= RE(X, Y )ξ.
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(iv)

(RE∗⊗F (X, Y )ζ)(ξ) = (∇E∗⊗F
X ∇E∗⊗F

Y ζ)(ξ)− (∇E∗⊗F
Y ∇E∗⊗F

X ζ)(ξ)− (∇E∗⊗F
[X,Y ] ζ)(ξ)

= ∇F
X(∇E∗⊗F

Y ζ(ξ))−∇E∗⊗F
Y ζ(∇E

Xξ)−∇F
Y (∇E∗⊗F

X ζ(ξ))
+∇E∗⊗F

X ζ(∇E
Y ξ)−∇F

[X,Y ]ζ(ξ) + ζ(∇E
[X,Y ]ξ)

= ∇F
X(∇F

Y ζ(ξ)− ζ(∇E
Y ξ))−∇F

Y ζ(∇E
Xξ) + ζ(∇F

Y∇E
Xξ)

−∇F
Y (∇F

Xζ(ξ)− ζ(∇E
Xξ)) +∇F

Xζ(∇E
Y ξ)− ζ(∇E

X∇E
Y ξ)

−∇F
[X,Y ]ζ(ξ) + ζ(∇F

[X,Y ]ξ)
= ∇F

X∇F
Y ζ(ξ)−∇F

Xζ(∇E
Y ξ)−∇F

Y ζ(∇E
Xξ)− ζ(∇E

Y∇E
Xξ)

−∇F
Y∇F

Xζ(ξ) +∇F
Y ζ(∇E

Xξ)
+∇F

Xζ(∇F
Y ξ)− ζ(∇E

X∇E
Y ξ)−∇F

[X,Y ]ζ(ξ) + ζ(∇E
[X,Y ]ξ)

= RF (X, Y )ζ(ξ)− ζ(RE(X, Y )ξ).

1.2 Teoria básica de subvariedades

Sejam Mn e M̃m variedades diferenciáveis com dimensões n e m, respectivamente. Di-
zemos que a aplicação diferenciável f : Mn → M̃m é uma imersão se a diferencial
f∗ : TxM → Tf(x)M̃ é injetiva para todo x ∈ Mn. O número p = m − n é chamado
de codimensão de f . Em particular, f é uma hipersuperfície se p = 1.

Uma imersão f : Mn → M̃m entre variedades Riemannianas com métricas 〈., .〉M
e 〈., .〉M̃ é uma imersão isométrica se

〈X, Y 〉M = 〈f∗X, f∗Y 〉M̃ , (1.2.1)

para quaisquer x ∈ M e X, Y em TxM . Se f : Mn → M̃m é uma imersão e 〈., .〉M̃ é
uma métrica Riemanniana em M̃ , então a métrica Riemanniana sobre Mn definida por
(1.2.1) é chamada a métrica induzida por f , com respeito à qual f se torna uma imersão
isométrica.

Denotamos por f ∗TM o fibrado induzido por f sobre Mn, cuja fibra no ponto
x ∈Mn é Tf(x)M̃ . O complemento ortogonal de f∗TxM em Tf(x)M̃ é chamado de espaço
normal de f em x e é denotado por NfM(x). O fibrado NfM = ⋃

x∈M NfM(x) é chamado
de fibrado normal de f .

A conexão de Levi-Civita ∇̃ de M̃m induz naturalmente uma única conexão ∇̂
em f ∗TM̃ tal que ∇̂X(Z ◦ f) = ∇̃f∗XZ, para quaisquer x ∈Mn e X,Z ∈ TM̃ . Daqui por
diante identificamos ∇̂ com ∇̃.

Dados os campos de vetores X, Y ∈ TM , temos a decomposição ortogonal

∇̃Xf∗Y = (∇̃Xf∗Y )> + (∇̃Xf∗Y )⊥,
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nas componentes tangente e normal com respeito a f . É fácil mostrar que

∇XY = f−1
∗ (∇̃Xf∗Y )>

coincide com a conexão de Levi-Civita em M .
A aplicação α : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(NfM) definida por

αf (X, Y ) = (∇̃Xf∗Y )⊥,

é chamada de segunda forma fundamental de f , a qual pode ser considerada como uma
seção em Hom(TM, TM ;NfM). Dessa forma, temos a fórmula de Gauss

∇̃Xf∗Y = f∗∇XY + α(X, Y ).

O primeiro espaço normal N f
1 (x) de f em x ∈M é definido como o subespaço do espaço

normal NfM(x) dado por

N f
1 (x) = ger{αf (X, Y ); ∀ X, Y ∈ TxM}.

O operador de forma Aξ de f em x ∈Mn com respeito a ξ ∈ NxM é definido por

〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉

para quaisquer X, Y ∈ TxM . Assim, dados os campos de vetores X, Y ∈ Γ(TM) e
ξ ∈ Γ(NfM), temos

〈
∇̃Xξ, f∗Y

〉
= −

〈
ξ, ∇̃Xf∗Y

〉
= −〈α(X, Y ), ξ〉 = −〈AξX, Y 〉 .

Logo, a componente tangente de ∇̃Xξ é −f∗AξX e, assim, podemos considerar A ∈
Γ(Hom(TM,NfM ;TM)). A componente normal ∇⊥Xξ := (∇̃Xξ)⊥ define uma conexão
compatível em NfM , chamada conexão normal de f . Assim, temos a fórmula de Wein-
garten

∇̃Xξ = −f∗AξX +∇⊥Xξ.

Denote R̃ = RM̃ , R⊥ = RNfM , R = RM , e ()⊥ e ()> as respectivas projeções em
NfM e TM . A partir das fórmulas de Gauss e Weingarten, é possível mostrar as três
importantes equações de segunda ordem

• Equação de Gauss:
(
R̃(X, Y )Z

)>
= R(X, Y )Z − Aα(Y,Z)X + Aα(X,Z)Y.

• Equação de Codazzi:
(
R̃(X, Y )Z

)⊥
= (∇⊥Xα)(Y, Z) − (∇⊥Y α)(X,Z), equivalente a

essa temos

(
R̃(X, Y )ξ

)⊥
= (∇YA)(X, ξ)− (∇XA)(Y, ξ).
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• Equação de Ricci: (R̃(X, Y )ξ)⊥ = R⊥(X, Y )ξ + α(AξX, Y )− α(X,AξY ).

Sejam K e KM̃ = K̃ as curvaturas seccionais de M e M̃ , respectivamente. Segue
da equação de Gauss que

K(σ) = K̃(σ) + 〈α(X,X), α(Y, Y )〉 − ||α(X, Y )||2,

em que {X, Y } é uma base ortonormal do plano σ tangente a M .
Se M̃m = M̃m

c denota uma variedade Riemanniana com curvatura seccional cons-
tante c, a equação de Gauss se escreve

R(X, Y )Z = c(X ∧ Y )Z + Aα(Y,Z)X − Aα(X,Z)Y, (1.2.2)

em que
(X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y.

A equação de Codazzi tem as duas versões equivalentes

(∇⊥Xα)(Y, Z) = (∇⊥Y α)(X,Z) (1.2.3)

e
(∇YA)(X, ξ) = (∇XA)(Y, ξ),

e a equação de Ricci se reduz a

(R̃(X, Y )ξ)⊥ = α(X,AξY )− α(AξX, Y ), (1.2.4)

ou equivalentemente, 〈
R⊥(X, Y )ξ, η

〉
= 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉 .

Seja f : Mn → M̃m uma imersão isométrica. O subespaço de nulidade relativa
∆(x) ⊂ TxM de f em x é o subespaço

∆(x) = kerα(x) = {X ∈ TxM ; α(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ TxM},

e sua dimensão νf (x) é chamada de índice de nulidade relativa de f em x.
Nosso foco neste trabalho é estudar as imersões isométricas de variedades Rieman-

nianas com curvatura seccional constante em espaços simplesmente conexos e completos
Qm(c) com curvatura seccional constante c, os quais são o espaço Euclidiano Rm se c = 0,
a esfera Smc se c > 0 e o espaço hiperbólico Hm

c se c < 0.
Uma demonstração do teorema a seguir encontra-se em [17]

Teorema 1.2.1. (Teorema fundamental para subvariedades)
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i) Existência: Sejam Mn uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, E um
fibrado vetorial Riemanianno de posto p emMn com conexão compatível ∇E e tensor
curvatura RE , seja ainda αE uma seção simétrica de Hom(TM×TM, E). Para cada
ξ ∈ Γ(E), defina AEξ ∈ Γ(Hom(TM, TM)) por

〈
AEξX, Y

〉
=
〈
αE(X, Y ), ξ

〉
.

Suponha que (∇E , αE , AE , RE) satisfaça a (1.2.2), (1.2.3) e (1.2.4). Então existe
uma imersão isométrica f : Mn → Q(c)n+p e uma isometria φ : E → NfM tal que
αf = φ ◦ αE e ∇⊥φ = φ∇E .

ii) Unicidade: Sejam f, g : Mn → Qn+p(c) imersões isométricas. Suponha que exista
um isometria φ : NfM → NgM tal que

φ ◦ αf = αg e φf∇⊥ =g ∇⊥φ.

Então existe uma isometria τ : Qn+p(c)→ Qn+p(c) tal que τ ◦ f = g e τ∗|NfM = φ.

Como consequência do Teorema fundamental das subvariedades, se c < c̃, existe
uma imersão isométrica umbílica i : Qn+p(c̃) → Qn+p+1(c). Com efeito, o endomorfismo
A =

√
c̃− cI satisfaz as equações de Gauss e Codazzi para uma imersão isométrica

de Qn+p(c̃) em Qn+p+1(c). De forma análoga, prova que se c > c̃, existe uma imersão
isométrica umbílica i : Qn+p+1(c̃) → Ln+p+1(c), em que Ln+p+1(c) denota uma variedade
Lorentziana geodesicamente completa e simplesmente conexa.

1.3 EDP’s associadas às subvariedades de curvatura
constante.

Nesta seção estudamos a correspondência que existe entre subvariedades de curvatura
seccional constante c e fibrado normal plano de Qn+p

s (c̃) e soluções de certos sistemas de
equações diferenciais parciais, em que Qn+p

s (c̃) é um espaço pseudo-Riemanniano completo
e simplesmente conexo de curvatura seccional constante c e índice s. Quando s = 0,
usaremos simplesmente a notação Qn+p(c̃).

Lembramos que, segundo um resultado devido a Cartan, uma imersão isométrica
f : Mn(c) → Q2n−1(c̃), com c < c̃, tem necessariamente fibrado normal plano. O caso
c > c̃ foi estudado posteriormente Moore, que mostrou que o mesmo resultado é válido
nesse caso, desde que f não possua pontos fracamente umbílicos, ou seja, desde que em
nenhum ponto x de M exista um vetor unitário δ ∈ NfM(x) tal que Afδ =

√
c− c̃Id.

Dada uma imersão isométrica f : Mn → Qn+p
s (c) de uma variedade Riemanniana,

dizemos que N f
1 (x) é não degenerado se N f

1 (x) ∩N f
1 (x)⊥ = {0}.
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Em todo o trabalho, vamos usar a seguinte convenção de índices:

i, j, k ∈ {1, ..., n}, α ∈ {n+ 1, ..., p} e r, s ∈ {1, ..., p}.

A próxima Proposição foi enunciada e demonstrada em [10], e a forma aqui apre-
sentada encontra-se no artigo [35].

Proposição 1.3.1. Sejam Mn(c) uma variedade Riemanniana e simplesmente conexa e
f : Mn(c) → Qn+p

s (c) uma imersão isométrica com fibrado normal plano e νf ≡ 0. Se
s ≥ 1, suponha que N f

1 (x) seja não degenerado para todo x ∈M . Nessas condições, p ≥ n

e existem localmente um sistema de coordenadas principais (u1, ..., un) sobre Mn(c), um
referencial ortonormal ξ1, ..., ξp de NfM e funções diferenciáveis v1, ..., vn e hiα, 1 ≤ i ≤
n, n+ 1 ≤ α ≤ p, com v1, ..., vn positivas, tais que

ds2 =
∑
j

v2
jdu

2
j , α (∂i, ∂j) = viδijξi, (1.3.1)

∇∂iXj = hjiXi, e ∇⊥∂iξs = hisξi, 1 ≤ i 6= j ≤ n, 1 ≤ s 6= i ≤ p, (1.3.2)

em que Xi = (1/vi)(∂i), com ∂i = ∂
∂ui

, e hij = (1/vi)∂i(vj) para i 6= j. Além disso, o
par (v, h), em que v = (v1, ..., vn) e h = (his), satisfaz o sistema de equações diferenciais
parciais

i) ∂j(vi) = hjivj, ii) ∂i(hij) + ∂j(hji) +∑
k hkihkj + cvivj = 0,

iii) ∂j(his) = hijhjs, iv) εj∂j(hij) + εi∂i(hji) +∑
s εshishjs = 0,

(1.3.3)

em que i 6= j, {k, s} ∩ {i, j} = ∅ e εs = 〈ξs, ξs〉 .
Reciprocamente, seja (v, h) uma solução de (1.3.3) em um subconjunto aberto e

simplesmente conexo U ⊂ Rn tal que vi 6= 0 em todos os pontos de U . Então existe uma
imersão f : U → Qn+p

s (c) com fibrado normal plano, νf ≡ 0, N f
1 não-degenerado de posto

n e métrica induzida ds2 = ∑
i v

2
i du

2
i de curvatura seccional constante c.

Demonstração. Como f tem fibrado normal plano, a equação de Ricci implica que

AξAη = AηAξ, ∀ ξ, η ∈ NfM.

Assim, para cada ponto x ∈ M existe uma base ortonormal {X1, ..., Xn} de TxM que
diagonaliza Aξ para todo ξ ∈ NfM(x), ou equivalentemente, α(Xi, Xj) = 0 se 1 ≤
i 6= j ≤ n. Em particular, como νf ≡ 0, temos que ηi := α(Xi, Xi) 6= 0. Portanto
p ≤ dim(N f

1 ) = n. Além disso, 〈ηi, ηj〉 = 0 pela equação de Gauss, e do fato de ser N f
1

não degenerado quando s ≥ 1 temos que 〈ηi, ηi〉 6= 0 para 1 ≤ i ≤ n. Portanto {η1, . . . , ηn}
é um conjunto ortogonal.

Assim, existem referenciais ortonormais {X1, . . . , Xn} e {ξ1, . . . , ξn} de TM e
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NfM , respectivamente, e funções diferenciáveis positivas v1, . . . , vn tais que

α(Xi, Xj) = δijviξi, 1 ≤ i 6= j ≤ n.

É fácil verificar que as equações de Codazzi para f são equivalentes às seguintes
equações
i) ∇XiXj = v−1

i Xj(vi)Xi, i 6= j,

ii) ∇⊥Xiξj = v−1
i Xi(vj)ξi, i 6= j.

Afirmamos que existem um referencial {ξn+1, ..., ξp} de N⊥1 e funções suaves {giα}
tais que

∇⊥Xiξα = giαξi, (1.3.4)

ou seja, que
〈
∇⊥Y ξα, ξβ

〉
= 0 se α 6= β. Pelo Teorema 1.1.7, basta provar que o tensor de

curvatura R1 da conexão ∇1 induzida por ∇⊥ em (N f
1 )⊥ é identicamente nulo, e escolher

{ξn+1, ..., ξp} como um referencial paralelo com respeito a tal conexão. Seja Π1 a projeção
ortogonal de NfM sobre (N f

1 )⊥. Por (ii) temos

∇1
Xi
ξα = Π1(∇⊥Xiξα) = ∇⊥Xiξα −

〈
∇⊥Xiξα, ξi

〉
ξi,

e assim, para i 6= j,

∇1
Xj
∇1
Xi
ξα = Π1(∇⊥Xj(∇

1
Xi
ξα))

= Π1
(
∇⊥Xj(∇

⊥
Xi
ξα −

〈
∇⊥Xiξα, ξi

〉
ξi)
)

= Π1
(
∇⊥Xj∇

⊥
Xi
ξα −Xj

〈
∇⊥Xiξα, ξi

〉
ξi −

〈
∇⊥Xiξα, ξi

〉
∇⊥Xjξi

)
= Π1(∇⊥Xj∇

⊥
Xi
ξα).

Portanto R1(Xi, Xj)ξα = Π1(R⊥(Xi, Xj)ξα) = 0, o que mostra a afirmação.
Obtemos de (i) que

[viXi, vjXj] = viXi(vj)Xj + vivj∇XiXj − vjXj(vi)Xi − vjvi∇XjXi

= 0, i 6= j.

Dessa forma, existe localmente um sistema de coordenadas (u1, ..., un) sobre Mn(c) com
∂i = viXi para 1 ≤ i ≤ n. Novamente por (i) temos

∇XiXj = v−1
i Xj(vi)Xi = v−1

i v−1
j ∂j(vi)Xi = v−1

i hjiXi,

o que implica a primeira equação em (1.3.2). A segunda equação em (1.3.2), para 1 ≤
s ≤ n, segue de (ii), pois

v−1
i ∇⊥∂iξs = v−1

i Xi(vj)ξi = v−1
i v−1

i ∂i(vj)ξi = v−1
i hijξi.
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Para n+ 1 ≤ s ≤ p, tal equação é consequência de (1.3.4), definindo his = v−1
i gis.

Agora vamos mostrar que (v, h) satisfaz ao sistema (1.3.3). Da segunda equação
em (1.3.2) temos

0 = R⊥ (∂i, ∂j) ξi = ∇⊥∂i∇
⊥
∂j
ξi −∇⊥∂j∇

⊥
∂i
ξi

= ∂i(hji)ξj + hji∇⊥∂iξj −∇
⊥
∂j

(
−∑s 6=i εshisεiξs

)
= ∂i(hji)ξj + hjihijξi +∑

s 6=i εs∂j(his)εiξs +∑
s 6=i εshisεi∇⊥∂jξs

= ∂i(hji)ξj + hjihijξi +∑
j 6=s 6=i εs∂j(his)εiξs + ∂j(hij)εjεiξj

+∑
j 6=s 6=i εshisεihjsξj + hijεjεi∇⊥∂jξj

= ∂i(hji)ξj + hjihijξi +∑
j 6=s 6=i εs∂j(his)εiξs + ∂j(hij)εjεiξj

+∑
j 6=s 6=i εshisεihjsξj − hijεi

∑
s 6=j εshjsξs.

Fazendo o produto interno com ξj e ξs, obtemos respectivamente (iv) e (iii) de (1.3.3).
Usando que ∇∂iXi = ∑

k 6=i 〈∇∂iXi, Xk〉Xk = −∑k 6=i hkiXk, obtemos, por um
lado, que

R(∂i, ∂j)Xi = ∇∂i∇∂jXi −∇∂j∇∂iXi

= ∇∂i(hijXj) +∇∂j(
∑
k 6=i hkiXk)

= ∂i(hij)Xj + hijhjiXi +∑
j 6=k 6=i ∂j(hki)Xk +∑

j 6=k 6=i hkihkjXj

+∂i(hji)Xj − hji
∑
k 6=j hkjXk

= ∂i(hij)Xj +∑
j 6=k 6=i ∂j(hki)Xk +∑

j 6=k 6=i hkihkjXj

+∂j(hji)Xj − hji
∑
i 6=k 6=j hkjXk.

Por outro lado, como ds2 tem curvatura seccional constante c, temos que

R(∂i, ∂j)Xi = c (∂i ∧ ∂j)Xi = −cvi∂j,

logo a equação (ii) de (1.3.3) é satisfeita. Observamos que a equação (iii) de (1.3.3) decorre
também de

R(∂i, ∂j)Xk = 0, i 6= j 6= k 6= i.

Reciprocamente, considere U com a métrica ds2 = ∑
i v

2
i du

2
i . Definindo Xi =

(1/vi)∂i, segue a primeira equação em (1.3.2). De (i), (ii) e (iii) em (1.3.3) decorre que ds2

tem curvatura seccional constante c. Seja Mn = {U, ds2}. Para concluir a demonstração
a partir do Teorema fundamental das subvariedades, considere o fibrado vetorial trivial
E = Mn × Rp, em que Rp = span{e1, ..., ep} é dotado com o produto interno

〈er, es〉 = εrδrs.
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Agora, defina a conexão ∇′ em E por

∇′∂ies = hisei, i 6= s.

Decorre de (iii) e (iv) em (1.3.3) que essa conexão é plana. Defina αf ∈ C∞(Hom(TM ×
TM,E)) por

αf (∂i, ∂j) = viδijei.

É imediato que α satisfaz a equação de Gauss para uma imersão isométrica de Mn(c) em
Qn+p
s (c). As equações de Codazzi seguem de (i) e as equações de Ricci são satisfeitas pois
∇′ é plana e α é ortogonalmente diagonalizável.

O sistema (1.3.3) é um sistema de Bourlet (ver Apêndice A.2), resolvendo as
equações (ii) e (iv) para ∂j(hji) e ∂j(hij), respectivamente, supondo i > j. Como ui

é paramétrica para vi, hir e hij, i > j, as soluções do sistema (1.3.3) dependem de
n+ n(n− 1) + n(n− p) = np funções arbitrárias de uma variável.

Seja Qn+p
ε0 (c̃) uma variedade Riemanniana ou Lorentziana, conforme ε0 = 0 ou

ε0 = 1. Em [10], Dacjzer e Tojeiro caracterizam, em termos da solução associada de
(1.3.3), as imersões isométricas f tais que f(Mn(c)) está contida em alguma hipersuper-
fície umbílica Qn+p−1(c̃) de Qn+p

ε0 (c) com curvatura constante c̃. Antes de enunciar tal
resultado, afirmamos que existem localmente funções vα tais que

∂j(vα) = hjαvj.

De fato, usando as equações (i) e (iii) temos

∂i(hjαvj) = ∂i(hjα)vj + hjα∂i(vj) = hjihiαvj + hjαhijvi

= hiα∂j(vi) + ∂j(hiα)vi = ∂j(hiαvi).

Chamamos (V, h), com V = (v1, ..., vn, vn+1, ..., vp), uma solução estendida do sistema
(1.3.3). Temos

Proposição 1.3.2. Existe uma hipersuperfície umbílica Qn+p−1(c̃) ⊂ Qn+p
ε0 (c) tal que

f(Mn(c)) ⊂ Qn+p−1(c̃) se, e só se, existe uma solução estendida do sistema (1.3.3) satis-
fazendo a

p∑
r=1

v2
r = 1

c̃− c
. (1.3.5)

Além disso, a equação (iv) de (1.3.3) segue de (1.3.5).

Agora, considere a imersão isométrica f : Mn(0) → S2n−1. Sabemos, pelo resul-
tado de Cartan mencionado no início desta seção, que f tem fibrado normal plano, logo
i ◦ f tem fibrado normal plano e índice de nulidade relativa nula, em que i : S2n−1 → R2n

é a inclusão canônica. Temos a seguinte consequência das Proposições 1.3.1 e 1.3.2.
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Corolário 1.3.3. Sejam Mn(0) uma variedade simplesmente conexa e f : Mn(0)→ R2n

uma imersão isométrica com fibrado normal plano e νf ≡ 0. Nessas condições, existem
localmente um sistema de coordenadas principais em Mn(0) com ds2 = ∑

j v
2
jduj, vj > 0

e um referencial normal ortonormal (ξ1, ..., ξn) satisfazendo as equações (1.3.1) e (1.3.2).
Além disso, o par (v, h) satisfaz o sistema (1.3.3) com εk = 1, ∀k e c = 0. E ainda,
f(Mn(0)) ⊂ S2n−1 se e somente se, ∑i v

2
i = 1.

Reciprocamente, seja (v, h) uma solução de (1.3.3) sobre um subconjunto aberto e
simplesmente conexo U ⊂ Rn tal que vi(x) 6= 0 para todo x ∈ U . Então existe uma imersão
f : U → R2n com fibrado normal plano, νf ≡ 0 e métrica induzida plana ds2 = ∑

i v
2
i dui.

Agora, seja f : Mn(c) → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica com fibrado normal

plano com c 6= c̃ tal que

θi = 〈αf (Xi, Xi), αf (Xi, Xi)〉+ c̃− c 6= 0, para 1 ≤ i ≤ n, (1.3.6)

para um referencial ortonormal de direções principais {X1, ..., Xn}. Seja ainda g = ic
c̃
◦ f ,

em que ic
c̃
é a inclusão umbílica de Qn+p

s (c̃) em Qn+p+1
s+ε0 (c) e ε0 = 0 ou 1 conforme c < c̃

ou c > c̃, respectivamente. Sabemos que

αg(X, Y ) = αf (X, Y ) +
√
|c̃− c| 〈X, Y 〉 e, (1.3.7)

com e normal a ic
c̃
e 〈e, e〉 = (c̃−c)

|̃c−c| . Assim, NgM é plano e como

〈αg(Xi, Xj), αg(Xi, Xj)〉 = δijθi,

temos que (1.3.6) é equivalente ao fibrado N g
1 ser não degenerado. Observe para s = 0 e

c < c̃ que N g
1 é não degenerado se f : Mn(c) → Qn+p(c̃) não possui pontos fracamente

umbílicos.
Assim, g satisfaz as hipóteses da Proposição 1.3.1, logo existe localmente um

sistema de coordenadas (u1, ..., un) em Mn(c) cujas curvas coordenadas são as linhas de
curvatura de g. Seja ξ1, ..., ξp um referencial ortonormal paralelo de NfM e defina as
funções Vis, i = 1, ..., n, s = 1, ..., p, por

AξsXi = v−1
i VisXi,

equivalentemente

α (∂i, ∂j) =
p∑
r=1

εrδijviVirξr, (1.3.8)

sendo v1, ..., vn como na Proposição (1.3.1). Sejam V = (Vir) ∈Mp×n(R) e V̂ ∈M(p+1)×n(R)
definida por

V̂ir = Vir, para 1 ≤ r ≤ p, e V̂i(p+1) =
√
|c− c̃|vi.

Seja ainda Ot
s(p × n) o subespaço em Mp×n(R) de todas as matrizes V satisfazendo a
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V tJV = J̃ , com Jij = εiδij e J̃ij = ε̃iδij, εi sendo −1 para s de indice 1, ..., p e 1 para os
outros, e o ε̃i sendo −1 para t de indices 1, ..., n e 1 para outros.

Assim, temos a seguinte Proposição dada em [12]

Proposição 1.3.4. Nas condições acima, a tripla (v, h, V ) associada a f com respeito
a um referencial normal ortonormal e paralelo ξ1, ..., ξp satisfaz o seguinte sistema de
equações diferenciais parciais


i) ∂i(vj) = hijvi ii) ∂k(Vir) = hkiVkr,

iii) ∂i(hij) + ∂j(hji) +∑
k hkihkj + c

|̃c−c|vivj = 0, iv) ∂j(hik) = hijhjk,
(1.3.9)

em que i 6= j 6= k 6= i. Além disso, a matriz V̂ ∈ Ot
s+ε0((p + 1)× n), em que ε0 = 0 ou 1

de acordo com c̃ > c ou c̃ < c, respectivamente, e t é o número de índices tal que θi < 0.
Reciprocamente, suponha c̃ 6= c e que (v, h, V ) seja uma solução de (1.3.9) sobre

um subconjunto aberto e simplesmente conexo U ⊂ Rn tal que V̂ ∈ Ot
s+ε0((p + 1) × n) e

vi(x) 6= 0 para todo x ∈ U . Então existe uma imersão isométrica f : U → Qn+p
s (c̃) com

θi < 0 para o índice t, que tem (v, h, V ) como tripla associada e cuja métrica induzida
ds2 = ∑

i v
2
i du

2
i tem curvatura seccional constante c.

Demonstração. Definindo hij por ∂j(vi) = hjivi, i 6= j, como vimos na Pro-
posição 1.3.1, as equações (iii) e (iv) expressam o fato da métrica ds2 = ∑

i v
2
i du

2
i ter

curvatura constante c. A equação (ii) segue da equação Codazzi de f calculadas com
respeito aos referenciais ξ1, ..., ξp e X1, ..., Xn. Para a última afirmação, observe que

c (∂i ∧ ∂j)Xi = −cvi∂j.

Agora, como αf (∂i, ∂i) = ∑
r εr 〈αf (∂i, ∂i) , ξr〉 ξr = ∑

r εr 〈Aξr∂i, ∂i〉 ξr = ∑
r εrVirviξr,

temos
Aαf (∂i,∂i)∂j =

∑
r

VirviεrAξr∂j =
∑
r

viεrVirVjrXj.

Substituindo essas informações na equação de Gauss

cvivj = c̃vivj +
∑
r

εrVirVjr,

implicando que ε0(c̃− c)Vip+1Vjp+1 +∑
r εrVirVjr = 0. Agora, pela equação (1.3.7) temos

v−2
i ε̃i = 〈αg(Xi, Xi), αg(Xi, Xi)〉

= 〈αf (Xi, Xi), αf (Xi, Xi)〉+ (c̃− c)ε0 = ∑
r εr(v−1

i Vir)2 + (c̃− c)ε0.

Logo
ε̃i =

∑
r

εrV
2
ir + (c̃− c)ε0v2

i =
∑
r

εrV
2
ir + ε0V

2
ip+1.
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Reciprocamente, seja (v, h, V ) uma solução do sistema (1.3.9) em um subconjunto
aberto e simplesmente conexo U . Como antes, (iii) e (iv) implicam que a métrica ds2 =∑
i v

2
i du

2
i tem curvatura constante c. Sejam Mn(c) = (U, ds2) e E = Mn(c) × Rp+1 o

fibrado trivial sobre Mn(c), sendo Rp+1 = ger{e1, ..., ep+1} com o produto interno

〈es, er〉 = εrδsr,

em que εp+1 = ε0. Defina α ∈ Hom(TM × TM,E) por

α =
p+1∑
r

εr 〈Aer , 〉 er, com Aer∂i = v−1
i Vir∂i. (1.3.10)

O fato de V̂ ∈ Ot
s+ε0((p + 1) × n) com o produto interno acima definido, implica que

α satisfaz a equação de Gauss para uma imersão isométrica em Qn+p+1
s+ε0 (c). Defina uma

conexão ∇′ em E exigindo que e1, ..., ep+1 seja um referencial paralelo com relação a ∇′.
Então as equações de Ricci são tivialmente satisfeitas e as equações de Codazzi seguem da
equação (ii). Portanto, existe uma imersão isométrica g : Mn(c)→ Qn+p

s+ε0(c) cuja segunda
forma fundamental é dada por (1.3.10), com primeiro fibrado normal com posto n, e cuja
métrica induzida sobre cada primeiro fibrado normal tem índice t.

Agora, como ep+1 é um campo normal pararelo e Agep+1 =
√
|c̃− c|I, temos que

g(U) está contido em uma hipersuperfícies umbílica Qn+p
s (c̃) e, como uma imersão isomé-

trica em Qn+p
s (c̃), g tem (v, h, V ) como tripla associada com respeito as mesmas coorde-

nadas e o mesmo {e1, ..., ep}.

1.4 Subvariedades Lagrangianas

Uma estrutura quase complexa em uma variedade diferenciável real M é um tensor J do
tipo (1, 1) satisfazendo J2 = −I, em que I denota o tensor identidade. Uma variedade
diferenciável munida de uma estrutura quase complexa é chamada uma variedade quase
complexa. Uma variedade de Kaehler é uma variedade quase complexa munida de uma
métrica Riemanniana tal que a estrutura quase complexa J de M é um tensor ortogonal
paralelo com respeito à conexão de Levi-Civita de M . Assim, as seguintes propriedades
são satisfeitas

〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉

e
(∇XJ)(Y ) = ∇XJY − J∇XY = 0,

para quaisquer X, Y ∈ TM.

A curvatura seccional holomorfa de uma variedade de KaehlerM segundo o plano
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gerado por X ∈ TM e JX é definida por

K(X, JX) = R(X, JX, JX,X)
||X||4

,

em que R é o tensor de curvatura de M . É um fato conhecido que uma variadade de
Kaehler completa e simplesmente conexa de dimensão complexa n com curvatura seccional
constante holomorfa 4c é holomorficamente isométrica ao espaço Euclidiano complexo
Cn, ao espaço projetivo complexo CPn(4c) ou ao espaço hiperbólico complexo CHn(4c),
conforme seja c = 0, c > 0 ou c < 0, respectivamente.

Uma imersão isométrica f : Mn → M̃m de uma variedade Riemanniana n-
dimensional em uma variedade de Kaehler de dimensão m é totalmente real se a estrutura
quase complexa J de M̃m satisfaz

J(f∗TpM) ⊂ NfM(p)

para todo p ∈ M . Se, além disso, n = m, diz-se que f é Lagrangiana. Comparando as
componentes tangente e normal de

∇̃XJf∗Y = J∇̃Xf∗Y,

obtemos que
∇⊥XJf∗Y = Jf∗∇XY (1.4.1)

e
− f∗AfJf∗YX = Jαf (X, Y ) (1.4.2)

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM). Segue de (1.4.1) que

R⊥(X, Y )Jf∗Z = Jf∗R(X, Y )Z. (1.4.3)

1.4.1 Subvariedades Lagrangianas com curvatura nula

Nesta subseção, baseada em [11], fazemos uma breve discussão sobre as imersões isomé-
tricas Lagrangianas f : Mn(0) → Cn. Inicialmente, observamos a seguinte consequência
imediata da equação (1.4.3).

Corolário 1.4.1. Seja f : Mn → Cn uma imersão isométrica Lagrangiana. Então Mn

tem curvatura nula se, e somente se, f tem fibrado normal plano.

O próximo resultado caracteriza as imersões isométricas Lagrangianas f : Mn(0)→
Cn em termos das soluções associadas do sistema (1.3.3).

Teorema 1.4.2. Sejam f : Mn(0)→ R2n ∼= Cn uma imersão isométrica e (v, h) a solução
do sistema (1.3.3) associada a f . Então f é Lagrangiana se, e só se, h = ht.
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Demonstração. Suponhamos que f seja Lagrangiana com respeito a uma estrutura
quase-complexa J de Cn. Por um lado, temos pelo Corolário 1.3.3 e pela equação (1.4.2)
que

−f∗AJf∗XiXi = Jα (Xi, Xi) = Jv−1
i ξi = v−1

i Jξi,

e por outro

AJf∗XiXi = A∑
j
〈Jf∗Xi,ξj〉ξjXi =

∑
j

〈Jf∗Xi, ξj〉AξjXi = 〈Jf∗Xi, ξi〉v−1
i Xi.

Segue-se que, a menos de sinal,

Jf∗Xi = ξi e Jξi = −f∗Xi. (1.4.4)

Decorre das equações (1.3.2) e (1.4.1) que

hij =
〈
∇⊥∂iξj, ξi

〉
=
〈
∇⊥∂iJf∗Xj, Jf∗Xi

〉
= 〈∇∂iXj, Xi〉 = hji.

Reciprocamente, suponha que a solução (v, h) de (1.3.3) associada a f : Mn(0)→
R2n seja tal que h é simétrica. Defina J ∈ Γ(f ∗TR2n) por (1.4.4). Usando a simetria de
h e (1.3.2) obtemos que

∇̃XiJf∗Xj = ∇̃Xiξj = v−1
i ∇⊥∂iξj − f∗AξjXi

= v−1
i hjiξi = v−1

i hijJf∗Xi

= J(f∗∇XiXj + α(Xi, Xj))
= J∇̃Xif∗Xj

se i 6= j, enquanto

∇̃XiJf∗Xi = ∇̃Xiξi = v−1
i ∇⊥∂iξi − f∗AξiXi

= v−1
i

∑
k 6=i hkiξk − v−1

i Xi

= v−1
i

∑
k 6=i hikJf∗Xk + v−1

i Jξi

= J(f∗∇XiXi + α(Xi, Xi))
= J∇̃XiXi.

De forma análoga, obtemos que

∇̃XiJξj = J∇̃Xiξj

para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ n. Assim, J é paralelo com respeito à conexão induzida
em f ∗TR2n, logo define uma estrutura quase-complexa em R2n com respeito à qual f é
Lagrangiana.
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A partir do Corolário 1.3.3 e do Teorema 1.4.2 obtemos o seguinte resultado.

Corolário 1.4.3. Sejam Mn(0) uma variedade simplesmente conexa e f : Mn(0)→ R2n

uma imersão isométrica Lagrangiana tal que νf ≡ 0 (resp., tal que f(Mn(0) ⊂ S2n−1)).
Nessas condições, existem localmente um sistema de coordenadas principal (u1, ..., un)
sobre Mn(0) e funções diferenciáveis não-negativas v1, ..., vn, tais que

ds2 =
∑
j

v2
jdu

2
j , α (∂i, ∂j) = δijJ∂i,

em que v = (v1, ..., vn) e h = (hij) satisfazem o seguinte sistema de equações diferenciais
parciais  i) ∂j(vi) = hjivj, ii) ∑

k ∂k(hij) = 0,
iii) ∂k(hij) = hikhjk,

(1.4.5)

(resp., i), ii), iii) de (1.4.5) e iv) ∂ivi = −∑j 6=i hijvj), com i 6= j 6= k 6= i.

Reciprocamente, seja (v, h) uma solução do sistema acima em um subconjunto
aberto e simplesmente conexo U ⊂ Rn no qual vi 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n (resp., com
condições iniciais em x0 ∈ U tal que ∑i v

2
i (x0) = 1). Seja (f, Y1, ..., Yn), com f, Yi : U →

Cn, uma solução do sistema de EDP’s i) ∂i(f) = viYi ii) ∂j(Yi) = hijYj, i 6= j,

iii) ∂i(Yi) = −∑k 6=i hkiYk + iYi,
(1.4.6)

com condições iniciais (Y1(u0), ..., Yn(u0)), em algum ponto u = u0 ∈ U , escolhidas satis-
fazendo

〈Yi(u0), Yj(u0)〉 = 〈iYi(u0), Yj(u0)〉 = 0, i 6= j, 〈Yi(u0), Yi(u0)〉 = 1.

Então a imersão f : U → Cn é Lagrangiana, tem métrica induzida ds2 = ∑
i v

2
i dui com

curvatura seccional constante nula e νf ≡ 0 (resp., f(U) ⊂ S2n−1).

Demonstração. A ida segue da Proposição 1.3.1 e do Teorema 1.4.2 (resp., a equação (v)
segue derivando (1.3.5) e usando (i)). Para a recíproca, seja {Y1, . . . , Yn, f} uma solução
do sistema (1.4.6) e defina fij = 〈Yi, Yj〉 e gij = 〈iYi, Yj〉. Temos que {fij, gij} é uma
solução do sistema de EDP’s


i) ∂afij = hiafaj + fiahaj, ii) ∂ifij = −∑k 6=i hkifkj + gij + hjifii,

iii) ∂ifii = −2∑k 6=i hkifki,

iv) ∂sgij = hisgsj + gishsj, v) ∂igij = −∑k 6=i hkigkj − fij,
vi) ∂jgij = −∑k 6=j hkjgik − fij,

com i 6= s 6= j, e i 6= j em (ii), (iv), (v) e (iv). Observe que f̄ij = δij e ḡij = 0 é
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uma solução desse sistema. Pela unicidade de soluções satisfazendo condições iniciais
escolhidas, temos que fij = δij e gij = 0.

Segue de ∂if = f∗∂i = viYi, com vi(x) 6= 0 para todo x ∈ U , e 〈Yi, Yj〉 = 0, ∀i, j,
que f é uma imersão isométrica e ds2 = ∑

i v
2
i du

2
i . Além disso, de 〈Yi, iYj〉 = 0, ∀i, j,

definindo J por JYj = iYj, segue como no Teorema 1.4.2 que f é Lagrangiana.
Temos da equação∇∂iXj = hjiXi que αf (∂i, ∂j) = 0 e v−1

i αf (∂i, ∂i) = αf (∂i, Xi) =
iYi, assim

αf (∂i, ∂j) = δijJ(f∗∂i),

e
R(∂i, ∂j)Xk = (R̃(∂i, ∂j)Xk)> = 0.

Portanto, ds2 tem curvatura seccional nula.
Para a recíproca no caso (v, h) ser solução de (1.4.5) e (v) com condições iniciais

em x0 ∈ U tal que ∑i v
2
i (x0) = 1, basta observar que ∂j (∑i v

2
i ) = 0, 1 ≤ i, j ≤ n e usar o

Corolário 1.3.3.

Dadas uma imersão isométrica F : Mn−1 → CPn−1 e a projeção de Hopf π :
S2n−1 → CPn−1, o produto de fibras

Mn = {{x} × π−1(F (x)) ∈Mn−1 × S2n−1(1)}

é uma subvariedade imersa em Mn−1 × S2n−1(1) de dimensão n, e a projeção f : Mn →
S2n−1 é uma imersão, chamada de levantamento de F por π. Temos o seguinte resultado
obtido em [9].

Teorema 1.4.4. Seja f : Mn(0) → R2n uma imersão isométrica Lagrangiana. Então
f(Mn(0)) ⊂ S2n−1(1) se e somente se, f é o levantamento pela projeção de Hopf π :
S2n−1 → CPn−1 de uma imersão isométrica Lagrangiana F : Mn−1(0)→ CPn−1.

1.4.2 Imersões isométricas horizontais

Seja Cn+1
ε o espaço complexo (n+ 1)-dimensional com a métrica pseudo-Euclideana

gε = εdz1dz̄1 +
n+1∑
j=2

dzjdz̄j, ε = ±1,

e seja
S2n+1
ε (c) = {z ∈ Cn+1

ε : gε(z, z) = 1
c
, εc > 0}

a esfera Euclidiana ou o espaço anti-de-Sitter de dimensão (2n+1) e curvatura seccional
constante c, conforme seja ε = 1 ou ε = −1, respectivamente.
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O grupo S1 age isometricamente em S2n+1
ε por

λ(z1, ..., zn+1) = (λz1, ..., λzn+1),

em que λ ∈ S1 e (z1, ..., zn, zn+1) ∈ S2n+1
ε ⊂ R2n+2

ε ≈ Cn+1
ε . As órbitas dessa ação são

círculos máximos de S2n+1
ε , os quais são as curvas integrais do campo de vetores

ξ = J̃η, (1.4.7)

em que η/
√
|c| é o vetor posição de S2n+1

ε (c) e J̃ é a estrutura complexa usual de Cn+1
ε

definida pela multiplicação por i.
Considere o tensor φ ∈ Γ(TS2n+1

ε
∗ ⊗ TS2n+1

ε ) dado por

J̃X = φX − ε 〈X, ξ〉 η (1.4.8)

para todo X ∈ TS2n+1
ε . Algumas propriedades elementares de φ são reunidas na seguinte

proposição.

Proposição 1.4.5. Seja ∇̄ a conexão de Levi-Civita de S2n+1
ε (c). Temos


i) φξ = 0, ii) 〈φ, ξ〉 = 0, iii) ∇̄ξ =

√
|c|φ,

iv) φ2X = −X + ε 〈X, ξ〉 ξ, v) 〈φX, φY 〉 = 〈X, Y 〉 − ε 〈X, ξ〉 〈Y, ξ〉 ,
vi) ∇̄XφY = φ∇̄XY − ε

√
|c|(〈X, Y 〉 ξ − 〈Y, ξ〉X).

Demonstração. (i) e (ii) são consequências imediatas da Definição (1.4.8). Como
√
|c|J̃X = J̃(−AηX) = J̃(∇̃Xη) = ∇̃X(J̃η) = ∇̃Xξ,

em que ∇̃ é a conexão de Levi-Civita de R2n+2
ε , temos

√
|c|φX = ∇̃Xξ + ε

√
|c| 〈X, ξ〉 η = ∇̄Xξ + αi(X, ξ) + ε

√
|c| 〈X, ξ〉 η = ∇̄Xξ,

para todo X ∈ TS2n+1
ε . Assim, vale (iii).

Para (iv), usando que

φX = J̃X + ε〈X, ξ〉η,

juntamente com (ii), obtemos que

φ2X = J̃φX + ε〈φX, ξ〉η
= J̃φX

= J̃(J̃X + ε〈X, ξ〉η)
= −X + ε〈X, ξ〉ξ.
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As afirmações em (v) e (vi) decorrem, respectivamente, do fato de que J̃ é um
operador ortogonal e do fato de que J̃ é paralelo com respeito a ∇̃.

O espaço das órbitas M̃n(4c) da ação de S1 em S2n+1
ε é o espaço projetivo complexo

CPn(4c) ou o espaço hiperbólico complexo CHn(4c), conforme seja ε = 1 ou ε = −1,
respectivamente. A aplicação quociente

π : S2n+1
ε −→ M̃n(4c)
z 7−→ [z],

é conhecida como a projeção de Hopf . O espaço quociente M̃n(4c) tem uma estrutura
Riemanniana caracterizada pelo fato de tornar a projeção de Hopf uma submersão Rie-
manniana. O tensor φ induz uma estrutura quase-complexa J em M̃n(4c), dada por

J ◦ π∗ = π∗ ◦ φ,

com respeito à qual M̃n(4c) é uma variedade de Kaehler com curvatura seccional holo-
morfa constante 4c.

Uma imersão isométrica f : M → S2n+1
ε (c) é horizontal se o campo de vetores

em S2n+1
ε definido em (1.4.7) satisfaz ξ(f(x)) ∈ NfM(x) para todo x ∈ Mn. O seguinte

resultado devido a Reckziegel ( [30] e [29]) mostra que o estudo das imersões isométricas
horizontais f : M → S2n+1

ε (c) é equivalente àquele das imersões isométricas Lagrangianas
g : M → M̃n(4c).

Teorema 1.4.6. Se f : Mn → S2n+1
ε (c) é horizontal então g = π ◦ f é Lagrangiana.

Reciprocamente, seja g : M → M̃n(4c) uma imersão isométrica Lagrangiana e seja
(x0, y0) ∈ M × S2n+1

ε (c) algum dado inicial com g(x0) = π(y0). Então, existem uma
variedade Riemanniana M̂ , uma aplicação de recobrimento isométrica τ : M̂ → M , uma
imersão isométrica horizontal f̂ : M̂ → S2n+1

ε (c) e um ponto x̂ ∈ M̂ tal que π ◦ f̂ = g ◦ τ,
τ(x̂) = x0 e f̂(x̂) = y0.

O próximo teorema reúne alguns dos fatos sobre imersões isométricas horizontais
necessários para os resultados deste trabalho.

Teorema 1.4.7. Para uma imersão isométrica horizontal f : M → S2n+1
ε (c) valem:

i) f é anti-invariante com respeito a φ, isto é, φ(f∗TxM) ⊂ NfM(x) para todo x ∈M .
ii) N f

1 (x) ⊂ {ξ(x)}⊥ para todo x ∈Mn e

φαf (X, Y ) = −f∗Aφf∗YX, para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM). (1.4.9)
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iii) A conexão normal e o tensor curvatura normal de f satisfazem

∇⊥Xφf∗Y = φf∗∇XY − ε
√
|c| 〈X, Y 〉 ξ,

R⊥(X, Y )ξ = 0,〈
R⊥(X, Y )φf∗Z, φf∗W

〉
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − c(〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉 〈Y,W 〉).

(1.4.10)

Demonstração. Por (i), (ii), (iii), (iv) e (v) da Proposição 1.4.5 e pela fórmula de Gauss
temos, por um lado, que
〈
φ(f∗X), φ2(f∗Y )

〉
= 〈f∗X,φ(f∗Y )〉 − ε 〈f∗X, ξ〉 〈φ(f∗Y ), ξ〉 = 〈f∗X,φ(f∗Y )〉 . (1.4.11)

Por outro lado,

〈φ(f∗X), φ2(f∗Y )〉 = 1√
|c|

〈
∇̄Xξ,−f∗Y + ε 〈f∗Y, ξ〉 ξ

〉
= − 1√

|c|

〈
∇̄Xξ, f∗Y

〉
= 1√

|c|
〈f∗AξX, f∗Y 〉 = 1√

|c|
〈α(X, Y ), ξ〉 .

Assim,
〈αf (X, Y ), ξ〉 =

√
|c| 〈f∗X,φf∗Y 〉 (1.4.12)

para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM). Da equação (1.4.8) segue que o lado direito da equação
(1.4.12) é anti-simétrico com respeito a X e Y . Como o lado esquerdo de (1.4.12) é
simétrico com respeito a X e Y , obtemos que

〈α(X, Y ), ξ〉 = 0 =
√
|c| 〈f∗X,Φf∗Y 〉 para quaisquer X, Y.

Dessa equação obtemos (i) e a primeira parte de (ii). Comparando as partes normal e
tangente de (vi) na Proposição 1.4.5, obtemos a equação (1.4.9) e a primeira equação
em (1.4.10). A segunda fórmula segue da equação de Ricci e de Aξ = 0. Para a última
equação, temos pela primeira que

R⊥(X, Y )φf∗Z = ∇⊥X∇⊥Y φf∗Z −∇⊥Y∇⊥Xφf∗Z −∇⊥[X,Y ]φf∗Z

= ∇⊥X
(
φf∗∇YZ − ε

√
|c| 〈Y, Z〉 ξ

)
−∇⊥Y

(
φf∗∇XZ − ε

√
|c| 〈X,Z〉 ξ

)
−
(
φf∗∇[X,Y ]Z − ε

√
|c| 〈[X, Y ], Z〉 ξ

)
= φf∗∇X∇YZ − ε

√
|c| 〈X,∇YZ〉 ξ − ε

√
|c|X(〈Y, Z〉)ξ − ε

√
|c| 〈Y, Z〉∇⊥Xξ

−φf∗∇Y∇XZ + ε
√
|c| 〈Y,∇XZ〉 ξ + ε

√
|c|Y (〈X,Z〉)ξ + ε

√
|c| 〈X,Z〉∇⊥Y ξ

−φf∗∇[X,Y ]Z + ε
√
|c| 〈[X, Y ], Z〉 ξ.

Agora, a equação segue fazendo o produto com φW e pelas equações (ii), (iii) e (v) da
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Proposição 1.4.5 da seguinte forma
〈
R⊥(X, Y )φf∗Z, φf∗W

〉
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − ε

√
|c| 〈Y, Z〉

〈
∇⊥Xξ, φf∗W

〉
+ε
√
|c| 〈X,Z〉

〈
∇⊥Y ξ, φf∗W

〉
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − ε

√
|c|
√
|c| 〈Y, Z〉 〈φf∗X,φf∗W 〉

+ε
√
|c|
√
|c| 〈X,Z〉 〈φf∗Y, φf∗W 〉

= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − c(〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉 〈Y,W 〉).

1.4.3 Subvariedade horizontais de curvatura constante

A fim de obter uma correspondência entre imersões isométricas horizontais f : Mn(c)→
S2n+1
ε (c) e soluções de um sistema de equações diferenciais parciais, começamos com a

sequinte consequência da Proposição 1.3.1.

Corolário 1.4.8. Suponha que Mn(c) seja simplesmente conexa e seja f : Mn(c) →
S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica com fibrado normal plano e νf ≡ 0. Suponha que o

primeiro espaço normal de f seja Riemanniano se c < 0. Então existem localmente um
sistema de coordenadas principais (u1, ..., un) sobre Mn(c), um referencial ortonormal de
vetores normais ξ1, ..., ξn+1 e funções diferenciáveis v1 > 0, ..., vn > 0, ρ1, ..., ρn tais que

ds2 =
∑
i

v2
i du

2
i , αf (∂i, ∂j) = viδijξi, (1.4.13)

e
∇∂iXj = hjiXi, ∇⊥∂iξj = hijξi, i 6= j, ∇⊥∂iξn+1 = ρiξi, (1.4.14)

em que Xi = (1/vi)(∂i) e hij = (1/vi)∂i(vj) para i 6= j. Além disso, a tripla (v, h, ρ), em
que v = (v1, ..., vn), h = (hij) e ρ = (ρ1, ..., ρn), satisfaz o seguinte sistema de equações
diferenciais parciais

i) ∂j(vi) = hjivj, ii) ∂j(hik) = hijhjk, iii) ∂j(ρi) = hijρj

iv) ∂i(hij) + ∂j(hji) +∑
k hkihkj + cvivj = 0,

v) ∂j(hij) + ∂i(hji) +∑
k hikhjk + ερiρj = 0, ε = c

|c| , i 6= j 6= k 6= i.

(1.4.15)

Reciprocamente, seja (v, h, ρ) uma solução de (1.4.15) em um subconjunto aberto
e simplesmente conexo U ⊂ Rn tal que vi 6= 0 em todos os pontos. Então existe uma
imersão f : U → S2n+1

ε (c) com fibrado normal plano, νf ≡ 0, N f
1 Riemanniano de posto

n e métrica induzida ds2 = ∑
i v

2
i du

2
i de curvatura seccional constante c.

Demonstração. A primeira parte e as equações (i), (ii) e (iv) do sistema (1.3.3) são
consequências direta da Proposição 1.3.1. Mostremos que (v, h, ρ) sastifazem (iii) e (v)
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de (1.4.15). De ∇⊥∂iξi⊥ξi temos que ∇⊥∂iξi = −∑k 6=i hikξk − ερiξn+1 e assim

0 = R⊥ (∂i, ∂j) ξi = ∇⊥∂i∇
⊥
∂j
ξi −∇⊥∂j∇

⊥
∂i
ξi

= ∂i(hji)ξj + hji∇⊥∂iξj +∑
k 6=i ∂j(hik)ξk +∑

j 6=k 6=i hik∇⊥∂jξk + hij∇⊥∂jξj
+ε∂j(ρi)ξn+1 + ερi∇⊥∂jξn+1

= ∂i(hji)ξj + hjihijξi +∑
k 6=i ∂j(hik)ξk +∑

j 6=k 6=i hikhjkξj − hij
∑
k 6=j hjkξk − εhijρjξn+1

+ε∂j(ρi)ξn+1 + ερiρjξj,

obtendo as equações (iii) e (v) de (1.4.15). De

R⊥ (∂i, ∂j) ξn+1 = 0,

obtemos novamente a equação (iii) de (1.4.15).
A recíproca é também consequência direta da Proposição 1.3.1.

O resultado seguinte mostra que imersões isométricas horizontais f : Mn(c) →
S2n+1
ε (c) satisfazem as hipóteses da proposição anterior.

Corolário 1.4.9. Uma imersão isométrica horizontal f : Mn → S2n+1
ε (c) tem fibrado

normal plano se, e somente se, Mn tem curvatura seccional constante c.

O próximo teorema caracteriza as triplas (v, h, ρ) associadas a imersões isométri-
cas horizontais f : Mn(c)→ S2n+1

ε (c).

Teorema 1.4.10. A imersão isométrica f : Mn(c)→ S2n+1
ε (c) é horizontal se, e somente

se, sua tripla (v, h, ρ) associada satisfaz

hij = hji e ρi =
√
|c|vi. (1.4.16)

Demonstração. Sejam X1, ..., Xn um referencial ortonormal de direções principais e
ξ1, ..., ξn+1 um referencial ortonormal normal como no Corolário 1.4.8. Pela parte (ii) do
Teorema 1.4.7, temos

f∗Aφf∗XiXi = φα(Xi, Xi) = v−2
i φα (∂i, ∂i) = v−2

i φviδiiξi = v−1
i φξi.

Por outro lado,

f∗Aφf∗XiXi = f∗

∑
j

〈φf∗Xi, ξj〉AξjXi + 〈φf∗Xi, ξn+1〉Aξn+1Xi

 = 〈φf∗Xi, ξi〉 v−1
i f∗Xi,

logo φξi = 〈φf∗Xi, ξi〉 f∗Xi. Por (v) da Proposição 1.4.5 temos

||φ(ξi)||2 = 〈φξi, φξi〉 = 〈ξi, ξi〉 − ε 〈ξi, ξ〉 〈ξi, ξ〉 = 1,
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e assim,
φf∗Xi = ±ξi. (1.4.17)

Além disso, temos também por (ii) do Teorema 1.4.7 que ξn+1 = ±ξ ◦ f := ξf .

Usando a primeira equação em (1.4.10) e a equação (1.4.14) temos

hij =
〈
∇⊥∂iξj, ξi

〉
=
〈
∇⊥∂iφf∗Xj, φf∗Xi

〉
=
〈
φf∗∇⊥∂iXj, φf∗Xi

〉
= 〈∇∂iXj, Xi〉 = hji,

e

ρi =
〈
∇⊥∂iξn+1, ξi

〉
=
〈
∇⊥∂iξ, φf∗Xi

〉
= −

〈
∇⊥∂iφf∗Xi, ξ

〉
=
〈
ε
√
|c|vi 〈Xi, Xi〉 ξ, ξ

〉
=
√
|c|vi.

Reciprocamente, suponha que a solução (v, h, ρ) do sistema (1.4.15) associada a
f : Mn(c) → S2n+1

ε satisfaça (1.4.16). Seja F = i ◦ f a composição de f com a inclusão
umbílica i de S2n+1

ε (c) em Cn+1
ε . Defina uma estrutura complexa J̃ em F ∗TCn+1

ε por

J̃F∗Xi = ξi e J̃(
√
|c|F ) = ξn+1. (1.4.18)

Denote por ∇̃ a derivada em Cn+1
ε . Pela simetria de h e (1.4.14) temos

∇̃Xi J̃F∗Xj = ∇⊥Xiξj − F∗A
F
ξj
Xi

= hijξi = hjiJ̃(F∗Xi)
= J̃(F∗∇XiXj + αF (Xi, Xj))
= J̃(∇̃XiXj),

e
∇̃Xi J̃F∗Xi = ∇⊥Xiξi − F∗A

F
ξi
Xi = −∑k hkiξk − v−1

i F∗Xi

= −∑k hikJ̃F∗Xk − v−1
i J̃ξi

= J̃(F∗∇XiXi + αF (Xi, Xi))
= J̃(∇̃XiXi).

De forma análoga
∇̃Xi J̃ξj = J̃∇̃Xiξj, ∀i, j.

Usando que ρi =
√
|c|vi obtemos de (1.4.14) que

∇̃Xi J̃(
√
|c|F ) = ∇̃Xiξn+1 =

√
|c|ξi = J̃(

√
|c|F∗Xi) = J̃∇̃Xi

√
|c|F.

Portanto, J̃ é paralelo com respeito a ∇̃ ao longo de F , e portanto é a restrição a TM ⊕
NFM de uma estrutura quase complexa em Cn+1

ε .
Fazendo φ a projeção de J̃ em TS2n+1

ε , temos pela equação (1.4.18) que

J̃(X) = φ(X)− ε 〈X, ξn+1〉
√
|c|F.
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Como ξn+1 ∈ N f
1
⊥, temos que f é horizontal.

Corolário 1.4.11. Seja f : Mn(c) → S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal com

νf ≡ 0. Então, existe localmente um sistema de coordenadas (u1, ..., un) sobre Mn(c) com

ds2 =
∑
i

v2
i du

2
i , vi > 0 e αf (∂i, ∂j) = δijφ∂i,

em que v = (v1, ..., vn) e h = (hij) satisfazem o sistema de equações diferenciais parciais

i) ∂j(vi) = hjivj, ii) ∑

k ∂k(hij) + cvivj = 0,
iii) ∂k(hij) = hikhjk, hij = hji, i 6= j 6= k 6= i.

(1.4.19)

Reciprocamente, seja (v, h) uma solução de (1.4.19) sobre um subconjunto aberto
e simplesmente conexo U ⊂ Rn tal que vi(x) 6= 0 para todo x ∈ U . Seja (F, Y1, ..., Yn),
com F, Yi : U → Cn+1

ε , uma solução do sistema de EDP’s i) ∂i(F ) = viYi ii) ∂j(Yi) = hijYj, i 6= j,

iii) ∂i(Yi) = −∑k 6=i hkiYk + iYi − cviF,
(1.4.20)

com condições iniciais (F (u0), Y1(u0), ..., Yn(u0)), em algum ponto u = u0 ∈ U , escolhidas
satisfazendo

〈Yi(u0), Yj(u0)〉 = 〈iYi(u0), Yj(u0)〉 = 0, i 6= j, 〈Yi(u0), Yi(u0)〉 = 1,
〈F (u0), Yi(u0)〉 = 〈iF (u0), Yi(u0)〉 = 0 e 〈F (u0), F (u0)〉 = 1

c
.

Então F (U) ⊂ S2n+1
ε (c) ⊂ Cn+1

ε e a imersão f : U → S2n+1
ε (c), dada por F = i ◦ f , é

horizontal e tem métrica induzida ds2 = ∑
v2
i dui com curvatura seccional constante c.

Demonstração. A ida é uma consequência do Corolário 1.4.8 e do Teorema 1.4.10. Para
a recíproca, seja {Y1, . . . , Yn, F} uma solução do sistema (1.4.20) e defina fij = 〈Yi, Yj〉,
gij = 〈iYi, Yj〉, ri = 〈F, Yi〉, ti = 〈iF, Yi〉 e l = 〈F, F 〉. Temos que {fij, gij, ri, ti, l} é uma
solução do seguinte sistema de EDP’s


i) ∂afij = hiafaj + fiahaj, ii) ∂ifij = −∑k 6=i hkifkj + gij − cvirj + hjifii,

iii) ∂ifii = −2∑k 6=i hkifki − 2cviri,
iv) ∂sgij = hisgsj + gishsj, v) ∂igij = −∑k 6=i hkigkj − fij − cvitj,
vi) ∂jgij = −∑k 6=j hkjgik − fij + cvjti, vii) ∂sri = vsfsi + hisrs,

viii) ∂iri = vifii −
∑
k 6=i hkirk − ti − cvil, ix) ∂sti = vsgsi − hists,

x) ∂iti = ∑
k 6=i hkitk + ri, xi) ∂sl = 2vsrs,

com i 6= s 6= j, e i 6= j em (ii), (iv), (v) e (vi). Observe que f̄ij = δij, ḡij = 0 = r̄i = t̄i e
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l̄ = 1/c é uma solução desse sistema. Pela unicidade de soluções satisfazendo condições
iniciais escolhidas, segue que fij = δij e gij = 0 = ri = ti e l = 1/c.

Segue de ∂iF = F∗∂i = viYi, com vi(x) 6= 0 para todo x ∈ U , e 〈Yi, Yj〉 = 0, ∀i, j,
que F é uma imersão isométrica e ds2 = ∑

i v
2
i du

2
i . Além disso, de 〈F, F 〉 = 1/c temos

F (U) ⊂ S2n+1
ε (c) ⊂ Cn+1

ε . Agora, de 〈Yi, iYj〉 = 0 = 〈iF, Yj〉 = 〈F, iYj〉 , ∀i, j, temos,
definindo J̃ por J̃Yj = iYj, ∀j e J̃F = iF , que F é horizontal.

Temos da equação∇∂iXj = hjiXi que αF (∂i, ∂j) = 0 e v−1
i αF (∂i, ∂i) = αF (∂i, Xi) =

iYi − cviF , assim
αf (∂i, ∂j) = δijφ(F∗∂i),

e
R(∂i, ∂j)Xk = (R̃(∂i, ∂j)Xk)> = c(∂i ∧ ∂j)Xk = −δikcvi∂j.

Portanto, ds2 tem curvatura seccional constante c.



Capítulo 2

As equações matriciais

Neste capítulo discutimos alguns resultados de Álgebra Linear que são usados nas de-
monstrações dos principais teoremas deste trabalho. Tais resultados envolvem a equação
matricial

AX +XB = C,

conhecida como a equação de Sylvester, e alguns de seus casos particulares.

2.1 A equação de Sylvester

Nesta seção expomos os resultados obtidos em [22] sobre a existência de soluções para a
equação de Sylvester

AX +XB = C. (2.1.1)

Tais resultados fornecem, em particular, condições necessárias e suficientes sobre
as matrizes A ∈ Mn(C) e B ∈ Mm(C) para que a equação (2.1.1) possua uma única
solução X ∈Mn,m(C) qualquer que seja a matriz C ∈Mn,m(C).

Mais geralmente, dadas as matrizes A ∈ Mn(C) e B ∈ Mm(C), são obtidas
condições necessárias e suficientes sobre uma matriz C ∈ Mn,m(C) para que a equação
(2.1.1) possua uma solução X ∈Mn,m(C).

Fazemos também uma breve discussão sobre formas explícitas de soluções da
equação (2.1.1) obtidas por Ma e Hu/Cheng em [25] e [21], respectivamente.

2.1.1 A aplicação X 7−→ AX +XB.

Dadas as matrizes A ∈Mn(C) e B ∈Mm(C), consideremos a aplicação linear

Ψ = ΨA,B : Mn,m(C) 7−→ Mn,m(C)
X −→ AX +XB.

(2.1.2)

Nosso primeiro objetivo é obter uma base para o núcleo de Ψ.

34
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Para isso, lembramos inicialmente que um bloco de Jordan é uma matriz da forma

J1(α) = [α] e Jm(α) =



α 1 0 ... 0 0
0 α 1 ... 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . α 1
0 0 0 . . . 0 α


m×m

para m > 1

Dada A ∈ Mn(C), existe uma matriz inversível P = (a11, ..., a1n1 , . . . , ap1, ..., apnp) ∈
Mn(C) tal que P−1AP tem a forma canônica de Jordan Jn1(α1) ⊕ ... ⊕ Jnp(αp), em que
σ(A) = {α1, . . . , αp} é o espectro de A. Assim, temos

(A− αiIn)air = ai,r−1

para r = 1, 2, ..., ni, com ai0 = 0.

Definição 2.1.1. Para cada i = 1, . . . , p, os vetores ai1, ..., aini são chamados de autove-
tores generalizados de A associados ao bloco de Jordan Jni(αi).

Proposição 2.1.2. Sejam ai1, ai2, ..., aini e zj1, zj2, ..., zjmi os respectivos autovetores gene-
ralizados associados aos blocos de Jordan Jni(−αi) de −A e Jmj(β∗j ) de B∗, com i = 1, ..., p
e j = 1, ..., q. Para k = 1, 2, ..., µij = min(ni,mj), defina

Xijk = aikz
∗
j1 + ai,k−1z

∗
j2 + ...+ ai1z

∗
jk.

Então, o conjunto
{Xijk : αi + βj = 0, k = 1, 2, ..., µij} (2.1.3)

é uma base para kerΨ.

Demonstração. Verifiquemos inicialmente que Xijk pertence a kerΨ. De fato,

Ψ(Xij1) = Aai1z
∗
j1 + ai1z

∗
j1B = Aai1z

∗
j1 + ai1(B∗zj1)∗

= αiai1z
∗
j1 + βjai1z

∗
j1 = (αi + βj)ai1z∗j1 = 0,

Ψ(Xij2) = A(ai2z∗j1 + ai1z
∗
j2) + (ai2z∗j1 + ai1z

∗
j2)B

= αiai2z
∗
j1 − ai1z∗j1 + αiai1z

∗
j2 + βjai2z

∗
j1 + ai1z

∗
j1 + βjai1z

∗
j2

= (αi + βj)(ai2z∗j1 + ai1z
∗
j2) = 0,
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e, para k = 3, ..., µij, temos

Ψ(Xijk) = A(aikz∗j1 + ai,k−1z
∗
j2 + ...+ ai1z

∗
jk) + (aikz∗j1 + ai,k−1z

∗
j2 + ...+ ai1z

∗
jk)B

=
(
Aaikz

∗
j1 + ai,k−1z

∗
j2B

)
+
(
Aaik−1z

∗
j2 + ai,k−2z

∗
j3B

)
+ ...

+
(
Aai3z

∗
jk−2 + ai,2z

∗
jk−1B

)
+
(
Aai2z

∗
jk−1 + ai1z

∗
jkB

)
+ Aai1z

∗
jk + aikz

∗
j1B

=
(
αiaikz

∗
j1 + βjai,k−1z

∗
j2

)
+
(
αiaik−1z

∗
j2 + βjai,k−2z

∗
j3

)
+ ...

+
(
αiai3z

∗
jk−2 + βjai,2z

∗
jk−1

)
+
(
αiai2z

∗
jk−1 + βjai1z

∗
jk

)
+ αiai1z

∗
jk + βjaikz

∗
j1

= (αi + βj)aikz∗j1 + (αi + βj)ai,k−1z
∗
j2 + (αi + βj)ai,k−2z

∗
j3 + ...

+ (αi + βj)ai,2z∗jk−1 + (αi + βj)ai1z∗jk
= 0.

Mostremos agora que o conjunto em (2.1.3) gera o núcleo de Ψ. Como os con-
juntos {ai1, ai2, ..., aini , i = 1, ..., p} e {zj1, zj2, ..., zjmi , j = 1, ..., q} são bases de Mn,1(C)
e Mm,1(C), respectivamente, o conjunto de nm matrizes

{airz∗js = air ⊗ z∗js, i = 1, 2, ..., p, j = 1, 2, ..., q, r = 1, 2, ..., ni e s = 1, 2, ...,mj} (2.1.4)

é linearmente independente e, assim, gera o espaço das matrizes Mn,m(C).
Dada X ∈ ker(Ψ) ⊂ Mn,m(C), escrevemos X = ∑

i,r,j,sCi,r,j,sairz
∗
js, e pomos

Ci,r+1,j,s = 0 quando r = ni e Ci,r,j,s+1 = 0 quando s = mj. Usando que

Ψ(airz∗js) = (αi + βj)airz∗js − ai,r−1z
∗
js + airzj,s−1,

com ai,0 = zj,0 = 0, obtemos
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0 =Ψ(X) = Ψ(
∑
i,r,j,s

Ci,r,j,sairz
∗
js)

=
∑
i,r,j,s

Ci,r,j,s(αi + βj)airz∗js −
∑
i,r,j,s

Ci,r,j,sai,r−1z
∗
js +

∑
i,r,j,s

Ci,r,j,sairz
∗
j,s−1

=
∑
i,1,j,1

(Ci,1,j,1(αi + βj)) ai1z∗j1 +
∑

i,1,j,s6=1

(
Ci,1,j,s(αi + βj)ai1z∗js + Ci,1,j,sai1z

∗
j,s−1

)
+

∑
i,r 6=1,j,1

(
Ci,r,j,1(αi + βj)airz∗j1 − Ci,r,j,1ai,r−1z

∗
j1

)
+

∑
i,r 6=1,j,s6=1

(
Ci,r,j,s(αi + βj)airz∗js − Ci,r,j,sai,r−1z

∗
js + Ci,r,j,sairz

∗
j,s−1

)
=
∑
i,1,j,1

(Ci,1,j,1(αi + βj)− Ci,2,j,1 + Ci,1,j,2) ai1z∗j1

+
∑

i,1,j,s6=1
(Ci,1,j,s(αi + βj)− Ci,2,j,s + Ci,1,j,s+1) ai1z∗js

+
∑

i,r 6=1,j,1
(Ci,r,j,1(αi + βj)− Ci,r+1,j,1 + Ci,r,j,2) airz∗j1

+
∑

i,r 6=1,j,s6=1
(Ci,r,j,s(αi + βj)− Ci,r+1,j,s + Ci,r,j,s+1) airz∗js

=
∑
i,r,j,s

(Ci,r,j,s(αi + βj)− Ci,r+1,j,s + Ci,r,j,s+1) airz∗js

=
∑
ī,r,j̄,s

(
−Cī,r+1,j̄,s + Cī,r,j̄,s+1

)
aīrz

∗
j̄s

+
∑
i,r,j,s

(Ci,r,j,s(αi + βj)− Ci,r+1,j,s + Ci,r,j,s+1) airz∗js,

com {i, j} e {̄i, j̄} satisfazendo, respectivamente, a αi + βj 6= 0 e αī + βj̄ = 0.
Como o conjunto (2.1.4) é linearmente independente, temos

Cī,r,j̄,s+1 = Cī,r+1,j̄,s,

e
Ci,r,j,s(αi + βj)− Ci,r+1,j,s + Ci,r,j,s+1 = 0. (2.1.5)

Segue da primeira equação acima que

Cī,k,j̄,1 = Cī,k−1,j̄,2 = ... = Cī,1,j̄,k, com k = 1, 2, ..., µīj̄,

e
Cī,t,j̄,mj̄ = Cī,t−1,j̄,mj̄+1

= 0 = Cī,nī,j̄,l−1 = Cī,nī+1,j̄,l com t, l > 1.
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Além disso, supondo mj̄ ≥ l > nī, temos

Cī1j̄l = Cī,2,j̄,l−1 = ... = Cī,nī,j̄,l−(nī−1) = 0,

pois (l − (nī − 1)) = l − nī + 1 > 1.
Para {̄i, j̄} com αī + βj̄ = 0, segue que

∑
r,s

Cī,r,j̄,saīrz
∗
j̄s =Cī,1,j̄,1aī1z∗j̄1 + Cī,2,j̄,1aī2z

∗
j̄1 + ...+ Cī,nī,j̄,1aīnīz

∗
j̄1

+ Cī,1,j̄,2aī1z
∗
j̄2 + Cī,2,j̄,2aī2z

∗
j̄2 + ...+ Cī,nī,j̄,2aī,nīz

∗
j̄2

+ ...+ Cī,1,j̄,mj̄aī1z
∗
j̄mj̄

+ Cī,2,j̄,mj̄aī2z
∗
j̄mj̄

+ ...+ Cī,nī,j̄,mj̄aīnīz
∗
j̄mj̄

=Cī,1,j̄,1aī1z∗j̄1 + Cī,2,j̄,1(aī2z∗j̄1 + aī1z
∗
j̄2) + ...

+ Cī,k,j̄,1(aīkz∗j̄1 + aī,k−1z
∗
j̄2 + ...+ aī1z

∗
j̄k)

=
∑
ī,r,j̄,s

Cī,r,j̄,sXīj̄k, com k = 1, 2, ..., µīj̄.

Resta mostrar que Citjl = 0 para todo par {i, j} com αi + βj 6= 0, t = 1, 2, ..., ni
e l = 1, 2, ...,mj. De (2.1.5), temos as relações

Ci,ni,j,l(αi + βj) = Ci,ni+1,j,l − Ci,ni,j,l+1 = −Ci,ni,j,l+1,

Ci,ni,j,l+1(αi + βj) = −Ci,ni,j,l+2,

. . .

Ci,ni,j,mj−1(αi + βj) = −Ci,ni,j,mj ,
Ci,ni,j,mj(αi + βj) = −Ci,ni,j,mj+1 = 0,

as quais implicam que Ci,ni,j,l = 0 para l = 1, 2, ...,mj. Temos ainda que

Ci,ni−1,j,l(αi + βj) = Ci,ni,j,l − Ci,ni−1,j,l+1 = −Ci,ni−1,j,l+1,

Ci,ni−1,j,l+1(αi + βj) = −Ci,ni−1,j,l+2,

. . .

Ci,ni−1,j,mj−1(αi + βj) = −Ci,ni−1,j,mj ,

Ci,ni−1,j,mj(αi + βj) = −Ci,ni−1,j,mj+1 = 0,

logo Ci,ni−1,j,l = 0 para l = 1, 2, ...,mj. Por indução, supondo que Ci,ni−t,j,l = 0 para
l = 1, 2, ...,mj, temos

Ci,ni−(t−1),j,l(αi + βj) = Ci,ni−t,j,l − Ci,ni−(t−1),j,l+1 = −Ci,ni−(t−1),j,l+1,

Ci,ni−(t−1),j,l+1(αi + βj) = Ci,ni−(t−1),j,l+1 − Ci,ni−(t−1),j,l+2 = −Ci,ni−(t−1),j,l+2,

. . .

Ci,ni−(t−1),j,mj(αi + βj) = −Ci,ni−(t−1),j,mj+1 = 0,

portanto Ci,ni−(t−1),j,l = 0 para l = 1, 2, ...,mj.
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Assim,

X =
∑
i,r,j,s

Ci,r,j,sXijk com k = 1, 2, ..., µij e αi + βj = 0.

Finalmente, o fato de que (2.1.3) é linearmente independente decorre imediata-
mente de (2.1.4) ser linearmente independente.

Corolário 2.1.3. Sejam A ∈ Mn(C), B ∈ Mm(C). Então a equação (2.1.1) tem uma
única solução X ∈Mn,m(C) para qualquer C ∈Mn,m(C) se, e só se, σ(A) ∩ σ(−B) = ∅.

Demonstração. Pela Proposição 2.1.2, a condição σ(A) ∩ σ(−B) = ∅ é necessária e
suficiente para que a aplicação ΨA,B em (2.1.2) seja injetiva, e portanto bijetiva.

Dadas A ∈ Mn(C) e B ∈ Mm(C), não necessariamente satisfazendo σ(A) ∩
σ(−B) = ∅, descrevemos a seguir condições necessárias e suficientes sobre C ∈ Mn,m(C)
para que a equação de Sylvester (2.1.1) possua alguma solução X ∈Mn,m(C).

Dadas X, Y ∈Mm,n(C), definimos seu produto interno (X, Y ) por

(X, Y ) = trX∗Y,

em que trZ representa o traço da matriz Z. Afirmamos que a aplicação adjunta de ΨA,B,
definida em (2.1.2), com respeito a tal produto interno é a aplicação linear

ΨA∗,B∗ : Mn,m(C) 7−→ Mn,m(C)
X −→ A∗X +XB∗.

De fato, para quaisquer X, Y ∈Mn,m(C) temos

(ΨA,BX, Y )− (X,ΨA∗,B∗Y ) = tr(AX +XB)∗Y − trX∗(A∗Y + Y B∗)
= tr(A∗ − A∗)Y X∗ − tr(B∗ −B∗)X∗Y
= 0.

Corolário 2.1.4. Sejam A ∈Mn(C) e B ∈Mm(C), e sejam wi1, wi2, ..., wini, i = 1, ..., p,
e bj1, bj2, ..., bjmi, j = 1, ..., q, os respectivos autovetores generalizados de −A∗ e B associa-
dos aos blocos de Jordan Jni(−α∗i ) e Jmj(βj). Dada C ∈Mn,m(C), a equação de Sylvester
(2.1.1) possui uma solução X ∈ Mn,m(C) se, e somente se, sempre que αi + βj = 0
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tivermos
w∗i1Cbj1 = 0,
w∗i2Cbj1 + w∗i1Cbj2 = 0,
w∗i3Cbj1 + w∗i2Cbj2 + w∗i1Cbj3 = 0,
...

w∗iµijCbj,1 + w∗i,µij−1Cbj2 + ...+ w∗i1Cbjµij = 0.

Demonstração. A equação de Sylvester (2.1.1) possui uma solução X ∈ Mn,m(C) se, e
somente se, C ∈ ΨA,B(Mn,m(C)) = (ker(ΨA∗,B∗))⊥.

Para i = 1, ..., p, j = 1, ..., q e k = 1, 2, ..., µij, defina

Yijk = wikb
∗
j1 + wi,k−1b

∗
j2 + ...+ wi1b

∗
jk.

Pela Proposição 2.1.2, o conjunto

Y = {Yijk : αi + βj = 0, k = 1, 2, ..., µij}

é uma base para ker(ΨA∗,B∗). Portanto, C ∈ ΨA,B(Mn,m(C)) se, e somente se,

0 = (Yijk, C) = tr(bj1w∗ik + bj2w
∗
i,k−1 + ...+ bjkw

∗
i1)C

= tr(bj1w∗ikC) + tr(bj2w∗i,k−1C) + ...+ tr(bjkw∗i1C)
= tr(w∗ikCbj1) + tr(w∗i,k−1Cbj2) + ...+ tr(w∗i1Cbjk)
= w∗ikCbj1 + w∗i,k−1Cbj2 + ...+ w∗i1Cbjk

para qualquer Yijk ∈ Y .

2.1.2 Soluções explícitas

Nesta subseção descrevemos soluções explícitas da equação

AX −XB = C. (2.1.6)

As ideias aqui expostas são dos trabalhos [25] e [21]. No primeiro, sem hipóteses adicionais
sobre os espectros de A e B, são obtidas soluções particulares explícitas particionadas com
relação aos blocos de Jordan de A e B. No segundo, supondo-se que ambas as matrizes A
e B sejam reais e satisfaçam a condição σ(A) ∩ σ(B) = ∅, obtém-se uma expressão para
a única solução de (2.1.6) como um polinômio nas matrizes A, B e C.
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O método de Ma

Sejam JA = S−1AS e JB = R−1BR as formas de Jordan de A e B, respectivamente. Se
X é uma solução de (2.1.6), definindo Z = SXR−1 e C̃ = SCR−1, temos

C̃ = SCR−1 = SAS−1SXR−1 − SXR−1RBR−1 = JAZ − ZJB,

ou seja, Z é uma solução da equação

JAZ − ZJB = C̃. (2.1.7)

Reciprocamente, se Z satisfaz (2.1.7) então X = S−1ZR é uma solução de (2.1.6). Assim,
é suficiente considerar a equação (2.1.7).

Sejam Jni(αi), i ∈ {1, 2, ..., p}, e Jmj(βj), j ∈ {1, 2, ..., q}, os respectivos blocos
de JA e JB. Escrevendo a matriz Z particionada por

Z =


Z11 ... Z1q
... · · · ...
Zp1 . . . Zpq

 e C̃ =


C̃11 ... C̃1q
... · · · ...
C̃p1 . . . C̃pq

 , (2.1.8)

em que Zij ∈Mni,mj , segue que (2.1.7) é equivalente ao conjunto de pq equações matriciais

Jni(αi)Zij − ZijJmj(βj) = C̃ij, (2.1.9)

com i ∈ {1, ..., p} e j ∈ {1, ..., q}.

Proposição 2.1.5. Suponha que a equação (2.1.9) possua solução.

(i) Se αi − βj 6= 0, então uma solução particular é dada por

Zij =
ni+mj−2∑
n=0

(αi − βj)−(n+1)(−1)n
∑

σ+τ=n
(−1)τ

 n

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ se i 6= j.

(ii) Se αi − βj = 0, então uma solução particular é dada por Zij, em que os elementos
(zkl) de Zij e (clk) de C̃ij, k = 1, ..., ni, l = 1, ...,mj, estão relacionados por

ck,l = zk+1,l − zk,l−1,

ck1 = zk+1,1,

cni,l = −zαi,l−1,

(2.1.10)

para k = 1, 2, ..., ni − 1, l = 2, ...,mj, sendo z1,βj arbitrário.

Demonstração. De (2.1.9), temos

(αi − βj)Zij = C̃ij − Jni(0)Zij + ZijJmj(0). (2.1.11)
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Mutiplicando ambos os lados de (2.1.11) por βj − αi, segue que

(αi − βj)2Zij =(αi − βj)C̃ij − (αi − βj)Jni(0)Zij + (αi − βj)ZijJmj(0)
=(αi − βj)C̃ij − Jni(0)C̃ij + Jni(0)2Zij − Jni(0)ZijJmj(0)

+ C̃ijJmj(0)− Jni(0)ZijJmj(0) + ZijJmj(0)2

=(αi − βj)C̃ij − Jni(0)C̃ij + Jni(0)2Zij − 2Jni(0)ZijJmj(0)
+ C̃ijJmj(0) + ZijJmj(0)2.

Repetindo o processo, temos

(αi − βj)3Zij =(αi − βj)2C̃ij − (αi − βj)Jni(0)C̃ij + (αi − βj)C̃ijJmj(0) + (αi − βj)Jni(0)2Zij

− 2(αi − βj)Jni(0)ZijJmj(0) + (αi − βj)ZijJmj(0)2

=(αi − βj)2C̃ij − (αi − βj)Jni(0)C̃ij + (αi − βj)C̃ijJmj(0)
+ Jni(0)2C̃ij − Jni(0)3Zij + Jni(0)2ZijJmj(0)− 2Jni(0)C̃ijJmj(0)
+ 2Jni(0)2ZijJmj(0)− 2Jni(0)ZijJmj(0)2

+ C̃ijJmj(0)2 − Jni(0)ZijJmj(0)2 + ZijJmj(0)3

=(αi − βj)2C̃ij − (αi − βj)Jni(0)C̃ij + (αi − βj)C̃ijJmj(0)
+ Jni(0)2C̃ij − 2Jni(0)C̃ijJmj(0) + C̃ijJmj(0)2 − Jni(0)3Zij

− 3Jni(0)ZijJmj(0)2 + 3Jni(0)2ZijJmj(0) + ZijJmj(0)3

Repetindo r vezes esse procedimento, obtemos por indução que

(βj − αi)rZij =
r−1∑
n=0

(βj − αi)r−1−n(−1)n
∑

σ+τ=n
(−1)τ

 n

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ

+ (−1)r+1 ∑
σ+τ=r

(−1)τ
 r

τ

 Jni(0)σZijJmj(0)τ .

Supondo ser a afirmação verdadeira e escolhendo r = ni+mj−1 temos σ ≥ ni ou τ ≥ mj,
pois se σ < ni e τ < mj então σ+ τ ≤ ni− 1 +mj − 1 = ni +mj − 2 < r. Logo o segundo
membro da equação acima é nulo. Dividindo ambos os lados por (αi + βj)r obtemos a
equação desejada.

Mostremos a afirmação por indução. Já vimos acima que é válida para r = 1, 2 e
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3. Supondo válida para r, temos por (2.1.11) que

(αi − βj)r+1Zij =
r−1∑
n=0

(αi − βj)r−n(−1)n
∑

σ+τ=n
(−1)τ

 n

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ

+ (−1)r
∑

σ+τ=r
(−1)τ

 r

τ

 Jni(0)σ(αi − βj)ZijJmj(0)τ

=
r−1∑
n=0

(αi − βj)r−n(−1)n
∑

σ+τ=n
(−1)τ

 n

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ

+ (−1)r
∑

σ+τ=r
(−1)τ

 r

τ

 Jni(0)σ
(
C̃ij − Jni(0)Zij + ZijJmj(0)

)
Jmj(0)τ

=
r−1∑
n=0

(αi − βj)r−n(−1)n
∑

σ+τ=n
(−1)τ

 n

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ

+ (−1)r+1 ∑
σ+τ=r+1

(−1)τ
 r + 1

τ

 Jni(0)σZijJmj(0)τ

+ (αi − βj)r−r(−1)r
∑

σ+τ=r
(−1)τ

 r

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ

=
r∑

n=0
(αi − βj)r−n(−1)n

∑
σ+τ=n

(−1)τ
 n

τ

 Jni(0)σC̃ijJmj(0)τ

+ (−1)r+1 ∑
σ+τ=r+1

(−1)τ
 r + 1

τ

 Jni(0)σZijJmj(0)τ .

Agora, para αi−βj = 0, fazendo Zij = Y e também k = 1, ..., ni−1 e l = 2, ...,mj

temos

[Jni(0)Y ]kl =

 yk+1,l, se k = 1, ..., ni − 1, l = 1, ...,mj,

0, se k = ni, l = 1, ...,mj,

e

[Y Jmj(0)]kl =

 yk,l−1, se k = 1, ..., ni, 2 = 1, ...,mj,

0, se k = 1, ..., ni, l = 1.

Assim, [Jni(0)Y − Y Jmj(0)]kl = [C̃ii]kl se, e só se, vale (2.1.10).

Corolário 2.1.6. Sejam A e B matrizes simétricas tais que σ(A) ∩ σ(B) = ∅. Sejam
JA = S−1AS e JB = R−1BR as formas de Jordan de A e B, respectivamente, e defina
C̃ = SCR−1. Então, uma solução particular de (2.1.6) é dada por X = SZR−1, em que

zij =


1

αi−βj c̃ij para i 6= j,

qualquer para i = j.
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O método de Hu/Cheng

Suponhamos agora que as matrizes A e B sejam reais e satisfaçam a condição

σ(A) ∩ σ(B) = ∅.

Vamos apresentar nesta subseção a expressão obtida em [21] para a (única) solução de
(2.1.6) como um polinômio nas matrizes A, B e C.

Lema 2.1.7. Suponha que X seja solução da equação (2.1.6). Então, para todo k ≥ 1

AkX −XBk =
k−1∑
i=0

Ak−1−iCBi. (2.1.12)

Demonstração. Usamos indução. Para k = 1, a equação acima reduz-se a (2.1.6).
Suponha que (2.1.12) seja válida para k = N , isto é

ANX −XBN =
N−1∑
i=0

AN−1−iCBi. (2.1.13)

Multiplicando (2.1.13) pela esquerda por A e pela direita por B, e somando as equações
obtidas, obtemos

AN+1X − AXBN −XBN+1 + ANXB = A
N−1∑
i=0

AN−1−iCBi +
N−1∑
i=0

AN−1−iCBiB.

Portanto,

AN+1X −XBN+1 = ∑N−1
i=0 AN−iCBi +∑N−1

i=0 AN−1−iCBi+1 + AXBN − ANXB
= ∑N−1

i=0 AN−iCBi +∑N−1
i=0 AN−1−iCBi+1 − A(AN−1X −XBN−1)B

= ∑N−1
i=0 AN−iCBi +∑N−1

i=0 AN−1−iCBi+1 − A
(∑N−2

i=0 AN−2−iCBi
)
B

= ∑N−1
i=0 AN−iCBi +∑N−1

i=0 AN−1−iCBi+1 −∑N−2
i=0 AN−1−iCBi+1

= ∑N−1
i=0 AN−iCBi + CBN

= ∑N−1
i=0 AN−iCBi.

Proposição 2.1.8. Se σ(A)∩σ(B) = ∅, então a equação de Sylvester (2.1.6) possui uma
única solução, a qual é dada por

X = q(A)−1η(A,C,B), (2.1.14)
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em que q(x) = xm + bm−1x
m−1 + ...+ b1 + b0 é o polinômio característico de B e

η(A,C,B) =
m∑
k=1

bk
k−1∑
i=0

Ak−1−iCBi.

Em particular, X é um polinômio nas matrizes A, B e C.

Demonstração. Suponha que X seja uma solução de (2.1.6). Usando o Lema 2.1.7,
obtemos

η(A,C,B) = ∑m
k=1 bk(AkX −XBk)

= ∑m
k=1 bkA

kX + b0X −
(∑m

k=1 bkXB
k + b0X

)
= q(A)X −Xq(B) = q(A)X,

logo
q(A)X = η(A,C,B). (2.1.15)

Por outro lado, se X satisfaz (2.1.15), então

q(A)(AX −XB) = A(q(A)X)− (q(A)X)B = Aη(A,C,B)− η(A,C,B)B

=
A m∑

i=0
bi
i−1∑
j=0

Ai−1−jCBj −
m∑
i=0

bi
i−1∑
j=0

Ai−1−jCBjB


=

 m∑
i=0

bi
i−1∑
j=0

Ai−jCBj −
m∑
i=0

bi
i−1∑
j=0

Ai−1−jCBj+1


=

m∑
i=0

bi

i−1∑
j=0

Ai−jCBj −
i−1∑
j=0

Ai−1−jCBj+1


=

m∑
i=0

bi(AiC − CBi) =
m∑
i=0

biA
iC − C

m∑
i=0

biB
i

= q(A)C − Cq(B) = q(A)C. (2.1.16)

Sejam α1, . . . , αp os autovalores de A. Como σ(A)∩σ(B) = ∅, temos que q(αi) 6=
0 para 1 ≤ i ≤ p. Portanto q(A) é não singular, pois nenhum de seus autovalores
q(α1), ..., q(αp) se anula. Decorre de (2.1.15) e (2.1.16) que X é solução de (2.1.6) se, e
somente se, X é dada por (2.1.14).

Para a última afirmação, como η(A,C,B) é um polinômio em A, B e C, basta
mostrar que q(A)−1 é um polinômio de A. Para isso, seja f(x) = ∑n

k=0 ckx
k o polinômio

característico de q(A), com cn = 1. Temos que

0 6= det(q(A)) = det(q(A)− 0I) = c0

e, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

f(q(A)) =
n∑
k=1

ck[q(A)]k + c0In = 0.
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Assim,

q(A)
(
− 1
c0

n∑
k=1

ci[q(A)]k−1
)

= In.

Portanto
q(A)−1 = − 1

c0

n∑
k=1

ci[q(A)]k−1,

o qual é um polinômio em q(A), e a afirmação segue do fato de que q(A) é também um
polinômio em A.

2.2 A equação XA− AtX = C.

Nesta seção usamos os resultados da seção anterior para mostrar alguns fatos sobre a
equação matricial

XA− AtX = C

que serão necessários nas demonstrações dos principais teoremas do Capítulo 4 sobre a
transformação de Ribaucour vetorial para subvariedades de curvatura seccional constante.

2.2.1 Unicidade de soluções com X ∈ An(R) e C ∈ Sn(R)
A seguir, vamos obter condições necessárias e suficientes sobre a matriz A para que a
equação

XA− AtX = C

admita no máximo uma solução X ∈ An(R) para cada C ∈ Sn(R). Equivalentemente,
vamos encontrar condições necessárias e suficientes sobre A para que seja injetiva a apli-
cação

Ψ−At,A|An(R) : An(R) −→ Sn(R)
X 7−→ XA− AtX.

(2.2.1)

Definição 2.2.1. Uma matriz é não depreciativa ("non-derogatory", em inglês) se seu
polinômio característico concide com seu polinômio minimal. Um operador linear é não
depreciativo se sua matriz em relação a alguma (e, portanto, a qualquer) base é não
depreciativa.

Lembramos que a multiplicidade geométrica de um autovalor α de um operador
linear A é a dimensão de ker(A− αI).

Proposição 2.2.2. Uma matriz é não depreciativa se, e somente se, todos os seus auto-
valores possuem multiplicidade geométrica 1.

Demonstração. Para cada autovalor α de uma matriz A, o expoente do fator (x − α)
no polinômio característico de A, ou seja, a multiplicidade algébrica, é a soma das ordens
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dos blocos de Jordan correspondentes a α. Por outro lado, o expoente de (x − α) no
polinômio minimal é a maior ordem de um bloco de Jordan associado a α. Portanto, tais
expoentes coincidem se, e somente se, existe um único bloco de Jordan associado a α.
A proposição decorre então do fato de que o número de blocos de Jordan associados ao
autovalor α coincide com sua multiplicidade geométrica.

Corolário 2.2.3. Uma matriz A ∈ Sn(R) é não depreciativa se, e somente se, possui n
autovalores (reais) distintos.

Proposição 2.2.4. Dada A ∈Mn(C), defina

Ψ−At,A : Mn(C) 7−→ Mn(C)
X −→ XA− AtX.

Então dim(ker(Ψ−At,A)) ≥ n. Além disso, são equivalentes:

(i) A é uma matriz não depreciativa;

(ii) dim(kerΨ−At,A) = n;

(iii) Ψ−At,A|An(C) : An(C)→ Sn(C) é injetiva.

Demonstração. Observamos inicialmente que X ∈ kerΨ−At,A se, e somente se, Z =
(S−1)tXS−1 ∈ kerΨ−JtA,JA , em que JA = SAS−1 é a forma canônica de Jordan de A. De
fato, a equação

0 = XA− AtX

é equivalente a

0 = (S−1)tXS−1SAS−1 − (S−1)tAtSt(S−1)tXS−1 = (S−1)tXS−1JA − J tA(S−1)tXS−1,

ou seja, a
0 = ZJA − J tAZ. (2.2.2)

Particionando a matriz Z em blocos

Z =


Z11 ... Z1p
... · · · ...
Zp1 . . . Zpp

 , (2.2.3)

em que Zij ∈Mni,nj para i, j ∈ {1, 2, ..., p}, temos que a equação (2.2.2) é equivalente ao
conjunto de p2 equações matriciais lineares

Ψ−Jtni (αi),Jnj (αj)(Zij) = ZijJnj(αj)− J tni(αi)Zij = 0, i, j ∈ {1, 2, ..., p}. (2.2.4)

Se αi−αj 6= 0 para i 6= j, temos pelo Corolário 2.1.3 que Zij = 0. Caso contrário,
pelo mesmo corolário existiria Zij 6= 0 no núcleo de Ψ−Jtni (αi),Jnj (αj).
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Resta analisar a equação (2.2.4) com i = j. Fazendo Jni(αi) = αiI+Jni(0), segue
que

0 = ZiiJni(αi)− J tni(αi)Zii = αiZii + ZiiJni(0)− αiZii − J tni(0)Zii
= ZiiJni(0)− J tni(0)Zii.

Chamando Zii = Y = [ykl] temos que [Y Jr(0)]kl = yk,l−1 e [J tr(0)Y ]kl = yk−1,l para
k, l = 1, 2, ..., ni, onde yk,0 = y0,l = 0. Então

[Y Jni(0)− Jni(0)tY ]kl = 0

se, e somente se, yk,l−1 − yk−1,l = 0 para k, l ∈ {1, .., ni} ou yk,l+1 = yk+1,l para k, l ∈
{0, ..., ni − 1}, ou seja, Y satisfaz a equação acima se, e somente se,

Y =



0 0 . . . 0 y1ni

0 0 . . . y1ni y2ni
... ... . . . ... ...
0 y1ni . . . yni−2,ni yni−1,ni

y1ni y2ni . . . yni−1,ni ynini


,

e isto implica que a dimensão de ker(Ψ−Jtni (αi),Jni(αi)) é ni. Agora, defina

Ξ = {X ∈Mn(C); X = StZS com Z particionado por Zij ∈Mni,mj i, j ∈ {1, 2, ..., p},
satisfazendo a Zij = 0 para i 6= j e Zii tal que (Zii)k,l+1 = (Zii)k+1,l para
k, l ∈ {0, ..., ni − 1} com (Zii)k,0 = (Zii)0,l = 0}.

Temos que dim(Ξ) = ∑
i ni = n e que Ξ ⊂ ker(Ψ−At,A), portanto

dim(ker(Ψ−At,A)) ≥ dim(Ξ) = n.

Provemos as equivalências
i) ⇒ ii): De fato, se A é não depreciativa então αi − αj 6= 0 para i 6= j, e assim

Zij = 0 se i 6= j, o que implica que ker(Ψ−At,A) = Ξ, ou seja,

dim(ker(Ψ−At,A)) = dim(Ξ) = n.

ii) ⇒ iii): Se X 6= 0 pertence a kerΨ−At,A ∩ An(C), então Z = (St)−1XS−1 6= 0
pertence a An(C). Afirmamos que Ξ ∩ An(C) = {0} e, portanto,

dim(kerΨ−At,A) > n,

o que é uma contradição. Para mostrar a afirmação, observe que Zij = 0 para i 6= j e Zii
é especial da forma (Zii)k,l+1 = (Zii)k+1,l para k, l ∈ {0, ..., ni − 1}, com (Zii)0,l = (Zii)k,0.
Por outro lado, por ser Zii anti-simétrica, temos que (Zii)l,k+1 = −(Zii)l+1,k para algum
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k + 1 6= l e l + 1 6= k, e ainda (Zii)kk = 0, o que implica que (Zii)k+1,l = 0 e (Zii)kk = 0,
ou seja, Z = 0, donde X = 0. Observe que, se Zii tem ordem 1, a afirmação é ainda
verdadeira.

iii)⇒ i): Supondo que (i) não valha, ou seja, que existam i, j ∈ {1, ..., p} tais que
i 6= j e αi = αj. Mostremos que existe Z não nulo em

ker(Ψ−At,A) ∩ An(C).

Pelo Corolário 2.1.3, existe Zij 6= 0 satisfazendo a equação (2.2.4). Tome Z particionado
como em (2.2.3) com a condição de que Zji = −Zt

ij e Zlk = 0 para l 6= i ou k 6= j. Assim,
Z 6= 0 pertence a

ker(Ψ−JtA,JA) ∩ An(C),

pois (2.2.4) implica que

ZjiJni(αi)− Jnj(αj)tZji = −Zt
ijJni(αi) + J tnj(αj)Z

t
ij = (ZijJnj(αj)− Jni(αi)tZij)t = 0.

Logo, X = StZS 6= 0 pertence a

ker(Ψ−At,A) ∩ An(C).

Corolário 2.2.5. Sejam A ∈Mn(R) e

Ψ−At,A|Mn(R) : Mn(R) 7−→ Mn(R)
X −→ XA− AtX.

Então A é não depreciativa se, e somente se,

ker(Ψ−At,A|Mn(R)) ∩ An(R) = {0},

ou seja, a restrição
Ψ−At,A|An(R) : An(R) 7−→ Sn(R)

é injetiva.

Demonstração. Temos que X = X1 + iX2 ∈ ker(Ψ−At,A) ∩ An(C) se, e somente
se, X1, X2 ∈ An(R) e X1, X2 ∈ ker(Ψ−At,A|Mn(R)), ou seja, se e somente se X1, X2 ∈
ker(Ψ−At,A|Mn(R)) ∩ An(R). Assim, o resultado decorre da Proposição 2.2.4.
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2.2.2 Existência de soluções com X ∈ An(R) e C ∈ Sn(R)

Vimos, na subseção anterior, que uma condição necessária e suficiente sobre a matriz
A ∈Mn(R) para que a equação

XA− AtX = C (2.2.5)

admita no máximo uma solução X ∈ An(R) para cada C ∈ Sn(R) é que A seja uma matriz
não depreciativa. Nesta subseção, supondo A ∈ Mn(R) não depreciativa, encontraremos
condições necessárias e suficientes sobre a matriz C ∈ Sn(R) para que a equação (2.2.5)
admita alguma solução X ∈ An(R), a qual é, portanto, necessariamente única.

Em outras palavras, vamos encontrar condições necessárias e suficientes para que
uma matriz C ∈ Sn(R) pertença à imagem da aplicação (2.2.1), com A ∈ Mn(R) não
depreciativa.

Na proposição seguinte, denotamos por 〈 , 〉 : Cn → C o produto interno hermi-
tiano canônico em Cn, definido por

〈z, w〉 = z1w̄1 + . . .+ znw̄n

para quaisquer z = (z1, . . . , zn) e w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn.

Corolário 2.2.6. Dada A ∈Mn(R) não depreciativa, sejam ai1, ai2, ..., aini e wj1,wj2,...,
wjmi os autovetores generalizados de A associados aos blocos de Jordan Jni(αi) e Jmj(ζj +
iβj), respectivamente, com i = 1, ..., p e j = 1, ..., q. Então C ∈ Mn(R) pertence a
Ψ−At,A(Mn(R)) se, e somente se,

∑k−1
r=0〈ai,k−r, Cai,r+1〉 = 0, i = 1, ..., p e k = 1, 2, ..., ni (2.2.6)

e ∑l−1
r=0〈wj,l−r, Cw̄j,r+1〉 = 0, j = 1, ..., q e l = 1, 2, ...,mj (2.2.7)

Além disso, se C ∈ Sn(R), então as equações (2.2.6) e (2.2.7) são também as condições
necessárias e suficientes para que C pertença a Ψ−At,A(An(R)).

Demonstração. Como A e C são matrizes reais, temos que C ∈ Ψ−At,A(Mn(R)) se, e
somente se, C ∈ Ψ−At,A(Mn(C)) = (ker(Ψ−A,At))⊥. Pela Proposição 2.1.2, o conjunto
com n elementos

∆ := {Yik, Yjl, Ȳjl, k = 1, 2, ..., ni e l = 1, 2, ...,mj},

em que
Yik = aika

t
i1 + ai,k−1a

t
i2 + ...+ ai1a

t
ik, i = 1, ..., p e k = 1, 2, ..., ni,

e
Yjl = wjlw

t
j1 + wj,l−1w

t
j2 + ...+ wj1w

t
jl, j = 1, ..., q e l = 1, 2, ...,mj,
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constitue uma base para ker(Ψ−A,At). Portanto, C ∈ Ψ−At,A(Mn(R)) se, e somente se,
para quaisquer i = 1, ..., p, k = 1, 2, ..., ni, j = 1, ..., q e l = 1, 2, ...,mj, tivermos

(Yik, C) = 0 = (Yjl, C),

uma vez que (Ȳjl, C) = (Yjl, C). Para i = 1, ..., p e k = 1, 2, ..., ni, temos

(Yik, C) = trY ∗ikC

= tr(ai1atik + ai2a
t
i,k−1 + ...+ aika

t
i1)C

= atikCai1 + ati,k−1Cai2 + ...+ ati1Caik.

= 〈aik, Cai1〉+ 〈ai,k−1, Cai2〉+ · · ·+ 〈ai1, Caik〉.

Por outro lado, para j = 1, ..., q e l = 1, 2, ...,mj, temos

(Yjl, C) = trY ∗jlC

= tr(w̄j1w∗jl + w̄j2w
∗
j,l−1 + ...+ w̄jlw

∗
j1)C

= w∗jlCw̄j1 + w∗jl−1Cw̄j2 + ...+ w∗j1Cw̄jl

= 〈wjl, Cw̄j1〉+ 〈wjl−1, Cw̄j2〉+ · · ·+ 〈wj1, Cw̄jl〉,

o que mostra a primeira afirmação. Para a última, observe inicialmente que Ψ−At,A(An(R)) ⊂
Sn(R) e Ψ−At,A(Sn(R)) ⊂ An(R). Portanto, se C ∈ Sn(R) pertence a Ψ−At,A(Mn(R)), isto
é, C = Ψ−At,A(T ) para alguma T ∈ (Mn(R)), então

C = Ψ−At,A(Ts) + Ψ−At,A(Ta),

logo Ψ−At,A(Ts) = 0, pois C e Ψ−At,A(Ta) pertencem a Sn(R), enquanto Ψ−At,A(Ts) ∈
An(R). Portanto C = Ψ−At,A(Ta) ∈ Ψ−At,A(An(R)).

Corolário 2.2.7. Sejam A ∈ Mn(R) uma matriz simétrica com n autovalores (reais)
distintos, e {a1, . . . , an} ⊂ Mn,1(R) uma base ortonormal de Mn,1(R) formada por auto-
vetores de A. Denote P = (a1, . . . , an) ∈Mn(R). Então

Ψ−At,A(Mn(R)) = PD0P
t = {P tBP : B ∈ D0},

em que D0 é o subespaço de Mn(R) formado pelas matrizes cujos elementos da diagonal
são todos nulos. Em particular, Ψ−At,A(An(R)) = PDs

0P
t, em que Ds

0 = D0 ∩ Sn(R).

Demonstração. Como A é simétrica, a base ∆ na demonstração da proposição anterior
reduz-se a ∆ = {a1, . . . , an}, logo as condições (2.2.6) e (2.2.7) para que C ∈ Mn(R)
pertença a Ψ−At,A(Mn(R)) tornam-se

〈ai, Cai〉 = 0, i = 1, . . . , n,
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ou seja, (P tCP )ii = 0 para todo i = 1, . . . , n. Assim, C ∈ Ψ−At,A(Mn(R)) se, e somente
se, P tCP ∈ D0, ou seja, C ∈ PD0P

t. Quanto à última afirmação, temos que C ∈
Ψ−At,A(An(R)) se, e somente se, C ∈ Sn(R) ∩ Ψ−At,A(Mn(R)), ou seja, C ∈ Sn(R) e
P tCP ∈ D0, o que por sua vez é equivalente a P tCP ∈ Ds

0, ou ainda, a C ∈ PDs
0P

t.

2.2.3 Soluções explícitas

Nesta subseção, exibimos soluções explícitas da equação

XA− AtX = C (2.2.8)

como casos particulares das soluções da equação (2.1.6) descritas na Proposição 2.1.9.
Seja JA = S−1AS a forma de Jordan de A. Então, a equação (2.2.8) é equivalente

a
ZJA − J tAZ = C̃, (2.2.9)

com Z = (S−1)tXS−1 e C̃ = (S−1)tCS−1. Particionando Z e C̃ pelos blocos de Jordan de
A como em (2.1.8), segue que (2.2.9) é equivalente ao conjunto de p2 equações matriciais
lineares

Ψ|−Jtni (αi),Jnj (αj) = ZijJnj(αj)− J tni(αi)Zij = C̃ij, i, j ∈ {1, 2, ..., p}. (2.2.10)

Proposição 2.2.8. Suponha que a equação (2.2.10) possua solução.

(i) Se αi − αj 6= 0, então

Zij =
ni+nj−2∑
n=0

(αi − αj)−(n+1)(−1)n+1 ∑
σ+τ=n

(−1)τ
 n

τ

 J tni(0)σC̃ijJnj(0)τ . (2.2.11)

(i) Se αi − αj = 0, os elementos (zkl) de Zij e (clk) de C̃ij estão relacionados por

ck,l = zk,l−1 − zk−1,l, (2.2.12)

para k = 1, 2, ..., ni, l = 1, 2, ..., nj e zk,0 = z0,l = 0.

Corolário 2.2.9. Sejam A ∈Mn(C) não depreciativa, JA = S−1AS sua forma de Jordan
e C = StC̃S uma matriz para a qual a equação (2.2.8) admite soluções. Então, uma
solução particular de (2.2.8) é X = StZS, sendo Zij dadas pela equação (2.2.11) e os
elementos (zkl) de Zii e (clk) de C̃ii relacionados por (2.2.12), com k, l = 1, ..., ni. Além
disso, se C ∈ Sn(R) e A ∈Mn(R), então Xa ∈Mn(R), e esta é a única solução de (2.2.8)
pertencente a An(R).

Demonstração. A primeira afirmação é consequência direta da Proposição 2.2.8. Para
a segunda afirmação, como Ψ−At,A(X) = C e C ∈ Sn(R), temos também que ΨAt,A(Xa) =
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C. Por outro lado, sendo A e C reais, temos que

C = Ψ−At,A(Xa) = Ψ−At,A(Re(Xa)) + iΨ−At,A(Im(Xa)),

logo Ψ−At,A(Im(Xa)) = 0. Sendo A não depreciativa, isto implica que Im(Xa) = 0, ou
seja, Xa é real e é, portanto, a única solução de (2.2.8) pertencente a An(R).

Corolário 2.2.10. Sejam A ∈ Sn(R) uma matriz simétrica com n autovalores distintos
e a1, . . . , an ∈ Mn,1(R) uma base ortonormal de Mn,1(R) formada por autovetores de A.
Denote S = (a1, . . . , an) ∈ Mn(R), e seja C ∈ SD0S

t = {SBSt : B ∈ D0}, em que D0

é o subespaço de Mn(R) formado pelas matrizes cujos elementos da diagonal são todos
nulos. Então, uma solução particular de (2.2.8) é X = StZS, em que Z = [zij], com

zij =


1

αi−αj c̃ij para i 6= j,

0, para i = j

e C̃ = [c̃ij] = StCS. Além disso, se C ∈ Sn(R) então X ∈ An(R), e esta é a única solução
de (2.2.8) pertencente a An(R).

2.3 Um sistema de equações matriciais

O objetivo desta seção é provar o seguinte resultado, que será necessário na demonstração
do principal teorema do quarto capítulo.

Proposição 2.3.1. Seja A ∈ Mm(R) não depreciativa. Para cada i = 1, ..., p (resp.,
j = 1, ..., q), sejam ai1, ai2, ..., aini (resp., wj1, wj2, ..., wjmj) os autovetores generalizados de
A associados ao bloco de Jordan Jni(αi) (resp., Jmj(αj)) de A correspondente ao autovalor
real (resp., complexo) αi (resp., αj). Dados c, c̃ ∈ R, ψ ∈ M1×m(R), ν ∈ Mn×m(R) e
β ∈Mp×m(R), as seguintes afirmações são válidas sobre o sistema de equações matriciais


X +X t = νtν + βtβ + c̃ψtψ

XA+ AtX t = βtβ − (c− c̃)ψtψ.
(2.3.1)

(i) O sistema (2.3.1) possui uma solução X ∈Mm(R) se, e somente se,

∑ki−1
r=0 (1− αi)〈βai,ki−r, βai,r+1〉 − 1

2〈βai,ki−r−1, βai,r+1〉 − 1
2〈βai,ki−r, βair〉

−αi〈νai,ki−r, νai,r+1〉 − 1
2〈νai,ki−r−1, νai,r+1〉 − 1

2〈νai,ki−r, νair〉

−((c− c̃) + αic̃)ψai,ki−rψai,ki+1 − 1
2 c̃ψai,ki−r−1ψai,r+1

−1
2 c̃ψai,ki−rψair = 0

(2.3.2)
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e
∑kj−1
r=0 (1− αj)〈βωj,kj−r, βω̄j,r+1〉 − 1

2〈βωj,kj−r−1, βω̄j,r+1〉 − 1
2〈βωj,kj−r, βω̄jr〉

−αj〈νωj,kj−r, νω̄j,r+1〉 − 1
2〈νωj,kj−r−1, νω̄j,r+1〉 − 1

2〈νωj,kj−r, νω̄jr〉

−((c− c̃) + c̃αj)ψωj,kj−rψω̄j,r+1 − 1
2 c̃ψωj,kj−r−1ψω̄j,r+1

−1
2 c̃ψωj,kj−rψω̄j,r = 0,

(2.3.3)
para quaisquer 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ ki ≤ ni e 1 ≤ kj ≤ nj.

(ii) Se as condições acima são satisfeitas, a solução X é única; explicitamente,

X = Xs +Xa,

com 2Xs = νtν + βtβ + c̃ψtψ e Xa a única solução em Am(R), dada pelo Corolário
2.2.9, da equação matricial

XA− AtX = Ds,

em que Ds é a parte simétrica da matriz D = (I−At)βtβ−Aνtν−((c−c̃)I+c̃At)ψtψ.

Demonstração. Sejam Xs = 1
2(X + X t) e Xa = 1

2(X − X t) as partes simétrica e
antisimétrica de X, respectivamente. Então X é uma solução do sistema (2.3.1) se, e só
se,

2Xs = νtν + βtβ + c̃ψtψ e XaA− AtXa = Ds,

ou seja, Ds pertence à imagem de

Ψ−At,A : Am(R) → Sm(R),
Xa 7→ XaA− AtXa.

Pelo Corolário 2.2.6, como A é não-depreciativa, isso ocorre se, e só se, Ds satisfaz as
equações (2.2.6) e (2.2.7), as quais são equivalentes às equações (2.3.2) e (2.3.3). Além
disso, Xa está unicamente determinada pelo Corolário 2.2.9.

Corolário 2.3.2. Sejam A ∈ Sn(R) uma matriz simétrica com n autovalores distintos
α1, . . . , αn e a1, . . . , an ∈Mn,1(R) uma base ortonormal de Mn,1(R) formada por autoveto-
res de A. Então o sistema de equações matriciais (2.3.1) possui uma solução X ∈Mm(R)
se, e somente se,

(1− αi)||βai||2 − αi||νai||2 − ((c− c̃) + αic̃)ψ2(ai) = 0, 1 ≤ i ≤ m.

Se tais equações são satisfeitas, a solução X de (2.3.1) é necessariamente única, e dada
explicitamente por

X = Xs +Xa,



As equações matriciais 55

com 2Xs = νtν+βtβ+ c̃ψtψ e Xa a única solução em Am(R), dada pelo Corolário 2.2.10,
da equação matricial

XA− AtX = Ds,

em que Ds é a parte simétrica da matriz D = (I −At)βtβ −Aνtν − ((c− c̃)I + c̃At)ψtψ.

2.3.1 Existência de soluções inversíveis

Para as aplicações à transformação vetorial de Ribaucour de subvariedades com curvatura
seccional constante c de Qn+p(c̃), precisamos estudar a existência de soluções inversíveis
do sistema de equações matriciais 2.3.1. Inicialmente mostramos o seguinte resultado
preliminar.

Lema 2.3.3. Nas condições da Proposição 2.3.1, seja (ψ, ν, β) uma tripla satisfazendo
(2.3.2) e (2.3.3). Suponha que uma das condições abaixo ocorra:

(a) c̃ ≥ 0;

(b) c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞).

Então kerX = kerX t ⊂ S, em que

S =

 ker ν ∩ ker β, se c̃ = c = 0;
kerψ ∩ ker ν ∩ ker β, se (c, c̃) 6= (0, 0),

Além disso, A(kerX) ⊂ kerX. Em particular, X é inversível se

Eαi ∩ S = {0} = Eαj ∩ Sc

para quaisquer 1 ≤ i ≤ p e 1 ≤ j ≤ q, em que Sc denota o complexificado de S.

Demonstração. Subtraindo a segunda equação de (2.3.1) da primeira obtemos

X(I − A) + (I − At)X t = νtν + cψtψ.

Segue que, para qualquer u ∈ kerX t,

0 = ||βu||2 + ||νu||2 + c̃ψ2(u) = ||βu||2 − (c− c̃)ψ2(u) = ||νu||2 + cψ2(u).

Como c̃ ≥ 0 ou c̃ < 0 e c ∈ (c̃, 0) ∪ (0,∞), obtemos que

kerX t ⊂ S.

Decorre então de (2.3.1) que kerX = kerX t. Usando isto, segue de (2.3.1) que A(kerX) ⊂
kerX. A última afirmação segue, uma vez que kerX ⊂ S.
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Definição 2.3.4. Uma tripla de matrizes (ψ, ν, β) é dita A-admissível se satisfaz (2.3.2)
e (2.3.3) e a (única) solução X de (2.3.1) é inversível. Se V,W1,W2 são espaços vetoriais e
A : V → V , ψ : V → R, ν : V → W1 e β : V → W2 são transformações lineares, dizemos
que (ψ, ν, β) é A-admissível se a (única) solução X : V → V de (2.3.1) é inversível.

O seguinte resultado estabelece condições sob as quais uma tripla A-admissível
existe.

Teorema 2.3.5. Seja A ∈ Mm(R) não depreciativa. Então existe uma tripla (ψ, ν, β)
A-admissível se uma das condições abaixo é satisfeita:

(i) c̃ < 0 e c ∈ [c̃, 0], ou c = c̃ = 0;

(ii) c̃ > 0, ou c̃ = 0 e c 6= 0, ou c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞) e A não possui autovalores reais
com multiplicidade algébrica ímpar.

Além disso, se c̃ > 0, ou c̃ = 0 e c 6= 0, ou c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞), e A possui
autovalores reais com multiplicidade algébrica ímpar, uma tal tripla existe se, e só se,
todos esses autovalores pertencem a

Z(c, c̃) =



[`, 0] ∪ [0, 1] se c ≥ c̃ > 0,

{`} ∪ [0, 1] se 0 ≤ c < c̃,

[0, 1] ∪ [1, `] se c < 0 e c̃ > 0,

(−∞, `] ∪ [0, 1] ∪ [1,∞) se c < c̃ < 0,

(−∞, 1] ∪ [`,∞) se c̃ < 0 e c > 0,

(−∞, 1] se c > 0 e c̃ = 0,

[0 ,∞) se c < 0 e c̃ = 0,

(2.3.4)

com ` = 1− c
c̃
.

Demonstração. Como na Proposição 2.3.1, para cada i = 1, ..., p (resp., j = 1, ..., q)
sejam ai1, ai2, ..., aini (resp., wj1, wj2, ..., wjmj) os autovetores generalizados de A associados
ao bloco de Jordan Jni(αi) (resp., Jmj(αj)) de A correspondente ao autovalor real (resp.,
complexo) αi (resp., αj).

Denotamos

ψ(aiki) = yiki , ψ(Rwjkj
) = yRjkj , ψ(Iwjkj ) = yIjkj , ν(aiki) = Yiki , ν(Rwjkj

) = Y R
jkj
,

ν(Iwjkj ) = Y I
jkj
, β(aiki) = ξiki , β(Rwjkj

) = ξRjkj e β(Iwjkj ) = ξIjkj .

Observe que a tripla (ψ, β, ν) satisfaz (2.3.2) e (2.3.3) se, e só se, para cada
autovalor real αi de A, os dados yiki , Yiki , ξiki , com 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ ki ≤ ni e 0 = yi0 =
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Yi0 = ξi0, satisfazem as equações

∑ki−1
r=0 (1− αi)〈ξi,ki−r, ξi,r+1〉 − 1

2〈ξi,ki−r−1, ξi,r+1〉 − 1
2〈ξi,ki−r, ξir〉

−αi〈Yi,ki−r, Yi,r+1〉 − 1
2〈Yi,ki−r−1, Yi,r+1〉 − 1

2〈Yi,ki−r, Yir〉

−((c− c̃) + αic̃)yi,ki−ryi,r+1 − 1
2 c̃yi,ki−r−1yi,r+1

−1
2 c̃yi,ki−ryir = 0

(2.3.5)

e, para cada autovalor complexo αj de A, os dados yRjkj , y
I
jkj
, Y R

jkj
, Y I

jkj
, ξRjkj , ξ

I
jkj

, com 1 ≤
j ≤ q, 1 ≤ kj ≤ nj e 0 = yj0 = yRj0 = yIj0 = Yj0 = Y R

j0 = Y I
j0 = ξj0 = ξRj0 = ξIj0, satisfazem

as equações

∑kj−1
r=0

{〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
−
〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
− (c− c̃)(yRj,kj−ry

R
j,r+1 − yIj,kj−ry

I
j,r+1)

−Rαj

(〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
−
〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+
〈
Y R
j,kj−r, Y

R
j,r+1

〉
−
〈
Y I
j,kj−r, Y

I
j,r+1

〉
+c̃yRj,kj−ry

R
j,r+1 − c̃yIj,kj−ry

I
j,r+1

)
−1

2

[〈
ξRj,kj−r−1, ξ

R
j,r+1

〉
+
〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r

〉
−
〈
ξIj,kj−r−1, ξ

I
j,r+1

〉
−
〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r

〉
+
〈
Y R
j,kj−r−1, Y

R
j,r+1

〉
+
〈
Y R
j,kj−r, Y

R
j,r

〉
−
〈
Y I
j,kj−r−1, Y

I
j,r+1

〉
−
〈
Y I
j,kj−r, Y

I
j,r

〉
+c̃(yRj,kj−r−1y

R
j,r+1 + yRj,kj−ry

R
j,r − yIj,kj−r−1y

I
j,r+1 − yIj,kj−ry

I
j,r)
]

+Iαj
(〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+
〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
+
〈
Y R
j,kj−r, Y

I
j,r+1

〉
+
〈
Y I
j,kj−r, Y

R
j,r+1

〉
+c̃(yRj,kj−ry

I
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r+1)

)}
= 0,∑kj−1

r=0

{〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+
〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
+ (c− c̃)(yRj,kj−ry

I
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r+1)

−Iαj
(〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
−
〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+
〈
Y R
j,kj−r, Y

R
j,r+1

〉
−
〈
Y I
j,kj−r, Y

I
j,r+1

〉
+c̃(yRj,kj−ry

R
j,r+1 − yIj,kj−ry

I
j,r+1)

)
−Rαj

(〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+
〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
+
〈
Y R
j,kj−r, Y

I
j,r+1

〉
+
〈
Y I
j,kj−r, Y

R
j,r+1

〉
+c̃(yRj,kj−ry

I
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r+1)

)
−1

2

[〈
ξRj,kj−r−1, ξ

I
j,r+1

〉
+
〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r

〉
+
〈
ξIj,kj−r−1, ξ

R
j,r+1

〉
+
〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r

〉
+
〈
Y R
j,kj−r−1, Y

I
j,r+1

〉
+
〈
Y R
j,kj−r, Y

I
j,r

〉
+
〈
Y I
j,kj−r−1, Y

R
j,r+1

〉
+
〈
Y I
j,kj−r, Y

R
j,r

〉
+c̃(yRj,kj−r−1y

I
j,r+1 + yRj,kj−ry

I
j,r + yIj,kj−r−1y

R
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r)
]}

= 0.
(2.3.6)

Em particular, para ki = 1 a equação (2.3.5) é

(1− αi)||ξi1||2 − αi||Yi1||2 − ((c− c̃) + αic̃) y2
i1 = 0. (2.3.7)

Inicialmente consideramos os casos em que c e c̃ satisfazem uma das condições
do Lema 2.3.3. Dividiremos a demonstração em uma série de afirmações:
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Afirmação 1: Dado i ∈ {1, . . . , p}, fazendo 0 = yi0 = Yi0 = ξi0 = 0, é possível escolher
yiki , Yiki , ξiki , para 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ ki ≤ ni, de modo que as equações (2.3.5) sejam
satisfeitas e tais que (yi1, Yi1, ξi1) 6= (0, 0, 0), ou seja, Eαi ∩ S = {0}, se, e só se, uma das
seguintes possibilidades ocorre:

(a) c = 0 = c̃;

(b) (c, c̃) 6= (0, 0) e αi ∈ Z(c, c̃).

Existe uma tripla (yi1, Yi1, ξi1) 6= (0, 0, 0) satisfazendo (2.3.7) a menos que os
coeficientes (1 − αi), −αi e − ((c− c̃) + αic̃) sejam todos positivos ou todos negativos.
Diremos que os coeficientes satisfazem a condicão CS (condição de sinal) caso nenhuma
dessas duas possibilidades ocorra. Observe que um ou mais dos coeficientes são nulos se
αi = 1 ou/e αi = − c

c̃
+ 1, ou αi = 0, ou c̃ = c = 0, e que em todos esses casos CS ocorre.

Para αi ∈ (0, 1), os coeficientes (1 − αi) e −αi têm sinais diferentes, e assim CS
vale nesses casos. Resta analisar o sinal quando αi ∈ (−∞, 0)∪ (1,∞), αi 6= − c

c̃
+ 1, para

os casos em que c̃ > 0, c̃ = 0 e c 6= 0, e c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞).
Para isso, definimos

κ : −[(c− c̃) + αic̃] e ` := −c
c̃

+ 1.

Temos
c̃ > 0, κ > 0 (< 0)⇔ αi < ` (> `),

c̃ < 0, κ < 0 (> 0)⇔ αi < ` (> `).

Vamos primeiro supor que αi ∈ (−∞, 0), caso em que (1 − αi) e −αi são positivos.
Considere as possibilidades:

i) c ≥ c̃ > 0: Temos ` ∈ (−∞, 0], e a condição CS ocorre se e só se, αi ∈ (`, 0).

ii) 0 < c < c̃: Temos ` > 0, e a condição CS não ocorre.

iii) c < 0 e c̃ > 0 : Temos ` > 1, e a condição CS não ocorre.

iv) c < c̃ < 0: Temos ` ∈ (−∞, 0] e CS ocorre se e só se αi ∈ (−∞, `).

v) c̃ < 0 e c > 0: Temos ` > 1, e ocorre CS.

vi) c > 0 e c̃ = 0: Temos κ = −c < 0, e a condição CS ocorre.

(vii) c < 0 e c̃ = 0: Temos κ = −c > 0, e a condição CS não ocorre.

Agora, se αi ∈ (1,∞), então (1− αi) e −αi são negativos. Considere os casos:

i) c ≥ c̃ > 0: Temos ` ∈ (−∞, 0], e a condição CS não ocorre.

ii) 0 ≤ c < c̃: Temos ` ∈ (0, 1], e a condição CS não ocorre.
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iii) c < 0 e c̃ > 0 : Temos ` > 1, e a condição CS ocorre se e só se, αi ∈ (1, `).

iv) c < c̃ < 0: Temos ` ∈ (−∞, 0] e CS ocorre.

v) c̃ < 0 e c > 0: Temos ` > 1, e ocorre CS se e só se αi ∈ (`,∞).

vi) c > 0 e c̃ = 0: Temos κ = −c < 0, e a condição CS não ocorre.

(vii) c < 0 e c̃ = 0: Temos κ = −c > 0, e a condição CS ocorre.

Assim, para c̃ = c = 0 a condição CS sempre ocorre, e para os casos c̃ > 0, c̃ = 0 e c 6= 0,
e c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞), ela ocorre se, e só se, αi satisfaz a equação (2.3.4).

Tomando qualquer soluçao não trivial de (2.3.7) e substituindo na equação (2.3.5)
com ki = 2, temos a equação de um hiperplano. Tome uma solução não trivial dessa
equação e substitua na equação (2.3.5) para ki = 3, obtendo novamente a equação de
um hiperplano, cuja solução é novamente tomada não trivial. Seguindo esse raciocínio,
obtemos uma solução para todas as equações.

Afirmação 2: Se i ∈ {1, . . . , p} é tal que αi tem multiplicidade algébrica par e αi 6∈
Z(c, c̃), fazendo yi0 = Yi0 = ξi0 = 0 é possível escolher yiki , Yiki , ξiki , com 1 ≤ ki ≤ ni,
de modo que as equações (2.3.5) sejam satisfeitas e de modo que ai1 6∈ kerX, ou seja,
Eαi ∩ kerX = {0}.

De αi 6= Z(c, c̃), segue que (2.3.7) só admite a solução trivial. Para ki = 2,
podemos tomar ξi2, Yi2 e yi2 quaisquer de modo que (2.3.5) seja satisfeita. Para ki = 3,
devemos ter ξij = Yij = yij = 0, com j = 1, 2 e ξi3, Yi3 e yi3 quaisquer como solução de
(2.3.5). É fácil verificar que ξil = Yil = yil = 0 para l ≤ ki = ni/2 são as únicas soluções
do sistema dado pelas equações (2.3.5), podendo ser ξil, Yil e yil quaisquer para l > ki.
Portanto, considerando as soluções β(ail) = ν(ail) = ψ(ail) = 0 para l ≤ ki = ni/2 e
β(ail), ν(ail) e ψ(ail) não todos nulos para l > ki, temos de (2.3.1) que

〈Xai1, ai1〉 = 0 (2.3.8)

e, novamente pela equação (2.3.1),

0 = 〈(XA+ AtX t − βtβ + (c− c̃)ψtψ)ai1, ajl〉 = αi 〈Xai1, ajl〉+ 〈X tai1, αjajl + aj,l−1〉

= (αi − αj) 〈Xai1, ajl〉 − 〈Xai1, aj,l−1〉 i 6= j, aj,0 = 0,
(2.3.9)

e

0 = 〈(XA+ AtX t − βtβ + (c− c̃)ψtψ)ai1, wjl〉 = αi 〈Xai1, wjl〉+ 〈X tai1, αjwjl + wj,l−1〉

= (αi − ᾱj) 〈Xai1, wjl〉 − 〈Xai1, wj,l−1〉 i 6= j, aj,0 = 0 e wj,0 = 0.
(2.3.10)
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Temos ainda que

0 = 〈(XA+ AtX t − βtβ + (c− c̃)ψtψ)ai1, ail〉 = αi 〈Xai1, ail〉+ 〈X tai1, αiail + ai,l−1〉
= −〈Xai1, ai,l−1〉 .

(2.3.11)
Assim, como A é não depreciativa, segue que

〈Xai1, ail〉 = 0, 1 ≤ l ≤ ni − 1

e
〈Xai1, ajl〉 =

〈
Xai1, Rwjl

〉
=
〈
Xai1, Iwjl

〉
= 0, 1 ≤ l ≤ ni.

Além disso,

0 = 〈(XaA− AtXa −Ds)ail, ait〉 = αi 〈Xaail, ait〉+ 〈Xaai,l−1, ait〉 − αi 〈Xaail, ait〉
− 〈Xaail, ai,t−1〉 − 〈Dsail, ait〉 , 1 ≤ l, t ≤ ni,

em que D = (I − At)βtβ − Aνtν − ((c− c̃)I + c̃At)ψtψ, logo

〈Xaai,l−1, ait〉 − 〈Xaail, ai,t−1〉 = 〈Dsail, ait〉 , 1 ≤ l, t ≤ ni. (2.3.12)

Dessa equação de recorrência e de Ds(ail) = 0 para l ≤ ni/2, obtemos que

〈Xai1, aini〉 = 〈Xaai2, ai,ni−1〉+ 〈Dsai2, ai,ni〉

= 〈Xaai2, ai,ni−1〉 = ... =
〈
Xaai,ni/2, ai,ni/2+1

〉
=

〈
Dsai,ni/2+1, ai,ni/2+1

〉
2 ,

pois
〈
Dsai,ni/2+1, ai,ni/2+1

〉
=
〈
Xaai,ni/2, ai,ni/2+1

〉
−
〈
Xaai,ni/2+1, ai,ni/2

〉
= 2

〈
Xaai,ni/2, ai,ni/2+1

〉
,

ou seja,

〈Xai1, aini〉 =
〈
Xaai,ni/2, ai,ni/2+1

〉
=

〈
Dsai,ni/2+1, ai,ni/2+1

〉
2 .

Como β(ail), ν(ail) e ψ(ail) não são todas nulas para l > ni/2, temos
〈
Dsai,ni/2+1, ai,ni/2+1

〉
= (1− αi)||β(ai,ni/2+1||2 − ((c− c̃)− αic̃)ψ2(ai,ni/2+1)

−αi||νai,ni/2+1||2

= (1− αi)||ξi,ni/2+1||2 − ((c− c̃)− αic̃)y2
i,ni/2+1 − αi||Yi,ni/2+1||2

6= 0.

Assim, ai1 /∈ ker(X).
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Afirmação 3: Se j ∈ {1, . . . , q}, fazendo yj0 = yRj0 = yIj0 = Yj0 = Y R
j0 = Y I

j0 = ξj0 = ξRj0 =
ξIj0 = 0, é possível escolher yRjkj , y

I
jkj
, Y R

jkj
, Y I

jkj
, ξRjkj , ξ

I
jkj

, com 1 ≤ kj ≤ nj, de modo que as
equações (2.3.6) sejam satisfeitas e tais que wj1 /∈ Sc, ou seja, Eαj ∩ Sc = {0}.

Duas hiperesferas se interceptam se a distância d entre os dois centros e os res-
pectivos raios r1 e r2 satisfazem a relação

|r1 − r2| < d < r1 + r2.

Dessa forma, para a equação com kj = 1, tome os vetores ξRj1, ξIj1, yRj1, yIj1, Y I
j1 não nulos

de forma que se interceptem as hiperesferas do Rn dadas por

Rαj ||Y R
j1 ||2 − 2Iαj

〈
Y R
j1 , Y

I
j1

〉
= (1−Rαj)

(
||ξRj1||2 − ||ξIj1||2

)
−
(
(c− c̃) +Rαj c̃

) (
yRj1

2 − yIj1
2)

+Rαj ||Y I
j1||+ 2Iαj

〈
ξRj1, ξ

I
j1

〉
+ 2c̃IαjyRj1yIj1,

Iαj ||Y R
j1 ||2 + 2Rαj

〈
Y R
j1 , Y

I
j1

〉
= 2(1−Rαj)

〈
ξRj1, ξ

I
j1

〉
+ 2

(
(c− c̃)− c̃Rαj

)
yRj1y

I
j1

−Iαj
(
||ξRj1||2 − ||ξIj1||2

)
+ Iαj ||Y I

j1||2 − c̃Iαj
(
(yRj1)2 − (yIj1)2

)
.

Para a solução, basta tomar Y R
j1 não nulo nessa interseção.

Para a equação com kj = 2, como ξRj1, ξIj1, yRj1, yIj1, Y I
j1, Y

R
j1 estão fixados, temos

as seguintes equações de hiperplanos em R2(p+n+1)

〈
ξRj2, Iαjξ

I
j1 + (1−Rαj)ξRj1

〉
+
〈
ξIj2, Iαjξ

R
j1 − (1−Rαj)ξIj1

〉
+yRj2

(
−
(
(c− c̃)−Rαj c̃

)
yRj1 + Iαj c̃y

I
j1

)
+ yIj2

(
−
(
(c− c̃)−Rαj c̃

)
yIj1 + Iαj c̃y

R
j1

)
+
〈
Y R
j2 , IαjY

I
j1 −RαjY

R
j1

〉
+
〈
Y I
j2, IαjY

R
j1 +RαjY

I
j1

〉
−1

2

(
||ξRj1||2 + ||Y R

j1 ||2 − ||ξIj1||2 − ||Y I
j1||2 + c̃(yIj1)2 − c̃(yRj1)2

)
= 0〈

ξRj2, (1−Rαj)ξIj1 − IαjξRj1
〉

+
〈
ξIj2, (1−Rαj)ξRj1 + Iαjξ

I
j1

〉
+yRj2

((
(c− c̃)− c̃Rαj

)
yIj1 − c̃IαjyRj1

)
+ yIj2

((
(c− c̃)− c̃Rαj

)
yRj1 + c̃Iαjy

I
j1

)
+
〈
Y R
j2 ,−RαjY

I
j1 − IαjY R

j1

〉
+
〈
Y I
j2,−RαjY

R
j1 + IαjY

I
j1

〉
−
〈
ξRj1, ξ

I
j1

〉
−
〈
Y R
j1 , Y

I
j1

〉
− c̃

(
yRj1y

I
j1 + yIj1y

R
j1

)
= 0.

As i-ésimas coordenadas de (ξRj2)i e (ξIj2)i no primeiro hiperplano são, respectivamente,

Iαj(ξIj1)i + (1−Rαj)(ξRj1)i e Iαj(ξRj1)i − (1−Rαj)(ξIj1)i,

e no segundo hiperplano são, respectivamente,

(1−Rαj)(ξIj1)i − Iαj(ξRj1)i e (1−Rαj)(ξRj1)i + Iαj(ξIj1)i.
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Agora, como
(
(Iαj(ξIj1)i + (1−Rαj)(ξRj1)i)

)2
= −

(
(1−Rαj)(ξIj1)i − Iαj(ξRj1)i

)2

se, e só se, (
(1−Rαj)2 + I2

αj

) (
(ξRj1)2 + (ξIj1)2

)
= 0,

e essa não ocorre, temos que os dois hiperplanos se interceptam. Assim, basta tomar um
ponto não nulo nessa interseção. Por indução, suponha escolhidos todos os elementos com
índices 1, ..., kj−1. Observe que as equações em (2.3.6) são equivalentes às equações
〈
ξRjkj , Iαjξ

I
j1 + (1−Rαj)ξRj1

〉
+
〈
ξIjkj , Iαjξ

R
j1 − (1−Rαj)ξIj1

〉
+yRjkj

(
−
(
(c− c̃)−Rαj c̃

)
yRj1 + Iαj c̃y

I
j1

)
+ yIjkj

(
−
(
(c− c̃)−Rαj c̃

)
yIj1 + Iαj c̃y

R
j1

)
+
〈
Y R
jkj
, IαjY

I
j1 −RαjY

R
j1

〉
+
〈
Y I
jkj
, IαjY

R
j1 +RαjY

I
j1

〉
+A

(
ξRj1, Y

R
j1 , ξ

I
j1, Y

I
j1, y

I
j1, y

R
j1, ..., ξ

R
jkj−1

, Y R
jkj−1

, ξIjkj−1
, Y I

jkj−1
, yIjkj−1

, yRjkj−1

)
= 0〈

ξRjkj , (1−Rαj)ξIj1 − IαjξRj1
〉

+
〈
ξIjkj , (1−Rαj)ξRj1 + Iαjξ

I
j1

〉
+yRjkj

((
(c− c̃)− c̃Rαj

)
yIj1 − c̃IαjyRj1

)
+ yIjkj

((
(c− c̃)− c̃Rαj

)
yRj1 + c̃Iαjy

I
j1

)
+
〈
Y R
jkj
,−RαjY

I
j1 − IαjY R

j1

〉
+
〈
Y I
jkj
,−RαjY

R
j1 + IαjY

I
j1

〉
+B

(
ξRj1, Y

R
j1 , ξ

I
j1, Y

I
j1, y

I
j1, y

R
j1, ..., ξ

R
jkj−1

, Y R
jkj−1

, ξIjkj−1
, Y I

jkj−1
, yIjkj−1

, yRjkj−1

)
= 0,

em que

A
(
ξRj1, Y

R
j1 , ξ

I
j1, Y

I
j1, y

I
j1, y

R
j1, ..., ξ

R
jkj−1

, Y R
jkj−1

, ξIjkj−1
, Y I

jkj−1
, yIjkj−1

, yRjkj−1

)
e

B
(
ξRj1, Y

R
j1 , ξ

I
j1, Y

I
j1, y

I
j1, y

R
j1, ..., ξ

R
jkj−1

, Y R
jkj−1

, ξIjkj−1
, Y I

jkj−1
, yIjkj−1

, yRjkj−1

)
,

são funções reais envolvendo os dados anteriores. De maneira análoga, temos que tais
hiperplanos se interceptam, e assim segue a afirmação.

Afirmação 4: Se i ∈ {1, . . . , p} é tal que αi tem multiplicidade ímpar e αi 6∈ Z(c, c̃),
então ai1 ∈ kerX.

Segue de αi 6∈ Z(c, c̃) que (2.3.7) só admite a solução trivial. Para ki = 2,
podemos tomar ξi2, Yi2 e yi2 quaisquer de modo que (2.3.5) seja satisfeita. Para ki = 3
devemos ter ξij = Yij = yij = 0, com j = 1, 2 e ξi3, Yi3 e yi3 quaisquer como solução de
(2.3.5). É fácil verificar que ξil = Yil = yil = 0 para l ≤ ki = (ni + 1)/2 são as únicas
soluções do sistema dado pelas equações (2.3.5), podendo ser ξil, Yil e yil quaisquer para
l > ki, os quais tomamos não nulos. Para essa solução, temos como na Afirmação 2 as
equações (2.3.8), (2.3.9), (2.3.10), (2.3.11) e (2.3.12). Segue dessas equações e do fato de
A ser não depreciativa que 〈Xai1, ail〉 = 0, 1 ≤ l ≤ ni − 1 e 〈Xai1, ajl〉 =

〈
Xai1, Rwjl

〉
=〈

Xai1, Iwjl
〉

= 0, 1 ≤ l ≤ ni.
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Da equação (2.3.12) e do fato de que Ds(ail) = 0 para l ≤ (ni + 1)/2, segue que

〈Xaai1, aini〉 = 〈Xaai2, ai,ni−1〉+ 〈Dsai2, aini〉

= 〈Xaai2, ai,ni−1〉 = ... =
〈
Xaai,(ni+1)/2, ai,(ni+1)/2

〉
= 0.

Portanto ai1 ∈ ker(X).

Tendo em vista o Lema 2.3.3, as afirmações do teorema para os valores de c e c̃ nas
hipóteses de tal lema decorrem das Afirmações 1-4 acima. Para finalizar a demonstração
do teorema, basta verificar a existência de uma tripla A-admissível (ψ, ν, β) no caso em
que c̃ < 0 e c ∈ [c̃, 0]. Para isso, vamos supor, sem perda de generalidade, que p < n.
Tome uma matriz β ∈ Mp×m(R) com a propriedade de que nenhum dos vetores Re(wj1)
e Im(wj1) pertença ao núcleo de β e tal que ai1 ∈ kerβ somente se αi = − c

c̃
+ 1. Seja

ν ∈Mn×m(R) a matriz

ν =
 λPβ

0

 .
em que P é uma matriz ortogonal de ordem p, λ ∈ R/{0} e 0 ∈ M(n−p)×m(R). Nessas
condições, kerν = kerβ e νtν = λ2βtβ. A partir dessas matrizes e da base de Jordan de
A, vamos mostrar ser possível obter ψ de modo que as equações (2.3.2) e (2.3.3) sejam
satisfeitas. Nesse caso, essas equações são equivalentes a

∑ki−1
r=0 (1− αi(1 + λ2))〈ξi,ki−r, ξi,r+1〉 − 1

2(1 + λ2)〈ξi,ki−r−1, ξi,r+1〉 − 1
2(1 + λ2)〈ξi,ki−r, ξir〉

−((c− c̃) + αic̃)yi,ki−ryi,r+1 − 1
2 c̃yi,ki−r−1yi,r+1

−1
2 c̃yi,ki−ryir = 0,

(2.3.13)
com 0 = yi0 = ξi0, e para αj complexo, as equações



As equações matriciais 64

∑kj−1
r=0

{
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
− (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
−(c− c̃)(yRj,kj−ry

R
j,r+1 − yIj,kj−ry

I
j,r+1)

−Rαj

(
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
− (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+c̃yRj,kj−ry

R
j,r+1 − c̃yIj,kj−ry

I
j,r+1

)
− 1

2

[
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r−1, ξ

R
j,r+1

〉
+(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r

〉
− (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r−1, ξ

I
j,r+1

〉
− (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r

〉
+c̃(yRj,kj−r−1y

R
j,r+1 + yRj,kj−ry

R
j,r − yIj,kj−r−1y

I
j,r+1 − yIj,kj−ry

I
j,r)
]

+Iαj
(
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+ (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
+c̃(yRj,kj−ry

I
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r+1)

)}
= 0,∑kj−1

r=0

{
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+ (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
+(c− c̃)(yRj,kj−ry

I
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r+1)

−Iαj
(
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
− (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+c̃(yRj,kj−ry

R
j,r+1 − yIj,kj−ry

I
j,r+1)

)
−Rαj

(
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r+1

〉
+(1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r+1

〉
+ c̃(yRj,kj−ry

I
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r+1)

)
−1

2

[
(1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r−1, ξ

I
j,r+1

〉
+ (1 + λ2)

〈
ξRj,kj−r, ξ

I
j,r

〉
+(1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r−1, ξ

R
j,r+1

〉
+ (1 + λ2)

〈
ξIj,kj−r, ξ

R
j,r

〉
+c̃(yRj,kj−r−1y

I
j,r+1 + yRj,kj−ry

I
j,r + yIj,kj−r−1y

R
j,r+1 + yIj,kj−ry

R
j,r)
]}

= 0,
(2.3.14)

com 0 = yj0 = yRj0 = yIj0 = ξj0 = ξRj0 = ξIj0.
Observe que a equação (2.3.13) para ki = 1 é a equação da quádrica

(
1− αi(1 + λ2)

)
||ξi1||2 − ((c− c̃) + αic̃) y2

i1 = 0.

Essa quádrica admite solução não trivial se (1−αi(1+λ2)) e −((c− c̃)+αic̃) têm
sinais opostos ou ambos são nulos ou se αi(1+λ2) = 1 ou se (c− c̃)+αic̃ = 0. Nesse último
caso é possível tomar uma solução não trivial porque β foi tomado com β(ai1) = ξi1 = 0
se (c− c̃) + αic̃ = 0.

Vamos verificar que para uma escolha adequada de λ, sempre é possível escolher
uma solução não nula dessa quádrica. Definindo

κ : [(c− c̃) + αic̃] e ` := −c
c̃

+ 1,

esses dois coeficientes têm o sinais opostos se e só se

(1− αi)κ > αiκλ
2. (2.3.15)
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De c̃ < 0 e c̃ ≤ c ≤ 0 temos que ` ∈ [0, 1] e κ > 0 (< 0) se e só se, αi < ` (> `). Observe
ainda que κ > 0 (< 0), vale (2.3.15) se e só se, αiλ2 < 1− αi (> 1− αi).

Vamos analisar os casos

i) αi ∈ (−∞, 0), temos κ > 0 e vale (2.3.15), pois αiλ2 < 1− αi.

ii) αi ∈ (0, `), temos κ > 0, e vale (2.3.15) se e só se, λ2 < 1
αi
− 1.

iii) αi ∈ (`, 1), temos κ < 0, e vale (2.3.15) se e só se, λ2 > 1
αi
− 1.

iv) αi ∈ [1,∞), temos κ < 0 e vale (2.3.15).

Em todos os casos, para a condição (2.3.15) ser satisfeita, basta tomar um valor adequado
para λ. Assim, de modo análogo às Afirmações 1 e 3, podemos tomar uma solução não
trivial para o sistema (2.3.13) e (2.3.14), ou seja, podemos definir ψ na base de Jordan de
A a partir dessas equações com ai1, R(wj1), I(wj1) /∈ kerβ ∩ kerψ, qualquer i e j, e assim,

Eαi ∩ S = {0} = Eαj ∩ Sc, (2.3.16)

em que Sc denota o complexificado de S = kerβ ∩ kerψ.
Agora, de (2.3.1) temos

X(A− I) + (At − I)X t = λ2βtβ + cψtψ,

logo, segue novamente de (2.3.1), para qualquer u ∈ kerX t que

0 = (1 + λ2)||βu||2 + c̃ψ2(u) = ||βu||2 − (c− c̃)ψ2(u) = λ2||βu||2 + cψ2(u).

Decorre dessas equações o seguinte sistema ||βu||2 − (c− c̃)ψ2(u) = 0,
(1 + λ2)||βu||2 + c̃ψ2(u) = 0.

Fazendo a escolha de λ 6= 1
`
− 1, esse sistema admite somente a solução trivial ||βu|| =

ψ(u) = 0, e assim, vale
kerX t ⊂ S. (2.3.17)

Dessarte, por (2.3.1) kerX = kerX t. Usando isto, decorre de (2.3.1) que A(kerX) ⊂
kerX. A inversibilidade de X segue de (2.3.16) e (2.3.17).

Para o caso particular em que A é simétrica, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.3.6. Seja A ∈Mm(R) simétrica com m autovalores distintos α1, . . . , αm.

(i) Se c e c̃ satisfazem uma das condições do Lema 2.3.3, então uma tripla (ψ, ν, β) é
A-admissível se, e só se, Eαi ∩ S = {0} para todo 1 ≤ i ≤ m. Além disso, uma tal
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tripla existe sempre se c = 0 = c̃ e, caso contrário, isso ocorre se,e só se, αi ∈ Z(c, c̃)
para todo 1 ≤ i ≤ m.

(ii) Se c̃ < 0 e c ∈ [c̃, 0], uma tripla A-admissível (ψ, ν, β) sempre existe.

Demonstração. O fato de que a tripla (ψ, ν, β) é A-admissível se Eαi ∩ S = {0} para
todo 1 ≤ i ≤ m é consequência do Lema 2.3.3. Para mostrar que essa condição é também
necessária, observe que, se ai ∈ S, em que ai é um autovetor de A associado a αi, então
(2.3.1) implica que

〈Xai, ai〉 = 〈Xaai, ai〉 = −〈Xi, Xaai〉 = −〈Xaai, ai〉 = −〈Xai, ai〉 ,

logo 〈Xai, ai〉 = 0. Por outro lado,

0 = 〈(XA+ AtX t − βtβ − (c− c̃)ψtψ)ai, aj〉 = αi 〈Xai, aj〉+ 〈X tai, αjaj〉
= (αi − αj) 〈Xai, aj〉 ∀ i 6= j,

portanto Xai = 0.
A última afirmação em (i), assim como aquela em (ii), decorre do Teorema 2.3.5.

2.4 A equação de Lyapunov

Dada A ∈Mn(C), a equação
AtX +XA = C (2.4.1)

é conhecida como a equação de Lyapunov. O seguinte resultado é um caso particular do
Corolário 2.1.3.

Teorema 2.4.1. Dada A ∈ Mn(C), a equação de Lyapunov (2.4.1) possui uma única
solução X ∈Mn(C) para qualquer C ∈Mn(C) se, e somente se, σ(A) ∩ (−σ(A)) = ∅.

A seguinte consequência do teorema anterior será necessária no Teorema 2.4.5.

Corolário 2.4.2. Se A ∈ Mn(R) satisfaz σ(A) ∩ (−σ(A)) = ∅, então a equação (2.4.1)
possui uma única solução X ∈Mn(R) para qualquer C ∈Mn(R), a qual pertence a An(R)
(respectivamente, Sn(R)) caso C ∈ An(R) (respectivamente, C ∈ Sn(R)).

Demonstração. Se σ(A) ∩ (−σ(A)) = ∅, decorre do Teorema 2.4.1 que a aplicação

ΨAt,A : Mn(C)→Mn(C)

X 7→ AtX +XA.

é um isomorfismo. Para A ∈ Mn(R), a aplicação ΨAt,A deixa Mn(R) invariante, o que
mostra a primeira afirmação. A segunda decorre do fato de que ΨAt,A também deixa
An(R) e Sn(R) invariantes.



As equações matriciais 67

Uma forma explícita para a solução da equação (2.4.1) pode ser obtida a partir
da Proposição (2.1.5). Uma outra forma explícita para a solução de (2.4.1), para a qual
não é necessário decompô-la em blocos, é consequência da Proposição 2.1.8.

Corolário 2.4.3. Se A ∈ Mn(R) satisfaz σ(A) ∩ (−σ(A)) = ∅, então a (única) solução
da equação (2.4.1) é dada por

X = q−A(A)−1η(A,C), (2.4.2)

sendo
q−A(x) =

n∑
k=1

akx
k, an = 1,

o polinômio característico de −A, e

η(A,C) =
n∑
k=1

k−1∑
i=0

(−1)i(At)k−1−iCAi.

Além disso, tal solução é um polinômio em A e C.

Demonstração. A afirmação decorre imediatamente da Proposição 2.1.8 substituindo
A e B por At e −A, respectivamente.

No Corolário 2.4.3, se acrescentarmos a hipótese de A ser simétrica, obtemos
a solução dada no Corolário 2.1.6. Temos também uma solução sem a necessidade de
particionar em blocos.

Proposição 2.4.4. Se A ∈Mn(R) é simétrica e σ(A)∩σ(−A) = ∅, então a única solução
de (2.4.1) é dada por

X =
n∑
i=1

aia
t
iC(At + αiI)−1,

em que a1, . . . , an é uma base ortonormal de Rn formada por autovetores de A, com
respectivos autovalores α1, . . . , αn.

Demonstração. Observe que det(A+αiI) = pA(−αi) 6= 0, uma vez que σ(A)∩σ(−A) =
∅. Afirmamos que ∑n

i=1 aia
t
i = I. De fato, para qualquer x = ∑

j xjaj temos

n∑
i=1

aia
t
i

∑
j

xjaj =
n∑
i=1

∑
j

xjaiδij =
∑
i

xiai = x.
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Portanto,

AX +XAt = A
∑n
i=1 aia

t
iC(At + αiI)−1 +∑n

i=1 aia
t
iC(At + αiI)−1At

= A
∑n
i=1 aia

t
iC(At + αiI)−1 +∑n

i=1 aia
t
iC(At + αiI)−1(At + αiI)

−∑n
i=1 αiaia

t
iC(At + αiI)−1

= ∑n
i=1 αiaia

t
iC(At + αiI)−1 +∑n

i=1 aia
t
iC −

∑n
i=1 αiaia

t
iC(At + αiI)−1

= C.

2.4.1 Propriedades da solução de uma equação de Lyapunov

Nesta seção, estudamos certas propriedades da solução de uma equação de Lyapunov que
surge ao aplicar a transformação de Ribaucour vetorial às subvariedades Lagrangianas
com curvatura constante c de espaços complexos com curvatura holomorfa constante 4c.

Proposição 2.4.5. Seja P ∈ Mm(R) tal que σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅. Dados c ∈ R,
ψ ∈M1×m(R) e ν ∈Mn×m(R), seja X a única solução da equação de Lyapunov

X tP + P tX t = −Tρ, (2.4.3)

em que T = −P t − (P t)−1 e ρ = P tQP , com Q = νtν + cψtψ. Então X satisfaz

X +X t = Q+ ρ (2.4.4)

e
TX −X tT t = 0. (2.4.5)

Além disso,
XL+ LtX t = ρ,

em que L = (P 2 + I)−1P 2.

Demonstração. Temos que

(Q+ ρ)P + P t(Q+ ρ) + 2Tρ = (Q+ ρ)P + P t(Q+ ρ)− 2P tρ− 2QP
= −QP + ρP + P tQ− P tρ

= (−QP + ρP )− (−QP + ρP )t

é uma matriz anti-simétrica, logo (Q+ ρ)/2 é a (única) solução da equação de Lyapunov

XP + P tX = −(Tρ)s,

ou seja, (Q+ ρ)/2 é a parte simétrica da (única) solução de (2.4.3), o que mostra (2.4.4).
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Mostremos que X satisfaz (2.4.5). De fato, usando (2.4.4) e (2.4.3) obtemos

TX −X tT t = −P tX − (P t)−1X +X tP +X tP−1

= −P tX − (P t)−1X − P tX t − Tρ+X tP−1

= −P tX − (P t)−1X − P tX t − Tρ− (P t)−1X t − (P t)−1TρP−1

= −P t(X +X t)− (P t)−1(X +X t) + P tρ+ (P t)−1ρ+ ρP−1 + (P t)−2ρP−1

= −P t(Q+ ρ)− (P t)−1(Q+ ρ) + P tρ+ (P t)−1ρ+ ρP−1 + (P t)−2ρP−1

= −P tQ− (P t)−1 + P tQ+ (P t)−1

= 0.

Observe agora que
T t = −P − P−1 = −P−1(I + P 2).

Como σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅, temos que −1 6∈ σ(P 2), logo T é inversível e

T tL = −P. (2.4.6)

Portanto,
T (XL+ LtX t) = TXL+ TLtX t = X tT tL+ TLtX t

= −X tP − P tX t = Tρ.

Soluções inversíveis de 2.4.3

Nas aplicações da transformação vetorial de Ribaucour às subvariedades Lagran-
gianas com curvatura constante c de espaços complexos com curvatura holomorfa cons-
tante 4c, precisamos estudar a existência de soluções inversíveis da equação de Liapounov
2.4.3.

Definição 2.4.6. Seja P ∈Mm(R) tal que σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅. Se c = 0 (resp., c 6= 0),
dizemos que ν ∈ Mn×m(R) (resp., o par (ψ, ν), com ψ ∈ M1×m(R) e ν ∈ Mn×m(R)) é P -
admissível se a (única) solução X = X(ν, ψ, c) (resp., X = X(ν)) de (2.4.3) é inversível.
Se V eW1 são espaços vetoriais, P : V → V , ψ : V → R e ν : V → W1 são transformações
lineares e c = 0 (resp., c > 0), dizemos que ν (resp., o par (ψ, ν)) é P -admissível se a
(única) solução X : V → V de (2.4.3) é inversível.

A existência de uma matriz ν (resp., um par (ψ, ν)) P -admissível quando c = 0
(resp., c 6= 0), é assegurada pelo seguinte resultado.

Proposição 2.4.7. Seja P ∈Mm(R) tal que σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅.

i) Se c > 0, então o par (ψ, ν) é P-admissível se, e só se, Eα∩S = {0} (resp., Eα∩Sc 6=
{0}) para todo autovetor real (resp., complexo) α de P, em que S = kerψ ∩ kerν e
Sc é o complexificado de S.
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ii) Se c = 0, então ν é P-admissível se, e só se, Eα∩kerν = {0} (resp., Eα∩ (kerν)c 6=
{0}) para todo autovetor real (resp., complexo) α de P, em que (kerν)c é o comple-
xificado de kerν.

iii) Se c < 0, então
a) se Eα ∩ kerν = {0} (resp., Eα ∩ (kerν)c = {0}) para todo autovetor real (resp.,
complexo) α de P , então existe ε > 0 tal que (ψ, ν) é P-admissível se |ψ| < ε.

b) se Eα ∩ kerψ = {0} (resp., Eα ∩ (kerψ)c = {0}) para todo autovetor real (resp.,
complexo) α de P , em que (kerψ)c é o complexificado de kerψ, então existe ε > 0
tal que (ψ, ν) é P-admissível se |ν| < ε.

Demonstração. i) Suponha que (ψ, ν) satisfaça Eα ∩ S = {0} (respectivamente, Eα ∩
Sc = {0}) para todo autovalor real (respectivamente, complexo) α de P . Temos da
equação (2.4.4) que

ut(X +X t)u = ut(νtν + cψtψ + P tνtνP + cP tψtψP )u.

Assim, para qualquer u ∈ kerX t obtemos que

0 = ||νu||2 + c(ψu)2 + ||νPu||2 + c(ψPu)2.

Como c > 0, concluímos que u ∈ S, logo

kerX t ⊂ S.

Decorre de (2.4.4) que kerX t = kerX e, por (2.4.3),

P (kerX) ⊂ kerX.

Como kerX ⊂ S, segue que kerX = {0} se Eα∩S = {0} (respectivamente, Eα∩Sc = {0})
para todo autovalor real (respectivamente, complexo) α de P .

Reciprocamente, suponha que exista um autovalor real αi de P tal que ai1 ∈
Eαi ∩ S, ai1 6= 0. Então 〈

X tai1, ai1
〉

= 0,

e, pela equação (2.3.1),

0 = 〈(X tP + P tX t + Tρ)ai1, ajl〉 = αi 〈ai1, Xajl〉+ 〈ai1, X(αjajl + aj,l−1)〉
= (αi + αj) 〈ai1, Xajl〉 − 〈ai1, Xaj,l−1〉 i 6= j, aj,0 = 0,

e
0 = 〈(X tP + P tX t + Tρ)ai1, wjl〉 = αi 〈ai1, Xwjl〉+ 〈ai1, X(αjwjl + wj,l−1)〉
= (αi + ᾱj) 〈ai1, Xwjl〉 − 〈ai1, Xwj,l−1〉 i 6= j, aj,0 = 0 e wj,0 = 0.
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Temos ainda que

0 = 〈(X tP + P tX t + Tρ)ai1, ail〉 = αi 〈ai1, Xail〉+ 〈ai1, X(αiail + ai,l−1)〉
= 2αi 〈ai1, Xail〉 − 〈ai1, Xai,l−1〉 , aj,0 = 0.

Dessas equações obtemos que ai1 ∈ kerX t. De forma análoga se mostra que kerX 6= {0}
se Eα ∩ Sc 6= {0} para algum autovalor complexo de P .

ii) Esse caso segue de maneira análoga ao anterior, substituindo c > 0 por c = 0
e S por kerν.

iii) Observe que a única solução X(ν, ψ, c) de (2.4.3), a qual é dada por (2.4.2),
depende continuamente de (ψ, ν, c). Vamos inicialmente demonstrar (a). Fazendo ψ = 0
temos análogo ao caso c = 0 que X(ν, 0, c) é inversível se Eα ∩ kerν = {0} (resp.,
Eα ∩ (kerν)c = {0}) para todo autovetor real (resp., complexo) α de P . Assim, existe
ε > 0 tal que X(ν, ψ, c) é inversível para todo ψ com ||ψ|| < ε.

Para (b), fazendo ν = 0, segue como no caso c > 0 com ν = 0, que X(0, ψ, c) é
inversível desde que Eα ∩ kerψ = {0} (resp., Eα ∩ (kerψ)c = {0}), para todo autovetor
real (resp., complexo) α de P . Assim, existe ε > 0 tal que X(ν, ψ, c) é inversível para
todo ν com ||ν|| < ε.



Capítulo 3

A transformação de Ribaucour

O objetivo deste capítulo é apresentar parte da teoria das transformações de Ribaucour.
Essas transformações têm proporcionado, em particular, uma ferramenta importante para
a construção de exemplos de subvariedades pertencentes a uma certa classe. Baseamo-nos
aqui nos trabalhos de M. Dajczer e R. Tojeiro, que em [12] e [13] introduzem a transfor-
mação escalar de Ribaucour para subvariedades de dimensão e codimensão quaisquer em
um espaço forma pseudo-Riemanniana de curvatura seccional constante c e índice s, em
[11] e [35] as utilizam no estudo de subvariedades Lagrangianas com curvatura seccional
constante c de formas espaciais complexas com curvatura holomorfa 4c, e em [7], junto
com L. Florit, estudam a transformação vetorial de Ribaucour.

3.1 A transformação escalar de Ribaucour

Nesta seção, expomos uma resenha sobre a teoria da transformação escalar de Ribaucour
para subvariedades de dimensão e codimensão quaisquer em Qn+p

s (c̃).
Classicamente, duas superfícies em R3 estão relacionadas por uma transformação

de Ribaucour quando existe um difeomorfismo entre elas preservando as linhas de cur-
vatura tal que as retas normais em pontos correspondentes se interceptam em um ponto
que está equidistante de ambos.

Esta noção foi estendida por Dajczer e Tojeiro em [13] para imersões isométricas
f : Mn → Qn+p

s (c̃) como segue. Primeiramente, dada uma imersão isométrica f : Mn →
Rn+p
s := Qn+p

s (0), dizemos que uma imersão f̃ : M̃n → Rn+p
s , em que M̃n é a variedade

Mn com a métrica induzida por f̃ , é uma transformada escalar de Ribaucour de f quando
existe uma isometria de fibrados vetoriais P : f ∗TRn+p

s → f̃ ∗TRn+p
s , uma seção suave

ω ∈ Γ((f ∗TRn+p
s )∗) e um tensor simétrico D sobre Mn tais que ||f − f̃ || 6= 0 em todos os

pontos de Mn,
(a) P(Z)− Z = ω(Z)(f − f̃) para todo Z ∈ f ∗TRn+p

s e
(b) f̃∗ = P ◦ f∗ ◦D.

Quando c̃ 6= 0, seja i : Qn+p
s (c̃) → Rn+p+1

s+ε0 a inclusão umbílica, em que ε0 = 0 ou
1, conforme seja c̃ > 0 ou c̃ < 0, respectivamente. Sejam F = i ◦ f : Mn → Rn+p+1

s+ε0 e

72
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F̃ = i ◦ f̃ : M̃n → Rn+p+1
s+ε0 . Então, f̃ é uma transformada de Ribaucour de f se F̃ é uma

transformada de Ribaucour de F determinada por (P , D, ω) tal que P(F ) = F̃ e ω(F ) =
−1. Geometricamente, é fácil verificar que, para qualquer Z ∈ Tf(x)Qn+p

s , as geodésicas
de Qn+p

s (c) que passam por f(x) e f̃(x) e são tangentes a Z e P(Z), respectivamente, se
interceptam em um ponto equidistante de f(x) e f̃(x).

A condição (b) implica que a isometria P preserva as direções tangentes e, por-
tanto, as direções normais. O fato de que a correspondência entre as direções tangentes
é dada por um tensor simétrico está relacionada com a exigência, na definição clássica,
de que o difeomorfismo entre as superfícies deve preservar as linhas de curvatura. Mais
precisamente, essa condição implica que, para qualquer direção normal ξ, existe um re-
ferencial ortonormal comum de direções principais para f e f̃ em relação a ξ e P(ξ),
respectivamente, como mostram as Proposições 3.3.3 e 3.3.10 a seguir.

O seguinte resultado, provado em [13], estende a parametrização clássica de trans-
formações de Ribaucour de uma superfície (ver [3] e [16]).

Teorema 3.1.1. Sejam f : Mn → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica, com Mn simples-

mente conexa, e f̃ : M̃n → Qn+p
s (c̃) uma transformada de Ribaucour de f com dados

(P , D, δ). Então existem ϕ ∈ C∞(M) e β ∈ Γ(NfM) satisfazendo

αf (∇ϕ,X) +∇⊥Xβ = 0 para todo X ∈ TM, (3.1.1)

tais que
F̃ = F − 2νϕG, (3.1.2)

em que G = F∗∇ϕ+ β + c̃ϕF e ν = 〈G,G〉−1. Além disso,

P = I − 2νGG∗, D = I − 2νϕΦc̃
ϕ,β e ω = −ϕ−1G∗, (3.1.3)

sendo
Φc̃
ϕ,β = Hessϕ+ c̃ϕI − Afβ,

Reciprocamente, dado (ϕ, β) satisfazendo (3.1.1) tal que ϕν(x) 6= 0 para todo
x ∈ M , sejam U ⊂ Mn um subconjunto aberto em que o tensor D dado por (3.1.3) é
inversível, e defina F̃ : U → Rn+p+1

s+ε0 por (3.1.2). Então F̃ = i ◦ f̃ , em que f̃ é uma
transformada de Ribaucour de f |U .

Além disso, suponha que Mn tenha curvatura seccional constante c. Se M̃n tam-
bém tem curvatura seccional constante c e n ≥ 3, então existe C ∈ R tal que

Hess ϕ− (1− C)Afβ + (c̃+ C(c− c̃))ϕI = 0 (3.1.4)

e
ϑ−1 − C

(
〈β, β〉 − (c− c̃)ϕ2

)
= 0. (3.1.5)

Reciprocamente, se (ϕ, β) satisfaz (3.1.4) então o lado esquerdo de (3.1.5) é uma
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constante K ∈ R. Se as condições iniciais em (3.1.1) e (3.1.4) são escolhidas de forma
que K = 0, então M̃n também tem curvatura seccional constante c.

Pelo Teorema 3.1.1, qualquer transformada de Ribaucour de f é determinada por
um par (ϕ, β) satisfazendo (3.1.1) tal que ϕϑ 6= 0. Denotamos por D(f) o conjunto de
tais soluções. Além disso, dois pares (ϕ, β) e (ϕ′, β′) dão origem à mesma transformada
de Ribaucour de f se, e somente se, (ϕ, β) = λ(ϕ′, β′) para algum λ 6= 0. D̄(f) será o
conjunto das classes de equivalência de tais pares sob a relação de equivalência definida
pela equação anterior. A transformada de Ribaucour de f determinada por ω ∈ D̄(f) é
denotada por Rω(f). Defina

Dϕ,β(f) = {(ϕ′, β′) ∈ D(f) : [Φϕ′,β′ ,Φϕ,β] = 0}.

Dado ω = [(ϕ, β)] e ω′ = [(ϕ′, β′)] ∈ D̄(f) com (ϕ′, β′) ∈ Dϕ,β(f), definimos a reta
projetiva ` = `ω,ω′ por

` = {[c(ϕ, β) + c′(ϕ′, β′)]; c, c′ ∈ R}.

Chamamos de família associada a `, e denotamos por R`(f), a família a um parâmetro
de transformadas de Ribaucour de f determinada pelos elementos de `.

O Teorema 3.1.1 produz o seguinte resultado para imersões isométricas f : Mn(c)→
Qn+p
s (c) dadas na Proposição 1.3.1. A demonstração de tal resultado está em [35].

Teorema 3.1.2. Qualquer transformada de Ribaucour f̃ : M̃n(c)→ Qn+p
s (c) de f é dada

por

F̃ := i ◦ f̃ = F − 2ϕν
(∑

i

γiF∗Xi +
∑
s

βsξs + cϕF

)
, (3.1.6)

em que (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βp) é uma solução do sistema de primeira ordem completamente
integrável

i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γj) = hjiγi, i 6= j,

iii) ∂i(γi) = (1− C)βi −
∑
j 6=i hjiγj − cviϕ,

iv) εs∂i(βs) = εihisβi, i 6= s, v) ∂i(βi) = −γi −
∑
s 6=i hisβs.

(3.1.7)

e ν−1 := ∑
i γ

2
i +∑

s εsβ
2
s + cϕ2, satisfazendo

ν−1 − C
∑
s

εsβ
2
s = 0. (3.1.8)

Além disso, o par (ṽ, h̃) associado a f̃ é dado por

ṽi = vi + 2ϕεiβi∑
s εsβ2

s

, h̃is = his + 2εsγiβs∑
s εsβ2

s

.

Reciprocamente, para qualquer solução (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βp) de (3.1.7), o lado esquerdo
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de (3.1.8) é uma constante K ∈ R. Escolhendo a condição inicial em (3.1.7) para que
K = 0, seja U um aberto simplesmente conexo em que ṽi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n, e seja F̃

definido por (3.1.6). Então F̃ = i ◦ f̃ , em que f̃ é uma transformada de Ribaucour de f |U
cuja métrica induzida tem cuvartura seccional constante c.

Aplicando o Teorema 3.1.1 para imersões isométricas f : Mn(c)→ Qn+p
s (c̃), c 6=

c̃, que satisfazem as hipóteses da Proposição 1.3.4, obtém-se, de maneira análoga, uma
parametrização das transformadas de Ribaucour de f em termos das soluções de um
sistema linear de EDP´s (ver Teorema 9 em [12]).

A partir do Teorema 3.1.2 com c = 0 e do Teorema 1.4.2, Dajczer e Tojeiro obtêm
em [11] as parametrizações das transformadas de Ribaucour de uma imersão isométrica
Lagrangiana f : Mn(0)→ R2n que são também Lagrangianas e têm métrica induzida com
curvatura seccional nula.

Teorema 3.1.3. Seja f : Mn(0) → Cn uma imersão isométrica Lagrangiana. Então
qualquer transformada de Ribaucour Lagrangiana f̃ : M̃n(0)→ Cn de f é dada por

f̃ = f − 2D(D + i)ϕ
(1 +D2)∑k γ

2
k

∑
j

γjf∗Xj, D ∈ R, (3.1.9)

em que (ϕ, γ) é uma solução do sistema linear completamente integrável
{
i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γj) = hjiγi, i 6= j, iii) ∂i(γi) = −Dγi −

∑
j 6=i hjiγj. (3.1.10)

Além disso, o par (ṽ, h̃) associado a f̃ é dado por

ṽi = vi + 2Dϕ∑
k γ

2
k

γi, h̃ij = hij + 2D∑
k γ

2
k

γiγj.

Reciprocamente, dada uma solução (ϕ, γ) de (3.1.10), seja U um subconjunto aberto em
que ṽi não se anula para 1 ≤ i ≤ n. Então f̃ definida em U por (3.1.9) é uma trans-
formada de Ribaucour Lagrangiana de f |U com métrica induzida de curvatura seccional
nula.

Para imersões isométricas horizontais, R. Tojeiro obtém em [35], a partir dos
Teoremas 3.1.2 e 1.4.10, o seguinte resultado.

Teorema 3.1.4. Seja f : Mn(c) → S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal com

νf ≡ 0. Então qualquer transformada de Ribaucour horizontal f̃ : M̃n(c) → S2n+1
ε (c) de

f é dada por

F̃ = i ◦ f̃ = F − 2D(D + i)ϕ
(1 +D2) (∑i γ

2
i + cϕ2)

(∑
i

γiF∗Xi + cϕF

)
, (3.1.11)
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em que (ϕ, γ) = (ϕ, γ1, ..., γn) é uma solução do sistema linear completamente integrável
{
i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γj) = hjiγi, i 6= j, iii) ∂i(γi) = −Dγi −

∑
j 6=i hjiγj − cviϕ, D 6= 0.

(3.1.12)
Além disso, o par (ṽ, h̃) associado a f̃ é dado por

ṽi = vi + 2Dϕ∑
k γ

2
k + cϕ2γi, h̃ij = hij + 2D∑

k γ
2
k + cϕ2γiγj.

Reciprocamente, dada uma solução (ϕ, γ) de (3.1.12), seja U um subconjunto aberto em
que ṽi não se anula para 1 ≤ i ≤ n e seja F̃ definida em U por (3.1.11). Então F̃ = i◦ f̃ ,
em que f̃ é uma transformada de Ribaucour horizontal de f |U cuja métrica induzida tem
curvatura seccional constante c.

3.2 A transformação de Combescure

Uma ferramenta importante para o estudo da transformação vetorial de Ribaucour é a
transformação de Combescure, cuja definição e propriedades básicas são apresentadas a
seguir.

Proposição 3.2.1. Sejam E, F fibrados vetoriais Riemannianos e ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ E).
Seja ainda Φ ∈ Γ(T ∗M ⊗ (F ∗ ⊗ TM)) uma 1-forma fechada tal que

∇ω(X,ΦuY ) = ∇ω(Y,ΦuX) para todo u ∈ Γ(F ),

com ΦuX = Φ(X)(u). Então a 1-forma ρ = ρ(ω,Φ) ∈ Γ(T ∗M ⊗ (F ∗ ⊗ E)) definida por
ρ(X)(u) = ω(ΦuX) é também fechada.

Demonstração. Temos

∇ρ(X, Y )(u) =
(
(∇TM∗⊗F ∗⊗E

X ρ)(Y )
)

(u) = (∇F ∗⊗E
X ρ(Y ))u− (ρ(∇XY ))(u)

= ∇E
X(ρ(Y )(u))− ρ(Y )(∇F

Xu)− ρ(∇XY )u
= ∇E

Xω(ΦuY )− ω(Φ∇FXuY )− ω(Φu∇XY )
= (∇TM∗⊗E

X ω)(Φu(Y )) + ω(∇XΦu(Y ))− ω(Φ∇FXuY )− ω(Φu∇XY )
= ∇ω(X,ΦuY ) + ω(∇TM

X Φu(Y )− Φ∇FXuY − Φu(∇TM
X Y ))

= ∇ω(X,ΦuY ) + ω
(
(∇TM∗⊗F ∗⊗TM

X Φ)(Y )
)

(u)

= ∇ω(X,ΦuY ) + ω(∇Φ(X, Y )u)

ou seja,
∇ρ(X, Y )(u) = ∇ω(X,ΦuY ) + ω(∇Φ(X, Y )u). (3.2.1)
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Assim,
dρ(X, Y )(u) = ∇ρ(X, Y )u−∇ρ(Y,X)u = 0, ∀u ∈ Γ(F ).

Temos a seguinte consequência dessa Proposição.

Corolário 3.2.2. Nas condições da Proposição 3.2.1, se Mn é simplesmente conexa e E,
F são fibrados vetoriais planos, existe Ω(ω,Φ) ∈ Γ(F ∗ ⊗ E) tal que

dΩ(ω,Φ)(X)(u) = ρ(X)(u) = ω(ΦuX) para quaisquer X ∈ TM e u ∈ Γ(F ).

Demonstração. Por (iv) do Lema 1.1.9 H = F ∗ ⊗ E é também plano. Segue dos
Corolários 1.1.3 e 1.1.8 que existem um referencial global de seções paralelas ξ1, ..., ξn em
H e uma isometria Φ : H →M × Rn que em cada ponto

Φ : Hx → Mx × Rn

e → (x, (a1(x), ..., an(x)),

com e = ∑
ai(x)ξi(x), tal que Φ∇H = ∇M×RnΦ. Assim,

ρ ∈ Hom(Γ(TM),Γ(H)) ∼= Hom(Γ(TM), C∞(M,Rn)).

Olhando ρ = (ρ1, ..., ρn) com ρi : TxM → R, temos de M ser simplesmente conexa e ρ ser
fechada que ρ é exata, e assim segue o resultado.

Em todo o trabalho, usamos a mesma notação para o espaço vetorial Euclidiano
V , ou seja, o espaço vetorial V dotado de um produto interno, e o fibrado vetorial trivial
E = M × V sobre Mn.

Proposição 3.2.3. Sejam f : Mn → Rn+p
s uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa, V um espaço vetorial Euclidiano e Φ ∈ Γ(T ∗M ⊗
V ∗ ⊗ TM). Nessas condições, existe F ∈ Γ(V ∗ ⊗ f ∗TRn+p

s ) tal que

dF(X)(v) = f∗Φv(X) para quaisquer X ∈ Γ(TM) e v ∈ Γ(V ), (3.2.2)

se e somente se, Φ é fechado e satisfaz a

α(X,ΦvY ) = α(ΦvX, Y ) para todo v ∈ Γ(V ), (3.2.3)

em que α : TM × TM → NfM é a segunda forma fundamental de f .

Demonstração. Aplicando (3.2.1) para f∗ ∈ Γ(T ∗M ⊗ f ∗TRn+p
s ) e Φ ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ∗ ⊗

TM) obtemos que a 1-forma ρ = ρ(f∗,Φ) ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ∗ ⊗ f ∗TRn+p
s ) definida por

ρ(X)(u) = f∗(ΦuX)
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satisfaz a

∇ρ(X, Y )(u) = ∇f∗(X,ΦuY ) + f∗(∇Φ(X, Y )u)

= (∇TM∗⊗f∗TRn+p
s

X f∗)(ΦuY ) + f∗(∇Φ(X, Y )u)

= ∇f∗TRn+p
s

X f∗(ΦuY )− f∗∇TM
X ΦuY + f∗(∇Φ(X, Y )u)

= α(X,ΦuY ) + f∗∇TM
X (ΦuY )− f∗∇TM

X ΦuY + f∗(∇Φ(X, Y ))(u)
= α(X,ΦuY ) + f∗(∇Φ(X, Y )u).

Portanto, Φ fechada e (3.2.3) são condições necessárias e suficientes para ρ ser fechado.
O resultado segue do Corolário 3.2.2, já que f ∗TRn+p

s e V são planos.

A aplicação F dada na Proposição 3.2.3 é chamada de transformada de Combes-
cure de f determinada por Φ se

〈ΦvX, Y 〉 = 〈X,ΦvY 〉 para todo v ∈ Γ(V ). (3.2.4)

Proposição 3.2.4. Sejam f : Mn → Rn+p
s uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa, V um espaço vetorial Euclidiano e Φ ∈ Γ(T ∗M ⊗
V ∗ ⊗ TM) fechada satisfazendo a (3.2.3). Para F ∈ Γ(V ∗ ⊗ f ∗TRn+p

s ) satisfazendo
(3.2.2) escreva

F = f∗ω
t + β, (3.2.5)

em que ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ) e β ∈ Γ(V ∗ ⊗NfM). Então (ω, β) satisfaz a equação

α(X,ωt(v)) + (∇V ∗⊗NfM
X β)v = 0 para qualquer v ∈ Γ(V ), (3.2.6)

e Φ é dado por
ΦvX := Φ(X)(v) = (∇V ∗⊗TM

X ωt)v − Aβ(v)X. (3.2.7)

Reciprocamente, se ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ) e β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) satisfazem (3.2.6),
então (3.2.2) vale para F e Φ dados, respectivamente, por (3.2.5) e (3.2.7). Em particular,
Φ é fechada e vale (3.2.3). Além disso, Φ satisfaz (3.2.4) se, e somente se, ω = dϕ para
algum ϕ ∈ Γ(V ).

Demonstração. Temos que dF ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ∗ ⊗ f ∗TRn+p
s ) é dada por

dF(X)(v) = (∇V ∗⊗f∗TRn+p
s

X F)v = ∇f∗TRn+p
s

X F(v)−F(∇V
Xv)

= ∇f∗TRn+p
s

X f∗ω
t(v) +∇f∗TRn+p

s
X β(v)− f∗ωt(∇V

Xv)− β(∇V
Xv)

= f∗∇Xω
t(v) + α(X,ωt(v))− f∗Aβ(v)X +∇⊥Xβ(v)− f∗ωt(∇V

Xv)− β(∇V
Xv)

= α(X,ωt(v)) + (∇V ∗⊗NfM
X β)v + f∗

(
(∇V ∗⊗TM

X ωt)(v)− Aβ(v)X
)
.

Assim, (3.2.2) é satisfeita se, e somente se, vale (3.2.6) e Φ é dada por (3.2.7).
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Reciprocamente, temos pela Proposição 3.2.3 que Φ é fechada e vale (3.2.3). Resta
verificar a última afirmação. Temos

〈ΦvX, Y 〉 =
〈
(∇V ∗⊗TM

X ωt)v − Aβ(v)X, Y
〉
,

mas〈
(∇V ∗⊗TM

X ωt)v, Y
〉

= 〈∇Xω
t(v), Y 〉 −

〈
ωt(∇V

Xv), Y
〉

= X 〈ωt(v), Y 〉 − 〈ωt(v),∇XY 〉 −
〈
ωt(∇V

Xv), Y
〉

= X 〈v, ω(Y )〉 − 〈v, ω(∇XY )〉 −
〈
∇V
Xv, ω(Y )

〉
=

〈
∇V
Xv, ω(Y )

〉
+
〈
v,∇V

Xω(Y )
〉
− 〈v, ω(∇XY )〉 −

〈
∇V
Xv, ω(Y )

〉
=

〈
v, (∇T ∗M⊗V

X ω)Y
〉

= 〈v,∇ω(X, Y )〉 ,

logo
〈ΦvX, Y 〉 = 〈v,∇ω(X, Y )〉 −

〈
Aβ(v)X, Y

〉
. (3.2.8)

Portanto, Φ satisfaz (3.2.4) se, e somente se, ω é uma 1-forma fechada, e portanto
exata, uma vez que Mn é simplesmente conexa.

A Proposição 8 em [7] é enunciada a seguir em uma forma adequada aos nossos
propósitos.

Proposição 3.2.5. Sejam f : Mn → Rn+p
s uma imersão isométrica, com Mn sim-

plesmente conexa, e V um espaço vetorial Euclidiano. Sejam ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ) e
β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) satisfazendo a equação (3.2.6) e considere Φ e F dadas respecti-
vamentes por (3.2.7) e (3.2.5). São equivalentes

i) ∇ω(X,ΦvY ) = ∇ω(Y,ΦvX), para todo v ∈ Γ(V ),

ii) 〈ΦuX,ΦvY 〉 = 〈ΦvX,ΦuY 〉 para todo u, v ∈ Γ(V ).

iii) Existe Ω = Ω(ω,Φ) ∈ Γ(V ∗ ⊗ V ) satisfazendo dΩ(X)(v) = ω(ΦvX) para todo
v ∈ Γ(V ).

Neste caso,
dΩ = F tdF (3.2.9)

e
Ω + Ωt = F tF , (3.2.10)

a menos de uma seção paralela de Γ(V ∗ ⊗ V ).

Demonstração. Pela equação (3.2.8) temos

〈ΦuX,ΦvY 〉 = 〈u,∇ω(X,ΦvY )〉 −
〈
Aβ(u)X,ΦvY

〉
= 〈u,∇ω(X,ΦvY )〉 − 〈α(X,ΦvY ), β(u)〉 ,
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e assim, usando (3.2.3) temos (i) se e só se vale (ii). Pela Proposição 3.2.4 Φ é fechada,
logo, pela equação (3.2.1), ocorre (i) se e só se, ωΦ ∈ Γ(TM∗ ⊗ V ∗ ⊗ V ) é fechada,
equivalentemente, pelo Corolário 3.2.2, existe uma seção Ω ∈ Gl(V ) tal que dΩ = ωΦ.

A equação (3.2.9) segue de F tdF(X)v = F tf∗Φv(X) = ωΦv(X). Agora, para
x0 ∈M e Ω0 fixos, cuja parte simétrica (Ω0)s = 1

2F
t(x0)F(x0), temos ainda pelo Corolário

3.2.2 a existência de uma única seção Ω satisfazendo (3.2.9) e (3.2.10) com Ω(x0) = Ω0.

3.3 A transformação vetorial de Ribaucour

Esta seção é também baseada em [7] e tem por objetivo definir a transformada vetorial
de Ribaucour para subvariedades e apresentar algumas de suas propriedades.

3.3.1 Propriedades básicas

Para a definição da transformada vetorial de Ribaucour para subvariedades Euclidianas,
seja

D(f) =
{

(ϕ, β) solução de (3.2.6) com ω = dϕ, tal que Φ, dada em (3.3.21), satisfaz

〈ΦuX,ΦvY 〉 = 〈ΦvX,ΦuY 〉 , para todo u, v ∈ Γ(V ) e X, Y ∈ Γ(TM)
}
.

Definição 3.3.1. Sejam f : Mn → Rn+p
s uma imersão isométrica de uma variedade Ri-

emanniana simplesmente conexa e V um espaço vetorial Euclidiano. Sejam ϕ ∈ Γ(V ),
β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) em D(f), e Ω ∈ Γ(Gl(V )) uma solução do sistema completamente
integrável de primeira ordem (3.2.9) e (3.2.10), em que F = f∗ω

t + β. Então a aplicação
f̃ : Mn → Rn+p

s dada por
f̃ = f −FΩ−1ϕ (3.3.1)

restrita ao subconjunto M̃n de pontos regulares munido com a métrica induzida por f̃ ,
é chamada a transformada vetorial de Ribaucour de f determinada por (ϕ, β,Ω), e é
denotada por Rϕ,β,Ω(f).

Observação 3.3.2. (i) Se o par (ϕ, β) satisfaz a equação (3.2.6), temos pela Proposição
3.2.5 que a existência de Ω satisfazendo a (3.2.9) é equivalente a

〈ΦuX,ΦvY 〉 = 〈ΦvX,ΦuY 〉 , para todo u, v ∈ Γ(V ) e X, Y ∈ Γ(TM).

(ii) Se dimV = 1, (1/2)Ω = 〈F ,F〉 com F = f∗∇ϕ+ β e a parametrização (3.3.1) reduz-
se à parametrização da transformada escalar de Ribaucour dada em (3.1.2). Neste caso,
como Ω é determinado por ϕ e β, podemos escrever f̃ = Rϕ,β(f) em vez de f̃ = Rϕ,β,Ω(f).



A transformação de Ribaucour 81

Proposição 3.3.3. (i) A aplicação de fibrados P ∈ Γ((f ∗TRn+p
s )∗ ⊗ f̃ ∗TRn+p

s ) dada por

P = I −FΩ−1F t (3.3.2)

é uma isometria de fibrados e
f̃∗ = Pf∗D, (3.3.3)

em que D = I − ΦΩ−1ϕ ∈ Γ(T ∗M ⊗ TM). Em particular, as métricas 〈 , 〉 e 〈 , 〉∼

induzidas por f e f̃ , respectivamente, estão relacionadas por

〈 , 〉∼ = D∗〈 , 〉.

(ii) As conexões normais e as segundas formas fundamentais de f e f̃ estão relacionadas

por
∇̃⊥XPξ = P∇⊥Xξ (3.3.4)

e
ÃPξ = D−1(Aξ + ΦΩ−1βtξ),

ou equivalentemente,

α̃(X, Y ) = P(α(X,DY ) + β(Ω−1)tΦ(X)tDY ). (3.3.5)

(iii) As conexões de Levi-Civita das métricas 〈 , 〉 e 〈 , 〉∼ estão relacionadas por

D∇̃XY = ∇XDY − (Φ(X)Ω−1ω − (Φ(X)Ω−1ω)t)(DY ).

Demonstração. i) Para provar que P é uma isometria, basta mostrar que P tP = I.
Mas por (3.2.10)

P tP = (I −FΩ−1F t)t(I −FΩ−1F t) = (I −F(Ω−1)tF t)(I −FΩ−1F t)
= I −FΩ−1F t −F(Ω−1)tF t + F(Ω−1)tF tFΩ−1F t

= I −FΩ−1F t −F(Ω−1)tF t + F(Ω−1)tΩΩ−1F t + F(Ω−1)tΩtΩ−1F t

= I −FΩ−1F t −F(Ω−1)tF t + F(Ω−1)tF t + FΩ−1F t

= I.



A transformação de Ribaucour 82

Para a segunda parte temos de (3.2.2), (3.2.5) e (3.2.9) que

f̃∗X = f∗X −∇X(FΩ−1ϕ) = f∗X − dF(X)Ω−1ϕ−Fd(Ω−1)ϕ−FΩ−1dϕ(X)
= f∗X − f∗ΦΩ−1ϕ(X) + FΩ−1dΩ(X)Ω−1ϕ−FΩ−1ω(X)
− f∗(I − ΦΩ−1ϕ)X + FΩ−1F tdF(X)Ω−1ϕ−FΩ−1F tf∗X
= f∗DX + FΩ−1F tf∗ΦΩ−1ϕX −FΩ−1F tf∗X
= f∗DX −FΩ−1F tf∗DX
= Pf∗DX.

Considere a métrica 〈 , 〉∼ = D∗ 〈 , 〉, temos
〈
f̃∗X, f̃∗Y

〉
Rn+p
s

= 〈Pf∗DX,Pf∗DY 〉 = 〈DX,DY 〉TM
= 〈(I − ΦΩ−1ϕ)X, (I − ΦΩ−1ϕ)Y 〉
= 〈X, Y 〉 − 〈X,ΦΩ−1ϕY 〉 − 〈ΦΩ−1ϕX, Y 〉+ 〈ΦΩ−1ϕX,ΦΩ−1ϕY 〉
= 〈X, Y 〉 − 〈ΦΩ−1ϕX, Y 〉 − 〈ΦΩ−1ϕX, Y 〉+ 〈ΦΩ−1ϕΦΩ−1ϕX, Y 〉
= 〈D2X, Y 〉M = 〈X, Y 〉∼ .

Se D é inversível em uma vizinhança de x0 então f̃ ∗ será também injetiva nessa vizinhança
e assim, f̃ será uma imersão isométrica com a métrica induzida 〈 , 〉∼ .

ii) Para qualquer ξ ∈ NfM temos de (3.2.2) que

−f̃∗ÃPξX + ∇̃⊥XPξ = (∇̄f̃∗TRn+p

X Pξ)> + (∇̄f̃∗TRn+p

X Pξ)⊥

= ∇̄f̃∗TRn+p

X Pξ = ∇̄Xξ − ∇̄XFΩ−1F tξ
= −f∗AξX +∇⊥Xξ − dF(X)Ω−1F tξ + FΩ−1dΩ(X)Ω−1F tξ
−FΩ−1dF t(X)ξ −FΩ−1F t∇̄Xξ

= −f∗AξX +∇⊥Xξ − f∗Φ(X)Ω−1F tξ + FΩ−1F tf∗Φ(X)Ω−1F tξ
−FΩ−1F t(−f∗AξX +∇⊥Xξ)

= P(∇⊥Xξ)− P(f∗AξX)− P(f∗Φ(X)Ω−1F tξ)
= P(∇⊥Xξ)− Pf∗(AξX − ΦΩ−1βtξ(X)).

iii) Denote por ∇̄ a derivada de Rn+p
s . De (3.3.3) temos, por um lado, que

∇̄XPf∗DY = ∇̄X f̃∗Y = f̃∗∇̃XY + α̃(X, Y ) = Pf∗D∇̃XY + α̃(X, Y ). (3.3.6)
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Por outro lado, usando (3.2.2), (3.2.9) e (3.3.2) e observando que F tf∗ = ω, temos

∇̄XPf∗DY = ∇̄X(f∗DY −FΩ−1F tf∗DY )

= f∗∇XDY + α(X,DY )− dF(X)Ω−1F tf∗DY + FΩ−1dΩ(X)Ω−1F tf∗DY

−FΩ−1dF t(X)f∗DY −FΩ−1F t(f∗∇XDY + α(X,DY ))

= Pf∗∇XDY + Pα(X,DY )− Pf∗Φ(X)Ω−1ω(DY )−FΩ−1Φ(X)tDY.
(3.3.7)

Agora, segue de (3.2.10) que

PFv = Fv −FΩ−1F tFv = −FΩ−1Ωtv,

e assim,
PF(Ωt)−1Φ(X)tDY = −FΩ−1Φ(X)tDY. (3.3.8)

Mas

−F(Ωt)−1Φ(X)tDY = −
(
f∗ω

t((Ωt)−1Φ(X)tDY ) + β((Ωt)−1Φ(X)tDY )
)

= −
(
f∗(Φ(X)Ω−1ω)t(DY ) + β((Ωt)−1Φ(X)tDY )

)
. (3.3.9)

Portanto, o resultado segue substituindo (3.3.8) e (3.3.9) em (3.3.7), comparando com
(3.3.6) e tomando a componente tangente.

Proposição 3.3.4. A tripla (ϕ̃, β̃, Ω̃) = (Ω−1ϕ,Pβ(Ω−1)t,Ω−1) satisfaz as condições da
Definição 3.3.1 com respeito a f , e f = Rϕ̄,β̄,Ω̄(f̃). Além disso, F̃ = f̃∗(dϕ̃)t + β̃ e
Φ̃ = Φ(dϕ̃, β̃) são dadas, respectivamente, por

F̃ = −FΩ−1 e DΦ̃v = −ΦΩ−1v, ∀v ∈ V.

Demonstração. Como

ω̃ = dϕ̃ = d(Ω−1ϕ) = −Ω−1dΩΩ−1ϕ+ Ω−1dϕ = −Ω−1ωΦΩ−1ϕ + Ω−1ω = Ω−1ωD,

temos
〈
ω̃t(v), X

〉∼
=
〈
v,Ω−1ω(DX)

〉
=
〈
ωt(Ω−1)tv,DX

〉
=
〈
D−1ωt(Ω−1)tv,X

〉∼
,

e assim,
Dω̃t = ωt(Ω−1)t. (3.3.10)

Agora, segue de (3.3.5) e (3.3.10) que

α̃(X, ω̃t(v)) = P(α(X,ωt(Ω−1)tv)) + β(Ω−1)tΦ(X)tωt(Ω−1)tv),
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e de (3.3.4)

(∇V ∗⊗N f̃M̃
X β̃)v = ∇̃⊥X β̃(v)− β̃(∇V

Xv)
= P

(
∇⊥Xβ(Ω−1)tv − β(Ω−1)t∇V

Xv
)

= P
(
(∇V ∗⊗NfM

X β)(Ω−1)tv − β(Ω−1)tΦ(X)tωt(Ω−1)tv
)
.

Logo,
α̃(X, ω̃t(v)) + (∇V ∗⊗NfM̃

X β̃)v = 0 para todo v ∈ Γ(V ).

Doravante, por (3.2.10), (3.3.3) e (3.3.10) temos

F̃ = f̃∗ω̃
t + β̃ = P

(
f∗ω

t(Ω−1)t + β(Ω−1)t
)

= (I −FΩ−1F t)F(Ω−1)t = −FΩ−1.

Assim, segue de (3.2.9) e (3.2.10) que

F̃ tdF̃ = (Ω−1)tF tdFΩ−1 − (Ω−1)tF tFΩ−1dΩΩ−1 = dΩ̃,

e
F̃ tF̃ = (Ω−1)tF tFΩ−1 = Ω̃ + Ω̃t.

Portanto,

Rϕ̃,β̃,Ω̃(f̃) = f̃ − F̃Ω̃−1ϕ̃ = f −FΩ−1ϕ− (−FΩ−1)ΩΩ−1ϕ = f.

Finalmente,

f̃∗Φ̃v(X) = dF̃(X)v = −dF(X)Ω−1v + FΩ−1dΩ(X)Ω−1v

= −f∗ΦΩ−1v(X) + FΩ−1F tf∗ΦΩ−1v(X) = −Pf∗ΦΩ−1v(X)
= −f̃∗D−1ΦΩ−1v(X).

3.3.2 O Teorema da decomposição

Uma propriedade básica da transformação vetorial de Ribaucour é o seguinte teorema de
decomposição obtido em [7], o qual estende um resultado semelhante de [24] para o caso
de sistemas ortogonais.

Teorema 3.3.5. Seja Rϕ,β,Ω(f) : M̃n → Rn+p
s uma transformada vetorial de Ribaucour

de f : Mn → Rn+p
s determinada por (ϕ, β,Ω) como na Definição 3.3.1. Para uma decom-

posição ortogonal V = V1 ⊕ V2, defina

ϕj = πVj ◦ ϕ, βj = β|Vj e Ωij = πVi ◦ Ω|Vj ∈ Γ(V ∗j ⊗ Vi), 1 ≤ i, j ≤ 2. (3.3.11)
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Suponha que Ωjj seja inversível e defina Rϕ,β,Ω(ϕi, βi,Ωii) := (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) por

ϕ̄i = ϕi − ΩijΩ−1
jj ϕj, β̄i = Pj(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij) e Ω̄ii = Ωii − ΩijΩ−1

jj Ωji,

1 ≤ i 6= j ≤ 2, em que Pj = I − FjΩ−1
jj F tj . Então as triplas (ϕj, βj,Ωjj) e (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii)

satisfazem as condições da Definição 3.3.1 com respeito a f e fj, respectivamente, e

Rϕ,β,Ω(f) = Rϕ̄i,β̄i,Ω̄ii(Rϕj ,βj ,Ωjj(f)).

Demonstração. É fácil verificar que (ϕj, βj,Ωjj), 1 ≤ j ≤ 2, satisfaz as condições da
Definição 3.3.1 com respeito a f .

Vamos agora provar que (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) satisfazem as condições da Definição 3.3.1
com respeito a fj para 1 ≤ i 6= j ≤ 2. Para a equação (3.2.6) observe que

ω̄i(X) = dϕ̄i(X) = dϕi(X)− dΩij(X)Ω−1
jj ϕj + ΩijΩ−1

jj dΩjj(X)Ω−1
jj ϕj − ΩijΩ−1

jj dϕj(X)
= ωi(X)−F ti dFj(X)Ω−1

jj ϕj + ΩijΩ−1
jj F tjdF tj(X)Ω−1

jj ϕj − ΩijΩ−1
jj ωj(X)

= ωi(X)−F ti f∗Φj(X)Ω−1
jj ϕj + ΩijΩ−1

jj F tjf∗Φj(X)Ω−1
jj ϕj − ΩijΩ−1

jj ωj(X)
= ωi(X)− ωi(Φj

Ω−1
jj ϕj

(X)) + ΩijΩ−1
jj ωj(Φ

j

Ω−1
jj ϕj

X)− ΩijΩ−1
jj ωj(X)

= ωi(DjX)− ΩijΩ−1
jj ωj(DjX),

em que Dj = I − Φj

Ω−1
jj ϕj

. Assim,

〈ω̄ti(vi), X〉j = 〈vi, ω̄i(X)〉 =
〈
vi, ωi(DjX)− ΩijΩ−1

jj ωj(DjX)
〉

= 〈Djω
t
ivi, X〉f −

〈
Djω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ijvi, X

〉
f

=
〈
ωtivi − ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ijvi, D

−1
j X

〉
j

=
〈
D−1
j (ωtivi − ωtj(Ω−1

jj )tΩijvi), X
〉
j
, ∀ X ∈ TM,

obtemos que
Djω̄

t
i = ωti − ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij. (3.3.12)

Logo por (3.3.5)

αj(X, ω̄ti(vi)) = αj(X,D−1
j (ωti(vi)− ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ijvi))

= Pj
(
α(X,ωtivi)− α(X,ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ijvi) + βj(Ω−1

jj )tΦj(X)tωtivi
−βj(Ω−1

jj )tΦj(X)tωtj(Ω−1
jj )tΩt

ijvi
)
,
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com Pj = I −FjΩ−1
jj F tj . Por outro lado, temos por (3.3.4) e de dΩt

ij = Φj(X)tωti que

(∇
V ∗⊗NfjM
X β̄i)vi = ∇

NfjM

X β̄i(vi)− β̄i(∇V
Xvi)

= ∇⊥XPj
(
(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij)vi

)
− Pj

(
βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij

)
(∇V

Xvi)

= Pj
(
∇⊥Xβi(vi)−∇⊥Xβj(Ω−1

jj )tΩt
ijvi − βi(∇V

Xvi)− βj(Ω−1
jj )tΩt

ij(∇V
Xvi)

)
= Pj

(
(∇V ∗⊗NfM

X βi)vi − (∇Xβj)(Ω−1
jj )tΩt

ijvi − βjd(Ω−1
jj )t(X)Ωt

ijvi

−βj(Ω−1
jj )tdΩt

ij(X)vi
)

= Pj
(
∇V ∗⊗NfM
X βi(vi)− (∇V ∗⊗NfM

X βj)(Ω−1
jj )tΩt

ijvi

+βj(Ω−1
jj )t(Φj(X))tωtj(Ω−1

jj )tΩt
ijvi − βj(Ω−1

jj )t(Φj(X))tωtivi
)
.

Dessa forma

αj(X, ω̄ti(vi)) + (∇
V ∗⊗NfjM
X β̄i)(vi) = Pj

(
α(X,ωtivi) + (∇V ∗⊗NfM

X βj)vi
−α(X,ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ijvi)− (∇V ∗⊗NfM

X βj)(Ω−1
jj )tΩt

ijvi
)

= 0.

Agora, por (3.3.3) e (3.3.12) temos

F̄i = fj∗ω̄
t
i + β̄i = Pjf∗Djω̄

t
i + Pj(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij)

= Pj
(
f∗ω

t
i − f∗ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij + βj − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij)
)

= Pj(Fi −Fj(Ω−1
jj )tΩt

ij) = Fi −FjΩ−1
jj F tjFi −Fj(Ω−1

jj )tΩt
ij + FjΩ−1

jj F tjFj(Ω−1
jj )tΩt

ij

= Fi −FjΩ−1
jj F tjFi −Fj(Ω−1

jj )tΩt
ij + Fj(Ω−1

jj )tΩt
ij + FjΩ−1

jj Ωt
ij

= Fi −FjΩ−1
jj (Ωji + Ωt

ij) + FjΩ−1
jj Ωt

ij = Fi −FjΩ−1
jj Ωji.

(3.3.13)
Então

dF̄i = dFi − dFjΩ−1
jj Ωji + FjΩ−1

jj dΩjjΩ−1
jj Ωji −FjΩ−1

jj dΩji.
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Usando que dΩji = F tjdFi, dΩjj = F tjdFj e F tiFj = Ωij + Ωt
ji, obtemos

F̄ ti dF̄i = (Fi −FjΩ−1
jj Ωji)tdF̄i = (F ti − Ωt

ji(Ω−1
jj )tF tj)dF̄i

= F ti dFi −F ti dFjΩ−1
jj Ωji + F tiFjΩ−1

jj dΩjjΩ−1
jj Ωji −F tiFjΩ−1

jj dΩji

−Ωt
ji(Ω−1

jj )tF tjdFi + Ωt
ji(Ω−1

jj )tF tjdFjΩ−1
jj Ωji − Ωt

ji(Ω−1
jj )tF tjFjΩ−1

jj dΩjjΩ−1
jj Ωji

+Ωt
ji(Ω−1

jj )tF tjFjΩ−1
jj dΩji

= dΩii − dΩijΩ−1
jj Ωji + ΩijΩ−1

jj dΩjjΩ−1
jj Ωji + Ωt

jiΩ−1
jj dΩjjΩ−1

jj Ωji

−ΩijΩ−1
jj dΩji − Ωt

jiΩ−1
jj dΩji − Ωt

ji(Ω−1
jj )tdΩji + Ωt

ji(Ω−1
jj )tdΩjjΩ−1

jj Ωji

−Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩjjΩ−1
jj dΩjjΩ−1

jj Ωji − Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩt
jjΩ−1

jj dΩjjΩ−1
jj Ωji

+Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩjjΩ−1
jj dΩji + Ωt

ji(Ω−1
jj )tΩt

jjΩ−1
jj dΩji

= dΩii − dΩijΩ−1
jj Ωji + ΩijΩ−1

jj dΩjjΩ−1
jj Ωji − ΩijΩ−1

jj dΩji

= d(Ωii − ΩijΩ−1
jj Ωji)

= dΩ̄ii.

Além disso,

F̄ ti F̄i = (F ti − Ωt
ji(Ω−1

jj )tF tj)(Fi −FjΩ−1
jj Ωji)

= F tiFi −F tiFjΩ−1
jj Ωji − Ωt

ji(Ω−1
jj )tF tjFi + Ωt

ji(Ω−1
jj )tF tjFjΩ−1

jj Ωji

= Ωii + Ωt
ii − ΩijΩ−1

jj Ωji − Ωt
jiΩ−1

jj Ωji − Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩji

−Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩt
ij + Ωt

ji(Ω−1
jj )tΩjjΩ−1

jj Ωji + Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩt
jjΩ−1

jj Ωji

= (Ωii − ΩijΩ−1
jj Ωji) + (Ωt

ii − Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩt
ij)

= Ω̄ii + Ω̄t
ii.

Isto completa a prova que (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) satisfazem as condições da Definição 3.3.1 com
respeito a fj.

Escreva Ω ∈ Γ(Gl(V )) na notação matricial

Ω =
 Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

 .
Como Ω e Ωii são inversíveis, temos as seguintes fórmulas desenvolvidas por Hans Bolz
(1923) e Tadeusz Banachiewicz (1937),

Ω−1 =

 Ω−1
11 + Ω−1

11 Ω12Ω̄−1
22 Ω21Ω−1

11 −Ω−1
11 Ω12Ω̄−1

22

−Ω̄−1
22 Ω21Ω−1

11 Ω̄−1
22

 ,
ou

Ω−1 =

 Ω̄−1
11 −Ω̄−1

11 Ω12Ω−1
22

−Ω−1
22 Ω12Ω̄−1

11 Ω−1
22 + Ω−1

22 Ω21Ω̄−1
11 Ω12Ω−1

22

 ,
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e assim, Ω̄ii é inversível para 1 ≤ i ≤ 2. Em particular,

Ω̄−1
ii = Ω−1

ii + Ω−1
ii ΩijΩ̄−1

jj ΩjiΩ−1
ii e − Ω−1

ii ΩijΩ̄−1
jj = −Ω̄−1

ii ΩijΩ−1
jj , (3.3.14)

e podemos escrever

Ω−1 =

 Ω̄−1
11 −Ω̄−1

11 Ω12Ω−1
22

−Ω̄−1
22 Ω21Ω−1

11 Ω̄−1
22

 .
Dessa forma,

Rϕ,β,Ω(f) = f −FΩ−1ϕ = f −F(Ω̄−1
11 ϕ1 − Ω̄−1

11 Ω12Ω−1
22 ϕ2 − Ω̄−1

22 Ω21Ω−1
11 ϕ1 + Ω̄−1

22 ϕ2)
= f −F

(
Ω̄−1

11 (ϕ1 − Ω12Ω−1
22 ϕ2) + Ω̄−1

22 (ϕ2 − Ω21Ω−1
11 ϕ1)

)
= f −F|V1Ω̄−1

11 (ϕ1 − Ω12Ω−1
22 ϕ2)−F|V2Ω̄−1

22 (ϕ2 − Ω21Ω−1
11 ϕ1)

= f −F1Ω̄−1
11 (ϕ1 − Ω12Ω−1

22 ϕ2)−F2Ω̄−1
22 (ϕ2 − Ω21Ω−1

11 ϕ1).

Por outro lado, por (3.3.13) e (3.3.14), temos

Rϕ̃i,β̃i,Ω̃ii(fj) = fj − F̄iΩ̄−1
ii ϕ̄i = f −FjΩ−1

jj ϕj − (Fi −FjΩ−1
jj Ωji)Ω̄−1

ii (ϕi − ΩijΩ−1
jj ϕj)

= f − (FjΩ−1
jj −FiΩ̄−1

ii ΩijΩ−1
jj + FjΩ−1

jj ΩjiΩ̄−1
ii ΩijΩ−1

jj )ϕj
−(FiΩ̄−1

ii −FjΩ−1
jj ΩjiΩ̄−1

ii )ϕi
= f − (FjΩ̄−1

jj −FiΩ̄−1
ii ΩijΩ−1

jj )ϕj − (FiΩ̄−1
ii −FjΩ̄−1

jj ΩjiΩ−1
ii )ϕi

= f −FjΩ̄−1
jj (ϕj − ΩjiΩ−1

ii ϕi)−FiΩ̄−1
ii (ϕi − ΩijΩ−1

jj ϕj).

Concluímos que Rϕ,β,Ω(f) = Rϕ̄i,β̄i,Ω̄ii(fj) para 1 ≤ i 6= j ≤ 2.

O Teorema 3.3.5 implica que qualquer transformada vetorial de Ribaucour cujos
dados associados (ϕ, β,Ω) estão definidos sobre o espaço vetorial V pode ser obtida como
a iterada de k = dimV transformadas escalares de Ribaucour.

Temos a seguinte consequência

Corolário 3.3.6. Seja fi = Rϕi,βi,Ωii(f) : Mn
i → Rn+p

s , 1 ≤ i ≤ 2, transformada vetorial
de Ribaucour de f : Mn → Rn+p

s determinada por (ϕi, βi,Ωii) como na Definição 3.3.1.
Suponha ainda que o tensores Φi = Φ(dϕi, βi), 1 ≤ i ≤ 2, satisfaçam

[Φi
vi
,Φj

vj
] = 0 para todo vi ∈ Vi e vj ∈ Vj, 1 ≤ i 6= j ≤ 2.

Considere Fi = f∗(dϕi)t + βi, 1 ≤ i ≤ 2. Então existe Ωij ∈ Γ(V ∗j ⊗ Vi), 1 ≤ i 6= j ≤ 2
tal que

dΩij = F ti dFj e F tiFj = Ωij + Ωt
ji, (3.3.15)

e tal que ϕ ∈ Γ(V ), β ∈ Γ(V ∗ ⊗NfM), Ω ∈ Γ(V ∗ ⊗ V ) definidos por (3.3.11) para V =
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V1 ⊕ V2 satisfazem a condição da Definição 3.3.1 (e, portanto ocorre a útlima conclusão
do Teorema 3.3.5).

Demonstração. Como ωj e βj satisfazem a equação

α(X,ωti(vi)) + (∇Vi⊗NfM
X βi)vi = 0, para todo vi ∈ Γ(Vi),

temos pela Proposição 3.2.4 que α(X,Φj
vj
Y ) = α(Y,Φj

vj
X). Portanto, segue de (3.2.8)

〈
Φi
vi
X,Φj

vj
Y
〉

=
〈
vi,∇ωi(X,Φj

vj
Y )
〉
−
〈
α(X,Φj

vj
Y ), βi(vi)

〉
.

Logo pela equação (3.2.1), ωiΦj é fechado e assim, pelo Corolário 3.2.2 existe Ωij ∈
Γ(V ∗j ⊗ Vi) satisfazendo dΩij(X)vj = ωiΦj

vj
(x). Por outro lado,

F ti dFj(X)vj = F ti f∗Φj
vj
X = ωi(Φj

vj
X) para todo vj ∈ Γ(Vj),

e segue a primeira equação de (3.3.15). Finalmente, escolhendo em x0 ∈ M a parte
simétrica de (Ωij)(x0) como F tiFj(x0), temos a segunda equação de (3.3.15).

Agora, é imediato checar que ϕ ∈ Γ(V ), β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM), Ω ∈ Γ(V ∗ ⊗ V )
definidos por (3.3.11) para V = V1 ⊕ V2 satisfazem as condições da Definição 3.3.1 com
respeito a f se e somente se, o mesmo é esperado para (ϕi, βi,Ωii) e vale (3.3.15).

3.3.3 A transformação vetorial de Ribaucour em QN
s (c̃)

Nesta seção estendemos a transformação vetorial de Ribaucour para subvariedades de
Qn+p
s (c̃). Dada uma imersão isométrica f : Mn → Qn+p

s (c̃), com c̃ 6= 0, considere

F = i ◦ f : Mn → Rn+p+1
s+ε0 ,

em que i : Qn+p
s (c̃)→ Rn+p+1

s+ε0 é uma inclusão umbílica e ε0 = 0 ou 1, conforme seja c̃ > 0
ou c̃ < 0, respectivamente.

Começamos com a seguinte extensão da Proposição 3.2.4.

Proposição 3.3.7. Sejam f : Mn → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa e V um espaço vetorial Euclidiano. Seja Φ ∈ Γ(T ∗M⊗
V ∗ ⊗ TM) uma 1-forma fechada satisfazendo

〈ΦvX, Y 〉 = 〈X,ΦvY 〉 (3.3.16)

e
αf (X,ΦvY ) = αf (Y,ΦvX) para todo v ∈ Γ(V ). (3.3.17)
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Para G ∈ Γ(V ∗ ⊗ f ∗TRn+p+1
s+ε0 ) satisfazendo

dG(X)v = F∗Φv(X), (3.3.18)

escreva
G = f∗ω

t + β̃, (3.3.19)

em que ω ∈ Γ(T ∗M⊗V ) e β̃ ∈ Γ(V ∗⊗NFM). Então existem ϕ ∈ Γ(V ), β ∈ Γ(V ∗⊗NfM)
e v0 ∈ V tais que (ω = dϕ, β) satisfaz (3.2.6) e

β̃ = β + c̃F (ϕt + vt0). (3.3.20)

Além disso,
ΦvX = (∇V ∗⊗TM

X ωt)v − AFβ̃(v)X. (3.3.21)

Reciprocamente, se ϕ ∈ Γ(V ) e β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) são tais que (ω = dϕ, β)
satisfaz (3.2.6), então valem (3.3.16) e (3.3.18) para G e Φ dados, respectivamente, por
(3.3.19) e (3.3.21), com

β̃ = β + c̃Fϕt. (3.3.22)

Em particular, Φ é uma 1-forma fechada e vale (3.3.17).

Demonstração. Sabemos que

αF (X, Y ) = αf (X, Y )− c̃ 〈X, Y 〉F. (3.3.23)

Aplicando a Proposição 3.2.4 para F , temos

αF (ωt(v), X) + (∇V ∗⊗NFM
X β̃)v = 0,

com β̃ = β + Fψt para algum ψ ∈ Γ(V ). Logo, de (3.3.23)

0 = αF (ωt(v), X) + (∇V ∗⊗NFM
X β̃)v

= αf (ωt(v), X)− c̃ 〈ωt(v), X〉F + F∇⊥X((β − Fψt)v)− β(∇Xv)− Fψt(∇Xv)
= αf (ωt(v), X)− c̃ 〈v, ω(X)〉F +∇⊥Xβ(v) +X(ψt(v))F − β(∇Xv)− Fψt(∇Xv)
= αf (ωt(v), X)− c̃ 〈v, ω(X)〉F +∇⊥Xβ(v)− β(∇Xv) + 〈dψ(X), v〉F
= αf (ωt(v), X) + (∇V ∗⊗NfM

X β)v − 〈c̃ω(X)− dψ(X), v〉F.

Assim, (ω, β) satisfaz a equação (3.2.6). Por (3.2.8), a 1-forma ω é fechada, e por ser a
variedade simplesmente conexa, existe ϕ ∈ Γ(V ) tal que ω = dϕ. Logo, existe v0 ∈ V tal
que ψ = c̃(ϕ+ v0), o qua implica (3.3.20).

Reciprocamente, dado (ω, β) satisfazendo a equação (3.2.6) com dϕ = ω e to-
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mando β̃ = β + c̃Fϕt, temos

αF (ωt(v), X) + (∇V ∗⊗NFM
X β̃)v = αf (ωt(v), X) + (∇V ∗⊗NfM

X β)v
−c̃ 〈ωt(v), X〉F + c̃ 〈dϕ(X), v〉F

= 0,

e as conclusões seguem da Proposição 3.2.4.

De (3.3.23), temos que
〈
AF
β̃(v)

X, Y
〉

=
〈
αF (X, Y ), β̃(v)

〉
= 〈αf (X, Y ), β(v)〉 − c̃2ϕt(v) 〈X, Y 〉 1

c̃

=
〈
(Afβ(v) − c̃ϕt(v)I)X, Y

〉
,

ou seja,
AF
β̃(v) = Afβ(v) − c̃ϕ

t(v)I.

Assim, (3.3.21) é dado por

ΦvX = (∇V ∗⊗TM
X ωt)v − Afβ(v)(X) + c̃ϕt(v)X. (3.3.24)

Dados uma imersão isométrica f : Mn → Qn+p
s (c̃) e uma solução (ϕ, β) de (3.2.6)

com ω = dϕ, defina

D(f) =
{

(ϕ, β) solução de (3.2.6) com ω = dϕ, tal que Φ dado em (3.3.24)

satisfaz 〈ΦuX,ΦvY 〉 = 〈ΦvX,ΦuY 〉 , ∀u, v ∈ Γ(V ) e ∀X, Y ∈ Γ(TM)
}
.

Para (ϕ, β) ∈ D(f) temos, usando as Proposições 3.3.7 e 3.2.5, que (ϕ, β̃,Ω), com β̃ dado
(3.3.22), satisfaz as condições da Definição 3.3.1 para F . Além disso, supondo que F̃ seja
uma imersão, para a isometria P definida por P = I − GΩ−1Gt temos

P(F ) = F − GΩ−1GtF = F − GΩ−1ϕ = F̃ ,

e assim
1
c̃

= 〈F, F 〉 = 〈P(F ),P(F )〉 =
〈
F̃ , F̃

〉
,

ou seja, existe f̃ : Mn → Qn+p
s (c̃) tal que F̃ = Rϕ,β̃,Ω(F ) = i ◦ f̃ . Assim, temos o seguinte

resultado

Proposição 3.3.8. Sejam f : Mn → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa e V um espaço vetorial Euclidiano. Sejam ϕ ∈ Γ(V )
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e β ∈ Γ(V ∗ ⊗NfM) tais que (ϕ, β) ∈ D(f). Então existe Ω ∈ Γ(Gl(V )) tal que

dΩ = GtdG (3.3.25)

e
Ω + Ωt = GtG = ωωt + βtβ + c̃ϕϕt. (3.3.26)

Além disso, seja F̃ : Mn → Rn+p+1
s+ε0 definida por

F̃ = Rϕ,β̃,Ω(F ) = F − GΩ−1ϕ,

em que β̃ = β + c̃Fϕt. Então existe f̃ : Mn → Qn+p
s (c̃) tal que F̃ = i ◦ f̃ .

Definição 3.3.9. Sejam D = I − ΦΩ−1ϕ, com Φ dada por (3.3.24), e

M̃n = {x ∈Mn; D(x) é inversível}.

A imersão isométrica f̃ |M̃n : M̃n → Qn+p
s (c̃), em que f̃ : Mn → Qn+p

s (c̃) é dada pela
Proposição 3.3.8 e M̃n é munido com a métrica D∗ 〈 , 〉, é chamada uma transformada
vetorial de Ribaucour de f : Mn → Qn+p

s (c̃).

Temos o seguinte resultado similar à Proposição 3.3.3

Proposição 3.3.10. As conexões normais e as segundas formas fundamentais de f e f̃
estão relacionadas por

(i) ∇̃⊥XPξ = P(i∗∇⊥Xξ),

(ii) Af̃Pξ = D−1(Afξ + ΦΩ−1βtξ), ou equivalentemente,

α
f̃
(X, Y ) = P(αf (X,DY ) + β(Ω−1)tΦ(X)DY ), (3.3.27)

Demonstração. Temos

−F̃∗Af̃PξX + i∗
f̃∇⊥XPξ = (∇̃XPξ)> + (∇̃XPξ)⊥ = ∇̃XPξ

= ∇̃Xξ − ∇̃XGΩ−1Gtξ
= −F∗AfξX + i∗

f∇⊥Xξ − dG(X)Ω−1Gtξ + GΩ−1dΩ(X)Ω−1Gtξ
−GΩ−1dGt(X)ξ − GΩ−1Gt∇̃Xξ

= −F∗AfξX + i∗
f∇⊥Xξ − F∗Φ(X)Ω−1Gtξ + GΩ−1GtdG(X)Ω−1Gtξ

−GΩ−1Φ(X)tF t
∗ξ + GΩ−1GtF∗AfξX − GΩ−1Gti∗∇⊥Xξ

= −P(F∗AfξX)− P(F∗Φ(X)Ω−1βtξ) + P(i∗f∇⊥Xξ)
= −F̃∗D−1AfξX − F̃∗D−1Φ(X)Ω−1βtξ + P(i∗f∇⊥Xξ),

e assim, obtemos (i) e (ii).
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3.3.4 O Teorema da decomposição em QN
s (c̃)

Nesta subseção, mostramos dois resultados que são consequências do Teorema 3.3.5 e do
Corolário 3.3.6.

Corolário 3.3.11. Seja Rϕ,β,Ω(f) : M̃n → Qn+p
s (c̃) uma transformada vetorial de Ribau-

cour de f : Mn → Qn+p
s (c̃) como na Definição 3.3.9, determinada pela tripla (ϕ, β,Ω),

dada na Proposição 3.3.8. Para uma decomposição ortogonal V = V1 ⊕ V2, defina
(ϕj, βj,Ωij) por

ϕj = πVj ◦ ϕ, βj = β|Vj e Ωij = πVi ◦ Ω|Vj ∈ Γ(V ∗j ⊗ Vi), 1 ≤ i, j ≤ 2. (3.3.28)

Suponha que Ωjj seja inversível e defina Rϕ,β,Ω(ϕi, βi,Ωii) := (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) por

ϕ̄i = ϕi − ΩijΩ−1
jj ϕj, β̄i = Pj(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij) e Ω̄ii = Ωii − ΩijΩ−1

jj Ωji, (3.3.29)

1 ≤ i 6= j ≤ 2, em que Pj = I − GjΩ−1
jj Gtj. Nessas condições, as triplas (ϕj, βj,Ωjj) e

(ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) satisfazem as condições da Proposição 3.3.8 com respeito a f e fj, respectiva-
mente, em que Fj = i ◦ fj, e vale

Rϕ,β,Ω(f) = Rϕ̄i,β̄i,Ω̄ii(Rϕj ,βj ,Ωjj(f)). (3.3.30)

Demonstração. Primeiramente, definindo β̃j = β̃|Vj = βj + c̃Fϕtj, j = 1, 2, segue do
Teorema 3.3.5 que as triplas (ϕj, β̃j,Ωjj) e (ϕ̄i, ¯̃

βi, Ω̄ii) satisfazem as condições da Definição
3.3.1 com respeito a F e Fj, respectivamente, e

Rϕ,β̃,Ω(F ) = R
ϕ̄i,

¯̃
βi,Ω̄ii

(Rϕj ,β̃j ,Ωjj(F )). (3.3.31)

Assim, a tripla (ϕj, βj,Ωjj) satisfaz as condições da Proposição 3.3.8 com respeito a f . E
ainda, como

'
βi = β̄i + c̃Fjϕ̄

t
i = Pj

(
βi + c̃Fϕti + βj(Ω−1

jj )tΩij + c̃Fϕtj(Ω−1
jj )tΩt

ij

)
= Pj

(
β̃i + β̃j(Ω−1

jj )tΩt
ij

)
= ¯̃
βi,

temos que (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) satisfaz as condições da Proposição 3.3.8 com respeito a fj, em que
Fj = i ◦ fj e que existe f̄i : Mn → Qn+p

s (c̃) com R
ϕ̄i, ˜̄βi,Ω̄ii(Fj) = i ◦ f̄i. Logo, a equação

(3.3.30) segue da equação (3.3.31).

Corolário 3.3.12. Seja fi = Rϕi,βi,Ωii(f) : Mn
i → Qn+p

s (c̃), 1 ≤ i ≤ 2, transformada
vetorial de Ribaucour de f : Mn → Qn+p

s (c̃) determinada por (ϕi, βi,Ωii) como na Propo-
sição 3.3.8. Suponha ainda que os tensores Φi = Φ(ϕi, dϕi, βi), 1 ≤ i ≤ 2, satisfaçam

[Φi
vi
,Φj

vj
] = 0 para todo vi ∈ Vi e vj ∈ Vj, 1 ≤ i 6= j ≤ 2.
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Considere Gi = f∗(dϕi)t + βi + c̃Fϕti, 1 ≤ i ≤ 2. Então existe Ωij ∈ Γ(V ∗j ⊗ Vi), 1 ≤ i 6=
j ≤ 2 tal que

dΩij = GtidGj e GtiGj = Ωij + Ωt
ji, (3.3.32)

e tal que ϕ ∈ Γ(V ) e β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) e Ω ∈ Γ(V ∗ ⊗ V ) definidos por (3.3.28) para
V = V1 ⊕ V2 satisfazem as condições da Proposição 3.3.8 (e, portanto ocorre a útlima
conclusão do Corolário 3.3.11).

3.3.5 O cubo de Bianchi

Um quadrilátero de Bianchi é um conjunto formado por quatro imersões isométricas
fi : Mi → Qn+p

s (c̃), 1 ≤ i ≤ 4, cada uma das quais é uma transformada de Ribaucour das
imersões precedente e subsequente (pensadas como pontos em um círculo orientado), e os
tensores de Codazzi associados comutam.

Um k-cubo de Bianchi, k ≥ 2, é uma (k + 1)−upla (C0, ..., Ck), em que cada
Ci, 0 ≤ i ≤ k, é uma família com

(
k
i

)
elementos de imersões isométricas fi : Mi → Qn+p

s (c̃),
tal que C0 = {f}, cada elemento de C1 é uma transformada de Ribaucour de f e, para
qualquer f̂ ∈ Cs+1, 1 ≤ s ≤ k − 1, existem únicos elementos f̂1, ..., f̂s+1 ∈ Cs satisfazendo
as seguintes condições:
(i) f̂ é uma transformada de Ribaucour de f̂j, 1 ≤ j ≤ m.
(ii) Para cada par de índices 1 ≤ i 6= j ≤ s + 1 existe um único elemento f̂ij ∈ Cs−1 tal
que {f̂ij, f̂i, f̂j, f̂} é um quadrilátero de Bianchi.

O seguinte resultado foi provado em [7].

Teorema 3.3.13. Sejam f : Mn → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica e f1, ..., fk trans-

formadas de Ribaucour de f tais que nenhuma delas pertence à família associada a duas
quaisquer das outras. Para cada par {i, j}, 1 ≤ i 6= j ≤ k, seja fij : Mn

ij → Qn+p
s (c̃)

uma imersão isométrica tal que {fij, fi, fj, f} seja um quadrilátero de Bianchi. Então,
para uma escolha genérica das imersões fij nessas condições, existe um único k-cubo de
Bianchi (C0, ..., Ck) tal que C0 = {f}, C1 = {f1, ..., fk} e C2 = {fij}1≤i 6=j≤k.

Demonstração. Vamos primeiramente provar a existência. Escreva fi = Rϕi,βi(f), 1 ≤
i ≤ k. Para cada par {i, j} ⊂ {1, ..., k} com i < j, defina ϕij ∈ Γ(R2) e βij ∈ Γ((R2)∗ ⊗
NfM) por

ϕij = (ϕi, ϕj) e βij = dx1 ⊗ βi + dx2 ⊗ βj.

Por ser {fij, fi, fj, f} um quadrilátero de Bianchi, existe Ωij ∈ Gl(R2) com

Ωij =
 Ωii Ωij

Ωji Ωjj

 ,
em que Ωrr = 1

2 〈Gr,Gr〉 , com Gr = f∗(dϕr)t +βr + c̃Fϕtr e r ∈ {i, j}, tal que (ϕij, βij,Ωij)
satisfaz as condições da Proposição 3.3.8 com respeito a f e fij = Rϕij ,βij ,Ωij(f).
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Defina ϕ ∈ Γ(Rk), β ∈ Γ((Rk)∗ ⊗NfM) e Ω ∈ Γ((Rk)∗ ⊗ Rk) por

ϕ = (ϕ1, ..., ϕk), β =
k∑
i=1

dxi ⊗ βi

e
Ω = (Ωij)1≤i,j≤k . (3.3.33)

É fácil verificar que ϕ e β pertencem a D(f) e que Ω satisfaz as equações (3.3.25) e
(3.3.26), com G : Rk → f ∗TQn+p

s (c̃) dado por G = ∑k
i=1 dxi ⊗ Gi.

Agora, fazemos precisa a hipótese da escolha "genérica". A saber, exigimos que
nenhum dos menores principais de Ω sejam nulos, em que Ω é considerada uma matriz
quadrada (k × k). Isto é, para qualquer multi-índice α = {i1, ..., ir} ⊂ {1, ..., k}, a
submatriz Ωα, formada escolhendo-se de Ω as colunas e linhas com índices em α, tem
determinante diferente de zero. Desta forma, a própria matriz Ω é inversível e a tripla
(ϕ, β,Ω) satisfaz as condições da Proposição 3.3.8 com respeito a f .

Doravante, para tal α = {i1, ..., ir} ⊂ {1, ..., k}, considere

ϕα = (ϕi1, ..., ϕir), βα =
r∑
j=1

dxij ⊗ βij e Ωα = Ωα.

Definimos Cr como a família de
(
k
r

)
elementos formada pelas transformadas vetoriais de

Ribaucour Rϕα,βα,Ωα(f).
Dada f̂ = Rϕα,βα,Ωα(f) ∈ Cs+1, 1 ≤ s ≤ k − 1 e α = {i1, ..., is+1} ⊂ {1, ..., k},

sejam α1, ..., αs+1 os (s+ 1) multi-índices com s elementos que estão contidos em α. Para
cada j = 1, ..., s+ 1 escreva α = αj ∪ {ij}. Então, pelo Corolário 3.3.11,

f̂j = Rϕαj ,βαj ,Ωαj (f) ∈ Cs e f̂ = Rϕ̄ij ,β̄ij
(f̂j).

Além disso, para cada par {αi, αj}, considere αij = αi ∩ αj e seja f̂ij = Rϕαij ,βαij ,Ωαij (f).
Então, f̂ij ∈ Cs−1 e {f̂ij, f̂i, f̂j, f̂} é um quadrilátero de Bianchi.

É fácil verificar que a afirmação sobre a unicidade segue da unicidade para k = 3.
Como nenhuma das transformadas pertence à família associada a duas quaisquer das
outras, em [18] temos a justificativa dessa unicidade usando um argumento elementar
baseado na versão do Teorema de Miquel para quatro circunferências.

Proposição 3.3.14. Sejam f : Mn → Qn+p(c̃) uma imersão isométrica e f1, ..., fk trans-
formadas de Ribaucour de f , determinadas por (ϕi, βi), 1 ≤ i ≤ k, k ≤ n + p. Suponha
que a imagem de ϕ = (ϕ1, ..., ϕk) : M → Rk gere o Rk e que G : Rk → f ∗TQn+p(c̃), dada
por

G =
k∑
i=1

dxi ⊗ (f∗∇ϕi + βi + c̃Fϕt),
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seja injetiva. Então

i) fl não pertence à família associada a {fi, fj} para quaisquer i, j, l ∈ {1, ..., k}.

ii) No Teorema 3.3.13, se c̃ ≥ 0, a imersão fij pode ser escolhida arbitrariamente
satisfazendo a condição de que {fij, fi, fj, f} seja um quadrilátero de Bianchi.

Demonstração. (i) é uma consequência direta das hipóteses. Para (ii), definindo Ω
como em (3.3.33), temos de G ser injetiva que Ω + Ωt = 2Ωs = GtG é positiva definida
para c̃ ≥ 0, e assim, o determinante de Ω é positivo. De fato, por ser uma matriz real, Ω
tem autovalores reais ou par de complexos conjugados, e como o determinante de Ω é o
produto de seus autovalores, basta mostrar que todos os seus autovalores têm parte real
positiva. Sejam α um autovalor de Ω (complexo em geral) e u o correspondente autovetor
(também complexo), temos de ūtΩsu + ūtΩsu = 2ūtΩsu > 0 e ūtΩau + ūtΩau = 0 que
Re(ūtΩu) = Re(ūtΩsu+ ūtΩau) > 0. Logo, por ūtΩu = α||u||2, segue que Reα > 0.

Doravante, afirmamos que todos os menores principais de Ω são positivos. Pelo
critério de Sylvester, a parte simétrica Ωs > 0 é equivalente a todos os seus menores
principais do canto superior esquerdo serem positivos, os quais são chamados menores
principais de canto. Pela primeira afirmação, os respectivos menores principais de Ω
são positivos. Finalmente, basta observar que todos os menores principais podem ser
permutados em posições de menores principais de canto, e que a parte simétrica da nova
matriz é ainda positivo definida.

Portanto, a imersão fij pode ser escolhida arbitrariamente satisfazendo a condição
de que {fij, fi, fj, f} seja um quadrilátero de Bianchi.



Capítulo 4

A L−Transformação de Ribaucour

Neste capítulo, obtemos uma redução da transformação vetorial de Ribaucour que pre-
serva a classe das subvariedades de curvatura seccional constante de formas espaciais. Tal
redução fica determinada por um operador linear L de um espaço vetorial Euclidiano V ,
assim a chamamos de L-transformação de Ribaucour. No caso escalar, ou seja, quando
V tem dimensão um, a L-transformação reduz-se à redução da transformação escalar de
Ribaucour para subvariedades de curvatura seccional constante obtida em [12]. Obtemos
um teorema de decomposição para a L-transformação, do qual decorre, em particular, que
uma L-transformação determinada por um tensor simétrico L é a iterada de dim V trans-
formações escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em particular, mostramos como obter,
a partir de k tais transformadas escalares de uma subvariedade de curvatura seccional
constante c, fórmulas algébricas explícitas para uma família de novas subvariedades da
mesma classe, a qual está em correspondência com os vértices de um cubo k-dimensional,
do qual as k subvariedades iniciais são os vértices contíguos àquele associado à subvarie-
dade dada.

4.1 A L-transformação para subvariedades de curva-
tura constante.

Antes de definir a L−transformação, mostraremos alguns resultados preliminares.
Sejam f : Mn → Qn+p

s (c̃) uma imersão isométrica e Rϕ,β,Ω(f) : Mn → Qn+p
s (c̃)

sua transformada vetorial de Ribaucour determinada pela tripla (ϕ, β,Ω), segundo a De-
finição 3.3.9. Denotaremos por M̃n a variedade Mn munida com a métrica induzida por
f̃ . Primeiramente, iremos relacionar os tensores de curvatura de Mn e M̃n.

Defina os tensores S ∈ Γ(NfM
∗ ⊗ V ) e U ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ End(TM)) por

S = Ω−1βt

97
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e
U(X, Y ) = Φ(X) ◦ S ◦ (A(Y ) + 1

2Φ(Y ) ◦ S)t.

Dado T ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ End(TM)), defina T̂ ∈ Γ(A2(T ∗M)⊗A(TM)) por

T̂ (X, Y ) = (T (X, Y )− T (X, Y )t)− (T (Y,X)− T (Y,X)t).

Proposição 4.1.1. Os tensores de curvatura de Mn e M̃n estão relacionados por

D ◦ R̃(X, Y ) = (R(X, Y ) + Û(X, Y ) + c̃ (DX ∧DY )− c̃ (X ∧ Y )) ◦D. (4.1.1)

Demonstração. Pela Proposição 3.3.10, temos

DÃα̃(Y,Z)(X) = DÃ(X)P (α(Y,DZ) + β(Ω−1)tΦ(Y )tDZ)

= A(X)(α(Y,DZ) + β(Ω−1)tΦ(Y )tDZ)

+Φ(X)(Ω−1βt(α(Y,DZ) + β(Ω−1)tΦ(Y )tDZ)).

(4.1.2)

Denote por R̄ o tensor de curvatura de Qn+p
s (c̃). Obtemos de (4.1.2) e das equações de

Gauss para f e f̃ que

D ◦ R̃(X, Y )Z = DÃα̃(Y,Z)X −DÃα̃(X,Z)Y +D(R̄(X, Y )Z)t

= Aα(Y,DZ)X + A(X)StΦ(Y )tDZ + Φ(X)SA(Y )tDZ

+Φ(X)SStΦ(Y )tDZ − Aα(X,DZ)Y − A(Y )StΦ(X)tDZ

−Φ(Y )SA(X)tDZ − Φ(Y )SStΦ(X)tDZ

+c̃ (〈Y, Z〉∼DX − 〈X,Z〉∼DY )

= R(X, Y )DZ − c̃ (X ∧ Y )DZ

+
(

Φ(X)S
(
A(Y ) + 1

2Φ(Y )S
)t)

DZ

−
(

Φ(X)S
(
A(Y ) + 1

2Φ(Y )S
)t)t

DZ

−
(

Φ(Y )S
(
A(X) + 1

2Φ(X)S
)t)

DZ

+
(

Φ(Y )S
(
A(X) + 1

2Φ(X)S
)t)t

DZ + c̃ (DX ∧DY )DZ

= R(X, Y )DZ − c̃ (X ∧ Y )DZ + Û(X, Y )DZ + c̃ (DX ∧DY )DZ.

Defina agora ρ ∈ Γ(V ∗ ⊗ V ) e Ψ ∈ Γ(T ∗M ⊗ V ∗ ⊗ TM) por

ρ = βtβ − (c− c̃)ϕϕt (4.1.3)
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e
Ψ(Y ) = A(Y )β + (c− c̃)Y ϕt + 1

2Φ(Y )Ω−1ρ. (4.1.4)

Lema 4.1.2. Se Mn tem curvatura constante c, então o mesmo vale para M̃n se, e só
se, Q̂ é identicamente nulo, em que Q ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ End(TM)) é dado por

Q(X, Y ) = Φ(X) ◦ Ω−1 ◦Ψ(Y )t. (4.1.5)

Demonstração. Observe que M̃n tem curvatura seccional constante c se, e só se,

DR̃(X, Y )Z = cD(〈Y, Z〉∼X − 〈X,Z〉∼Y )
= cD(〈DY,DZ〉X − 〈DX,DZ〉Y )
= c(DX ∧DY )DZ.

Decorre da Proposição 4.1.1, e do fato de Mn ter curvatura seccional constante c, que

D ◦ R̃(X, Y )− c(DX ∧DY ) ◦D = (R(X, Y )− c̃(X ∧ Y ) + Û(X, Y )
+c̃(DX ∧DY )− c(DX ∧DY )) ◦D

= ((c− c̃)(X ∧ Y )− (c− c̃)(DX ∧DY )
+Û(X, Y )) ◦D.

(4.1.6)

Agora, usando que D = I − ΦΩ−1ϕ, obtemos

X ∧ Y −DX ∧DY = XY t − Y X t −DX(DY )t +DY (DX)t

= X(Φ(Y )Ω−1ϕ)t + (Φ(X)Ω−1ϕ)Y t − (Φ(X)Ω−1ϕ)(Φ(Y )Ω−1ϕ)t

−Y (Φ(X)Ω−1ϕ)t − (Φ(Y )Ω−1ϕ)X t + (Φ(Y )Ω−1ϕ)(Φ(X)Ω−1ϕ)t

= Φ(X)Ω−1ϕ
(
Y − (1/2)Φ(Y )Ω−1ϕ

)t
−Φ(Y )Ω−1ϕ

(
X − (1/2)Φ(X)Ω−1ϕ

)t
−
(

Φ(X)Ω−1ϕ
(
Y − (1/2)Φ(Y )Ω−1ϕ

)t)t
+
(

Φ(Y )Ω−1ϕ
(
X − (1/2)Φ(X)Ω−1ϕ

)t)t
= Ĥ(X, Y ),

(4.1.7)

com H(X, Y ) = Φ(X)Ω−1ϕ(Y − 1
2Φ(Y )Ω−1ϕ)t. Segue de (4.1.6) e (4.1.7) que

D ◦ R̃(X, Y )− c(DX ∧DY ) ◦D = (Û(X, Y ) + (c− c̃)Ĥ(X, Y )) ◦D.



A L−Transformação de Ribaucour 100

O resultado segue, uma vez que

U(X, Y ) + (c− c̃)H(X, Y ) = Φ(X)Ω−1βt(A(Y ) + 1
2Φ(Y )Ω−1βt)t

+(c− c̃)Φ(X)Ω−1ϕ(Y − 1
2Φ(Y )Ω−1ϕ)t

= 1
2Φ(X)Ω−1(βtβ − (c− c̃)ϕϕt)(Ω−1)tΦ(Y )t

+Φ(X)Ω−1βtA(Y )t + (c− c̃)Φ(X)Ω−1ϕY t

= Φ(X) ◦ Ω−1 ◦Ψ(Y )t

= Q(X, Y ).

Com o objetivo de obter uma redução da transformação vetorial de Ribaucour
que preserve a classe das subvariedades de curvatura seccional constante, mostramos ini-
cialmente o seguinte lema.

Lema 4.1.3. Sejam f : Mn(c)→ Qn+p
s (c̃), com Mn(c) simplesmente conexa, uma imer-

são isométrica satisfazendo as condições da Proposição 1.3.1 ou da Proposição 1.3.4,
conforme seja c = c̃ ou c 6= c̃, respectivamente, e (v, h) e (v, h, V ) as respectivas soluções
dos sistemas dados nessas proposições. Seja L um endomorfismo linear inversível de um
espaço vetorial Euclidiano V . Nessas condições, valem as seguintes afirmações:

(i) Fixados x0 ∈ U e ϕ0, γ0
1 , ..., γ

0
n, β

0
1 , ..., β

0
p ∈ V , existe uma única solução do sistema

R0 =


i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γj) = hjiγi, i 6= j

iii) ∂i(γi) = −∑j 6=i hjiγj − ((Lt)−1 − I)εiβi − cviϕ
iv) εs∂i(βs) = εihisβi, i 6= s, v) ∂i(βi) = −γi −

∑
s 6=i hisβs.

se c = c̃, ou do sistema

Rc−c̃ =


i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γj) = hjiγi, i 6= j

iii) ∂i(γi) = −∑j 6=i hjiγj − ((Lt)−1 − I)∑s Visβs − ((Lt)−1(c− c̃) + c̃) viϕ,
iv) ∂i(βs) = −εsVisγi, i 6= s,

se c 6= c̃, tal que ϕ(x0) = ϕ0, γi(x0) = γ0
i e βj(x0) = β0

j para quaisquer 1 ≤ i ≤ n e
1 ≤ j ≤ p.

(ii) Se (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βr) é uma solução de R0 ou Rc−c̃, conforme seja c = c̃ ou
c 6= c̃, respectivamente, então ω = dϕ ∈ Γ(TM∗⊗ V ) e β ∈ Γ(V ∗⊗NfM), definido
por

βx(v) =
∑
s

〈βs(x), v〉 ξs, (4.1.8)
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satisfazem a equação (3.2.6), o tensor Φ dado por (3.3.24) satisfaz

Φ(Y )L+ A(Y )β + (c− c̃)Y ϕt = 0 (4.1.9)

e ω(∂i) = viγi para 1 ≤ i ≤ n. Reciprocamente, se ϕ é tal que ω = dϕ e β satisfa-
zem (3.2.6) e (4.1.9), então (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βr) é uma solução de R0 ou Rc−c̃,
conforme c = c̃ ou c 6= c̃, respectivamente, em que γi = v−1

i ω(∂i) para 1 ≤ i ≤ n e
βj = εjβ

t(ξj) para 1 ≤ j ≤ p.

(iii) Se (ω, β), com ω = dϕ, satisfaz (3.2.6) e Ω ∈ Γ(V ∗⊗V ) satisfaz a equação (3.3.25),
então existe uma seção paralela K ∈ Γ(V ∗ ⊗ V ) tal que

ΩL+ LtΩt − ρ = K,

com ρ dado por (4.1.3).

Demonstração. (i) Escrevendo ambos os sistemas R0 e Rc−c̃ na forma (A.1.1), é imedi-
ato verificar, usando o fato de que (v, h) e (v, h, V ) são as respectivas soluções dos sistemas
(1.3.3) da Proposião 1.3.1 e (1.3.9) da Proposição 1.3.4, conforme seja c = c̃ ou c 6= c̃,
respectivamente, que as equações de compatibilidade (A.1.2) dos respectivos sistemas R0

ou Rc−c̃ são satisfeitas. Assim, a afirmação decorre do Apêndice A.1.

(ii) Dividimos a demonstração em dois casos.

• c = c̃;
Inicialmente, temos de ϕ ∈ C∞(M) e γi = ω(Xi) para 1 ≤ i ≤ n, e de (1.3.1) e
(1.3.2), que

α(∂i, ωt(v)) + (∇V ∗⊗NfM
∂i

β)v

= ∑
j 〈γj, v〉α(∂i, Xj) +∇⊥∂i(

∑
s 〈βs, v〉 ξs)− β(∇V

∂i
v)

= 〈γi, v〉 ξi +∑
s 〈∂i(βs), v〉 ξs +∑

s 〈βs,∇∂iv〉 ξs +∑
s 〈βs, v〉∇⊥∂iξs

−∑s 〈βs,∇∂iv〉 ξs

= 〈γi, v〉 ξi +∑
s 〈∂i(βs), v〉 ξs +∑

s 6=i 〈βs, v〉hisξi + 〈βi, v〉∇⊥∂iξi
= 〈γi, v〉 ξi +∑

s 〈∂i(βs), v〉 ξs +∑
s 6=i 〈βs, v〉hisξi − 〈βi, v〉

∑
s 6=i εiεshisξs

=
〈(
γi +∑

s 6=i βshis + ∂i(βi)
)
, v
〉
ξi +

〈∑
s 6=i (∂i(βs)− εiεshisβi) , v

〉
ξs.

Portanto, α(∂i, ωt(v)) + (∇V ∗⊗NfM
∂i

β)v = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n se, e somente se, as
equações (iv) e (v) de R0 são satisfeitas.

Vamos verificar a equivalência para equação (4.1.9), com Φ dado por (3.3.24). Temos
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por (1.3.2) que

Φv (∂i) = Φ (∂i) v =
(
∇V ∗⊗TM
∂i

ωt
)
v − Aβ(v)∂i + cϕt(v)∂i

= ∇∂iω
t(v)− ωt

(
∇V
∂i
v
)
− Aβ(v)∂i + cϕt(v)∂i

= ∑
j 6=i 〈∂i(γj), v〉Xj + 〈∂i(γi), v〉Xi +∑

j 6=i 〈γj, v〉∇∂iXj

+ 〈γi, v〉∇∂iXi −
∑
s 〈βs, v〉Aξs∂i + cϕt(v)∂i

= ∑
j 6=i 〈∂i(γj), v〉Xj + 〈∂i(γi), v〉Xi +∑

j 6=i 〈γj, v〉hjiXi

−〈γi, v〉
∑
j 6=i hjiXj − 〈βi, v〉 εiXi + cvi 〈ϕ, v〉Xi.

= ∑
j 6=i 〈∂i(γj)− hjiγi, v〉Xj

+
〈
∂i(γi) +∑

j 6=i γjhji − εiβi + cviϕ, v
〉
Xi.

Logo, por um lado, temos por (ii) em R0 que

Φv (∂i) =
〈
B0
i , v

〉
Xi, (4.1.10)

com B0
i dado por

B0
i = ∂i(γi) +

∑
j 6=i

γjhji − εiβi + cviϕ.

Por outro lado, pela Proposição 3.3.7, Φv é auto adjunto e comuta com o operador
de forma, logo {X1, ..., Xn} também diagonaliza Φv, e assim, vale (4.1.10).

Portanto,
Φ(∂i)Lv + Aβ(v)∂i

= 〈B0
i , Lv〉Xi +∑

s 〈βs, v〉Aξs∂i
= 〈B0

i , Lv〉Xi + 〈βi, v〉 εiXi

= 〈LtB0
i + εiβi, v〉Xi.

Concluímos, se vale (ii) e (iii) de R0, então vale a equação (4.1.9), e reciprocamente,
se (ω = dϕ, β) satifaz a (3.2.6), então vale (ii) de R0 e a equação (4.1.9) é condição
suficiente para (iii) de R0. Assim, temos (ii) para o caso de c = c̃.

• c 6= c̃;
De (1.3.8)

α(∂i, ωt(v)) + (∇V ∗⊗NfM
∂i

β)v

= ∑
j 〈γj, v〉α(∂i, Xj) +∇⊥∂i(

∑
s 〈βs, v〉 ξs)− β(∇V

∂i
v)

= 〈γi, v〉
∑
s εsVisξs +∑

s 〈∂i(βs), v〉 ξs +∑
s 〈βs,∇∂iv〉 ξs −

∑
s 〈βs,∇∂iv〉 ξs

= ∑
s 〈(γiVisεs + ∂i(βs)) , v〉 ξs.

Portanto, α(∂i, ωt(v)) + (∇V ∗⊗NfM
∂i

β)v = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n se, e somente se, a
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equação (iv) de Rc−c̃ é satisfeita.

Para a equivalência de (4.1.9), temos

Φv (∂i) = Φ (∂i) v =
(
∇V ∗⊗TM
∂i

ωt
)
v − Aβ(v)∂i + c̃∂iϕ

t(v)

= ∇∂iω
t(v)− ωt

(
∇V
∂i
v
)
− Aβ(v)∂i + c̃∂iϕ

t(v)

= ∑
j 6=i 〈∂i(γj), v〉Xj + 〈∂i(γi), v〉Xi +∑

j 6=i 〈γj, v〉∇∂iXj

+ 〈γi, v〉∇∂iXi −
∑
s 〈βs, v〉Aξs∂i + c̃viXiϕ

t(v)

= ∑
j 6=i 〈∂i(γj), v〉Xj + 〈∂i(γi), v〉Xi +∑

j 6=i 〈γj, v〉hjiXi

−〈γi, v〉
∑
j 6=i hjiXj −

∑
s 〈βs, v〉VisXi + c̃viXiϕ

t(v).

= ∑
j 6=i 〈(∂i(γj)− γihji) , v〉Xj

+
〈(
∂i(γi) +∑

j 6=i γjhji −
∑
s βsVis + c̃viϕ

)
, v
〉
Xi.

Logo, por um lado, temos por (ii) em Rc−c̃ que

Φv (∂i) = 〈∂i(γi), v〉Xi +∑
j 6=i 〈γj, v〉hjiXi −

∑
s 〈βs, v〉VisXi + c̃viϕ

t(v)Xi

=
〈
∂i(γi) +∑

j 6=i hjiγj −
∑
s βsVis + c̃viϕ, v

〉
Xi

= 〈Bi, v〉Xi,

(4.1.11)
em que Bi = ∂i(γi) +∑

j 6=i hjiγj −
∑
s βsVis + c̃viϕ. Por outro lado, pela Proposição

3.3.7 Φv é auto adjunto e comuta com o operador forma, logo {X1, ..., Xn} também
diagonaliza Φv, e assim, vale (4.1.11).

Portanto,

Φ(∂i)Lv + A (∂i) β(v) + (c− c̃)∂iϕt(v)

= 〈Bi, Lv〉Xi +∑
s 〈βs, v〉VisXi + (c− c̃)viϕt(v)Xi

= 〈LtBi +∑
s βsVis + (c− c̃)viϕ, v〉Xi.

Concluímos, se vale (ii) e (iii) de Rc−c̃, então vale a equação (4.1.9), e reciproca-
mente, se (ω = dϕ, β) satifaz a (3.2.6), então vale a equação (ii) e a equação (4.1.9)
é condição suficiente para (iii) de Rc−c̃. Assim, temos (ii) para o caso de c 6= c̃.

(iii) Defina G = f∗ω
t + β + c̃Fϕt. Usando (3.2.6), (3.3.18), (3.3.19) e (3.3.25),
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temos

d(ΩL+ LtΩt − ρ)(X) = ωΦ(X)L+ LtΦ(X)tωt − dβt(X)β − βtdβ(X)

+(c− c̃)ω(X)ϕt + (c− c̃)ϕω(X)t

= ωΦ(X)L+ LtΦ(X)tωt + ω(A(X)β + (c− c̃)Xϕt)

+(A(X)β + (c− c̃)Xϕt)tωt

= ω(Φ(X)L+ A(X)β + (c− c̃)Xϕt)

+(ω(Φ(X)L+ A(X)β + (c− c̃)Xϕt))t

= 0.

Definição 4.1.4. Sejam f : Mn(c) → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica e L um endo-

morfismo inversível de um espaço vetorial Euclidiano V . Uma transformada vetorial de
Ribaucour f̃ = Rϕ,β,Ω(f) de f , determinada por (ϕ, β,Ω) como na Definição 3.3.9, é uma
L-transformada vetorial de Ribaucour de f , ou simplesmente, uma L-transformada de f ,
se valem

Φ(Y )L+ A(Y )β + (c− c̃)Y ϕt = 0, (4.1.12)

e
ΩL+ LtΩt = ρ, (4.1.13)

em que ω = dϕ e ρ é dado por (4.1.3). Escrevemos f̃ = Rϕ,β,Ω,L(f)

A existência de L−transformadas de Ribaucour para s = 0 é assegurada pelo
seguinte resultado.

Teorema 4.1.5. Seja f : Mn(c) → Qn+p(c̃) uma imersão isométrica de uma variedade
Riemanniana simplesmente conexa satisfazendo as condições da Proposição 1.3.1 ou da
Proposição 1.3.4, conforme seja c = c̃ ou c 6= c̃, respectivamente. Seja L um endomorfismo
inversível e não depreciativo de um espaço vetorial Euclidiano V , cujos autovalores com
multiplicidade algébrica ímpar, caso existam, satisfaçam a (2.3.4). Então, dados x0 ∈M e
uma tripla (ψ0, ν0, β0) L-admissível, com ψ0 ∈ V ∗, ν0 ∈ V ∗⊗Tx0M e β0 ∈ V ∗⊗NfM(x0),
existem uma vizinhança aberta U de x0 e uma única L−transformada f̃ = Rϕ,β,L(f |U) de
f |U tal que ϕ(x0) = ψt0, ω(x0) = νt0 e β(x0) = β0.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.3, existem uma vizinhança aberta U contendo x0, ϕ : U →
V diferenciável e β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfU), satisfazendo as equações (3.2.6) e (4.1.12), tais que
ϕ(x0) = ψt0, β(x0) = β0 e ω(x0) = νt0, em que ω = dϕ.

Como L : V → V é um endomorfismo inversível e não depreciativo, e a tripla
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(ψ0, ν0, β0) é L-admissível, decorre da Proposição 2.3.1 que o sistema de equações
X +X t = ω(x0)ωt(x0) + βt(x0)β(x0) + c̃ϕ(x0)ϕt(x0)

XL+ LtX t = β(x0)tβ(x0)− (c− c̃)ϕ(x0)ϕt(x0),

possui uma única solução X = Ω0, a qual é inversível.
Por outro lado, pelo Lema 4.1.3, o tensor Φ dado por (3.3.24) satisfaz (4.1.12).

Como f tem fibrado normal plano, temos que

〈ΦuX,ΦvY 〉 = 〈ΦvX,ΦuY 〉

para quaisquer u, v ∈ V e X, Y ∈ TM . Logo, pela Proposição 3.3.8 existe uma única
Ω ∈ Γ(U ;End(V )) satisfazendo (3.3.25) com Ω(x0) = Ω0. Decorre de (iii) do Lema 4.1.3
que Ω satisfaz (4.1.13), assim f̃ = Rϕ,β,Ω(f |U) é uma L−transformada de f |U .

O próximo teorema justifica nosso interesse na L−transformação.

Teorema 4.1.6. Seja f : Mn(c) → Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana e seja f̃ = Rϕ,β,Ω,L(f) : Mn → Qn+p
s (c̃) uma L−transformada de f . Então

a métrica induzida em Mn por f̃ tem também curvatura seccional constante c.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.2, basta provar que Q̂ ≡ 0, em que

Q ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ End(TM))

é dado pela equação (4.1.5). De (4.1.12) temos que

Ψ(Y ) = Φ(Y )Ω−1
(
ρ

2 − ΩL
)
,

e assim
Q(X, Y ) = Φ(X)Ω−1

(
ρ

2 − L
tΩt
)

(Ω−1)tΦ(Y )t.

Logo, por (4.1.13)

Q̂(X, Y ) = Φ(X)Ω−1(ρ2 − L
tΩt)(Ω−1)tΦ(Y )t − Φ(Y )Ω−1

(
ρ
2 − ΩL

)
(Ω−1)tΦ(X)t

−Φ(Y )Ω−1
(
ρ
2 − L

tΩt
)

(Ω−1)tΦ(X)t + Φ(X)Ω−1
(
ρ
2 − ΩL

)
(Ω−1)tΦ(Y )t

= Φ(X)Ω−1 (ρ− ΩL− LtΩt) (Ω−1)tΦ(Y )t

−Φ(Y )Ω−1 (ρ− ΩL− LtΩt) (Ω−1)tΦ(X)t

= 0.

Proposição 4.1.7. Seja f : Mn(c)→ Qn+p
s (c̃) uma imersão isométrica de uma variedade

Riemanniana simplesmente conexa satisfazendo as condições da Proposição 1.3.1 ou da
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Proposição 1.3.4, conforme seja c = c̃ ou c 6= c̃, respectivamente. Se c = c̃ (resp. c 6= c̃),
sejam {ξ1, . . . , ξp} o referencial de NfM e (v, h) (resp., (v, h, V )) o par (resp., tripla)
associado a f . Se f̃ = Rϕ,β,L(f) é uma L−transformada de f , então {ξ̃1, ..., ξ̃p}, com

ξ̃r = P(ξr −
∑
s

εr
〈
βr, L

−1Ω−1βs
〉
ξs), (4.1.14)

é um referencial ortonormal de Nf̃M satisfazendo as condições das referidas proposições,
e o par (ṽ, h̃) associado a f̃ para c = c̃ é dado por

ṽj = vj + εj
〈
βj, L

−1Ω−1ϕ
〉

e h̃ir = hir + εr
〈
βr, L

−1Ω−1GtF∗Xi

〉
. (4.1.15)

Para c 6= c̃, a tripla (ṽ, h̃, Ṽ ) associada a f̃ é dada por

ṽj = vj −
〈
Bj,Ω−1ϕ

〉
, h̃ij = hij −

〈
Bj,Ω−1GtF∗Xi

〉
e Ṽir = Vir +

〈
Bi,Ω−1βr

〉
, (4.1.16)

em que Bi = −(Lt)−1 (∑s εsβsVis − (c− c̃)viϕ) .

Demonstração. Faremos a demonstração para o caso em que c = c̃, sendo aquela para
o caso c 6= c̃ análoga. Segue de (4.1.10) que

D∂i = ∂i − ΦΩ−1ϕ∂i = viXi −B0t
iΩ−1ϕXi

= viXi + εi
〈
βi, L

−1Ω−1ϕ
〉
Xi

= ṽiXi, (4.1.17)

logo
f̃∗∂i = Pf∗D∂i = ṽiPf∗Xi.

Portanto,
〈∂i, ∂i〉̃ =

〈
f̃∗∂i, f̃∗∂i

〉
= 〈Pf∗D∂i,Pf∗D∂i〉 = ṽ2

i ,

e a primeira equação em (4.1.15) segue da Definição 3.3.9. Usando (1.3.1), (3.3.27),
(4.1.8), (4.1.10) e (4.1.17), obtemos para 1 ≤ i ≤ n que

1
ṽi

[
α
f̃

(∂i, ∂i)
]

= 1
ṽi

[
P
(
α (∂i, D∂i) + β(Ω−1)tΦ (∂i)tD∂i

)]
= 1

ṽi

[
P
(
ṽiξi + ṽiβ(Ω−1)tΦ (∂i)tXi

)]
= P

(
ξi + v−1

i

∑
s

〈
βs, (Ω−1)tΦ (∂i)t ∂i

〉
ξs
)

= P
(
ξi + v−1

i

∑
s 〈Φ(∂i)Ω−1βs, ∂i〉 ξs

)
= P (ξi +∑

s 〈B0
i ,Ω−1βs〉 ξs)

= P (ξi −
∑
s εi 〈βi, L−1Ω−1βs〉 ξs)

= ξ̃i.

Por outro lado, segue de (i) da Proposição 3.3.10, (1.3.2), (3.3.18), (3.3.25), (4.1.10) e (v)
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de R0 que

∇̃⊥∂i ξ̃r = ∇̃⊥∂iP (ξr −
∑
s εr 〈βr, L−1Ω−1βs〉 ξs)

= P
[
∇⊥∂i (ξr −

∑
s εr 〈βr, L−1Ω−1βs〉 ξs)

]
= P

[
∇⊥∂iξr −

∑
s εr∂i 〈βr, L−1Ω−1βs〉 ξs

− ∑s 6=i εr 〈βr, L−1Ω−1βs〉∇⊥∂iξs − εr 〈βr, L
−1Ω−1βi〉∇⊥∂iξi

]
= P

[
∇⊥∂iξr −

∑
s εr 〈∂i(βr), L−1Ω−1βs〉 ξs +∑

s εr 〈βr, L−1Ω−1dΩ(∂i)Ω−1βs〉 ξs
−∑s 6=i εr 〈βr, L−1Ω−1∂i(βs)〉 ξs − εr 〈βr, L−1Ω−1∂i(βi)〉 ξi
−∑s 6=i εr 〈βr, L−1Ω−1βs〉∇⊥∂iξs − εr 〈βr, L

−1Ω−1βi〉∇⊥∂iξi
]

= P [hirξi −
∑
s εi 〈hirβi, L−1Ω−1βs〉 ξs

−∑s εrεi 〈βi, L−1Ω−1βs〉 〈βr, L−1Ω−1ω(Xi)〉 ξs −
∑
s 6=i εrεsεi 〈βr, L−1Ω−1hisβi〉 ξs

−εr
〈
βr, L

−1Ω−1(−γi −
∑
s 6=i hisβs)

〉
ξi −

∑
s 6=i εr 〈βr, L−1Ω−1βs〉hisξi

+εr 〈βr, L−1Ω−1βi〉
∑
s 6=i hisεiεsξs

]
= P [hirξi −

∑
s εi 〈hirβi, L−1Ω−1βs〉 ξs

−∑s εrεi 〈βi, L−1Ω−1βs〉 〈βr, L−1Ω−1ω(Xi)〉 ξs + εr 〈βr, L−1Ω−1γi〉 ξi
= (hir + εr 〈βr, L−1Ω−1ω(Xi)〉)P [ξi −

∑
s εi 〈βi, L−1Ω−1βs〉 ξs]

= h̃irξ̃i.

Corolário 4.1.8. Sejam (v, h) e (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βN−n) soluções de (1.3.3) e R0, res-
pectivamente. Então (ṽ, h̃) dado em (4.1.15) é uma nova solução de (1.3.3).

Demonstração. Suponha que (v, h) e (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βN−n) estejam definidas sobre
um subconjunto simplesmente conexo U com vi(x) e ṽi(x) diferentes de zero para ∀ x ∈ U
e 1 ≤ i ≤ n. Pela Proposição 1.3.1 existe uma imersão f : U → QN

s (c) com (v, h)
como par associado. Pela Proposição 4.1.5 (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βN−n) dá origem a um
L−transformada f̃ : U → QN

s (c) de f cujo par associado é (ṽ, h̃). Então (ṽ, h̃) é uma
nova solução de (1.3.3) pela Proposição 1.3.1. Para o caso geral, temos de ∂iBj = hijBi

∂i(ṽj) = ∂i(vj −Bt
jΩ−1ϕ) = ∂i(vj)− hijBt

iΩ−1ϕ+Bt
jΩ−1∂i(Ω)Ω−1ϕ−Bt

jΩ−1∂i(ϕ)
= ∂i(vj)− hijBt

iΩ−1ϕ+Bt
jΩ−1F tf∗ΦΩ−1ϕ (∂i) Ω−1ϕ−Bt

jΩ−1∂i(ϕ)
= ∂i(vj)− hijBt

iΩ−1ϕ+Bt
jΩ−1F tBt

iΩ−1ϕf∗Xi +Bt
jΩ−1F tf∗∂i

= (vi −Bt
iΩ−1ϕ)(v−1

i ∂i(vj)−Bt
jΩ−1F tf∗Xi) = ṽi(hij −Bt

jΩ−1F tf∗Xi)
= h̃ij ṽi.

As outras equações seguem de maneira análoga.

Temos também

Corolário 4.1.9. Sejam (v, h, V ) e (ϕ, γ, β) soluções de (1.3.9) e Rc−c̃, respectivamente.
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Então (ṽ, h̃, Ṽ ) dados por (4.1.16) é uma nova solução de (1.3.9).

Proposição 4.1.10. Seja f̃ = Rϕ,β,Ω,L(f) uma L-transformada de Ribaucour de f . De-
finindo

ϕ̃ = Ω−1ϕ, , β̃ = Pβ(Ω−1)t e Ω̃ = Ω−1

temos que f = Rϕ̃,β̃,Ω̃,Lt(f̃) é uma Lt-transformada de f̃ .

Demonstração. Pela Proposição 3.3.4, F = R
ϕ̃, ˜̃β,Ω̃(F̃ ) é uma transformada vetorial de

Ribaucour de F̃ , em que ˜̃β = β̃ + c̃F̃ ϕ̃t, e assim, pela Proposição 3.3.8, f = Rϕ̃,β̃,Ω̃(f̃) é
uma transformada vetorial de Ribaucour de f̃ .

Agora, segue de (4.1.13) que

L(Ωt)−1 + Ω−1Lt = Ω−1ρ(Ωt)−1.

Logo, por (4.1.12)

DΦ̃(X)Ltv +DAf̃ (X)β̃v + (c− c̃)DXϕ̃tv
= −ΦΩ−1LtvX +

(
Aβ(Ω−1)tvX + ΦΩ−1βtβ(Ω−1)tvX

)
+(c− c̃)DXϕt(Ω−1)tv

= ΦL(Ω−1)tvX − ΦΩ−1ρ(Ω−1)tvX + Aβ(Ω−1)tvX + ΦΩ−1βtβ(Ω−1)tvX

+(c− c̃)Xϕt(Ωt)−1v − (c− c̃)Φ(X)Ω−1ϕϕt(Ω−1)tv
= 0.

Além disso,

LΩ̃t + Ω̃Lt = Ω−1βtP tPβ(Ωt)−1 − (c− c̃)Ω−1ϕϕt(Ω−1)t = β̃tβ̃ − (c− c̃)ϕ̃ϕ̃t.

4.2 O Teorema de decomposição para a L-transformação.

Nesta seção obtemos o teorema de decomposição para a L−transformação de subvarieda-
des de Qn+p(c̃). Iniciamos com o seguinte lema.

Lema 4.2.1. Sob as hipóteses do Corolário 3.3.11, o tensor

Φ̄i(X) = ∇X ω̄
t
i − Aj(X)β̄i + c̃Xϕ̄ti

satisfaz
DjΦ̄i(X) = Φi(X)− Φj(X)Ω−1

jj Ωji. (4.2.1)
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Demonstração. Primeiramente calculemos ω̄i = dϕ̄i. Temos

ω̄i(X) = ωi(X)− dΩij(X)Ω−1
jj ϕj + ΩijΩ−1

jj dΩjj(X)Ω−1
jj ϕj − ΩijΩ−1

jj ωj(X)
= ωi(X)− ωi(Φj(X)Ω−1

jj ϕj) + ΩijΩ−1
jj ωj(Φj(X)Ω−1

jj ϕj)− ΩijΩ−1
jj ωj(X)

= ωi(DjX)− ΩijΩ−1
jj ωj(DjX), (4.2.2)

em que Dj = I − Φj

Ω−1
jj ϕj

. Então

〈ω̄ti(vi), X〉j = 〈vi, ωi(DjX)− ΩijΩ−1
jj ωj(DjX)〉

= 〈Djω
t
i(vi)−Djω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi), X〉

= 〈ωti(vi)− ωtj(Ω−1
jj )tΩt

ij(vi), Dj
−1X〉j,

em que 〈 , 〉j denota a métrica induzida por fj. Usando que Dj
−1 é simétrico com respeito

a 〈 , 〉j, obtemos
Djω̄

t
i = ωti − ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij.

Então

Dj(∇X ω̄
t
i)(vi) = Dj∇j

X ω̄
t
i(vi)−Djω̄

t
i(∇Vi

Xvi)

= ∇j
Xω

t
i(vi)−∇

j
Xω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)− Φj(X)Ω−1

jj ωjω
t
i(vi)

+Φj(X)Ω−1
jj ωjω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi) + ωtj(Ω−1

jj )tΦj(X)tωti(vi)

−ωtj(Ω−1
jj )tΦj(X)tωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi) + ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij(∇Vi

Xvi)− ωti(∇Vi
Xvi).

Agora,

−∇j
Xω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi) + ωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij(∇Vi

Xvi) = −(∇Xω
t
j)(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)

+ωtj(Ω−1
jj )tΦj(X)tωtj(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)− ωtj(Ω−1

jj )tΦj(X)tωti(vi).

Portanto,

Dj(∇X ω̄
t
i)(vi) = (∇Xω

t
i)(vi)− (∇Xω

t
j)(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)− Φj(X)Ω−1

jj ωjω
t
i(vi)

+Φj(X)Ω−1
jj ωjω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi).

Por outro lado,

−DjA
j

β̄i(vi)
X = −Aβi(vi)X + Aβj(Ω−1

jj )tΩtij(vi)
X − Φj(X)Ω−1

jj β
t
jβi(vi)

+Φj(X)Ω−1
jj β

t
jβj(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)
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e
Dj(X)ϕ̄ti = Dj(X)(ϕ− ΩijΩ−1

jj ϕj)t

= (X − Φj(X)Ω−1
jj ϕj)(ϕti − ϕtj(Ω−1

jj )tΩt
ij)

= Xϕti −Xϕti(Ω−1
jj )tΩij

t − Φj(X)Ω−1
jj ϕjϕ

t
i

+Φj(X)Ω−1
jj ϕjϕ

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij.

Assim,

DjΦ̄i(X)vi = Φi(X)vi − Φj(X)(Ω−1
jj )tΩt

ij(vi)− Φj(X)Ω−1
jj ωjω

t
i(vi)

+Φj(X)Ω−1
jj ωjω

t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)− Φj(X)Ω−1

jj β
t
jβi(vi)

+Φj(X)Ω−1
jj β

t
jβj(Ω−1

jj )tΩt
ij(vi)

−Φj(X)Ω−1
jj ϕjϕ

t
i + Φj(X)Ω−1

jj ϕjϕ
t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij.

(4.2.3)

Usando que GtjGj = ωjω
t
j + βtjβj + c̃ϕjϕ

t
j e GtjGi = ωjω

t
i + βtjβi + c̃ϕjϕ

t
i, obtemos

(Ω−1
jj )tΩt

ij + Ω−1
jj ωjω

t
i − Ω−1

jj ωjω
t
j(Ω−1

jj )tΩt
jj + Ω−1

jj β
t
jβi − Ω−1

jj β
t
jβj(Ω−1

jj )tΩt
ij

−Ω−1
jj ϕjϕ

t
i + Ω−1

jj ϕjϕ
t
j(Ω−1

jj )tΩt
ij

= (Ω−1
jj )tΩt

ij + Ω−1
jj GtjGi − Ω−1

jj GtjGj(Ω−1
jj )tΩt

ij

= (Ω−1
jj )tΩt

ij + Ω−1
jj Ωt

ij + Ω−1
jj Ωii − (Ω−1

jj )tΩt
ij − Ω−1

jj Ωt
ij

= Ω−1
jj Ωii.

Substituindo em (4.2.3) obtemos (4.2.1).

Teorema 4.2.2. Seja f : Mn(c) → Qn+p(c̃) uma imersão isométrica de uma variedade
Riemanniana e seja Rϕ,β,Ω,L(f) : M̃n → Qn+p(c̃) uma L-transformada de f tal que L =
L1 ⊕ L2 com respeito a uma decomposição ortogonal V = V1 ⊕ V2. Considere ϕj, βj, Ωij

como em (3.3.28) e sejam Rϕ,β,Ω(ϕi, βi,Ωii) := (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) dados por (3.3.29). Suponha
que c̃ ≥ 0, ou que c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞). Então (ϕj, βj,Ωjj, Lj) define uma
Lj-transformada de f para 1 ≤ j ≤ 2, (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii, Li) uma Li-transformada de fj para
1 ≤ i 6= j ≤ 2, e

Rϕ,β,Ω,L(f) = Rϕ̄i,β̄i,Ω̄ii,Li(Rϕj ,βj ,Ωjj ,Lj(f)). (4.2.4)

As mesmas conclusões valem se c̃ < 0 e c ∈ [c̃, 0], desde que Ωjj seja inversível para
1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. Como Rϕ,β,Ω(f) é uma L- transformada de f , temos que

Φ(X)L+ A(X)β + (c− c̃)Xϕt = 0

e
ΩL+ LtΩt − ρ = 0,
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com ρ dado por (4.1.3). Desde que L = L1 ⊕ L2, essas equações são equivalentes às
equações

ΘLj(X) := Φj(X)Lj + A(X)βj + (c− c̃)Xϕtj = 0,

e

ΩiiLi + LtiΩt
ii −

(
βtiβi − (c− c̃)ϕiϕti

)
= 0, ΩijLj + LtiΩt

ji −
(
βtiβj − (c− c̃)ϕiϕtj

)
= 0,

1 ≤ i, j ≤ 2.
Além disso, (ϕt, ωt, β) é L-admissível. Se c̃ ≥ 0, ou se c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃)∪(0,∞),

decorre do Teorema 2.3.5 e da Afirmação 1 de sua demonstração, que Eα ∩ S = {0}
(respectivamente, Eα ∩ Sc = {0}) se α for um autovalor real de L com multiplicidade
algébrica ímpar (respectivamente, autovalor complexo). Isto implica que Eαj ∩ Sj = {0}
(respectivamente, Eαj ∩ Scj = {0}), em que Eαj é o autoespaço de Lj com αj sendo um
autovalor real com multiplicidade algébrica ímpar (respectivamente, autovalor complexo),

Sj =

 kerωtj ∩ ker βj, se c = c̃ = 0,
kerϕtj ∩ kerωtj ∩ ker βj, se (c, c̃) 6= (0, 0).

e Scj o complexificado de Sj. Assim, novamente pelo Teorema 2.3.5 e a Afirmação 1, temos
que (ϕtj, ωtj, βtj) é Lj-admissível, ou seja, Ωjj é inversível. Portanto, pelo Teorema 3.3.5 e
segundo a Definição 4.1.4, fj é uma Lj-transformada de f .

Para c̃ < 0 e c ∈ [c̃, 0], fj é uma Lj-transformada de f desde que Ωjj seja
inversível.

Para mostrar que (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii, Li) produz uma Li-transformada de fj para 1 ≤ i 6=
j ≤ 2, devemos provar que

Θ̄i(X) := Φ̄i(X)Li + Aj(X)β̄i + (c− c̃)Xϕ̄ti = 0

e
Ω̄iiLi + LtiΩ̄t

ii −
(
β̄ti β̄i − (c− c̃)ϕ̄iϕ̄ti

)
= 0.
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Temos, por (4.2.1), que

DjΘ̄i(X) = DjΦ̄i(X)Li +DjA
j(X)β̄i + (c− c̃)DjXϕ̄

t
i

= Φi(X)Li − Φj(X)Ω−1
jj ΩjiLi +DjA

j(X)Pj(βi − βj(Ω−1
jj )tΩt

ij)

+(c− c̃)Dj(X)(ϕi − ΩijΩ−1
jj ϕj)t

= Φi(X)Li − Φj(X)Ω−1
jj ΩjiLi + A(X)(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij)

+Φj(X)(Ω−1
jj β

t
j(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij)

+(c− c̃)(X − Φj(X)Ω−1
jj ϕj)(ϕti − ϕtj(Ω−1

jj )tΩt
ij)

= Φi(X)Li + A(X)βi + (c− c̃)Xϕti − Φj(X)Ω−1
jj (ΩjiLi − βtjβi + (c− c̃)ϕjϕti)

+(Φj(X)Ω−1
jj (−βtjβj + (c− c̃)ϕjϕtj)− A(X)βj − (c− c̃)Xϕtj)(Ω−1

jj )tΩt
ij)

= Φj(X)Ω−1
jj L

t
jΩt

ij − Φj(X)Ω−1
jj L

t
jΩt

jj(Ω−1
jj )tΩt

ij = 0.

Por outro lado,

Ω̄iiLi + LtiΩ̄t
ii − (β̄ti β̄i − (c− c̃)ϕ̄iϕ̄ti)

= (Ωii − ΩijΩ−1
jj Ωji)Li + Lti(Ωt

ii − Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩt
ij)

−(βti − ΩijΩ−1
jj β

t
j)(βi − βj(Ω−1

jj )tΩt
ij) + (c− c̃)(ϕi − ΩijΩ−1

jj ϕj)(ϕti − ϕtj(Ω−1
jj )tΩt

ij)

= ΩiiLi + LtiΩt
ii − βtiβi + (c− c̃)ϕiϕti − ΩijΩ−1

jj (ΩjiLi − βtjβi + (c− c̃)ϕjϕti)

−(LtiΩt
ji − βtiβj + (c− c̃)ϕiϕtj)(Ω−1

jj )tΩt
ij − ΩijΩ−1

jj (βtjβj − (c− c̃)ϕjϕtj)(Ω−1
jj )tΩt

ij

= ΩijΩ−1
jj L

t
jΩt

ij + ΩijLj(Ω−1
jj )tΩt

ij − ΩijΩ−1
jj (ΩjjLj + LtjΩt

jj)(Ω−1
jj )tΩt

ij = 0.

A igualdade (4.2.4) segue do Teorema 3.3.5.

Dados L1, L2 ∈ R, com L1 6= L2, dizemos que um conjunto {f1, f2, f3, f4} de
imersões isométricas fi : Mi(c) → Qn+p(c̃), 1 ≤ i ≤ 4, é um (L1, L2)-quadrilátero de
Bianchi se, para cada uma delas, ambas as imersões precedente e subsequente (pensadas
como pontos em um círculo orientado) são, respectivamente, Ll e Lt transformadas de
Ribaucour dessa, com t 6= l ∈ {1, 2}, e os tensores de Codazzi associados às transformações
comutam.

Como consequência do Teorema 4.2.2, obtemos a seguinte proposição provada em
[12] (veja o Teorema 18 em [12]).

Proposição 4.2.3. Seja f : Mn(c) → Qn+p(c̃) uma imersão isométrica. Suponha que
c̃ ≥ 0, ou que c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞). Dados L1 6= L2 ∈ R, seja

fr = Rϕr,βr(f) : Mn(c)→ Qn+p(c̃)

uma Lr-transformada escalar de Ribaucour de f , com 1 ≤ r ≤ 2. Se [Aβ1 , Aβ2 ] = 0,
então existe uma única imersão f̃ : Mn(c) → Qn+p(c̃) tal que {f, f1, f2, f̃} forma um
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(L1, L2)-quadrilátero de Bianchi.

Demonstração. Temos pela equação (3.1.4) que

Φr := Φϕr,βr(X) = 1
Lr

(−A(X)βr − (c− c̃)Xϕr) , (4.2.5)

com βr ∈ NfM e ϕr ∈ C∞(M), r = 1, 2. Como [Aβ1 , Aβ2 ] = 0, segue que [Φ1,Φ2] = 0.
Assim, o Corolário 3.3.12 garante a existência de Ω12, Ω21 ∈ C∞(M) satisfazendo as
equações em (3.3.32) com Gr = F∗(∇ϕr) + βr + c̃Fϕr, r = 1, 2, em que F = i ◦ f e
i : Qn+p(c̃)→ Rn+p+1

ε0 é a inclusão umbílica. Além disso,

ϕ = (ϕ1, ϕ2) e β = dx1 ⊗ β1 + dx2 ⊗ β2,

pertencem a Dc̃(f) e

Ω =
 Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

 ,
em que Ωrr = 1

2 〈Gr,Gr〉 , r = 1, 2, satisfaz as equações (3.3.25) e (3.3.26), para V = R2 e

G = dx1 ⊗ G1 + dx2 ⊗ G2.

Agora, definindo L : R2 → R2 por Lei = Liei, 1 ≤ i ≤ 2, temos que a quadra (ϕ, β,Ω, L)
satisfaz a equação (4.1.12), a qual é equivalente a (4.2.5). Para a equação (4.1.13), basta
observar que tal equação é equivalente às equações

0 = 2LrΩrr − ρrr
= Lr (||βr||2 + ||∇ϕr||2 + c̃ϕ2

r)− ||βr||2 + (c− c̃)ϕ2
r

= (Lr − 1)||βr||2 + ((c− c̃) + Lrc̃)ϕ2
r + Lr||∇ϕr||2, r = 1, 2,

e
ΩijLj + LiΩji − ρij = 0, i, j ∈ {1, 2},

em que ρij = 〈βi, βj〉− (c− c̃)ϕiϕj. A primeira é justamente a equação (3.1.5) e, para que
valha a segunda, escrevendo Ω = 1

2G
tG + Ωa, basta tomar, em um ponto x0 ∈Mn,

−(Ωa(x0))21 = (Ωa(x0))12 = 1
L2 − L1

(
ρ12(x0)− 1

2(L2 + L1) 〈G1(x0),G2(x0)〉
)
.

Vamos verificar a inversibilidade de Ω. Como Ωrr é não nulo para r = 1, 2, segue
que ϕr e βr são também não nulos para c 6= c̃ ou que βr é não nulo para c = c̃, e em ambos
os casos, ELr ∩ kerϕt ∩ kerβ = {0}, em que ELr é o autoespaço do operador L associado
ao autovalor Lr. Logo, de (ii) do Corolário 2.3.6 temos que (ϕt, ωt, β) é L-admissível, ou
seja, Ω é inversível. Assim, conforme as Definições 3.3.9 e 4.1.4, f̃ = Rϕ,β,Ω(f) é uma
L-transformada de f .

Definindo Rϕ,β,Ω(ϕi, βi,Ωii) := (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii) por (3.3.29) temos, pelo Teorema
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4.2.2, que Rϕ̄i,β̄i,Ω̄ii(fj) é uma Li-transformada de fj, e que vale a equação (4.2.4), e
assim, pela Proposição 4.1.10, {f, f1, f2, f̃} é um (L1, L2)−quadrilátero de Bianchi.

Para a unicidade, temos de {f, f1, f2, f̃} ser um (L1, L2)-quadrilátero de Bianchi
que fi é uma Li-transformada de f , com i = 1, 2, e que f̃ é uma Lj-transformada de fi,
1 ≤ i 6= j ≤ 2, e portanto, por (4.2.4), f̃ é uma L-transformada vetorial de f .

4.2.1 O L-Cubo

Para cada r ∈ {1, ..., k}, considere o conjunto de multi-índices

Λr = {αr = {i1, ..., ir} ⊂ {1, ..., k} : αr com r elementos distintos}.

Dados L1, ..., Lk ∈ R, com Li 6= Lj para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ k, um (L1, ..., Lk)-cubo de
Bianchi é uma (k + 1)-upla (C0, ..., Ck), em que cada Cr é uma família com

(
k
r

)
elementos

de imersões isométricas fαr : Mn(c)→ Qn+p(c̃) indexada em Λr, satisfazendo as seguintes
propriedades:

(i) Dada f̂ = fαs+1 ∈ Cs+1, se αs+1 = αs ∪ {ij} então f̂ é uma Lij -transformada de
fαs ∈ Cs.

(ii) Se αs+1 = αs−1∪{il, ij}, então o quadrilátero {fαs−1 , fαs−1∪{il}, fαs−1∪{ij}, fαs+1} é um
(Lil , Lij)-quadrilátero de Bianchi.

Teorema 4.2.4. Seja f : Mn(c)→ Qn+p(c̃) uma imersão isométrica. Suponha que c̃ ≥ 0,
ou que c̃ < 0 e c ∈ (−∞, c̃) ∪ (0,∞). Para cada 1 ≤ i ≤ k, seja

fi = Rϕi,βi(f) : Mn(c)→ Qn+p(c̃)

uma Li-transformada de Ribaucour de f , com Li 6= Lj, i 6= j. Se [Aβi , Aβj ] = 0, i 6= j e
fi não pertence à família associada a {fj, fl} quaisquer que sejam 1 ≤ i 6= j 6= l 6= i ≤ k,
então existe um único (L1, ..., Lk)−cubo de Bianchi (C0, ..., Ck) tal que C0 = {f} e C1 =
{f1, ..., fk}.

Demonstração. Vamos primeiramente provar a existência. Pela Proposição 4.2.3, para
quaisquer i, j ∈ {1, ..., k} com i 6= j, existe uma única f̃ij = Rϕij ,βij ,Ωij ,Lij(f) tal que
{f̃ij, fi, fj, f} é um (Li, Lj)-quadrilátero de Bianchi. Assim, ficam determinados os con-
juntos C0 = {f}, C1 = {f1, ..., fk} e C2 = {fij, 1 ≤ i 6= j ≤ k}.

Com respeito à base ortonormal {e1, ..., ek} defina L por Lei = Liei, 1 ≤ i ≤ k,
ou seja,

L =


L1 0 ... 0
0 L2 ... 0
... ... ...
0 0 ... Lk

 .



A L−Transformação de Ribaucour 115

Defina ainda ϕ ∈ Γ(Rk), β ∈ Γ((Rk)∗ ⊗NfM) e Ω ∈ Γ((Rk)∗ ⊗ Rk) por

ϕ = (ϕ1, ..., ϕk), β =
k∑
i=1

dxi ⊗ βi (4.2.6)

e

Ω =
k∑
i=1

Ωiidxi ⊗ ei +
∑
i<j

(〈
Ωij(e1), e2

〉
dxi ⊗ ej +

〈
Ωij(e2), e1

〉
dxj ⊗ ei

)
. (4.2.7)

É fácil verificar que (ϕ, β) ∈ Dc̃ e que Ω satisfaz as equações (3.3.25) e (3.3.26), com

G =
k∑
i=1

dxi ⊗ (f∗∇ϕi + βi + c̃Fϕti).

As equações (4.1.12) e (4.1.13) são equivalentes às equações

Φj(X)Lj + A(X)βj + (c− c̃)Xϕtj = 0, (4.2.8)

e
2ΩiiLi − ρii = 0, ΩijLj + LiΩji − ρij = 0, (4.2.9)

1 ≤ i 6= j ≤ k. A equação (4.2.8) e a primeira equação em (4.2.9) são justamente as
equações (3.1.4) e (3.1.5) com Ci = 1/Li, 1 ≤ i ≤ k. A segunda equação em (4.2.9) segue
do fato de que

Ωij(x0) = 1
Lj − Li

(ρij(x0)− Li 〈Gi(x0),Gj(x0)〉) ,

para algum x0 ∈M , como visto na demonstração da Proposição 4.2.3.
Para a inversibilidade de Ω, temos de Ωll ser não nulo l = 1, 2, .., k, que ϕl e βl

são também não nulos para c 6= c̃ ou que βl é não nulo para c = c̃, e em ambos os casos
ELl ∩ kerϕt ∩ kerβ = {0}, para l = 1, 2, ..., k. Logo, de (ii) do Corolário 2.3.6 temos que
(ϕt, ωt, β) é L-admissível, ou seja, Ω é inversível. Portanto, pelas Definições 3.3.9 e 4.1.4
temos Rϕ,β,Ω,L(f).

Agora, para qualquer αr = {i1, ..., ir} ∈ Λr, considere a submatriz Ωαr de Ω
obtida escolhendo -se as colunas e linhas de Ω com índices em αr. Defina

ϕαr = (ϕi1, ..., ϕir), βαr =
r∑
j=1

dxij ⊗ βij , Ωαr = Ωαr e Lαr =


Li1 0 ... 0
0 Li2 ... 0
... ... ...
0 0 ... Lir

 .
(4.2.10)

Definimos Cr como a família de
(
k
r

)
elementos de Lαr -transformadas de f .
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Dada fαs+1 = Rϕαs+1 ,βαs+1 ,Ωαs+1 ,Lαs+1 (f) ∈ Cs+1, 1 ≤ s ≤ k − 1 e αs+1 =
{i1, ..., is+1} ⊂ {1, ..., k}, se αs+1 = αs−1 ∪ {il, ij}, temos pelo Teorema 4.2.2 que

fαs−1∪{it} = Rϕαs−1∪{it},βαs−1∪{it},Ωαs−1∪{it},Lαs−1∪{it}(f) ∈ Cs, t ∈ {l, j},

e fαs+1 = Rϕ̄iy ,β̄iy ,Liy
(fαs−1∪{it}), t 6= y em {l, j}. Novamente pelo Teorema 4.2.2, fαs−1∪{it} =

Rϕit ,βit ,Lit
(fαs−1). Portanto,

fαs+1 = Rϕ̄it ,β̄it ,Lit
(Rϕiy ,βiy ,Liy

(fαs−1)), t 6= y em {l, j},

e assim, {fαs−1 , fαs−1∪{il}, fαs−1∪{ij}, fαs+1} é um (Lil , Lij)-quadrilátero de Bianchi.
A unicidade segue do Teorema 3.3.13.



Capítulo 5

A P -transformação de Ribaucour

Neste capítulo obtemos uma transformação para a classe das subvariedades Lagrangianas
de dimensão n com curvatura e índice de nulidade relativa nulos de R2n. Tal transforma-
ção é obtida por uma redução da L-transformação estudada no capítulo anterior, expressa
em termos de um operador linear P de um espaço vetorial Euclidiano V , a qual chamamos
de P -transformação. Determinamos as P -transformações que preservam a classe de sub-
variedades Lagrangianas de dimensão n com curvatura nula contidas em S2n−1 ⊂ R2n, as
quais são obtidas como levantamentos de subvariedades Lagrangianas de curvatura nula e
dimensão n−1 de CPn−1. Obtemos, mais geralmente, uma P -transformação para a classe
de subvariedades de curvatura constante c e dimensão n de S2n+1

ε (c) que são horizontais
com respeito à fibração de Hopf de S2n+1

ε (c), a qual induz uma transformação para a
classe das subvariedades Lagrangianas de dimensão n, curvatura c e índice de nulidade
relativa nulo de um espaço complexo de dimensão (complexa) n e curvatura holomorfa
constante 4c. Obtemos ainda um teorema de decomposição para a P -transformação, do
qual decorre, em particular, que uma P -transformação determinada por um tensor simé-
trico P é a iterada de dimV transformadas escalares de Ribaucour do mesmo tipo. Em
particular, mostramos como obter, a partir de k P -transformadas escalares de uma sub-
variedade Lagrangiana de dimensão n com curvatura e índice de nulidade relativa nulos
de R2n, fórmulas explícitas para uma família de novas subvariedades da mesma classe,
a qual está em correspondência com os vértices de um cubo k-dimensional, do qual as
k subvariedades iniciais são os vértices contíguos àquele associado à subvariedade dada.
Um resultado análogo é obtido para a classe das subvariedades de curvatura constante c
e dimensão n que são horizontais com respeito à fibração de Hopf de S2n+1

ε (c).

117
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5.1 A P -transformação de subvariedades Lagrangia-
nas com curvatura nula.

Com o intuito de introduzir a P -transformação para a classe das imersões isométricas La-
grangianas f : Mn(0)→ R2n com νf ≡ 0, mostramos inicialmente a seguinte proposição.

Proposição 5.1.1. Sejam f : Mn(0) → R2n uma imersão isométrica Lagrangiana com
νf ≡ 0, (u1, . . . , un) coordenadas principais em um aberto U ⊂Mn(0) dadas pelo Corolário
1.4.3 e (v, h) a solução associada do sistema (1.4.5). Seja P : V → V um operador linear
inversível de um espaço vetorial Euclidiano V . Então valem as seguintes afirmações:

(i) Fixados x0 ∈ U e ϕ0, γ0
1 , . . . , γ

0
n ∈ V , existe uma única solução (ϕ, γ1, . . . , γn) do

sistema i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γi) = −(P t)−1γi −
∑
j 6=i γjhij,

iii) ∂i(γj) = hijγi j 6= i.
(5.1.1)

tal que ϕ(x0) = ϕ0 e γi(x0) = γ0
i para todo 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Se (ϕ, γ1, . . . , γn) é uma solução de (5.1.1), então ω = dϕ satisfaz

α(X,ωt(v)) + Jf∗
(
(∇V ∗⊗TM

X ωt)Pv
)

= 0, (5.1.2)

e ω(∂i) = viγi para 1 ≤ i ≤ n. Reciprocamente, se ϕ é tal que ω = dϕ satisfaz
(5.1.2), então (ϕ, γ1, . . . , γn) é uma solução de (5.1.1), em que γi = v−1

i ω(∂i) para
1 ≤ i ≤ n.

(iii) Se
β = Jf∗ω

tP, (5.1.3)

então ϕ é tal que ω = dϕ satisfaz a (5.1.2) se, e só se, (ϕ, β) satisfaz (3.2.6).

(iv) Se (ϕ, β) satisfaz (3.2.6), então (ϕ, β) ∈ D(f) e o tensor definido em (3.2.7) satisfaz

Φ(X)(P 2 + I)−1P 2 = −A(X)β, ∀ X ∈ TM. (5.1.4)

(v) Se (ϕ, β) ∈ D(f) e Ω satisfaz (3.2.9), então existe uma seção paralela K ∈ Γ(V ∗⊗V )
tal que

ΩtP + P tΩt + Tρ = K,

em que T = −P t − (P t)−1 e ρ = P tωωtP .

Demonstração. (i) Escrevendo o sistema (5.1.1) na forma (A.1.1), é imediato verificar,
usando o fato de (v, h) ser uma solução de (1.4.5) e a simetria de h = (hij), que as equações
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de compatibilidade (A.1.2) desse sistema são satisfeitas. Assim, a afirmação decorre do
Apêndice A.1.

(ii) Observe inicialmente que, se ϕ ∈ C∞(M) e γi = ω(Xi) para 1 ≤ i ≤ n então, dada
uma seção paralela v ∈ Γ(V ), temos

(
∇V ∗⊗TM
∂i

ωt
)
Pv = ∇∂iω

t(Pv)
=

∑
j

∇∂i〈ωt(Pv), Xj〉Xj

=
∑
j

∇∂i〈γj, Pv〉Xj

=
∑
j 6=i
〈∂i(γj), Pv〉Xj +

∑
j 6=i
〈γj, Pv〉∇∂iXj

+〈∂i(γi), Pv〉Xi + 〈γi, Pv〉∇∂iXi

=
∑
j 6=i
〈∂i(γj)− hjiγi, Pv〉Xj + 〈∂i(γi) +

∑
j 6=i

hijγj, Pv〉Xi.

Por outro lado,

α(∂i, ωt(v)) = 〈ωt(v), Xi〉α(∂i, Xi)
= 〈γi, v〉ξi
= 〈γi, v〉Jf∗Xi

para todo 1 ≤ i ≤ n. Portanto,

α
(
∂i, ω

t(v)
)

+ Jf∗
(
∇V ∗⊗TM
∂i

ωt
)
Pv = 0

para todo 1 ≤ i ≤ n se, e somente se, as equações (ii) e (iii) de (5.1.1) são satisfeitas.

(iii) Usando (1.4.1), para cada v ∈ Γ(V ) temos

(∇V ∗⊗NfM
X β)v = ∇NfM

X β(v)− β(∇V
Xv)

= ∇NfM
X Jf∗ω

t(Pv)− Jf∗ωtP (∇V
Xv)

= Jf∗
(
∇TM
X ωt(Pv)− ωtP (∇V

Xv)
)

= Jf∗
(
(∇V ∗⊗TM

X ωt)Pv
)
,

logo (ϕ, β) satisfaz (3.2.6) se, e só se, ϕ satisfaz (5.1.2).

(iv) Como f é Lagrangiana, para quaisquer X, Y ∈ X(M) temos que

−f∗AJf∗YX = Jα(X, Y ),

logo
f t∗JA(X)tY = f t∗Jα(X, Y ) = −f t∗f∗AJf∗YX = −A(X)Jf∗Y.
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Portanto,
f t∗JA(X)t = −A(X)Jf∗ (5.1.5)

para todo X ∈ X(M). Por outro lado, a equação (5.1.2) pode ser reescrita como

Jf∗dω
t(X)P = −A(X)tωt,

ou equivalentemente,
dωt(X)P = f t∗JA(X)tωt. (5.1.6)

Em particular,

ωdωt(X)P = ωf t∗JA(X)tωt

= −ωA(X)Jf∗ωt

= P tdω(X)ωt. (5.1.7)

Além disso, se β é dado por (5.1.3), decorre de (5.1.5) e (5.1.6) que

A(X)β = A(X)Jf∗ωtP

= −f t∗JA(X)tωtP

= −dωt(X)P 2.

Portanto, o tensor

Φ(X)v = (∇Xω
t)v − Aβ(v)X = dωt(X)v − A(X)β(v)

satisfaz
Φ(X) = dωt(X)(P 2 + I) (5.1.8)

e, assim, vale (5.1.4).
(v) Pelas equações (5.1.8) e (5.1.7)

P tΦ(X)tωt = ((P t)2 + I)P tdω(X)ωt = ((P t)2 + I)ωdωt(X)P.

Segue-se que

d(ΩtP + P tΩt + Tρ)(X) = Φ(X)tωtP + P tΦ(X)tωt − (P t)2dω(X)ωtP − dω(X)ωtP

−(P t)2ωdωt(X)P − ωdωt(X)P

= Φ(X)tωtP − ((P t)2 + I)dω(X)ωtP

+P tΦ(X)tωt − ((P t)2 + I)ωdωt(X)P

= 0.
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Corolário 5.1.2. Sejam f : Mn(0)→ S2n−1 ⊂ R2n uma imersão isométrica Lagrangiana
com νf ≡ 0, (u1, . . . , un) coordenadas principais em um aberto U ⊂ Mn(0) dadas pelo
Corolário 1.4.3 e (v, h) a solução associada do sistema (1.3.3) e da equação (1.3.5). Seja
P : V → V um operador linear inversível de um espaço vetorial Euclidiano V . Então
valem as seguintes afirmações:

(i) Fixados x0 ∈ U e γ0
1 , . . . , γ

0
n ∈ V , existe uma única solução (γ1, . . . , γn) do sistema i) ∂i(γi) = −(P t)−1γi −

∑
j 6=i γjhij,

ii) ∂i(γj) = hijγi j 6= i.
(5.1.9)

tal que γi(x0) = γ0
i para todo 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Se (γ1, . . . , γn) é uma solução de (5.1.9), então ω(∂j) = vjγj satisfaz (5.1.2), para
1 ≤ i ≤ n. Reciprocamente, se ω satisfaz (5.1.2), então (γ1, . . . , γn) é uma solução
de (5.1.9), em que γi = v−1

i ω(∂i) para 1 ≤ i ≤ n.

(iii) Se ω satisfaz (5.1.2), então
ϕ = −P tω

∑
i

∂i

satisfaz dϕ = ω.

Demonstração. iii) Basta verificar que ∂iϕ = ω(∂i). Derivando a equação
(1.3.5) e usando (i) do sistema (1.3.3), temos

∂i(vi) = −
∑
r 6=i

hirvr.

Logo, por (i) e (ii) de (5.1.9)

∂i(ϕ) = −P t∑
i 6=j (∂i(γj)vj + γj∂i(vj)− P t∂i(γi)vi − P tγi∂i(vi))

= −P t∑
i 6=j (hijγjvj + γjhijvi) + P t(P t)−1γivi + P t∑

i 6=j γjhijvi + P tγi
∑
j 6=i hijvj

= viγi = ω(∂i).

Definição 5.1.3. Sejam f : Mn(0) → R2n uma imersão isométrica Lagrangiana e P

um endomorfismo inversível de um espaço vetorial Euclidiano V . Uma transformada de
Ribaucour vetorial f̃ = Rϕ,β,Ω(f) de f é uma P -transformada de Ribaucour de f , ou
simplesmente uma P -transformada de f , se

β = Jf∗ω
tP,
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em que ω = dϕ, e
ΩtP + P tΩt = −Tρ, (5.1.10)

em que T = −P t − (P t)−1 e ρ = P tωωtP . Dizemos que o par (ϕ, P ) determina uma
P-transformada de f e escrevemos f̃ = Rϕ,P (f).

Além disso, se f(M) ⊂ S2n−1 ⊂ R2n e ϕ = −P tω
∑
i ∂i, dizemos que o par (ω, P )

determina uma Pe-transformada de f e escrevemos f̃ = Rω,P (f).

A existência de P e Pe-transformadas de Ribaucour é assegurada pelo seguinte
resultado.

Proposição 5.1.4. Sejam f : Mn(0) → R2n uma imersão isométrica Lagrangiana com
νf ≡ 0 (respectivamente, com f(Mn(0)) ⊂ S2n−1), e P : V → V um endomorfismo de
um espaço vetorial Euclidiano V tal que σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅. Fixado x0 ∈ Mn, sejam
ϕ0 ∈ V e ω0 ∈ T ∗x0M ⊕ V (respectivamente, ω0 ∈ T ∗x0M ⊕ V ) tal que Eα ∩ kerωt0 = {0}
(respectivamente, Eα ∩ ker(ωt0)c = {0}) para todo autovalor real (respectivamente, com-
plexo) de P . Então existem uma vizinhança aberta U de x0 e uma única P -transformada
f̃ = Rϕ,P (f |U) de f |U (respectivamente, uma única Pe-transformada f̃ = Rω,P (f |U) de
f |U) tal que ϕ(x0) = ϕ0 e dϕ(x0) = ω0 (respectivamente, ω(x0) = ω0).

Demonstração. Pela Proposição 5.1.1, existe uma única função de classe C∞ ϕ : M → V

tal que ϕ satisfaz (5.1.2), ϕ(x0) = ϕ0 e dϕ(x0) = ω0. Como P : V → V satisfaz
σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅, temos pelo Teorema 2.4.5 que a equação de Lyapunov

X tP + P tX t = −Tρ0,

com T = −P t − (P t)−1 e ρ0 = P tω0ω
t
0P , possui uma única solução X = Ω0, com

2(Ω0)s = F t(x0)F(x0). Defina β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) por (5.1.3), e seja Ω a única solução
de (3.2.9) tal que Ω(x0) = Ω0. Decorre da Proposição 5.1.1 que Ω satisfaz (5.1.10), logo
f̃ = Rϕ,β,Ω(f) é uma P -transformada de f .

Lema 5.1.5. Toda P -transformada (resp., Pe-transformada) f̃ = Rϕ,P (f) (resp., f̃ =
Rω,P (f)) de uma imersão isométrica Lagrangiana f : Mn(0) → R2n (respectivamente,
f : Mn(0)→ S2n−1 ⊂ R2n) é também uma L-transformada de f , com L = (P 2 + I)−1P 2.

Demonstração. Pela Definição 4.1.4, basta verificar as equações (4.1.12) e (4.1.13). A
primeira é consequência de (5.1.4), e a segunda decorre do Teorema 2.4.5.

Nosso interesse em P -transformadas de imersões isométricas Lagrangianas
f : Mn(0)→ R2n e Pe-transformadas de imersões isométricas Lagrangianas f : Mn(0)→
S2n−1 ⊂ R2n é justificado pelo seguinte resultado.

Teorema 5.1.6. Sejam f : Mn(0)→ R2n uma imersão isométrica Lagrangiana com νf ≡
0 e f̃ = Rϕ,P (f) : M̃n → R2n uma P -transformada de f . Então f̃ é também Lagrangiana
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e tem métrica induzida de curvatura nula. Além disso, se f(M) ⊂ S2n−1 e f̃ é uma
Pe-transformada de f , então f̃(M̃) ⊂ S2n−1.

Demonstração. Pelo Lema 5.1.5 e pela Proposição 4.1.6, a métrica induzida por f̃ tem
curvatura seccional nula. Pelo Teorema 2.4.5, temos que Ω satisfaz

TΩ = ΩtT t, (5.1.11)

em que T = −P t− (P t)−1. Por outro lado, pelo Teorema 1.4.2 temos que a solução (v, h)
do sistema (I), dado na Proposição 1.3.1, associada a f é tal que h = (hij) é simétrica e,
pela Proposição 4.1.7, a solução (ṽ, h̃) desse mesmo sistema, associada a f̃ , é dada por
(4.1.15).

Fazendo uso de (i) de (5.1.1) e das equações (4.1.8) e (5.1.3), temos que

P tγi = P tω(Xi) = βtJf∗Xi = βtξi = βi. (5.1.12)

De (5.1.11) obtemos

〈L−1Ω−1γi, βj〉 = 〈Ω−1γi, (L−1)tP tγj〉 = −〈Ω−1γi, Tγj〉
= −〈T tΩ−1γi, γj〉 = −〈(Ω−1)tTγi, γj〉 = −〈Tγi,Ω−1γj〉
= 〈βi, L−1Ω−1γj〉 ,

ou seja, h̃ij = h̃ji. Decorre do Teorema 1.4.2 que f̃ é também Lagrangiana.
Suponhamos agora que f(M) ⊂ S2n−1 e que f̃ seja uma Pe-transformada de f .

Então, de (4.1.15) e ∑i v
2
i = 1 temos que

∑
i

ṽ2
i = 1

se, e só se,
−
∑
i

2
〈
γi, T

tΩ−1ϕ
〉
vi +

∑
i

〈
γi, T

tΩ−1ϕ
〉2

= 0.

Segue de ω(Xj) = γj que ωt(T tΩ−1ϕ) = ∑
j 〈T tΩ−1ϕ, γj〉Xj, logo, (2.4.6), (5.1.10) e
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(5.1.11) implicam que

−∑i 2vi 〈γi, T tΩ−1ϕ〉+∑
i 〈γi, T tΩ−1ϕ〉2

= −∑i 2vi 〈ωt(T tΩ−1ϕ), Xi〉+ 〈ωt(T tΩ−1ϕ), ωt(T tΩ−1ϕ)〉

= 〈ωt(T tΩ−1ϕ),−2∑i viXi + ωt(T tΩ−1ϕ)〉

= 〈T tΩ−1ϕ,−2∑i viωXi + ωωt(T tΩ−1ϕ)〉

= 〈T tΩ−1ϕ,−2∑i viγi + ωωt(T tΩ−1ϕ)〉

= 〈ϕ,−2(Ωt)−1T
∑
i viγi + (Ωt)−1Tωωt(T tΩ−1ϕ)〉

= 〈ϕ, 2(Ωt)−1(Lt)−1∑
i viP

tγi + (Ωt)−1 (−(P t)−1ΩtT t − ΩtP−1T t) Ω−1ϕ〉

= 〈ϕ, 2(Ωt)−1(Lt)−1∑
i viP

tγi + (Ωt)−1 (−(P t)−1TΩ− ΩtP−1T t) Ω−1ϕ〉

= 〈ϕ, 2(Ωt)−1(Lt)−1∑
i viP

tγi − (Ωt)−1(P t)−1Tϕ− P−1T tΩ−1ϕ〉

= 〈ϕ,−2(Ωt)−1(Lt)−1ϕ+ (Ωt)−1(Lt)−1ϕ+ L−1Ω−1ϕ〉

= −〈L−1Ω−1ϕ, ϕ〉+ 〈ϕ,L−1Ω−1ϕ〉

= 0.

Resumimos nos seguintes corolários o processo obtido a partir da P−transformação
e da Pe-transformação para gerar uma família de imersões isométricas Lagrangianas
f : Mn(0) → R2n e f : Mn(0) → S2n−1 ⊂ R2n, respectivamente, a partir de uma dada
e de uma solução, com valores em um espaço vetorial Euclidiano, de um sistema linear
completamente integrável de primeira ordem de equações diferenciais parciais.

Corolário 5.1.7. Sejam f : Mn(0) → R2n uma imersão isométrica Lagrangiana com
νf ≡ 0, (u1, . . . , un) coordenadas principais em um aberto U ⊂ Mn(0) dadas pela Propo-
sição 1.3.1, (v, h) a solução do sistema (1.4.5) associada a f e P : V → V um operador
inversível tal que σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅. Seja (ϕ, γ1, ..., γn) uma solução, com valores em
V , do sistema linear completamente integrável de primeira ordem i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γi) = −(P t)−1γi −

∑
j 6=i γjhij,

iii) ∂i(γj) = hijγi j 6= i.
(5.1.13)

em um aberto W ⊂ U no qual

ṽi = vi +
〈
γi, (P + P−1)Ω−1ϕ

〉
6= 0

para todo 1 ≤ i ≤ n, em que Ω é dada por (2.4.2) para A = P e C = (P t2 + I)dϕ(dϕ)tP .
Então, a aplicação f̃ : W → R2n dada por

f̃ = f −∑j (〈Ω−1ϕ, γj〉+ 〈PΩ−1ϕ, γj〉 i) f∗Xj,
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em que Xj = v−1
j ∂j para 1 ≤ j ≤ n, define uma nova imersão isométrica Lagrangiana

cuja métrica induzida tem curvatura seccional nula.
Além disso, (ṽ, h̃) é a solução de (1.4.19) associada a f̃ , com

h̃ij = hij +
〈
γj, (P + P−1)Ω−1γi

〉
.

Corolário 5.1.8. Sejam f : Mn(0)→ S2n−1 ⊂ R2n uma imersão isométrica Lagrangiana,
(u1, . . . , un) coordenadas principais em um aberto U ⊂Mn(0) dadas pela Proposição 1.3.1,
(v, h) a solução do sistema (1.4.5) associada a f e P : V → V um operador inversível tal
que σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅. Seja (γ1, ..., γn) uma solução, com valores em V , do sistema
linear completamente integrável de primeira ordem i) ∂i(γi) = −(P t)−1γi −

∑
j 6=i γjhij,

ii) ∂i(γj) = hijγi j 6= i.

em um aberto W ⊂ U no qual

ṽi = vi −
∑
k

〈
γi, (P + P−1)Ω−1P tvkγk

〉
6= 0 (5.1.14)

para todo 1 ≤ i ≤ n, em que Ω é dada por (2.4.2) para A = P e C = −(P t2 +
I)P t∑

i γiγ
t
iP . Então, a aplicação f̃ : W → R2n dada por

f̃ = f +∑
k,j (〈Ω−1P tγk, γj〉+ 〈Ω−1P tγk, P

tγj〉 i) vkf∗Xj,

em que Xj = v−1
j ∂j para 1 ≤ j ≤ n, define uma nova imersão isométrica Lagrangiana

cuja métrica induzida tem curvatura seccional nula, e ainda, f̃(W ) ⊂ S2n−1.

Além disso, (ṽ, h̃) é uma solução de (1.4.19) associado a f̃ , com

h̃ij = hij +
〈
γj, (P + P−1)Ω−1γi

〉
.

5.2 A P -transformação de subvariedades horizontais
com curvatura constante.

A fim de introduzir a P-transformação para a classe das imersões isométricas horizontais
f : Mn(c)→ S2n+1

ε (c) com νf ≡ 0, mostremos inicialmente a seguinte Proposição.

Proposição 5.2.1. Sejam f : Mn(c) → S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal

com νf ≡ 0, (u1, . . . , un) coordenadas principais em um aberto U ⊂ Mn(c) dadas pelo
Corolário 1.4.11 e (v, h) a solução associada do sistema (1.4.19). Seja P : V → V um
operador linear inversível de um espaço vetorial Euclidiano V . Então valem as seguintes
afirmações:
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(i) Fixados x0 ∈ U e ϕ0, γ0
1 , . . . , γ

0
n ∈ V , existe uma única solução (ϕ, γ1, . . . , γn) do

sistema i) ∂i(ϕ) = viγi, ii) ∂i(γi) = −(P t)−1γi −
∑
j 6=i γjhij − cviϕ,

iii) ∂i(γj) = hijγi j 6= i,
(5.2.1)

tal que ϕ(x0) = ϕ0 e γi(x0) = γ0
i para todo 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Se (ϕ, γ1, . . . , γn) é uma solução de (5.2.1), então

α(X,ωt(v)) + φf∗
(
(∇V ∗⊗TM

X ωt)Pv
)

+ ε
√
|c|∇NfM

X ξfϕ
tP (v) = 0, (5.2.2)

em que ω = dϕ, ξf = ξ ◦f , ε = c/|c| e ω(∂i) = viγi para 1 ≤ i ≤ n. Reciprocamente,
se ϕ satisfaz (5.2.2), então (ϕ, γ1, . . . , γn) é uma solução de (5.2.1), em que γi =
v−1
i ω(∂i) para 1 ≤ i ≤ n.

(iii) Se
β = (φf∗ωt + ε

√
|c|ξfϕt)P, (5.2.3)

então ϕ satisfaz a (5.2.2) se, e só se, (ϕ, β) satisfaz (3.2.6).

(iv) Se ϕ satisfaz (5.2.2) e β é dado por (5.2.3), então (ϕ, β) ∈ D(f) e o tensor Φ
definido em (3.3.24) satisfaz

Φ(X)(P 2 + I)−1P 2 = −A(X)β (5.2.4)

para todo X ∈ TM .

(v) Se (ϕ, β) ∈ D(f) e Ω satisfaz (3.3.25), então existe uma seção paralela K ∈ Γ(V ∗⊗
V ) tal que

ΩtP + P tΩt + Tρ = K,

em que T = −P t − (P t)−1 e ρ = P tωωtP + cP tϕϕtP .

Demonstração. (i) Escrevendo o sistema (5.2.1) da forma (A.1.1), é imediato verificar,
usando o fato de (v, h) ser uma solução de (1.4.19) e das equações em (1.4.16) que as
equações de compatibilidade (A.1.2) de (5.2.1) são satisfeitas. Assim, a afirmação decorre
do Apêndice A.1.

(ii) Observe que, se ϕ ∈ C∞(M) e γi = ω(Xi) para 1 ≤ i ≤ n, então pelas
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equações (1.4.14), (1.4.16) e (1.4.17), dada uma seção paralela v ∈ Γ(V ), temos

φf∗
(
∇V ∗⊗TM
∂i

ωt
)
Pv + ε

√
|c|∇NfM

∂i
ξfϕ

tP (v) = φf∗∇∂iω
t(Pv) + ε

√
|c|ρiξiϕtP (v)

= ∑
j φf∗∇∂i 〈ωt(Pv), Xj〉Xj + ε

√
|c|
√
|c|viξiϕtP (v)

= ∑
j φf∗∇∂i 〈γj, Pv〉Xj + cviφf∗Xiϕ

tP (v)
= φf∗

(∑
j 6=i 〈∇∂iγj, Pv〉Xj +∑

j 6=i 〈γj, Pv〉∇∂iXj

+ 〈∇∂iγi, Pv〉Xi + 〈γi, Pv〉∇∂iXi + cviXiϕ
tP (v))

= φf∗
(∑

j 6=i 〈∇∂iγj − γihji, Pv〉Xj +
〈
∇∂iγi +∑

j 6=i γjhij + cviϕ, Pv
〉
Xi

)
.

Por outro lado, temos de (1.4.13) e (1.4.17) que

α (∂i, ωt(v)) = 〈ωt(v), Xi〉α(∂i, Xi)
= 〈γi, v〉 ξi
= 〈γi, v〉φf∗Xi

para todo 1 ≤ i ≤ n. Portanto,

α(∂i, ωt(v)) + φf∗
(
(∇V ∗⊗TM

∂i
ωt)Pv

)
+ ε

√
|c|∇NfM

∂i
ξfϕ

tP (v) = 0,

para todo 1 ≤ i ≤ n se, e somente se, as equações (ii) e (iii) de (5.2.1) são satisfeitas.

(iii) De (1.4.10), temos para cada v ∈ Γ(V )

(∇V ∗⊗NfM
X β)v = ∇NfM

X β(v)− β(∇V
Xv)

= ∇NfM
X

(
φf∗ω

tP + ε
√
|c|ξfϕtP

)
v

−
(
φf∗ω

tP + ε
√
|c|ξfϕtP

)
(∇V

Xv)

= ∇NfM
X φf∗ω

t(Pv) + ε
√
|c| 〈ω(X), Pv〉 ξf + ε

√
|c|ξfϕtP (∇Xv)

+ε
√
|c|∇NfM

X ξfϕ
tPv − φf∗ωtP (∇V

Xv)− ε
√
|c|ξfϕtP (∇Xv)

= φf∗
(
∇TM
X ωt(Pv)− ωtP (∇V

Xv)
)

+ ε
√
|c|∇NfM

X ξfϕ
tPv

= φf∗
(
(∇V ∗⊗TM

X ωt)Pv
)

+ ε
√
|c|∇NfM

X ξfϕ
tPv,

logo (ϕ, β) satisfaz (3.2.6) se, e só se, ϕ satisfaz a (5.2.2).

(iv) Como f é horizontal, para quaisquer X, Y ∈ TM temos por (ii) da Proposição 1.4.5,
do Teorema 1.4.7 e de (1.4.11) que

f t∗φ
tA(X)tY = f t∗φ

tα(X, Y ) = −f t∗φtφ2α(X, Y )
= −f t∗φα(X, Y ) = f t∗f∗A(X)φf∗Y
= A(X)φf∗Y.
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Portanto,
f t∗φ

tA(X)t = A(X)φf∗, (5.2.5)

para todo X ∈ TM . Por outro lado, a equação (5.2.2) pode ser reescrita como

−A(X)tωt = φf∗dω
t(X)P + ε

√
|c|∇NfM

X ξfϕ
tP,

ou equivalentemente,
dωt(X)P = −cXϕtP − f t∗φtA(X)tωt. (5.2.6)

Em particular,

ωdωt(X)P = −cω(X)ϕtP − ωf t∗φtA(X)tωt

= −cω(X)ϕtP − ωA(X)φf∗ωt

= −cω(X)ϕtP + P tdω(X)ωt + cP tϕX tωt

Além disso, se β é dado por (5.2.3), decorre de (5.2.5) e (5.2.6) que

A(X)β = A(X)
(
φf∗ω

t + ε
√
|c|ξfϕt

)
P

= A(X)φf∗ωtP + A(X)ε
√
|c|ξfϕtP

= f t∗φ
tA(X)tωtP

= −dωt(X)P 2 − cXϕtP 2.

Portanto,
Φ(X)v = (∇Xω

t)v − Aβ(v)X + cϕt(v)X
= dωt(X)v − A(X)β(v) + cXϕtv

= dωt(X)(P 2 + I)v + cXϕt(P 2 + I)v
(5.2.7)

e assim, vale (5.2.4).

v) Segue-se de (3.3.18), (3.3.19), (3.3.25) e (5.2.7) que

d(ΩtP + P tΩt + Tρ)(X) = Φ(X)tωtP + P tΦ(X)tωt − (P t)2dω(X)ωtP − (P t)2ωdωt(X)P
−dω(X)ωtP − ωdω(X)tP − c(P t)2ω(X)ϕtP − c(P t)2ϕω(X)tP
−cω(X)ϕtP − cϕω(X)tP
= ((P t)2 + I)dω(X)ωtP + c((P t)2 + I)ϕX tωtP

+P t((P t)2 + I)dω(X)ωt + cP t((P t)2 + I)ϕX tωt

−(P t)2dω(X)ωtP − (P t)2ωdωt(X)P
−dω(X)ωtP − ωdω(X)tP − c(P t)2ω(X)ϕtP − c(P t)2ϕω(X)tP
−cω(X)ϕtP − cϕω(X)tP
= 0.
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Definição 5.2.2. Sejam f : Mn(c) → S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal e P

um endomorfismo inversível de um espaço vetorial Euclidiano V . Uma transformada de
Ribaucour vetorial f̃ = Rϕ,β,Ω(f) de f é uma P -transformada de Ribaucour de f , ou
simplesmente uma P -transformada de f , se

β = (φf∗ωt + ε
√
|c|ξfϕt)P,

em que ω = dϕ, e
ΩtP + P tΩt = −Tρ, (5.2.8)

em que T = −P t− (P t)−1 e ρ = P tωωtP +cP tϕϕtP . Dizemos que o par (ϕ, P ) determina
uma P-transformada de f e escrevemos f̃ = Rϕ,P (f).

A existência de P -transformadas de Ribaucour é assegurada pelo seguinte resul-
tado.

Proposição 5.2.3. Sejam f : Mn(c)→ S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal com

νf ≡ 0, e P : V → V um endomorfismo de um espaço vetorial Euclidiano V tal que
σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅. Dados x0 ∈ M e um par P-admissível (ϕ0, ω0), existem uma
vizinhança aberta U de x0 e uma única P -transformada f̃ = Rϕ,P (f |U) de f |U tal que
ϕ(x0) = ϕ0 e dϕ(x0) = ω0.

Demonstração. Pela Proposição 5.2.1, existe uma única ϕ ∈ C∞(M) tal que ω = dϕ

satisfaz (5.2.2) em uma vizinhança aberta U de x0, com ϕ(x0) = ϕ0 e dϕ(x0) = ω0. Como
P : V → V satisfaz σ(P ) ∩ (−σ(P )) = ∅, temos, pela pela Definição 2.4.6 e Proposição
2.4.5, que a equação de Lyapunov

X tP + P tX t = −Tρ0,

com T = −P t − (P t)−1 e ρ0 = P tω0ω
t
0P + cP tϕ0ϕ

t
0P , possui uma única solução X = Ω0,

com
2(Ω0)s = ω(x0)ω(x0)t + β(x0)tβ(x0) + cϕ(x0)ϕ(x0)t = Gt(x0)G(x0),

a qual é inversível. Defina β ∈ Γ(V ∗ ⊗ NfM) por (5.2.3), e seja Ω a única solução de
(3.3.25) tal que Ω(x0) = Ω0. Decorre da Proposição 5.2.1 que Ω satisfaz (5.2.8), logo
f̃ = Rϕ,β,Ω(f |U) é uma P -transformada de f |U .

Lema 5.2.4. A P -transformada f̃ = Rϕ,P (f) é uma L−transformada de f , com L =
(P 2 + I)−1P 2.

Demonstração. Pela Definição 4.1.4, basta verificar as equações (4.1.12) e (4.1.13). A
primeira é consequência de (5.2.4), e a segunda decorre do Teorema 2.4.5.
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O interesse no estudo da P-transformação para as imersões isométricas horizontais
f : Mn(c)→ S2n+1

ε (c) é justificado pelo seguinte resultado.

Teorema 5.2.5. Sejam f : Mn(c)→ S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal e f̃ =

Rϕ,P (f) : M̃n → S2n+1
ε (c) uma P -transformada de f . Então f̃ é também uma imersão

horizontal cuja métrica induzida tem curvatura seccional constante c.

Demonstração. Pelo Lema 5.2.4 e o Teorema 4.1.6, a métrica induzida por f̃ tem
curvatura seccional constante c.

Para mostrar que f̃ é horizontal, faremos uso do Teorema 1.4.10, e para isso é ne-
cessário encontrar a solução (ṽ, h̃, ρ̃) do sistema (1.4.15) associada à imersão f̃ . Afirmamos
que tal tripla é dada por

ṽi = vi+
〈
βi, L

−1Ω−1ϕ
〉
, h̃ij = hij+

〈
βj, L

−1Ω−1ω(Xi)
〉
e ρ̃i = ρi−

√
|c|
〈
Tϕ,Ω−1ω(Xi)

〉
,

(5.2.9)
em que T = −P t − (P t)−1 e L = (P 2 + I)−1P 2.

O par (ṽ, h̃) em (5.2.9) foi obtido na Proposição 4.1.7. Para obter ρ̃, primeira-
mente observamos que, de (i) de (5.2.1), (v) da Proposição 1.4.5 e das equações (5.2.9) e
(5.2.3) temos que

βi = βtξi = P tωf t∗φ
tξi + P tε

√
|c|ϕξtfξi

= P tωf t∗φ
tξi = P tωf t∗φ

tφf∗Xi = P tω(Xi)
= P tγi.

(5.2.10)

Seja
ξ̃f = P(ξf +

√
|c|
∑
s

〈
Tϕ,Ω−1βs

〉
ξs).

Afirmamos que
∇̃⊥∂i ξ̃f = ρ̃iP(ξi −

∑
s

〈
βi, L

−1Ω−1βs
〉
ξs) = ρ̃iξ̃i.

De fato, essa igualdade segue de (1.4.14), (3.3.10), (3.3.25) e (v) de (5.2.1), da seguinte
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maneira

∇̃⊥∂i ξ̃f = ∇̃⊥∂iP
(
ξf +

√
|c|∑s 〈Tϕ,Ω−1βs〉 ξs

)
= P

[
∇⊥∂i

(
ξf +

√
|c|∑s 〈Tϕ,Ω−1βs〉 ξs

)]
= P

[
∇⊥∂iξf +

√
|c|∑s ∂i 〈Tϕ,Ω−1βs〉 ξs +

√
|c|∑s 6=i 〈Tϕ,Ω−1βs〉∇⊥∂iξs

+
√
|c| 〈Tϕ,Ω−1βi〉∇⊥∂iξi

]
= P

[
ρiξi +

√
|c|∑s 〈Tω(∂i),Ω−1βs〉 ξs −

√
|c|∑s 〈Tϕ,Ω−1dΩ(∂i)Ω−1βs〉 ξs

+
√
|c|∑s 6=i 〈Tϕ,Ω−1∂iβs〉 ξs +

√
|c| 〈Tϕ,Ω−1∂iβi〉 ξi

+
√
|c|∑s 6=i 〈Tϕ,Ω−1βs〉∇⊥∂iξs +

√
|c| 〈Tϕ,Ω−1βi〉∇⊥∂iξi

]
= P

[
ρiξi +

√
|c|∑s 〈ρi(P t)−1βi,Ω−1βs〉 ξs −

√
|c|∑s 〈Bi,Ω−1βs〉 〈Tϕ,Ω−1γi〉 ξs

+
√
|c|∑s 6=i 〈Tϕ,Ω−1hisβi〉 ξs −

√
|c| 〈Tϕ,Ω−1γi〉 ξi −

√
|c|∑s 6=i his 〈Tϕ,Ω−1βs〉 ξi

+
√
|c|∑s 6=i 〈Tϕ,Ω−1βs〉hisξi −

√
|c| 〈Tϕ,Ω−1βi〉

∑
s 6=i hisξs

]
=

(
ρi −

√
|c| 〈Tϕ,Ω−1γi〉

)
P (ξi −

∑
s 〈βi, L−1Ω−1βs〉 ξs)

= ρ̃iξ̃i.

Agora, temos pelo Teorema 2.4.5 que Ω também satisfaz

TΩ = ΩtT t (5.2.11)

e, pelo Teorema 1.4.10, a solução (v, h, ρ) do sistema (1.4.15) associada a f é tal que
h = (hij) é simétrica e ρi =

√
|c|vi. Logo, por (5.1.11) e (5.1.12)

〈L−1Ω−1γi, βj〉 = 〈Ω−1γi, (L−1)tP tγj〉 = −〈Ω−1γi, Tγj〉
= −〈T tΩ−1γi, γj〉 = −〈(Ω−1)tTγi, γj〉 = −〈Tγi,Ω−1γj〉
= 〈βi, L−1Ω−1γj〉 ,

ou seja, h̃ij = h̃ji. Resta verificar que

ρ̃i =
√
|c|ṽi,

ou seja, por (5.2.9), verificar que

ρi −
√
|c|
〈
Tϕ,Ω−1γi

〉
=
√
|c|(vi +

〈
βi, L

−1Ω−1ϕ
〉
).

Essa igualdade é equivalente a

−
〈
Tϕ,Ω−1γi

〉
=
〈
βi, L

−1Ω−1ϕ
〉
,

a qual segue de (5.2.10) e (5.2.11). A conclusão decorre do Teorema 1.4.10.
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Corolário 5.2.6. Sejam (v, h) e (ϕ, ψ, γ, β) soluções de (1.4.20) e (5.2.1), respectiva-
mente. Então (ṽ, h̃) dados por (5.2.9) é uma nova solução de (1.4.20).

Os resultados desta seção fornecem o seguinte processo para obter uma família
de imersões isométricas horizontais f : Mn

c → S2n+1
ε (c) a partir de uma imersão com

tais propriedades e de uma solução, com valores em um espaço vetorial Euclidiano, de
um sistema linear completamente integrável de primeira ordem de equações diferenciais
parciais.

Corolário 5.2.7. Sejam f : Mn(c) → S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal com

νf ≡ 0, (u1, ..., un) coordenadas principais em um aberto U ⊂Mn(c) dadas pelo Corolário
1.4.11, (v, h) a solução do sistema (1.4.19) associada a f e P : V → V um operador
inversível tal que σ(P )∩ (−σ(P )) = ∅. Seja (ϕ, γ1, ..., γn) uma solução com valores em V

do sistema linear completamente integrável de primeira ordem
i) ∂i(ϕ) = viγi, (ii) ∂i(γj) = hjiγi, i 6= j

iii) ∂i(γi) +∑
j 6=i hjiγj + (P t)−1γi + cviϕ = 0,

(5.2.12)

em um aberto W ⊂ U no qual

ṽi = vi +
〈
γi, (P + P−1)Ω−1ϕ

〉
6= 0,

para todo 1 ≤ i ≤ n, em que Ω é dada por (2.4.2) para A = P e C = (P t2 +
I) (dϕ(dϕ)t + cϕϕt)P . Então, a aplicação f̃ : W → S2n+1

ε (c) dada por

F̃ = j ◦ f̃ = F −∑j (〈Ω−1ϕ, γj〉+ 〈PΩ−1ϕ, γj〉 i)F∗Xj

− (〈Ω−1ϕ, ϕ〉+ 〈PΩ−1ϕ, ϕ〉 i) cF,

em que Xj = v−1
j ∂j para 1 ≤ j ≤ n e j : S2n+1

ε (c)→ Cn+1
ε é a inclusão, define uma nova

imersão horizontal cuja métrica induzida tem curvatura seccional constante c.
Além disso, (ṽ, h̃) é a solução de (1.4.19) associada a f̃ , com

h̃ij = hij +
〈
γj, (P + P−1)Ω−1γi

〉
.

5.3 Teoremas de decomposição para a P -transformação.

Nessa seção, obtemos teoremas de decomposição para a P−transformação de subvarieda-
des Lagrangianas de Cn com curvatura nula e para a P−transformação de subvariedades
horizontais de S2n+1

ε (c) com curvatura constante c. Em particular, mostraremos como ob-
ter, a partir de k P -transformadas de uma subvariedade em uma das duas classes acima,
fórmulas explícitas para uma família de novas subvariedades da mesma classe, a qual está
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em correspondência com os vértices de um cubo k-dimensional, do qual as k subvariedades
iniciais são os vértices contíguos àquele associado à subvariedade dada.

5.3.1 Decomposição da P-transformação de subvariedades La-
grangianas com curvatura nula.

Para a P-transformação de subvariedades Lagrangianas vale o seguinte teorema de de-
composição.

Teorema 5.3.1. Seja f : Mn(0)→ R2n uma imersão isométrica Lagrangiana. Dada uma
P -transformada Rϕ,P (f) : M̃n(0) → R2n de f tal que P = P1 ⊕ P2 com respeito a uma
decomposição ortogonal V = V1 ⊕ V2, defina ϕj = πVj ◦ ϕ, 1 ≤ j ≤ 2, e

ϕ̄j = ϕj − ΩjiΩ−1
ii ϕi,

em que Ωij = πVi ◦Ω|Vj . Então (ϕj, Pj) define uma Pj-transformada de f para 1 ≤ j ≤ 2,
(ϕ̄i, Pi) uma Pi-transformada de fj para 1 ≤ i 6= j ≤ 2 e

Rϕ,P (f) = Rϕ̄i,Pi(Rϕj ,Pj(f)).

Demonstração. Pela hipótese de que Rϕ,P (f) é uma P -transformada de f , temos que
f̃ = Rϕ,β,Ω(f), em que

β = Jf∗ω
tP

e
ΩtP + P tΩt = −Tρ,

com T = −P t − (P t)−1 e ρ = P tωωtP = βtβ. Desde que P = P1 ⊕ P2, o operador T
também admite uma decomposição T = T1⊕ T2, logo as equações acima são equivalentes
às equações

βj = Jf∗ω
t
jPj,

e
Ωt
jjPj + P t

jΩt
jj = −Tjρjj, Ωt

ijPi + P t
jΩt

ij = −Tjρij, 1 ≤ i, j ≤ 2.

Como Ω é inversível, temos pela Definição 2.4.6 que (ϕt, ωt) é P-admissível. Logo, pela
Proposição 2.4.7 temos que Eα ∩ kerωt = {0}, logo Eαi ∩ kerωtj = {0}, em que Eαj é
o autoespaço de Pj associado a αj. Assim, novamente pela Proposição 2.4.7, temos que
(ϕtj, ωtj) é Pj-admissível, ou seja, Ωjj é inversível. Portanto, pelo Teorema 3.3.5 e pela
definição 5.1.3, fj é uma Pj-transformada de f .

Afirmamos que
Ω̄t
iiPi + P t

i Ω̄t
ii + Tiβ̄

t
i β̄i = 0,
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em que β̄i = Pj(βi − βj(Ω−1
jj )tΩt

ij). De fato, de (5.1.11) temos que

TiΩij = Ωt
jiT

t
j e TjΩjj = Ωt

jjT
t
j . (5.3.1)

Assim,

Ω̄t
iiPi + P t

i Ω̄t
ii + T ti β̄

t
i β̄i =

(
Ωt
ii − Ωt

ji(Ω−1
jj )tΩt

ij

)
Pi + P t

i

(
Ωt
ii − Ωt

ji(Ω−1
jj )tΩt

ij

)
+Ti

(
βi − ΩijΩ−1

jj β
t
j

) (
βi − βj(Ωt

jj)−1Ωt
ij

)
= (Ωt

iiPi + P t
i Ωt

ii + Tiβ
t
iβi)− Ωt

ji(Ω−1
jj )tΩt

ijPi − P t
i Ωt

ji(Ω−1
jj )tΩt

ij

−Tiβtiβj(Ω−1
jj )tΩt

ij − TiΩijΩ−1
jj β

t
jβi + TiΩijΩ−1

jj β
t
jβj(Ω−1

jj )tΩt
ij

= −Ωt
ji(Ω−1

jj )tΩt
ijPi −

(
P t
i Ωt

ji + Tiβ
t
iβj
)

(Ω−1
jj )tΩt

ij

−Ωt
ji(Ω−1

jj )tTjβtjβi + Ωt
ji(Ω−1

jj )tTjβtjβj(Ω−1
jj )tΩt

ij

= −Ωt
ji(Ω−1

jj )t
(
Ωt
ijPi + Tjβ

t
jβi
)
−
(
P t
i Ωt

ji + Tiβ
t
iβj
)

(Ω−1
jj )tΩt

ij

+Ωt
ji(Ω−1

jj )tTjβtjβj(Ω−1
jj )tΩt

ij

= Ωt
ji(Ω−1

jj )tP t
jΩt

ij + Ωt
jiPj(Ω−1

jj )tΩt
ij + Ωt

ji(Ω−1
jj )tTjβtjβj(Ω−1

jj )tΩt
ij

= Ωt
ji

(
(Ω−1

jj )tP t
j + Pj(Ω−1

jj )t + (Ω−1
jj )tTjβtjβj(Ω−1

jj )t
)

Ωt
ij

= 0.

Para obtermos a equação (5.1.3) para Rϕ̄i,β̄i,Ω̄ii(fj) há um problema técnico de
encontrar o operador J definido na subvariedade M̃ que a torna Lagrangiana. Para
contornar esse problema, usamos o sistema de coordenadas principais. A partir desse
sistema, podemos substituir a equação

β = Jf∗ω
tP

na definição 5.1.3 por
P tγi = βi.

Assim, basta mostrar tal equação para os dados (ϕ̄i, β̄i, Ω̄ii). Para isso, dada a transfor-
mada

fj : M̃n → RN ,

seja Xj,l ∈ TM̃ , 1 ≤ l ≤ n. Para manter a notação do Teorema de permutabilidade,
chamamos os vetores relacionados a fj por (γj,l, βj,l), com γj,l = (γj,1, ..., γj,rj) e βj,l =
(βj,1, ..., βj,rj), sendo rj = dim(Vj). Assim ωj(Xl) = γj,l e βtj(ξl) = βj,l.

Sabemos de (4.1.17) que
DjXj,l = Xl,

e segue de (4.2.2) que

ω̄iXj,l = ωiDjXj,l − ΩijΩ−1
jj ωjDjXj,l,
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implicando
γ̄i,l = γi,l − ΩijΩ−1

jj γj,l.

Assim, segue das equações (4.1.8), (4.1.14), (5.1.10) e (5.3.1) que

β̄i,l = β̄i(ξj,l) =
(
βti − ΩijΩ−1

jj β
t
j

)
P tjPj

(
ξl −

∑
k

〈
(Ωt

jj)−1(Ltj)−1βj,l, βk
〉
ξk
)

=
(
βti − ΩijΩ−1

jj β
t
j

) (
ξl − βj

(
(Ωt

jj)−1(L−1
j )tβj,l

))
= βi,l − ρij(Ωt

jj)−1(L−1
j )tβj,l − ΩijΩ−1

jj βj,l + ΩijΩ−1
jj ρjj(Ωt

jj)−1(L−1
j )tβj,l

= P t
i γi,l − ρij(Ωt

jj)−1(L−1
j )tP t

jγj,l − ΩijΩ−1
jj P

t
jγj,l + ΩijΩ−1

jj ρjj(Ωt
jj)−1(L−1

j )tP t
jγj,l

= P t
i γi,l + ρij(Ωt

jj)−1Tjγj,l − ΩijΩ−1
jj P

t
jγj,l − ΩijΩ−1

jj ρjj(Ωt
jj)−1Tjγj,l

= P t
i γi,l + ρij(Ωt

jj)−1Tjγj,l − Ωij

(
Ω−1
jj P

t
j + Ω−1

jj ρjjT
t
jΩ−1

jj

)
γj,l

= P t
i γi,l + ρijT

t
jΩ−1

jj γj,l + ΩijPjΩ−1
jj γj,l

= P t
i γi,l +

(
ρijT

t
j + ΩijPj

)
Ω−1
jj γj,l

= P t
i γi,l − P t

i ΩijΩ−1
jj γj,l

= P t
i γ̄i,l.

O resultado segue do Teorema 3.3.5 e pela definição 5.1.3.

Corolário 5.3.2. Seja f : Mn(0) → S2n−1 ⊂ R2n uma imersão isométrica Lagrangiana.
Dada uma P -transformada Rω,P (f) : M̃n(0) → S2n−1 ⊂ R2n de f tal que P = P1 ⊕ P2

com respeito a uma decomposição ortogonal V = V1 ⊕ V2, defina ωj = ω|Vj e

ω̄j = ωjDi − ΩjiΩ−1
ii ωiDi, (5.3.2)

em que Ωij = πVi ◦ Ω|Vj e Di = I − Φi
Ω−1
ii ϕi

. Então (ωj, Pj) define uma Pje-transformada
de f para 1 ≤ j ≤ 2, (ω̄i, Pi) uma Pie-transformada de fj para 1 ≤ i 6= j ≤ 2 e

Rω,P (f) = Rω̄i,Pi(Rωj ,Pj(f)).

Demonstração. Como ϕ = −P tω
∑
k ∂k se e só se, ϕl = −P t

l ωl
∑
k ∂k, l ∈ {i, j}, basta

verificar que
ϕ̄j = ϕi − ΩjiΩ−1

ii ϕi = −P t
j ω̄j

∑
k

∂k,

com ω̄j dado por (5.3.2). Para isso, temos de (5.1.10) que

P t
jΩji + ΩjiPi = −ρjiT ti e Ω−1

ii P
t
i + PiΩ−1

ii = −Ω−1
ii ρiiT

t
i Ω−1

ii , (5.3.3)
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em que ρji = P t
jωjωiPi. Logo,

−P t
j ω̄j = −P t

j (ωjDi − ΩjiΩ−1
ii ωiDi) = −P t

jωjDi + P t
jΩjiΩ−1

ii ωiDi

= −P t
jωjDi + ΩjiΩ−1

ii P
t
i ωiDi + ΩjiΩ−1

ii ρiiT
t
i Ω−1

ii ωiDi

−ρjiT ti Ω−1
ii ωiDi.

(5.3.4)

Temos ainda de (4.1.17), (5.1.14) e ωti(v) = ∑
l 〈γi,l, v〉Xl, que

ωzDi∂k = ωz (vi,kXk) = ωz
((
vk −

〈
γi,k, (Pi + P−1

i )Ω−1
ii P

t
i

∑
l vlγi,l

〉)
Xk

)
= ωz

((
vk +

〈
γi,k, T

t
i Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l

〉)
Xk

)
= vkγz,k +

〈
γi,k, T

t
i Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l

〉
γz,k

= vkγz,k + ωzωiT
t
i Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l

= vkγz,k + (P t
z)−1ρziP

−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l, z = i, j.

(5.3.5)

Assim, usando as equações (5.3.3), (5.3.4) e (5.3.5), temos

−P t
j ω̄j

∑
k ∂k = −P t

j (ωjDi − ΩjiΩ−1
ii ωiDi)

∑
k ∂k

=
(
−P t

jωjDi + ΩjiΩ−1
ii P

t
i ωiDi + ΩjiΩ−1

ii ρiiT
t
i Ω−1

ii ωiDi − ρjiT ti Ω−1
ii ωiDi

)∑
k ∂k

= −P t
j

∑
k vkγj,k − P t

j (P t
j )−1ρjiP

−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l + ΩjiΩ−1

ii P
t
i

∑
k vkγi,k

+ΩjiΩ−1
ii P

t
i (P t

i )−1ρiiP
−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l + ΩjiΩ−1

ii ρiiT
t
i Ω−1

ii

∑
k vkγi,k

+ΩjiΩ−1
ii ρiiT

t
i Ω−1

ii (P t
i )−1ρiiP

−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l

−ρjiT ti Ω−1
ii

∑
k vkγi,k − ρjiT ti Ω−1

ii (P t
i )−1ρiiP

−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

∑
l vlγi,l

= ϕ̄j + ρji
(
−P−1

i T ti Ω−1
ii P

t
i − T ti Ω−1

ii − T ti Ω−1
ii (P t

i )−1ρiiP
−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

)∑
l vlγi,l

+ΩjiΩ−1
ii ρii

(
P−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i + T ti Ω−1

ii + T ti Ω−1
ii (P t

i )−1ρiiP
−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

)∑
l vlγi,l

= ϕ̄j + (ρji − ΩjiΩ−1
ii ρii)

(
−P−1

i T ti Ω−1
ii P

t
i − T ti Ω−1

ii

−T ti Ω−1
ii (P t

i )−1ρiiP
−1
i T ti Ω−1

ii P
t
i

)∑
l vlγi,l

= ϕ̄j + (ρji − ΩjiΩ−1
ii ρii)

(
−P−1

i T ti Ω−1
ii P

t
i − T ti Ω−1

ii

−T ti Ω−1
ii (P t

i )−1 (−P t
i Ωii(T ti )−1 − ΩiiPi(T ti )−1)P−1

i T ti Ω−1
ii P

t
i

)∑
l vlγi,l

= ϕ̄j.

Dados P1, P2 ∈ R, com P1 6= −P2, dizemos que um conjunto {f1, ..., f4} de imer-
sões isométricas Lagrangianas fi : Mi(0)→ R2n, 1 ≤ i ≤ 4, é um (P1, P2)-quadrilátero de
Bianchi se, para cada uma delas, as imersões precedente e subsequente (pensadas como
pontos em um círculo orientado) são, respectivamente, Pl e Pt-transformadas daquela,
com t, l distintos em {1, 2}, e os tensores de Codazzi associados comutam.
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Proposição 5.3.3. Seja
fr = Rϕr(f) : Mn(0)→ R2n,

uma Pr-transformada de Ribaucour de f : Mn(0) → R2n com 1 ≤ r ≤ 2 e P1 6= ±P2.
Se [dωt1, dωt2] = 0, então existe uma única imersão f̃ : Mn(0)→ R2n tal que {f, f1, f2, f̃}
forma um (P1, P2)-quadrilátero de Bianchi.

Além disso, o mesmo resultado é válido substituindo P -transformadas por Pe-
trans
-formadas.

Demonstração. Pelo Lema 5.1.5, fr é uma Lr-transformada de f , com Lr = P 2
r

P 2
r +1 e

βr = Jf∗(dϕr)tPr, r = 1, 2. (5.3.6)

Assim, pela Proposição 4.2.3, {f, f1, f2, f̃ = Rϕ,β,Ω(f)} é um (L1, L2)-quadrilátero de Bi-
anchi. Resta provar que tal quadrilátero é um (P1, P2)-quadrilátero de Bianchi. Definindo
P : R2 → R2 por Per = Prer, r = 1, 2, a equação

β = Jf∗(dϕ)tP,

é equivalente às equações (5.3.6). A equação ΩtP +P tΩt = −Tρ, com T = −P t− (P t)−1,
é consequência da existência da Pr-transformada, ou seja, 2PrΩrr = −Trρrr, e da escolha

Ωij(x0) = −Li 〈Fi(x0),Fj(x0)〉+ ρij(x0)
Lj − Li

=
(1 + P 2

j )
Pj(Pi + Pj)

ρij(x0), i, j ∈ {1, 2},

para algum x0 ∈ Mn, em que ρij = PiPj 〈∇ϕi,∇ϕj〉, feita na Proposição 4.2.3. Logo,
pelas Definições 3.3.1 e 5.1.3, f̃ = Rϕ,Ω(f) é uma P -transformada de f .

Agora, definindo Rϕ,Ω(ϕi,Ωii) := (ϕ̄i, Ω̄ij) por

ϕ̄i = ϕi − ΩijΩ−1
jj ϕj e Ω̄ii = Ωii − ΩijΩ−1

jj Ωji,

em que Ωjj = 1
2 〈Gj,Gj〉, temos, pelo Teorema 5.3.1, que

Rϕ,Ω,P (f) = Rϕ̄i,Ω̄ii,Pi(Rϕj ,Ωjj ,Pj(f)).

5.3.2 Decomposição da P-transformação de subvariedades hori-
zontais.

A seguir mostraremos um teorema de decomposição para a P-transformação de imersões
isométricas horizontais f : Mn(c)→ S2n+1

ε (c).
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Teorema 5.3.4. Sejam f : Mn(c) → S2n+1
ε (c) uma imersão isométrica horizontal e

Rϕ,P (f) : M̃n(c)→ S2n+1
ε (c) uma P -transformada de f tal que P = P1 ⊕ P2 com respeito

a uma decomposição ortogonal V = V1 ⊕ V2. Defina ϕj = ϕ|Vj e seja

ϕ̄j = ϕj − ΩjiΩ−1
ii ϕi com Ωij = π|Vi ◦ Ω|Vj .

Então, se c > 0 temos que (ϕj, Pj) define uma Pj-transformada de f para 1 ≤ j ≤ 2,
(ϕ̄i, Pi) uma Pi-transformada de fj para 1 ≤ i 6= j ≤ 2 e

Rϕ,P (f) = Rϕ̄i,Pi(Rϕj ,Pj(f)).

Valem as mesmas conclusões para c < 0 desde que Ωjj seja inversível para 1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. Pela hipótese de que f̃ = Rϕ,P (f) = Rϕ,β,Ω(f) é uma P -transformada
de f , temos que

β = (φf∗ωt + ε
√
|c|ξfϕt)P,

e
ΩtP + P tΩt = −Tρ,

em que T = −P t−(P t)−1 e ρ = P tωωtP+cP tϕtϕP. Desde que P = P1⊕P2 e T = T1⊕T2,
essas equação são equivalentes, respectivamente, as seguintes equações

βj = (φf∗ωtj + ε
√
|c|ξfϕtj)Pj,

e
Ωt
jjPj + P t

jΩt
jj = −Tjρjj, Ωt

ijPi + P t
jΩt

ij = −Tjρij, 1 ≤ i, j ≤ 2.

Agora, como Ω é inversível, temos pela Definição 2.4.6 que (ϕt, ωt) é P-admissível. Logo,
pela Proposição 2.4.7 Eα∩(kerϕt∩kerωt) = {0} para c > 0, implicando que Eαi∩(kerϕtj∩
kerωtj) = {0}, com Eαj sendo o autoespaço de Pj. Assim, novamente pela Proposição
2.4.7 temos que (ϕtj, ωtj) é Pj-admissível se c > 0, ou seja, Ωjj é inversível. Portanto, pelo
Teorema 3.3.5 e pela definição 5.2.2, fj é uma Pj-transformada de f se c > 0. O mesmo
é válido para c < 0 se Ωjj for inversível.

De forma análoga ao Teorema 5.3.1, prova-se que

Ω̄t
iiPi + P t

i Ω̄t
ii + Tiβ̄

t
i β̄i = 0,

em que β̄i = Pj(βi−βj(Ω−1
jj )tΩt

ij), e munindo a variedade com um sistema de coordenadas,
temos também β̄i,l = P t

i γ̄i,l. Assim, segue o resultado.

Dados P1, P2 ∈ R, com P1 6= −P2, dizemos que um conjunto {f1, ..., f4} de
imersões isométricas horizontais fi : Mi(c)→ S2n+1

ε , 1 ≤ i ≤ 4, é um (P1, P2)-quadrilátero
de Bianchi se, para cada uma delas, as imersões precedente e subsequente (pensadas como
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pontos em um círculo orientado) são, respectivamente, Pl e Pt-transformadas daquela, com
t, l distintos em {1, 2}, e os tensores de Codazzi associados comutam.

Proposição 5.3.5. Seja

fr = Rϕr(f) : Mn(c)→ S2n+1(c),

uma Pr-transformada de Ribaucour de f : Mn(c) → S2n+1(c) com 1 ≤ r ≤ 2, c > 0 e
P1 6= ±P2. Se [dωt1, dωt2] = 0, então existe uma única imersão f̃ : Mn(c) → S2n+1(c) tal
que {f, f1, f2, f̃} forma um (P1, P2)-quadrilátero de Bianchi.

Demonstração. Pelo Lema 5.2.4 fr é uma Lr-transformada de f , com Lr = P 2
r

P 2
r +1

e
βr =

(
Φf∗ωtr + ε

√
|c|ξfϕtr

)
Pr. (5.3.7)

Assim, pela Proposição 4.2.3, {f, f1, f2, f̃ = Rϕ,β,Ω(f)} é um (L1, L2)-quadrilátero de Bi-
anchi. Resta provar que tal quadrilátero é um (P1, P2)-quadrilátero de Bianchi. Definindo
P : R2 → R2 por Per = Prer, r = 1, 2, a equação

β =
(
φf∗ω

t + ε
√
|c|ξfϕt

)
P,

é equivalente as equações (5.3.7). A equação ΩtP +P tΩt = −Tρ, com T = −P t− (P t)−1,
é consequência da existência da Pr-transformada, ou seja, 2PrΩrr = −Trρrr, e da escolha
de

Ωij(x0) = −Li 〈Gi(x0),Gj(x0)〉+ ρij(x0)
Lj − Li

=
(1 + P 2

j )
Pj(Pi + Pj)

ρij(x0), i, j ∈ {1, 2},

para algum x0 ∈M , em que ρij = PiPj 〈∇ϕi,∇ϕj〉+cPiPjϕiϕj, feita na Proposição 4.2.3.
Logo, pelas Definições 3.3.9 e 5.2.2, Rϕ,Ω(f) é uma P -transformada de f .

Agora, definindo Rϕ,Ω(ϕi,Ωii) := (ϕ̄i, Ω̄ij) por

ϕ̄i = ϕi − ΩijΩ−1
jj ϕj e Ω̄ii = Ωii − ΩijΩ−1

jj Ωji,

em que Ωjj = 1
2 〈Gj,Gj〉, temos que Rϕ̄i,Ω̄ii,Pi(fj) é uma Pi-transformada de fj e

Rϕ,Ω,P (f) = Rϕ̄i,Ω̄ii,Pi(Rϕj ,Ωjj ,Pj(f)).

5.3.3 O P-cubo

Para cada 1 ≤ r ≤ k, considere o conjunto de multi-índices

Λr = {αr = {i1 < ... < ir} ⊂ {1, ..., k}}.
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Dados P1, ..., Pk ∈ R, com Pi 6= −Pj para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ k, um (P1, ..., Pk)-cubo de
Bianchi é uma (k+1)-upla (C0, ..., Ck), em que cada Cr é uma família de subvariedades com(
k
r

)
elementos, indexada em Λr, de imersões isométricas Lagrangianas fαr : Mn(0)→ R2n,

satisfazendo as seguintes propriedades

(i) Dada fαs+1 ∈ Cs+1, se αs+1 = αs ∪ {ij}, então fαs+1 é uma Pij -transformada de
fαs ∈ Cs.

(ii) Se αs+1 = αs−1 ∪ {ik, ij}, então o quadrilátero {fαs−1 , fαs−1∪{ik}, fαs−1∪{ij}, fαs+1} é
um (Pik , Pij) quadrilátero de Bianchi.

De maneira análoga, define-se um P -cubo de imersões isométricas horizontais
f : Mn(c)→ S2n+1(c), c > 0.

Teorema 5.3.6. Sejam f : Mn(0)→ R2n (respectivamente, f : Mn(c)→ S2n+1(c), c > 0)
uma imersão isométrica Lagrangiana (respectivamente horizontal) e

fi = Rϕ,Pi(f) : Mn(0)→ R2n (respectivamente, fi = Rϕ,Pi(f) : Mn(c)→ S2n+1(c), c > 0),

1 ≤ i ≤ k, uma Pi−transformada de Ribaucour de f , com Pi 6= ±Pj, 1 ≤ i 6= j ≤ k. Se
[dωti , dωtj] = 0, i 6= j e nenhuma das fi pertence à família associada a duas quaisquer das
outras, então existe um único (P1, . . . , Pk)-cubo de Bianchi (C0, ..., Ck) tal que C0 = {f} e
C1 = {f1, ..., fk}.

Demonstração. Pelo Lema 5.1.5 (respectivamente, Lema 5.2.4) fi é uma Li-transformada
de f , com Li = P 2

i

P 2
i +1 e

βi = Jf∗(dϕi)tPi (respectivamente, βi = (φf∗ωti + ε
√
|c|ξfϕt)Pi). (5.3.8)

Assim, o Teorema 4.2.4 garante a existência de um único (L1, ..., Lk)-cubo de Bianchi
(C0, ..., Ck) tal que C0 = {f} e C1 = {f1, ..., fk}. Resta mostrar que tal cubo é um
(P1, ..., Pk)-cubo de Bianchi.

Considere f̃ = Rϕ,β,Ω, com ϕ, β e Ω dados respectivamente por (4.2.6) e (4.2.7).
A equação ΩtP + P tΩt = −Tρ, com

P =


P1 0 ... 0
0 P2 ... 0
... ... . . . ...
0 0 ... Pk

 ,

e T = −P t − (P t)−1, ocorre se e só se, 2PrΩrr = −Trρrr e

ΩijLj + LiΩji − ρij = 0, i, j ∈ {1, 2},
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em que ρij = PiPj 〈∇ϕi,∇ϕj〉 (respectivamente, ρij = PiPj 〈∇ϕi,∇ϕj〉 + cPiPjϕiϕj). A
primeira equação ocorre de fi ser uma Pi-transformada de f e a segunda da escolha

Ωij(x0) = −Li 〈Gi(x0),Gj(x0)〉+ ρij(x0)
Lj − Li

=
(1 + P 2

j )
Pj(Pi + Pj)

ρij(x0), i, j ∈ {1, 2},

para algum x0 ∈ M , feita na Proposição 4.2.3. A equação (5.1.3) (respectivamente,
(5.2.3)) segue de (5.3.8) (respectivamente, (5.3.8)). Portanto,Rϕ,P (f) é uma P−transformada
de f .

Agora, para qualquer multi-índice α = {i1, ..., ir} ⊂ {1, ..., k}, considere ϕαr e
Ωαr dados em (4.2.10) e

Pαr =


Pi1 0 ... 0
0 Pi2 ... 0
... ... . . . ...
0 0 ... Pir

 .

Definimos Cr como a família de
(
k
r

)
elementos de Pαr -transformadas vetorial de Ribaucour

de f .
Dada fαs+1 = Rϕαs+1 ,Ωαs+1 ,Lαs+1 (f) ∈ Cs+1, 1 ≤ s ≤ k−1 e αs+1 = {i1, ..., is+1} ⊂

{1, ..., k}, se αs+1 = αs−1 ∪ {il, ij}, temos pelo Teorema 5.3.1 (respectivamente, Teorema
5.3.4) que

fαs−1∪{it} = Rϕαs−1∪{it},Ωαs−1∪{it},Lαs−1∪{it}(f) ∈ Cs, t ∈ {l, j},

e fαs+1 = Rϕ̄iy ,Piy
(fαs−1∪{it}), t 6= y em {l, j}. Novamente pelo Teorema 5.3.1 (respectiva-

mente, Teorema 5.3.4), fαs−1∪{it} = Rϕit ,Pit
(fαs−1). Portanto,

fαs+1 = Rϕ̄it ,Pit
(Rϕiy ,Piy

(fαs−1)), t 6= y em {l, j},

e assim, {fαs−1 , fαs−1∪{il}, fαs−1∪{ij}, fαs+1} é um (Pil , Pij)-quadrilátero de Bianchi.

5.4 Exemplos

No trabalho [35], Tojeiro constrói exemplos explícitos de imersões isométricas horizon-
tais f : Mn(c) → S2n+1

ε (c) usando a transformação escalar de Ribaucour. Nesta seção,
construímos novos exemplos explícitos dessas imersões, assim como exemplos de imersões
isométricas Lagrangianas F : Mn(0) → R2n e F : Mn(0) → S2n−1 ⊂ R2n, aplicando
respectivamente a P e Pe-transformação vetorial de Ribaucour. Observamos ainda, que
para P não simétrico, tais exemplos não podem ser obtidos através de uma sequência de
aplicações do Teorema de permutabilidade nos exemplos encontrados em [11] e [35].

A parte inicial desta seção, para c 6= 0, está em [35].
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Comece com a seguinte solução trivial do sistema (1.4.19)

v1 = b 6= 0, vi = 0, 2 ≤ i ≤ n, e h = 0. (5.4.1)

Embora essa solução não esteja em correspondência com uma imersão isométrica, podemos
usá-la para gerar exemplos não triviais. Primeiramente, substituindo os dados de (5.4.1)
no sistema (1.4.20) (respectivamente para c = 0, em (1.4.6)), esse reduz-se a i) ∂1F = bY1, ii) ∂iF = 0, 2 ≤ i ≤ n, iii) ∂jYi = 0, i 6= j,

iv) ∂iYi = iYi, 2 ≤ i ≤ n, v) ∂1Y1 = iY1 − cbF.
(5.4.2)

(respectivamente, (i), (ii), (iii) e (iv) acima e v′) ∂1Y1 = iY1).
Denotando por {Ei; 1 ≤ i ≤ n + 1} (respectivamente, {Ei; 1 ≤ i ≤ n}) a base

canônica de Cn+1
ε (respectivamente, Cn) sobre C, para 2 ≤ i ≤ n (respectivamente,

1 ≤ i ≤ n), podemos escolher a solução Yi = eiu1Ei+1 (respectivamente, Yi = eiu1Ei).
Temos do sistema e de 〈F (u0), Yi(u0)〉 = 0, 2 ≤ i ≤ n, que

F : U ⊂ Rn → Cn+1
ε

u → (F1(u1), F2(u1), 0, ..., 0),

Agora, segue de (i) e (v) que F satisfaz a equação de segunda ordem

F ′′ − iF ′ + cb2F = 0. (5.4.3)

(respectivamente, de (i) temos que F (u1) = −ibeiu1E1). Considere ∆ = 1+4cb2.Dividimos
em três casos, conforme seja ∆ > 0, ∆ = 0 ou ∆ < 0. Observe que somente o primeiro
caso ocorre quando c > 0.

I) ∆ > 0: Sabemos que Fj = Cj1e
ia1u1 + Cj2e

ia2u1 , j = 1, 2, com a1 = (1 −
√

∆)/2 e
a2 = (1 +

√
∆)/2, é uma solução da equação (5.4.3). Tomando C12 = C21 = 0,

podemos escrever a solução como F = F (u1) = C1e
ia1u1E1 + C2e

ia2u1E2,

Y1 = Y1(u1) = i
b

(a1C1e
ia1u1E1 + a2C2e

ia2u1E2) .

Além disso, novamente de 〈F (0), F (0)〉 = 1/c e 〈iF (0), Y1(0)〉 = 0 temos que

εC2
1 =
√

∆ + 1
2c
√

∆
e C2

2 =
√

∆− 1
2c
√

∆
.

Seguindo o mesmo racíocinio do caso (I), temos
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II) ∆ = 0 : 
F = F (u1) = e

1
2 iui

2
√
−c [(2i+ u1)E1 + u1E2] ,

Y1 = Y1(u1) = e
1
2 iui

4b
√
−c [iu1E1 + (2 + iu1)E2] .

III) ∆ < 0 : 
F = F (u1) = e

1
2 iu1 (eau1V1 + e−au1V2) , a = 1

2

√
−∆,

Y1 = Y1(u1) = e
1
2 iu1

b

[
(a+ i

2)aau1V1 + (−a+ i
2)e−au1V2

]
,

em que

Vj = 1
2
√
−c

(
1 + i

(−1)j√
−∆

)
E1 −

(−1)jb√
−∆

E2, 1 ≤ j ≤ 2.

Agora, fazendo P := (P t)−1, o sistema (5.2.12) (respectivamente, em (5.1.13))
torna-se 

i) ∂1(ϕ) = bγ1, (ii) ∂i(ϕ) = 0, 2 ≤ i ≤ n

iii) ∂i(γj) = 0, i 6= j, iv) ∂1(γ1) = −Pγ1 − cbϕ
v) ∂i(γi) = −Pγi, 2 ≤ i ≤ n.

(5.4.4)

(respectivamente, (i), (ii), (iii), (v) acima e iv′) ∂1(γ1) = −Pγ1).
Para encontrar uma solução para o sistema acima, usamos resultados básicos

sobre equações diferenciais lineares, os quais podem ser encontrados, por exemplo, em
[31].

Proposição 5.4.1. Sejam Jp = S−1
p PSp a forma canônica de Jordan de P e Jnj(µj) o

bloco de Jordan correspondente ao autovalor µj de ordem nj. Então as soluções do sistema
(5.4.4) são dadas por 

ϕ(u1) = Spψ(u1),
γ1(u1) = 1

b
Sp∂1(ψ(u1)),

γi(ui) = Spe
Jpuiw0, 2 ≤ i ≤ n,

em que w0 é um vetor fixo de V e

ψ =


ψ1

...
ψs

 ,

sendo  ψjnj×1

ψj
′
nj×1

 = SFje
JFju1

 u0

v0

 , (5.4.5)

com u0 e v0 vetores fixos de V e

Fj :=
 0 I

−cb2I −Jnj(µj)


2nj×2nj

.
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(respectivamente,  ϕ(u1) = bSpJ
−1
p eJpu1w0,

γi(ui) = Spe
Jpuiw0, 1 ≤ i ≤ n,

com w0 um vetor fixo de V .)

Demonstração. Sabemos, da teoria de sistemas de equações diferenciais lineares de 1a

ordem com coeficientes constantes, que SpeJpui é uma matriz fundamental do sistema dado
em (v) de (5.4.4), sendo 2 ≤ i ≤ n (respectivamente, 1 ≤ i ≤ n). Portanto, a solução
dessa equação é dada por

γi(ui) = Spe
Jpuiw0, 2 ≤ i ≤ n, (respectivamente, 1 ≤ i ≤ n, )

em que w0 é um vetor fixo de V .
De (i), (ii) e (iv) temos que

ϕ′′ + Pϕ′ + cb2ϕ = 0.

Observe que ϕ é solução da equação acima se, e só se, a função ψ dada por ϕ = SPψ é
solução de

ψ′′ + S−1
P PSPψ

′ + cb2ψ = 0. (5.4.6)

Particione ψ na forma

ψ =


ψ1

...
ψs

 ,
com ψj ∈ Mnj×1(R), de acordo com a ordem de Jnj(µj). Assim, o sistema (5.4.6) é
equivalente aos s sistemas

ψj
′′ + Jnj(µj)ψj

′ + cb2ψj = 0, 1 ≤ j ≤ s.

Cada sistema acima é equivalente ao sistema de primeira ordem
 ψj

ψj
′

′ =
 0 I

−cb2I −Jnj

 ψj

ψj
′

 . (5.4.7)

Definindo

θj :=
 ψj

ψj
′

 ,
temos que (5.4.7) é equivalente a θj ′ = Fjθj. Sabemos que SFje

JFju1 é uma matriz funda-
mental desse sistema, e assim obtemos (5.4.5).

A partir das soluções F e Yi de (5.4.2), e ϕ, γi dadas pela Proposição 5.4.1,
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obtemos pelo Corolário 5.2.7 (respectivamente, Corolário 5.1.7) parametrizações explícitas
de imersões isométricas horizontais (respectivamente, Lagrangianas) não triviais. Além
disso, fazendo b = 1 e substituindo as soluções F , Yi e γi para o caso c = 0 no Corolário
5.1.8, obtemos exemplos de imersões isométricas Lagrangianas f : Mn(0)→ S2n−1 ⊂ R2n.

Vamos finalizar esta seção calculando explicitamente a matriz eJFju1 . Para sim-
plificar a notação, não usaremos o índice j. Primeiramente, sendo λ um autovalor de F ,
afirmamos que λ 6= 0. De fato,

det

 0 I

−cb2I −J

− 0I
 = det(−cb2I) = (−cb2)n 6= 0.

Agora, temos de A B

C D

 =
 A 0
C I

 I A−1B

0 D − CA−1B

 , A,B,C,D ∈Mm×m(R),

que

det

 0 I

−cb2I −J

− λI
 = det

 −λI I

−cb2I −J − λI


= det(−λI)det(−J − λI + cb2I(−λI)−1I)
= (−λ)n(−1)ndet

(
J −

(
−λ2−cb2

λ

)
I
)

= λndet
(
J −

(
−λ2−cb2

λ

)
I
)

= λn
(
µ−

(
−λ2−cb2

λ

))n
= (λ2 + µλ+ cb2)n,

e assim, λ é autovalor de F se, e só se, −λ2−cb2
λ

= µ é autovalor de J , e

λ = −µ±
√
µ2 − 4cb2

2 .

Essa expressão de λ também vale no caso em que µ é complexo. De fato, fazendo a =
−λ2−cb2

λ
, temos de

Jnj(µj) =



R I ... 0 0
0 R ... 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 ... R I

0 0 ... 0 R


.

com

R =
 Re(µj) Im(µj)
−Im(µj) Re(µj)

 e I =
 1 0

0 1

 ,
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que
det (J − aI) = ((Re(µj)− a)2 + Im(µj)2)nj = 0,

e isso ocorre se, e só se, a = Re(µj)± iIm(µj).
Dessa forma, sabemos que existem no máximo 2 blocos na forma canônica de

Jordan de F correspondendo, respectivamente, a λ1 e λ2. Vamos verificar qual a ordem
desses blocos. Considerando  w

z

 ,
autovetor de F associado a λ, temos

(F − λI)
 w

z

 = 0,

se, e só se,  z = λω

Jz =
(
−cb2−λ2

λ

)
z = µz.

Assim, como z é o único autovetor associado a µ, temos que w

z

 =
 z

λ

z


também é o único autovetor associado a λ.

Analisemos primeiramente o caso em que µ é real. Se λ1 = λ2 então a ordem do
bloco Jmi(λi) é mi = 2nj com nj sendo a ordem do bloco J(µ), pois temos somente um
autovetor associado a λ compondo a matriz SF . Se λ é complexo, novamente mi = 2nj.
Se λ1 6= λ2, então a ordem de cada Jmi(λi) é mi = nj, com nj sendo a ordem de J(µ),
pois

det(F −λI) = (λ2 +µλ+ cb2)n =
(
λ1 −

−µ+
√
µ2 − 4cb2

2

)n (
λ2 −

−µ−
√
µ2 − 4cb2

2

)n
,

e a justificativa decorre do fato de cada autovalor conter somente um autovetor compondo
a matriz SF .

Assim, para explicitar a matriz eJFu1 , necessitamos dividir em três caso, conforme
∆̃ = µ2 − 4cb2 > 0, ∆̃ = 0 ou ∆̃ < 0.

a) ∆̃ > 0:
eJFu1 = (eJnj (λ1)u1 ⊕ eJnj (λ2)u1),
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em que nj é a ordem de Jnj(µj) e

eJ(λi)u1 = eλiu1eJ(0)u1 = eλiu1



1 u1
u2

1
2 ...

u
nj−2
1

(nj−2)!
u
nj−1
1

(nj−1)!

0 1 u1 ...
u
nj−3
1

(nj−3)!
u
nj−2
1

(nj−2)!
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... u1
u2

1
2

0 0 0 ... 1 u1

0 0 0 ... 0 1


.

b) ∆̃ = 0:
eJFu1 = eJ2nj (λ)u1 ,

sendo dado como no caso anterior.

c) ∆̃ < 0: Então λ = α + iβ com α = −µ
2 e β =

√
−∆̃
2 , e assim,

eJFu1 = eJnj (λ)u1 .

Considere

I(α, β) =
 α β

−β α

 , R(u1, b) =
 cos(bu1) sen(bu1)
−sen(bu1) cos(bu1)

 ,
e

diag(A1, A2, ..., Am) =


A1 0 ... 0
0 A2 ... 0
... ... ...

...
0 0 ... Am

 .

Temos

eJ(λ)u1 = ediag(I(α,β))u1+J(0)u1 = eαu1diag(R(u1, β))eJ(0)u1

= eαu1diag(R(u1, β))



I2 I2u1 I2
u2

1
2 ... I2

u
nj−2
1

(nj−2)! I2
u
nj−1
1

(nj−1)!

0 I2 I2u1 ... I2
u
nj−3
1

(nj−3)! I2
u
nj−2
1

(nj−2)!
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... I2u1 I2
u2

1
2

0 0 0 ... I2 I2u1

0 0 0 ... 0 I2
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= eαu1



R Ru1 R
u2

1
2 ... R

u
nj−2
1

(nj−2)! R
u
nj−1
1

(nj−1)!

0 R Ru1 ... R
u
nj−3
1

(nj−3)! R
u
nj−2
1

(nj−2)!
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... Ru1 R
u2

1
2

0 0 0 ... R Ru1

0 0 0 ... 0 R


.

Obtemos assim a solução para o caso de µ real.
Para o caso de µ ser complexo, λ, λ̄ são os únicos autovalores de F quando

µ2 − 4cb2 = 0, e a ordem de Jmj(λ) é mj = 2nj, caso contrário, λ1, λ̄1, λ2, λ̄2 são os
autovalores de F e a ordem de Jmj(λi) é mj = nj, desde que λ1 6= λ̄2. Caso λ1 = λ̄2,
temos novamente que a ordem de Jmj(λ) é mj = 2nj.

No caso de µ2 − 4cb2 = 0, eJFu1 é dada como no caso ∆̃ < 0. Caso contrário,

eJFu1 = (eJnj (λ1)u1 ⊕ eJnj (λ2)u1),

com eJnj (λi) como no caso ∆̃ < 0.



Apêndice A

Sistemas de equações diferenciais
parciais

A.1 Sistemas lineares completamente integráveis

Considere o seguinte sistema linear de equações diferenciais parciais de primeira ordem
em um aberto simplesmente conexo U ⊂ Rn: ∂i(yj) = ∑d

k=1 a
k
ijyk, com 1 ≤ j ≤ d e 1 ≤ i ≤ n;

yi(x0) = y0
i ,

(A.1.1)

em que x0 ∈ U e y0
1, ..., y

0
d são fixados. Queremos uma solução C1 y1, ..., yd, definida sobre

U , tal que yi(x0) = y0
i .

Se denotamos por Y a matriz-linha (y1, y2, ..., yd) ∈ M1×d e por Ai a matriz
quadrada Ai := (akij) ∈ Md×d, em que akij é o elemento k−ésima linha e j−ésima coluna,
com 1 ≤ i ≤ n, podemos reescrever o sistema por

∂i(Y ) = Y Ai, para todo i ∈ {1, 2, ..., n},
Y (x0) = Y0,

em que Y0 é a matriz-linha (y0
1, ..., y

0
d) ∈ M1×d. Esse sistema é conhecido como um

sistema de Pfaff, e tem sido estudado por vários autores, ver [26]. Classicamente (veja,
por exemplo, [19]), a existência local de soluções de um sistema de Pfaff é garantida sob
a hipótese de que as matrizes Ai sejam de classe C1 em U e satisfaçam a condição de
compatibilidade

∂j(Ai)(x) + Aj(x)Ai(x) = ∂i(Aj)(x) + Ai(x)Aj(x), (A.1.2)
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para todo x ∈ U e quaisquer i, j ∈ {1, ..., n}, ou equivalentemente,

∂ia
k
lj − ∂lakij =

d∑
t=1

akita
t
lj −

d∑
t=1

aklta
t
ij. (A.1.3)

O sistemaRc−c̃, dado no Lema 4.1.3, é um sistema de Pfaff. De fato, se denotamos
por Y a matrix linha
(ϕ1, ..., ϕm, γ1

1 , ..., γ
m
1 , ..., γ

1
n, ..., γ

m
n , β

1
1 , ..., β

m
1 , ..., β

1
p , ..., β

m
p ), podemos escrever Rc−c̃ por

∂i(Y ) = Y Ai, para todo i ∈ {1, 2, ..., n},
Y (x0) = Y0,

em que

Ai =



0 0 0 0 ... − (L−1(c− c̃) + c̃I) vi ... 0 0 ... 0
0 0 0 0 ... −h1iI ... 0 0 ... 0
0 0 0 0 ... −h2iI ... 0 0 ... 0
... ... ... ... ...

... ...
... ... ...

...
viI h1iI h2iI h3iI ... 0 ... hniI −Vi1I ... −VipI
... ... ... ... ...

... ...
... ... ...

...
0 0 0 0 ... −hniI ... 0 0 ... 0
0 0 0 0 ... −(L−1 − I)Vi1 ... 0 0 ... 0
... ... ... ... ...

... ...
... ... ...

...
0 0 0 0 ... −(L−1 − I)Vip ... 0 0 ... 0


e

Y0 = ((ϕ0)1, ..., (ϕ0)m, (γ0
1)1, ..., (γ0

1)m, ..., (γ0
n)1, ..., (γ0

n)m, (β0
1)1, ..., (β0

1)m, ...,
(β0

p)1, ..., (β0
p)m

)

A.2 O sistema de Bourlet

Considere o sistema, não necessariamente linear, de equações diferenciais parciais

∂k(Ui) = Ψik(U1, ..., Um, u1, ..., un, ∂l(Uj), ...).

Suponhamos que esse sistema satisfaça as seguintes condições:

i) Ψik contém apenas derivadas com respeito às variáveis ul com l ≥ k, e depende
linearmente dessas derivadas.

ii) Ψik só depende de ∂k(Uj) quando j > i.
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Um tal sistema pode ser escrito na forma

∂k(Ui) = aikoo +
∑
j>i

aikjk∂k(Uj) +
∑
l>k

aiksl∂l(Us), (A.2.1)

em que aikoo e aiksl são funções de u1, ..., un, U1, ..., Um.
Dizemos que uk é uma variável principal para a função Ui. As demais variáveis

são ditas paramétricas para Ui.
Suponhamos ainda que as funções ψik sejam analíticas e que as equações do

sistema impliquem
∂k∂h(Ui) = ∂h∂k(Ui),

em que as derivadas são calculadas com respeito às variáveis principais. Um tal sistema
é chamado, na terminologia de Bianchi, um sistema de Bourlet. Tal sistema foi estudado
por Bourlet, que mostrou em [4] o seguinte resultado

Teorema A.2.1. Fixados u0
1, ..., u

0
n, existe uma única solução holomorfa (U1, ..., Um) de

(A.2.1) em uma vizinhança das condições iniciais u0
1, ..., u

0
n, tal que cada Ui se reduz a

uma função holomorfa arbitrária das suas variáveis paramétricas quando as suas variáveis
principais assumem os valores iniciais.
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