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Ficha catalográfica elaborada pelo DePT da Biblioteca Comunitária UFSCar 
 Processamento Técnico 

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

N244rt
Nascimento, Moisés Aparecido do
   Resultados do tipo Ambrosetti-Prodi para
problemas quasilineares / Moisés Aparecido do
Nascimento. -- São Carlos : UFSCar, 2015.
   65 p.

   Tese (Doutorado) -- Universidade Federal de São
Carlos, 2015.

   1. Grau de Leray-Schauder. 2. Estimativas a
priori. 3. P-Laplaciano. 4. Problemas de Neumann. 5.
Problemas de Dirichlet. I. Título.
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��� �������� #������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $

��� %����������� � &������ ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� '�� �����(���� � ������� 
��� t ��)����������� ����� � � � � � � � ��

����� *�������� � %����������� � &������ ��� � � � � � � � � � � � � � � 
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��� ��	����
�� � ����	
 ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �������	
 ��� ������� � ��������� ��

��� ������
�� �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���	���
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��� ��	����
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����� #������ �
 ��	����
�� � ����	
 ��� � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��	����
�� � ����	
 ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��
���	
 ��� ������� � ��������� ��

��� $�������
�� � ��%��	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����	��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

����� �������� � &'(�	 �
�
 �����	
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

����� ) )���
�� H �
 *�	
 	
�����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��	����
�� � ����	
 ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� )%����
�+�� �%�� ����+�� �� ,������
�� � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������
�� $�(���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� #������ �
 ��	����
�� � ����	
 ��� � � � � � � � � � � � � � � 

��� �(���-���
 �� ��%����� �
�
 (St) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.

��� ����	
���
� 
 ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��/ ��	����
�� � ����	
 ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �����	� � ������ ��

� ��	� � ���	� ���	��� !"

������#�	$	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�
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� ��������� 	
����	 ���� ��
���	� � 	 ����	 �� ��	
����� �	 ��	 ��
�	������	��

���	�����	 	 	�����	� �����������	� �����������	� �������	� ���� 	 ���	 ������� � ����

�������� �	 ���	 ������� �	��������	� �	������� �� ������� � �������� �� ��	������ � 

���� 	 ���	 �� ������� � �	����!	 �� ��	����� ��� �� ���������

� ����	 �� ��	
����� �	 ��	 ��
�	�������	�� �	� �������	 �	� 	 ��
���	 ��	����	

�� �� ��
�	��� � "� ��	��� #�� �� $%& �	���������� 	 ��'���� ��	
���� ����������(

(PD)

⎧⎨⎩ −Δu = f(u) + v(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

	��� v ∈ C0,α(Ω) � f ∈ C2(R) ������)���	 �� �	�������(

*+, f
′′
(s) > 0 ∀s ∈ R�

*++, 0 < lim
s→−∞

f(s)

s
< λ1 < lim

s→+∞
f(s)

s
< λ2�

-���)���	 �	����� �� ������!	 ���� ���������� ��������� ���� �	� ���'���������� ��

�����	� �� .������ ���� ��	��� � �/��0���� �� ��� ��������� Γ �	��/� � �������� ��

������ C1 �� C0,α(Ω) #�� ������ 	 �����	 �� ���� �	��	����� �	��/�� A0 � A1 �� �	�	

#�� 	 ��	
���� (PD) �� �/������ ��� �	���!	� ������� �	���!	 	� �/������ ����

�	������� ������������� �� v �	� �	��������	 �� Γ� A0 � A1� � �	����!	 (II) ��'��1��

2



��������	� �

��� � ���	
�������� f ����� � �������� ����	��
�� λ1 � ����
����

(Pλ)

⎧⎨⎩ −Δu = λu em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

����� s ����� � −∞ � +∞�

��� ������������� ���������� � Γ ��� ��������� ��� ������ � ���
�� ��  !"� ���

�� ������� ����������� � �������� ����������� � v# v(x) = tφ(x)+h(x)� ���� φ(x) �

�������� ���������� �������� � (−Δ,W 1,2
0 (Ω)) � h(x) ∈ {����(φ)}⊥� $���� � ����
���

(PD) ��� ��� ��������� ����

(PDt)

⎧⎨⎩ −Δu = f(u) + tφ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

����� � �%��� � ������ � &�������	'�(���� �
�� ��������� ������������ � �����

����
��� ��� $��������� � ����� ���������� � �������� �������# )*���� t1 ∈ R ��


���� (PD) ��� �*�������� ����� ��� �� ��� ��
��+�� �� t > t1, t = t1 �� t < t1�

����������������

,���� � -����� ��  �." ����������� ����+�� f ���� ������� ������������ ����

����� �� (��/�����0� �� ����
��+��1 � ������	���
��� ������ ��� f �������� � �������

−∞ ≤ lim sup
s→−∞

f(s)

s
< λ1 < lim inf

s→+∞
f(s)

s
≤ ∞.021

)�  �."� �� ������� ��������� ��� ��������� �������
���� � ������ ��� �*���� t1 ��


��� � ����
��� (PDt)� ������ ��
� ����� ��� ��
���� �� t < t1 � ��� ������ ��
���� ��

t > t1� 3�����  2." ������ �� ����
���� �  �." ���� ��������� ����������� �� �����

���������� $
%� ����� 
������� � ����������� � f ���� t ≥ 0 0��
 ����������� ��� ���

�����
�����1 � ����� ���%� ����������� � ������ ���� �� ��
��+��� ��� ����� �*���4����

� ��
� ����� ��� ��
��+�� ���� t < t1 � ��� ��
���� ���� t = t1�

)�  �2"� 5��� ���������� �� (��/����� ����� φ# '����� φ������ φ ≥ 0 �� φ �= 0�

6��� �������4����� � ���������� � �������
���� ����� ��  �." ��� % ���� ����7��
� )�

 �2"� ��� �������� ��
���� ���� t << −1 % ��������� ��� ���������� �������� �� ���

������� ���� ���������� ��% ������ � � ������ � ����� )�  8"� ������9��� � &����

����������� �� ����
��� ����
�� ��� f ����� ��� �����
����� � ��� ������� �

:������ �� ����������
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���������� 
 ������� ��
����� ���� 
 
�����
� p�

���������
� p > 1�

(Pp)

⎧⎨⎩ −Δpu = f(u) + tφ+ h ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω


���� φ, h ∈ C(Ω) �
� φ ≥ 0 � f ∈ C1 �����������


α = lim
t→−∞

f(t)

|t|p−2t
< λ1 < β = lim

t→∞
f(t)

|t|p−2t
,

�� �� λ1  
 ���
� ��
!��
� �
 ��
�����

(Pa)

⎧⎨⎩ −Δpu− λ|u|p−2u = 0 ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω.

" �������� �
�#$
  
����� �
�������
 (Pp) �
� 
 ��
����� ������⎧⎨⎩ −Δpu = α|u+|p−1 − β|u−|p−1 + h ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω.

�� ����� 
� ��
��� ��
!�� �� �%���� t(h) << −1 ��� �� ���� �
�
 t ≤ t(h) 
 ��
�����

(Pp) ��� �� �
�#$
 ������!�& �� ������� ��
��
 φ > 0 �� Ω� ���� �
����� ��

�%����� t1, t2� t1 ≤ t2 ��� �� (Pp) ��� ���
 ���
� �� �
�#$
 ���� t ≤ t2� �$
 �
���

�
�#$
 �� t > t2 � �
��� ���
 ���
� ��� �
�#'�� �� t < t1& (
� )�� 
� ��
��� �
�����

������������� �� �
�#'�� ����
 φ ≥ 0� ����
 �������
� �� ������&

"��
*� � +��� �� ���� ��'�� �� f  �
��,�� � ��������

lim sup
s→−∞

f(s)

|s|p−2s
< λ1 < lim inf

s→+∞
f(s)

|s|p−2s
≤ lim sup

s→+∞

f(s)

|s|p−2s
= λ

′
<∞

� �� ���� �
�
 M > 0� �%���� ξ > 0 ��� ��

f(s) + ξ|s|p−2s  �$
 ����������� �� s ∈ [−M,M ].

-� ��
��� 
����� ����� 
��
� �������
�� �� t1 = t2 ����
 p > 2 � φ ��������. φ > 0 ��

Ω � ∂φ
∂ν
< 0 �� ∂Ω& "� ���������� � ������ ��������� �
��� ��������
�#$
� ��,�����
� ��

�
�����#$
 � ��
��� �
 ���& /�
��
� �� ��0�� � "���� � 1����� �� �2�� ����
 3��
4��5

� �� � ������ �����!
�!���� �� ���� �������� �� !���$
 ���������� �
 ��
����� (Pp)&



��������	� �

� ������	
 �
�
 � p��
��
�
�� �	 ������� �� ���	
�� ��� �������
�� ��� ��

�
��
 � ���������� ��� ! �
�� �����
	����" �	 ��� " �� 
������ �������
	 � ��������

������	


(PNt)

⎧⎨⎩ −Δpu = f(x, u) + t ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

�	 f : Ω × R → R �	
 ������ �� #
�
�$%����& �
����
'���� �����(�� �	� �	 �� !

�� 
������ ����
	 )�� �*���� t0 ∈ R �
� )�� (PNt) ��� ��	 �����(�� �� t > t0" � (PNt)

��	 ���� 	���� �	
 ������� 	���	
� �� t < t0! +� �	 
����� f ��� ��
�	���� ����$��'

���,��
 �	 s ������	�	���� )!�!� x ∈ Ω" ����� �*���� t1 ≤ t0 �
� )�� �
�
 t < t1 �

������	
 (PNt) ��	 ���� 	���� ��
� �����(�� �������
�! -�%	 �����" 
 ���
��
�� t1 = t0

����� �� f ∈ C(Ω× R)!

-���
 
�������
��	�� ������ ������
���! �� #
�,���� �" �����
	�� � �������� ����

���	
 �� ���	
��.

(Pt)

⎧⎨⎩ −Δpu = f(x, u) + tφ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

���� φ(x) ≥ 0" φ(x) �≡ 0 � φ, h ∈ L∞(Ω)" Ω ⊂ R
N �	 
�����" ��	��
�� � �	 ��������
 ∂Ω

��
�� � f : Ω×R → R �	
 ������ �� #
�
�$�����& �
����
'���� 
� ��������� �����(��.

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
< 0 < lim inf

s→+∞
f(x, s)

|s|p−2s
������	�	���� �	 x ∈ Ω!

+���	�� �
	�%	 )�� ∀M > 0" ∃λ > 0 �
� )��"

g(x, u) = f(x, u) + λ|u|p−2u % ��� ��������� ∀u ∈ [−M,M ]"

� 
 �������� ������� �� ����	����

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀(x, s) ∈ Ω× R.

����
	�� � �������� ������
�� �� ���� -	��������������. �*����	 t1 ≤ t0 ∈ R" �
�� )��

/�0 +� t < t1" ����� (Pt) ������ ���� 	���� ��
� �����(��!

/��0 +� t ≤ t0" ����� � ������	
 ������ (Pt) ���� 	���� �	
 �������!

/��0 +� t > t0" ����� � ������	
 (Pt) ��� ������ �������!



��������	� �

��� �������	�
 �� � 	�	���� �	 ��
������ ��
�� 
������� �
�� � ���������� �

�������� p������������ ��	 �������� �� ���	��� �� ��������� � φ ≥ 0� φ �≡ 0� � ���

����� �
�� ��
������ ���������  � ���� �� ��� ���
������ �� 
����
������ ���� � ������	�

(Pt)� 
���� �

�	� ��� ����	�
 ������ � ���
������ �� ���	���� 
������ ��� ��	� ��� �����

��
 ��������
 ��  � !�����"������#�� $%&'� (	 ��� ��������� ���� #������� � ���
������

�� 
����
������ �
 ������
 �����
���	 �� ���)��
� φ ≡ 1� (	 �	 ����� 
������� ��

�

��
������ �
����� � ��
������ �� *���
�+�,������
 $-' ���� � p������������

�� .��/���� 0 ���
�����	�
 � ������	� (Pp) ��	 φ(x) ≥ 0 �	 Ω̄� φ, h ∈ L∞(Ω)�

1 < p < ∞� ����	�
 �
 	�
	�
 ��
������
 �� .��/���� %� ���������� ��#��
 ��
������

���������
 �����
���	 �� ��	��
����1�
 ���������
 ��
 ��� ����	 �����
 �� ������	� ��

���	���� ��

�
 ��
������
 ��	�	 ����	 
�� ��	������
 ��
 ������
 ��� 2��3�	��

4��	��� $05' � ��� 6���+��7��3 �	 $5'� "�
 �
 ������
 �����3���
 ��
��
 ��������
 ���

����	 
�� ��������
 �� ��

� 
�������� ��

�
 ��
������
 ��	�����	 �
 ������
 ��� �
��


������
�

�� ��� �������� ������	�
 �� ���� 6	���

����!���� ���������� 
�
��	�
 �� �����1�


��	 � �������� ����������� ����	�
 ����� ��� ���	��� $%%'� $%5'� $89' � $%�'�  � :�#�������

� 4���,��� �	 $%5'� �
����	 ��	 ������� �� ������ �� 
����1�
 �� ��
��
������ �	 ������	�

�� ���� 6	���
�����!���� ���� ���������
 ������	�	���� ��/����
 �� ���	� ���������#����

� ��	 ���;������
 ��� 
����
� 7�
������
 
�	�����
 ���������� � �������� p�����������

����	 ������
 ��� "����� �	 $0<'�  � ����� � ��������� ��
������ �	 $0<'  �	� ���
��

���� 
�
��	� �� $5� =����	� 8�&'�

� .��/���� 8  �������� �� �
���� �� 
�#����� ������	�

(St)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu1 = f1(x, u1, u2) + t1φ1 + h1, ; x ∈ Ω

−Δpu2 = f2(x, u1, u2) + t2φ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� Ω ⊂ R
N  �	 ��	/��� 
���� ��	������ φi, hi ∈ L∞(Ω)� ��	 φi ≥ 0� i = 1, 2�

t = (t1, t2) ∈ R
2  �	 ���>	���� � fi : Ω × R × R → R� i = 1, 2� 
�� ����1�
 ����/���



���
��3���� �	 ����� ���?���� �� ���)��
�
 ��	� �	 $0<'� � ��������� ��
������ ������

 �	� #�������3���� �� .��/���� 0 ���� 
�
��	�
� !��� ����� � ��
������� ������	�
 �


������
 �� .��/���� 0 ?����	���� ��	 �
 �����3���
 �	 $%5' � $0<'�



�����������	

��� �����	
��� � ���
������ � � ������

�� �������	
� ��� ���������
� ���� ����
 ���	
� �
 	�
���� 	���� �������
� �
���

�����
� �������	
 �� �������
 	� 
�������
 	���	
 � ���� � 
���
 	���	
 � ���� �

�� �� ��	�! 	
�� �������
� 	
 �"#��
 ��� 
����	
� ���� 
 ��
 ������� $��� � 	��

�
�������
 	� �������� ��
�
����
! �
	��
� ���� �
� �#����
 %��&�! '�
���� ()� $���

� �� ��	� ��
�
����
 ��� %����! '�
���� ()�

���� ���� ����� u, v ∈ W 1,p(Ω) ���	
�� �� ��������� �����������⎧⎨⎩ −Δpu+ up−1 ≤ −Δpv + vp−1 ; em Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
≤ |∇v|p−2 ∂v

∂ν
; sobre ∂Ω

����� u ≤ v �� Ω�

���� ���� ����� u, v ∈ W 1,p(Ω) ���	
�� �����������⎧⎨⎩ −Δpu+ λ|u|p−2u ≤ −Δpv + λ|v|p−1v ; em Ω

u ≤ v ; sobre ∂Ω

�� λ > 0� ����� u ≤ v �� Ω�

	
������� ���� ��������  �������

�



�����������	 �

⎧⎨⎩ −Δpu = a|u|p−1u+ g(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� g ∈ Lp
′
(Ω)
 � �������� �� ������ ����� ���� �		� �������� 	�
 � 	������ 	�


a < λ1
 	���� λ1 � �������� ��������� �� (−Δp,W
1,p
0 (Ω))�

� ������	� 
����	�� � �������� ���� �
������� � ������ � ��������

���������� 	
�
 ���� u ∈ C1(Ω) ��� ��� Δpu ∈ L2
loc(Ω) �� u ≥ 0 ����� �� Ω �

Δpu ≤ ϑ(u) ����� �� Ω
 	���� ϑ : [0,+∞] → R �������
 ��� ����	����
 ϑ(0) = 0 �

����� �� ϑ(s) = 0 ���� ����� s > 0 �� ϑ(s) > 0 ���� ���� s > 0 � � 	������� �������

�����

∫ 1

0

(ϑ(s)s)−
1
p ds = ∞.

����� 	� u ��� � ������������ ���� 	���� Ω
 ����	 ��� u � ��	����� �� ���� Ω� ����

��		�
 	� u ∈ C1 (Ω ∪ {x0}) ���� ����� x0 ∈ ∂Ω ��� 	���	 �! � ������� �� �	 ��� ��������

� u(x0) = 0 �����
∂u

∂ν
(x0) > 0 ���� ν � �� ����� ������ �������� � x0�

��� �����	��
	� 	 �����

��
� �
���
 � ����	���� � ��
	� ����	��� � ��� ����	��� ������� � (PDt) !�� ����

� ������	� 
����	�� ���� � "�#�����$�#� � %
��&	���� ��
� ���� �	����� ��'
� �

�����	
���� ��(� ��
 ������� )*�+, "��� +�-.�

��� 	
�
 (["#], ���� 5.1) ���� u(x) ���  ����� ���	������ �� Ω� �����$� ��� ���	��

k0 > 0 ��� ��� ���� ���� k ≥ k0 > 0
∫
Ak

(u− k) dx ≤ γkα(m(Ak))
1+ε)�.

���� Ak = {x ∈ Ω : u(x) > k}
 m(Ak) � � ������ �� Ak
 γ
 ε
α 	�� ��	�����	 ���	 ���

ε > 0 � 0 ≤ α ≤ 1 + ε� %�	��	 �����&�	
 ���	�� C = C
(
γ, α, ε, k0, ‖u‖L1(Ak0

)

)
��� ���

‖u‖L∞ ≤ C�



�����������	 �

��� �����	 
�	�����	 �� �����
����

�� �����	
� �������
� �
��	 ��� ���
�����
� �	 ���

���� ���� 
 ������� p����������� ����� ����

−Δp : W
1,p
0 (Ω) → W−1,p

′
(Ω)���

〈−Δpu, v〉 =
∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx���

� ������� � ��������� ���� �		�� −Δp � �������� � 	�� �����	�� ������ ��� K� �
������ ������� � ���������

���� ���� ����� fn, f ∈ L∞(Ω) ��� ‖fn‖L∞ < C ���� ������ ���	����� C > 0 � ���

��� fn → f �� W−1,p
′
(Ω)�  ��	���� un = K(fn)� u = K(f)� ���!� un → u �� C1,β(Ω)

���� ��� 0 ≤ β < α� "� ����������� � ������� K : L∞(Ω) → C1,β
0 (Ω) � �������� �

���������

� �����	
� �	�� ��
 �
	�������� �� �	 �������
 �� ��������� ��� � !��"���#�

([$%], �������7.1) � ����	���#�� C1 �� ��&�

���� ��	� ���� u ∈ W 1,p
0 (Ω) ��� 	���#!� � 	������� ��������$

(Pg)

⎧⎨⎩ −Δpu = f(x, u) ;x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

��� g � ��� %��#!� �  ����&����' 	���	%�(��� sgn[u].g(x, u) ≤M(1+|u|q) ���� �����
1 < q < Np

N−p
� "��!�� u ∈ C1,α(Ω) ���� ����� 0 < α < 1� � ‖u‖C1,α(Ω) ≤ C(M)� "�

����������� � ������� K : L∞(Ω) → C1,α
0 (Ω) � �������� �	�� �� ‖K(f)‖C1,α ≤ C(‖f‖L∞)�

���� ��� f ∈ L∞(Ω)�

���� ��
� ���� u ∈ W 1,p(Ω) ��� 	���#!� � 	������� ��������$

(Pg)

⎧⎨⎩ −Δpu = g(x, u) ;x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω



�����������	 �


��� g � �� ����
 �� �������
�
�� 	���	������
 sgn[u].g(x, u) ≤M(1+|u|q) ���� ����
1 < q < Np

N−p
� ����
� u ∈ C1,α(Ω) ���� ���� 0 < α < 1� � ‖u‖C1,α(Ω) ≤ C(M)� ��

���������� 
 
�����
� K : L∞(Ω) → C1,α(Ω) � �������
� �	�
 �� ‖K(g)‖C1,α ≤ C(‖g‖L∞)�

���� �
�� g ∈ L∞(Ω)�

��� � �����	
� H
�� �����	
� ��	� �
�	 	
����
� ���
� �������
� �	 [��] � [��]� � ��	
������


����� � 	��	� ����� �� ([��], ���������� (a))� �� 
 ��������
�

���� ����� � ��
�����

(P∗)

⎧⎨⎩ −Δpu+ c|u|p−2u = g(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

������ �� ����� 	
���
 �� W 1,p(Ω)� ���� �
�� g ∈ L∞(Ω)� ���� ��		
� 
 
�����
� H :

L∞(Ω) → C1(Ω) ���
 �
� H(g) = u 	�� � 	
����� 	�� u � 	
���
 �� (P∗)� � �	����������

���	����� � �
�����
�  � S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)!�������
 �� �
�
�
��� �� Lp(Ω) �������

���
 ����	�
 L∞(Ω) ↪→ Lp(Ω)� ����
 
 
�����
� HS : S → C1(Ω) : g → H(g) � �
��"�
�

#��
�	�����
�  
�� !��� ���
 ��
 �� c > 0 �
��	
� ���
���� �
������� M1 < 0 �

M2 > 0 �� !�� � ����"�� φ1(x) =M1 � φ2(x) =M2� ��
 ��# � ������
���"�� ������� �


��
#��	 (P∗)� $�% A = [φ1, φ2] �
�%���
 �� ����"�� ϕ ∈ C1(Ω) ��� !�� φ1 ≤ ϕ ≤ φ2�

$��
�& !�� u, v ∈ W 1,p(Ω) �����'

−Δpu+ c|u|p−2u ≥ −Δpv + c|v|p−2v ; x ∈ Ω, |∇u|p−2∂u

∂ν
≥ |∇v|p−2 ∂v

∂ν
; x ∈ ∂Ω

(���
 
 ��	 )�� �� ([�)], 	
�� 3.1)�	����	���� �
�����	
� !�� �	 �
����
 �� (P∗)

� *��� � !�� 
 
����
� �
����
� ��
 ������ � ������	���� ���������� $�% AR = A∩BR�


��� BR �  #
� �� ��
 R �	 C1(Ω)� +��
 ��
 �� φ1(x) = M1 � φ2(x) = M2 ����	

��# � ������
���"�� �������� �	 �
����
 u �� (P∗) ���, �
 ������
� �� A� �
�
 �� R

��-������	���� ����� 
#��	
� !��

deg (I − P,AR, 0) = 1,



�����������	 �

���� P : AR → C1(Ω) � ������� 	�
 Pu = K (g − c|u|p−2u) � K � � �	�
���
 ����

�� ��� ���� ��
������ � 	
����� (P∗) � ��������� 
�������� 	�
� ���� g ∈ L∞(Ω)

� � �	�
���
 ������� H : L∞(Ω) → W 1,p(Ω) � ���
������� �
�������� ���� {gn} ��

��������� ������� � L∞(Ω) � wn = Hgn� �� �

−Δpwn + c|wn|p−2wn = gn.

���� ��� ��� wn ∈ C1,α(Ω) �� ‖wn‖C1,α(Ω) < C� !�� � ��
��� C1,α ↪→ C1,β�

0 ≤ β < α � ��	����� 	������� � �� ������������ �� ������"
��� Hgn → w #�
������

� C1,β(Ω)� 	�
����� H : L∞(Ω) → C1(Ω) � ��	����� ���� S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)$

������� �� ��	��� �� �� Lp(Ω) ����%��� 	��� ��
��� L∞(Ω) ↪→ Lp(Ω)� ��	��&� ���

HS : S → C1(Ω) ��� ���� ����'���� ����� �(���� �� ��������� (gn) ⊂ S �����
 ���� �

Lp 	�
� �� �� g ∈ S � ��� ��� ‖Hgn −Hg‖C1(Ω) ≥ δ 	�
� � δ > 0 ������������ )����

��� (Hgn) � ������� � C1,α(Ω) 	�
� �� � 0 < α < 1� � C1,α ↪→ C1,β� 0 ≤ β < α �

��	����� 	������� � �� ������������ �� ������"
��� Hgn → u #�
������ � C1(Ω)�

�������� �� ����� �

−ΔpHgn + c|Hgn|p−2Hgn = gn(x) ; x ∈ Ω |∇Hgn|p−2∂Hgn
∂ν

= 0 ; x ∈ ∂Ω

��������� ��� u �����#�%

−Δpu+ c|u|p−2u = g(x) ; x ∈ Ω |∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

� 	��� ��������� ��� �����*��� �� �� ��� u = Hg� + ���  �
� �� ����
������ �� � #���

�� ��� 0 < δ ≤ lim inf ‖Hgn −Hg‖C1(Ω) = 0� �

+ 	
,(�� ��� � � ��"�� � �� ��� ����
��
� #���� �� �������� �� )�
��&����

���� ����� � �������	

(P ∗)

⎧⎨⎩ −Δpu+ c|u|p−2u = g(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

	
���� �	 ����	 ������ �� W 1,p
0 (Ω)��	�	 ��
	 g ∈ L∞(Ω)� ���� 
����� � ����	
��

H : L∞(Ω) → C1
0(Ω) � ������	����� ��������� � ����	���� �� S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)�

�����	
� �	 ��������	 
� Lp(Ω) ��
��
	 ���� ������� L∞(Ω) ↪→ Lp(Ω)� ����� � ����	
��

HS : S → C1
0(Ω) : g → H(g) � ��������



�����������	 �


����	������ ���� ���� 	�
� ���� � c > 0 	����� ��������� ���������� M1 < 0 �

M2 > 0 ��
 ��� �� ������� φ1(x) =M1 � φ2(x) =M2� ��� ��� � ��	����
����� �������� �

	���
��� (P ∗)� ���� A = [φ1, φ2] �������� �� ������� ϕ ∈ C1
0(Ω)� ���� ��� φ1 ≤ ϕ ≤ φ2�

��	���� ��� u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) ��������⎧⎨⎩ −Δpu+ c|u|p−2u ≥ −Δpv + c|v|p−2v ; x ∈ Ω

u ≥ v ; x ∈ ∂Ω

����� � ���� �� � !"#$� ����
����� ��� ��� ��
���� � (P ∗) % &���� � ��� � �	�����

��
����� ���� �'����� % ������������ ���������� ���� AR = A∩BR� ��� BR % � ��
� � ����

R �� C1
0(Ω)� (�
� ���� � φ1(x) = M1 � φ2(x) = M2 ����� ��� � ��	����
����� ���������

��� ��
���� u � (P ∗) ���) �� �������� � A� ��*� 	��� R ��+����������� *���� �,����

���

deg (I − P,AR, 0) = 1,

��� P : AR → C1(Ω) % �+��� 	�� Pu = K (g − c|u|p−2u) � K % � �	����� ��

�� ���� ��-� (�������� � 	���
��� (P ∗) % ���������� ����
�,�
 	��� ��� g ∈ L∞(Ω)

� � �	����� ��
���� H : L∞(Ω) → W 1,p
0 (Ω) % ������������ ���������� ���� {gn} ���

����.���� 
������ �� L∞(Ω) � wn = Hgn� 
�*�

−Δpwn + c|wn|p−2wn = gn.

(�
� 
��� ��- wn ∈ C1,α
0 (Ω) ��� ‖wn‖C1,α

0 (Ω) < C� /��� � ������� C1,α
0 ↪→ C1,β

0 �

0 ≤ β < α % ���	����� 	������ � ��� �������.���� �� ������)���� Hgn → w ��

C1,β
0 (Ω)� 	������� H : L∞(Ω) → C1

0(Ω) % ���	����� ���� S ⊂ L∞(Ω)� L∞(Ω)0
������

�� ��	�
�*�� � Lp(Ω) ������ 	�
� ������� L∞(Ω) ↪→ Lp(Ω) � {gn} ⊂ S ��
 ��� gn → g

�� W−1,p
′
(Ω)� ����� 	�
� 
��� ��� ����� ��� Hgn → Hg �� W 1,p

0 (Ω) � 	������ � ���

�������.���� �� ������)���� ����� ��� Hgn → Hg �� C1,β
0 (Ω) � ���� ����
�� � ����������

� H� �



�������� 	

�
������ �� �������� ��

������

��� ������	
�� ������	��

����� �����	 �
����������� ������ ���������� �� ���������� � ����
�������� �� �����

�����

���� Ω ⊂ R
N � ������	 ������� � �� ��������� ∂Ω ����� � f : Ω × R → R ��

������ �� ������������ ������� ���� �� ��!������ ���������"

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
< 0#$�$%

�

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
> 0#$�&%

����������� � x ∈ Ω� �� '�� ��!��	 t ∈ R � 1 < p < ∞� ��������� � ��!�����


������	

(Pt)

⎧⎨⎩ −Δpu = f(x, u) + tφ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

(



����� ��� ∗ 	
���
� ������� �

���� φ(x) ≥ 0� φ(x) �≡ 0 � φ, h ∈ L∞(Ω)� �	
������ ���� �	� ∀M > 0� ∃λ > 0 ���

�	��

g(x, u) = f(x, u) + λ|u|p−2u�����

� ��� ����������� ∀u ∈ [−M,M ]�

������� ���� ���������� �� �� �������� ������ �����  ����� � !�� �� ��"� ��  ��

#��  ��� ���� ��  c  �� ���

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀s ≤ 0�����

 ���"�
���  � x ∈ Ω � �� ��� #��  t0 ∈ R�  �� ��

��� � t < t0� � �� (Pt) ������ ��� ���� ��� ��������

���� � t > t0� � �� � �
�$��� (Pt) ���  � ��������

������������ � �������� ����� 
��� s → +∞ ������ � ���	���� ���	����� ������ � �

	���
���������

������� ��	� ������� �� �������� ������ �����  �����  �� #��  ��� ��� ��  c  ��

���

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀s ∈ R���!�

 ���"�
���  � x ∈ Ω� �� �� #��  t1 ∈ R ��� t1 ≤ t0�  �� ��

��� � t = t0� � �� (Pt) ������ ��� ���� ��� ��������

���� � t < t1� � �� � �
�$��� (Pt) ������ ��� ���� ���� ������� ��� �� ���

��� �������	 
�����

"���� ����� 	������ � ������ �� ���	 �� #���$ � ����	��� 
��� �������� � �%���&����

�� ���	��� 
��� � 
������ (Pt)�



����� ��� ∗ 	
���
� ������� �

���� ��� ��	�
��� � ���
��� (Pt) � ������
���� � ��	���� � ���	������ �� ��� 	�
����

���� � �������

u = H (f(x, u) + c|u|p−2u+ tφ+ h
)

�����

����� H � � �������� ���� �� ����  �� �

!�	�������	 ��� � ������� ����� ��� ��� 	�
���� ���� �
"�� t ∈ R � ���� �		�� �����#

	�����	 ��	 ��$����	 
���	� ��� %���� ��������	 ��
�	 ��	�
����	 �� ([&�], ����� � � �)�

���� ���� 	�
� ���� R1 > 0 ����� ���� �� ���
� 
�� T = T (R1) ��� ��

v �= H (τ (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
))

���'�

��
� ���� v ∈ C1(Ω) ��� ‖v+‖ = R1� ∀τ ∈ [0, 1]� ∀t ≤ T �

������
����� (����)� ��� �	���� ��� ���	��� 	��������	 {vn} ⊂ C1(Ω) ��� ‖v+n ‖ =

R1� {τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R� tn → −∞� ��
 ���

vn = H (τn (f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnφ+ h
))

���*�

�	���� � )��$��	� ���+� �����	�

f(x, s) + c|s|p−2s ≤ c|s|p−2s+ |f(x, s)|�����

≤ c|s|p−2s+ c+ c|s|p−1���� �

= c������

≤ f(x, 0) + 2c����&�

���� s ≤ 0� ,		��� ���� � 	�������� vn ����	

τn
(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnφ+ h

) ≤ τn
(
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c+ tnφ+ h

)
≤ τn(M + tnφ+ h) ≤M + tnφ+ h.

����� M = max
x∈Ω,v+n ∈[0,R1]

[
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c

]
� (�"�� ���

vn ≤ H(M + tnφ+ h)

(�-� wn = H((M + tnφ+ h))� �� 	�-� wn 	���	%�.

−Δpwn + c|wn|p−2wn = (M + tnφ+ h)



����� ��� ∗ 	
���
� ������� ��

����� sn ��	 
�� tn = |sn|p−2sn� ���

−Δp(
wn

sn
) + c|wn

sn
|p−2(

wn

sn
) = (

M

tn
+ φ+

h

tn
)

����� (M
tn

+ φ + h
tn
) → φ� 
����� tn → −∞� ��	� ���� ���� ���� 
�� H � ����������

�������� � �������� 
����� ������� � �� �������� S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)�	�������� ����


��
wn

sn
→ H(φ) > 0.

�� ���� ���� 
�� wn < 0� ���� v+n = 0� ������������� � ���� �� 
�� ‖v+n ‖ = R1� �

���� ���� ��� t ∈ R ���� ����� ���� R2 > 0 ��� ��

v �= H (τ (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
))

����� 

��
� ���� v ∈ C1(Ω) ��� ‖v−‖ = R2� ∀τ ∈ [0, 1]�

������
����� ! ����� � �"����� �������#� � $����� $��� �#������ �	�%&� �� �
��%'�

vτ = H (τ (f(x, vτ ) + c|vτ |p−2vτ + tφ+ h
))

τ ∈ [0, 1].

���� �� (�$)��� ���� � ���* 
�� �+���� ε > 0 � c1 ∈ R ��	 
��

f(x, s) ≥ −ε|s|p−2s+ c1 ∀(x, s) ∈ Ω× R.

	����

−Δpvτ + c|vτ |p−2vτ = τ
(
f(x, vτ ) + c|vτ |p−2vτ + tφ+ h

)
≥ τ
(
c|vτ |p−2vτ − ε|vτ |p−2vτ + c1 + tφ+ h

)
= τ
(
(c− ε)|vτ |p−2vτ + c1 + tφ+ h

)
��� ����� 	���� ��� wτ � ,���� �	�%'� �� $��"	���⎧⎨⎩ −Δpwτ + (c− τ(c− ε))|wτ |p−2wτ = τ(c1 + tφ+ h) ; x ∈ Ω

|∇wτ |p−2∂wτ

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

-��� 
�� τ(c− ε) < c� 	��� � �������� (wτ )τ∈[0,1] � 	������� �� C1(Ω)� ��� �� �+��� c2 ��	


�� ‖wτ‖C1(Ω) ≤ c2� .���� �� $�����$�� �� ���$���%'� ����� ���� ���� 
�� vτ ≥ wτ ≥
−c2� /����� ���'� R2 = c2 + 1 � � ���	���� ����� �



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

��������	�� �
��� ��� � ������ ����� ��	 �	� ������ ���� ��
�	 t ������ � 
���

�� �������������� ���� R1 > 0� ���	�� t ≤ T (R1)  �	 T (R1) ���� ���� ��	� ��! �

 ���"���� R2 > 0 
�����"�� �� ��	� ��#� $���"���� �  ��%����

Λ =
{
v ∈ C1(Ω) :

∥∥v+∥∥ < R1 ,
∥∥v−∥∥ < R2

}
&��� ��� Λ ' �	  ��%���� �(���� �	 C1(Ω)  ������� 0� )���� ��	�� ��! � ��# ��	�� ���

v �= H (τ (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
)) ∀v ∈ ∂Λ,

��
�� ���� "�*��"+� "� ��	��,�" � �� 
��� �� ������� ������ ��
�� ���

deg
(
I −H ((f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h

))
,Λ, 0
)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� ���� ��
�� ��� ��"��� v ∈ Λ ��� ���

v = H (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
)

� ��������� � ���(��	� (Pt) �����" �	� ������ ���� t ≤ T (R1)�

��� �����	
���� �� ������� ���

&���� ���� ��
�"��	�� �� "�'"�� �� �� )�"*� � �������
�� �	 [��] ���� 
�����"�	�� �

��"��-� "� �� ��(������ ���� � ���(��	� (Pt)� .	 ��
�"��� 	�������	�� � (�	  ���� "��

	'���� �� ��(������������� /����� ����� ����������� 	�������	�� ��� �� � ���(��	�

(Pt) ��	 ������ ���� ��
�	 t ����� ���� ���� s ≤ t ��	('	 ��	 ������ � �	 ��
�"��

0���	�� � ��	�������� �� 1����	� ���� $�	����	��  �	 � ��
�"��� ���������2

���� ���� � �����
�� (Pt) ������ ���������� ���� ���� t ∈ R�

	
���������� $���"���� � ��
�"��� ���(��	�⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Δpz ≤ f(x, z) + tφ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

z ≤ 0 ; x ∈ Ω

|∇z|p−2 ∂z

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

��������	�� ��� ��"��� �	�  �������� zt ��
��"*� ���"�0�3���� � ���(��	� � "	�� ��

0���� ������ � �"�,���� ����� ��
�� ��� ��"���	  ��������� ε > 0 � C > 0 ��"� ���

f(x, s) ≥ −ε|s|p−2s− C� s < 0� �����



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

zt = −
( |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞ + C

ε

) 1
(p−1)

������

��	
� �
� �� ���� t ∈ R�

f(x, zt) + tφ+ h ≥ −ε|zt|p−2zt − C + tφ+ h = ε

( |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞ + C

ε

)
− C + tφ+ h

≥ |t| ‖φ‖∞ + tφ+ ‖h‖∞ + h

≥ 0.

�� ���� ��	
� �
� zt � �
����
��� �� (Pt)� ���� ������ ���� f(x, k)+tφ+h ≥ −ε|k|p−2k−
C + tφ+ h ≥ −ε|zt|p−2zt − C + tφ+ h � �����  �� �
� ��� �������� k < zt � �
����
���

������ �� (Pt)� �

! ��"#��� $����� � ���%����� ���� &����� �� �
� � �
������
����

������� ��	� �
��� zt�w ∈ C1(Ω) ��� 
 ���
�������� �
 (Pt) �
��
������
�
 ���� ��


zt ≤ w 
� Ω� ���� 
 ���
 u ∈ C1(Ω) ������� �
 (Pt) ��� ��
 zt ≤ u ≤ w 
� Ω 


|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ����
 ∂Ω�

	
���������� ��'� �� ��������� Nt : C
1(Ω) → L∞(Ω) ���

Nt(v) = f(x, v) + λ|v|p−2v + tφ+ h � v ∈ C1(Ω)

� T : L∞(Ω) → C1(Ω) ��� T (v) = w ��� � ������� ��� w � ���
��� ��⎧⎨⎩ −Δpw + λ|w|p−2w = v ; x ∈ Ω

|∇w|p−2∂w

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω

��'� ����� K̃t : C
1(Ω) → C1(Ω) ��� K̃t = T ◦Nt�

(��� �
� u � 
� ����� '#� �� K̃t ��� � ������� ��� u � 
� ���
��� �� (Pt)� &��������

�
� K̃t � �������� )�� ������� ���� K̃t = T ◦Nt � Nt � ����*�
� ��� ������ �
� T

� �������� �� ���� ��+ {un} 
� ���
,��� ������ �� L∞(Ω) � wn = T (un)� ��	�

−Δpwn + λ|wn|p−2wn = un.

-��� .�� /�0 wn ∈ C1(Ω) ��� ‖wn‖C1(Ω) < C� !������ ��� ������� ������

C1,α(Ω) ↪→ C1,β(Ω) �
��  ����� �� �
����
,���� wn → w �� C1,β(Ω)� ������� T



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

� ������	�


����� �����

A =
{
u ∈ C1(Ω) : zt(x) ≤ u(x) ≤ w

}
.

��	� ��� A � ������� � �������
 ���� ����	��� ��
� � ���� ����!��� �� ������"#� 	����

��� K̃t(A) ⊂ A� � ���� $��� %
& K̃t(A) � ����	���
 ������ ���� '����� �� ���	� (���

�� )������ ����	� u ∈ C1(Ω) ���	� ��� �� K̃t� �� ��*�� ����	� u ∈ C1(Ω) ����"#� �� (Pt)

	�� ��� zt(x) ≤ u(x) ≤ w �� Ω
 �

+ ������ ����	��� ��� ��, ���� � ���*��	� ��� t ��� �� ����� � ��-���� (Pt) 	��

����"#� � �� ��	����� �#� ���������


���� ���� �
 � �����
�� (Pt) �
� ������� ���� ����� t ∈ R� 
��� (Pt) �
� �������

���� ���� s ≤ t�

	
���������� )�*� ut ��� ����"#� �� (Pt)
 ��� 	��� s ≤ t 	���� ��� ut � ��������"#�

�� ��-���� (Pt) ����������	� � s� ����

−Δpu = f(x, u) + tφ(x) + h(x) ≥ f(x, u) + sφ(x) + h(x).

�� ��	� ����� ����� �� $��� �
. ��� ����	� ��� ��-����"#� zs < ut
 $���� ���� '�����

�
/ ����	� ��� ����"#� us �� (Pt) ��� 	��� s ≤ t
 �

����� ��� ��	
���	� �� 
������ ���� t 
���	������� �����

+ ���� ��� ������	����� ���� ���	� ��� � ��-���� (Pt) �#� ������ ����"#� ���

t ����� � �������	�


���� ���� � �����
�� (Pt) �� ������ ������� ���� t > 0 �����
�
�
�
 ����
�

	
���������� )��������� �� ��� (Pt) ������ ����"#� ut ��� ����� t
 )���� ���

����	���� ��
� � ��
0 ��� ��� 	��� s ∈ R

f(x, s) ≥ ε|s|p−1 − C.��
�. 
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�� ��� ��

������ ϕ ≡ 1 	�
� ����� ����� �
 (Pt) ��
��

0 =

∫
Ω

|∇ut|p−2∇ut · ∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, ut) dx+

∫
Ω

tφ dx+

∫
Ω

h(x) dx

≥
∫
Ω

(ε|ut|p−1 − C) dx+

∫
Ω

tφ dx+

∫
Ω

h(x) dx

= ε

∫
Ω

|ut|p−1 dx− C|Ω|+ t

∫
Ω

φ dx+

∫
Ω

h(x) dx

�����

ε

∫
Ω

|ut|p−1 dx+ t

∫
Ω

φ dx+

∫
Ω

h(x) dx ≤ C|Ω|.

��������

t

∫
Ω

φ dx+

∫
Ω

h(x) dx ≤ C|Ω|.

����
 t � ��
������ � ��� ����� � ��
�� �

����� ����	
��� � ������������ � ������� ���

����� � ���

��������� � �������� 	��������

S = {t : (Pt) ��� ���� ����� 	�
 ���	���} .

���� ��� ��� ����� �� ���� (1.2) ��
�� ��� S � ��� ������ ���
 ������ ����� ���  �
��

��! � ��" ��� S � ��
����� ��������
���� ����� ����
�� ��#��� t0 = sup
S
t� ���
 ������

���� ��� �� t ∈ S ����� (−∞, t] ⊂ S�  ���� ��� ���� 	��� t < t0� � ���$��
� (Pt) ������

���� 
���� �
� �������

����� � ����

%���� ��  �
� ��" � �� ��#���� �� �����
� ��� ���� ���� t > t0� (Pt) ��� ��


�������



����� ��� ∗ �	
��
��  ������ ��

��� �����	��
	 	 �����

���� ���	�
�� � �	���� ������ ��� �	���� �� ���� ��	����
�� �	 	���
������ � ������

���� 	�	����� �����	� �	 (Pt)� �	��� �	���� ���	
�� 	���
������ � ������ ���� �� ����	�

�	������ 	 �������� �	 
� 	�	���� �	 (Pt)� �
 �	����� ���	
�� 
� 	���
����� ��

���
� L∞ 	 ��� �
 	���
����� �� ���
� C1�

���� ���� ��� u ∈ W 1,p(Ω) �� 	������ ��� �� (Pt)� �� t ���
����  �� ��
�����

����
�� ��
��� ���	
� M =M(t) > 0 
� ��� ‖u−‖∞ ≤M �

�����	
����� �	�� u 
� ������ �	 (Pt)� ������	����� �  ���� ϕ = max(u−−k, 0) ∈
W 1,p(Ω)� ��
 k > 0 �!� ��
�  ���� �	��	 ���	
��∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ =

∫
Ω

(f(x, u) + tφ+ h)ϕ

"	������ Ωk = {x ∈ Ω : u− > k}� ��
� ∇u− = ∇(u− − k) = −∇u 	
 Ωk� �	
�� #	∫
Ωk

|∇(u− − k)|p = −
∫
Ωk

(
f(x,−u−) + tφ+ h

)
ϕ

��
� f ����� �$ � %��&�	�	 '���( �	
�� #	 	!���	
 ��������	� ε > 0 	 C1 > 0 ��� #	

f(x, u) ≥ −ε|u|p−2u− C1� ���� ���� u < 0� ������

∫
Ωk

|∇(u− − k)|p = −
∫
Ωk

(
f(x,−u−) + tφ+ h

)
ϕ

'���)(

≤
∫
Ωk

(
ε(u−)p−1 + C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

)
(u− − k)'���*(

=

∫
Ωk

ε(u−)p−1(u− − k) + (C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ωk

(u− − k)'���+(

≤
∫
Ωk

C2

(
(u− − k)p + kp−1(u− − k)

)
'���,(

+ (C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ωk

(u− − k)'��-.(

= C2

∫
Ωk

(u− − k)p +
(
C2k

p−1 + C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
) ∫

Ωk

(u− − k).'��-�(

��� ���� ����� ����� � �	��������	 �	 /���	� 	 �
	���� �	 �����	� �	�	 #	



����� ��� ∗ �	
��
��  ������ ��

∫
Ωk

(u− − k)p ≤ |Ωk|
p
n

(∫
Ωk

(u− − k)
np

(n−p)

) (n−p)
n

������

≤ |Ωk|
p
nC3

(∫
Ωk

|∇(u− − k)|p +
∫
Ωk

(u− − k)p
)
,������

�	 ������ 	 ������ 
	��	 �	

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫
Ωk

(u− − k)p ≤ C3

∫
Ωk

(u− − k)p + C4

(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

) ∫
Ωk

(u− − k)

������

����� (
|Ωk|−

p
n − C3

)∫
Ωk

(u− − k)p ≤ C4

(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

) ∫
Ωk

(u− − k).

�
���� � �	
�� ���������� �� �	���
������ �� �	�� ���� ���	��
 �	

|Ωk| =
∫
u−>k

≤
∫
Ωk

(u−)
kp−1

≤ C5k
1−p.���� �

����� � �	���� |Ωk| → 0 ����� k → +∞� �	 ���	 
	��	 �	 	!�
�	 ��� ���
����	 k0

��� �	"	��	��	 �	 u ��� �	 |Ωk|− p
n − C3 > 0� "��� ���� k ≥ k0� #	��	 �� �	
�������	

�	 $���	� 	 �	 �������

∫
Ωk

(u− − k) ≤ |Ωk|
(p−1)

p

(∫
Ωk

(u− − k)p
) 1

p

≤ C6|Ωk|
(p−1)

p

(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

|Ωk|− p
n − C3

∫
Ωk

(u− − k)

) 1
p

����� (∫
Ωk

(u− − k)
(p−1)

p

)
≤ C6|Ωk|

(p−1)
p

(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

|Ωk|− p
n − C3

) 1
p

���� ���
	�%�����∫
Ωk

(u− − k) ≤ C7|Ωk|
(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

|Ωk|− p
n − C3

) 1
p−1

= C7|Ωk|1+( p
n(p−1)

)

(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

1− |Ωk| pnC3

) 1
p−1
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������� 	��
��� 
� 1− |Ωk| pnC3 ≥ 1
2
�	�	 k ≥ k0 � �����

∫
Ωk

(u− − k) ≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)
(
kp−1 + 1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

)p−1

= C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
kp−1

)p−1

≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
kp−1
0

)p−1

≤ C9|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k.

����	� 	����	��� � ���	 ��� �����
���� 
� ‖u−‖∞ � �����	�	 ��� 
�	 �����	��� 
�

������� 	���	� �� t�k0�ε�p�n � ‖u−‖L1(Ωk0
)� �	��� ������	� ���	 �����	���	� �������


�	 �����	 �� �	�	 ‖u−‖L1(Ωk0
)� !� "	��� 
�	��� −u− ���� "
� �� ����� � 	 �����
	��	��

f(x, u) ≥ −ε|u|p−2u− C1 �	�	 u < 0 �����

0 ≤
∫
Ω

|∇u−|p

=

∫
Ω

−f(x,−u−)u− − t

∫
Ω

φu− −
∫
Ω

hu−

≤ −ε
∫
Ω

(u−)p + C1

∫
Ω

u− − t

∫
Ω

φu− −
∫
Ω

hu−

����� ∫
Ω

|∇u−|p + ε

∫
Ω

(u−)p ≤ (C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ω

u−

≤ ε

2

∫
Ω

(u−)p + (C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

�� ���� ���
� 
� ‖u−‖W 1,p � �����	�	� �����

∫
Ωk0

|u−| ≤
∫
Ω

|u−| ≤ C
′
(∫

Ωk0

|u−|p
) 1

p

≤ (C1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

����	���� 	 ����	 ‖u−‖L∞ � �����	�	 ��� 
�	 �����	��� 
� ������� 	���	� �� t�ε�p �

n� �

���� ����� ��� u ∈ W 1,p(Ω) �� 	������ ��� �� (Pt)� �� t ���
����  �� ��
�����

����
�� ��
��� ���	
� C = C(t) > 0 
� ��� ‖u‖∞ ≤ C�



����� ��� ∗ �	
��
��  ������ ��

�����	
����� �� ����	
� 
� ��� ��� ����� ���������� �	� ‖u+‖∞ � ������
� ���

	�� ��������� �	� 
����
� ������ 
� t�ε�p � n� ���	��
� � ����� ���������� 
� ����

�������� ��
���� ������� �	� ‖u+‖∞ � ������
� ��� 	�� ��������� �	� 
����
� ����

��� 
� t�k1�ε�p�n � ‖u+‖L1(Ak1
)� ��
� Ak = {x ∈ Ω : u+ > k}� ����� ����� ����� 	��

���������� ���� ‖u+‖L1(Ak1
)� ���� ����� � �	 ������ ������ �	� ‖u+‖Lp � ������
�� !�

"���� �	���#���� ��� ���	�
� �	� �$����� a�b ∈ R ��� �	�
∥∥u+tn∥∥Lp → ∞ ��� tn ∈ [a, b]�

!� �� wn =
u+tn∥∥u+tn∥∥Lp

� %��� �	� wn � ������
� �� W 1,p� ���� 	���
� utn ���� "	�&'�

����� � � #��(���� )��*+ �����∫
Ω

|∇utn |p =
∫
Ω

f(x, utn)utn + t

∫
Ω

φutn +

∫
Ω

hutn

≤ c

∫
Ω

|utn |p dx+ c (1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ω

|utn |

≤ c
′
(1 + |t| ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ω

|utn |p


� ��
� ���	� �	� wn � ������
� �� W 1,p� ���� ��
���� ���	��� �	� wn ⇀ w �� W 1,p�

wn → w �� Lp � wn → w ����� x ∈ Ω� ,��� ϕ ∈ W 1,p(Ω)� ϕ ≥ 0� ���'�

∫
Ω

|∇wn|p−2∇wn · ∇ϕ =

∫
Ω

f(x, utn)∥∥u+tn∥∥ ϕ+ tn

∫
Ω

φ
ϕ∥∥u+tn∥∥ +
∫
Ω

h
ϕ∥∥u+tn∥∥

≥ ε

∫
Ω

|wn|p−1ϕ+ o(n)

"�-��
� n→ ∞� ������� ∫
Ω

|∇w|p−2∇w · ∇ϕ ≥ ε

∫
Ω

wp−1ϕ

�����
� ϕ ≡ 1� ���	� �	� ε

∫
Ω

wp−1 dx ≤ 0� � �	� ���� 	�� ������
�&'� ��� � "��� 
�

�	� w ≥ 0 � w �≡ 0� �

���� ����� ��� u �� 	������ ��� �� (Pt)� �� t ���
����  �� ��
����� ����
���

���	
� R > 0 
� ���  ���� ‖u‖C1(Ω) ≤ R�

�����	
����� ���	� 
�� ���� ��� � ���. �	� �� u � 	�� ���	&'� 
� (Pt) ���'� ‖u−‖∞ ≤
M � ‖u‖∞ ≤ C �

−Δpu = f(x, u) + tφ+ h



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

���� u ∈ [−M,C]� ����	 |f(x, u)| ≤ R1 
��� (x, u) ∈ Ω × [−M,C] � ���� 	���� ���

l(x, u) = f(x, u) + tφ+ h � ��� ����� �� ������������ ��� 	���	����

|l(x, u)| ≤ R1 + R̃ ‖φ‖∞ + ‖h‖∞ = R2

�		�� 
��� ���� ��� u ∈ C1,α(Ω)� 
��� 0 ≤ α < 1 � ‖u‖C1(Ω) ≤ R (R2)� �

��� �����	
���� �� ������� ���

 ������������ ��	�������	 ��� � � 
��!���� (Pt) ��� ��� 	������ 
��� t = t0� "�

����� �� ��#���� �� 	�
���� �$�	�� {tn} ⊂ S ��� ��� tn → t0� %�� 
���� �� �����������


�����	 �		���� ��� {tn} � ���	����� ���� tn ∈ S� �$�	�� un 	������ �� (Ptn)� �	�� ��


��� ���� ψ ∈ W 1,p(Ω)�

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψ dx =

∫
Ω

(f(x, un) + tnφ+ h)ψ dx&��'()

*���	 
���	 ����	 ���� � ���� ��� un ∈ [−M,R]� ���� |f(x, un)| ≤ K �

|f(x, un) + tnφ+ h| ≤ K +R ‖φ‖∞ + ‖h‖∞ ≤M,

����� 
��� ���� ��� 	���� ��� {un} � �������� �� C1,α(Ω) � 
������ 
�		�� ��� 	�!+

	���,��� ��-������ unk
→ u∗ �� C1,β(Ω)� 0 ≤ β < α� �		��� ������ � ������ �����

nk → ∞ �� &��'() �!����	∫
Ω

|∇u∗|p−2∇u∗ · ∇ψ dx =

∫
Ω

(f(x, u∗) + t0φ+ h)ψ dx

�	�� �� u∗ � 	������ �� (Pt0)�  �� ����� ����� ./ ��	�����	 ��� �$�	�� t0 ∈ R ��� ��� �


��!���� (Ps) �� 
�		�� 	������ 
��� ���� s > t0� 0�$���	 t < T (R1) ��� T (R1) ����


��� ���� ��1 � 	�.� t1 = T (R1)� 
��� ��#���� �� t0 ����	 ��� t1 ≤ t0� %���� �� ����

���� ��� 
��� ���� s ∈ [t, t0] �$�	�� R > 0 ����� � 	�#����� ��� ��� ‖us‖C1(Ω) < R �

Λ ⊂ BR� ��� Λ � ��#��� � %���� (1.2)� 2��� ��� u � 	������ �� (Ps) 	� � 	����� 	�

u � 
��� #$� �� �
������ ���
���� Hsv = u� ��� u � ��� 	������ ��

⎧⎨⎩ −Δpu+ λ|u|p−2u = f(x, v) + λ|v|p−2v + sφ+ h, ; x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂ν
= 0 ; x ∈ ∂Ω



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

������	
	��� � �	����	 ��������� ��������	��

H : [t, t0 + 1]× BR → C1
N(Ω), H(s, u) = Hsu.

	�����

deg(I −Hs, BR, 0) = deg(I −Ht0+1, BR, 0) = 0.

����� �	�� �	������ �	 t0� Ht0+1 ��� ������ ����� ���� ������ ��
� � �
��
�	���	 ��

	������ �� 
�� �	 �	
���������	
� �	�	  �	

deg(I −Hs, BR − Λ, 0) = deg(I −Hs, BR, 0)− deg(I −Hs,Λ, 0) = −1,

!�
������ � �
�"�	�� (Ps) ������ ���
� �������  �	 ��� �	
�	��	 � Λ� ���� 	���	 t1 ≤ t0

���  �	 ��
� ���� t < t1 � �
�"�	�� (Pt) ������ �	�� �	��� ���� �����#	� ���������� 	 ����

������� ����� �	�����
�����



�������� 	

�
������ �� �������� ��

��
������

��� �����	
��� ������
��

����� �����	 �
��������� ������ ���������� �� �������� �� ��������� �� ����������

���� Ω ⊂ R
N � ������ ������	 ������� � �� ��������� ∂Ω ����� � f : Ω × R → R

�� ������ �� ������������ ������������ �� ��������� ������ ��	

lim sup
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
= α < λ1,!"�#$

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= β > λ1,!"�"$

lim inf
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
≤ lim sup

s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= λ

′
<∞,!"�%$

����������� � x ∈ Ω � ��� ��� λ1 � � 	�
�� ��������� � ������	��

(Pa)

⎧⎨⎩ −Δpu− λ|u|p−2u = 0 ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

��



����� ��� ∗ �	
��
	 ������� ��

���� ����	
 ���	� ������ �� ���� �	�	 M > 0
 ������ ξ > 0 ��� ��

f(x, u) + ξ|u|p−2u � ��� �����	���
� �� u 	���� [−M,M ].�����

�	������� 	 ������� ��	�����


(PDt)

⎧⎨⎩ −Δpu = f(x, u) + tφ(x) + h(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

	��� φ(x) ≥ 0 �� Ω̄
 φ, h ∈ L∞(Ω)
 �	� t ∈ R � 1 < p <∞�

������� ��	� ��������� ��� � ����
���� ������ ����� � ����� �� �!� � 
�"�
 � � ���

�#
� � �� ��� � � c  � ����

|f(x, s)| ≤ c(1 + |s|p−1); ∀s ≤ 0.�����

� ��
"�	����� � �� x ∈ Ω� �� ��� �#
� �� t0  � ���

��� �� t < t0� �� �� (PDt) �����
 ���� ����� �� ��������

���� �� t > t0� �� �� � �	�$��� (PDt) ��� �����
 ��������

������� ���� ������ ��� � �
�% ���� ������ ������ ���&�� ����� �� � � 
�"�
 �� ��'

 ��� �#
� � t1� ��� t1 ≤ t0  � ���

��� �� t = t0� �� �� (PDt) �����
 ���� ����� �� ��������

���� �� t < t1 � �	�$��� (PDt)  �� ���� ����� ��� �������� �
� 
� ��

��� �������� 	
���


�	�� �� ���	���� 	 ��	����� (PDt) � ���������� � �	����� � ���������� �� �� �	� !	

���� � ��� !	

u = H (f(x, u) + c|u|p−2u+ tφ+ h
)

���"�

	��� H � ���	 �	 #��� $�%%�

&	�������	� �� � ��� !	 ���"� ��� �� �	� !	 ���� ���� t ∈ R � ���� ���	


����������	� �	� ��'���	� �������	� �� (	��� �	�����	� �	� [�%]� � ���	����� !	 �	

��'���	 ���� ���� �� ����	 � ���	����� !	 (���� �	 #��� %�)
 *+ ���� 	 ���� ���������

� ���	����� !	 � ������������ ��(������ �	 �� (	� (���	 �	 #��� %���



����� ��� ∗ �	
��
	 ������� ��

���� ���� �	 �� R1 > 0 ���� ��
��� �� ����	� 	�� T = T (R1) �� ���

v �= H (τ (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
))

�����

�	 ��� v ∈ C1
0(Ω) ��� ‖v+‖ = R1� ∀τ ∈ [0, 1]� ∀t ≤ T �

�������	���� ��	
�� 	
� �����
 ��� ����� ��������� {vn} ⊂ C1
0(Ω) �
� ‖v+n ‖ =

R1� {τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R� tn → −∞� �� ���

vn = H (τn (f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnφ+ h
))

�����

����
  ��	����� ����� 
����
��

f(x, s) + c|s|p−2s ≤ c|s|p−2s+ |f(x, s)|�����

≤ c|s|p−2s+ c+ c|s|p−1��� !�

= c���  �

≤ f(x, 0) + 2c��� ��

	� s ≤ 0� "����� 	�  �������� vn ���
�

τn
(
f(x, vn) + c|vn|p−2vn + tnφ+ h

) ≤ τn
(
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c+ tnφ+ h

)
≤ τn(M + tnφ+ h) ≤M + tnφ+ h.


���� M = max
x∈Ω,v+n ∈[0,R1]

[
f(x, v+n ) + c|v+n |p−2v+n + 2c

]
� ��#�� ���

vn ≤ H(M + tnφ+ h)

��$ wn = H(M + tnφ+ h)� 
� ��$ wn ����%&

−Δpwn + c|wn|p−2wn = (M + tnφ+ h)

'�(� sn �� ��� tn = |sn|p−2sn� ����

−Δp(
wn

sn
) + c|wn

sn
|p−2(

wn

sn
) = (

M

tn
+ φ+

h

tn
)

)
#
� (M
tn

+ φ + h
tn
) → φ� ����
 tn → −∞� *��
 )�� !�  ���
� ��� H + %
��������

��������� � �
��,��
 ����
 �������
  �� �
�$���
 S ⊂ L∞(Ω) � L∞(Ω)-������
� ��#��

���
wn

sn
→ H(φ) > 0.

�� 
��� ��#�� ��� wn < 0� )
#
 v+n = 0� �
�����&���
 
 %�
 �� ��� ‖v+n ‖ = R1� �



����� ��� ∗ �	
��
	 ������� ��

�������	
�� �
 ������ ��	� � ���� �� ��	������ �� ��
� ���� � ���� ��
����	����

� �
� ������������ ��	��� �� ���	�
� ���  �
 � �����	� !��� ��� �� �	��
����� ������

���� ��� ��"�	����� �� ��� "�� "���� �� ���� �� !��
����

���� ���� ��� t ∈ R ���� ����� ��
��� R2 > 0 �� ���

v �= H (τ (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
))

#���$%

�	 ��� v ∈ C1
0(Ω) ��� ‖v−‖ = R2� ∀τ ∈ [0, 1]�

&	��
������� ��
� �� '���� 1.4 �	� �	�
�� � ��
������ �� ��	�� ������ � �� �
�

� ������ ������� �� ������� #��(%� )*����� ����
� � �������� 	���������

��	
��� ���� ��� t ∈ R� t ≤ 0 ���� ��
��� M = M(t) > 0 �� ��� �� u ∈ W 1,p
0 (Ω) �

�� ������� � ������ #���$% �	 ���� τ ∈ [0, 1]� ����� ‖u−‖∞ ≤M �

 ������	���� '��� u �
� ������� �� ������� #���$%� ���� �

−Δpu+ c|u|p−2u = τ
(
f(x, u) + c|u|p−2u+ tφ+ h

)
+������	���� � "����� ϕ = max(u− − k, 0) ∈ W 1,p(Ω)� ��
 k > 0 ,-� ��
� "����� �����

�� ������� ���
� ��
��

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ+ c

∫
Ω

|u|p−2uϕ = τ

(∫
Ω

(
f(x, u) + c|u|p−2u+ tφ+ h

)
ϕ

)
��,����� Ωk = {x ∈ Ω : u− > k}� ��
� ∇u− = ∇(u− − k) = −∇u �
 Ωk� ��
�� ���∫
Ωk

|∇(u− − k)|p + c

∫
Ωk

|u−|p−2u−ϕ = −τ
∫
Ωk

(
f(x,−u−) + tφ+ h

)
ϕ+ τc

∫
Ωk

|u−|p−2u−ϕ

�� ���� ����� ��� ∫
Ωk

|∇(u− − k)|p ≤ −τ
∫
Ωk

(
f(x,−u−) + tφ+ h

)
ϕ

+�
� f �����"�. #���%� ��	� ���� ε ∈ (0, λ1 − α)� �-���� C1 > 0 �	���� � ��,������ ���

���

f(x, u) ≥ (α + ε)|u|p−1 − C1#����%



����� ��� ∗ �	
��
	 ������� ��

���� u < 0� ��	
��

∫
Ωk

|∇(u− − k)|p ≤ −τ
∫
Ωk

(
f(x,−u−) + tφ+ h

)
ϕ

�����

≤
∫
Ωk

(−τ(α + ε)(u−)p−1 + C1 − τt ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
)
(u− − k)�����

=

∫
Ωk

−τ(α + ε)(u−)p−1(u− − k) + (C1 − τt ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ωk

(u− − k)�����

≤
∫
Ωk

C2

(
(u− − k)p + kp−1(u− − k)

)
�����

+ (C1 − τt ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ωk

(u− − k)�����

= C2

∫
Ωk

(u− − k)p +
(
C2k

p−1 + C1 − τt ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
) ∫

Ωk

(u− − k).�����

��� ��	�� ����� ������ � ������������ �� ������ � �����
� �� �� ���! ����� "��

∫
Ωk

(u− − k)p ≤ |Ωk|
p
n

(∫
Ωk

(u− − k)
np

(n−p)

) (n−p)
n

�����

≤ |Ωk|
p
nC3

(∫
Ωk

|∇(u− − k)|p +
∫
Ωk

(u− − k)p
)
,�����

�� ����� � ����� ����� "��

(
|Ωk|−

p
n − C3

)∫
Ωk

(u− − k)p ≤ C3

∫
Ωk

(u− − k)p + C4

(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

) ∫
Ωk

(u− − k)

���#�

����� (
|Ωk|−

p
n − C3

)∫
Ωk

(u− − k)p ≤ C4

(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

) ∫
Ωk

(u− − k).

$����� � ����� ��%&�%���� �� '��� ���� � 	���� "��

|Ωk| =
∫
u−>k

≤
∫
Ωk

(u−)
kp−1

≤ C5k
1−p.���(�

����� � ������ |Ωk| → 0 "����� k → +∞� �� ���� ����� "�� �)��	� ��� %���	��	� k0

�
� ��������	� �� u 	�� "�� |Ωk|− p
n − C3 > 0� ���� 	��� k ≥ k0� ����� �� �����������

�� ������ � �� ���#��
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��
	 ������� ��

∫
Ωk

(u− − k) ≤ |Ωk|
(p−1)

p

(∫
Ωk

(u− − k)p
) 1

p

≤ C6|Ωk|
(p−1)

p

(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

|Ωk|− p
n − C3

∫
Ωk

(u− − k)

) 1
p

����� (∫
Ωk

(u− − k)
(p−1)

p

)
≤ C6|Ωk|

(p−1)
p

(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

|Ωk|− p
n − C3

) 1
p

���� ��	
���	����∫
Ωk

(u− − k) ≤ C7|Ωk|
(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

|Ωk|− p
n − C3

) 1
p−1

= C7|Ωk|1+( p
n(p−1)

)

(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

1− |Ωk| pnC3

) 1
p−1

������
 �

��� �� 1− |Ωk| pnC3 ≥ 1
2
���� k ≥ k0 � �	���

∫
Ωk

(u− − k) ≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)
(
kp−1 + 1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞

)p−1

= C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
kp−1

)p−1

≤ C8|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k

(
1 +

1− t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞
kp−1
0

)p−1

≤ C9|Ωk|1+(
p(p−1)

n
)k.

������ ������	�� � ���� ��� ��	�����
 �� ‖u−‖∞ � �������� ��� �� ��	
��	�� ��

����	�� ���	�
 �� t� k0�ε�p�n � ‖u−‖L1(Ωk0
)� ����
 �������� �

� �
��������� � ��	��

�� ������!�� ���� ‖u−‖L1(Ωk0
)� "� #���� 
�	�� −u− ���� #	!�� ��
�� � � ��
��������

f(x, u) ≥ (α + ε)|u|p−2u− C1 ���� u < 0 ����


0 ≤
∫
Ω

|∇u−|p

=

∫
Ω

−f(x,−u−)u− − t

∫
Ω

φu− −
∫
Ω

hu−

≤ −(α + ε)

∫
Ω

(u−)p + C1

∫
Ω

u− − t

∫
Ω

φu− −
∫
Ω

hu−



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

����� ∫
Ω

|∇u−|p + (α + ε)

∫
Ω

(u−)p ≤ (C1 − t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

∫
Ω

u−

≤ α + ε

2

∫
Ω

(u−)p + (C1 − t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

�� �	�� 
���� ��� ‖u−‖W 1,p  ��������� �����

∫
Ωk0

|u−| ≤
∫
Ω

|u−| ≤ C
′
(∫

Ωk0

|u−|p
) 1

p

≤ (C1 − t ‖φ‖∞ + ‖h‖∞)

�����	��� � 	���� ‖u−‖L∞  �������� ��� ��� ��	
��	�� ��� ����	�� ���	�
 �� t�ε�p �

n� �

��
�������
 ����� ��� � ������� ����� ��� ��� 
������ ���� ����� t �
�	�� � ����

�� ������� ������ !��� R1 > 0� "#���
 t ≤ T (R1) ��� T (R1) ���� ���� ���� ��$ �

��	
����� R2 > 0 ����	���� 	� ���� ��%� &�	
����� � ��	'�	��

Λ =
{
v ∈ C1

0(Ω) :
∥∥v+∥∥ < R1 ,

∥∥v−∥∥ < R2

}
(��� ��� Λ  �� ��	'�	�� �)���� �� C1

0(Ω) ��	��	�� 0� *���
 ����
 ��$ � ��% ����
 ���

v �= H (τ (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
)) ∀v ∈ ∂Λ,

����� ���� �	+���,	���  ����-���� �� ���� �� �������� ����� 
���� ���

deg
(
I −H ((f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h

))
,Λ, 0
)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

�� �	�� 
���� ��� �#�
�� v ∈ Λ ��� ���

v = H (f(x, v) + c|v|p−2v + tφ+ h
)

� �����	��� � ���)���� (PDt) ��

�� ���� ��	�
 ��� 
�������

��� �����	
���� ��	 �������	 ��� � ���

(�
�� 
���� 
��������
 �
 ����
 �� .������/��0 [%] ���� ����	�����
 � �#�
�1	��� ��


�)
������ ���� � ���)���� (PDt)� 2� 
������ ��
�������
 ��� 
� � ���)���� (PDt)



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

��� ���	
�� �� ��	� t� ����� (PDs) ��� ���	
�� �� ���� s ≤ t� ���� ������ �����

��� ���������  ������ �� �����	�� ���	
��� � ��� ��� ������  ��������
�� ���

������� ��� � ���� ����
�����  �� � ���	���� ���	���� !	� �����  �"���#� � ��

�	����	
�� �� (PDt) �� ���� t ∈ R�

���������� 	
�
 ���� ���� w ∈ C1
0(Ω)� t ∈ R� 
����
 u ∈ C1,α

0 (Ω) ��� ��
 u << w 


−Δp(u) ≤ f(x, u) + tφ+ h �� Ω$���%&

	
���������� '�(� w ∈ C1
0(Ω)� t ∈ R �"��� �� �����)����� *�� $���& ����� !	� ��

ε ∈ (0, λ1 − α)� �"����  ������� C > 0 �� !	�

f(x, u) ≥ (α + ε)|u|p−2u− C,

�� ���� u < 0� '�( u ∈ W 1,p
0 (Ω) ���	
�� ��

−Δpu = (α + ε)|u|p−2u− C + tφ+ h �� Ω� u = 0 ����� ∂Ω

����� ��� ���� �� ����������� ������ C ����� � �	� ����� �� ����� −C+tφ+h <

0� ���� ������ ������� ���� C ����� �� !	� u << w� +� ���� ��( {Cn} 	�

��!	#� � �� !	� Cn → ∞ $��� ���� �� ���������� ��	����� !	� Cn > 1& � {un}
	� ��!	#� � �� ���	
��� ��

−Δpun = (α + ε)|un|p−2un − Cn + tφ+ h �� Ω� un = 0 ����� ∂Ω$���,&

-���� �� vn =
un

(Cn)
1

p−1

� ����� ����� !	� vn � ���	
�� ��

−Δpvn = (α + ε)|vn|p−2vn − 1 +
tφ+ h

Cn

�� Ω� vn = 0 ����� ∂Ω

*��� -�� .�� ������� vn ∈ C1,α(Ω)� �� ��	� 0 < α < 1� ‖vn‖C1,α(Ω) ≤ M � ���

���� ��� �������  ��� � C1,α(Ω) ↪→ C1,β(Ω)� 0 ≤ β < α ����� !	��  ����� ��

�	���!	#� �� vn → v �� C1,β(Ω)� '��	� �� -�� .�/ !	� v � ���	
�� ��⎧⎨⎩ −Δp(v) = (α + ε)|v|p−2v − 1 ; x ∈ Ω

v = 0 ; x ∈ ∂Ω

*��� *��� 0��� �� 1)"���� ������ .�2� � *��� 0��� �� 1)"��� �� 3)4!	�4� ������

.�5� ������� v << 0� 6������ !	� vn =
un

(Cn)
1

p−1

→ v << 0� ���� un < 0�
∂un
∂ν

< 0 �



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

�����
∂un
∂ν

, un → −∞ �����	 n → ∞
 �	�	 un, w ∈ C1,α(Ω) ��	� ��� ���� n ������

	 ��������� un << w
 ���� n0 �� ��� un0 << w � Cn0 ≥ C
 ���	� �������	 u = un0 �

�	�	 un0 � �	����	 �� ��
��� ��	��

−Δpu = (α + ε)|u|p−2u− Cn0 + tφ+ h

≤ (α + ε)|u|p−2u− C + tφ+ h

≤ f(x, u) + tφ+ h

��	 �� u � �� �	����	 �� (PDt)
 �

! ��	"��	 �	���� � 	 #�	�	 �� �� � ������	����	


������� ��	� �
��� u� u ∈ C1(Ω) ��� 
 ���
�������� �
 (PDt) �
��
������
�
 ����  �


u ≤ u 
� Ω� ��� u ≤ 0 ≤ u ����
 ∂Ω� ���� 
!���
 u ∈ C1(Ω) ������� �
 (PDt) ���  �


u ≤ u ≤ u 
� Ω 
 u = 0 ����
 ∂Ω�

	
���������� $���� 	� 	�����	��� Nt : C
1
0(Ω) → L∞(Ω) �	�

Nt(v) = f(x, v) + ξ|v|p−2v + tφ+ h � v ∈ C1
0(Ω)

� T : L∞(Ω) → C1
0(Ω) �	� T (v) = w ��� � �	���� ��� w � �	����	 ��⎧⎨⎩ −Δpw + ξ|w|p−2w = v ; x ∈ Ω

w = 0 ; x ∈ ∂Ω

$���� �� �� K̃t : C
1
0(Ω) → C1

0(Ω) �	� K̃t = T ◦Nt


%	� ��� u � �� �	�	 �"	 �� K̃t ��� � �	���� ��� u � ��� �	����	 �� (PDt)
 #	����	�

��� K̃t � �	����	
 �	� �&��	� �	�	 K̃t = T ◦Nt � Nt � �	�'����  ��� �	���� ��� T

� �	����	
 $� &�	� ���� {un} ��� ����(���� ������� �� L∞(Ω) � wn = T (un)� �	�	

−Δpwn + ξ|wn|p−2wn = un.

)��	 *��� +
, wn ∈ C1
0(Ω) �	� ‖wn‖C1

0 (Ω) < C
 ! ��	� ���� ������	 �	�����

C1,α(Ω) ↪→ C1,β(Ω) ���� � ���	� �� �� ����(����� wn → w �� C1,β(Ω)� �	���	 T

� �	����	


-�	��� �����

A =
{
u ∈ C1

0(Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u
}
.



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

���� ��� A 	 
����� � �������� ��� �������� ����� � ���� ��������� �� ����� !�


��� "�� ���# ����� ��� K̃t(A) ⊂ A � ���� "�� ��$ K̃t(A) 	 �������� %����# ����

&����� �� ����� '��� �� (������ )�� ������ u ∈ C1
0(Ω) ����� *�� �� K̃t# �� ��+# ������

u ∈ C1
0(Ω) ���� !� �� (PDt) �� ��� u(x) ≤ u(x) ≤ u �� Ω� �

,���� �� ��������� ���������# �������� � ��-����� ��������.

���� ���� �
 � �����
�� (PDt) �
� ������� ���� ����� t ∈ R� 
��� (PDt) �
� �������

���� ���� s ≤ t�

	
���������� (�+ ut �� ���� !� �� (PDt)� �� ���� s ≤ t ����� ��� ut 	 ��������� !�

�� ���/��� (PDt) ��������������  s# ����

−Δpu = f(x, u) + tφ(x) + h(x) ≥ f(x, u) + sφ(x) + h(x).

��� ����� ���# ��-�� �� "�� ��0 ��� ������ �� ��/���� !� u < ut� "�-�# ���� &�����

��1 ������ �� ���� !� us �� (PDs) �� ���� s ≤ t� �

����� ����	
���
 
������

�� �/������  ��-��� ���� !� �����  ����� �� -��# ��������� �/��� ���������

 ������ �� �������� ���� 2�� �� (PDt)� 3� �������� ��������� 
��� �������� ���

4�5� % �������� !� � ��-����� ������� !� ���� ��� 
��� ��/���������6�� t ≥ −C0 ���

−C0 � ���� �� "�� ��7�

�	
�
���
 ���� �
�� C0 ∈ R ���� �� ��
 M = M(C0) > 0 ��� !�
 �
 u ∈ W 1,p
0 (Ω) "

��� ������� �
 (PDt) ���� t ≥ −C0� 
��� ‖u−‖∞ ≤M �

,� �������8��� �� �������� ���������� 	 � ��-����� ��������  �������� � ����

L∞(Ω) �� u�

���� ����� #��� ���� t0 ∈ R� 
� ��
 R > 0 ��� !�
 � �����
�� (PDt) �� ����� �������

$�� ���� ‖u‖ ≥ R ���� t ≥ t0�

	
���������� (����� ��� /����� ��� {un} 	 �� ����8��� �� ���� 2�� �� (PDtn)

��� 0 < ‖un‖ → +∞ ���� {tn} 	 �� ����8��� �� ���� �� ��� t0 < tn� 9�*�



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

wn =
un
‖un‖ � ����� ���

−Δp(wn) =
f(x, un)

‖un‖p−1 +
tn

‖un‖p−1φ+
h

‖un‖p−1 �x ∈ Ω	
�
�

������ �� ��������� 	
�
 � 	
��� ������� �������� � ���������� �� ���������� C1�C2 > 0

��� ��� ���� ε ∈ (0, β − λ1)

(β − ε)|un(x)|p−1 − C1 ≤ f(x, un(x)) ≤ (λ
′
+ ε)|un(x)|p−1 + C2� x ∈ Ω.	
�
�

������

(β − ε)|wn(x)|p−1 − C1

‖un‖p−1 ≤ f(x, un(x))

‖un‖p−1 ≤ (λ
′
+ ε)|wn(x)|p−1 +

C2

‖un‖p−1�	
�
 

���� ���� x ∈ Ω� ���� !������"�� 
� ����� ��� � ���������

{
f(x, un(x))

‖un‖p−1

}
# �������� ��

Lp
′
(Ω) � ��������� # �������� �� W−1,p

′
(Ω)� !��� $��� %�& ����� ��� −Δp(wn) # ��������

�� W−1,p
′
(Ω)� � ����

h(x)

‖un‖p−1 ����� � '���� ����� ��� # �������� �� W−1,p
′
(Ω)� $����

� ���������
tn

‖un‖p−1 # �������� � �������� � ��� ��(��������� �� ������)���� �������

������� ��� ���*���� ����� ����� ρ ≥ 0� !�� ����� ����� ����� ��� � �������� K :

Lp
′
(Ω) → W 1,p

0 (Ω) # ����+��� � ��������� �� ���� ����� ��� � ����������

wn = K
[
f(x, un)

‖un‖p−1 +
tn

‖un‖p−1φ+
h

‖un‖p−1

]
	
��%

������ ��� ��(��������� ,��������� ���*������� ���� ����� w� ��� ‖w‖ = 1� ��

W 1,p
0 (Ω)� -���������������� ������ ψ ∈ W 1,p

0 (Ω)�ψ ≥ 0 ���� ,��"�� ����� �� 	
�
� �

� ������������ 	
�
 �∫
Ω

|∇wn|p−2∇wn · ∇ψ dx =

∫
Ω

f(x, un(x)

‖un‖p−1 ψ dx+

∫
Ω

tn

‖un‖p−1φψ dx+

∫
Ω

h

‖un‖p−1ψ dx

≥ (β − ε)

∫
Ω

‖wn‖p−1 ψ −
∫
Ω

C1

‖un‖ψ +

∫
Ω

tn

‖un‖p−1φψ dx

+

∫
Ω

h

‖un‖p−1ψ dx

� �������� �� ������ ���� n→ +∞�∫
Ω

|∇w|p−2∇w · ∇ψ dx ≥ (β − ε)

∫
Ω

‖w‖p−2wψ +

∫
Ω

φρψ dx



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

���� ���� ψ ∈ W 1,p
0 (Ω)�ψ ≥ 0	 
���� ���� ��� w ≥ 0� w �≡ 0 � �������� �� �������

������ ⎧⎨⎩ −Δpw ≥ (λ− ε) ‖w‖p−2w + ρφ �x ∈ Ω

w = 0 �x ∈ ∂Ω

����� �� ��������� �� ���� �� ������� ������� �	�� ��� w > 0	 ��������� φ1 �

������� !� ��������� �� ������� ����"�#�� λ1� ��#� $��������� �� %����� 
	& ��'�� ���∫
Ω

∇
(

φp
1

wp−1

)
|∇w|p−2∇w dx ≤

∫
Ω

|∇φ1|p = λ1

∫
Ω

φp
1 dx

�� ���� ����� ����∫
Ω

(
φp
1

wp−1

)(
(β − ε) ‖w‖p−1 + ρφ

)
dx ≤
∫
Ω

(
φp
1

wp−1

)
(−Δpw) dx

≤ λ1

∫
Ω

φp
1 dx

#����

(β − ε)

∫
Ω

φp
1 dx+

∫
Ω

ρφφp
1

wp−1
dx ≤ λ1

∫
Ω

φp
1 dx

���� ε ��� ����#(��� �� ���� ��� β − ε > λ1� ���� �� �������� !� � �������� �����

� ����#����	 �

)��� ���� ��� �������*���� �� #�� �������� ���� ��� � ���+#�� (PDt) �!� ������

��#� !� ���� t ������	

���� ����� � �����
�� (PDt) �� ������ ������� ���� t �����
�
�
�
 ����


	
���������� ,� ����� ��������� t0 = 0 � ��-� R > 0 ���� ��#� .�� �	&�� �� u / ��#� !�

�� (PDt) ���� t > 0 ������ � ��0������� ���!� ‖u‖ ≤ R� � ��� ��������� �� ����#�������

���������� �� .�� �	1� ����� ��� ‖u‖C1 / #������ ���������������� �� t	 %�� �����

#���� u ����#"� � W−1,p
′
(Ω) � ���� !�

−Δpu = f(x, u) + tφ+ h

���� �� ����� −Δpu, f(x, u) �!� #������� � W−1,p
′
(Ω)	 ���������������� �+����

��� � ���-���� ��� "�#���� t ���� �� ����� � ���+#�� (PDt) �� ��#� !� / #������

������������	 $��� /� ������ t ∈ R ��# ��� � ���+#�� (PDt) �!� �� ��#� !� ����

t > t	 �



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

����� �����	
�� � �����
����� �� ������ ���

���� �� ���

�������	� � ��
����� ��������

S = {t : (PDt) ��� ���� ����� 	�
 ���	���} .

���� ��� ��� ����� �� ����� 2.2 ����� ��� S � ��� ������ ���� ������ ��
�� �� ����

��  ��� S � �������� ����	��	������ !�	������ ������� ��"��	 t0 = sup
S
t� ���� ������

������ #��$% ��
�� ���� �� t ∈ S ����� (−∞, t] ⊂ S � ���� ����� � ���� #�%�

���� �� ����

��
�� �� ���� ��& � �� ��"����� �� ���	��� ��� ��	� ���� t > t0� (PDt) ��� ������

��������

����� �����
����� �� ������ ���

���� �� ���

���� t0 ��"���� �� '��	��� �� � �� ��"����� �� ���	��� �(���� {tn} ⊂ S ��� ���

tn → t0� ��� ��	�� �� 
���	������� ������� ������	 ��� {tn} � 	������� ���� tn ∈ S�
�(���� un ������� �� (PDtn)� ���� �� ��	� ���� ψ ∈ W 1,p

0 (Ω)�

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · ∇ψ dx =

∫
Ω

(f(x, un) + tnφ+ h)ψ dx#��� %

'���� ����� ����� ��) � �� * ��� un ∈ [−M,R]� ��
� |f(x, un)| ≤ K �

|f(x, un) + tnφ+ h| ≤ K +R ‖φ‖∞ + ‖h‖∞ ≤M,

��
�� ���� ���� *�$ ��
�� ��� {un} � �������� �� C1,α(Ω) � ��	������ ������ ��� ��+,

����-��� ����	
���� unk
→ u∗ �� C1,β(Ω)� 0 ≤ β < α� ������ ������� � ������ ������

nk → ∞ �� #��� % �+�����∫
Ω

|∇u∗|p−2∇u∗ · ∇ψ dx =

∫
Ω

(f(x, u∗) + t0φ+ h)ψ dx

���� �� u∗ � ������� �� (Pt0) � ���� ����� � ����#�%�



����� ��� ∗ 	
��������� ��� �
��
��� ��� 
 ��� ��

����� �� �		


�� ����	
��� �� ���� t0 ∈ R �
� �� � �	����
 (PDs) ��� ������ ������� �
	


���� s > t0� ������ t < T (R1) ��� T (R1) �
�� ��� ��
 ���  ��
 t1 = T (R1)�

��
 ������� � t0 ���� �� t1 ≤ t0� � � �� ��
 ��!" �� �
	
 ���� s ∈ [t, t0]

���� R > 0  	
�� � ������� �
� �� ‖us‖C1(Ω) < R  Λ ⊂ BR� ��� Λ # ������ �


������	
��� �
 �	���	
 �������� $	 ���� ���� %�� �� u # ������� � (PDs) � 

����� � u # ����� ��� �� ��	
��	 ����
��� Hsv = u� ��� u # ��
 ������� �⎧⎨⎩ −Δpu+ λ|u|p−2u = f(x, v) + λ|v|p−2v + sφ+ h, ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

&�����	��� 
 � ���� '�������
 
������$��

H : [t, t0 + 1]× BR → C1
0(Ω), H(s, u) = Hsu.

�����

deg(I −Hs, BR, 0) = deg(I −Ht0+1, BR, 0) = 0.

����� ��
 ������� � t0� Ht0+1 ��� ������ ����� ���� (�
��� 
 �	
 
 �	��	��
� �


������ ��  	
� � �	
)*��'
��	� � � ��

deg(I −Hs, BR − Λ, 0) = deg(I −Hs, BR, 0)− deg(I −Ks,Λ, 0) = −1,

+�	�
���� � �	����
 (PDs) ������ ���	
 ������� �� ��� �	��� 
 Λ� �� �� ��� t1 ≤ t0

�
� �� �
	
 ���� t < t1 � �	����
 (PDt) ������ ��� ���� ��
� �����,� �������
��



�������� 	


�
���
 �� �������� ��

���������

��� ������	
��� �� ��������

���������	�� � ��
����� �����	

(St)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu1 = f1(x, u1, u2) + t1φ1 + h1, ; x ∈ Ω

−Δpu2 = f2(x, u1, u2) + t2φ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� Ω ⊂ R
N � �	 ��	���� ���� ��	����� φi, hi ∈ L∞(Ω)� ��	 φi ≥ 0� φi �≡ 0� i = 1, 2�

t = (t1, t2) ∈ R
2 � �	 ���	���� � fi : Ω × R × R → R� i = 1, 2 ��� ������� ��������

���������� � ��
������ ����������

��� |fi(x, s1, s2)| ≤ C (1 + |s1|p−1 + |s2|p−1) i = 1, 2

���� ������ σ > 0 �� ��� fi(x, s1, s2) + σ|si|p−2si � ��� ������������

�� ���� (x, sj) ∈ Ω× R� i �= j� i = 1, 2�

����� fi(x, 0, 0) = 0 � fi � �����	������ �� ���� (x, si) ∈ Ω × R� ���� �� �� ��

i �= j� i = 1, 2� fi(x, si, sj) � ��� ����������� �	 sj�

 !



����� ��� ∗ 	
��������� �� �������� ��

���� ������	 	
������ �	��
�
� � ������
���
�� ���� �� (aij, cij ≥ 0) �
�
 i �= j�

A1 =

⎛⎝ a11 a12

a21 a22

⎞⎠ , A2 =

⎛⎝ c11 c12

c21 c22

⎞⎠
�
����
����� a11 + a12 ≤ 0� a21 + a22 ≤ 0� c11, c22 < 0 �
 ����

λ1 (Δp + A1) > 0, λ1 (Δp + A2) < 0,

����

λ1 (Δp + Ai) = sup E(Ai),

E(Ai) =
{
λ ∈ R : ∃ϕ ∈ (W 1,p

0 (Ω)
)2

: ϕ > 0,Δpϕ+ (Ai + λI)Ψp(ϕ) ≤ 0
}
,

��	 Ψp(s) = (ψp(s1), ψp(s2))
T
� ψp(si) = |si|p−2si� ��	 ������ ������	 �����
����

b1, b2 > 0 �
�� ���

f(x, s) ≥ A1Ψp(s)− b1e , ∀s ≤ 0

�

f(x, s) ≥ A2Ψp(s)− b2e , ∀s ≥ 0

�
�
 s = (s1, s2) ∈ R
2� ���� e = (1, 1)T �

��� �
�
 �
�
 ��������
 {sn} ⊂ R
2 �
 ��� ‖s−n ‖ � �	��
�� � ‖s+n ‖ → ∞ ��
��� n→ ∞

lim
n→∞

inf
f(x, sn)− f(x, s+n )

‖s+n ‖p−1 ≥ 0.

������ �����
��� �������
�� ����� �
����� ��� �� �� �������

�����	
 ��� ��
���� ��� � ��
���� (I)�(IV ) ������ ��� ����� �!��� T ∈ R ���

��� � ����� (St) ��� 
��� ���� ��� ������  ��"� 
��� t ≤ Te# ���� e = (1, 1)�

�����	
 ���� ��
���� ��� � ��
���� (I)�(V ) �"������ ����� �!���� "��$� %�
�

"���&���� Υ∗ � Υ∗ ��� ��$���� R
2 �� ��' "������� ������� M# N � O ��� ��� �


������� (St)(

�� 
��� 
��� ���� ��� ������ 
��� t ∈ Υ∗ ∪Υ∗ ∪ O#

��� ��� 
��� ������ 
��� t ∈ N #

���� 
��� 
��� ���� ��� ����)� ������� 
��� t ∈ M�



����� ��� ∗ 	
�����
�� ��

��� �����	�
����

�������	
�� ����� 	
������ � 	
�
��� �
 ��
�� 
�����
��� � ��
	���	 ��

���������� 
 ��
 
	�� ��
� �
�
 ��������� � 
�����
 �
�	
�� � �� 	
������ �


	
����	����
� ���� �
����	���� ���
 
	 
�����	��� 
� ([ !], ������� B)�

������� ���� ������� ��� (u, v) ∈ (W 1,p
0 (Ω)
)2

� ��� ������� �� ������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu = g1(x, u, v) ; x ∈ Ω

−Δpv = g2(x, u, v) ; x ∈ Ω

u = v = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� g1, g2 ��� ������� ��
�������
� ��� ���

max {|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C (1 + |s|σ1 + |t|σ2)

��
� 1 < σi ≤ p − 1 i = 1, 2 � (s, t) ∈ R
2 ����� (u, v) ∈ (C1,α

0 (Ω)
)2

 0 < α < 1� !���

���� ��

max {|g1(x, s, t)|, |g2(x, s, t)|} ≤ C

����� ‖(u, v)‖
(C1,α

0 (Ω))
2 < M(C)�

����� ����	
��� � ������ ���� ��������

� �	"#��� 	
������ �	�$
� ��� 	
����� 
��	
 � %��"�

 (IV ) �� &
�	
�� ��' ���

� �	�(�
�� �
 ��������	� )��
���� ��� � �
*����� �
 M ����	�$ ��� ������	�

	�
���� ���� 	�
� 1 ≤ k ≤ N ��������� ��
 Bk � ���
" �#��� �
���� �� (N − k)

����� � $������ �� ���
" B� %"���� ��� B = (bij) � ��� M &���
" ��� ��'���
 ��

bij ≤ 0 ��
� i �= j bii > 0 � detBk > 0 ��
� 1 ≤ k ≤ N �

+
��� λ1 � �	��
�	� ��������	 �
 (−Δp,W
1,p
0 (Ω))� ϕ1 � ����,����� ������� 
 �
 ��	��

����-	�� ������� � λ1� +
�� I = (δij) � ���	�$ ��
������
 
 A = (aij) ��� ���	�$

�	(��	-	��� �
*����

μ1,A = supF(A)

���
 F(A) = {μ ∈ R : det ((λ1 − λ)I − A) �= 0 ∀λ < μ}�
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� �����	
 �������
 ���� 	� ������
 ����� � 	����� �� 	 �����	� �
	 � ��
��������

��� �
����� ����� �����	�� � �� ��	
�������
 �
�� ��� ���
������ �	 �����

������� ��	� ������� ��� p ∈ (1,∞)� Ω ���� �� ������ ������ �� R
N ���� �
����
�

� �� ������ C2,α ��
� ����� α < p−1� ������� ��� �� ��� �� ���!������ aij� 1 ≤ i, j ≤
N �"� ���������� ������#���� aii < 0 � aij ≥ 0 ��
� i �= j� ���"� � �
� ���� �� ����$���
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−Δpui =
N∑
j=1

aijΨp(uj) + ΛΨp(ui) ; x ∈ Ω

ui = 0 ; x ∈ ∂Ω

��� ��� ��� ����%"� ����$� ������ Φ1 �������� ��� �� ����$���
 Λ ∈ R ��� �

������� ��� Λ = μ1,A� &���� ���� ����� ��� Φ1 � '��� � ����� �� �� �'����� ������


����$�� Φi
1 = c

1
p−1

i ϕ1� ���� c = (c1, ..., cN) ∈ int(RN
+ ) ������# ((λ1 − μ1,A)I − A) cT = 0�

������� ��
� ([()], ������� 8) ������� ��� aij ≥ 0 ��
� i �= j � gi ∈ Lp
′
(Ω)� ���"� �

�
� ���� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpui =

N∑
j=1

aij|uj|p−2uj + gi ; x ∈ Ω

ui = 0 ; x ∈ ∂Ω

������# � 	
����� �� *+,�� ��� � ������� ��� (λ1I − A) � ��� M -���
# �"� ������
�

�� ���
 
 	��	
 ���!
����
 �	 ([�], ������� 2.8) �"��#�� ��
$�� 
 �� ���� ����#

���
�

������� ���� ([(], ������� 2.8) ����� f1, f2 ≥ 0� �"� �
$�� � αa + βd ≥ λ1� ��
�

α, β ≥ 0 � α + β = 1� �� b, c ≥ 0� ���"� � ������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu1 ≥ a|u1|p−2u1 + b|u2|p−2u2 + f1 ; x ∈ Ω

−Δpu2 ≥ c|u1|p−2u1 + d|u2|p−2u2 + f2 ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

�"� ��� ����%"� ����$��

��������� ���� &��� ���� ���� .��
��� ��/� μ1,A ≤ λ1(Δp+A) ��
� A = (aij)� aii < 0

� aij ≥ 0� i �= j� 0���� ��$���� ��
 E(A),F(A) �= ∅� � ����� E(A),F(A) ���
$����

������� ����
�
������ ����� ��� λ1(Δp+A) ���+  �� ��!���� 1���� ��� �� ��2�����

�� 
� A1 � A2 ����� ��� λ1(Δp + Ai)� i = 1, 2 ���"�  �� ��!�����



����� ��� ∗ 	
�����
�� ��

������	��
�� �� ����
� �����	�� 	�	 ���	�
�� �
	 ����
	���	 	 ����� 	�	 	���

���	���	 �� �
	 ������	� ������� �� �����
	 (St)� � ������	
��� ���� ��
 �����	
���

��� �� ��	����� �� �����

������� ��	� ����� Ω �� ����	
 �� R
N � f ∈ C

(
Ω× R× R

)
� v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ C(Ω)

���
��� ��� u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) � ��� �
����
 ��

Δpu ≤ g(x, u, v) emΩ.

�� x0 ∈ Ω � ϕ ∈ C2(Ω) ��
 	��� ��� Dϕ(x0) �= 0� u(x0) = ϕ(x0) � u ≥ ϕ �� ���

���������� �� x0� ��	�


Δpϕ(x0) ≤ g(x0, u(x0), v(x0)).

����� � �����	
� H �� �
�� ��������

� �
����� 
����	��� ��� ��	����� ����� ����� ������
��� � ������	
��� ����� �� ������

�� ���
��� 7 � ���
��� 9 �� � !�� "��
���� ��	� 
����	��� ��
� ��
��	�
 � ����	#����

�� �
����
� ������ ��
� � ���	��� (St)�


��� ����� ���� C > 0 ���
 �� (I)� ��	�
 
 ���	���

(S∗)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu1 + C|u1|p−2u1 = g1(x) ; x ∈ Ω

−Δpu2 + C|u2|p−2u2 = g2(x) ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

����	� ��� ����� �
����
 u = (u1, u2) ∈
(
W 1,p

0 (Ω)
)2

� ���� 	
�� G = (g1, g2) ∈ (L∞(Ω))2

���� ����
� 
 
�����
� H : (L∞(Ω))2 → (C1
0(Ω)
)2

������
 �
�

H(g1, g2) = (H1(g1),H2(g2))


��� Hi : L
∞(Ω) → C1

0(Ω)� ���
 �
� Hi(gi) = ui �� � �� �� ui � �
����
 ��

−Δpui + C|ui|p−2ui = gi(x)

� ��	��	����	� �������	� � �
����	
 �� S ⊂ (L∞(Ω))2 � ����	��
 �� 	
�
�
��� �� (Lp(Ω))2

�������� ���
 ������
 L∞(Ω) ↪→ Lp(Ω)� ��	�
 
 
�����
� HS : S → (C1
0(Ω)
)2

: g → H(g)

� �
�	 ��




����� ��� ∗ 	
�����
�� ��

�������
����� ���� ��� 	�
���� ������� � ������� (S∗) �� ����� ���������

(SG)

⎧⎨⎩ −Δpu = AΨpu+G(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

�� A = (aij)� aii = −C � aij = 0� i �= j� Ψpu = (|u1|p−2u1, |u2|p−2u2)
T

� G(x) =

(g1(x), g2(x))
T � ����� ��� � ������ λ1I − A � ��� �������� ��� �������� ����� � �����

� 
� �������  �� !�"# ������� � �$���%��� 
� ��&���	������'�� 	��� (SG)�

()$���%���* +�,� A = [φ1, φ2] �� ��,���� 
� ���'-�� ϕ ��
(
C1

0(Ω)
)2
� ���� ���� φ1 ≤ ϕ ≤

φ2� ��
� φ1, φ2 ��� �� ��& ��	������'�� �������� 
� (SG) ���	����������� .����
���

AR = A∩BR� ��
� BR � � &��� 
� ���� R ��
(
C1

0(Ω)
)2
� ���� ���� 
� φ1(x) � φ2(x)

����� ��& � ��	�� ����'-�� ��������� ��� ����'�� u 
� (S∗) ���/ �� �������� 
� A�

0��� 	��� R ��1���������� ����
� �&����� ���

deg (I − P,AR, 0) = 1,

��
� P : AR → (C1
0(Ω)
)2

� 
�1��
� 	�� Pu = K (G+ AΨpu) ��
�� K : (L∞(Ω))2 →(
C1

0(Ω)
)2

� 
�
� 	�� KG = u �� � ������� �� u = (u1, u2) � ����'�� 
�⎧⎨⎩ −Δpu = G(x) ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

(2���
�
�* +�,�� u � v ����'-�� 
� (SG)� ���� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu = AΨpu+G(x)

−Δpv = AΨpv +G(x)

u = v = 0

����� ���∫
Ω

[−Δpu

up−1
+

−Δpv

vp−1

]
[up − vp] =

∫
Ω

A

[
Ψpu

up−1
− Ψpv

vp−1

]
[up − vp] ≤ 0

��� ����� ��
�� 	��� ������� " �� !�"# 
������ ���∫
Ω

[−Δpu

up−1
+

−Δpv

vp−1

]
[up − vp] > 0

�� u, v > 0� u �= kv� 0���� �������� ��� u = kv � ��&�������
� �� (SG) �����

��� k = 1�



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

��������	 � 
������ (S∗) � �������� ������� 
��� ���� G = (g1, g2) ∈ (L∞(Ω))2  �

�
����� ������� H : (L∞(Ω))2 → (W 1,p
0 (Ω)
)2

� ��������� �������

������������� ��� {gn} ��� ��� ���� �������� � (L∞(Ω))2  wn = Hgn	 ��!�

−Δpw
n = AΨpw

n + gn(x) ; x ∈ Ω

��� "�� #�# wn ∈ (C1
0(Ω)
)2

��� ‖wn‖
(C1

0 (Ω))
2 < M(C)� ���� � ������

(
C1,α

0 (Ω)
)2
↪→(

C1,β
0 (Ω)
)2

� ���
���� 
��� 0 ≤ β < α	 
������� � ��� ������ ���� � ����$%

���	 Hgn → w �
(
C1,β

0 (Ω)
)2

��!�	 H : (L∞(Ω))2 → (C1
0(Ω)
)2

� ���
����� ���

S ⊂ (L∞(Ω))2 � (L∞(Ω))2%�������� �� ��
���!�� � (Lp(Ω))2 ����&��� 
�� ������

(L∞(Ω))2 ↪→ (Lp(Ω))2� ��
��'� �� HS : S → (C1
0(Ω)
)2

��� ��� ��������	 ����

(��� ��� ��� ���� (gn) ⊂ S �����!���� � (Lp(Ω))2 
��� ��!��� g ∈ S  ��� ��

‖Hgn −Hg‖
(C1

0 (Ω))
2 ≥ δ 
��� �� δ > 0 ��������� )�� �� (Hgn) � ��������

�
(
W 1,p

0 (Ω)
)2
	 
������� � ��� ������ ���� � ����$���	 Hgn → u *������

�
(
C1

0(Ω)
)2
� �������� �� ����� �

−ΔpHgn = AΨp(Hgn) + gn(x) ; x ∈ Ω Hgn = 0 ; x ∈ ∂Ω

���������� �� u �����*�& � ������ ���������

−Δpu = AΨpu+ g(x) ; x ∈ Ω u = 0 ; x ∈ ∂Ω

 
�� �������� ��� �����+�	 �!� �� u = Hg� , �� !�� ��� ����������� ���

� *��� � �� 0 < δ ≤ lim inf ‖Hgn −Hg‖
(C1

0 (Ω))
2 = 0�

�

��� ������	
��� �� ���
��� ���

-��� ���� ���������� �� � ������ (St) ����� 
�� ���� ��� �������	 
���

����	 *����� ��� �� ����� �� !��� � "��.%��'����� -�� �� ������ � 
������ (St)

� �������� � ������� � (��� ���� � ��� ������� 
��� � �!���� ������ � ����+�



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

(S
′
)

⎧⎨⎩ u1 = H1 (f1(x, u1, u2) + C|u1|p−2u1 + t1φ1 + h1)

u2 = H2 (f2(x, u1, u2) + C|u2|p−2u2 + t2φ2 + h2)

���� H1,H2 ��� �	��� �� 
��	 ��� ���� ������ ���� ��� � ������	 (S
′
) ���� ��� �������

�	 ����	 �	�����	�

u = H
(
f(x, u1, u2) + Ψ̃p(u) + tφ+ h

)
����

���� u = (u1, u2)� f(x, u) = (f1(x, u1, u2), f2(x, u1, u2))�

Ψ̃p(u) :=
(
C|u1|p−2u1, C|u2|p−2u2

)
������ tφ = (t1φ1, t2φ2)� h = (h1, h2)

����� �����	
���� ���� ������� �� �������
��

� �������	 �	�	 ���	 ��������� � ������	� �� ������	�� ����� ������� ��  �������	���

� ��	� ���! ��	�� �	�	 ����� ��	 �����	��� �	�	 �	��� ��"	�� 	 �� ��	 � ����	� �������

�� (St)� ���	�#�� ����� 	 ��������	��� � �� 	�������	����� ����� �����	 �� �����$�� ��

 �������	�� ���� ��� �������	�� �� %��& �  �'	 �	���� %�(& )����	����� ��� 	�"��	�

��*���$��

�������� 	
��
 �	��
 Ω ⊂ R
N ��	���� G : S(N)× R

N − {0} → R ��	����� �������� 	

g �
� ������ �������� �	����� ���	 R
N × R�

� u ∈ C(Ω) ! �
� ���"���� �	 #�������	 �	

G
(
D2u,Du

)
= g(x, u)

	 ���� ���� x0 ∈ Ω� �
� �� 	$����	 ������%	 ! ����	���&

' �� 	(��	 �
� ��"� ��	��� Bδ(x0) ⊂ Ω� δ > 0� ���	 � )��" u ! �������	� u = c

	 g(x, u) ≤ 0� ∀x ∈ Bδ(x0)�

' �� ���� ���� ϕ ∈ C2(Ω) ��" )�	 ϕ(x0) = u(x0)� ϕ ≥ u 	
 �
� #�*��+���� �	 x0

	 Dϕ(x0) �= 0� �	
�

G
(
D2ϕ(x0), Dϕ(x0)

) ≥ g(x0, u(x0)).



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

��� u ∈ C(Ω) � �
� ��	������� �	 ��������	 �	

G
(
D2u,Du

)
= g(x, u)

	 ���� ���� x0 ∈ Ω� �
� �� 	�����	 ������ 	 � ���!	���"

# �� 	$��	 �
� %��� �%	��� Bδ(x0) ⊂ Ω� δ > 0� �%�	 � &��� u � �������	� u = c

	 g(x, u) ≥ 0� ∀x ∈ Bδ(x0)�

# �� ���� ���� ϕ ∈ C2(Ω) ��� &�	 ϕ(x0) = u(x0)� ϕ ≤ u 	
 �
� ��'��(���� �	 x0

	 Dϕ(x0) �= 0� �	
�

G
(
D2ϕ(x0), Dϕ(x0)

) ≤ g(x0, u(x0)).

���� u ∈ C(Ω) � �
� ������ �	 ��������	 	 � �� 
	
� �	
�� �% 	 ��	������� �	

��������	�

���� � ���� 	
 ����
�� �
�� � �
�����
 	
������ 	
 ������
� 	
 �������	�	
�

�������� 	
��
 �	)�
 Ω ⊂ R
N �%	���� G : S(N)×R

N −{0} → R ��	����� ����*��� 	 g

�
� !����� ����*��� �	+���� �%�	 R
N ×R

m� ��'	
� &�	 u = (u1, ..., um) ∈ C (Ω,Rm)

� �
� ������ �	 ��������	 �� ��	
�⎧⎨⎩ Gi (D
2ui, Dui) = gi(x, u) em Ω

i = 1, ...,m

	 ���� ���� i ∈ {1, ...,m}� ui � ������ �	 ��������	 �� 	&�����

Gi

(
D2ui, Dui

)
= gi(x, u)

� ������ �
��
� �
�� ���� ���� ���
��� 
��������� � ������ ���� � ����
 �
������

	
 �� 
�
����� ������� 	
 (St)� � 	
��������� ��	
 �
� 
�������	� 
  !"#$

������ 	
�	
 �	)� u ∈ C
(
Ω,Rm
)
�
� ��	������� �	 ��������	 �� ��	
�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Δpui +
m∑
j=1

aijψp(uj) = fi(x) ; x ∈ Ω

i = 1, ...,m



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

���	 f = (f1, f2, ..., fm)� ��
 fi ∈ LN(Ω)∩C(Ω) 	 A = (aij) ∈ S(m) ������ aij ≥ 0 ����

���� i �= j 	
m∑
j=1

aij ≤ 0 ���� ���� i = 1, ...,m� �����

− inf
Ω

{min {u1, ..., um}} ≤ sup
∂Ω

{
max
{
(u1)

−, ..., (um)−
}}

+ Cdiam(Ω)
∥∥∥f̃∥∥∥ 1

p−1

LN (Ω)

	��� f̃ = max
{
f+
1 , ..., f

+
m

}
�

����� �����	
��� �����
���

��������	�� 
�� � �
���� 	�������� ����� ��	 ���� 	���� �	� ������ ���� ����	 t �

���� ����� ���������	�� ��� �����	�� ���������� 
�� �� ���������� ���� � ���� 	��������

��� ���������� �	 ([��], ����� � � �)�

���� ����� ���� ���� R1 > 0 ����� 	���	 �
 ��
	�� �	� T = T (R1) �� !�	

v �= H
(
τ
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tφ+ h

))
�����

���� ���� v ∈ (C1
0(Ω)
)2

��
 ‖v+‖
(C1

0 (Ω))
2 = R1� ∀τ ∈ [0, 1]� ∀t ≤ Te� ���	 e = (1, 1)�

�	
��������� ����� � ��� �!����� 
�� �����	 ��
�"����� {vn} ⊂ (C1
0(Ω)
)2

��	∥∥(vn)+∥∥
(C1

0 (Ω))
2 = R1,

{τn} ⊂ [0, 1] � {tn} ⊂ R
2� tni → −∞� i = 1, 2� ��� 
��

vn = H
(
τn

(
f(x, vn) + Ψ̃p(v

n) + tnφ+ h
))

�����

������ �  ������� (I) �!��	���

fi(x, s1, s2) + C|si|p−2si ≤ C|si|p−2si + |fi(x, s1, s2)|
≤ C|si|p−2si + C + C|s1|p−1 + C|s2|p−1

= C + C|si|p−1



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

���� si ≤ 0� ���	
� ���� � ������	� vn ��
��

τn

(
f(x, vn) + Ψ̃p(v

n) + tnφ+ h
)
≤ τn

(
f(x, (vn)+) + Ψ̃p(v

n)+ + C + C|(vni )+|p−1 + tnφ+ h
)

≤ τn(M + tnφ+ h) ≤M + tnφ+ h.

����� M = (M1,M2) = max
x∈Ω,(vn)+∈[0,R1]2

[
f(x, (vn)+) + Ψ̃p((v

n)+) + C + C|(vni )+|p−1
]
� ���

��� ��

vn ≤ H(M + tnφ+ h)

���� wn = H(M + tnφ+ h)� �� ���� wn ���	����

−Δpw
n + Ψ̃p(w

n) = (M + tnφ+ h)

����� sn = (sn1 , s
n
2 ) ��� �� t

n = (|sn1 |p−2sn1 , |sn2 |p−2sn2 )� ���	
⎧⎨⎩ −Δp(
wn

1

sn1
) + C|wn

1

sn1
|p−2(

wn
1

sn1
) = (M1

tn1
+ φ1 +

h1

tn1
)

−Δp(
wn

2

sn2
) + C|wn

2

sn2
|p−2(

wn
2

sn2
) = (M2

tn2
+ φ2 +

h2

tn2
)

�����
(
M
tn

+ φ+ h
tn

)
:=
(

M1

tn1
+ φ1 +

h1

tn1
, M2

tn2
+ φ2 +

h2

tn2

)
→ φ� ����� tni → −∞� ����

��
�  �!" ��
�� �� H # �����
���� ��������� � ����$���� ����

wn

sn
→ H(φ1, φ2) > 0.

�� ���� ����� �� wn < 0� ���� (vn)+ = 0� �������	����� � ���� �� �� ‖(vn)+‖
(C1

0 (Ω))
2 =

R1� �

% ����	��� �����&�	� # �
� ���������	� 	
��	��� �� �����
� �� '�
 �
 ����	��� �

���� ��
�����()� ���& ��	�� ��������� �� 	�#	�� �� *+,-�

��������� ��	
� �	�� t = (t1, t2) ∈ R
2� ti < 0� i = 1, 2 ���� ����� 	���	 R2 > 0 ��� ��	

v �= H
(
τ
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tφ+ h

))
. ��/

���� ���� v ∈ (C1
0(Ω)
)2

��
 ‖v−‖
(C1

0 (Ω))
2 = R2� ∀τ ∈ [0, 1]�

������ ��	�� �	�� t = (t1, t2) ∈ R
2� ti < 0� i = 1, 2 ���� �	 u ∈ (W 1,p

0 (Ω)
)2

 �
�

������ �� 	������ !���"� 	���� 	���	 M > 0 ��� ��	 ‖u−‖(L∞(Ω))2 ≤M �



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

�	
��������� ���� (u1, u2) ��� 	
���
 �� �����
 ������ ���
	 ���

Δpui + fi(x, u1, u2) = −tiφi − hi ≤ −ti ‖φi‖∞ + ‖hi‖∞ ≤ mti


��� mti = maxi {−ti ‖φi‖∞ + ‖hi‖∞}� i = 1, 2� �	���
 
 ���
 �� ��� fi � ���	��

�
���
��� ���
	 ���

f1(x, u1,−u−2 ) ≤ f1(x, u1, u2) e f2(x,−u−1 , u2) ≤ f2(x, u1, u2),

�
�


(Smti
)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δpu1 ≤ mti − f1(x, u1,−u−2 ) em Ω

Δpu2 ≤ mti − f2(x,−u−1 , u2) em Ω

u1 = u2 = 0 sobre ∂Ω

�
	������
	 ��� (u1, u2) � 	� ��	
���
 �� !"	#
	"���� �� (Smti
)� ���� x0 ∈ Ω ���������

�� u1 = k #
�	����� �� ��� !"$"�%���� Bδ(x0) �� x0� 	���� ��� mti − f1(x, k,−u−2 ) ≥
Δpu1 = 0 �� Bδ(x0)� �� u1 �
 � #
�	����� �� ��� !"$"�%���� �� x0� #
�	"���� ϕ ∈ C2(Ω)

��� ��� Dϕ(x0) �= 0� ϕ(x0) = u1(x0)� ϕ ≤ u1 �� ��� !"$"�%���� �� x0� &��
  ��


'�
���� ��( 	���� ���

Δpϕ(x0) ≤ mti − f1(x0, u1(x0),−u−2 (x0)).

)�$���
 ���
�	����
 ��*�
��  ��� u2 
+���
	 ��� (u1, u2) � 	� ��	
���
 �� !"	#
	"����

�� (Smti
)� ,��� �"		
� #
�
 −u−i ≤ 0� i = 1, 2 � fi(x, 0, 0) = 0� 	���� ���

mti − f1(x, 0,−u−2 ) ≥ 0 , mti − f2(x,−u−1 , 0) ≥ 0

�
�
� (0, 0) � 	� ��	
���
 �� !"	#
	"���� �� (Smti
)� -
�
 
 "��.�
 �� ���	 	� ��	
���/�	

�� !"	#
	"���� � 	� ��	
���
 �� !"	#
	"����� ���
	 ��� w = min {(0, 0), (u1, u2)} =

(−u−1 ,−u−2 ) � 	� ��	
���
 �� !"	#
	"���� �� (Smti
)�

,�
��  �
!����
	 ��� (−u−1 ,−u−2 ) � 	� ��	
���
 �� !"	#
	"���� ��

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δpu1 + a11ψp(u1) + a12ψp(u2) = mti + b1 em Ω

Δpu2 + a21ψp(u1) + a22ψp(u2) = mti + b1 em Ω

u1 = u2 = 0 sobre ∂Ω

0� ���
� 	��� x0 ∈ Ω ��+"��*�"
� �� −u−1 = k #
�	����� �� Bδ(x0)� ���
	  ��� %" ���	�

(IV ) �  ��
 ���
 �� ��� (−u−1 ,−u−2 ) � 	� ��	
���
 �� (Smti
) ���

mti + b1 − a11ψp(k)− a12ψp(−u−2 ) ≥ mti − f1(x,−u−1 ,−u−2 ) ≥ 0 em Bδ(x0).



����� ��� ∗ �	
�������� �� �	��	
� ��� ��

������	
�� �� −u−1 ��� � �����	�� 
 �
	 ������	��	 � x0� ������� ϕ ∈ C2(Ω)

�	� �� Dϕ(x0) �= 0� ϕ(x0) = −u−1 (x0)� ϕ ≤ −u−1 
 �
	 ������	��	 � x0� ��
�

(−u−1 ,−u−2 ) � ����������� � (Smti
)  ��	 ������ (IV ) ��� ��

Δpϕ(x0) ≤ mti − f1(x0,−u−1 (x0),−u−2 (x0)) ≤ mti + b1 − a11ψp(k)− a12ψp(−u−2 )

������� � ���
	 	� ���	 �	�	 	 �����	 ��	��� �!�
�� 	 	"�
	����

#��	 ���
	� ��� $��
	 %�&% �
�� ��

− inf
Ω

{
min
{−u−1 ,−u−2 }} ≤ sup

∂Ω

{
max
{
(−u−1 )−, (−u−2 )−

}}
+ Cdiam(Ω) ‖mti + b1‖

1
p−1

LN (Ω)

��
� (u1, u2) � ������� �� ����
	 (St) �
�� �� u1 = u2 = 0 ��!� ∂Ω� '��
 ������

− inf
Ω

{
min
{−u−1 ,−u−2 }} = − inf

Ω

{−max{u−1 , u−2 }}
= sup

Ω

{
max
{
u−1 , u

−
2

}}
=
∥∥u−∥∥

(L∞(Ω))2

����	��� ‖u−‖(L∞(Ω))2 ≤M � �

����� ������	
� �� ����	����
� �� ������� ���

#	�� R1 > 0� "(
�� t ≤ T (R1)e ��
 T (R1) �	�� ��� )
	 %�&�  ������� R2 > 0

�	�	����� �� ����� ��� %�&*� ������� � ���+����

Λ =

{
v ∈ (C1

0(Ω
)2
) :
∥∥v+∥∥

(C1
0 (Ω)

2 < R1 ,
∥∥v−∥∥

(C1
0 (Ω)

2 < R2

}
,�� �� Λ � �
 ���+���� 	!��� 


(
C1

0(Ω)
)2

������� 0� ��� )
	 %�&�  ����� ���

%�&* �
�� ��

v �= H
(
τ
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tφ+ h

))
∀v ∈ ∂Λ,

)���� ��	 ���	��-���	 ��
������	 �� ��	� � )�	./���	��� ��� ��

deg
(
I −H
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tφ+ h

)
,Λ, 0
)
= deg (I,Λ, 0) = 1.

� ��� ��� �� (��� v ∈ Λ �	� ��

v = H
(
f(x, v) + Ψ̃p(v) + tφ+ h

)
 ����	���� (��� t = (t1, t2) ≤ T (R1)e �	� �� � ���
	 (St) ������ ��� 
��� �
	

��������



����� ��� ∗ �	
����
� �� ���������� ���� (St) ��

��� �����	
��� � ���������� ���� (St)

����� ���	
� �
���
� �
 � ��������
 � �������
 �� ���������� �� ����
���	
 ����


 ����� (St) � ���� ��
������	
 �
�� ��� ������� ���� � �����   �������� !���
�

���� 
 ���
 �� ������ 
 ��
�
 �� ���"������
���	
�

���������� 	
��
 ���� ���� w = (w1, w2) ∈ (C1
0(Ω)
)2
� t = (t1, t2) ∈ R

2� �	
��� u =

(u1, u2) ∈
(
C1

0(Ω)
)2

���������� �� (St) ��� ��� u << w�

������������� #��� w ∈ (C1
0(Ω)
)2
� t = (t1, t2) ∈ R

2 $�
�� �� ������%��
�� #��� u ∈(
C1

0(Ω)
)2
�
���	
 ��

−Δpu = A1Ψp(u)− d1e+ tφ+ h, em Ω u = 0 sobre ∂Ω.


��� �� ����� �� ������������ �
�
� d1 > 0 ������ 
 ��$������ ���� −d1+tiφi+hi <

0� i = 1, 2� �
�� &��� ����� &�� −d1 + tiφi + hi ∈ Lp
′
(Ω)� A1 � �� ����' �

������(�

� λ1I − A1 � �� M "����' �	
 ��������� � ���������� �� ��� �
���	
 � ��������� ���


)�
��� 3 �� [�]� *�� ����
� �
��
� �
�� d1 ������ 
 ��$������ ���� &�� u << w�

+� !��
� ���� {dn1} ��&������ ��� &�� dn1 → ∞,�� ����� �� ������������ ����� &��

dn1 > 1- � {un} �� ��&������ �� �
���.�� ��

−Δpu
n = A1Ψp(u

n)− dn1e+ tφ+ h, em Ω un = 0 sobre ∂Ω.,/�0-

1
�
� �� vn =
un

(dn1 )
1

p−1

=

(
un1

(dn1 )
1

p−1

,
un2

(dn1 )
1

p−1

)
� ���	
 vn � �
���	
 ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−Δpv

n
1 = a11ψp(v

n
1 ) + a12ψp(v

n
2 )− 1 +

t1φ1 + h1
dn1

; x ∈ Ω

−Δpv
n
2 = a21ψp(v

n
1 ) + a22ψp(v

n
2 )− 1 +

t2φ2 + h2
dn1

; x ∈ Ω

vn1 = vn2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

*�
��� �
�� &��∣∣∣∣∣
2∑

j=1

aijψp(v
n
j )− 1 +

tiφi + hi
dn1

∣∣∣∣∣ ≤Mi

(|vn1 |p−1 + |vn2 |p−1 + 1
)
para i = 1, 2,

�
 Mi = Mi(ai1, ai2, ti, φi, hi)� 2��
 )�
��� /�/ ��
� &�� (vn1 , v
n
2 ) ∈
(
C1,α(Ω)

)2
����

���� 0 < α < 1� � ‖(vn1 , vn2 )‖(C1,α(Ω))
2 ≤ M(M1,M2)� 1
�
� ���� ����	
 �
�����



����� ��� ∗ �	
����
� �� ���������� ���� (St) ��

(
C1,β(Ω)

)2
↪→ (C1,α(Ω)

)2
� 0 ≤ β < α ����� 	
�� � ����� � �
���	
������ (vn1 , v

n
2 ) →

(v1, v2) ��
(
C1,β(Ω)

)2
� ���� ���� ��� ���
� 	
� (vn1 , v

n
2 ) → (v1, v2) � � 	
�� � ���
��� �⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−Δpv1 = a11ψp(v1) + a12ψp(v2)− 1 ; x ∈ Ω

−Δpv2 = a21ψp(v1) + a22ψp(v2)− 1 ; x ∈ Ω

v1 = v2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

���� ��������� � � !��� "�# ���
� 	
� vi ≤ 0� i = 1, 2� $��������� ��� �	
����

������������ � ������ 	
� aij > 0 ���� i �= j� �������� �������� � ��������� �

� !��� � % &	
�& ��� β(s) = −aiiψp(s) ���� � i'����� �	
����� i = 1, 2� 	
� v << 0�

$��� vn =
un

(dn1 )
1

p−1

→ v << 0� ����� 	
� uni < 0�
∂uni
∂ν

< 0 � ����
∂uni
∂ν

< 0,
∂uni
∂ν

→ −∞
	
��� n→ ∞�

(��� wi, u
n
i ∈ C1

0(Ω)� ����� 	
� �!���� n1 ∈ IN ��� 	
� un1
1 < w1 �

∂un1
1

∂ν
<

∂w1

∂ν
�

)����������� �!���� n2 ∈ IN ��� 	
� un2
2 < w2 �

∂un2
2

∂ν
<
∂w2

∂ν
� (�*� n0 = max {n1, n2} �

��� 	
� dn0
1 > b1� ��� b1 � �� ���� +��,���� (IV )� -����� ���� (un0

1 , u
n0
2 ) � ���
��� �

."�/0 ����� ���� i = 1, 2�

−Δpu
n0
i =

2∑
j=1

aijψp(u
n0
j )− bn0

1 + tiφi + hi

≤
2∑

j=1

aijψp(u
n0
j )− b1 + tiφi + hi

≤ fi(x, u
n0) + tiφi + hi

���� � u = (un0
1 , u

n0
2 ) � �
����
��� � (St) 	
� �����1�& u << w� �

2 ��,!��� ���
���� � � ����� � �
� � �
������
��� ���� ���������

������� ��	
� ����� u, u ∈ (C1(Ω)
)2
��� � ������������ �� (St) �������
������� ���

��� u ≤ u �� Ω� ��� u ≤ 0 ≤ u ����� ∂Ω� ����� �	
��� u ∈ (C1(Ω)
)2
������� �� (St)

��� ��� u ≤ u ≤ u �� Ω � u = 0 ����� ∂Ω�

 ������������ $���������� �� ���������

Nt :
(
C1

0(Ω)
)2 → (L∞(Ω))2 e T : (L∞(Ω))2 → (C1

0(Ω)
)2

�3���� ���� ��� i = 1, 2� ���

Nt(v) = (N1(v), N2(v)) , onde Ni(v) = fi(x, v) + σ|vi|p−2vi + tiφi + hi



����� ��� ∗ �	
��
��	  ������ ��

� T (v) = (T1(v), T2(v)) = (w1, w2) ��� � �����	� ��� (w1, w2) 
 ������ ��

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpw1 + σ|w1|p−2w1 = v1 ; x ∈ Ω

−Δpw2 + σ|w2|p−2w2 = v2 ; x ∈ Ω

w1 = w2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

�������� 	���
� Qt :
(
C1

0(Ω)
)2 → (C1

0(Ω)
)2

��� Qt = T ◦Nt������ ��� u � ���	� ���

�� Qt ��� � �����	� ��� u 
 ��� ������ �� (St)� �	�������� � ������� ��� 	���� ��� Qt


 ������	�� ������������

B =
{
u ∈ (C1

0(Ω)
)2

: u(x) ≤ u(x) ≤ u(x)
}
,

	���� ��� B 
 �� ������	�  ��!��� � ���"���� #����� ��� �����$��� �� ���������� (II)

� (III) 	���� ��� Qt(B) ⊂ B� � ���� ������� ��� Qt(B) 
 ����	���� #����� ���� �������

�� %��	� &��� �� '�!����� ����	� u ∈ (C1
0(Ω)
)2

� ���� 
 ���	� ��� �� Qt� �� ����� ����	�

u ∈ (C1
0(Ω)
)2

������ �� (St) 	�� ��� u ≤ u ≤ u �� Ω� �

��� �����	��
	� 	 �����

# ��(���	� ��������� ���� ��� ��	��� ����	����	� �� ������� ��)* 	������+�� t =

−C0e�

���������� 	
��
 ��� C0 ∈ R ���� ���	
� M =M(C0) > 0 
� ��� 	� u � �� 	������

�� (St) �� t ≥ −C0e� ��
�� ‖u−‖∞ ≤M �

,�� �������-���� �� %�������� ��). 
 � ��(���	� �����	��� � ������	� �� �����

(L∞(Ω))2 �� u�

������ 	
��
 �� 
��� t0 ∈ R� ���	
� R > 0 
� ��� � ��� ��� (St) ��� ��		�� 	������

u !�� ���� ‖u‖ ≥ R �� t ≥ t0e�

"����	
����� '����!� ��� ������� ��� {un} 
 ��� ����-���� �� ����/�� �� (Stn) ���

0 < ‖un‖ → +∞ ���� {tn} 
 ��� ����-���� 	�� ��� tn ≥ t0e� ����� wn = (wn
1 , w

n
2 ) =(

un1
‖un‖ ,

un2
‖un‖
)

� ��(�� ���

−Δp(w
n
i ) =

fi(x, u
n)

‖un‖p−1 +
tni

‖un‖p−1φi +
hi

‖un‖p−1 �i = 1, 2.0��*1



����� ��� ∗ �	
��
��	  ������ ��

���� �����	
 ��� ��	�� ��� ‖(un)−‖ ≤M � ���� ‖un‖ = ‖(un)+‖ �
�
 n ���������	����
��
���� ��	� fi � ��
���	������
 � ���
� ��������� (V ) � (IV ) ��	�� ��� ������ �	


�����
��� C1 > 0 �
� ���

f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≥ f1(x, u

n
1 ,−M)− C1 ≥ f1(x, (u

n
1 )

+, 0)− o(1)
∥∥(un)+∥∥p−1 − C1

≥ c11|(un1 )+|p−1 − b2 − o(1) ‖un‖p−1 − C1

��

f2(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≥ f2(x,−M,un2 )− C1 ≥ f2(x, 0, (u

n
2 )

+)− o(1)
∥∥(un)+∥∥p−1 − C1

≥ c12|(un2 )+|p−1 − b2 − o(1) ‖un‖p−1 − C1

��� ����� �
��� ��
��� 
 �������� (I) ��	�� ��� ������ �����
��� C2 > 0 �
� ����

fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un1 |p−1 + |un2 |p−1

)
+ C2

 ���� �!��	��

c11|(un1 )+|p−1 − b2 − o(1) ‖un‖p−1 − C1 ≤ f1(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un1 |p−1 + |un2 |p−1

)
+ C2

��

c12|(un2 )+|p−1 − b2 − o(1) ‖un‖p−1 − C1 ≤ f2(x, u
n
1 , u

n
2 ) ≤ C

(
1 + |un1 |p−1 + |un2 |p−1

)
+ C2

"��#��

C11|wn
1 |p−1 − b2

‖un‖p−1 − o(1)− C1

‖un‖p−1 ≤ f1(x, u
n
1 , u

n
2 )

‖un‖p−1 ≤ C
(
1 + |wn

1 |p−1 + |wn
2 |p−1
)
+

C2

‖un‖p−1

$��%&

��



����� ��� ∗ �	
��
��	  ������ ��

C12|wn
2 |p−1 − b2

‖un‖p−1 − o(1)− C1

‖un‖p−1 ≤ f2(x, u
n
1 , u

n
2 )

‖un‖p−1 ≤ C
(
1 + |wn

1 |p−1 + |wn
2 |p−1
)
+

C2

‖un‖p−1

�����

�	
	� �
� �� � ��������

{
fi(x, u

n
1 , u

n
2 )

‖un‖p−1

}
� �������� � Lp

′
(Ω)  �	�����	� � ��������

� W−1,p
′
(Ω)� ��	 ��� ��� ��	� �� −Δp(w

n
i ) � �������	 � W−1,p

′
(Ω)�  �	�	

hi(x)

‖un‖p−1 ��� � ��	� �
� �� � �������� � W−1,p
′
(Ω)� �	
	� � ��������

tni
‖un‖p−1

� ��������  �������	 � ��� �� �������� � ����!��	� �	��	� ������� �� �	�"�


����� ��
�� ρi ≥ 0� i = 1, 2� �	� 	���	 ���	� ��	� �� 	 	����	� K : Lp
′
(Ω) → W 1,p

0 (Ω)

� �	��#��	  �	�����	� � 	�� �
� �� � ���������

wn
i = K
[
fi(x, u

n
1 , u

n
2 )

‖un‖p−1 +
tni

‖un‖p−1φi +
hi

‖un‖p−1

]
���$�

�	���� ��� �� �������� %	����� �	�"�
�� ���� ��
�� wi� �	� ‖wi‖ = 1� �

W 1,p
0 (Ω)� i = 1, 2� &	���������� �����	 ψ ∈ W 1,p

0 (Ω)�ψ ≥ 0 �	�	 %��'(	 ��� �

���  �� )��*��� (V )  (IV )� ��	�

∫
Ω

|∇wn
1 |p−2∇wn

1∇ψ =

∫
Ω

f1(x, u
n
1 , u

n
2 )

‖un‖p−1 ψ +

∫
Ω

tn1
‖un‖p−1φ1ψ +

∫
Ω

h1

‖un‖p−1ψ

≥
∫
Ω

(
c11|(un1 )+|p−1 + c12|(un2 )+|p−1 − b2 − o(1) ‖(un)+‖p−1

‖un‖p−1

)

+

∫
Ω

tn1
‖un‖p−1φ1ψ +

∫
Ω

h1

‖un‖p−1ψ

 �������	 �	 ����� ���� n→ +∞�

∫
Ω

|∇w1|p−2∇w1∇ψ ≥
∫
Ω

(
c11|w+

1 |p−2w+
1 + c12|w+

2 |p−2w+
2

)
ψ +

∫
Ω

φ1ρ1ψ

+����	 	 ���	 ����	�#��	 ���� wn
2 � 	 ��	� �� (w1, w2) � �	��'(	 �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpw1 ≥ c11|w+

1 |p−2w+
1 + c12|w+

2 |p−2w+
2 + ρ1φ1 ; x ∈ Ω

−Δpw2 ≥ c21|w+
1 |p−2w+

1 + c22|w+
2 |p−2w+

2 + ρ2φ2 ; x ∈ Ω

w1 = w2 = 0 ; x ∈ ∂Ω



����� ��� ∗ �	
��
��	  ������ ��

������	�� 
�� wi ≥ 0� ��� i = 1, 2� �� ����� ������ 
�� ������ xi ∈ Ω ��� 
��

wi(xi) < 0� ��	� wi ∈ C1(Ω)� ��������� Ω̃i = w−1
i ((−∞, 0)) � Ωi ⊂ Ω̃i � ��	������

������ 
�� �����	 xi� ����	� ��� i �= j ��	�� 
��

⎧⎨⎩ −Δpwi ≥ cij|w+
j |p−2w+

j + ρiφi ; x ∈ Ωi

wi = 0 ; x ∈ ∂Ωi

���� ������� �� 	���	� ��	�� 
�� wi ≥ 0 �	 Ωi� � 
�� � �	� ��������� � ��	 �

��!��� � �� Ωi� ����	� � � ������ xi ∈ Ω ��� 
�� wi(xi) < 0 � ������� vi ≥ 0� ���

i = 1, 2� ��	� wi ≥ 0� ��"�� �� ��#���� (IV ) � ������� �� 	���	� �� $�%
��% 
��

wi > 0� ��� i = 1, 2� ��� ����� ����� ���� ��!���&�� �� E(A2) � λ1 (Δp + A2) ��	�� 
��

0 ∈ E(A2) � ����	 0 ≤ λ1 (Δp + A2)� � 
�� ��������% � ��#���� (IV )� �

��'��� �� (����	� ��)* �+��	�� �� ��"����� ����	���'� � ����� �� ���	�
(
C1(Ω)
)2

�� �	� �'������ ����� � �� (St)�

������� ��	
� ��� t0 ∈ R
2� ���	
�� R̃, R > 0 
�	 ��� �� 
��� t0 ≤ t ≤ Re� 	� u �

�� 	������ �� (St)��
�� ‖u‖
(C1(Ω))

2 ≤ R̃�

�����	
����� ���� t0 ∈ R
2� ��!�� C0 = max {(t01)−, (t02)−} ≥ 0� ,�"�� �� (����	�

��)* 
�� ��� ���� t ≥ C0e� �� u � �	� ����� � �� (St) ��� � ‖u‖ ≤ R� ��� ����� �����

��	� u � ����� � �� (St) ��	��⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−Δpu1 = f1(x, u1, u2) + t1φ1 + h1, ; x ∈ Ω

−Δpu2 = f2(x, u1, u2) + t2φ2 + h2, ; x ∈ Ω

u1 = u2 = 0 ; x ∈ ∂Ω

��	� (u1, u2) ∈ [−M,R]2 ��	 M "�������� �� (����	� ��-.� |fi(x, u1, u2)| ≤ Ri ���

(x, u1, u2) ∈ Ω×[−M,R]×[−M,R]� i = 1, 2 � ��� � ��	�� 
�� di(x, u1, u2) = fi(x, u1, u2)+

tiφi + hi � �	� ���� � �� �����������/ 
�� �������%

|di(x, u1, u2)| ≤ Ri +R ‖φi‖∞ + ‖hi‖∞ ≤ C2.

���� (����	� ���� u ∈ (C1,α(Ω)
)2

��� 0 < α < 1 � ‖u‖
(C1,α(Ω))

2 ≤ M̃(C2)� ��������

������ R̃ > 0 ��� 
�� ‖u‖
(C1(Ω))

2 ≤ R̃� �

��	 � ������� ��� ���������� ����������� ��'�	�� � ��"����� ���������0



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

���� ����� �����
 R > 0 ��� ��
 � �����
�� (St) �� ������ ������� ���� t > Re�

	
���������� �� ����	 
������� t0 = (0, 0)	 � ���� R > 0 ���� ���� ������� ����	 ��

u � ������� �� (St) ���� t > t0e ������ � ���
����	 ����� ‖u‖ ≤ R	 � ��� ����������

�� ����������� ��������� �� ���� �� 	 ����� !�� ‖u‖(C1)2 � ������� "�� ����� ����	 u

�����#� ��
(
W−1,p

′
(Ω)
)2

� �!����� #������	

−Δpu = f(x, u) + tφ+ h

���� �� ������ −Δpu, f(x, u) ��� ������� ��
(
W−1,p

′
(Ω)
)2

� $����!����������	 �%��&

��� !�� � 
������� ��� ���'������ t ���� �� !��� � ���%���� (St) ��� ������� � �������

(��� �	 �)��� R ∈ R ��� !�� � ���%���� (St) ��� ��� ������� ���� t > Re� �

��� �����	
���� �� ������� ���

*���� �����	 ���+���� � ����� �� ���� �� ����,&-
.����� ����� 
�� � !�� �/ �� ����

�� ���0�� ���������	 ������������ � ������� ���� ���������

Y =
{
(y1, y2) ∈ R

2 : (y1, y2) = λ(t1, t2), t1 �= t2 , λ ∈ R
}

���� (t1, t2) � � #���� ���� � !��� � ������ (St) ��� �������1#�� ��%����� �����2�

"��� 
��� y ∈ Y 	 
���������� � 
�������

S = {s ∈ R : (Sy+se) ��� �� ����� ��� ��	�
��}

*������ !��	 ���� !�� �� ���� �� -���� 3.3 ����� !�� S �= ∅	 � ���� ���� ����	 S �

������ ������������� 3��� ����	 ����� �� "�������� ��45 � �� ������� ��4 !��	 ��

t ∈ S ����� s ∈ S ���� ���� s ≤ t� �����	 ���� y ∈ Y 	

υ∗(y) = supS.

3������� !�� � ���
���� y �→ υ∗(y) � ���
.�+����



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

�� ����� 	�	�
 y, z ∈ Y ��� y �= z� ��
�	�����
 Υ∗(y) = y + υ∗(y)e � Υ∗(z) =

z + υ∗(z)e� ��
�����
 ��� Υ∗(y) �< Υ∗(z) � Υ∗(z) �< Υ∗(y)� ��������
 ��� ��
��	�

��� Υ∗(y) < Υ∗(z)� ���� ���
�� ε > 0 ��� ��� y + υ∗(y)e+ εe < z + υ∗(z)e� �
�� �

y + υ∗(y)e+
ε

2
e < z + υ∗(z)e− ε

2
e����� 

!��� z + υ∗(z)e− ε
2
e < Υ∗(z)� (Sz+υ∗(z)e− ε

2
e) ��

�� 
���"��� � ��� ����� � (Sy+υ∗(y)e+ ε

2
e)

��� 
���"��� � ��� �����	�# � 	�$�"�� 	� υ∗(y)� �� ��
�� ����� ���%���
 ��� Υ∗(z) �<
Υ∗(y)�

&

��� ���
��� i, j ∈ {1, 2} ���
 ���

yi + υ∗(y) ≥ zi + υ∗(z) � yj + υ∗(y) ≤ zj + υ∗(z)

'���

υ∗(z)− υ∗(y) ≤ yi − zi ≤ |y − z|

�

υ∗(y)− υ∗(z) ≤ zj − yj ≤ |y − z|

(������� |υ∗(y)− υ∗(z)| ≤ |y − z| ���� ��������
� ��$�

Υ∗ = {y + υ∗(y)e : y ∈ Y} .

)���
 ��� Υ∗ � ��� ���%� *��
����#��� ��� 	�%�	� R
2 �� 	��
 ��������


L = {y + se : s < υ∗(y), y ∈ Y} � N = {y + se : s > υ∗(y), y ∈ Y} .

����� �� �	 ��+�� 	� 	�$�"�� 	� S � υ∗ ��� 
� t ∈ L� ���� (St) ��� ���� ���


��� 
���"��� &+���� 
� t ∈ Υ∗� t = y∗ + υ∗(y∗)e� ���� ��+�� y∗ ∈ Y � (��� 	�$�"�� 	�

υ∗(y∗) ���
�� {tn} ⊂ R ��� ��� tn → υ∗(y∗) � (Sy∗+tne) ��� 
���"�� un� ��� ���	� 	�

+������	�	�� 
�������
 ��� tn � ���
����� !��� un � 
���"�� 	� (Sy∗+tne)� ���� ��	�

ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω)�∫

Ω

|∇uni |p−2∇uni ∇ϕ =

∫
Ω

(fi(x, u
n
1 , u

n
2 ) + (y∗i + tn)φi + hi)ϕ, i = 1, 2.����� 

(��� ���,��
� (I)� )������ ��-� � *��� ��--� ��� t0 = y∗+ t1e �t1 � � �������� �������

	� 
���.��� � ����
� ���� i = 1, 2�



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

|fi(x, un1 , un2 ) + (y∗i + tn)φi + hi| ≤ C
(
1 + |un1 |p−1 + |un2 |p−1

)
+ |y∗i + tn| ‖φi‖∞ + ‖hi‖∞

≤ C
(
1 + R̃p−1

)
+
(
R + |t0|) ‖φi‖∞ + ‖hi‖∞ ≤ M̃.

���� ���� 	��
��� � ����� ��� {un} � �������� ��
(
C1,α

0 (Ω)
)2

� ����� ������ ���

������������ �����
����� unk → u∗ ��
(
C1,β

0 (Ω)
)2

� 0 ≤ β < α� ����� ��
��� ������� �

������ ������ nk → ∞ �� ���� �������

∫
Ω

|∇u∗i |p−2∇u∗i∇ϕ =

∫
Ω

(fi(x, u
∗
1, u

∗
2) + tiφi + hi)ϕ, i = 1, 2.

���� �� u∗ � ����!"� �� (St)� #�
����� (St) ��� ����!"� ��
� t ∈ Υ∗�

����� �� ��	 $���
���� ��� ��
� ���� t ∈ N � � �
������ (St) �"� ��� ����!"�� ��

����� �� t ∈ N � �%����� y ∈ Y � s > υ∗(y) ���� ��� ti = yi + s� &��� s > υ∗(y)� ����� ���

(St) = (Sy+se) �"� ��� ����!"� ���� ��'��!"� �� υ∗(y)�

����� �� ���	 (�%���� s < T (R1) ��� T (R1) ���� �� ���� ��) � ��*� υ∗ = T (R1)�

���� ��'��!"� �� υ∗(y) ���+�� ��� υ∗ ≤ υ∗(y)� ��'��

Υ∗ = {y + υ∗e : y ∈ Y} .

	���� ��� Υ∗ ������ L �� ���� ���*�����

M = {y + se : s < υ∗, y ∈ Y} , O = {y + se : υ∗ < s < υ∗(y), y ∈ Y}

#��� 	��
��� �,�� �%���� R > 0 �
���� � ��'������ ��� ��� �� ut0 � ����!"� �� (St0)� ���

t0 = y0 + te � t ∈ [s, υ∗ + 1] ���"� ‖ut0‖(C1
0 (Ω))

2 < R� -��� ������ ������� ����
 R > 0

�
���� �� ��
�� ��� Λ ⊂ BR� ����� BR � ���� ��
(
C1

0(Ω)
)2

� Λ � ���*���� ��'���� ��

.�!"� 3.3� /��� ��� ut0 � ����!"� �� (St0) �� � ������� �� ut0 � ����� '%� �� ���
���


�������� Ht0v = u� ���� u � ��� ����!"� �� ������� ���
�����

⎧⎨⎩ −Δpu+ Ψ̃p(u) = f(x, v) + Ψ̃p(v) + t0φ+ h, ; x ∈ Ω

u = 0 ; x ∈ ∂Ω

&������
���� � �������� 0�������� �����������

H : [s, υ∗ + 1]× BR → (C1
0(Ω)
)2
, H(t, u) = H(y0+te)u.



����� ��� ∗ 	
��������� �� �
��
�� ��� ��

������

deg(I −H(y0+te), BR, 0) = deg(I −H(y0+(υ∗+1)e), BR, 0) = 0.

	�
�� 	�� ����
��� �� υ∗� H(y0+(υ∗+1)e) ��� 	����
 	���� ���� ����� ���  	��	�
����

� ���
��� �� ��� �� ������������� ����� ���

deg(I −H(y0+te), BR − Λ, 0) = deg(I −H(y0+te), BR, 0)− deg(I −H(y0+te),Λ, 0) = −1,

�������� � 	�����  (St0) 	����
 ���� ������� ��� ��� 	�������  Λ� ����� �� t0 ∈ M
� 	�����  (St0) 	����
 	���  ���� ��� �����!�� �
��
����



�������� �

����	����� �� ���
��

� �������� 	�
����� � �������� ���� ������� � ������ ��	� p > 1� ��	� ����	�


������
 
��	� � ����
�	���� ���� ����

������� ��	 ����� ��	��� ���!� ����� v > 0� u ≥ 0 ��	�
��������� �����

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − p

up−1

vp−1
∇u|∇v|p−2∇v�"��!

��

R(u, v) = |∇u|p −∇
(
up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v�"�#!

������ ���	
���� L(u, v) = R(u, v)����� 	
��� L(u, v) ≥ 0 � L(u, v) = 0 ����� �� Ω ��

� ������� �� ∇(
u

v
) = 0 ����� �� Ω�

������������� ���� ��� ��	�� 
�	������� ∇
(
up

vp−1

)
���� ��� ��� L(u, v) = R(u, v)�

� ��	�� 
� 
����	������ 	���� 
� 
�	����
�
� 
� ������	�� αβ ≤ |α|p
p

+
|β|q
q

���

α = |∇u| � (
u|∇v|
v

)p−1� ��
�
1

p
+

1

q
= 1����	 �	������������� ����	

L(u, v) = |∇u|p − p
up−1

vp−1
|∇v|p−2|∇v||∇u|+ (p− 1)

up

vp
|∇v|p

+p
up−1

vp−1
|∇v|p−2 [|∇v||∇u| − ∇v∇u] .

��



��

������	
�� �� L(u, v)(x0) = 0�  u(x0) �= 0� ���� ��
�� �� |∇v||∇u| = ∇v∇u
 |∇u| = (

u

v
)|∇v|� ���� �� ∇u = (

u

v
)∇v �� ∇(

u

v
)(x0) = 0� �������
�� 	���	 S =

{x ∈ Ω : u(x) = 0}� ���� ��� �� ∇u = 0 ����� x ∈ S�  ∇(
u

v
) = 0 ����� x ∈ S�

����	��� �������
�� �� ∇(
u

v
) = 0 ����� x ∈ Ω  ��
� ����������	 u = kv �	�	 	���
	

�����	�� k� �



�������� 	


��� �� �������������

�����������	
� ��� ������ ��������
� � ��
�������� �
 ���� �� ���������������

�
	�����	
� �
	 � ��� ������
� ���� 	�
��� �������� ���� �
� � �	��
 !"#�

�������� 	
�
 ����� Ω �� ����	
 ����	�
� B �����
 � ������ 	�� ��� Ω ⊂ B �

K : Ω → B ��������
 �
�	�����

��� �����
� ��� K � �
����	
 �� K(Ω) � ����	������	� �
����	
� ��	
 �� K(Ω) � �
� 

���	
�

���� �����
� ��� Φ = I −K : Ω → B � ��� ���	������
 �
����	� � ���	��� ����


K � �
����	
�

��� 	
�
 ����� K : Ω → B �� 
����
� �
����	
� Φ = I − K ��� ���	������


�
����	� � ���	��� � b ∈ B − Φ(∂Ω)� !�	�
�

��� Φ � ��� ��������
 "������ ��	
 �� � ���#�� �
� Φ � �� "����
 � "����
�

���� Φ � ��� ��������
 ��$����� ��	
 �� � ���#�� ������� �
� Φ � �� �
����	
 �

�
����	
�

����� ���� r = ��� (b,Φ(∂Ω)) > 0� !%��	� ��� ��������
 Kr : Ω → B � �
�	
 &��	
 	��

��� ‖K − Kr‖ ≤ r
2
�

"$



��

�������� 	
�
 ���� r = ���� (b,Φ(∂Ω)) > 0� ������	 Φr = I − Kr� �
�� Kr : Ω → B
�� ��	�� 
��� ��� ��� ‖Φ− Φr‖ = ‖K − Kr‖ ≤ r

2
� ���� ��� ���� (b,Φr(∂Ω)) ≥ r

2
> 0�

��
���	�

deg (I −K,Ω, b) := deg (I −Kr,Ω, b) .

��	
��� ��	� ������ �	��	�
���
� �� 	�� �
 �
	���������
	�

����������������
 �� �	��� �
��� Φ = I − K : Ω → B ��� �
	��	 �!"� ��������#


$���
 ��� %�&�����!� U �
 K �� 
���!� ��� ��
	���	
� ��������� K(Ω,B) ��� '�

��	� ���� S ∈ U �
���#

b /∈ (I − S)(∂Ω) e deg (I − S,Ω, b) = deg (I −K,Ω, b) .

��(��)�%�	�*���� ��	 +��������� �
�� H ∈ C
(
Ω× [0, 1],B) ���� ��	

H(x, t) = x−K(x, t),

���
 K : Ω × [0, 1] → B , ��������� �
 b /∈ H(∂Ω × [0, 1]) 
��"� deg (H(., t),Ω, b)

, ��������
 ��	� ���� t ∈ [0, 1]�

��-��.�	����&�!"�� �
�� I � �	��
!"� ���/���� �
 Ω 
� B# ���� ,# I(x) = x# 
��"�

deg (I,Ω, b) =

⎧⎨⎩ 1 ; b ∈ Ω

0 ; b /∈ Ω

��0� �
 b /∈ Φ(Ω)# 
��"� deg (Φ,Ω, b) = 0�

��1��2$���3���� �
 ����!"�� �
 deg (Φ,Ω, b) �= 0# 
��"� 
$���
 x0 ∈ Ω ��� '�
 Φ(x0) = b�

�����2$���"�� �
�� K �� 4
����� ������� 
� Ω ��� '�
 b ∈ Φ(K)� 2��"�#

deg (Φ,Ω, b) = deg (Φ,Ω−K, b) .

5 �
����
 	
������� , ��� 
�
	���&�!"� �� �
�	
�� �� ����� 6$� �
 7	��8
	 ��	�


���!�� �
 ���
��"� ��6����� 9�	� ����	
� �
����
� �� 	
 � �
�����	�!"� %
�� ��	 
$
��

��� ��(�



��

������� ��	� ����� B �� ����	
 �� ����� � K ⊂ B �
���
 � �
�����
� �� F :

K → K � ��� ������	�
 �
���� ���
 F ������ �
�
 ��
�

���
����	�
� ����� K ��	
���� 
��� ���� ε > 0 
���	�� ������ K ��	 N(ε) ������

������� Bε(xk) k = 1, ..., N = N(ε)� ������ 
�� Kε � ���������� ������� �� xk � ���������

� �
������� Iε : K → Kε ���� 
��

Iε(x) =

∑
i ���� (x,K − Bε(xi)xi)∑
i ���� (x,K − Bε(xi))

��	�� ��� Iε ���� ��	 ������� � � �������� ���	 ����� 
��� ���� x ∈ K

|Iε(x)− x| =

∣∣∣∣∑i ���� (x,K − Bε(xi)(xi − x))∑
i ���� (x,K − Bε(xi))

∣∣∣∣
≤
∑

i ���� (x,K − Bε(xi))|xi − x|∑
i ���� (x,K − Bε(xi))

≤ ε.

����� � �
������� Fε = Iε ◦ F �  �	�� ��� Fε : Kε →: Kε ��	 
���� ��� xε� !������� �

�	� �������"���� �� ���������� 
���	�� ����	�� ��� xε → x0 ��#�

|Fε(xε)− xε| = |Fε(xε)− Iε (F (xε))| ≤ ε.

����� F �������� $�%���� ε→ 0 ��	�� ��� x0 � 
���� ��� �� F � �

&�	� �������"���� �� �����	� �������� ��	��


������� ���� ����� B �� ����	
 �� ����� � K ⊂ B �
���
 � ������
� �� F :

K → K � ��� ������	�
 �
���� ��� ��� F (K) � �����
�����
� ���
 F ������ �
�


��
�

���
����	�
� '���� �
����� � �����	� �������� �� ��#����� ���(���� �������)��	
����

K̃* +��,� �� ���������� ������� �� F (K)� �
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