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Resumo

Nesta tese classificamos as imersées isométricas f : M — S™7P x R com
m >3, p<m-—3ec <1, em que M" denota uma variedade Riemanniana com
curvatura seccional constante igual a c. Obtemos resultados parciais sobre a classificagao
das imersoes isométricas f : M — H™P xR com m > 3, p < m—3ec < 0.
Caracterizamos ainda as hipersuperficies f : M3 — Q%(c) para as quais existe outra
imersio isométrica f : M3 — L* em que Q*c) e L* denotam, respectivamente, uma
forma espacial Riemanniana com curvatura constante igual a ¢ e o espaco de Lorentz de

dimensao 4.

Abstract

In this thesis we classify the isometric immersions f : M — S™* x R with
m >3, p<m—3and c <1, where M denotes a Riemannian manifold with constant
sectional curvature equal to c¢. We obtain partial results on the classification of isometric
immersions f : M — H™ x R with m > 3, p < m — 3 and ¢ < 0. We also characterize
the hypersurfaces f : M? — Q%(c) for which there exists another isometric immersion
f: M3 = L4, where Q*(c) and L* denote a 4-dimensional space form of constant sectional

curvature ¢ and the 4-dimensional Lorentz space, respectively.
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Introducao

Um tépico central na teoria de subvariedades é o estudo de imersoes isométricas f :
M — Q™*P(¢) de uma variedade Riemanniana M!™ com curvatura seccional constante
c e dimensao m. Aqui, e em todo o trabalho, QY (¢) denota uma variedade Riemanniana
completa e simplesmente conexa de curvatura seccional constante ¢ e dimensdo N. E um
fato conhecido que QN (¢) ¢ isométrica a esfera SV (¢) € RN*! de raio 1/v/ése é > 0, ao

espaco Euclidiano RY se é = 0 e ao espaco hiperbélico

HY = {X = (z¢,...,v5) €LV - (X, X) = =, 25> 0}

O =

se ¢ < 0, em que LY*! denota o espaco de Lorentz de dimensdo N + 1.

Com auxilio de sua teoria de formas quadréticas exteriormente ortogonais, E.
Cartan mostrou, dentre outras coisas, que, se f : M — Q™P(¢) é uma imersao
isométrica com ¢ < ¢, entao p > m — 1 e, se p =m — 1, entdao f possui, necessariamente,
fibrado normal plano. Posteriormente, J.D.Moore ([I7]) desenvolveu a teoria de formas
bilineares Euclidianas com valores em espagos vetoriais munidos de formas bilineares (-, )
nao-degeneradas, estendendo a teoria de formas quadraticas exteriormente ortogonais de
Cartan, que corresponde ao caso em que (-,-) é positivo-definida. Com auxilio de sua
teoria, Moore inicialmente reobteve um resultado devido a O’Neill [18], segundo o qual
a segunda forma fundamental uma imersao isométrica f : M — Q™*P(¢), com ¢ > ¢ e

p < m — 2, se decompoe ortogonalmente como

of = el I+, (0.0.1)

em que 1 é um campo unitario normal a f. Além disso, se p = m — 1 e of(z) nao se
decompoe como em ((0.0.1)), Moore provou que f deve ter fibrado normal plano em z. Um
ponto x € M no qual o se decompde como em (0.0.1)) é denominado um ponto fracamente
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umbilico para f. Se todos os pontos x € M forem fracamente umbilicos para f, diremos
que f é fracamente umbilica.

Posteriormente, Dajczer e Tojeiro mostraram em ([7]) que uma imersao isométrica
f: M™ — Q™P(¢), com ¢ > ¢ e p < m— 2 ¢ localmente em um subconjunto aberto
e denso de M™, uma composigao f = i o h, em que i: M — Q™"!(¢) é uma inclusao
umbilica e h: U — QI'*P ¢ uma imersio isométrica de um aberto U C Q™*+!(¢) contendo
i(M?™). O mesmo resultado ¢ ainda valido se p = m — 1 e f ¢é fracamente umbilica.
Exemplos explicitos de imersdes isométricas f: M™ — Q*"1(¢), ¢ > ¢, sem pontos
fracamente umbilicos, foram construidos em ([9]) usando a transformagao de Ribaucour.

Neste trabalho estudamos as imersoes isométricas f: M™ — Q"(e) X R, € €
{=1,1}. Observe que Q"(¢) x R admite um mergulho isométrico canénico em E"2
em que E"2 denota o espaco euclidiano R"2 ou o espaco de Lorentz L"*2, conforme
seja € = 1 ou —1, respectivamente. Em particular, para ¢ = 1, tal estudo se insere no
problema classico de estudar as imersoes isométricas de variedades Riemannianas com
curvatura seccional constante no espaco Euclidiano.

Superficies com curvatura Gaussiana constante de Q?(¢) X R foram estudadas em
[1] e [2], com énfase em suas propriedades globais. Os autores mostraram que nao existem
superficies completas com curvatura Gaussiana constante ¢ em S? X R (respectivamente,
H? x R) quando ¢ < —1 e 0 < ¢ < 1 (respectivamente, ¢ < —1). Mostraram também
que uma superficie completa com curvatura Gaussiana constante ¢ > 1 (respectivamente,
¢ > 0) de S? X R (respectivamente, H? x R) é necessariamente de rotagio, e suas curvas
geratrizes foram determinadas explicitamente.

As hipersuperficies de Q™ (e) x R com curvatura seccional constante ¢ e dimensdo
m > 3 foram classificadas por F.Manfio e R. Tojeiro em [14]. Se m > 4 ee = 1
(respectivamente, ¢ = —1), mostrou-se que tais hipersuperficie somente existem, mesmo
localmente, para ¢ > 1 (respectivamente, ¢ > —1). Além disso, para tais valores de c,
uma tal hipersuperficie sempre se estende a uma hipersuperficie completa de rotagao. No
caso m = 3, existe uma tunica classe de hipersuperficies ndo-rotacionais de Q" (e¢) x R com
curvatura seccional constante ¢, com ec € (0,1). Qualquer hipersuperficie dessa classe
¢ dada explicitamente em termos de uma familia de superficies paralelas de Q3(¢) com
curvatura nula.

O principal resultado deste trabalho refere-se a imersoes isométricas f : M —
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S x R com m > 3, p <m—3ec < 1. Nessas hipoteses, mostramos inicialmente
que uma tal imersdao isométrica nao existe, mesmo localmente, se ¢ < 0. Além disso,
mostramos que o caso ¢ = 0 pode ocorrer apenas se p = m — 3 e, ademais, f deve ser um
cilindro vertical sobre uma subvariedade de dimensao m—1 e curvatura nula de S?=3. No
caso em que ¢ = 1, provamos que f(M) é necessariamente uma subvariedade de uma fatia
S™tP x {t} de S"™P x R. O caso mais interessante é aquele em que ¢ € (0, 1), o qual ocorre
também somente quando p = m—3. Obtivemos uma construcao explicita de tais imersoes
em termos de uma familia de imersoes isométricas paralelas pertencentes a uma certa
classe de subvariedades de dimensao m — 1 de Q*™73(¢), a qual denominamos de classe B.
Mostramos que qualquer imersao isométrica g: M™ 1 — Q*™~3(¢) na classe B pode ser

construida, via teorema fundamental das subvariedades, a partir de uma hipersuperficie de

2m—4

m—3 3 denota o espaco

em que R4

Q™(c) que admite uma outra imersao isométrica em R
pseudo-Euclidiano de dimensao 2m — 4 cuja métrica possui indice m — 3. Para m = 4,
obtivemos uma caracterizacao, com interesse proprio, das hipersuperficies que tém essa
propriedade. Construimos exemplos explicitos de imersoes isométricas na classe B, a partir
dos quais produzimos exemplos explicitos de imersoes isométricas f : M™ — Q*™73(¢) xR,
com m > 3 eece (0,1). Para e = 1, as composicoes f = i o f de tais imersdes com
a inclusao canoénica i: S?"3 x R — R?*"! fornecem, em particular, novos exemplos de
imersdes isométricas f : M™ — R?*™! sem pontos fracamente umbilicos.

Como consequéncia de nosso principal resultado, concluimos que uma imersao
isométrica f : M — S™P xR com m > 3, p < m—2e c < 1, de uma variedade
Riemanniana completa M]" existe apenas se ¢ = 1 e f é uma inclusao totalmente geodésica
de S em uma fatia S"1? x {t} de S x R. Se p = m — 3, além de tais exemplos triviais
existem apenas aqueles em que ¢ = 0 e f é um cilindro vertical sobre uma imersao
isométrica g: NJ"~t — §?™=3 com NJ*~! completa.

Apresentamos a seguir uma descricao do contetddo dos varios capitulos desta
tese. Comecamos nosso texto introduzindo, no primeiro capitulo, algumas ferramentas
tteis ao estudo das subvariedades de Q™ P (e) x R, com curvatura seccional constante. Sao
dadas as equacgoes de Gauss, Codazzi e Ricci, além de equacgoes adicionais envolvendo as
partes tangente e normal do campo 9/0t tangente ao segundo fator de Q" *?(e) x R. Tais
equagoes determinam, a menos de movimentos rigidos, uma subvariedade de Q™*?(¢) x R.

Descrevemos também uma classe de subvariedades f: M™ — Q™*?(¢) x R, denominada
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classe A, que possuem a propiedade de que a componente tangente do campo 0/0t é
um autovetor de todos os operadores de forma de f. Sao dadas também a definicao e
as parametrizagoes das subvariedades (respectivamente, hipersuperficies) de rotacao em
QM*P(€) x R (respectivamente, Q”(c)) que tém uma curva como geratriz, em que Q”(c)
denota uma forma espacial pseudo-Riemanniana de dimensao n, curvatura constante c e
indice s € {0,1}.

O segundo capitulo ¢ dedicado ao estudo das imersoes isométricas g: M™ 1 —
Q?™73(¢) pertencentes a classe B. Obtemos uma transformagao de Ribaucour para tal
classe, a qual permite obter novos exemplos de imersoes isométricas nessa classe a partir
de uma dada e de uma solucao de um sistema linear de EDP’s. Em particular, produzimos
exemplos explicitos de elementos dessa classe a partir de uma solucao trivial. Tais
exemplos sao usados no capitulo seguinte para construir exemplos explicitos de imersoes
isométricas f: M™ — Q> 3(e) x R com ec € (0,1) (Ver Segao [3.6).

No Capitulo 3 mostramos o resultado principal deste trabalho, descrito
anteriormente, sobre imersoes isométricas f : M™ — S™P x R com m > 3, p < m — 3.
Obtemos ainda resultados parciais para imersoes isométricas f : M™ — H™? x R com
m>3ep<m-—3.

No quarto e ultimo capitulo estudamos o problema de determinar as
hipersuperficies f: M3 — Q%(c) para as quais M? admite também uma imersao isométrica,
no espaco de Lorentz L*. O principal resultado desse capitulo d4 uma caracterizacio das
solucoes do problema que possuem trés curvaturas principais distintas. No final deste
capitulo, exibimos exemplos explicitos de hipersuperficies que sao solucoes do problema
em questdo. Tal problema foi estudado, em maior generalidade, em [3].

No final do trabalho acrescentamos um apéndice com algumas definicoes
e resultados conhecidos, utilizados ao longo do texto. Tais resultados aparecem

acompanhados de referéncias bibliogréficas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos e enunciamos alguns resultados que sao
utilizados no decorrer desta tese. Os resultados nao demonstrados sao acompanhados de

referéncias nas quais suas demonstracoes podem ser encontradas.

1.1 TImersoes isométricas em Q"(e) x R.

O conteado desta secao estd baseado em [I6] e tem por objetivo fornecer algumas
ferramentas tteis ao estudo de imersdes isométricas, em Q"(e) x R, de variedades

Riemannianas de dimensao m > 3 e curvatura seccional constante.

Sejam f: M™ — Q"(e) x R uma imersdo isométrica e 2 um campo de vetores

unitarios tangentes ao segundo fator de Q" (¢) x R. Entao, um campo de vetores tangente

T e um campo de vetores 1 normais a f ficam definidos por

d
A T 1.1.1
P [T+ (1.1.1)

Derivando (|1.1.1)) e usando que % ¢ um campo de vetores paralelo em Q"(e) X R,

obtemos das equacoes de Gauss e Codazzi que

_ 9 _
0 = anzvxf*T—i-VX'f]
= [VxT+a/ (X, T) - fAIX + Vxn

= [VxT —AlX)+a/(X,T)+ Vxn,

em que V e V denotam as conexoes de Levi-Civita de M™ e Q"(¢) x R, respectivamente,
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enquanto V+ e o/(+,-) denotam a conexdo normal e a segunda forma fundamental de f,

respectivamente. Dal,

VxT = Al X (1.1.2)

ol (X, T) =~V (1.1.3)

para todo X € X(M). Aqui, e em toda esta tese, A{; denota o operador de forma de f na
direcao de n, dado por:

<A£X7 Y> = <af(X7 Y)7 7]>

para quaisquer X,Y € X(M). Note que T é o gradiente da funcao altura

0

h = <f7@*&>7

em que i : Q"(¢) x R — E"*2 denota a inclusao canonica, sendo E"™2 o espago euclidiano

R™*2 quando € = 1 ou o espaco Lorentziano L"2 quando e = —1, e f :=io f. De fato,
. 0 s, . 0
(Vh,X)=X(h) = X(f,z*a> = (f*X,z*a> =(X,T)

para todo X € X(M).
As equagbes de Gauss, Codazzi e Ricci para f sdo, respectivamente (ver, por

exemplo, [13])

RX,)Y)Z=e(XNY = (Y, )X AT+ (X, T)Y AT)Z + ALy ) X — AL ()Y, (1.1.4)

(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z) = e((X, Z)(Y,T) = (Y, Z){X,T))n (1.1.5)

RH(X,Y)E = a(X, AlY) — a(ALX)Y), (1.1.6)



Preliminares 7

em que X,Y,Z € X(M), £ e T(N'M) e (XAY)Z = (Y, Z)X — (X, Z)Y. A equagio
(1.1.5) é equivalente a

(Vx AN (Y, Q) = (Vy AT) (X, Q) = e(n, (X AY)T. (1.1.7)

Embora isso nao seja utilizado no que segue, vale a pena mencionar que

as equagoes (1.1.2) - (1.1.6) determinam completamente uma imersao isométrica

f: M™ — Q") x R a menos de uma isometria de Q"(¢) x R (ver Corolario 3 de
[13]).
Vamos agora relacionar as segundas formas fundamentais e as conexdes normais

de f e f. Primeiro note que = wo¢ é um campo de vetores normal unitario da inclusao

i: Q') x R—E"2 ¢e{-1,1}, em que 7 : E"" x R — E""! & a projecao, e

= . . ., . 0. 0
Vi = W*Z*Z—Z*Z—@*Z,Z*&)Z*E
. 0,0

para todo Z € X(Q"(¢) x R), em que V ¢ a conexdo de E"*2. Logo

ALZ = -7 + (1.1.8)

4y —)=.
’8t>8t

Os espacos normais, N/M e NfM, de f e f, respectivamente, sao relacionados

por
N'M =i, N' M@ span{v},
emque v="0of=mo f Dado ¢ € I'(N/M), obtemos de ((1.1.8) que

@X’l*f = ’l*vxf‘i‘az(f*X?g)
= —LAIX +i.VE+ (X, THE v

donde segue que

Fo_oal
Al = A
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Vi =i, Vi€ + (X, THE ), (1.1.9)
em que V=+ é a conexao normal de f . Por outro lado,
Vv =Vxiof=Vyxi=fu(X — (X,T)T) — (X,T)i.n,
logo
AIX = - X + (X, T\T

ou, equivalentemente,

AT = _InPT e APX = —X, se X € {T}*, 1.1.10
1% /’7 1%

Vi = —(X,T)i,m. (1.1.11)

1.1.1 Classe A

Denotaremos por A a classe das imersoes isométricas f : M™ — Q"(e) x R com
a propriedade de que o campo T, definido em ([1.1.1)), é um autovetor de todos os
operadores de forma de f. Exemplos triviais de tais imersoes sao os cilindros sobre
imersoes isométricas g: N™ ! — Q"(¢), para os quais M™ ¢ uma variedade produto
N txRe f=gxid, em que id: R — R é a aplicacao identidade. Em tais exemplos, o
campo de vetores normais 7 em é identicamente nulo. Exemplos mais interessantes
sao construidos como segue.

Seja g : N™ ' — Q"(¢) uma imersao isométrica. Suponha que exista um
conjunto ortonormal {&;, &, ..., &} de campos de vetores normais paralelos ao longo
de g. Esta hipotese é satisfeita localmente, por exemplo, se g possui fibrado normal
plano. Assim, o subfibrado vetorial £ de posto k do fibrado normal NYN de g, gerado
por &y, &, ...,y &, € paralelo e plano. Sejam j : Q"(¢) — Q' (e)xRei: Q"(e) xR — E"2

as inclusdes canonicas, e j = ioj. Defina & = j.&, 1 <i <k, & = §:= joge é,m = i*%.
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Entdo, o subfibrado vetorial £ de NYN cuja fibra E(z), em & € N™ ! ¢é gerada por
éo, 51, e ékﬂ, é também paralelo e plano. Defina uma isometria de fibrados vetoriais

¢: N™ 1 x EF2 5 E por

k+1

Oay) = Ol y) = 3 viks (1.1.12)

para y = (Yo, Y1, - Yrs1) € EFT2 Seja

f: M™:=N""1txT—-Q"%) xR

dada por
) k+1 )
flw,s) = (io f)(z,5) = ¢=(v(5)) = Y 7il9)&(x) (1.1.13)
i=0
em que v: I — QF(e) x R C E*2 v = (70,..., V&, Yrs1), é uma curva regular suave tal

que Y3 + 7% + ... + 97 = € e Y41 possui derivada nao nula em todo ponto.

Teorema 1.1. [16] A aplicacio f define, em pontos requlares, uma imersdao na classe A.
Reciprocamente, qualquer imersao isométrica f: M™ — Q"(e) x R, m > 2, na classe A

¢, localmente, dada desta forma.

Uma condicao necesséria e suficiente para um ponto (z,s5) € M™ = N™ 1 x R
ser regular para f é dada na parte (i7) da Proposicao abaixo.

A aplicacdo f é um tubo parcial sobre § com fibra +, no sentido dado em [4].
Geometricamente, f(M) é obtida transportando paralelamente a curva ¢, (y(I)), contida
no espaco normal de § em € N"~ !, com respeito & conexao normal de g.

Sejam f : M™ — Q"(e) x R uma imersio isométrica e f = i o f, em que

i: Q") x R — E" ¢ a inclusao canonica.

Corolario 1.2. [16] As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O campo T em € nao nulo e f possui fibrado normal plano;

(13) f possui fibrado normal plano e pertence a classe A;

(i53) f ¢ localmente dada como em em termos de uma imersao isoméltrica g :
N™=1 — Q"(€) com fibrado normal plano e uma curva reqular suave v : I — QF(e) xR C

EF2, v = (Y0, , Yk Vkt1) €OM Yy ndo nulo em todo ponto.
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A proposicao seguinte descreve a diferencial, o espaco normal e a segunda forma
fundamental da imersdo isométrica f definida em (1.1.13). Dados z € N !, X € T,N
e s € I, denote por X™ o tinico vetor em T\, oM tal que 71, X" = X e m, X" = 0, em

que 7 : M™ — N™ e m: M™ — [ sdo as projecoes canonicas.

Proposicao 1.3. Sao vdlidas as seguintes afirmacoes:

(1) A diferencial de f é dada por

k

folw, )X = Go(2)(vo(s)] = D 7i(s) AL (2)) X (1.1.14)
i=1

para todo X € T, N, em que I é o endomorfismo identidade de T, N, e

f*(x,s)—s = ¢.(7(5)). (1.1.15)

(17) A aplicagao f (e, portanto, f) é uma imersao em (x,s) se, e somente se,

k
Py(z) :=0(s)] — Z%(S)Ai (x) = _Aiz(f—y(s)) = _AZ)z('y(s))’ (1.1.16)
i=1

em que Y(s) = (Y0(s), ..., x(s),0), é um endomorfismo inversivel de T, N.

(i1i) Se f é uma imersio em (x,s), entdo

Nf

(z,s)M = E*E(x)l D Qb:v(’}/(S)L) C NfN, (1117)

em que E(x)* e +'(s)* denotam os complementos ortogonais de E(z) em NIN e de +'(s)

em EFY2? | respectivamente, e

Nl oM = iNJ, M @ span{(x o f)(x,5)} = i.N/, \ M & 6. (7(s)), (1.1.18)

em que 7 : E"P2 = Etl x R — E"* € a projecdo canodnica.

(iv) Se f é uma imersio em (x,s), entdo

Al(z, 5) XM = (Py(x) " Al(z) X)™. (1.1.19)
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para quaisquer £ € N(Ji S)M e X eT,N,

Al(, 8)% =0, se & € juB(x)" (1.1.20)
€
P 0.0 9 .
AL @5 = Ty e CEET ey =0 1

Além disso,

Al(z,s) = Al (z,9) (1.1.22)
para todo ¢ € EF2,

Demonstragdo: Dada uma curva suave 8 :J — N™ 1 com 0 € J, 5(0) =z e 5'(0) =
para cada s € [ seja s : J — M™ dada por [s(t) = (6(t),s). Entao 55(0) = (x,s) e
B.(0) = X*. Assim

k+1

fula,s) X" = |t of (Bs(t) |t 0 Z%

k+1

= |t 070( ) |t OZ%

X 3 o)) Al ) X
k

= G«()(y0(s)] — Z%‘(S)Aé r)) X

e ([1.1.14)) segue do fato de que Ag‘ = Agi para todo 1 <7 < k. Além disso,

k+1

f* Z‘,S _8 asz% x ( ))

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente do item (7).
Para provar ([1.1.19), dados & € N(J;S)M e X € T,N, sejam 3 :J — N™le
Bs : J — M™ como no inicio da demonstragao. Entao, usando ({1.1.14) obtemos

ol )AL )X = (V)" = (Sl () = 3. () AL)X
= =G P)P) AL X = = F ) (Pe) AL )XV,
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isto é, vale ((1.1.19). Para provar (1.1.21)), dado ¢ € E*¥*2 com ((,~/(s)) = 0, estenda ( a

um campo de vetores normal paralelo ao longo de v. Entao

("(s),<(5))

&) = 9.7

(s)

em que usamos (|1.1.15) na dltima igualdade. A equacgao (|1.1.21]) segue.

No caso em que a imersdo isométrica f : M™ — Q"(e) x R na classe A é dada

em termos de uma imersao isométrica g : N1 — Q"(¢) com fibrado normal plano, com

k =n —m+ 1, podemos reescrever as afirmacoes da Proposi¢ao [1.4| como segue.

Corolario 1.4. Nas condigcoes acima, sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(1) A diferencial de f ¢ dada por

R, )X = 0. @)00(s) — 3 ()AL ()X

para todo X € T,N, em que I ¢ o endomorfismo identidade de T, N, e

. )

Fo(w,5) 5= = 0a(7(5)).

(17) A aplicagio f (e, portanto, f) é uma imersaio em (x,s) se, e somenle se,

n—m-+1
Py(x) = y() = Y ()AL (2) = =A% =) = =A% (o)
=1

em que ¥(s) = (Y0(8), ooy Yn-m+1(5),0), € um endomorfismo inversivel de T,N.

(iii) Se f é uma imersio em (x,s), entio

Nl yM = 6.(v(s)*) € NIN.

x

(1.1.23)

(1.1.24)

(1.1.25)

(1.1.26)
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(iv) Se f € uma imersio em (z,s), entdo

of (XH,YH) = o9(P,(2)X,Y) —

; 0
e al (XM, 8_) =0, para quaisquer X,Y € T, N, e
s

0 0

of (52 52) = 6:(7"(5)). (1.1.28)

Demonstra¢ao: Os itens (i), (ii) e (iii) seguem diretamente da Proposi¢ao Para

provarmos o item (iv), observe que, para qualquer £ € N(J;’s)]\/[, temos

; 7 s 7 = ([C19),(T123)
(o (X" Y™), &) = (ALXM Y™y = (FA[XT fy™) ===
= (3.ALX, 3P (2)Y) = (ALX, P(2)Y);

= (a(Py(2)X,Y),8),

e (1.1.27)) segue de (|1.1.26). Além disso,

@ (2L 2y 60 = al 2 OV EEB gy ¢

-, _—

0s’ Os $:(0) 95’ s

se ( € E* 2 ((,+/(s)) =0, e (1.1.28)) segue. 1

Observacgdao 1.5. Decorre imediatamente do Corolario [1.4] que, se {X1, ..., X,,_1} ¢ uma

0
base ortonormal de T, N™ ! de direcoes principais de g, entdo %’Xﬁ’ ...,X;"rf_l} é

uma base ortogonal de T(J; s)M' de diregoes principais de f .

1.1.2 Subvariedades de rotagao em Q"(¢) x R

Nesta se¢ao definiremos, com base em [16], as subvariedades de rotagao de dimensao m
em Q"(e) x R que tém curvas como geratrizes. Tal defini¢ao estende aquela dada em [11]
para o caso de hipersuperficies.

Sejam (zg, ..., T,41) coordenadas canonicas em E"™ com respeito as quais a

métrica de E"2 é escrita como

ds* = edxg + dat + ... + da?
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Considere E"! como

E*H = {(z0, s Tny1) € E™? . Tpi1 = 0}

Q"(e) = {(0, ..y xn) EE"™ sl + 27 + ...+ 22 =€} (19 > Osee = —1).

Seja P"~™%3 um subespaco de E"*? de dimensdo n—m+ 3 que contém os vetores

€o € €11, em que {eg,...,e,11} € a base canonica de E"™. Entao
(Q”(e) % R) N Pnfm+3 — anm+1<€) % R.

Denote por Z o grupo de isometrias em E"*2 que fixa os pontos de um subespago P"~™+2 C
P =m+3 que contém a diregao e, 1. Considere uma curva regular v em Q" ™" (¢) x R C

P43 situada em um dos dois hiperplanos de P"~™*3 determinados por P"~™*2.

Definicao 1.6. Uma subvariedade de rotacao em Q"(¢) x R com curva geratriz v e eixo

Pr=m+2 ¢ g 6rbita de v sob a acao de Z.

Segue imediatamente da definicio acima que tal variedade de rotagao possui
dimensao m.
Suponhamos que P"~™*3 seja gerado por €g, €m, ..., €nt1. N0 caso € = 1 suponha,

também, que P""™%2 geja gerado por e, ..., €,41. Escrevendo a curva v como

¥(s) =0(s)eo + > V(s)eimi1 + h(s)enta, (1.1.29)
n—m-+1
com Z 7? = 1, a subvariedade de rotacio, de dimensao m, em S™ x R com curva perfil
=0

v e eixo P"""*+2 pode ser parametrizada por

f(5,8) = (0(8)p1(t), - 70(8)om (), 1(8), s Ynmms1(8), h(5)), (1.1.30)

em que t = (t1,....,tm-1) € ¢ = (¢1, ..., Pm) parametriza S™~1 C R™.
Para ¢ = —1, temos trés possibilidades distintas a considerar, conforme
P72 geja Lorentziano, Riemanniano ou degenerado, e a subvariedade de rotacao sera

denominada, respectivamente, do tipo esférico, hiperbolico ou parabdlico. No primeiro
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caso, podemos supor que P""™%2 geja gerado por €y, €mi1, -, €nt1, € que v seja dada
n—m-+1

por ([1.1.29)), com —v7 + Z 7? = —1. Entdo, a subvariedade de rotacio de H" x R com
i=1

curva perfil v e eixo P""*2 pode ser parametrizada por

F(s:t) = (v0(s), 71(s)o1(t), -, 71(8)m (), 12(8)s -+, Ynemr1(s), h(s)),  (1.1.31)

em que t = (t1,...,tm-1) € ¢ = (¢1, ..., om) Parametriza S"~1 C R™.

No segundo caso, podemos supor que P" ™2 seja gerado por e, - ,€pi1.
n—m+1

Entdo, com a curva 7 também dada por (1.1.29) com —~77 + Z v =-1, a
i=1

parametrizacdo ¢ também dada por (1.1.31), sendo que neste caso ¢ = (@1,..., Om)
parametriza H™ ! c L™,

Finalmente, quando P"~"*2 & degenerado, escolha uma base pseudo-ortonormal

. R 1 R
éo=—=(—eo+en), én=—x=(eoten), é=¢, (1.1.32)

V2 V2

para j € {1,--- ,n—1,n+ 1}, e suponha que P""""2 geja gerado por é,,, -+ ,é,41. Note

que (€, €9) = 0 = (é,,€n) € (€g, é,) = 1. Entdo, podemos parametrizar v por

¥(s) =0(5)é0 + Y Viemr1(5)é; + h(5)éns1, (1.1.33)
com 2799(8)Yn-m+1(s) + D" 72(s) = —1, e a parametrizacdo da correspondente

subvariedade de rotacao nas coordenadas pseudo-ortonormais escolhidas é

m—1
f<$7t) = (707701517 e 7’7075771—17’717 sy Yn—my Vn—m41 — % Z t7,27 h) ; (1134)
=1

em que t = (ty,...,t;,_1) parametriza R™™ v = ~,(s), 0 <i<n—m+1, e h = h(s).
Temos o seguinte teorema de caracterizacao das subvariedades de rotacao em

Q"(e) x R:

Teorema 1.7. [16] Seja f: M™ — Q"(e) x R, € € {—1,1}, uma imersao isométrica tal
que o campo de vetores T, definido em (1.1.1), nao se anule em nenhum ponto. Entao as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) f € uma subvariedade de rota¢io cuja geratriz € uma curva em uma subvariedade
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totalmente geodésica Q"™ 1(e) x R C Q"(e) x R;
(i) f € dada como em em termos de uma imersao isomélrica umbilica
g: N™ 1 — Q" (e);

(7i1) existe um campo de vetores normais ¢ ao longo de f tal que
AlX =< (6> X (1.1.35)

para quaisquer X € {T}+ e £ € T(N'M).

1.2 Hipersuperficies de rotacao de Q?(c).

Denotaremos por Q7(c) uma forma espacial pseudo-Riemanniana de dimensao n,
curvatura constante c e indice s € {0, 1}, isto é, Q7 (c) é uma forma espacial Riemanniana
ou Lorentziana com curvatura seccional constante ¢, conforme seja s = 0 ou s = 1,

respectivamente. E um fato conhecido que Q”(¢) admite uma imersdo isométrica umbilica

n+1

n+1
em R em que R{T

Ste denota o espago pseudo-Riemanniano de dimensao n + 1 cuja

métrica possui curvatura nula e indice s + €y, em que €5 = 0 ou 1, conforme seja ¢ > 0 ou
¢ < 0, respectivamente. Para ¢ = 0, a Q?(c) denota o espago Euclidiano R"™ ou o espago
de Lorentz L, quando s = 0 ou s = 1, respectivamente.

Nesta se¢do definiremos as hipersuperficies de rotagao f : M?> — Qi(c)
sobre uma curva, estendendo a definicao de hipersuperficies de rotacao de formas
espaciais Riemannianas dada em [I2]. Além disso, exibiremos parametrizagoes de tais
hipersuperficies. Tais parametrizacoes serao tteis no Capitulo 4.

Seja P? um subespaco de R2, D Qj(c) de dimensao 3 tal que P*NQj(c) # 0, em

que ¢y = 0 ou 1, conforme seja ¢ > 0 ou ¢ < 0, respectivamente. Denote por Z o subgrupo

do grupo de isometrias de R>, _ que fixa os pontos do subespaco P? C P3. Considere

S+€0

uma curva regular v em Q?(c) = P?> N Q%(c), contida em um dos dois semi-espagos de P>

determinados por P2

Definigao 1.8. Uma hipersuperficie de rotacao f : M3 — Q%(c) com curva geratriz v e

eixo P2 ¢ a orbita de v sob a acdo de Z.

Se P? é nao-degenerado, entdo f pode ser parametrizada por

f(s,u) = (ra(s)epr(w), 1(s)pa(w), 1 (s)ps(w), 1a(s), 15 (s)), (1.2.1)
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com respeito a uma base ortonormal {eq,--- ,es} de R2,  satisfazendo as condicoes (i) ou

(i) abaixo, conforme a métrica em P? possua indice s+ € ou s+ ¢y — 1, respectivamente:

(i) (e;,e;) = 1 paral <i <3, (e3yj,e34;) = €; para 1 < j < 2, com (€, €3) igual a

(1,1), (1,—1) ou (—1,—1), conforme seja s + €y for 0, 1 ou 2, respectivamente.

(ii) (e1,e1) = —1, (e;,e;) = 1 para2 < i <4 e (e5,e5) =€ emque € =1ou €= —1,

conforme s + €, seja igual a 1 ou 2, respectivamente.

Em ambos os casos, temos que P? = span{ey,es}, P? = span{ei,eq,e5}, u = (ug,us),
v(s) = (71(8),74(s),75(s)) é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em
Q3(c) € P? e p(u) = (p1(u), pa(u), p3(u)) é uma parametrizacao ortogonal da esfera
unitéria S? C (P?)* no caso (i) e do plano hiperbolico H? C (P?)* no caso (ii). Diz-se
que a hipersuperficie é, respectivamente, do tipo esférico ou hiperbdlico.

Se P? ¢ degenerado, entdo f ¢ uma hipersuperficie de rotacao do tipo parabélico,

que pode ser parametrizada por

f(s,u) = (M(s), 71 (s)ur, y1(s)ug, 1a(s) — %%(5)(1@ +u2), v5(s)), (1.2.2)

com respeito a uma base pseudo-ortonormal {ey,... e} de R2,  tal que (e1,e;) =0 =
(e4,€4), {€1,64) = 1, (€2,€2) = 1 = (e3,e3) e (e5,e5) = € := —2(s + €) + 3, em que
v(s) = (71(8),74(s),75(s)) é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em
Q?%(c) C P? = span{ey, €4, €5}

Na préxima proposicao calculamos as curvaturas principais de uma hipersuperfi-

cie de rotagao f: M?® — Q(c), ¢ # 0.

Proposig¢ao 1.9. Seja f : M? — Q%(c) uma hipersuperficie de rotagio. Entio os campos
coordenados %, 1<i<2e % sao direcoes principais. Além disso,
(1) Se f € do tipo esférico, entdo as curvaturas principais Ay = Ay = A € A3

correspondentes as diregcoes %, 1<1<2e %, respectivamente, $ao:
: :

T2 v{ + ¢y
1 sl 71,8661262:1 — ! 21 /2,8661262:1
N\ — T e N3 = 1”_071_71
Naxrres " e
, S€ € € 3
, 17 s NS

se €1 # €
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sec>0ce
— T 2 W +en
\/ 1+C,Yl+71,8661:€2:—1 1 - /2,8661262:—1
N\ — 1 e Ny = \/_1,/+C'Y1 N
1—cy? — 2 Y1+
, S€ €] F € 5 ,2736’617&62
M Vi=ei—m
se c < 0.
(1) Se f € do tipo hiperbdlico, entdo as curvaturas principais Ay = Ag = X e A3
correspondentes as diregoes %, 1<i1<2e¢ a%, respectivamente, $ao:
)\:_\/1+0’yf+’y{2673:_ v+ en
" Vit +97
sec>0e
5—1—02—/2 H—l—C
VL VA R I n
g VeE(=1—erf =7
se c < 0.
(1ii) Se f € do tipo parabdlico, entio as curvaturas principais Ny = A = X e A3

correspondentes as diregoes %, 1<i1<2e¢ é%, respectivamente, Sao:

o Verta® o ten

" Vert +1°

sec>0ce
_Veél=art =) N +en
A= —€ e A3 = ——=
N é(—ert =)
se c < 0.

Demonstracao: Suponha que f seja uma hipersuperficie de rotacao do tipo esférico. Segue

de ([21) que

af / / / / /
5 = MPLNP2,%193, %, %), (1.2.3)
aof . o1 0o 0ps
du; (n ou;” M ou; " o -0:0) (12.4)
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Note que
of of of of, af of .
<83 83> ’ <83’8ui>_ <8u1 (9u]> @i (1.2.5)
dp Oy

com «;; = (z—, =——). Um campo normal unitario é dado por

ou;’ Ou; j

N = /lel(=e(vivs — v475) €1 (7 — Y175)s €2(717a — Yam))

a2f /! /! i a2f ago 82-][. 82()0
@—(%%%7%): Dso, (’Yla ;0 0), m— (71m,0:0)-

Uuj

Como ¢ é uma parametrizacao ortogonal, obtemos

0*f 0 f
<858uj’N> - <8u1-8uj’N>'

Logo, as curvas coordenadas de f sao linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas u;, 1 <i < 2, e s sao dadas, respectivamente,

por
of | ,0%f o0 o = , e
A= '8_uz <8_u12’N>: O 712 |C|71(7574—7475) 8_u2
V C / /
= | ’(7574—7475), (1.2.6)
7
e

02 f
As = (g, N) = /lel[={e, 027 (V5va — vuv5) + 74 (e — Y1vs) + 78 (17a — 7))

= Vlcl[= (Vs — 157a) + 74 (i — Mvs) + 5 (s — )] (1.2.7)
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Por outro lado, podemos parametrizar a curva v : I — Q?(¢) C P? por

[ /TJe= 2 cos, se (e1,e) = (1,1),

Vi —1/csenhg, se (e,6) = (1,-1), e
\ V2 — 1/ccos o, se (e, 6) = (—1,—1),

( V1/c—Atseng, se (e1,€) = (1,1),

Y5 =13 /77— 1/ccosh o, se (e1,6) = (1,—1),

| V77— 1eseng, se (e1,6) = (=1,-1),

V4

(1.2.8)

Impondo que v seja parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, que

1=~2 4 72 + ey

obtemos que

.
1/c—~? —~2/c
\/ /1/07—1 7271/ , se (e, €) = (1,1)
1
—1/c+77 +97/c
¢/(t) = \/ ,y% — 11/0 ! , Se (61,62) = (1, —1) (129)
1 A2 A2
\/ /02;71 1 /07 se (e1,6) = (=1, —1)
\ i —1/c

Observe que, se ¢ > 0, entdo (e1,62) = (1,1) ou (1,—1) e, se ¢ < 0, entao
(€1,69) = (1,—1) ou (—1,—1). Agora, o item (i) do teorema segue de (1.2.6) e (1.2.7)),
utilizando (T2.8) e (T.2.9).

Suponha que f seja uma hipersuperficie de rotacao do tipo hiperbolico. Segue de

(1.2.1) que

of

Os = (71901771902?71903774/177é)7 (1210)
of Op1  Opa  Ops
= 1.2.11
aui (71 aul y N auz y N auz 707 O) ( )
Note que
of of of of of 9df 2
A Z — LN = .. 1.2.12
<83’83> ’ <83’8ui> e<8ui’8uj> i ( )
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Iy Op
8ui’ an

com o = ( ). Um campo normal unitéario é dado por

N = /lel(e(rsva — V4¥5)s vsm1 — M1¥s, €(1va — Yam))

an 7 7 7 an / a(p a2f 8280
882 (’Yl ¥ Y45 Vs )7 asauj M auj ) Yy ) auzau] gl 8ulau] s Yy
Como ¢ é uma parametrizacao ortogonal, obtemos

>’ f >*f
—— N)=0= N).
<888Uj, > 0 <6ui8uj’ >

Logo, as curvas coordenadas de f sao linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas u;, 1 < i < 2, e s sao dadas, respectivamente,

por
af -2 a2f agp -2 © 2
A = — —— -2 / A v
oo 00 R e R o
C
= ||(7b5—7é,74)7 (1.2.13)
2!
e

o0 f
Az = (55 N) = V(e O (Veva — Yavs) + V4 (s — Mvs) + e (e — Yamn))]
= Vel (vavs — v57a) + 74 (i — M) + 95 (s — vam)]- (1.2.14)

Por outro lado, podemos parametrizar a curva v : I — H?*(c) C L3 por
Y= (1 +1/0)"?Cep e v5 = (1 + 1/0)'/*S:9, (1.2.15)
em que

sen¢, se € =1 cosg, see=1
Sep = ¢ e Cep= ¢

senh ¢, se e = —1 cosh ¢, se € = —1
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Impondo que v seja parametrizada pelo comprimento de arco, isto é,

1 = 2+ +82 =2+ (N + 1/e)V2Cep — &(vF + 1/c) 24/ Segp)?
+ (i +1/e)7V2Sp + (v + 1/c) 29 Ce)?

—Z + 12 (F + 1/e) T+ (] 4+ 1/e)¢”

obtemos que

Vel/e+3 +72 /)
7%—1—1/0 '

¢(t) =

(1.2.16)

Observe que, se ¢ > 0, entdao € = 1. Agora, o item (ii) do teorema segue de

([T2.13) e (L.2.14), utilizando (T.2.15) e (T.2.16).

Suponha, agora, que f seja uma hipersuperficie de rotacao do tipo parabdlico.

CcR3

Como a curva v : I — Q?2(c) S e

que as coordenadas 1,4, V5, de 7, satisfazem

27171+ €5 =1/ce 29y, + &5 = 1.

Substituindo em ([1.2.2]), temos

—1/c+ &3 (s) +7i(s)(uf + u3)
271(s)

F(s.u) = (m<s>m<s>um<s>u2, _

Segue de (|1.2.18)),

0
2L (02(5),0, = (s)un,0),
of 1o / 2671757 +")/2’}/ u? + u3 +7 C—g’}/’yQ
5. = ('717'71“17'71“27_ 15% + 9% 7 2) F /e = O
Temos,
of of .., Of Of _ af of,
<8u,~’ au]—> ~ N <8ui’ 83> =0e <8s’ 85> N

Para encontrarmos um campo de vetores normais a f, escrevemos:

775) .

—1/c— &7 — 7 (ud + uj)
2m

1 Of

cyi Os’

n=¢+ ¢= (71771161,71“2,

é parametrizada pelo comprimento de arco, temos

(1.2.17)

,%<s>) (1.2.18)

(1.2.19)

,yé) (1.2.20)

(1.2.21)
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Note que
of of gl
€0 ==1e (CH=0. g =0e (¢ =2
o 197
Assim, 7 & um vetor normal e (n,7) = —— — ——.
¢
Temos que
o0 f
W == (O, O, O, -1, O)

Logo, as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas u;, 1 <17 < 2, sao iguais

e dadas por

R

c

of |2 e O F -
Sl 1 m A G ) =

B! ’

~1/2
/[ 2 712}
c

>
Il

_=Vel=ern —7)
\ 71

, sec <0

Por outro lado, a curvatura principal ao longo da curva coordenada s é dada por

0? of o0
N = I VG = Il S

- -1/ _ﬁ%_(i)_iﬁaﬁ)
= I (-GS - () - 23LEh) a2

o - . . af o
Para simplificar a expressao acima, observe que, derivando (—f —f> = 1, temos

0s’ Os

_d@faf_ 82f8f
0= 3535 = a2 95

Além disso,

¢ _
ds

vi/e — iy (ui + u3) + €173 — 2€v1757 ,)

" N ”
<71771 1, V1U2; 2,}/12 » Vs



Preliminares 24

a_f %>:ﬁ+1

e . Assim, ([1.2.22)) simplica-se no seguinte:
<85’ ds" P &

~1/2
N s NN =%
S ) T2 T T
c oM N N
7
c
_%7 secC > 07
B Vet
- //+C
:% 2% = ,sec < 0.1
é(—cvi —7)

As hipersuperficies de rotacdo em L* sio definidas da seguinte forma: Sejam
P! C P? dois subespacos de L.* de dimensdo 1 e 2, respectivamente. Denote por Z o
subgrupo do grupo de isometrias de L que fixa os pontos do subespaco P!. Considere
uma curva regular v em L2 = P? N L% contida em um dos dois semi-planos de P2

determinados por P!.

Definicao 1.10. Uma hipersuperficie de rotacao f : M3 — LL* com curva geratriz ~ e

eixo P! é a orbita de v sob a acao de Z.

Se P! é nao-degenerado, entdo f pode ser parametrizada por

fs,u) = (rals)er(w), n(s)pa(w), 1 (s)ps(), 1ls)), (1.2.23)

com respeito a uma base ortonormal {e;,--- ,e;} de L* satisfazendo as condigoes (i) ou

(i1) abaixo, conforme a métrica em P! possua indice 1 ou 0, respectivamente:
(i) (e;,e;) =1 paral <i <3, (eq,e4) = —1.
(ii) (e1,e1) = —1, (e;,e;) =1 para 2 < i < 4.

Em ambos os casos, temos que P! = span{es}, P? = span{ei,es}, u = (uy,uy), y(s) =
(71(5),74(8)) € uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em L2 e p(u) =
(01(u), pa(u), p3(u)) é uma parametrizacdo ortogonal da esfera unitaria S? C (P!)* no
caso (i) e do plano hiperbolico H? C (P!)* no caso (ii). Diz-se que a hipersuperficie &,
respectivamente, do tipo esférico ou hiperbolico.

Se P! é degenerado, entdo f ¢ uma hipersuperficie de rotacao do tipo parabdlico,

que pode ser parametrizada por

f(s,u) = (1(8), v1(8)ur, 1(8)ua, 7a(s) — %71(8)(1@ + ug)), (1.2.24)
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com respeito a uma base pseudo-ortonormal {ej,..., e} de L* tal que (e;,e;) = 0 =
(e4,64), (e1,e4) = 1, (eg,e9) = 1 = (es,e3), em que Y(s) = (71(s),74(s)) é uma curva
parametrizada pelo comprimento de arco em L2 := span{ey, e, }.

Na préxima proposicao calculamos as curvaturas principais de uma hipersuperfi-

cie de rotacao f : M3 — L4

Proposicao 1.11. Seja f : M3 — L* uma hipersuperficie de rotacio. Entdo os campos
coordenados 8%1_, 1 <1< 2e % sao direcoes principais, com curvaluras principais

correspondentes dadas por

VO + {
A1=A2=A=—T% 673:_%, (1.2.25)
1 vV 71

respectivamente, em que 0 = —1, 0 ou 1, conforme f seja do tipo esférica, parabdlica ou

hiperbolica, respectivamente.

Demonstracao: Suponha que f seja uma hipersuperficie de rotagao do tipo esférico. Segue

de ([1.2.23]) que

of ., ., 0of Oy .
g — n#m) e 0= (1 8ui,O), 1<i<2. (1.2.26)

Como ¢ é uma parametrizacao ortogonal, obtemos:

. 5h =1 GLah —oe gL oD oy (1227)
com «;; = (S—Z, g—;i> O campo normal unitario é dado por
N = (e71,M)
e
o*f

__(// //) 82f — ,8_@0 aQ—f_ 62—S00
02 =M¥ V1), asauj - ’hauj’ ’ 6u10uj N Vlauiauj7 '

Observe que

92 f

o*f
<886’LLJ‘ ’ N>

<0u18u] ’ N> ‘

I
o
I
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Logo, as curvas coordenadas de f sao linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas u;, 1 < i < 2, e s sao dadas, respectivamente,

por
—92 - 2
8ui 3uf’ 8uz ! 1 8ul
,y/
= -4 (1.2.28)
M
e
a2f " _ !
A = {55 N) =7le, @) + 717l ea)
= %N — M- (1.2.29)
Por outro lado, como 7 : I — L% é parametrizada pelo comprimento de arco,
segue que

N Y (1.2.30)

Utilizando (|1.2.30)), segue, respectivamente, de ((1.2.28)) e (|1.2.29)), que

V-1 +772 8¢
p W AL Bl £ Wy W £ S—
" V1497

Suponha que f seja uma hipersuperficie de rotacao do tipo hiperbolico. Segue de

(1.2.23) que

of , of Oy .
% - (7190774) € 8"&1 - (718Ui70)7 1 S ? S 2 (1231)

Como ¢ é uma parametrizacao ortogonal, obtemos:

of of of of , of af
s s’ = G5 aur) =0 Gup Gy~ (1.2:32)

dp O
Ou;’ Ouj;

com o;; = (7—, =—). O campo normal unitario é dado por

N = (¢v5,m)
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ﬁ_(// //) aQ—f_ /8_900 aQ—f— 82—(’00
052 P gsdu; — \Mouy ) dwowy, — \ M owdu, )

Observe que

o2 f o f
I NY=0=
<858uj Ny =0 <8ui8uj ’

N).

Logo, as curvas coordenadas de f sao linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas u;, 1 <1 < 2, e s sao dadas, respectivamente,

por
-2 -2 2
8ui aUJ%’ 8U1 ! s 8u,
/
E—Y (1.2.33)
M
e
a2f " _ ! I/
A = {53 N) = 71u(e,9) + miles ea)
= NV — M- (1.2.34)
Por outro lado, como 7 : I — L% é parametrizada pelo comprimento de arco,
segue que

—Z 47 =1 (1.2.35)

Utilizando (|1.2.35)), segue, respectivamente, de ((1.2.33)) e (|1.2.34)), que

1 12 7
A:_—V—We)\gz_y—1.
m V1+7

Suponha, agora, que f seja uma hipersuperficie de rotacao do tipo parabdlico.

Como a curva v : I — L2 é parametrizada pelo comprimento de arco, temos que as

coordenadas 7y, e y4 de v, satisfazem

/

2917, = 1. (1.2.36)
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Segue de (1.2.2) que

gfi = (0,71(5),0, =71(s)us), (1.2.37)
O hnfon A, s = 308+ 22) (1239
Dai, utilizando ([1.2.17]), temos
<§1];’ %> = 7103, <g—i, g—i) = MYu —nYu =0,
(oL 50 =2t [ = 58+ )] a2t + ) =t =1
Seja
lvi(u% +ud)). (1.2.39)

1
N = /’ /u’/u7___'_/_
(71 Y1U1, Y1 U2 % V4 9

Observe que

0 0
V5D —o= v Sy e vy =1,

ou seja, N é um campo normal unitario a f.
Note que

82
8_1;]; = (Oa 07 07 _’71)

Logo, as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas u;, 1 <1 < 2, sao iguais

e dadas por

-2 99 ’
o f N):—ﬁ

of
<(9—U?’ -

8ui

-

Por outro lado, a curvatura principal ao longo da curva coordenada s é dada por

0% f " 1o "o ’y_il (1.2.40)

A3 = <@,N> :——£‘|"Y1’Y4 +’Y1’Y4:—%

O proximo teorema, provado em [15], nos d4 uma condicdo suficiente para que

uma hipersuperficie f : M3 — Q%(c) seja de rotacao.
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Teorema 1.12. [15] Seja f : M? — Q¥(c) uma hipersuperficie. Suponha que as
curvaturas principais A1, Ao, A3 de f satisfacam Ay = Ay := X\ e que a distribuicdo definida
pelos auto-espacos B\, = By, associados a A3, seja totalmente geodésica. Entdo f(M?3) é

um subconjunto aberto de uma hipersuperficie de rotacao.



Capitulo 2

Uma classe de subvariedades de

sz_3(€>-

Neste capitulo estudamos uma classe de subvariedades M™~! em Q?"3(¢), denominada
classe B, que seré util no Capitulo

Dizemos que uma imersao isométrica g : M™ 1 — Q?*™3(¢) pertence a classe B
se possui fibrado normal plano e existem um campo normal unitario paralelo ¢ € I'(N9M)

e c € R, com ec € (0,1), tais que
(R(X,Y)Z, W) = ec(e((XNY)Z,W) + (ALX, W)(ALY, Z) — (ALX, Z)(AZY, W)) (2.0.1)

para quaisquer X,Y, Z W € X(M). Quando necessario, diremos que g pertence a classe
B com respeito a c € R e a ( € ['(NIM).
Decorre de (2.0.1) e da equagdao de Gauss que uma superficie g : M? — Q3(e)

pertence a classe B se, e so se,
€+ )\1)\2 =K = EC(E —+ )\1)\2),

logo g pertence & classe B se, e s6 se, M? tem curvatura nula. Neste capitulo provaremos,
em particular (ver Teorema , que qualquer imersao isométrica g : M® — Q5(€) na
classe B pode ser construida locamente, via Teorema Fundamental das Subvariedades,
a partir de uma hipersuperficie f : M3 — Q%(c) que admite uma imersao isométrica
f : M? — LL*, em que L* denota o espaco de Lorentz de dimensao 4. Tais hipersuperficies

serdo estudadas no Capitulo

30



Uma classe de subvariedades de Q*"73(e). 31

Veremos ainda que, se g : M™ 1 — Q*™3(¢) é uma imersao isométrica na classe
B, entdo todas as paralelas a g, na dire¢ao do campo ¢ € I'(IN9M), também pertencem a
classe B (ver Proposigao [2.5).

Na secgao obteremos uma transformacao de Ribaucour para imersoes

isométricas na classe B, que permitird obter exemplos explicitos de tais imersoes.

2.1 Classe B

Nesta secao mostraremos inicialmente que qualquer imersao isométrica g : M™™ ! —
Q?m3(€) na classe B pode ser construida locamente, via Teorema Fundamental das

Subvariedades, a partir de uma hipersuperficie f : M™ 1 — Q™(c) para a qual existe

2m—4
m—3

em que R?™2* denota o espaco

uma outra imersdo isométrica f : M™ ! — R
pseudo-Riemanniano de dimensao 2m — 4 cuja métrica plana possui indice m — 3.
Sejam M™~! uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, ¢ € {—1,1} e
c € R tal que ec € (0,1). Sejam f : M™ ' — Q™(c) e f: M™ ' — R¥3* imersdes
isométricas. Se ¢ < 0, suponha que ndo exista um subespago umbilico U(z) C T, M, de
dimensao maior ou igual a 2, comum a f e f . Considere o fibrado vetorial Riemanniano

trivial £ := M™ ! x R™ 2 sobre M™ !, Introduza neste fibrado a tnica conexao V’,

compativel com a métrica candnica, que torna as segoes &;(x) = (x,¢;) paralelas, em que

{e1, -+ ,em_2} & a base canonica de R™ 2. Defina
1 1 m—2
a(X,Y) = ?(AfX, Y6 @ 7= (a(X,Y), )6, (2.1.1)
€

[|
N

i

C

em que € = ¢/|c|, ¢ = ., AT & o operador forma da hipersuperficie f, & é a segunda
ec
forma fundamental da imersdo isométrica f e {(1, -+, (n_3} € um referencial ortonormal

normal a f. Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Erzistem uma imersao isométrica g : M™ 1 — Q*"73(e) e uma isometria
de fibrados vetoriais ® : E — NIM tais que a conexdo normal V* e a sequnda forma
fundamental o9 de g satisfazem V+ = ®V' e o = ®a, respectivamente. Além disso,
g pertence a classe B com respeito a ¢ e a ®(&). Reciprocamente, qualquer imersdo

1sométrica na classe B ¢ construida dessa forma.

Antes de demonstrar o teorema acima, precisamos do seguinte lema.
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Lema 2.2. Sejam f: M™ ' — Q™(c¢) e f : M™ ! — R2™2% imersées isométricas com
¢ # 0. Dado x € M", se ¢ < 0 suponha que nao erista um subespaco U(x) C T, M
de dimensao maior ou igual a 2 que seja umbilico para f e f Entao existe uma base
ortonormal {e1,- -+ ,en_1} de T, M que diagonaliza simultaneamente as sequndas formas

fundamentais de f e f.

2m—4
m—3

2m—3

Demonstragao: O espago euclidiano R admite uma inclusdo umbilica 7 em Q" °(c)

ou Q*™.*(c), conforme seja ¢ > 0 ou ¢ < 0, respectivamente. As segundas formas

m—3

fundamentais & e & de f e f =140 f, respectivamente, sao relacionadas por
& =0+ |c|(-, )¢ (2.1.2)

em que £ ¢ um dos campos de vetores unitarios que sao normais a .
Dado # € M, defina W™= := N/M & N/M. Introduza em W™ ! o produto

interno

(€ +8), m+ Dwm-s = (€M) wsar — (€A ys0r

o qual possui indice 0 ou 1, conforme seja ¢ > 0 ou ¢ < 0, respectivamente.

Defina uma forma bilinear 3 : T, M x T,M — W™ ! por
f=a®a,

em que « e & sao as segundas formas fundamentais de f e f, respectivamente, em x. Note
que N (8) € N(&) = {0} por ([2.1.2). Por outro lado, segue das equagoes de Gauss para
fe f que 3 é uma forma bilinear Euclidiana com respeito ao produto interno ((-,)), isto
¢,

(BX,Y), B(Z,W))) = (BX, W), B(Z,Y)))
para quaisquer X,Y, Z, W € T, M. Assim, se ¢ > 0, ou se ¢ < 0 e §(/3) é ndo degenerado,
a desigualdade

dim S(8) > dim T,M — dim N (8) = m — 1 = dim W™ (2.1.3)

vale pelo Teorema [A.]] e portanto devemos ter a igualdade na primeira desigualdade

acima. Pelo Teorema[A.2] existe uma base {eq, -, e,_1} que diagonaliza 3 e, portanto,
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diagonaliza ambas as segundas formas fundamentais « e & e, consequentemente, o e &

por (2.1.2)). Segue também de (2.1.2)) que
0= (a(e; €;),8)) = Vlcl(ei, e5),

logo a base {ej, -, e,_1} é ortogonal.

Suponha agora que ¢ < 0 e que S(f3) seja degenerado. Neste caso, existe N €
N/M e ¢ € N'M tais que (0,0) # (N,¢) € 8(8) NS(B):. Em particular, de 0 =
({((N, (), (N,())) segue que (N, N) = ((, (), e podemos supor, sem perda de generalidade,

que N e ( sao unitarios. Além disso, obtemos de

0={B,N®Q)=(a,N)—(&C) (2.1.4)
que A{v = Ag. Dai, segue das equacoes de Gauss para f e f que

(ALX, Z) (ALY, W) = (ALX, W)(ALY, Z) + (6 (X, 2), 61 (Y, W) = (@a(X, W), G (Y 2)
— (ALX, Z) (ALY, W) — (AL X, W)(ALY, Z)
— (1 (X, 2),61(Y,W)) — (1 (X, W),61(Y, Z)) =0, VX,Y,Z, W € TM,

isto &, &y : ToM x T,M — {C}* € NIM, éu(-,-) = a(-,-) = (a(-,),¢)¢, é plana com
respeito ao produto interno Riemanniano —(-,-), de {¢}*, induzido de N:fM. Agora,

segue do Teorema que,

dimN(&)>m—1—(m—3)=2.

Como Ag = /|c|I por (2.1.2)), segue que U(z) := N(G&1) é um autoespago comum a todos

os operadores de forma Ai , M E Ngf M. Em particular, ¢ um subespaco de T, M umbilico

para &. Por outro lado, é também umbilico para A{V = Ag , contradicao . i

Demostracio do Teorema 2.1k Afirmamos que a e V'’ satisfazem as equagoes de Gauss,

Codazzi e Ricci de uma imersao isométrica g : M™™ 1 — Q™73 (e).
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Segue das equacoes de Gauss para as imersoes isométricas f e f que

(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z), oY, W)
_ l(<AfX, WYATY, Z) — (ATX, Z0(ATY, W)

Z < (Y7 Z)?Cz> - <d<X7 Z)a<z><d(Y7 W)a<z>)
_ (R(X Y)Z W> (X AY)Z, W) — <R(X,§€/5)Z, W)

_ <i__> (X,Y)Z,W) — (X AY)Z, W)
= (RX,YV)Z,W) —e((X NY)Z, W),

para quaisquer X,Y, Z W € T, M. Donde,
(R(X,Y)Z,W) = {(X AY)Z, W) + (a(X, W), (Y, 2)) — (a(X, Z),a(Y, W)} (2.1.5)

1 1 7
— Af e Ay = — AT
Jee & Jee Cie1

2 <1 <m— 2. Dal, as equacoes de Codazzi para as imersoes isométricas f e f implicam

Por outro lado, da definicao de o decorre que Ag, =

que
(VxA)Y, &) = (Vv A)(X, &), (2.1.6)

para quaisquer X, Y € T,M e 1 < j <m — 2. Isto é, o par («, V') satisfaz a equagao de
Codazzi.

Pelo Lema [2.2] existe uma base ortonormal de 7T,M que diagonaliza
simultaneamente as segundas formas fundamentais das imersoes isométricas f e f . Segue
de que tal base diagonaliza «. Logo o par («, V') satisfaz também a equagio de
Ricci, uma vez que R’ é identicamente nulo.

Desta forma, a primeira parte do teorema segue do Teorema Fundamental das



Uma classe de subvariedades de Q*"73(e). 35

subvariedades. Além disso, observe que

(A%, X, Z) (A% Y, W) — (A X, W) (AS, Y, Z)

= (a(X, 2), &) {a(Y, W), &) — (a(X, W), &){a(Y, Z), &)

- i“AfK Z)(ATY, W) — (ATX, W)(ATY, 7))
- i<—0<<X AY)Z W)+ (R(X,Y)Z,W)), VXY, Z,W € T, M,

isto é, g € uma imersao isométrica na classe B.
Reciprocamente, sejam g : M™~! — Q*"73(¢) uma imersao isométrica na classe

B e af a segunda forma fundamental de g. Defina o operador A/ : T,M — T,,M por
AT = \JecAY, (2.1.7)

em que (A9 ) = (a9(+,-),() e ¢ € NIM ¢é o campo dado na defini¢ao da classe B. Segue
da equagao (2.0.1) que

(RIX,YZ,W) = c((X AY)Z,W) + (AT X, WYATY, Z) — (AT X, Z)(ATY, W), (2.1.8)

para todo X,Y, Z, W € T, M. Além disso, sendo ( € NYM paralelo, segue que:

1

€c

(VxANY = (VxADY = (VxA)(Y, () + AT Y

Bl

= (VxAN(Y, () = (Vy A%)(X, ()
= (VyADX = AL, X = (VyAY)X
1

= ﬁ(vyAf )X,

para todo X,Y € T, M. Assim, A/ satisfaz as equacio de Gauss e de Codazzi. Portanto,
segue do Teorema Fundamental para hipersuperficies que existe f : M™ ' — Q™(c)
imersdo isométrica cujo operador de forma é Af.

Defina & : T,M x T,M — {¢}*+ C NIM por

& = Ved(a? — (a9,¢)0),
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em que ¢ = . Note que

(a(X, W),a(Y, 2)) = (a(X, Z),a(Y, W)
= ec({a
—((ALX, WAL, Z) — (AZX, Z) (ALY, W)))
(R

= G(R(X,Y)Z W) — (X AY)Z,) — — (ROX,Y)Z, W) + el(X AY)Z, W)
= e <€C — 1) (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)Z,W),

€cC

X, W), a?(Y, Z)) = (a?(X, 2),a*(Y, W))

para quaisquer X, Y, Z, W € T, M, em que utilizamos, na segunda igualdade, as equacoes
de Gauss para g e f. Segue que & satisfaz a equacao de Gauss de uma subvariedade
do espaco pseudo-Riemanniano R?™*. Além disso, segue da equacdo de Codazzi para
g e do fato de ( ser paralelo, que & e a conexao de {(}* induzida por g satisfazem a
equagao de Codazzi. A equagdo de Ricci segue do fato de que o subfibrado {¢}+ de
NIM é paralelo. Portanto, o Teorema fundamental para subvariedades implica que existe

[ M™ ! — R¥™2% imersdo isométrica cuja segunda forma fundamental é . §

Observagao 2.3. Segue do Teorema para m = 4, que qualquer imersao isométrica
g : M3 — Q%(¢) na classe B é construida a partir de uma hipersuperficie f : M3 — Q*(c)
para a qual existe outra imersao isométrica f : M3 — 1L*. Tais hipersuperficies f serdo

caracterizadas no Capitulo [4] desta tese.

Mostraremos a seguir que, se uma imersao isométrica g : M™™ 1 — Q™73 (e)
pertence a classe B com respeito a ( € ['(N9M), entao todas as paralelas a g na diregao
de ¢ também pertencem a classe B.

Sejam g : M™ ' — Q*™3(¢) uma imersao isométrica e ¢ € I'(NYM) um campo
normal unitario e paralelo. Sejam j : Q™7 3(¢) — Q?*™3(e)xRei : Q¥ 3(¢)xR — E>m~!
as inclusées canonicas e j := i o j. Considere § := jo g e C~ = 5,C. Seja gs : M1 —

Q?"73(¢) a familia de imersoes isométricas paralelas a g na direcao de ¢, dada por

Gs(2) = (j 0 95)(x) = Cels)g () + Sc(s)C, (2.1.9)
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para cada z € M™ !, em que

coss, see=1 sens, se € =1
Ce(s) = e Se(s)= : (2.1.10)
coshs, se e = —1 senhs, se e = —1

Para ¢ = 1, suponha que as curvaturas principais de ¢, na direcao do campo

¢ € N9M, sejam dadas por
)\i:cotﬁi, OSQZS’YT, ].SZSTTL—L

em que ¢ < 60y < --- < 6,_1. Para X no autoespaco do operador forma Ag

correspondente a curvatura principal \;, 1 <i < m — 1, temos

0; —
Gsx(2) X = gu(cos sX —sen sA7X) = (cos s —sen s cot ;) g.(z) X = wg*@)){
sen v;

Assim, g, é uma imersao em = € M se, e somente se, s # ; (mod 7) para todo 1 < i <
m — 1. Para e = —1, escreva as curvaturas principais de g com valor absoluto maior que
1 como

Como no caso anterior, para X no auto-espaco do operador de forma A?, correspondente

a curvatura principal A\;, 1 <7 <m — 1, temos

_ ~ senh(f; —s) _
Js«(T) X = WQ*(@X

Assim, g, é uma imersao em x € M se, e somente se, s # ; para todo 1 <7< m — 1.

No caso € = 1, seja
Ui={(r,8) e M™ ' xR: s € Op1(x) — 7,0 ()} (2.1.11)

Para ¢ = —1, seja 0, (respectivamente, #_) o minimo (respectivamente, maximo) de 6;

que é maior que 1 (respectivamente, menor que —1), e seja

U:={(z,s) e M" ' xR: s € (0_(x),0.(x))} (2.1.12)
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Em ambos os casos, se V' C M™ ! & um subconjunto aberto e I é um intervalo aberto

contendo 0 tais que V x I C U, entao g5 € uma imersao em V para todo s € I.

Lema 2.4. As sequndas formas fundamentais o9 e o de G e Gs, respectivamente, se

relacionam por

a%(X,Y) = Ce(s)a?(X,Y) — Sc(s)a? (X, AZY) (2.1.13)
para quaisquer X,Y € X(M).
Demonstra¢ao: Dados X,Y € X(M), temos

@ng*y = 6X<CE(S)§*Y - Se(s)g*AgY)
= 3.(C(s)VxY — Se(s)VXA?Y) + O (s)d(X,Y) — S.(s)a?(X, Agy),

e (2.1.13]) segue do fato que A‘g = A? 1

Proposigido 2.5. Seja g : M™ 1 — Q*™3(¢) uma imersao isométrica pertencente a

classe B com respeito a ¢ € R e a ¢ € I'(N,M). Entao a imersao isométrica paralela

gs : V. C M™ 1 — Q3 () pertence d classe B com respeito a ¢ € R e a {, := —eS.(s)j+

C.(s)C.

Demonstra¢ao: Dado xz € M, seja {X1,- -, X,,_1} uma base ortonormal de T, M formada
X

por dire¢oes principais de g. Segue de (2.1.13) que {Y3, -+, Y, 1}, em que Y; := W
t1gs

para 1 <7 <m — 1, é uma base ortonormal de T% M formada por dire¢oes principais de

gs. Em particular, g, possui fibrado normal plano. Basta mostrar que

(a%(Y;,Y)), 0% (Y}, Y))) = c(1 + (ALY, Yi)(ALY], Y})) (2.1.14)
para quaisquer 1 <17 # 5 <m — 1.

Sejam A\;, 1 <17 < m—1 as curvaturas principais de g correspondentes as direcoes
principais X;, 1 <7 < m — 1, na direcao do campo (.

Temos que:

’X’L|§5 = <§S*X’L?§S*Xz> = (06(8) — )\isg(S))Q
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o (v, y,) B !C;((P’) (X, X;) — *ng(TgA 9(X;, X;)
B af (X, X;)
- S s (2.1.15)
Portanto
Oégs V. <a§(Xiin)7a§(Xj7X >>
(a (Y5 ¥, 0% (Y5, Y3)) = {0 T M) (Cos) = MS(o))

Por outro lado,

7=

. <1 + (55) + AC)(eSils) + qu(S)))
(Ce(s) = AB()(Culs) = Xy5(5))

5 = S (Ol = u8e)) (C2(s) = (Aj 4+ Xi)Se(s)Ce(s) + MiA;SE(s) + €S2 (s)
(

+(Aj 4+ A)Se(5)Ce(8) + eXA;C2(5))
c(1+ eNAj)
(Ce(s) = AiSe(5))(Ce(s) = AjSe(s))

(AL X;, Xi) (AL X, X;)
<1+€<A951/Z")/;><A98Y Y>) C(1+6 & RIS

A equacao (2.1.14)) decorre entao do fato que g pertence a classe B com respeito a ¢ € R

ead. 1

2.2 'Transformacao de Ribaucour - Preliminares

Nesta secao, baseada em [10], apresentaremos alguns fatos basicos sobre a transformagao
de Ribaucour que serao uteis na se¢ao seguinte.

Seja f : M™ — Q"*P(e) uma imersdo isométrica holonémica. Isto significa que
f possui fibrado normal plano e que M™ admite um sistema global (uq,us,...,u,) de
coordenadas principais. Seja {Xi, ..., X,,;} um referencial ortonormal principal dado por
Xj=v; , com v; > 0. Seja {1, &, ..., &} um referencial normal global ortonormal e

0

paralelo na Conexao normal. Defina Vj, € C*(M) por

Al X; =07V, X5, (2.2.1)
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em que Ag ¢ o operador forma de f com respeito a &,.. Sejam v = (vy,...v,) e V = (V},) €

M,n(R). Denominamos (v, V) o par associado a f.

Proposigao 2.6. [9/ A tripla (v,h,V), em que h;; = satisfaz o sistema de equagoes

Vi aul ’
diferenciais parciais

Ov; __
Z) Ou; = h; ’ija

) 8hZ]

h lh - 4 ‘/irv‘r + €V V; = 0,
kil + 2 VirV; J (2.2.2)

5h1 _
1i1) auf h hjk,

i) Gar = hyiVir,

[ (
(13
(
| (

em que i # j #k #1.
Reciprocamente, se (v,h,V) € uma solucdo de (2.2.2) num aberto U C R"
simplesmente conexo no qual v; nao se anula para nenhum 1 < 1 < n, entao existe

uma subvariedade holonomica f: U — Q"*P(¢) que possui (v, V) como par associado.

Dada uma imersdo isométrica f : M" — E"P, dizemos que uma imersio f :
M" — E"? ¢ uma transformada de Ribaucour de f se If — f\ # 0 e existem uma
isometria de fibrados vetoriais P : f*TE"? — f*TE"*? um tensor simétrico D em M e
um campo de vetores nao nulo em todo ponto § € T'( f*TE"*P) tais que:

(a) P(Z) — Z = (8, Z)(f — ), para todo Z € T'(f*TE"P);
(b) Po fioD = f.

Dada uma imersao isométrica f: M"™ — Q"™ (¢), seja F =io f: M"™ — EnTPTL
em que i : Q""?(e) — E"P*! denota uma inclusio umbilica. Uma imersio f : M" —
Q"*?(e) é uma transformada de Ribaucour de f com dados (P, D,d) se ' =iof: M" —
ErtP+L & uma transformada de Ribaucour de F com dados (75, D, 5), em que 6 =0 — eF
e P: F*TE" — F*TE"? ¢ a extensdo de P tal que P(F) = F

Dado um campo de vetores Z ao longo de uma imersao isométrica f : M"™ — E"tP,
denote por Z* a correspondente 1—forma em f*TE"*? isto é, Z*(Y,) = (Z,,Y,) para
Y € f*TE™P e g € M™. O seguinte resultado foi provado em [9].

Teorema 2.7. [9] Seja [ : M™ — QP (e) uma imersao isométrica holondémica com par
associado (v, V). Entio qualquer transformada de Ribaucour f : M"™ — Q"*?(¢) de f é
dada por

F=F—2upF, (2.2.3)
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em que F o= Y, uEX; + Y, 86 + P, vl = (FF) == 0 ¢ (p,7,8) =

(s V15 ey Vs By ooy Bp) € s0lugdo do sistema completamente integrdvel

D
3ui
0
3ui
9B
\ 8“1

= Vi%i,

= h;ivi, para i j, (2.2.4)

Além disso,
P=I1—WFF D=1-20pb e¢b=—¢ \F, (2.2.5)

em que ® = Hess p — Ag. Reciprocamente, dada uma solugao (p,, ) de 1) defina

i

Bi = Ou + Z hji/Yj - Z 57"/# + v p, (226)
b g r

e seja U C M™ um subconjunto aberto tal que p # 0, v; := v;—2vpB; # 0 e V. +Bv; #

0 para quaisquer 1 < i < n e algum 1 < r < p. Entdao F, definida em U por 7

satisfaz F =io f, em que f]U ¢ uma transformada de Ribaucour de f|y. Além disso, o

par (0,V), associado a f, é dado por

V; = U; — 2V¢Bi7 € ‘71'7" - V;r + 27/67-81 (227)

2.3 A transformacao de Ribaucour para a classe B.

Mostraremos no Capitulo 3 (Ver Proposicao que toda imersao isométrica
g: M™ 1 — §?73 na classe B é holonomica. Quando € = —1, segue dos Teoremas [2.1] e
que qualquer imersao isométrica g : M2 — H® na classe B ¢ holonémica. Ainda para
e = —1, vamos supor que este também seja o caso para m > 4. Desta forma, podemos
utilizar a teoria de transformacoes de Ribaucour para subvariedades holonomicas para
obter uma transformacado de Ribaucour para a classe B e encontrar exemplos explicitos
nesta classe.

Seja g : M™™1 — Q*"73(¢) uma imersdao isométrica na classe B, com respeito a

ceRea(el(NIM). Seja {&, - ,&n—2} um referencial ortonormal de N,M, com
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&1 = (, paralelo na conexao normal. O seguinte fato decorre imediatamente da equagao

de Gauss.

Lema 2.8. A equacao Se escreve como

m—2

ev;v; + Z VirVir = ec(eviv; + Vi Vji) para @ # j. (2.3.1)
r=1

Proposigao 2.9. Seja g : M™ ! — Q%™ 3(¢) uma imersio isométrica na classe B.

Entao, dado C' € R, o sistema linear de EDPs

( . 8g0
(2)85,61 ,UZ/YZ
all . .
(mz)% == izl + (1 =C) 32, BVir — €(1 = C + eCc)uip + eCcBi Vi,
N
\ (“)) OUZ - ‘/;’V"YZ

¢ completamente integrdvel e possui a integral primeira

m —2
D AR H(A=C+eCo)fi+(1-C)> B+e(l-CHeCop’>=KeR.  (23.3)

T

3

||
N

Demonstracao: O sistema formado pelas equagoes (i), (i7) e (iv) é completamente

i : i 0
integravel pelo Teorema [2.7. Desta forma, basta mostrar que =

quaisquer 1 <1 7é k <m-—1. Usando 7 obtemos
Py _ 0 (0w
3uk8%’ © Ouy, \ Oy
- auk [ Z hﬂ,y] - C) Z /37"/;‘7‘ - (6 + CC - EO)UZ‘QO + 00651‘/21
JF#i r

0
= 5 (—hkm - k;;ﬁ hji; + (1= C) Z B Vir — (e + Cc — eC)vip + chﬁﬂ/;1>

8hm OV Ohj; 0y 98, V..
e — h ] h 1 B ) :

ou. " klak k;éz(au’“ By ’f)+( O>Z<8 k‘/; 8 k)

ov; Oy 551 Vi
_(e—i—CC—EO)(aUk + Z@uk)—'—c <8k 51 )
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8hm 0V

T o hkza u = D (hwhwyy + hyihgu) + (1= C) ) (=ViaVieye + BrhiVir)
k#j#i "
—(e+ Cc— €C) (hrvpp + vivey) + Cee (—ViaVirve + BrhiiVir)
Ohy;
_ (_ 5 ki Z hjihjx — Z Vi Vir — (e + Cc — eC)vuy, — C’CEVth) Vi
Uk g
0
( S by = (1= C) Y BiVie + (e + Co — eChugg — Cceﬂlvm>
k#j7i r
Ohy;
= (— B ki Z hﬂh]k Z Vkrv;r C Z ‘/;rv}cr Evzvk> Tk
Uk k#j#i
0
(azk n Z hiwy; — (1 C) Z B Vi + (e + Cc — eCupp — 006/31‘/1@1>
B kg v
Ohy;
= ( B ki Z hﬂh]k Zvlm‘ ir EUZ'U]g> Tk
Uk k#j#i
0
(azk + > hyy - —C)Zﬁr‘/kﬂr(€+CC—€C)UW_CC€/31V1€1>
B kgt .
Ohi, 0%y

= ’Yk + hkzhzk’% =

Finalmente, usando as equacoes do sistema (2.3.2), mostra-se que todas as

derivadas do lado esquerdo da equacao sao identicamente nulas. §

Teorema 2.10. Seja g : M™ 1 — Q?*™3(¢), m > 3, wma imersao isométrica na classe

B com respeito a c € R e a ( € I'(N,M), e (v,V) seu par associado. Se a transformada
de Ribaucour de g determinada pela solu¢ao (¢,7, ) := (@, Y1y es Yoy 1, -y Bp) de (2.3.2)

pertence a classe B com respeito a c € R e a

P(() = ¢ —2wpG, (2.3.4)
em que G =Y, iF.X; + > 56 +epG, v =(G,G) e as fungies B;, 1 < i <m—1,
dadas por (2.2.6) sao nao nulas em todos os pontos de M™™ 1, entao (p,v, ) satisfaz

m—2

i %+ (1= C+eCo)bi + Z B2+ e(1—C +eCo)p* =0. (2.3.5)

Reciprocamente, se (p,7, ) € uma solugdo de (2.3.2) satisfazendo (2.3.5) em um
aberto U C M™ ' como no Teorema entdo a transformada de Ribaucour de g|y
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determinada por (p,v, ) pertence o classe B com respeito a ¢ € R e a P(C) € T(NIM)
dado por (2.3.4)).

Demonstracao: Seja ¢ a transformada de Ribaucour de g determinada pela solucao

(p,7,5) de 1} Seja (17,‘7) o par associado a g, dado por (2.2.7). Pelo Lema ,

temos que g pertence a classe B com respeito a ¢ € R e a 75({’) se, e somente se, para

L7
Gﬁi?}j + Z ‘Z‘T‘N/]‘T = C(f)i'f}j -+ 6‘71'1‘%1). (236)
Portanto,

e(v; — 2vpB;)(v; — 2vpB;) + Z(V;T +2v3,.B;)(Vjr + 2vB,B;)
= c|(vi = 2v9B;)(v; — 2vpB;) + (Vi + 2v/1B;) (Vi1 + 2v51B;)]
& e(—2vvpB; — 2vvjpB; + 41/2g023iBj) + Z(QV/BTBJ-V;T +2vB3,B;Vj, + 4V267?BZBJ»)

= o —2vv;pB; — 2vvjpB; + 4V2<p2BiBj + 2ev 81 B Vi1 + 2ev 1 B;Vj1 + 461/26%B,-Bj)

& 2vbB; Zﬁrvir + (¢ — )i — cef1Vir | + 2vB; Z BrVir + (¢ — €)vjp — cefiVin
+ 41°B;B; Zﬁf —(c—e)p? —cefi| =0
& (A, +vpB;)Bj + (Aj+vpB;)B; =0 (2.3.7)

em que
A=Y BVat(c—up—echVa e p=Y B2—(c—e)p? —ech.

Por outro lado, é facil ver que B; = —CA;, para 1 < i < m — 1. Substituindo em ([2.3.7))
obtemos

(1 -vpC)A;A; =0, paral <i#j<m-—1. (2.3.8)

Como B;, 1 <i < m — 1, ¢ ndo nulo em todos os pontos de M™! segue de (2.3.8)) que
v 1=0Cp (2.3.9)

que, por sua vez, é equivalente a (2.3.5)).



Uma classe de subvariedades de Q*"73(e). 45

Reciprocamente, se (¢,~, ) ¢ uma solucao de (2.3.2)) satisfazendo (2.3.5)) em um

aberto U € M™ ! como no Teorema e Jly ¢ a transformada de Ribaucour de g|y

determinada por (p,7, ), entao vale (2.3.9) que implica (2.3.7) e, portanto, (2.3.6) ¢é

satisfeita, logo §|y pertence a classe B com respeito a ¢ € R e a P(¢) € T'(NIM) dado
por (233).

Observagao 2.11. Nas hipoteses do Teorema sem >4 e (p,7, ) satisfaz as equagoes
(¢), (i) e (iv) do sistema (2.3.2)), entdo a equacdo (iii) é automaticamente satisfeita. De

fato, nas notacoes da demostragdo do Teorema [2.10] como B; # 0, V1 <i < m — 1, segue

de (2.3.7) que

A +vpB; =0, para 1 <i<m—1. (2.3.10)
Agora, note que
0A; 0P, Vi v ()% 0P Vi
= ‘/zr r - U; - _V; -
o1, ou; T 26 S tle=9) [8u]¢ T auj] T PGy

= - Z VirViery; + Z ﬁrvjrhﬁ + (¢ = €)(hjvjp + vivyyy) + eV Viyy — ecBihyiVin

[—evv; — Z Vi Vip + cvjvj + ecVa Vi) |y + hﬁ[z By Vir + (¢ — €)vjp — ecf1 V)]

52 hia,
e
0B; 0 8%
= hz T“/’LT P
ou; (9u] aul Z i Zﬁ i
0 871 8h]1 87] N ahll 867"
= + hyi— hi— — V
Jus ;) T o, Jauﬁ;j “Ou; " o0, 2 0,
8VW 81)@ Op
B Z BT ; 81)] + auj

ahz Ohi; 07;
= a—u;%’ + hijhjivi + 8 v+ h]za j + l;] haihajyy + Z;J hyghgin

- Z VirVirys — Z BehjiVie + hjivyp + vivyy;
8hw Oh;;

= %G+ Fu, T l; huihu; + Z Vi Vir + viv;)

0
+h]z 87] + Z hl]’)/l Z ﬁrv;r + QOUJ> h Bj
Y g
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(vp)
8ui
existe C' # 0 tal que v~ = Cp. Portanto B; = —CA; para 1 < i < m — 1, e a equagao

para ¢ # j. Usando estas equagoes, diferenciando (2.3.10) obtemos que =0, logo

(7i7) segue. 1

2.4 Exemplos

Nesta secao obtemos uma familia de exemplos explicitos de imersoes isométricas
g : M™~1 — Q*3(e) holonomicas na classe B. Tal familia sera usada (Ver Se¢io[3.6) para
produzir exemplos explicitos de imersoes isométricas f : M™ — Q*"3(¢) x R C E*"!
com ec € (0,1). Em particular, para € = 1, tais imersoes isométricas tém a propriedade
de que f =io f, em que i: S* 3 x R — R?™! ¢ a inclusdo canonica, nio tem pontos
fracamente umbilicos.

Seja U C R™™! um aberto simplesmente conexo com coordenadas (uy, -+ , Up_1)
e (v,h, V) a solucao trivial de dada por V = Itm—1)x(m-1) € h = (hy) = 0, em que
Ve Mm—1)x(m-1)(R) ¢ definida por

Vie="Vip, para 1<r<m—2, ¢ Viguy) =v;

e I(m—1)x(m-1) denota a matriz identidade de ordem m — 1. Resolvendo o sistema

L 0G
(4) O = 0i(m-1)Xm—1
(ii) 0Xi _ 0, Vi#j
ouy (2.4.1)
(iii)aXi—€ arai£m—1 WXt __ h
aui =Gi, P ’ 8um,1 - €
\ (iv) gi’; = —0;X;, 1<r<m-—2

com as condigbes iniciais G(0) = —eEy, X;(0) = E9i11, para i #m — 1, X,,,_1(0) = Es e

&(0) = Egpy9, em que {E), -+ , Fy, o} é uma base ortonormal de E*"~2 obtemos

G = _ece(um—l) El + Se(um—l) E2
Xi = COS Uy EQH_l -+ sen u; E2i+2, se 1 7é m — 1, Xm—l = S€(Um_1) E1 + Ce(um—l) EQ,

& = —senu, Fypq +cosu, Eoypyo, 1 <r <m—2,
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em que

COSUp,—1, Se € =1 sen U;,_1, se € =1
Ce(umfl) = € Se(umfl) =
cosh u,,_1, se e = —1 senh u,,_1, se e = —1
Embora GG nao seja uma imersao, a transformacao de Ribaucour ainda pode ser

aplicada.

Considere uma solu¢ao (1, -+ , Ym—1, 51, - , Bm—2, @) do sistema linear de EDP’s

' = i(m—1)Ym—1,
() g, ~ im0 Ym-1

i) 2L — (1= O 4 cCopp,
%ul

(i41) aZi = 0;(1-C)B;, 2<i<m-—2, (2.4.2)
a%;—l .

(iv) B —€e(1 —C+€eCc)p,

satisfazendo ec € (0,1) e

-2

3

m—1
YR+ =C+eCo)fi+(1—C)> B+e(l—C+eCe)p® =0. (2.4.3)
=1

||
N

r

Defina G : U — E?m—2 G = (Gh e ;GZm—2)7 por

Gi = —€Ce(um-1) = 209(Ym-15(Um-1) = pCe(tm-1))

Gy = Sc(um-1) = 200(Ym1Cc(tm1) + €0Sc(tm 1))

Gy = —2vp(y1 cos up — PBrsen uq)

G, = —2vp(yisen up + By cos uyp) (2.4.4)
Gom-3 = —200(Yim—2 COS Up—2 — Bm_2S€N Uy, o)
Gomo = —20Q(Vm—28en Upy_o + B2 COS Upy_2)

m— m— -1
em que v = (Z¢:11 v+ Zr:f 8%+ 6@2) .
Seja i : Q*™3(¢) — E*"2 a inclusdo canodnica. Segue do Teorema que

G=i0g,emque g:U — Q™7 3(¢) & uma imersao isométrica na classe B em relagao a c
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eal="P&)=((, -, Cm o) dado por

G = —20B1(Ym1Se(tm-1) — Cc(tm_1)),

G = —20B1(Yma1Ce(tm1) + €pSc(tm1)),

(3 = —sen uy — 2uB (71 cos uy — Bysen uq),

(i = cos uy — 2uB(ysenuy + By cosuy), (2.4.5)
Coms = —20B1(Ym—2COS Up—2 — Bz SN Upy_5)
Com—z = —20B1(Ym—25eN U3 + B2 COS Upm_3),

Vamos exibir a seguir exemplos explicitos, encontrando solugoes do sistema (2.4.2))
satisfazendo (2.4.3), em dois casos particulares. Os demais casos sao analogos.

Exemplo 2.12. Suponha que e = 1, c=1/2 e C > 2: Defina —a? :=1—-C/2 e —? :=

8290 32%%1
1 — C. Segue das equagoes (i) e (iv) de (2.4.2) que G = alp e 52 = a* Y1
m—1 m—1
Portanto,
o(ug, -+ Upm—1) = senh atiy, 1 € Y1 (U, -+, Upm—1) = acosh atty, ;.
Segue das equagoes (ii), (iii) e (v) do sistema (2.4.2)) que
P 2 0 2 .
—au% :af}/le—auZ2 :b"y“ 2§2§m—2
Dai,
Yi(ur, o tumo1) = Kne™ ™ 4 Kjpe™ (2.4.6)
e
’}/i(ul, st 7um—1) = Kile_bui + Kigebui, 2 S 1 S m — 2. (247)
Finalmente, segue da equacao (v) de (2.4.2)) que
K K
Br(ug, - Upm—1) = P (2.4.8)
a a
e
K; Ko .
Biug, - tUpy) = —2e i - Z2ebui 9 < < — 2 (2.4.9)

b b
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E facil ver que essa solucio satisfaz as condicoes do aberto U € R”' do Teorema [2.7,

Além disso, esta solucao satisfaz a integral primeira (2.4.3) se, e somente se,

m—2

(Kpe™ ™ 4 Kppe™)? + (Kire "2 + Kpe?)? + a? cosh? atuy,
—2
2

)

m—2 2
K K K; K;
2 11 _au 12 qu 2 il _bu, 12 buy
— - T _ _-Z 1 _ b - i o = i
a ( a e a e ) i:E - ( b e b e )
m—2
—a%senh® auy,_ 1 = 0 < g 4K, Ky 4+ a® = 0.

=1

m—2
Ai Ai o
2a e K = 2@) com E )\? = 1. Substituindo esses

i=1
valores nas expressoes (2.4.6) — (2.4.9)), obtemos:

Para tanto, basta tomar, K;; = —

auy auy

e —e
Y1(tg, o Umo1) = Aia 5 = A\iasenh auy,
bu; bu;
6 [ e T .
Vit -+ Um-1) = /\ZaT = Nasenhbu;, 2 <i<m—2,
e—aul +€au1
B1(U1, T 7um—1) = _)\IT = —\j cosh auq,
e
\.a e—bui + ebui ‘
Bi(uy, -+ Up_y) = ——— ————— = —Njab ' coshbuy; 2 <i <m — 2.

b 2

Substituindo em 1D temos que G := (Gy,--- ,Gam_2) € dada por

G1 = —coSuy_1 — 2vsenhau,, 1(acoshau,, 1sen u,, 1 — senh au,, 1 €os Uy 1)
Gg = sen Um,_1 — 2vsenh au,,_i(acosh at,,_1 cos u,_1 + senh au,, 1sen U, 1)
G; = —2\vsenhau,, (asenh auy cos uy + cosh auy sen uy)
Gy = —2)\vsenh atty,—1(asenh auy sen u; — cosh auy cos uy)
Ggm_g = —2\n_ovsenh au, ;(asenh bu,, 5co8 Up_s + ab™t cosh bu,, o sen u,, )
Gomo = —2\,,_ovsenhau,, 1 (asenh bu,, osen Uy, o — ab™t cosh D, 5 COS Up,_o).

A imerso § pertence a classe B com respeito a ¢ = 1/2 e ao campo P(¢) = (¢, - -, Com—2)
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dado por
(~1 = 2v); cosh auy(a cosh au, 1 sen U, 1 — senh at, 1 cos Uy, 1),
(s = 2u\ cosh auy(acosh atty, 1 cos Upy,_1 + senh at,, 1 sen U, 1),
53 = —sen u + QV)\% cosh auy (asenh auy cos uy + cosh auy sen uy),
54 = cos up + 2vA? cosh auy (asenh auy sen u; — cosh auy cos ),
Com—s = 20\ A\m_scosh auy (asenh bu,, 5 cos Upy,_s + ab! cosh bu,, o sen u,, »)
Egm,g = 20\ Ap_2 cosh auy (asenh bu, osen U, o — ab™! cosh b, 5 cos Up,_2),
em que
m—2
V= (AfaQ senh? au; + Z )\?az senh? bu; + a® cosh? au,,_ 1 + )xf cosh? auy
=2
m—2 -1
+ Z A?aQb_Q cosh? bu; + senh? aum1> .
r=2
Exemplo 2.13. Suponha que e = =1, c= —1/2e¢ C > 2: Sejam —a® :==1—-C/2 ¢ —1* =
0? 0%
1 —C. Segue das equagoes (i) e (iv) de (2.4.2) que 290 =—a’pe 72 L — a2y,
aum—l aum—l
donde
O(Up, Upp—1) = SEN Alyy—1 € V1 (U1, * y Upp—1) = @ COS Ay 1.
Segue das equagoes (ii) e (iii) de (2.4.2) que
8271 2 82%‘ 2
TN 2y e 2 2 9<i<m—2.
Dai,
(g, 1) = Kypem ™ + Kjpe™ (2.4.10)
e
Yiltg, -+ 1) = Kijje ™ 4 KipeP™ 2 < i <m — 2. (2.4.11)
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Finalmente, segue da equacao (v) de (2.4.2)) que

51 (Ul, cee 7um—1) = G_I(Klle_aul — K12e““1) (2412)

ﬁi(ul, s ,um,l) = bil(Kﬂ@ibui — Kzgeb“i), 2 S ) S m — 2. (2413)

E facil ver que essa solucio satisfaz as condicoes do aberto U € R™ ! do Teorema .

Além disso, esta solucao satisfaz a integral primeira (2.4.3)) se, e somente se,

m—2
(Kue_‘““ + K12€au1)2 + (Kile_b“i + Kigebui)2 + CL2 COS2 AUpp—1
2

1=

m—2
— —au aui\12 — —bu; ui\]2
—CL2 [CL 1(K116 v — Kiqe 1)} — b2 Z [b I(Kﬂ@ bui _ Kigeb l)]
i=2
m—2
+CL2 sen? AUy,—1 = 0 <=4 Z KK+ a’ = 0.
i=1
. )\ia Aia = 2 .
Assim, basta tomar K;; = — 5 e Ko = 5 com Z A; = 1. Substituindo esses valores
i=1
nas expressoes (2.4.10) — (2.4.13), obtemos:
e—aul _ caul
(U, Up) = —AlaT = \iasenh auq,
efbui - ebui
Yi(ug, o Upg) = —AiaT = Masenhbu;, 2 <i<m—2,
e~ aul _|_€au1
Br(ug, - Up—1) = —AlT = —\j cosh auy,
e
—bu; —|—€bui

ﬁi(ul, s ,Umfl) = —)\iabile = —/\iabfl cosh bui, 2 S 1 S m — 2.

2
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Substituindo em 1' temos que G = (él, e ,@Qm_g) ¢ dada por

G1 = cosh ;1 — 2vsen au,_1(acos at,, 1 senh U, 1 — Sen G, 1 cosh u,, 1)
Go = senh u,,_; — 2vsen au,,_1(acos at,,_1 cosh u,,_1 — sen au, 1 senh u,,_1)
Gs = —2v)\jsenau, i(asenhau; cos uy + cosh auy sen u;)
Gy = —2v)\jsenau,,_i(asenhau; sen u; — cosh au; cos uy)
Gom-z = —2U\p_25en at,_1(asenh bu,, 5coS Up_o + ab™' cosh bu, o sen u,, )
Gom—2 = —2U\y_28en aly, 1(asenhbu, ssen t, o — ab™ cosh b, 5 coS Uy, o).
A imersdo ¢ pertence a classe B com respeito a ¢ = —1/2 e ao campo P(() =

(517 U 7§2m—2) dado por

(1 = 2vA;coshaug(acosat, 1 senh u,_1 —sen at,,_; cosh u,_1),
(o = 2vA;coshaug(acosat,, 1 cosh u, 1 — sen au,, 1 senh u,, 1),
(3 = —sen u; + 2v\? cosh auy(asenh auy cos uy + cosh auy sen ),
(4 = cos uy + 2v\? cosh auy (asenh auy senu; — cosh auy cosuy),
Com—3 = 20U\ A2 cosh aui(asenh bu,, 5cos Uy, o + ab™t cosh bu,, o sen u,, )
Com—2 = 2UAAm_o cosh aui(asenh b, o sen , o — ab™t cosh bu,, 5 cos Upy,_s),
em que
m—2
V= )\faQ senh? au; + E )\?az senh? bu; + a? cos® au,,_1 + )\f cosh? auy
i=2
m—2 -1

+ E /\?azb_2 cosh? bu; — sen® au,, 1
r=2



Capitulo 3

Imersoes 1sométricas de formas

espaciais em Q"(¢) x R.

Sejam g : M™ ' — Q%" 3(¢) uma imersdo isométrica com fibrado normal plano e
¢ € T(N9M) um campo unitario paralelo na conexdo normal. Sejam j : Q*"3(¢) —
Q¥ 3(e) x Rei: Q> 3(e) x R — E* ! as inclusdes canédnicas e j := i o j. Considere
a familia de imersoes isométricas g, : M™ 1 — Q*"73(¢), paralelas a g na diregao de ,

definidas por

Gs(@) := (j 0 g5)(2) = Ce()g(x) + Se(s)¢, (3.0.1)

em que § = jog, (= j(,

coss, se e =1 sens, se € =1
C.(s) = e Ses)=
coshs, se e = —1 senh s, se e = —1
Defina
oM™ xR = Q™™ () xR

por

f(x,s):=(io f)(x,s) = gs(x) + Bsi*%, B >0, (3.0.2)

e seja M™ C M™ ! x R o subconjunto dos pontos regulares de f. Na Secao

mostraremos o seguinte fato.

Proposicao 3.1. A métrica induzida por f em M"™ tem curvatura seccional constante c

23
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se, e somente se, ¢ = e g pertence a classe B com respeito a ¢ e a (.

€
1+ B2
Podemos agora enunciar os principais resultados deste capitulo.

Teorema 3.2. Seja f : M — S™ P x R uma imersao isométrica comm >3, p < m—3

ec<1. Entao uma das sequintes possibilidades ocorre:
(@) ce[0,1) ep=m—3;
(b) ¢=1.

Além disso,

(i) sec=0, entdo f é um cilindro sobre uma imersao isométrica g : NJ*~ ' — S¥m=3,

1
1+ B%
imersao isométrica g : M™ 1 — Q" 3(¢) pertencente a classe B com respeito a c e

(17) se ¢ € (0,1), entao f é dada por (3.0.4), com ¢ = em termos de uma

ao campo ;
(1ii) se c =1, entao f(M™) estd contido em uma fatia S™P x {t} de S™P x R.

Em particular, se M ¢ completa, entdo ou c = 0 e vale a conclusdo em (i) com N
completa, ou c =1 e vale a conclusao em (iii) com M* =S™ e f: S™ — S™*P totalmente

geodésica.

Diz-se que um ponto x € M é fracamente umbilico para uma imersao isométrica

f:M™ = EN se existe § € N:fM, (6,0) = sgn(c) := ¢/|c|, tal que

<d(>)’6> = Sgn(c) |C|<'7'>v (303)

em que & é a segunda forma fundamental de f em x. A imersao f é fracamente umbilica
se todos os pontos x € M sao fracamente umbilicos para f.

No caso € = —1, obtivemos o seguinte resultado parcial.

Teorema 3.3. Seja f: M — H™? x R uma imersao isométrica comm >3, p < m—3
ec<0. Entao c> —1. Além disso:

(1) se c=—1, entao f(M™,) estd contida em uma fatia H™P x {t} de H™? x R.;

(17) se c € (—1,0) e f = io f ndo possui pontos fracamente umbdicos, em que i :

H™P x R — L™P+2 ¢ q inclusdo candnica, entdo p=m —3 e f € dada por , com
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-1
c=—
1+ B?
classe B com respeito a ¢ e ao campo C.

em termos de uma imersao isométrica g : M™™ 1 — Q*™73(¢) pertencente a

A seguinte proposi¢ao trata dos casos omissos nos Teoremas e3.3

Proposigao 3.4. Seja f : M — Q™P(e) x R, m > 3, p < m — 3, uma imersao
isométrica. Se € =1, suponha que ¢ > 1. Se e = —1, suponha que ¢ € (—1,0) e que f =
io f seja fracamente umbilica, em que i : Q™ P(¢) x R — E™P+2 ¢ q inclusio candnica.
Entao existem um merqulho isométrico H : E™TY — E™P+2 yma inclusdo umbilica
i QmP(e) x R — E™P+2 e uma isometria W : M™ := H(E™1)Ni(Q™P(e) x R) — M™

tais que fo W =i .

Geometricamente, a proposicao acima afirma que toda subvariedade de dimensao
m > 3 e curvatura constante ¢ > 1 de S x R, p < m — 3, por exemplo, é a intersecao
de S™*? x R com uma subvariedade de curvatura zero e dimensiao m + 1 de R™*P*+2, No
entanto, parece um problema dificil determinar em que condicoes uma tal intersecao tem
curvatura constante.

Exemplos de imersoes isométricas nas condicoes da Proposicao Sa0

subvariedades de rotacao, as quais sao classificadas no seguinte:

Teorema 3.5. Seja f: M™ — Q"(¢) X R uma subvariedade de rotagao com curvatura

seccional constante ¢ e dimensao m > 3. Entao ¢ > €. Além disso:

1
(1) se € = 1, entao f é parametrizada por (1.1.30), com o = —=sen(y/cs). Ademais,

Ve

c =1, se, e somente se, h(s), na parametrizacao acima, € constante.

(i7) se e = —1 e c € (—1,0), entao uma das possibilidades ocorre:
(a) f é uma subvariedade de rotagdao do tipo esférico que pode ser parametrizada
1
senh(y/—cs);
— senh(y/—cs)
(b) f € uma subvariedade de rotagao do tipo hiperbdlico que pode ser parametrizada
1
cosh(v/—cs);
= cosh(y/~es)
(c) f € uma subvariedade de rotacao do tipo parabdlico que pode ser parametrizada

por (1.1.34) com vy = exp(+/—cs).

Outrossim, ¢ = —1 se, e somente se, h(s), nas parametrizagoes acima, é constante.

por ((1.1.31)) com v; =

por ((1.1.31) com vy =

(1ii) se e = —1 e ¢ = 0, entao uma das possibilidades ocorre:

(a) f € uma subvariedade de rotacdo do tipo esférico que pode ser parametrizada

por (1.1.31)) com v, = +£s;
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(b) f € uma subvariedade de rotac¢ao do tipo parabdlico que pode ser parametrizada

por (1.1.34) com v =k, k constante.

() se e = —1 ec >0, entao f € uma subvariedade de rotagao do tipo esférico que pode

1
ser parametrizada por (1.1.31]) com v = —=sen(y/cs).

e

3.1 Resultados basicos

Nesta segao demonstraremos alguns resultados basicos que serao utilizados nas proximas

secoes.

Teorema 3.6. Seja f . M™ — E™P wma imersao isométrica comm >3 ep < m — 1.
Suponha que ¢ # 0 se E™P = R™P ¢ que ¢ < 0 se E™™P = L™, Entao valem as

sequintes afirmacoes:

(i) Sep <m—1, entio f ¢ fracamente umbilica. Além disso, se E™P = R™ entdo

c>0;

(i1) Sep=m—1ex € M™ nao é fracamente umbilico para f, entio a sequnda forma
fundamental & de f € ortogonalmente diagonalizavel em x. Em particular, f POSSUL

fibrado normal plano em x.

Demonstracao: Temos que R™™ admite uma inclusao umbilica i no espago hiperbolico
. 1 .

H™*+1(¢) ou na esfera Lorentziana S7™'(c¢) com curvatura seccional constante c,

conforme seja ¢ < 0 ou ¢ > 0, respectivamente, cuja segunda forma fundamental o' é

dada por

(X, Y) = V]e|(X,Y)n,

em que 1 é um dos campos normais a ¢ tais que (n,n) = —sgn(c). Analogamente, para
¢ < 0 o espaco de Lorentz L™ admite uma inclusio umbilica em H}" "+ ().

Entao, a segunda forma fundamental
&= f'a' +i.a (3.1.1)

de f =10 f, em qualquer x € M", ¢ uma forma bilinear plana com respeito ao produto

interno (-, -) do espago normal a f. O produto interno (-,+) é positivo definido se ¢ < 0 e
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E™*P = R™*P ¢ Lorentziano se ¢ > 0 ¢ E™? = R™™P gu se ¢ < 0 e E™P = L™*P_ Além

disso, segue de
(@(-,),m) = (fa'( ), m) = —sen(e)V/]el (-, -)
que N (&) = {0}.

Agora considere os dois possiveis casos:

(1) S(&) é nao degenerado. Neste caso, segue do Teorema que
dimS(&) > m — dim N (&) = m.

Como dim S(&) < m — 3, isto implica que m = p + 3 = dimS(&). Agora, o Teorema
implica que, existe uma base {e1, ..., e, }, de T, M, tal que &(e;,e;) = 0, isto &, {e1, ..., e}

diagonaliza & e, portanto, & por (3.1.1). Além disso, segue de (3.1.1]) que

0= (alei, e5),m) = —sgn(c)v/|cl(ei e)), i # 7, (3.1.2)

logo a base {ey, ..., e, } & ortogonal. Em particular, R = 0 em .
(it) S(&) é degenerado. Neste caso, existe um vetor 0 # p € S(a) N S(a)*.

Escrevendo p = n + 1,0, para d € waM, obtemos:

0= (n+i.0,n+ i.6) = (i.0,4.0) + (n,n) = (6,0) = —(n,n) = sgn(c). (3.1.3)

0= <d(’ ')7 n+ 2*5> = <Z*d(’ ')v Z*5> - Sgn(c) |C|<" '>’ (3‘1'4)

isto é, x € M é fracamente umbilico.

Como escolio do Teorema temos o seguinte:

Lema 3.7. Seja f : M™ — E?>™=1 m > 3, uma imersao isométrica. Suponha que c # 0
se B2t = R?"1 ¢ que ¢ < 0 se B2t = L2m~!, Se x € M™ nao é fracamente umbilico

para f, entdo nio existe £ € NEM tal que rank Ag <1

Demonstracao: Suponha que exista £ € Nan tal que rank Ag < 1 e considere W =
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{&}+ ¢ N, M. Seja & : T,M x T,M — W dada por
a(X,Y) =a(X,Y) - ((X,Y),§)€
Como rank Ag <1, temos que
(X, Y),6(Z,T)) —(&(X,T),6(Z,Y)) = c((X ANY)Z,T)

para quaisquer X,Y, Z. T € T, M. Como dim W = n —2, segue do Teorema [3.6| que existe

&€ W tal que

((X,Y),€) = (a(X,Y),&) = sgn(c)V/]e[(X,Y)

para quaisquer X,Y € T, M, o que é um absurdo. 1

Proposicao 3.8. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional constante ¢ > 0. Se f: M™ — R*™~! ¢ uma imersdo isomélrica, entio existe

pelo menos um ponto fracamente umbilico para f.

Demonstracao: Passando ao recobrimento universal, podemos supor que M seja
simplesmente conexa e, como ¢ > 0, M™ ¢ isométrica a uma esfera S™(c) de curvatura c.

Suponha, por absurdo, que f nao possua pontos fracamente umbilicos. Entao
existem fungdes vy, ..., v, € C°(M!") e um referencial ortonormal X, ..., X,, de dire¢des
principais de f tais que [v;X;, v;X;] =0,1<i#j7<m. Sejam Y; = v;X; e p; o grupo de
transformacoes a um parametro gerado por Y; em M. Como M" é compacta, as funcoes
v;, 1 <1 < m, sao limitadas, dai os campos Y;, 1 < ¢ < m tém norma limitada e, portanto,
para todo x € M, a curva integral maximal t — @;(z,t) de Y;, com ¢;(x,0) = z esta

definida para todo t € R.

Seja xp um ponto fixo em M™. Defina ¢ = ¢, : R™ — M por

w(tb Ce ,tm) = me( .. (302(@1(330,151),252) .. )7tm)

Como [Y;,Y;] = 0, segue que os grupos a um parametro ¢; e ¢; comutam para quaisquer
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1 <17 # 5 < m. Isto implica que

Vet +3) = @ml...

em que t = (t1,...,ty,) € s =(S1,...,8n). Assim,

d d
u(8)0/0ui = L liot(s1, s FE o sm) = lmoi((), 1) = Yi(W(s))

para todo s = (sq,...,58,). Em particular, ¢ ¢ um difeomorfismo de uma bola aberta
centrada na origem sobre uma vizinhanca aberta de z.

Mostraremos, agora, que a aplicagao 1,,, definida em todo R™, é uma aplicagao
de recobrimento. Dado # € M, seja By (0) um bola aberta de raio 2¢ centrada na origem
tal que .|, ) ¢ um difeomorfismo sobre By (z) = U2 (Ba2c(0)). Se ¥ 1(z) = UgenTa,

para todo a € A seja ége(isa) uma bola aberta de raio 2e¢ centrada em Z,. Defina

Go : Bac(x) — Bge(i'a) por

Entdo, de obtemos
Yo (Da(y)) = ag (Ta + U7 (1)) = Dy ) (W5 (9) = V(¥ (y) =y

para todo y € By (z). Logo, 1, é um difeomorfismo de Bze(i’a) sobre By (z) tendo ¢,
como sua inversa. Em particular, isto implica que B(Z4) e B(#3) sdo disjuntos se a e
3 sdo indices distintos em A. Finalmente, precisamos mostrar que, se § € 1,1 (B¢(x)),

entdo j € B(Z,) para algum a € A. Isto segue de

Vo (§ = 15 (Y (9))) = Vo (=05 (g () = (3.1.6)

em que utilizamos na ultima igualdade o fato de que, para quaisquer z,y € M, temos
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Y, (t) = y se, e somente se, ¢, (—t) = x. Tal fato segue de (3.1.5).
Concluimos que 1),,, definida em todo o R™, é uma aplicagao de recobrimento e,
portanto, um difeomorfismo de R™ sobre M!™, ja que M™(c) é simplesmente conexa, o

que é um absurdo. g

3.2 Demonstracao da Proposicao 3.1

Derivando (3.0.2)) obtemos:
fel@, ) X7 = gou(2) X (3.2.1)

Pl 9) 2 = Nu(w) + Bi 2

o (3.2.2)

em que Ny(z) = —eS.(s) §(x) + C.(s) (. Em particular, os espacos normais de j, e de f
se relacionam por

N/

o, .
LM = {Ny(z) + Bz%}L C N9%N. (3.2.3)
Além disso, segue do item (iv) da Proposicao que

f g g Ns B*Q
Oéf(XH7YrH> = agS(X7 Y) o <ags(X7 Y)J Ns(ﬂf) + BZ*2> (:L‘) B ot

ot 1+ B?
i . N(z) + Bi, 2
= o (X,)Y) — (o (X,Y), Ny(x)) T t (3.2.4)
e

(0 0

= = =~ 3.2.5

o (e ) = —ete) (3:2.5)

Seja {Xy,---,X,,_1} uma base ortonormal em T,M™ ! de diregoes

principais de gs. Entao, decorre de (3.2.1), (3.2.2), (3.2.4) e (3.2.5) que
0

{Xf*y... ’XH_1’<1+B2)1/28_} ¢ uma base ortonormal de T, M formada por
s

m

direcoes principais de f .
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Da equacao de Gauss para a imersao isométrica f obtemos que

KM(XZ-LaX;{) = <af(Xz[,XZH)7af(X;{,X;{)>

B24) ~ ~ . _
2 (0% (X3, X0, 0% (X, X)) = 17 {0 (X X0), V(@) (0% (X, X,), N (o)
para quaisquer 1 <i#j7<m—1,e
0 1 7,0 0 7
Ky =, Xt = =, =), ol (X, X
M(asa z) 1+B2<a (88’65)70[( i z>>
- __ ¢ 9s(X. X.). G __
1+BQ<a ( (2 Z)?gs($)> 1+B2

Portanto M™ possui curvatura seccional constante se, e somente se,

(0 (X, Xi), 0% (X}, X;)) = ec(e + (% (Xi, Xy), Ny(2)) (@ (X;, X;), No(2)))

. . . € .
para quaisquer 1 < i # j < m — 1, em que ¢ = 1752 ou seja, se, e somente se, g
pertence & classe B com respeito a ¢ e a N, para todo s € I. Pela Proposicao isto

ocorre se, e somente se, g pertence a classe B com respeito a ce a (. i1

3.3 Demonstracoes dos Teoremas c

Consideramos, inicialmente, o caso ¢ = 0.

Lema 3.9. Seja f : MJ* — S™P xR, m > 3, p < m—3, uma imersao isométrica de uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional identicamente nula. Entao p = m — 3
e f é um cilindro sobre uma imersdo isométrica g : NJ*~ ' — S*™=3 de uma variedade

Riemanniana com curvatura seccional nula.

Demonstracao: Seja f =40 f, em que i: S™P x R — R™™P*2 ¢ 3 inclusdo canonica.
Segue da equacio de Gauss de f que a segunda forma fundamental o de f é uma forma
bilinear plana. Seja n € F(NfM) definido por |) Suponha que n(z) # 0 para algum

x € M. Entao A,Jf, e portanto «, possui nicleo trivial por ({1.1.10). Decorre do Teorema

que

p+2>dimS(a) >m
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o que é absurdo. Logo n ¢é identicamente nulo e, portanto, f ¢ um cilindro sobre uma
imersdo isométrica g : NJ'~' — S™ de uma variedade Riemanniana com curvatura
seccional nula. Segue-se que m+p—(m—1) > (m—1)—1, ou seja, p > m — 3. Portanto

p=m-—3. 1

Lema 3.10. Seja f : M"™ — Q?™3(e) x R uma imersao isomélrica na classe
A, parametrizada sequndo o Teorema em termos de uma imersao isométrica
g : N™ 1 — Qm*P(e) e de uma curva suave v : I — QF(e) x R C E*2. Suponha
que c #0 see=1, e que c <0 se e = —1. Suponha ainda que f =40 f nao possua pontos

fracamente umbilicos, em que i: Q¥ 3(¢) x R — E*"~1 ¢ g inclusio candnica. Entao

N (2) = spani, 2 (i(9())}

para todo x € N™ ', em que j : Q"P(¢) — Q*P(e) xR € a inclusio candnica e § = jog,

com}':ioj.

-1
Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que exista x € N™ ! tal que N{ (z) tenha

= F oL
dimensao maior do que ou igual a dois. Entao existe £ € N(J; oM N N{ (x), logo

rank Ag < 1 pela equacao (1.1.19)), o que é um absurdo pelo Lema 1

Lema 3.11. Seja f: M™ — Q™ P(e) x R, m > 3, uma imersao isométrica na classe A,
. . ~ . . . . m—1
parametrizada sequndo o Teoremal[l.1] em termos de uma imersio isométrica g : N™™ ' —

Q™*P(€) e de uma curva parametrizada pelo comprimento de arco v : I — QF(e) x R C

0
EF*2. Entdo, as curvaturas seccionais Ky (X7, 8_) de M™ sequndo os planos gerados
s
0
por {XH, 8_}’ com X € TN, sao todas iguais a ¢ # 0 se, e somente se,
s

(7" (5) + cy(s)) € Nfl.

Demonstragao: Dados © € N e X € T, N, segue de (1.1.27), (1.1.28)) e da equacio de
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Gauss para fque

0 <O‘~(XH>XH)’O‘~<%>%)>
o (5 5) =
- m (03(P.X, X), 6a(4"()))
—(0g(PuX, X), 6a(7 ()62 (), (1" (5))))
(A7 X,P.X)

g
bz (7" (5))

= 3.3.1
(P, X, P, X) ( )

Portanto Ky, (XH, %) = c para todo X € T, N se, e somente se,

(A9

bur( X PaX) = e(PX, P.X)

para todo X € T, N, ou seja, se, e somente se,

A =0. 1

g
dz (7" (s)+cv(s))

Lema 3.12. Seja f: M™ — Q*"3(e) x R, m > 3, uma imersao isométrica . Suponha
quec#0see=1, e quec <0 see=—1. Suponha ainda que f ‘=10 f nao possua pontos

fracamente umbilicos, em que i : Q*™3(¢) x R — E*™~1 ¢ a inclusdo canénica. Entdo

€
ec € (0,1) e f é dada por (3.0.9), com ¢ = 1552 em termos de uma 1mersao iSomeétrica

g: M™ 1 — Q*™3(e) pertencente a classe B com respeito a um campo ¢ € T(N9M™1)

paralelo e a c

Demonstracao: Segue do Teorema que f possui fibrado normal plano. Dai, segue do
Coroléario que f pertence a classe A, logo pode ser parametrizada, segundo o Teorema

[.1] em termos de uma imersdo isométrica g : N™ 1 — Q*"~3(¢) e de uma curva suave

v: I — Q"2 xR CE™ Agora, os Lemas e implicam que

0

0:((7"(8) + ev(s)) = als)is 5, = a(s)9:(0, ..., 1),

para alguma funcao diferenciavel a: I — R, em que ¢, é a isometria dada por (1.1.12)).

Segue, dai, que a curva ~ deve satisfazer a equacao diferencial

7"(s) = —c3(s) (3.3.2)



Imersdes isométricas de formas espaciais em Q"(e) x R. 64

Decorre de (3.3.2) e de (7(s),7(s)) =€, Vs € I, que

7 (s),7'(s)) =ec, Vs € I. (3.3.3)

ou seja,
(O ra () B 1 —ec, s e 1.

V1 —e€c s+ K, para alguma constante K € R.
3). Note que

Em particular, ec € (0,1) e ¥—1(s)

Sein 5(6) = (s ) € 35 1=

i

Donde segue que ((s) = (C.(s), Sc(s),0, ...,0), em que,

coss, se e =1 sens, se € =1
Ce(s) = e Se(s)= : (3.3.4)

cosh s, se e = —1 senh s, se e = —1

Agora
1 _ 1 0 0
— _— — m— _— _— = B —_
50 = (ms) = B+ () 57 = 006) + By
= (Cc(s),S5:(s),0,...,0, Bs), (3.3.5)
/1 —
em que B = —EC, ou seja, ¢ = € Observe que [ é uma reparametrizagao de

Vee 1+ B%

pelo comprimento de arco. Dai, segue de ([1.1.13)) que

F@,) = (10 £)(@,5) = 62(8(5)) = C(5)( 0 9)(w) + Suls)uC + Bsivm

o (336)

para algum ¢ € T'(NIN™ 1) paralelo na conexao normal. Além disso, como M™ possui
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curvatura constante, segue da Proposi¢ao [3.1] que g é uma imersao isométrica na classe B

em relacao a ( eac. 1

Lema 3.13. Seja f: M — Q™P(e) x R, m > 3, p < m — 3, uma imersao isométrica.
Suponha que c # 0 see =1, e que c <0 se e = —1. Entao valem as sequintes afirmagoes:
(1) se e = —1, entao ¢ > —1;

(ii) se e = 1, entdo ¢ > 0. Além disso, se ¢ € (0,1) entdop=m —3 e f :=io f nio
possui pontos fracamente umbilicos, em que i : S™TP xR — R™P*+2 ¢ ¢ inclusao canodnica.

Ademais, se c = €, entao f(M™) estd contido em uma fatia Q™*P(e) x {t} de Q™*P(e) x R;

Demonstracao: Se p < m — 3, o Teorema implica que f é fracamente umbilica e que
¢ > 0 quando e = 1. Se p = m — 3, o Lema implica que existe x € M, fracamente
umbilico para f ou ec € (0,1). Afirmamos que, se ¢ = €, entao f é fracamente umbilica.
De fato, se existisse um ponto x € M " nao fracamente umbilico para f, existiria uma
vizinhanca aberta U de x sem pontos fracamente umbilicos para f . Entao, o Lema m,
aplicado a f|y, implicaria que ec € (0, 1), contradizendo a hipotese de ¢ = e.

Suponha que z € M" seja fracamente umbilico para f, ou seja, que exista o €

NIM, (5,8) = sgn(c), tal que
X, Y)=/]d < X,Y > 5 +~(X,Y), VX,Y € T, M, (3.3.7)

em que v : T,M x T,M — {6} C N/M ¢ uma forma bilinear. Segue da Equacio
de Gauss que v ¢ plana e, portanto, o Teorema caso Riemanniano, implica que
dimN(y) >m—(p+1) > 2.

Por outro lado, seja v = 7o f, em que 7 : E™P+: x R — E™+L ¢ 4 projecio.
Escreva

—v =sgn(c) < —v,6 >0+ vt com <vt§>=0. (3.3.8)

Dati,

ATLX = AL X —sgn(c) < —v,6 > AlX
= (I1—+/|e] <—v,0>)X, (3.3.9)

para todo X € {T}* C T,M, em que, T é o campo definido por (1.1.1]).
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Agora, como dim{T}* =m —1 e dim N(y) > 2, temos que {T}- N N(~) # {0},

donde segue de (3.3.9) que

1
C

Dai, a desigualdade de Cauchy-Schwarz Riemanniana (respectivamente, Lorentziana)
implica que ¢ > 1 (respectivamente, ¢ > —1), quando € = 1 (respectivamente, ¢ = —1), e

que vale a igualdade se, e somente se, v = —sgn(c)d. Supondo v = —sgn(c)d e ||T|| # 0,

segue de ((1.1.10)) e (3.3.7) que ||n]|> = 1, o que é um absurdo por (1.1.1]). Portanto ||7']| = 0

e o resultado segue. 1

Agora estamos em condicoes de demonstrar os teoremas enunciados na introducao

deste capitulo.

Demonstracdo do Teorema [3.2; Se ¢ = 0, segue do Lema que p =m — 3 e que
vale o item (z). Suponha que ¢ # 0. O Lema [3.13| implica que ¢ > 0 e, se ¢ € (0, 1), entao
p=m-—3e f nao possui pontos fracamente umbilicos. O item (ii) segue entdo do Lema
e da Proposigao Finalmente, o item (éii) segue do Lema [3.13]

Suponha que M seja completa. Se ¢ = 0, segue do item (i) que f é um cilindro,
e este dltimo é completo se Ng”_l completa. Se ¢ > 0, segue da Proposicao que
existe pelo menos um ponto fracamente umbilico para f . Por outro lado, o Lema m
implica que, se ¢ € (0, 1), entao f nao possui pontos fracamente umbilicos. Logo ¢ =1 e,
neste caso, temos que M = S™ e, como p < m — 3, segue do Corolario 5.9, em [5], que

f:S™ — S™*P ¢ totalmente geodésica. 1

Demonstracao do Teorema Segue do Lema que ¢ > —1 e que vale o item

(7). Agora, se ¢ € (—1,0) e f nao possui pontos fracamente umbilicos, entao segue do
Teorema [3.6| que p = m — 3 e, do Lema e Proposi¢ao 3.1] que vale o item (iz).

Antes de finalizarmos esta secdo, provaremos a seguinte:
Proposicao 3.14. Toda imersao isométrica g : M™ 1 — S*™=3 na classe B é holonémica.

Demonstragdo: Seja g : M™ 1 — S?73 uma imersao isométrica na classe B com relacao a
ce (0,1) e ( € I'(NYM). Segue da Proposigao que f, definida por , em termos
de g, possui curvatura seccional constante c. Por sua vez, o Lema implica que f nao
possui pontos fracamente umbilicos. Logo, a Proposicao 4 em [§] existe um sistema de

coordenadas (uy, ..., u,) em M™ tais que 0/0u; = v; ' X;.
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Considere f = jo f, em que j : RZ"~! — Q27"(¢) é uma inclusao umbilica. E facil
ver que X;, 1 <1 < m, também sao direcoes principais de f Temos que vl = 0, entao
n; = af(Xi,Xi) #0,1 <4i<m. Como o le é nao degenerado, temos que (n;,n;) # 0,
para todo 1 < i < m. Além disso, segue da equacao de Gauss para f que (n;,n;) = 0 para
todo 1 <1i # j < m. Logo, {f1,...,Mm} é um conjunto ortogonal de N(J;S)M e, portanto,
uma base ortogonal de N(J;S)M. Tome £ € N(J;S)M, tal que 0 # (7, &) # (ﬁj,@ # 0,
para todo 1 < i # j < m. De (AgXi,XZ-) = (of(X:, X,),€) = (n;,), segue que as
m curvaturas principais de f , na direcao de f, sao nao nulas e distintas duas a duas.
Escrevendo f =&+ (, com¢ € N(];S)M e ( um dos campos normais a inclusao j, temos
que as m curvaturas principais de f , na direcao de ¢ sao distintas.

Por outro lado, admitindo, sem perda de generalidade que X; = Y/,

(2

Y, e T,M™ 1 1<i<m—1leX,, € span{d/ds}, segue de (3.2.1)), (3.2.2)), (3.2.4)) e (3.2.5)

que Yi,...,Y,,_; é uma base ortonormal de T,M™ !, composta por direcoes principais
de g, em todas as direcoes normais a §,, exceto na direcio N,(z) := Ny(z) + Bi*a,
em que gs sdo as paralelas a g, na dire¢io de (, definidas por (3.0.I). Como
N(J;S)M = {N,(z)}* € N%M, temos que & € N%M. Além disso, segue de (3.2.4

que as curvaturas principais de f e de g,, na direcao de &, sao iguais. Logo as curvaturas
principais de g, na direcao de £, sao distintas. Agora, como g, possui fibrado normal plano

segue, da equagao de Ricci, para gs, que A%; @) © Ags comutam e, portanto, Yi,...,Y,, 1

)
também sdo dire¢oes principais de gs, na diregao Ny(x). Contudo, §s admite um sistema de
coordenadas cujas direcoes coordenadas sao direcoes principais e, portanto, ¢ holonémica.

Em particular, g é holondmica. g

3.4 Demonstracao da Proposicao |3.4

See=1ep<m—2, segue do Teorema que f é fracamente umbilica, isto é, existe
o€ NfM, (0,0) = sgn(c), tal que & satisfaz . Afirmamos que isso também ocorre
se p = m — 3. De fato, se existisse um ponto z € M" nao fracamente umbilico para 1,
existiria uma vizinhanca aberta U de x sem pontos fracamente umbilicos para f . Entao,
o Lema aplicado a f|y, implicaria que ¢ € (0, 1), contradizendo a hipotese.

Defina v : T,M x T,M — {6} ¢ NIM por

7(50) = {al 1), 0)0 = sgn(e)v/el(- -)d.
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E facil ver que v satisfaz as equaces de Gauss e Codazzi de uma hipersuperficie h :
M™ — Em™1. Além disso, V0 € {6}+ € N/M, VX € T, M. Desta forma, o Teorema 5,
em [7], implica que f = H o h, em que H : E™"' — E?"! ¢ a inclusdo canénica. Como,
localmente, toda imersdo isométrica é um mergulho. Defina ¥ := (H o h) ™|y : M — M

uma isometria, em que M = H(E™*) Ni(Q*™3(¢e) x R). Agora, foW =it N

3.5 Demonstracao do Teorema 3.5

Demonstracao do Teorema Inicialmente vamos determinar os possiveis valores
de ¢ para que a subvariedade de rotacao f : M — Q"(¢) x R possua curvatura seccional
constante c. Seja T o campo definido em (1.1.1)). Para cada z € M, seja {&1,- -+, {nmat1}

uma base ortonormal de NJ M. Temos, pelo Teorema que
ALT=\T e AL X =p,X, VX € {T}, (3.5.1)

em que, 1 <7 <n—m+ 1. Agora a Equacio de Gauss (1.1.4), para X, Y, W € {T}+

ortonormais, com Y = W, implica em:

n—m+1

c—e= Z I (3.5.2)
r=1

e,para X =T e Y =W € {T}*, nos da que:

n—m-+1

c—e= > A+ [T (3.5.3)

r=1

Conclui-se de e de que ¢ > € e, se c =€, T" & um campo de vetores nulo.
Portanto, se ¢ = ¢, entdo f(M™) esta contido em uma fatia Q"(e) x {t} de Q"(¢) x R. E
facil ver que as fatias Q" (e) x {t} de Q"(¢) x R, sdo parametrizadas como na se¢io[1.1.2]
com a ultima coordenada constante.

Afirmamos que f :=io f, em que i : Q"(e) x R — E"*2 ¢ a inclusdo canonica,
pode ser vista como um tubo parcial sobre uma imersao isométrica g : M™ ! — Q"(e)
umbflica e com fibra v : I — Q"™ (e) x R C E"™3 v = (7, , Ynemtls Ynmi2)-

Além disso, o operador forma A9 de g := jog, em que j : Q"(¢) — E"™! ¢ a inclusao
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canodnica, é tal que

g _ g _ / g Y/,
A = —BL Ay oy = =BT e Ay =01, (3.5.4)
em que, O(s) = 7(s), quando ¢ = —1 e a subvariedade de rotagao é do tipo
esférico, e [(s) = ~(s) nos demais casos, ¢ é a isometria que define o tubo e

3(s) = (Y0, * s Ya-m+1,0).
De fato, para e =1 ou e = —1 e f do tipo hiperbélico, temos que a subvariedade

de rotacao é parametrizada por ((1.1.30)), que pode ser escrita como

Fls.8) = 20(9)30) + 3" s (8)es + hls)ensa, (35.5)
em que §(t) = >, i(t)e;, parat = (t1,- -+ ,tp_1), ¢ uma imersio isométrica de Q™ *(e)
em Q"(e) totalmente geodésica. Seja {€g,€m, - ,,€n,Ent1} uma base ortonormal de

R™™3_ Para cada t € Q"!, defina uma isometria ¢, : E""™%3 — E"~"F3 por ¢,(ég) =
§(t), ¢i(é;) = e;, m <1 < n+ 1. Defina uma curva v : I C R — E"™%3 por (s) =
Y080 + Dor Viemi16i + B(8)Eni1, com ey + > "2 = €. Agora, f(s,t) = i(7(s)).

Agora a segunda forma fundamental o da imersao isométrica § := j o g, é dada por
ad = —{(-, V. (é). (3.5.6)

Donde segue ([3.5.4). Tsto prova a afirmagao para e =1e e = —1 e f do tipo hiperbdlico.
Suponha que ¢ = —1 e f é uma subvariedade de rotacao do tipo parabdlico,
parametrizada por (1.1.34)). Tal parametrizacao pode ser escrita como:
f(s,t) =04(t) + Z%‘éi + h(s)énta
em que
m—1 1 m—1

N 2 5 2 ~

g(t) =éo+ ; tié; 5 (; tl-) en.
Note que g define uma imersao isométrica de R™~! em L™ (de fato, g(R™™1) C V" C
L2 em que V"™ é 0 cone de luz), e que §, €, - -+ , €5, €ny1 € uma base pseudo-ortonormal
de NIR™ ! com (§,9) = 0 = (é,6n), (G,6n) = 1 € {ém, + ,En_1,ént1} € uma base

ortonormal de span{g,é,}*.
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Seja {€g, €m, "+, €n, i1} uma base pseudo ortonormal de L"~™%3 com (eg, ep) =
0= {en,en), (€0,€n) =1 € {em,  + ,€n_1,€ns1} € uma base ortonormal de span{eg, e, }*.
Para cada t € R™™! define uma isometria ¢; : L= — NIR™! por ¢ (eg) = g, ¢1(en) =
n, Gi(e;) =€, m <i<n—1e@ieny1) = ény1. Defina uma curva v : I — H* " xR C

Ln—m+3 por ’7(5) = Yo€o + Z?:m Vi—m+16€i + h(s)en-i-l? com 2707n—m+1 + Z:L;lm ’7@2 =—1

Observe que f(s, t) = ¢¢(y(s)). Para qualquer sq € I fixo, seja g : R™~! — H" dado por
1
g=0— één. Entao g (horosfera) define uma imersao umbilica com mesmo espago normal,

em "2 que §, em qualquer ponto t € R™~!. Note que

3 POt (PSS (N - A 5
f(s:t) = ¢u(v(s)) =709 — ST 5t Z%—mﬂei + h(s)ént1

i=m

n—1
A Yo\ 4 A
= %9+t Z%—mﬂei + <7n_m+1 + 5) én + h(s)éni1
Agora, observe que o espaco normal a § := jo g, em t € R™! é gerado por

NIR™ ™ = span {§, ém, -+ ,én} -
Dai, temos que,
() = (a%(, ), 9)En + (), En)g + D _(07( 1), e)es. (3.5.7)
Mas, para quaisquer X,Y € T,R™! temos

(I(X,Y),é,) = X(Vx3.Y, é,) = X(3,Y,6,) =0

<04§(X, Y)7§]> = <6X§Y7 §> = X(.&*K g) - <§K Q*X> = _<QY> Q*X> = _<X7 Y>

(ag(X, Y),e) = (@Xg*Y, ei) = X(g.Y,e;) =0, m<i<n-—1.

Logo,
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Donde segue (3.5.4]).

Por sua vez, suponha que ¢ = —1 e f seja uma subvariedade de rotacao do tipo

esférico parametrizada por ((1.1.31]). Observe que (1.1.31)) pode ser escrita como:

F(t,8) = v0e0 + 19(t) + Y Yiemsr€i+ hs)enss,

1=m-+1
em que
gty =>_pilt)es,
=1
para t = (t;,-++,tm_1), & um imersdo isométrica de R™ ! em S Seja
{€0,€ms"*" »,€n,Eny1} uma base ortonormal de L"™%3  Para cada t € R™
defina uma isometria ¢; : L"™ — L™ por ¢(é) = ey, ¢(é1) = g(t) e

$i(é;)) = e, m+1 < ¢ < n+ 1. Defina uma curva v : I C R — R+™*3
por ¥(s) = Yofo + Yoi Viem+1€i + h(s)Ens1, com —73 + U2 = 1. Agora,
f(s,t) = é4(y(s)). Para qualquer sy € I fixo, seja g : R™ ' — H" dado por
g(t) = 2e¢ + g(s). Entdo g define uma imersao isométrica umbilica com mesmo espago

normal, em L""2, que §, em qualquer ponto t € R™~!. Note que

fts) = @(v(s)) = €0 + 271€0 — 27160 + 710 + Z Yiemr1€i + h(s)ent
1=m+1

= (70 - 2’71)60 + 719(15) + Z Yi—m+16€i + h(3)6n+1
i=m+1

Agora, observe que o espaco normal a § := jo g, em t € R™!, ¢ gerado por
NPR™ ! = span {eq, §, €mit, - »€n}-

Dai, temos que
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Mas, para quaisquer X,Y € T,R™ ! temos

<a§(X’ Y)? 60) = <@X§*Y7 60) = X<§*Y7 60) = Oa

<C¥§(X, Y)7§> = <6X.§*Y’ g> = X(é*}/; g) - <§*K Q*X> = _<§*Y7 g*X> - _<X7 Y>

(09(X,Y),e;) = (Vx§.Y,e:) = X(3.Y,e) =0, m+1<i<n.
Logo,
ag(‘, ) = _<" >g = _<'7 '>¢t<él)'

Contudo, a afirmacao fica provada.

. XH XM .
Agora, sejam {Xi,..,X,, 1} e {%,”Xa“,...,“x’;@ 1“} bases ortonormais de
1 m—1

T,Sm 1 e TisM, respectivamente, em que X7t ¢ o levantamento horizontal de X;, para

todo 1 < ¢ < m — 1. Supondo que a curva v seja parametrizada pelo comprimento de

arco, segue de (L.1.19) e (1.1.21)) que

0 0
f I N "
o (08,08) ¢2(7"(s)),
of (XTEXT) = —a(A9 )Xo X))+ < a(AG - X, X), 0a(7 (5) > 0.(7'(5))

= B(9)[a”(Xi, Xj)— < ¥(X;, X)), ¢a(7'(5)) > 62(7'(5))]
= B(s)(Xi, Xj) [0 (X, X;) + B'(5)du(7/(5))]

X, A9 X; >;= B%(s),

IXTH? =< £ X7 £XT > =< A b

5))

=2
~
o
N
=

paratodo 1 <i<m—1lesel.
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Contudo, segue da Equacao de Gauss para a imersao isométrica f que,

. ( xX® X7 > <ol (XP X, of (X7 XTY) >

X7 X XX
_ (09X, X0) 4+ B'(s)¢a(7'(5)), 09 (X, X;) + ()0 (7 (s)))
B2 (s)
_a—p%(s)
B2(s)
e
M( X} g) < (XX, ef (2, 2 >
I X7 0s X712
/6//
B
para quaisquer 1 <i# 7 <m—1,em que a =1 quando e =1 ou e = —1e f é do tipo
esférico, a = 0 quando e = —1 e f ¢é do tipo parabélico e a = —1 quando e = —1 e f é do

tipo hiperboélico. Logo, M™ tem curvatura seccional constante ¢ se, e somente se,

B'(s)? + ch(s)* = a. (3.5.8)

BN(S)
p(s)

Note que — = ¢, ou equivalentemente,

B"(s) + ¢B(s) = 0, (3.5.9)

segue derivando (3.5.8)). Para finalizar a prova, basta integrar as equagoes (3.5.9) e (3.5.8]).

Para o caso € = 1, temos que ¢ > 1. Dai, segue de (3.5.9) que
B(s) = v(s) = Acos(y/cs) + Bsen(y/cs) (3.5.10)

com A, B € R constantes. Substituindo (3.5.10) em , obtemos que

A2+B2:1
&
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1 1
. Desta forma podemos tomar A = —senfy e B = — cos . para algum 0y € R. Assim,

Ve Ve

1 1 1
Yo(s) = 7 sen 6y cos(v/cs) + 7 cos By sen(y/cs) = 7 sen(v/cs + ).

0 1
Substituindo s por s — 700, podemos supor que 6y = 0. Logo, Yo(s) = % sen(y/cs) e o

item (7) do teorema fica provado. Os demais casos sao analogos. &

3.6 Exemplos.

Nesta se¢ao construiremos exemplos explicitos de imersoes isométricas f : M —
Q?™3(e) xR, com ec € (0,1). Para € = 1, tais exemplos tém, em particular, a propriedade

de que as composi¢oes f =io f: M™ — R*™~! nao possuem pontos fracamente umbilicos.

Seja U C R™~! um aberto simplesmente conexo com coordenadas (uy, -+ , Up_1).
Considere uma solugao (1, ,Ym-1,051, "+ » Bm—2, ¢) do sistema linear de EDP’s
( 880
. = 51 m—1)"Jm—1,
(2) aam (m—1)Ym-1
(1) 2L = (1 = C + eCe)B,
85“
{ (iid) a—%' = 0,;(1—C)B;, 2<i<m—2, (3.6.1)
Uj
. a'}/m—l
=—€e(l1-C+eC
(iv) Gamt = (1= €'+ eCo)p,
95,

\ (U) 8ul = _61'1”71'7

com ec € (0, 1), satisfazendo
m—1 m—2
Y+ (1—C+eCe)fi+(1-C) Y B2+ e(l—C +eCe)p? =0. (3.6.2)
i=1 r=2

Temos que g : U — Q*"3(¢), definida por (2.4.4)), em termos da solugao do

sistema 1} satisfazendo 1} pertence a classe B em relacio a ¢ := 75(51), dado

por (2.4.5)), e c.
Defina agora f : M™ := U x R — Q¥*3(e) x R ¢ E*™!, por (3.0.2)), em termos



Imersoes isométricas de formas espaciais em Q"(e) x R. 75

de g. As funcoes coordenadas de f sdo, portanto:

fl - _606(5>Ce(um—1) + @E(Vm—lse(um—l) - @Ce(um—l))

f~2 = CE(S)Se(um—l) + &(Vm—lcs(um—l) + €¢Se(um—1))

fi = —Se(s)sen uy + zﬁ(fyl cos uj; — (1 sen u)

fi = Se(s)cos uy + 1@(71 sen wu; + [ cos uy) (36.3)
fom—3 = V(Ym-2C08 U3 — Brn_28eN Upp_2)
fom—z = (Ym-25eN Upp_s + B2 COS Upy_s)
f2m—1 - BS’

em que B = %, v =—2(p+p) (Ef:ll i + 21—12 2+ 6g02)_1.
A Proposicao implica que a métrica induzida por f possui curvatura seccional
constante c. Para e = 1, segue do Lemaque f nao possui pontos fracamente umbilicos.
Solugdes do sistema [3.6.1] satisfazendo sao obtidas, explicitamente, na

Secao A seguir exibiremos dois exemplos explicitos.

Exemplo 3.15. No Exemplos obtemos uma classe de solugoes para o sistema (3.6.1)),
satisfazendo (3.6.2)), a saber,

o(ug, -+ Up—1) = senh atty, 1,

Y (U1, Upm—1) = Aasenh auy,

Yi(ug, -+ Up_1) = Nasenhbu;, 2 <i<m — 2,

Ym—1(U1, -+ Upm—1) = acosh au,, 1,

B1(ur, -+ Um—1) = —Aj cosh auy,

Bi(u, -+ Upm_1) = —Aab ' coshbu; 2 <i <m — 2,
m—2

em que, —a®:=1—-C/2, =b*:=1-Ce Z A2 = 1. Substituindo as equacdes acima em
i—1

(3.6.3)), segue que as funcoes coordenadas da imersao isométrica f : M — 2" 3 x R C
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R?™~! s30 dadas por

fi — COS § COS Uy, 1 + (acosh auy, 1 sen u,, 1 — senh au,, 1 €oS Uy, 1)
fo COS § sen Uy, 1 + ¥ (a cosh at, 1 oS Uy, 1 + senh au,, 1sen u, 1)
I3 —sen ssenu; + A (asenh auy cos uy + cosh auy sen uy)
fa sen s cos uy + YA (asenh auy sen u; — cosh auy cos uy)
Sfom—3 Y A\m_o(asenh bu, 5cos Upy,_o + ab™! cosh b, osen u, o)
fom—2 Y Am_o(asenh bu,, osen U, o — ab™ cosh bu,, 5 coS Uy, o)
f2m—1 S,
em que
m—2
1 = —2(senh au,,_; — A cosh auy) )\%az senh? au; + E )\?aZ senh? bu; + a? cosh? au,, 1
i=2
m—2 -1
—l-/\f cosh? auy + a®b=2 E )x? cosh? bu; + senh? at,,_y
r=2

Exemplo 3.16. No Exemplos obtemos uma classe de solugoes para o sistema ({3.6.1)),
satisfazendo (3.6.2)), a saber,

O(Up, -+ Up—1) = SEN Ay, 1,

Y (U1, Upm—1) = Aasenh auq,

Yilug, -+ Upm_1) = Nasenhbu;, 2 <i<m — 2,

Ym—1(Ut, "+ Up—1) = G COS AUy, 1,

B1(ur, -+ yUm—1) = —Aj cosh auy,

Bi(u, -+ Upm_1) = —Ajab ' coshbu; 2 <i <m — 2,
m—2

em que, —a?:=1—-C/2, =b*:=1-Ce Z A? = 1. Substituindo as equagoes acima em

i=1

1' segue que as funcoes coordenadas da imersdo isométrica f : M™ — H*™ 3 xR C
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R?™~! s30 dadas por

fi = —coshscoshu,,_1 + ¥(acosau,,_1senh u,_; — senau,, 1 coshu,, 1)
fo = coshssenhu,,_ 1 + ¥(acosau,,_ 1 coshu,, 1 — sen au,,_1 senhu,, 1)
fs = —senhssenu; + ¥\ (asenhau; cos uy + cosh auy sen wuy)
fi = senhscosu; + YA (asenh auy sen u; — cosh aug cos uq)
fom—s = WAn_o(asenhbu,, ocos Uy o+ ab™' coshbu,, ssen u, o)
fom—o = YAn_o(asenhbu, osen U, 5 — ab~! coshbu,, 5cos Up,_ )
f2m—1 = S,
em que
m—2
) = —2(sen ay,,—1 — Ay cosh auy) )\faz senh? au; + E )\?CLQ senh? bu; + a® cos? au,, 1
i=2
m—2 -1

—l-)\f cosh? auy + a®b™2 g )\? cosh? bu; — sen® au,, 1
r=2



Capitulo 4
Hipersuperficies de Q%) e L*

Neste capitulo abordamos o seguinte
Problema *: Para quais hipersuperficies f : M® — Q%(c), ¢ # 0, existe uma imersao
isométrica [ M® — 1LA?

Para ¢ = 0, o Problema * foi estudado por M. Dajczer e L. A. Florit em [6], onde
os autores exibem uma parametrizacao de Gauss para f.

Antes de enunciar os principais resultados deste capitulo, precisamos introduzir
algumas definigoes. Dada uma superficie g : M? — Q3(¢) em uma hipersuperficie umbilica
Q3(¢) de Q*(c), € > c, a hipersuperficie parametrizada pela aplicacio G : M2 xR — Q*(c)
dada por

G(x,t) = expy) (t§(g(7))),

em que ¢ ¢ um campo de vetores normal unitario a inclusao i : Q*(¢c) — Q*(c) e exp é a
aplicacao exponencial de Q*(c), é chamada de cone generalizado sobre g.

Um hélice em S"(c) C R™™! (respectivamente, H"(c) C L") ¢ uma curva suave
v: I CR— S"(c) C R*" (respectivamente, v : I C R — H"(c) C L"™!) parametrizada

pelo comprimento de arco tal que

' (t),v) =0 (4.0.1)

para algum v € E"*L,

Uma hélice v : I — S*(¢) C R? pode ser parametrizada por

v(t) = (At + B, \/1/c — (At + B)2sen ¢, \/1/c — (At + B)2cos ¢),

78
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t /Tl = A% = (As T B
1/c— (As+ B)?
Hélices v : I — H?(c¢) C L? sdo de trés tipos distintos, conforme o vetor v em

em que A, B sao constantes e ¢(t) = ds.

(4.0.1)) seja do tipo-espago, tipo-tempo ou tipo-luz. Seja {ei, e, €3} uma base de L3, a
qual é ortonormal com assinaturas (1,—1,1) e (—1,1,1) no primeiro e segundo casos,
respectivamente, e pseudo-ortonormal no tltimo, com (es, e5) = 0 = (eq,e1), (e1,e2) =1

e (e3, e3) = 1. Entdo uma parametrizagdo de v é, respectivamente,

YU (t) = (At + B,\/(At + B)? — 1/ccosh é(t), \/ (At + B)? — 1/csenh é(t)),

V(As+ B)2 +1/c(A? — 1)
em que ¢(t) / (As+ BE—1/c ds,

YA(t) = (At + B,\/(At + B)2 + 1/ccos ¢(t),\/ (At + B)2 + 1/csen ¢(t)),

\/As—i—B +1/c(A2+1

)
d
(As+ B)2+1/c % ¢

em que ¢(t)

70 = e+ By (1= 08) o5ty YE A ),

em que A, B sao constantes.

O proximo teorema nos da a solucao para o Problema * em dois casos especiais.

Teorema 4.1. Seja f: M3 — Q*(c) uma hipersuperficie para a qual existe uma imersao
1sométrica f M3 — LA

(a) Suponha que f possua uma curvatura principal com multiplicidade dois. Se ¢ > 0,
entao f € uma hipersuperficie de rotacao, parametrizada como na Secao cuja curva
perfil é uma hélice em Q*(c) C E? e f € um cone generalizado sobre uma superficie com
curvatura constante de uma hipersuperficie umbilica de 1.*. Se ¢ < 0, entdo ou vale a
mesma conclusao do caso anterior ou existem um mergulho isométrico H : L* — L%, uma
inclusio umbilica i : H(c) — L° e uma isometria ¥ : M? := H(L*) Ni(H*(c)) — M? tais
que foW =i s e fol =H " ys.

(b) Se uma das curvaturas principais de f € zero, entao f € um cone generalizado sobre

uma superficie com curvatura constante de uma hipersuperficie umbilica Q3(¢) de Q*(c),
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c>c, e f éuma hipesuperficie de rotacao parametrizada como na Secao com

acos+/ct, ¢ >0,

"=
acosh/—ct, ¢ <O.

Lembremos que uma hipersuperficie f : M™ — Q""!(c) & holonémica se M"
admite um sistema global de coordenadas ortogonais (uy,...,u,) tal que os campos de
vetores coordenados % sao autovetores do operador de Weingarten A de f. Defina
v = |0/0u;l, e; = v;'0/0u; e V; € C(M), 1 < j < n, por

Aej = v; Ve, (4.0.2)
Assim, a primeira e a segunda formas fundamentais de f sao

=Y vldul e IT =" Vividu}. (4.0.3)
=1 =1

Sejam v = (vy,...,v,) e V = (Vi, ..., V,,). Denominamos (v, V') o par associado a f.
O seguinte teorema ¢é o principal resultado deste capitulo e nos da uma
caracterizacdo das hipersuperficies com trés curvaturas principais distintas que sao

solugoes do Problema *.

Teorema 4.2. Seja f : M3 — Q*(c) uma hipersuperficie holonémica simplesmente coneza

cujo par associado (v, V') satisfaz

3 3 3
51'112-2 = 1, 511)1‘/; =0 e 51‘/;2 =C, (404)

em que (01,02,03) = (1,1,1) ou (=1,1,—1), conforme seja ¢ > 0 ou ¢ < 0,
respectivamente. Entao M?® admite uma imersao isométrica em L*. Reciprocamente, se
[ M? — Q*c) é uma hipersuperficie com trés curvaturas principais distintas para a qual
eriste uma imersao isométrica f: M3 — L4, entdo f €, localmente, uma hipersuperficie

holonémica cujo par associado (v, V') satisfaz (4.0.4)).

Uma caracteristica das hipersuperficies f : M? — Q*(c) que podem ser imersas
isometricamente em L* é que a familia de hipersuperficies paralelas a f também possui a

mesma propriedade. Este é o contetido do seguinte:
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Teorema 4.3. Seja f: M3 — Q*(c) uma hipersuperficie holonémica cujo par associado
(v, V) satisfaz (4.0.4). Entao qualquer hipersuperficie paralela f; : M? — Q%(c) de f
também satisfaz (4.0.4]).

4.1 Demonstracao do Teorema 4.1

Sejam f : M® — Q*(c) e f : M3 — L* hipersuperficies com ¢ # 0. Segue do Lema [2.2 que,
em cada ponto x € M3, existe uma base ortonormal {ej, s, e3} de T, M que diagonaliza,
simultaneamente, as segundas formas fundamentais de f e f Sejam i, Ao, A3 € g, to, 3

as curvaturas principais de f e f, correspondentes as direcoes eq, €9, €3, respectivamente.

Lema 4.4. (a) Suponha que f possua wma curvatura principal de multiplicidade 2,

digamos, Ay = Xy := \. Se ¢ > 0, entao
c+ M3 =0, 3 =0ec+ A\ = —p . (4.1.1)

Se ¢ < 0, entao vale 0 mesmo que no caso anterior ou

pr = pig = p, ¢+ XN =—p? ec+ Ag = —ps. (4.1.2)
(b) Suponha que \3 = 0. Entdo py = pg := p,
c+ AAy = —pi? (4.1.3)
e
C = —[ipts. (4.1.4)

Demonstracao: Pelas equacoes de Gauss para f e f, temos
cH+ NN = —pipy, 1 <i#j5<3. (4.1.5)
(a) Se A\; = A9 := A, entdo as equagoes precedentes sao

c+ N =~ o, (4.1.6)

C+/\A3 = — U133 (417)
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c+ /\)\3 = —U2U3. (418)

Das duas ultimas equacgoes, resulta

pa(pn — p2) =0, (4.1.9)

portanto, pg = 0 ou p; = us. Segue de (4.1.6) que a segunda possibilidade nao pode

ocorrer se ¢ > 0. Assim, quando ¢ > 0, obtemos que puz = 0 e, entdo, ¢ + X2 = —p s €
c+ A3 =0 por (4.1.6) e (4.1.8)), respectivamente.
Quando ¢ < 0, ou vale a mesma conclusao acima ou p; = py = p e, entao,

c+ A =—p?ec+ A3 = —puz por (4.1.6) e (4.1.8), respectivamente.
(b) Se A3 =0, segue de (4.1.5) que

C—F)\l/\g = — 12, (4110)
C= —p1p3 (4.1.11)

e
¢ = —ap3 (4.1.12)

Segue que p3 # 0 por (4.1.11) ou (4.1.12)), estas equagoes, também, implicam que py; =
o = p, e obtemos (4.1.4). A equacao (4.1.3) segue, agora, de (4.1.10]). n

Demonstracao do Teorema (a): Suponha que f possua uma curvatura principal

de multiplicidade 2, digamos, Ay = Ay := A. Suponha, de acordo com o Lema 4.4
primeiramente, que ¢ > 0 ou que ¢ < 0 e vale (4.1.1). Logo, A # 0 e pypus # 0. A

componente da equacdo de Codazzi para (A/, e1, e3) na direcio de ey nos d4 que
()\2 - )\3)<v6162, €3> == ()\1 - )\2)<Ve361, 62> (4113)

Como Ay = g, segue da equacdo precedente que (V. es,e3) = 0. Logo, F) é uma

distribuicao umbilica com vetor curvatura média n = wves. Além disso, usando que
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Al = )y, segue da componente da equacio de Codazzi para (Af, e, e;) na direcio de
ez, que e1(A) = e;(A2) = 0. A mesma equagdo de Codazzi, na dire¢cio de e, nos
traz que ex(A) = ea(A) = 0. Como A3 = —c/)\, segue que e;(A3) = 0 = ea(N3),
donde FE) ¢ uma distribuicao esférica em M, isto é, ¢ uma distribuicao umbilica com
vetor curvatura média paralelo. Portanto, as folhas o de E)\ possuem curvatura seccional
constante 2 + A2 4+ ¢ = 1% — pypo. Denotando por V e V as conexdes de M3 e f*TL*,

respectivamente, temos
Ve fees = fu.Vees = —vfie, 1 <i<3 (4.1.14)

Logo, f(o) esta contido em uma hipersuperficie umbilica Q3(¢) de L* com curvatura
seccional constante ¢ = 12 e foes ¢ o campo de vetores normal unitario ao longo de f(a).
Além disso, uma vez que Ey = E,, = {e3} ¢ a distribuigido de nulidade relativa de f, as
curvas integrais de ez sao geodésicas e suas imagens por f sdo geodésicas de LL*. Segue
que f(M?) esta contida em um cone generalizado sobre f(o).

Por outro lado, o Teorema [I.12] implica que f é uma hipersuperficie de rotagao
em Q*(c), com curva geratriz v : [ — Q?(c) C E3. Além disso, segue da Proposi¢ao e
de A3 = —c que 7{ =0, isto &, v é uma hélice.

Por sua vez, suponha que ¢ < 0 e que valha ([£.1.2). Isto é, {e1,e2} C T, M é um
subespaco umbilico comum as imersoes isométricas f e f . De acordo com a demostragao

do Lema este é o caso em que S(f3) é degenerado. Nas notacoes da demonstragao do
Lema temos que

em que, Y(-,-) = (A{l-, ¢t & uma forma bilinear plana. Temos que dimN (&) = 0 e

dimN () > 2. Além disso, segue de que f nao é regrada, isto é, nao pode ser
folheada por superficies totalmente geodésicas de 5. Desta forma, argumentando como
na demostracio do Teorema 8, em [7], segue que f =io f = Ho f, em que i : H* — L°
¢ a inclusao umbilica e H : L* — IL° é um mergulho isométrico.

(b): Prova-se de forma analoga & primeira parte da demostra¢do do item (a), com os

papéis de f e f trocados. &
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4.2 Demostracao do Teorema 4.2

Considere, primeiramente, uma hipersuperficie holonémica arbitraria f : M™ — Q™" (c).

Com as notacoes da introdugao deste capitulo, defina

-1 I,

hij =7 GUZ (421)
Note que
o 0 ov; ov;
0= {8—%7 8_%] = [vies, vje;] = 8_u]iej + vV ou€j — a—ujei — V;Vo/ou,€i;
donde (Vy/au,€j,€) = hji e, portanto,
V@/auiej = hjiei. (422)

Usando (4.2.2), o proximo resultado segue das equagoes de Gauss e de Codazzi
de f (ver Proposi¢ao 2 em [9]).
1 80]'
(5 3u1

equacoes diferenciais parciais completamente integravel

Proposigao 4.5. A tripla (v,h,V), com h;j = , satisfaz o sequinte sistema de

( . 81)@'
(Z)a—uj = hjivy,
Ol Ohy;
(¢1) au-j + &jl + hyihg; + kV;V; + cvjv; =0, k= =25+ 1
' ! (4.2.3)
()lek b
191) —— = hi;hj,
an VAR
oV; S .
(iv)%:hﬁvj, 1<i#j#k#1<n.
\ J
Reciprocamente, se (v,h,V) é uma solu¢ao de em um subconjunto aberto

simplesmente conexo U C R", com v; # 0 para todo 1 < 1 < n, entao eriste
uma hipersuperficie holonémica f: U — Q" (c) cujas primeira e sequnda formas

fundamentais sao dadas por (4.0.3)).

Demonstracao do Teorema : Seja (v, V') o par associado a f. Defina

Vi= (1780 Vi —uVi), 1<i#j#k<3, i<h (4.2.4)
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Entdo V = (W4, V5, V3) € R? é o tinico vetor em R3 a menos de sinal, tal que

(v, |c| Y2V, |¢|~/?V) é uma base ortonormal de R? com respeito ao produto interno

3
((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = Z(Simiyi- (4.2.5)
i=1

Portanto, a matriz D = (v, |¢| 2V, |c|"V?V) satisfaz DSD' = §, em que § =

diag(—1, —c/|c|, —¢/|c|). Segue, dai, que
v+ ¢/ |cPViVi + ¢/|c)PViV; =0, 1 <i+#j <3. (4.2.6)
Multiplicando por ¢, obtemos
cvv; + ViV = —‘Zf/j (4.2.7)

Substituindo (4.2.7) em (v) obtemos

Ohi;  Ohj; o~
hiihyg: — ViV, = 0.
ou, + auj + hgihyy — ViV; =0

Por outro lado, derivando (4.2.4) e usando as equacoes (i)—(iv), tem-se

ov;
(9ui

:hijf/ia 1<i#j<3.

Segue da Proposigéoque existe uma hipersuperficie f : M3 — 1L* cuja primeira
e segunda formas fundamentais sao
3 3
I = vadu? and I = Z\Zvidu?,
i=1 i=1
assim M? admite uma imersao isométrica em L*.

Reciprocamente, suponha que f: M3 — Q*(c) seja uma hipersuperficie para a
qual existe uma imersao isométrica f : M3 — LL*. Pelo Lema , existe um referencial
ortonormal {e, ey, e3} em M? de diregoes principais comum a f e f. Sejam A1, Ao, A3 €
{1, [2, i3 as curvaturas principais de f e f, correspondentes a e;, s e e3, respectivamente.

Suponha que A1 < Ay < A3, e escolha o campo normal unitario a f de tal modo que
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A1 < 0. Segue da equacio de Gauss para f e f que

Obtemos que

9 (c—i—)\j)\i)(c—i- )\]Ak) . . .
- 1< k < 3. 4.2.9
145 W , 1<g#i#k#j< (4.2.9)

As equacgoes de Codazzi para f e f sao, respectivamente,

ei()‘j> = (>‘Z - )\j)<V€j6i’ ej)? i 7£ Js (4210)
()‘j — /\k)<Veiej, €k> = ()\Z — /\k)<Vejei, 6k>, 1 7&‘] 7é ]{3 (4211)
e
ei(k;) = (i —w)(Vesei€5), i # J, (4.2.12)
(= we){Veejren) = (i — ) (Ve i en), i#J#Fk. (4.2.13)

Multiplicando (4.2.13) por p; e usando (4.2.9) e (4.2.11)), obtemos

(A = ) (A = )
c+ )\2)\k

(Veejer) =0, i # 75 #k.
Como as curvaturas principais A\;, Ay e A3 sdo distintas, segue que
(Veejer) =0, 1<i#j#k+#i<3. (4.2.14)

Calculando 2pje;(p;), primeiramente derivando (4.2.9)) e, depois, multiplicando
(4.2.12)) por 2u; e usando (4.2.10), (4.2.8) e (4.2.9), obtemos

(e 4+ MAk) (A — Ajei(Ni) + (e + XNidi) (A — Ai)ei(A))
(4.2.15)

Agora, seja {wr,ws, w3} o referencial dual de {ej, e2, €3}, e defina as 1-formas ;,
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1 <7 <3, por

A —XN)(A — A L )

Aj = A)(A — A
em que d; = y;/|y;| para yﬂ‘:<] c+)§\~/]\k .

Por (4.2.9), ou todos os trés niimeros ¢ + A\j\;, ¢+ AjA; € ¢ + A\, sdo negativos
(o que ocorre somente quando ¢ < 0) ou dois deles sao positivos e o outro negativo. Note
que ¢+ A\ Ay > ¢+ A1 \3. Assim, os trés nimeros sao negativos ou ¢ + A\j Ay > 0. Logo as

possibilidades sao

(I) c+ XA <0, 1<i#j<3.

(IT) ¢4+ XAy >0, c+ MA3 > 0ec+ AA3 <0.
(III) ¢4+ MA2 >0, c+ MA3 < 0ec+ AA3 > 0.

Note que (d1,09,03) é igual a (—1,1,—1) no caso I, (—1,—1,1) no caso I[ e
(1,1,1) no caso I1I. Portanto, (d1,09,03) = (—1,1,—1) se ¢ < 0 e, para ¢ > 0, podemos
supor que (01, 02,03) = (1,1, 1) depois de uma reordenagao das coordenadas.

Afirmamos que (4.2.15) sdo, precisamente, as condigoes para que as l-formas
v, 1 < j < 3, sejam fechadas. Para provar isto, seja x; = \/@, 1 <5 < 3, assim,
V= TiWj.

Segue de (4.2.14)) que
dry;(ei, ex) = eivjler) — exvi(es) —v;([es, ex]) = 0.

Por outro lado, usando (4.2.10) obtemos

dyj(ei,ej) = emile;) —eviler) —vil[ei, ej])

= Gz‘(l’j) + xj<Vejei, €j>
ei(A)
A=A

ei(z;) + ;

Logo, v; ¢ fechada se, e somente se,

ei(x;) = A{_'A‘ei(Aj), 1<i#j<3. (4.2.17)
J 7
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Temos que

1 _ 0,
ei(x;) = e;((5;57)"?) = 5(53%') Y255ei(y;) = gj,ei(%‘%

J
dai (4.2.17) é equivalente a

ou ainda, a

207 — Ap)ei(Ng) = eily;) (e + Aidg).

A equacao precedente é equivalente a

2(0; = M) (e + Midp)ei(Ag) = (ei(Aj) — ei(N) (A — Aw) (e + Aidg)
+(A) = Ai)(ei(As) — ei(Ae)) (e + Aidg)

— (A = M) (A = Ap)(ei(A) Ak + Aiei(Ar)),

que é o mesmo que ({4.2.15)).

Portanto, todo ponto # € M? possui uma vizinhanca aberta V' no qual podemos
encontrar fungoes u; € C>*(V), 1 < j < 3, tais que du; = ;. Podemos escolher V' tdo
pequeno que ¢ = (uq,ug, uz) seja um difeomorfismo de V' sobre um subconjunto aberto
U C R, isto é, (ug,us,us) sao coordenadas locais em V. Segue de &;; = du;(9/0u;) =
z;w;(0/0u;) que 0/du; = vie;, com v; = x; .

Agora note que

3 3
c+ >‘z)\k
0:v5 = =1,
jzl Y N#Zjl(/\] Ai)(Aj = k)
3 3 3
2 c+ )\z)\k .
> G0V =Y 6iA; Z AJQ'_M(A W 0
Jj=1 7=1 i,k#j=1 J J

and

3
+ Nk
A2 ¢ : =c. 1
2S00, )

3 3
D GVE= D i) =
j=1 j=1
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4.3 Demonstracao do Teorema (4.3

Seja f : M3 — Q*(c) uma hipersuperficie. Defina ¢ e 1 por

(cos+/ct,sen/ct), se ¢ >0

(p(t),¥(t)) == (cosh V/—ct, senh \/—_Ct), sec<0

Entdo a familia de hipersuperficies paralelas f; : M3 — Q* C E® é dada por

»(t)

]

iofy=e(t)iof+ i,
em que N é um campo de vetores unitario normal a f e i : Q*(c) — E® é a inclusdo

canonica. Denote por M} a variedade M? munida com a métrica induzida por f;.

Lema 4.6. Seja f : M3 — Q%(c) uma hipersuperficie holonémica. FEntio qualquer
hipersuperficie paralela f; : M} — Q* é também holonémica e os pares (v,V) e (vt V?)

associados a f e f;, respectivamente, sao relacionados por

ot = ot — LW
el NE (4.3.1)

Vit = sgn(c)\/Iel(t)v; + () Vi

Demonstracao: Temos

fro = @(t) fo + %N* = f. <¢(t)l - MFC)' Af) : (4.3.2)

assim um campo de vetores unitario normal a f; é
Ny = —sgn(c)V/|c[o(8) f + @ (t)N.

Entao

New = ful=sgn(o)V/]elp ()T — o(t)AT)

= —fu (w(t)f — %Af) (sgn(c)V/|e|w(t)] + (t) AT)
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o que implica

Ay = (gp(t)] - %Af) (sgn(e)V/|c|v ()] + o(t)Af). (4.3.3)

Segue de (4.3.2)) e (4.3.3) que f; é holonomica com par associado dado por (4.3.1). B
Demostracdo do Teorema [4.3} Usando , segue do Lema [4.6] que:

4.4

3 2
Z 51‘1);;2 40 Vz)
i=1

|
[M]
Ng
—
5
=
sl

Z(SiVitQ _ Z 0; <89n(C)\/H1/J(t)Ui + ﬁp(t)lfi)Q

3 3

= |c|v(t) Z(SU + 2sgn(c)\/|c|o(t) t)Z(SiUiV;‘HD(t)QZ&iViQ
i=1 i=1

= [ely(t)? +C<P() ¢

Exemplos

Nesta secao exibiremos exemplos de hipersuperficies com trés curvaturas principais

distintas e ndo nulas que sao solugoes do Problema *. Tais exemplos sao obtidos através

da transformacao de Ribaucour. Para mais detalhes sobre como construi-los, ver [3].
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Exemplo 4.7. Seja f: U CR® - S* CR%, f = (f1, f2, f3, f4, [5), dada por

fi
f2
3
fa
fs
em que
e

senug + g(cos 0 cosh ug cos us + cos 0 senh ug sen us),

—gsenh \/§u2,

—g(sen 0 cosh uy cos u; + sen 0 senh uy sen ), (4.4.1)
g(sen  senh u; cosuy — sen 6 cosh uy senuy),

cos ug + g(cos @ senh ug cos ug — cos 0 cosh ug sen ug),

g = —2cosfsenhush,

h = (2sen? § senh? u; + cosh? V2us + 2 cos? 0 senh? uz) "

para algum 0 € [0.27]. A aplicagdo f parametriza uma hipersuperficie com trés curvaturas

principais distintas que ¢ uma solucao do Problema * com ¢ = 1. De fato, seja f U — L4,

f: (f17f2,f37f4), dada por

fi
f~2
fs
fi

= —2¢gsenfcoshu,

= g(v/2 cosh v/2uy senh uy — 2 senh v/2uy cosh uy) (4.4.2)

= wu3 + 2gcosfcoshus

= g(\/§ cosh v/2usy cosh us — 2 senh v/2us senh Us).

. . e . > 3
Entao verifica-se que a métrica induzida em U tanto por f como por f éds* =7 | viduZ,

em que

Além disso, f e f

U1

V2

U3

(2

= 4(sen cos @ senh u; senh us)h,
= 2\/§(cos 0 senh u3 cosh \/§u2)h,

= (2sen?@senh® uy 4 cosh? v/2uy — 2 cos? senh? ug)h.

sao holonémicas, com (u,us,u3) como coordenadas principais, e os
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pares associados a f e f sdo, respectivamente, (v, V) e (v,V), com

Vi
Va
Vs

— (—2sen®senh?u; + cosh? V2usy + 2 cos? 0 senh? us)h,
= —2v/2(sen @ senh u; cosh v2us)h,

= 4(sen 6 cos @ senh u; senh us)h.

= —2v/2(sen @ senh uy cosh v/2us)h,
= (2sen?6@senh®u; — cosh? V2us + 2 cos? 0 senh? ug)h,

= 2v/2(cos # senh ugz cosh v/2us)h.

Exemplo 4.8. Seja f: U CR* - H* C L®, f = (f1, fo, f3, f1, f5), dada por

fi
f2
3
Jfa
fs
em que
e

cosh uy + g(sen 6 sen usy cosh ug — sen 6 cos ug senh us)

—g(cos 6 cosh uz cos ug + cos 6 senh uz sen ug)

—gsenh v/2u, (4.4.3)
g(cos @ senh ug cos uz — cos 6 cosh uz sen ug)

senh uy + g(sen € senh uy sen us — sen 6 cosh uy cos uy)

g = —2sen @ senusgh,

h = (— cosh? V2uy + 2sen? 0 sen® uy — 2 cos? 6 senh? uz) !

para algum 0 € [0.27]. A aplicagdo f parametriza uma hipersuperficie com trés curvaturas

principais distintas, a qual é uma solucao do Problema * com ¢ = —1. De fato, seja
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f U — ]L4, f: (fl,fg,fg,f4), dada por

fl = g(\/§ cosh v/2u; senh ug — 2 senh v/2u; cosh uy)

o = 1wy — 2gsenfcosu
f2 2 9 2 (4.4.4)

f3 = —2gcosfcoshus

fi = g(v/2 cosh v/2u; coshu; — 2senh v/2u; senh uy).

. e . 7. 3
Verifica-se que a métrica induzida em U tanto por f como por f é ds* =>"7  vidu?, em

que

v = 2\/§(sen 0 sen u, cosh \/§u1)h,
vy = —(cosh? V2u; + 2sen® @ sen® uy + 2 cos® @ senh® us)h,

vs = 4(senf cosfsenuysenhug)h.

Além disso, f e f sdo holonémicas, com (ug,us,u3) como coordenadas principais, e o0s

pares associados a f e f sdo, respectivamente, (v,V) e (v,V), com

Vi = 2v2(cos0senh uz cosh v2uy)h,
Vo = —4(sen cos B senuysenhug)h,

Vs = (—cosh? V2u; + 2sen? 0 sen” us + 2 cos® 0 senh? ug)h

Vi = (—-cosh? V2u; — 2sen? f sen® uy + 2 cos? § senh? us)h,
Vo = 2(sen @ sen usy cosh \/Eul)h,
Vi = —2v2(cos @ senhuscosh v/2u,)h.



Apéndice A

Algumas definicoes e resultados

utilizados

Neste apéndice colocamos diversos resultados da teoria de Formas Bilineares Planas,
utilizados durante a tese mas que nao sao demonstrados no texto principal. Os resultados
deste apéndice nao sao demonstrados aqui, mas sao dadas referéncias nas quais tais
resultados podem ser consultados.

Seja WP um espaco vetorial de dimensao p 4+ ¢ munido com um produto interno
(-,+) de indice ¢ (dimensdo do maior subespaco V' C W®% cuja métrica (-,-)|y, restrita
a V, satisfaz (v,v) < 0, Vo € V). Sejam V e U subespagos vetoriais de dimensao finita.

Uma forma bilinear §: V x U — W1 ¢é dita ser plana se
(B(X,Y),B(Z,T)) — (B(X.T),B(Z,Y)) =0
para todo X, Z € V e Y,T € U. Denominamos ser nula se
(B(X,Y),8(2,T)) =0

para todo X, Z € V e Y,T € U. Assim, toda forma bilinear nula é, necessariamente,
plana.

Denotaremos por S(f) o subespaco de W gerado pela imagem de 3, isto é,

S(B) = span{B(X,Y): X, Y €V}

94
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e por N () o subespago

NB) ={X eV :B(X,Y)=0,VY € V}.

O proximo resultado é um fato basico sobre formas bilinear planas (Ver Corolario

1e2em [I7]):

Teorema A.l. Seja 5 :V xV — W uma forma bilinear plana com respeito ao produto
interno (-,-) em W. Suponha que (-,-) seja positivo definido ou Lorentziano (indice 1)
e, no ultimo caso, suponha que S(B) seja um subespago nao-degenerado de W, isto é,

S(B)NS(B)*+ = {0}. Entao

dimN (B) > dimV — dimW.

Outro fato que utilizamos com fregéncia nesta tese é a seguinte consequéncia do

Teorema 2 em [17].

Teorema A.2. Seja 5 :V xV — W uma forma bilinear plana com respeito ao produto
interno (-,-) em W. Suponha que dimV = dimW , que N'(8) = {0} e que (-,-) seja positivo
definido ou Lorentziano. Além disso, no iltimo caso, suponha que exista um vetor e € W
tal que (B(-,-),e) € positivo definido. Entao existe uma base {e1,--- ,e,} que diagonaliza

B, isto €, B(ej,e;) =0 para 1 <i#j<n.
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