UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Subordinacao Fractal para Operadores de Schrodinger

Unidimensionais

Vanderléa Rodrigues Bazao

Orientador: Prof. Dr. César Rogério de Oliveira

Coorientador: Prof. Dr. Silas Luiz de Carvalho

Sao Carlos, 2016



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Subordinacao Fractal para Operadores de Schrodinger

Unidimensionais

Vanderléa Rodrigues Bazao
Orientador: Prof. Dr. César Rogério de Oliveira

Coorientador: Prof. Dr. Silas Luiz de Carvalho

Tese apresentada ao PPG-M da UFSCar
como parte dos requisitos para a obtencao

do titulo de doutor em Matemaética.

Sao Carlos, 2016



Ficha catalografica elaborada pelo DePT da Biblioteca Comunitaria UFSCar

Processamento Técnico
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

B362s

Bazado, Vanderl| éa Rodri gues
Subor di nacdo fractal para operadores de Schr6di nger

uni di nensi onai s / Vander| éa Rodri gues Baz&do. -- S&o
Carlos : UFSCar, 2016.

92 p

Tese (Doutorado) -- Universidade Federal de Sao

Carl os, 2016.

1. Fisica Matematica. 2. Teoria Espectral. 3.
Oper adores de Schrodinger. 4. Subordi nagdo Fractal .
5. Dinensdo Hausdorff. |. Titulo.




UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
Programa de P6s-Graduagdo em Matemaética

Folha de Aprovacgédo

Assinaturas dos membros da comiss@o examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Tese de Doutorado da candidata
Vanderléa Rodrigues Baz&o, realizada em 16/02/2016:

(Aol 7%
Prof. Dr. Cesar Rogeéfio de Oliveira
UFSCar

m?);L?(X A % La; (jj F ®YAVAY1"! u,’nm
Prof. Dr. SQg FL'uI(Z; de Carvalho

J L Zh ot P
[i@)t? s Cwmeida / 'vﬂ{/'p/
Prof. Dr. Roberto de Almeida Prado

(\/ UNESP

Prof. Dr. Paulo Afonso Faria da Veiga
USP

i)
Prof. Dr. Domingos Humberto Urbano Marchetti
USP




Aos meus pais Milton e Janete, dedico!



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a DEUS pelo dom da vida, por guiar meus passos e me abengoar
com saide e sabedoria para realizar este trabalho.

Aos meus pais Milton e Janete que sao meu alicerce, pelo amor e dedicacao em todos os
momentos, sem os quais este sonho nao seria possivel.

Ao meu amor Gilson pelo carinho, compreensao e por estar sempre ao meu lado em
pensamentos, sonhos e ideais.

Ao Prof. Dr. César Rogério de Oliveira pela orientacao, paciéncia, apoio e incentivo no
desenvolvimento deste trabalho, sendo sua dedicagao profissional um exemplo a ser seguido.

Ao Prof. Dr. Silas Luiz de Carvalho por coorientar este trabalho, pela atencao e toda
dedicacao prestada, em especial pelos valiosos seminérios realizados em todas as vezes que
pode estar em Sao Carlos.

Aos professores membros da comissao examinadora pelos comentérios, corregoes e toda
atencao dedicados a este trabalho, em particular ao Prof. Dr. Roberto de Almeida Prado
pela corre¢ao minuciosa de minha tese e por todo seu apoio e incentivo em meu caminhar
académico.

Aos professores do Departamento de Matemética da UFSCar e também do Departamento
de Matematica da FCT-UNESP pelos preciosos ensinamentos transmitidos.

A todos meus amigos que sempre me apoiaram nos momentos mais dificeis e mais alegres.

A CAPES pelo apoio financeiro.



“ Mas a sabedoria onde se encontra?

Onde estd o lugar da inteligéncia?

O homem ignora o caminho dela,

ninguém a encontra na terra dos vivos.

O abismo diz: ‘Ela nao estd em mim’.

‘Nao esta comigo’, diz o mar.

Nao pode ser adquirida com ouro macigo,

nem pode ser comparada a peso de prata.

Nao pode ser posta em balan¢a com o ouro de Ofir,
nem com o ONix precioso ou a safira.

Nao pode ser comparada nem ao ouro nem ao vidro,
ninguém a troca por vaso de ouro fino.

Quanto ao coral e ao cristal, nem se fala.

A sabedoria vale mais que as pérolas.

Nao pode ser igualada ao topdzio da Etiopia,

nem pode ser equiparada a0 Mais puro ourTo.

De onde vem, pois, a sabedoria?

Qual o lugar da inteligéncia?”

Jo6 28:12-20, Biblia Sagrada Ave Maria.
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Resumo

Estudamos as chamadas teorias de subordinagao fractal para operadores de Schrodin-
ger unidimensionais. Primeiramente, realizamos um levantamento dos resultados sobre
subordinacao de Hausdorff para operadores de Schrodinger unidimensionais discretos a
fim de analisar as diferencas e semelhancas destes resultados com respeito a medida de
empacotamento. Usando-se métodos de subordinagao de empacotamento, obtivemos pro-
priedades de continuidade das medidas espectrais de tais operadores com respeito a medi-
das de empacotamento. Entao, aplicamos tais métodos na verificacao de que operadores
sturmianos com nimero de rotagao de densidade quase limitada possuem espectro pura-
mente a-empacotamento continuo. Ademais, verificamos que propriedades dimensionais
fractais de operadores de Schrodinger discretos, gerados por potenciais sturmianos de den-
sidade limitada e por uma classe de potenciais esparsos, sao preservadas sob perturbacoes
adequadas com decaimento polinomial, quando o espectro destes operadores perturbados
possuir alguma componente singular continua. Por fim, realizamos um estudo introduto-
rio sobre subordinagao fractal para operadores de Schréodinger unidimensionais continuos

definidos em intervalos limitados.



Abstract

We study fractal subordinacy theory for one-dimensional Schrodinger operators. First,
we review results on Hausdorff subordinacy for discrete one-dimensional Schrodinger ope-
rators in order to analyze the differences and similarities of these results with respect to
the packing setting. By using methods of packing subordinacy, we have obtained pac-
king continuity properties of spectral measures of such operators. Then, we apply these
methods to Sturmian operators with rotation number of quasibounded density to show
that they have purely a-packing continuous spectrum. Moreover, we show that spectral
fractal dimensional properties of discrete Schrodinger operators with Sturmian potentials
of bounded density and with sparse potentials are preserved under suitable polynomial de-
caying perturbations, when the spectrum of these perturbed operators have some singular
continuous component. Finally, we performed an introductory study of fractal subordi-

nacy for continuous one-dimensional Schrédinger operators defined in bounded intervals.

vi



Capitulo

1

Introducao

Propriedades dinamicas e espectrais de operadores de Schrodinger tém sido objetos
de estudo de varios pesquisadores, por se tratarem de assuntos importantes e relevantes
para a area de Fisica Matematica. Dentro desses estudos destacam-se resultados sobre
as dimensoes de Hausdorff e empacotamento das medidas espectrais dos operadores de
Schrodinger (em espagos de Hilbert separéaveis) que sao tao interessantes quanto dificeis de
se obter. A questao torna-se ainda mais atraente, se nos lembrarmos que essas dimensoes
estao diretamente relacionadas com expoentes dinamicos associados a tais operadores.

Neste trabalho, estamos interessados em estudar propriedades dimensionais fractais,
ou seja, de empacotamento e Hausdorff, da medida espectral associada aos operadores de

Schrodinger discretos H da forma

(Hp)(n) =(n+1) +¢(n —1) + V(n)o(n), (1.1)

com potencial (real) V = {V(n)}, em [*(Z).

As medidas de empacotamento foram inicialmente propostas por Tricot [54], e possuem
muitos aspectos duais com a medida de Hausdorff (ver [10] para uma ampla discussao e
resultados precisos).

Guarneri e Schulz-Baldes [26] relacionaram a dimensao de empacotamento das me-
didas espectrais de operadores de Schrodinger as suas propriedades de transporte, mais
precisamente, com os expoentes de crescimento superiores do momento, em contraste

com a relagdo entre expoentes inferiores e dimensao de Hausdorff (veja (1.2) abaixo).
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Esta anédlise é particularmente importante para os operadores com medidas espectrais cu-
jas dimensoes de Hausdorff e empacotamento diferem. Seja d; o vetor que assume valor 1
na posicao n = j e 0 nas demais posicoes n. Para ¢ > 0, os expoentes dinamicos superior

7 (q) e inferior 5~ (q) sdo definidos como

, In(X9)(T) _ . In(XN(T)
+(q) = lim — lim
prla): 11T_,S£p glnT 6 hzwlor.}f ginT
sendo que (X)(T) := 2 [ |n|%e /T |(e"" &y, 6,)|?dt representa a média temporal

do momento de ordem ¢ do operador posi¢ao X, definido por (Xv)(n) = ny(n), associada

ao estado inicial dg.

Como o operador de Schrédinger H da forma (1.1) (com dominio adequado) ¢ um
operador auto-adjunto sobre o espaco de Hilbert [?(Z), temos por [21] que e~ §, pertence
ao domfnio de |X|4(:) := > |n|?(-,8,) &, para quaisquer ¢,q > 0; e 3%(q) sao fungoes
nao-decrescentes de ¢, com 3%(q) € [0,1] para todo ¢ > 0. Dessa forma, estes expoentes
dindmicos estao bem definidos, sendo que a dinamica é chamada de balistica se 7 (¢) = 1,

para todo ¢ > 0, e quase-balistica se 87 (¢) = 1, para todo ¢ > 0.

Vamos considerar que p é a medida espectral do operador de Schrédinger (1.1), deno-
tamos suas dimensoes superior de empacotamento e Hausdorff por dim () e dimg;(p),
respectivamente (ver Definigdo 2.8); as relagbes mencionadas acima entre essas grande-

zas [26] s@o as desigualdades

B7(q) =z dimf(p),  B7(q) = dimp (p). (1.2)

Deste modo, as taxas de crescimento da média temporal dos momentos dinamicos estao

diretamente relacionadas com propriedades dimensionais espectrais.

Uma motivacao inicial para este trabalho é estender, para operadores na ‘reta in-
teira Z”, alguns resultados de subordinacao de empacotamento continua para os opera-
dores unidimensionais definidos na “semi-reta N” [7|. Estes resultados foram propostos
tentando fornecer informacoes sobre as propriedades dimensionais de empacotamento de

medidas espectrais, e ampliar, em certo sentido, os conceitos de subordinacao de Hausdorff



propostos por Jitomirskaya e Last em [31, 32|. Tais adaptagoes sobre subordinagao de
empacotamento para operadores de Schrodinger unidimensionais constituem os principais
resultados de [2].

As teorias fractais de subordinagao (Hausdorff e empacotamento) sdo generalizagoes da
teoria de subordinagao, essa ultima introduzida por Gilbert e Pearson em [22, 25] (ver [34]
para adaptagao de [25] para operadores discretos). Esse conjunto de resultados explora a

relacao entre o comportamento assintotico das solugoes da equacgao de autovalores

(H)(n) = Ey(n) (1.3)

paran € Z e E € R, e o tipo espectral do operador H. Mais especificamente, a decom-
posigao de uma medida espectral em suas partes pontual pura, absolutamente continua e
singular continua pode ser investigada e refinada através da existéncia de solugoes subor-

dinadas para (1.3).

Uma solugao 1 de (1.3) é chamada subordinada em 400 se

9l

lim =0
L—oo ||q>||L
para qualquer solugao ® de (1.3) que é linearmente independente com 1, sendo que || - ||

denota a norma truncada para L € R ([L] ¢ a parte inteira de L), ou seja,

[£] ?

el = | > o) + (L = LY (L] + )P

Notamos que uma solugao subordinada 1) em —oo é definida analogamente.

Agora, dado « € (0, 1], uma solugao ¢ de (1.3) é chamada a-Hausdorff (a-empacotamento)

subordinada em +o0o se

el

lim inf(lim sup) 00

para qualquer solu¢ao ® de (1.3) que é linearmente independente com ).
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Fixe £ € Re ¢ € (—m/2,7/2|, denote por uy, g € uz, p as solugoes de (1.3) que
satisfazem as condic¢Oes iniciais ortogonais entre si

u1,4,p(0) = —singp Uz, 1(0) = cos (1.4)

Uy,p,5(1) = cos Ug (1) =sing

Recordamos que a medida p esta suportada em um conjunto S, se p(R\S) = 0. Em
particular [31, 32|, tem-se que a parte a-Hausdorff continua da medida espectral estéa
suportada no conjunto de energias £ em que (1.3) nao possui solugao a-Hausdorff subor-
dinada em —oo ou em 400, e sua parte a-Hausdorff singular esta suportada no conjunto

de energias E em que u; 4 g ¢ uma solucao a-Hausdorff subordinada em ambos +oo.

Os resultados sobre subordinagao de Hausdorff foram introduzidos inicialmente por
Jitomirskaya e Last em [31, 32|. Devido a certa dualidade existente entre as medidas de
Hausdorff e empacotamento, existe o interesse em se ampliar, em determinado sentido,

esta teoria de subordinacao de Hausdorff para as medidas fractais de empacotamento.

Neste sentido, para os operadores de Schrodinger discretos H da forma (1.1) foram
estudados recentemente em [2, 33|, resultados que caracterizam a medida espectral de
H como a-empacotamento continua, através da auséncia de solugoes a-empacotamento
subordinada em —oo ou em +00, sendo denominada em [33] como uma medida a-espectral
continua. Entretanto, este tipo de caracterizacao da medida espectral para a parte a-

empacotamento singular, ainda é uma questao em aberto.

H4 uma maneira bem conhecida para demonstrar a nao-existéncia de solugoes a-
Hausdorff subordinadas para uma energia fixa E (ver [12, 14, 32]). A existéncia de

solucgoes limitadas polinomialmente da forma

Ci L < ullp < CoL, (1.5)

para constantes positivas C(FE), Cy(E), 71,72 e toda solu¢ao u, com condigao inicial nor-

malizada (CIN, i.e., |u(0)*+ |u(1)|? = 1), da equagao de autovalores (1.3) implica que nio

2

existe solugao a-Hausdorfl subordinada em +oo (similarmente em —o0), com o = =1



Consequentemente, mostra-se que o espectro de H é puramente a-Hausdorff continuo.

Em contrapartida, o seguinte resultado é uma ferramenta natural para demonstrar a
nao-existéncia de solugao a-empacotamento subordinada para uma energia fixa F, sendo

este o primeiro resultado original do desenvolvimento desta tese.

Teorema 1.1. Sejam o(H) o espectro de H e ji, a medida espectral para o par (H, ¢),
com ¢ € 1*(Z). Suponha que existam constantes positivas 11, Ts € uma sequéncia Lj — 00

de modo que, para cada FE € o(H), toda solu¢ao w com CIN de (1.8) satisfaz a estimativa
ClL? S ||U’|IL3 S CQL;Q, (16)

com Cy = Cy(F),Cy = Cy(E) constantes positivas. Entdao, H possui espectro pura-

mente a-empacotamento continuo, com o = 7121172, ou seja, para quaisquer ¢ € 12, fe €

puramente a-empacotamento continua.

Observagao 1.2. De modo similar & Observagao 2 de [14], no caso de a-empacotamento
existe uma versao do Teorema 1.1 para a semi-reta a esquerda obtida de modo anéalogo
ao caso acima. Além disso, se conseguimos estabelecer o comportamento das solugoes
polinomialmente limitadas para a restricao do operador & semi-reta a direita, entao a
resultante a-empacotamento continuidade é independente do potencial na semi-reta a
esquerda. Neste sentido, a semi-reta “mais continua” domina e limita a dimensionalidade

do problema na reta inteira.

Vamos aplicar o Teorema 1.1 para a familia { H) g ,} de operadores (1.1) com potenciais

sturmianos (quase-periodicos)
Vi(n) =WVig,p(n) = Axp-01)(nf + pmod1), ne€Z,

com constante 0 # A € R, nmero de rotagao irracional 6 € [0,1) e fase p € [0,1).

Recordemos que qualquer nimero irracional # € [0, 1) possui uma expansao infinita
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em fragoes continuadas

0= = [O;Cll,ag,... (17)

com a, € N unicamente determinados.

Definigao 1.3. Sejam 6 € [0,1) um numero irracional e (1.7) sua expansao em fragoes
continuadas. Entao, 6 é dito ser um ntimero de densidade limitada (quase limitada) se

n

1
li liminf), . — i < 00.
im sup(lim inf),,, n;a 00

Um resultado bem conhecido [12, 14, 32| ¢ que a familia de operadores {Hyy,} da

forma (1.1) com 0 # A € R, nimero de rotagao irracional de densidade limitada 6 € [0, 1)

27
Y1+7y2?

e fase p € [0,1), possui espectro puramente ay-Hausdorff continuo, para ay =
com v = Y1(6, A), 72 = 72(0,\) > 0 satisfazendo a condigao (1.5) para toda solu¢do com
CIN u da equagao de autovalores H) g ,u = Fu.

Temos, pelo Teorema 1.1, que para obter resultados sobre a-empacotamento conti-
nuidade da medida espectral associada aos operadores Hyg ,, a relacao (1.5) pode ser
substituida pela relagdo (1.6) para alguma subsequéncia L; — co. Assim, em nosso tra-
balho introduzimos a nomenclatura de “nimero de rotacao de densidade quase limitada”
(Defini¢ao 1.3), a fim de enunciar o seguinte resultado para a versao de empacotamento,

aplicada a familia {H,,} de operadores sturmianos.

Teorema 1.4. Seja 0 € (0,1) wm nimero irracional de densidade quase limitada. Entao,
para todo N # 0, existe a« = a(\,0) > 0 de forma que para todo ¢ € 1*(Z), a medida

espectral para o par (H Ab,ps ¢) € puramente a-empacotamento continua.

Como um caso particular do Teorema 1.4, notamos que podemos obter um resultado
semelhante para nimeros irracionais de densidade limitada, sendo observado que, em
principio, o valor dimensional ap-empacotamento continuo pode ser maior ou igual que o

valor dimensional ay-Hausdorff continuo (ver detalhes na Segao 4.2).



Nesta tese também obtivemos resultados sobre a estabilidade da dimensao de Haus-
dorff e empacotamento para certos operadores de Schrédinger H da forma (1.1), quando
realizamos perturbagoes adequadas P = {P(n)} com decaimento polinomial, ou seja,
quando o potencial V' é substituido por V + P.

Particularmente, estaremos interessados na familia {H,4,} de operadores sturmia-
nos, sendo que a demonstragao das propriedades de ay-Hausdorff (ap-empacotamento)
continuidade da medida espectral depende muito da estrutura particular dos potenciais
sturmianos (quase-periodicos). Desse modo, uma questdo interessante a ser estudada é o
fato desta propriedade dimensional ser preservada apos certas perturbacoes do potencial.

O seguinte resultado analisa estabilidade para perturbagoes adequadas, ou seja, uma
preservagao da ay-Hausdorfl (o p-empacotamento) continuidade das medidas espectrais,
que se aplica quando o operador sturmiano perturbado possuir uma componente singular

continua.

Teorema 1.5. Sejam 0 € (0,1) um nimero irracional de densidade limitada e 1, v2 como
em (1.5). Entao, para todos p € [0,1) e X\ # 0, qualquer componente singular continua da

medida espectral associada ao operador

(HYo, ) (n) = (Hyg,0)(n) + P(n)i(n), v € P(Z), (1.8)

com a perturbagao satisfazendo |P(n)| < C(14|n|)~?, para todo n € Z, para algum C' > 0

ep> 3y — 1, € também puramente ay-Hausdorff (ap-empacotamento) continua.

Um exemplo particular e bastante conhecido de operador sturmiano é o operador de
Fibonacci, que corresponde ao ntimero de rotagao 6 = @ (a razao aurea). Em [13]

observa-se que, neste caso, com A > 0,

n (14 k)
1610 (Y5)

In[(5 + 20)Y2(3 + Ney
W)

@

Yo > 14

7 <

sendo ¢y a maior raiz em moédulo do polinémio * — (2 + A\)z — 1. Como uma ilus-

tracao, considere A = 1, entao de acordo com o Teorema 1.5, temos a «py-Hausdorff
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(ap-empacotamento) estabilidade da componente singular continua (quando existir), sob
tais perturbagoes, se p > 21, 7.

No entanto, uma vez que o espectro de um operador sturmiano é puramente singular
continuo de medida de Lebesgue nula, considerando-se uma perturbacao de posto um ad;
com intensidade a € R resulta, do critério de Simon-Wolff [51], que o operador perturbado
Hyp,+ ad; é pontual puro para todo a , enquanto que para as demais tipos de pertur-
bagoes nao se tem maiores informacgoes sobre o tipo espectral do operador perturbado,
sendo pontual puro ou se possui alguma componente singular continua. Assim, o Teo-
rema 1.5 é utilizado para determinar preservacao da ay-Hausdorff (ap-empacotamento)
continuidade das medidas espectrais, apenas quando o operador perturbado possuir uma
componente singular continua.

Destacamos que tal resultado obtido no Teorema 1.5 apresenta um contraste com
os operadores que possuem a propriedade SULE (ver [17]), em particular hamiltonianas
de modelos de Anderson, para as quais perturbacoes de posto um sempre resultam em
dimensao de Hausdorff nula (pontual ou singular continua).

A demonstracao do Teorema 1.5 é uma consequéncia de um resultado mais geral
que obtivemos, o qual enunciamos abaixo como o Teorema 1.6. Em particular, estamos

interessados no conjunto de energias
S(H) :=={E | 3¢ t.q. us,p & solugio subordinada de (1.3) e uy 4 p & I*(N)}.

Temos em [36] que, para qualquer ¢, a parte singular continua da medida espectral é
suportada em S(H). No caso de problemas na reta toda, o conjunto S(H) acima deve ser

substituido por (ver [22])
{E | 3 solucdo de (1.3) subordinada em ambos + oo e nao pertence a I*(Z)},

sendo a parte singular continua da medida espectral suportada neste conjunto.

Teorema 1.6. Sejam E € S(H) e ui,p, Us,p solugoes de (1.3) satisfazendo a con-

digao (1.4). Suponha que existam constantes positivas v, ve, C1(F), Co(E) de modo que



toda solugao de (1.3) com CIN obedeca a estimativa (1.5) para L > 0 suficientemente
grande. Suponha também que, para todo n € N, para algum p > 3y — 71, € para alguma

constante positiva Cs tem-se

[P(n)] < C3(14n)"". (1.9)

Entao, E € S(H + P), e para todo k € [0, 1],

lim inf (lim sup) 00 M = liminf(limsup) e w, (1.10)
[u2p.2]|7 [v2.6.2(F

sendo V1 g g € Vopp solugoes de (1.3) com o operador H + P, as quais satisfazem as

condi¢oes (1.4) para alguma fase .

Observagao 1.7. A relagao (1.10) acima estabelece que o comportamento assintotico das
autofuncgoes de determinado operador permanece estavel sobre as perturbacoes P dada
por (1.9). Ressaltamos que a condigao (1.5) é tecnicamente essencial para se obter o
resultado desejado no Teorema 1.6, sendo que esta estimativa é valida para os operadores
sturmianos com numero de rotagao de densidade limitada. Notamos que a condigao (1.5)
também se verifica para uma classe de operadores esparsos |31, 53|, sendo possivel obter
resultados de estabilidade nas dimensoes de Hausdorff e empacotamento desses operadores

sob determinadas perturbagoes (ver Teorema 5.1).

De acordo com as hipoteses do Teorema 1.6, temos uma espécie de estabilidade entre os
conjuntos S(H) e S(H+ P); notamos que como a perturbagao P é compacta (sendo p > 0),
o espectro essencial de qualquer H ¢é preservado sob tais perturbagoes, de modo que
no caso da componente singular continua de H coincidir com o seu espectro essencial,
entao a componente singular continua dos operadores correspondentes as perturbacoes
S(H + P) estara contida em S(H) (em particular, qualquer componente a-Hausdorff
(a-empacotamento) continua).

Voltamos a enfatizar a sutileza que a medida espectral de (H+ P) do conjunto S(H+P)
pode ser zero, e assim o Teorema 1.6 nao produz uma informacao relevante sobre a
dimensao Hausdorff (empacotamento) espectral. Entretanto, para o modelo sturmiano

com numero de rotacao de densidade limitada, temos como consequéncia do Teorema 1.6
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0 seguinte

Corolario 1.8. Seja H)p , operadores sturmianos com nimero irracional de densidade
limitada. Entao, para todos p € [0,1) e X # 0, nenhuma perturbagao da forma (1.9)

produz autovalores no espectro o(Hy g, ,).

Deste modo, no caso do operador perturbado H )Ij 9, 140 possuir componente singular
continua, é possivel obter alguma informacao sobre o tipo espectral deste operador pelo
Corolario 1.8, no sentido que, pela defini¢ao de S(H ), ndo é possivel ter algum autovalor
de H )]j 0., Dertencente ao espectro do operador sem a perturbagao (lembremos que o espec-
tro pontual o,(Hy4,) = 0); no entanto, pela preservacao do espectro essencial, o(H, g,) ¢
dado pelos pontos de acumulagao dos possiveis valores proprios isolados de multiplicidade
finita de H/{D’e’p.

Com o objetivo de demonstrar os resultados centrais da primeira parte deste trabalho
(a segunda parte seria apenas o sexto capitulo), que sao os Teoremas 1.1, 1.4, 1.5 e 1.6,
organizamos os primeiros capitulos desta tese da seguinte maneira.

No Capitulo 2, discutimos de forma resumida alguns conceitos relacionados as medidas
e dimensoes de Hausdorff e de empacotamento, a-derivadas superior e inferior de uma
medida, transformada de Borel de uma medida e as m-fungoes de Weyl-Titchmarsh.

No Capitulo 3, apresentamos versoes, para as dimensoes de empacotamento, de al-
guns resultados de subordinac¢ao de Hausdorff propostos por Jitomirskaya-Last [31, 32];
primeiramente, consideramos o caso do operador H da forma (1.1) restrito a semi-reta po-
sitiva, para depois estendermos estes conceitos de subordinacao de empacotamento para
os operadores atuando na reta toda [*(Z). Consequentemente, obtemos a demonstragao
do Teorema 1.1, o qual caracteriza o espectro a-empacotamento continuo de H através
da auséncia de solugao a-empacotamento subordinada em +o0o0 ou em —oo.

No Capitulo 4, utilizamos os resultados desenvolvidos no Capitulo 3 para estudar
propriedades dimensionais de empacotamento para a familia de operadores {H)y g ,}, do
tipo (1.1), gerados por potenciais sturmianos com niumero de rotagao de densidade quase
limitada. Verificaremos que as autofuncoes associadas a estes operadores sao estimadas

da forma (1.6), desse modo como uma aplicagdo do Teorema 1.1, obtemos a demonstragao
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do Teorema 1.4.

O Capitulo 5 consiste em analisar que propriedades dimensionais fractais de opera-
dores (1.1) gerados por potenciais sturmianos de densidade limitada e para uma classe
de potenciais esparsos sao preservadas sob perturbagoes com adequado decaimento po-
linomial, quando o espectro desses operadores perturbados possuir alguma componente
singular continua. Notamos que em [1| foram analisadas tais propriedades relacionadas
somente com a dimensao de Hausdorff, sendo que nesta tese estudamos estes resultados
para ambas as dimensoes de Hausdorff e empacotamento. O principal objetivo desse
capitulo é demonstrar o Teorema 1.5 e suas aplicacoes, ou seja, os Teoremas 1.6 e 5.1.

No Capitulo 6 vamos realizar um estudo introdutoério sobre subordinagao fractal em
intervalos; esse capitulo pode ser considerado como uma parte secundaria desta tese,
visto que ainda nao temos uma demonstracao completa do resultado que esperamos.
Diferentemente do modelo estudado nos primeiros capitulos, consideramos o modelo de

Schrodinger continuo da forma

2

(Hu)(x) = —(Au)(z) + (Vu)(z) = —%u(m) +V(@)u(z), (1.11)

atuando em L?(I), sendo I um intervalo limitado de R, e V(z) é o potencial dado por
uma fungao real.

Nos casos em que I = R ou I = [0, 00), temos conhecimento de resultados sobre subor-
dinagao de Hausdorff e empacotamento 31, 32, 6], sendo estes resultados generalizagdes da
teoria de subordinacao de Gilbert e Pearson 22, 25|. Notamos que estes mesmos autores
desenvolveram em [24, 46| versoes semelhantes desta teoria de subordinagao para opera-
dores da forma (1.11) atuando em intervalos / limitados de R. Desta forma, uma questao
natural, que foi entao aqui analisada, é a generalizacao destes resultados para as prova-
veis teorias de subordina¢ao de Hausdorff e empacotamento para operadores continuo da
forma (1.11) em intervalos limitados.

O maior desafio para estudar este tipo de problema consiste em encontrar exemplos de
potenciais V' (z) de modo que o respectivo operador de Schréodinger da forma (1.11) possua

espectro puramente singular continuo com alguma dimensao Hausdorff ou empacotamento
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nao-trivial (i.e., que seja tratével do ponto de vista técnico). Um primeiro passo para
obter estes exemplos foi trabalhar no artigo [45], que indica de forma muito resumida
um operador deste tipo em um intervalo limitado, o qual possui espectro puramente
singular continuo. Mas ainda nao se tem qualquer informagao sobre suas propriedades
espectrais com relagao as dimensoes fractais, sendo a obtencao destas informagoes nosso
maior interesse no estudo deste modelo.

Ainda nao foi possivel obter precisamente um exemplo de tal modelo, em que temos
algum controle de propriedades fractais de seus espectros. Entretanto, na Se¢ao 6.3 ana-
lisamos explicitamente propriedades de um determinado potencial V' (z) definido em um
intervalo limitado, o qual apresenta-se como um forte candidato em que seja possivel obter
alguma informagao sobre sua dimensao fractal, devido a certa semelhanca deste com os
modelos analisados em [37, 45].

O 1ltimo capitulo resume este trabalho, apresenta consideracoes finais que incluem

alguns pontos a serem pesquisados num futuro préximo.



Capitulo

2

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos resumidamente alguns conceitos e resultados prelimi-
nares que serao importantes para o desenvolvimento dos capitulos seguintes, que possuem
o objetivo de demonstrar os Teoremas 1.1, 1.4, 1.5 e 1.6, enunciados na Introdugao, além da
discussao de propriedades fractais do espectro de (alguns) operadores de Sturm-Liouville
em intervalos limitados no ultimo capitulo. Este capitulo tem como objetivo fixar algu-
mas notacoes e definicoes como referéncias para a apresentagao do trabalho desenvolvido.
Indicamos para o leitor mais interessado em conceitos basicos da teoria espectral de opera-
dores de Schrodinger, relacionados com a teoria de subordinagao e propriedades Hausdorff

dimensionais, a leitura dos Apéndices da tese de doutorado [8| e referéncias 14 citadas.

2.1 Medidas de Hausdorff e de empacotamento
Nesta se¢ao, recordamos algumas defini¢oes e conceitos bésicos sobre medidas de Haus-

dorff e de empacotamento, e indicamos as referéncias gerais |7, 20, 38, 41, 47].

Definigao 2.1. Para qualquer subconjunto S de R e a € [0,1], a medida exterior de

Hausdorff a-dimensional, h*, é dada por
h <S) - (lslil'(l) <6—colg)£1rf‘;uras Zl ’]Z| > ’

sendo a d-cobertura uma cobertura de S por uma cole¢ao enumeravel de intervalos {;}3°,

S C U2, Li, com |;] < ¢ (]I| denota o comprimento do intervalo I). A restricao de h®

13
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aos borelianos é chamada de medida de Hausdorfl a-dimensional.
Observagao 2.2. (i) O limite acima existe para qualquer S C R (podendo ser co).

(ii) h* pode ser definida também para o < 0 ou a > 1. Para a < 0, h*(S) = oo para
qualquer S # ), e para « > 1, h*(R) = 0. Assim, nao existe interesse maior em

tais valores de a.

(iii) Seja a <t (o, t € R,a > 0). Suponha que S C |J;2, I;, com |I;| < 0. Temos:

DL =Y LT > 6 Y L[
=1 =1 =1

Assim, se h'(S) > 0 = h*(S) > (lsir%(Sa_t.ht(S) = 00 = h*(S) =o0. De forma
_>

analoga, mostra-se que h*(S) < oo = h(S) = 0. Portanto, para qualquer () # S C

R, existe um tnico valor dimgy S € [0, 1], chamado de dimensao de Hausdorff de S,

em que

0 sea>dimgsS
h*(S) = .
o sea < dimgyS

hdimm S(S) pode ser zero, finito ou infinito.

Agora, definamos a medida de empacotamento, inicialmente proposta por Tricot [54];
notaremos que esta medida possui aspectos duais & medida de Hausdorff.
Um d-empacotamento de um conjunto arbitrario S C R é uma colec¢ao disjunta conté-

vel (B(xg, k))ken de intervalos fechados centrados em z;, € S, com raio r, < 6/2. Fixado

a € [0,1], a (o, §)-pré-medida P§t(S) ¢ definida como

Py (S) = sup {Z(Qm)o‘ : (B(xg, 7)) ken € um d-empacotamento de S} :

k=1

com o supremo tomado sobre todos os d-empacotamentos de S.

Definigao 2.3. Fixado « € [0, 1], a medida de a-empacotamento P*(.S) é construida por
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um procedimento de dois passos: Primeiro, considera-se o limite

P(S) = lim P2(S)

— 6—0

e depois define-se

[e.9]

P*(S) = inf{ PY(Sy) : S C U Sk, Sk sao borelianos} :

k=1
Segue, desta defini¢ao, que P%(S) é uma medida exterior em R. Como na Observa-
¢ao 2.2, para « < 0, P*(S) = oo para qualquer S # (), e para a > 1, P*(R) = 0. Logo,
nao existe interesse maior em tais valores de a.
Analogamente a dimensao de Hausdorff, define-se a dimensao de empacotamento do
conjunto S, denotado por dimp S, como o infimo de todos os & com P*(S) = 0, o qual
coincide com o supremo de todos os a com P*(S) = oco. Sabemos (ver [20]) que as

dimensoes de Hausdorff e empacotamento sao relacionadas pela desigualdade

Definicao 2.4. Sejam p uma medida de Borel em R, e « € [0, 1].

(i) p é chamada a-Hausdorff (a-empacotamento) continua se p(S) = 0 para todo con-

junto de Borel S com h*(S) = 0 (resp. P%(S) = 0).

(ii) p é chamada a-Hausdorff (a-empacotamento) singular se p esta suportada em um

conjunto de Borel S, isto é p(R\S) = 0, com h*(S) = 0 (resp. P*(S) =0).

Introduzamos agora decomposicoes de uma medida boreliana com relagao as dimensoes

de Hausdorff e de empacotamento.

Definicao 2.5. Uma medida de Borel g em R possui dimensao de Hausdorff (empaco-

tamento) exata o = dimy(u) € (0,1) (resp. a = dimp () € (0,1)) se:

(i) Para todo conjunto S com dimyg S < « (resp. dimp S < «), tem-se u(S) = 0.
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(ii) Existe um conjunto de Borel Sy com dimensao de Hausdorff (empacotamento) o no

qual p esté suportada.
Definicao 2.6. Uma medida de Borel ¢ em R é chamada

(i) 0-Hausdorff (empacotamento) dimensional, se estd suportada em um conjunto S com

dimgyg S = 0 (resp. dimp S = 0).

(ii) 1-Hausdorff (empacotamento) dimensional, se ((S) = 0 para todo conjunto S com

dimp S < 1 (resp. dimp S < 1).

Observacao 2.7. De acordo com as Definigoes 2.4 e 2.5, notamos que uma medida g
de Borel em R possui dimensao de Hausdorff (empacotamento) exata a se para todo
e >0, p é (o — e)-Hausdorff (resp. empacotamento) continua e (« + ¢)-Hausdorff (resp.

empacotamento) singular.

Definigao 2.8. Seja p uma medida de Borel em R. A dimensao de Hausdorff (empaco-

tamento) superior de p é definida, respectivamente, por

dimj; (1) = inf{dimy S : S é um boreliano e pu(R\S) = 0},

dimy, (1) = inf{dimp S : S & um boreliano e p(R\S) = 0}.

As dimensoes de Hausdorff e empacotamento inferiores de p sao definidas, respectiva-
mente, por

dimp () = sup{a : u(S) =0 se dimg S < a},

dimp () = sup{a : u(S) =0 se dimp S < a}.

Observagao 2.9. Notemos que as dimensoes de Hausdorff (empacotamento) superior e
inferior de uma medida de Borel g em R possuem as seguintes relagoes com as Defini-

coes 2.4 e 2.5:

1. Para todo e > 0, u é (o — ¢)-Hausdorff (empacotamento) continua se, e somente se,

dimg (@) > « (resp. dimp () > ).
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2. Para todo € > 0, u é (o + ¢)-Hausdorff (empacotamento) singular se, e somente se,

dimi(p) < a (resp. dimp (p) < ).

3. A medida p possui dimensao de Hausdorff (empacotamento) « exata se, e somente

se, dimy (p) = dimy () = dimg; () (resp. dimp(p) = dimp (@) = dimp (u) ).

2.2 «-Derivadas superior e inferior

Nesta secao, introduzimos os conceitos de a-derivadas superior e inferior de uma me-
dida boreliana finita. Vamos recordar que estudar o comportamento da a-derivada su-
perior (inferior) de uma medida permite caracterizar os conjuntos em que as partes a-
Hausdorff (resp. empacotamento) continua e a-Hausdorff (resp. empacotamento) singular

desta medida estao concentradas. Veja as referéncias [7, 20, 31, 38, 41, 47|.

Definigao 2.10. Sejam p uma medida boreliana finita em R, o € [0,1] e & > 0. A

a-derivada superior de p em E € R é dada por

—a T M((E_67E+E))
(D p)(E) = limn sup 2e)° ,

e a a-derivada inferior de y em E € R por

o e UE =& Ete))
(Dp)(E) = hgi}glf 29" :

O resultado seguinte, motivado por [48| e o Teorema 2 em [26], refere-se as decompo-

sicoes da medida p com respeito as medidas de Hausdorff e de empacotamento.

Teorema 2.11. Suponha que o € [0,1] e que pu seja uma medida de Borel finita em R.
Sejam

TS = {E € R: (Dw)(E) = oo},
US = {E € R: (D")(E) = oo}.

Entao, TS e US sao conjuntos de Borel com

1. h(Te) = 0.
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2. PA(U2) =0,
3. u(SN(R\TS)) =0, para qualquer conjunto S com h*(S) = 0.

4. p(SN(R\UL)) =0, para qualquer conjunto S com P*(S) = 0.

Demonstragao. Os itens (1) e (3) sdo bem conhecidos e demonstrados no Capitulo 3

de 48], e uma demonstragao para os itens (2) e (4) pode ser encontrada em |7]. O

Observacao 2.12. O teorema acima estabelece que é suficiente conhecer o comporta-
mento de (D"p) e (D), para o € [0,1] e E pi-q.t.p., para determinar a decomposicao
de p (no sentido da Definigao 2.4) com respeito a medidas de Hausdorff e empacotamento,

respectivamente.

Consideremos a decomposi¢ao de p de acordo com os conjuntos 7l e U, isto é, como

p=Xropt+ (1= xre )t € p=xvep+ (1= xve)i,

respectivamente, em que x4 denota a funcao caracteristica de um conjunto A. Deste

modo, o Teorema 2.11 implica que

Corolario 2.13. Sejam p uma medida de Borel finita em R. Entao, para todo o € [0, 1], u

possui a decomposicao

M= laHs + HaHe, M= HUaPs + HaPe

com respeito aos conjuntos TS e US, respectivamente, sendo que:

1. proms = p(Te N -) € a-Hausdorff singular, e piope := p(R\T$) N-) € a-Hausdorff

continua.

2. paps == WU N-) € a-empacotamento singular, e fioape = p((R\US)N-) € a-empa-
cotamento continua.

Observagao 2.14. Como US C T, segue que se p for a-Hausdorff continua, entao p é

a-empacotamento continua. Analogamente, se i for a-empacotamento singular, entao pu

¢ a-Hausdorff singular.
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2.3 Transformada de Borel

Nesta secao, estudaremos a relagao entre a transformada de Borel de uma medida finita
e os comportamentos das a-derivadas superior e inferior desta medida, que por sua vez
estao relacionadas com a decomposicao a-Hausdorff e empacotamento, respectivamente,

da medida em estudo.

Definicao 2.15. Seja p uma medida finita em R. A cada ntmero complexo z = E + ¢,

(¢ > 0), define-se a transformada de Borel de p em z por

(2) = /°° du(t)

I

Fixe 0 <y <1le E €R. Sejam

(Q"p)(F) := limsup " ImF,(E + ie),

e—0

(R'p)(E) := limsup &"|F,(E + ic)|.

e—0
Devido ao Teorema 3.1 em [17], essas grandezas definidas acima possuem a seguinte relagao

com a a-derivada superior, a € [0, 1):

(1-a)

(D w)(E) ~ (@ “p)(E) ~ (R u)(E), (2.1)

no sentido que sao ou todos infinitos, ou todos nulos, ou todos pertencentes a (0, c0).
Consequentemente, estudar o comportamento de (Q' p)(E) ou (R u1)(E) nos permite

a determinacao da dimensao de Hausdorff de determinados conjuntos. Deste modo, ana-

lisemos uma implicacao semelhante desta com respeito a dimensao de empacotamento,

em que se definem

(Q"u)(E) = lirsn_}glf 'lmF, (E + ie)

(R"p)(E) :=lim iglf eV Fu(x +ig)|,
E—

sendo possivel obter o seguinte resultado relacionado com a a-derivada inferior.
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Teorema 2.16. Sejam p uma medida finita em R, E € R e a € [0,1). Entao

(D°p)(E) =00 = (R""™p)(E) = cc.

Demonstracao. Para concluir este teorema é suficiente demonstrar o seguinte

(D*p)(B) < 27(Q" Vp)(E) < 217 (RM ) p)(B).

De fato, temos que

F,(E+ic) = /OO dp(t)

oo t— (B +ig)
[ (= E)dut) [ edult)
N /_mmﬂf_mm (22)

ME-=E+e) = [

De (2.2) e (2.3) segue que

ME 2 F 59 yogen (¥ 2D
(2e) - oo (t— E)2 4 €2
= 279 Im(F,(E + ig))
< 217l FL(E +ig)).
Portanto, segue pela definicao que

(D p)(E) < 274(Q Y u)(E) < 2 (R p)(E),

e o teorema fica demonstrado.
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Observagao 2.17. Entretanto, a reciproca do Teorema 2.16,
(D p)(B) =00 <= (B""p)(E) = oo,

ainda é um problema em aberto.

Vale observar que esta questao em aberto motivou os autores em [33] utilizarem a

seguinte nomenclatura: Fixe 0 < a < 1; se para E p-q.t.p.
(R p)(B) < oo,

entao dizemos que a medida p é a-espectral continua. Agora se E p-q.t.p.,
(R pu)(B) = oo,

diz-se que a medida p é a-espectral singular.

Consequentemente, pelo Teorema 2.16 e pelo Corolario 2.13, se uma medida g for
a-espectral continua, entao p também seréd a-empacotamento continua. Entretanto, se u

for a-espectral singular, ainda nao é possivel dizer que pu serda a-empacotamento singular.

Nesta tese, nao obtemos aplicagoes em que uma medida p seja a-espectral singular.
Deste modo, optamos em nao utilizar esta nomenclatura e nem analisar resultados teéricos

em que considere este tipo de decomposicao espectral.

2.4 m-Funcoes de Weyl-Titchmarsh

Nesta secao, introduzimos as m-funcoes de Weyl-Titchmarsh; utilizando-se o Teorema
Espectral, podemos obter uma caracterizacao das mesmas através da fungao de Green,
nada mais que o nicleo do operador resolvente, e através desta caracterizagao obtemos a
relagao destas m-fungoes com a transformada de Borel da medida espectral associada ao

operador (1.1) que estudamos neste trabalho. Para referéncias, veja |5, 14, 32, 43].



22 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Para o operador H definido por (1.1) e z = E + ie, considere a equacao
Hu = zu. (2.4)

See > 0, entao z € o(H) (espectro de H), e portanto pelo argumento de Combes-Thomas,
que pode ser encontrado em [5], os expoentes de Lyapunov 7= (z) sao estritamente po-
sitivos. Dali, pelo teorema de Ruelle-Oseledec [42, 48] , existem solugdes 4 # 0 de (2.4)

definidas em [?(Z*), de forma que
05(n)]| < e T

para todo n € ZT e para alguma constante positiva ¢ < oo, sendo ZT = {1,2,3,...} e

7= ={...,—2,—1,0}. Isto implica que
°° s 27% (2)
.4 2 2 —oyFE )\ _ 2 ©
ZO |uz (j:n)| <c Zo(e ) e e2ﬁi(z) -1 < 00

Recordamos que o Wronskiano, Wuy, us|(n) = uy(n + 1)us(n) — ui(n)us(n + 1), de duas

+

> sao0 as

solucoes linearmente independentes é constante e nao nulo. Entao, temos que @

tinicas solugoes de (2.4)(a menos de normalizacdo) que estao em [?(Z*).

Sejam uf%z e uipyz solugoes de (2.4), definidas em Z*, com condigoes iniciais (1.4).

Como (2.4) é uma equacao a diferenca finita de segunda ordem, o espago das solucoes

*

o _}ti=12 forma uma base para este espago, em Z*. Assim,

tem dimensao 2 e portanto, {u

+

~ sao escritas de modo tnico como

as solugoes

aF = [aF(0) cos o + (1) sin go]uipyz + [~a£(0) sing 4+ aF(1) cos go]uf%z.
Sejam @, = 47 com as normalizagdes u; (0)cosp + 45 (1) sing = 1. Portanto,

ﬂiz = ugf%z + (—2E(0) sinp + a5 (1) cos @)uf%z e 4F(0) =1.

Definigao 2.18. Para z = E + ic no semi-plano superior (¢ > 0), as m-funcoes de
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Weyl-Titchmarsh & direita e a esquerda sao definidas unicamente por

at o+ + +
Upzy = Uzpz + my, (Z)ul,%Z'

Quando ¢ = 0, usaremos a notacao m* = m3. Segue-se diretamente da Defini¢do 2.18
que
m*(z) = Fa(1). (2.5)
Como em [12, 32|, as fungoes m* e m‘f se relacionam da seguinte forma:
mE(z) cos sin
() = »(z)cosp Fsing (2.6)

 cospEmi(z)sing

Denotemos por H* os operadores da forma (1.1) restritos a [2(Z%).

Defini¢ao 2.19. As funcoes de Green para o operador H* sao definidas por

(ui,.(n)a) (m)
Wit ur, ]

p,27 u17507z

n<<m

Gl(n,m,z) =

com n,m € Z".

Para cada ¢ € (—7/2,7/2], tem-se que Gf(n,m, 2) ¢ o niicleo do operador resolvente

(HT — 2)71, isto ¢,
(H' = 2)7"](n) =Y GE(n,m, 2)v(m), Vo € P(ZF). (2.7)
m=1
De fato, para cada ¢ € (—n/2,7/2], tomando-se

uy(n, z) = Z G;(n,m,z)w(m)
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e se usando a Definigao 2.19, temos

"l (m)al _(n uf,(n)at (m
ol 2) = 3 e )+ 3 S i)

m=1

Dali, aplicando-se HT a esta expressao e se fazendo alguns céalculos, vem que
H+U,¥,(TL7 Z) = ZUSO(T% Z) + ¢(n)a

donde se segue o resultado.

Tomando-se ¢ = §; = (1,0,0,...) em (2.7), obtemos

[(HT — 2)7'6](n ZG+ n,m, z)6(m) = G%(n,1, z).

Em [?(Z") consideraremos a medida espectral ™ = pgs, associada ao vetor d; (que é

ciclico para o operador H'). Pelo Teorema Espectral temos

+
/dﬂ (t) _ <(H+ _ z)_151,51>
t— 2z
= G(1,1,2)
(def 2.19) u1+<pz(1)ﬁ’+ (1)

ap (Wi, (0) = (0)uf, (1)

L
—cosg sing +mJ(2) cos® . (2.8)

(def 2.18)

No caso particular, ¢ = 0, temos

Analogamente em Z~, tem-se

/d'“(t) = ((H™ = 2)"'d0,00) = cosp sinp +m,(z) cos® @

t— 2z

em que - = pg, ¢ a medida espectral associada ao vetor g = (...,0,0,1) (que é ciclico
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para o operador H ™).

Consideremos agora o espago [*(Z). Vamos utilizar Gif para descrever as fungoes G,

+

que possuem papel importante na determinagao da fungdo m(z) em relagao a mg.

Definicao 2.20. As func¢oes de Green para o operador H sao definidas por

¢ u- . (n)at _(m
i)
wlaf ., i ]
Gp(n,m,z) =
i)
\ W[u;,zﬂ u;,z]

com n,m € Z.

De modo anélogo a (2.7), mostra-se que para cada ¢ € (—m/2,7/2], G,(n,m,z) é o

nticleo do operador resolvente (H — 2)7! isto &,

[(H —2)7")(n) = ) Gyln,m, 2)(m), Vo € 1(Z). (2.9)

mEeZ

Notamos que a m-fun¢ao m(z) na reta toda é dada através do trago de uma ma-

triz M (z), que satisfaz (veja [14])

[a b}M@) : = ((aby + b6,)|(H — 2)" (ady + b5y)) . (2.10)

Desenvolvendo-se o lado direito de (2.10) e usando (2.9), temos

<(a50 +b6))|(H — Z)_l(a50 . b51)> _ a* —abm™(z) — bam™(z) — me+(z)m_(Z);

—m*(z) —m~(2)

por outro lado, desenvolvendo-se o lado esquerdo de (2.10), obtemos

mi1 Mig a
|: a b i| = a2m11 — CLbTTLlQ — bam21 — b2m22.
ma1  Mag b
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Entao, temos que

1 1 m*(2)

M(z) = —mT(z) —m~(z) m*t(z) —m*(z)m=(2)

Notamos que a fungao m(z) pode ser definida como m(z) = tr(M(z)), isto é, o trago de

M (ver |5] para detalhes), desse modo podemos escrever que

mt(z)m=(z) — 1

mt(z) +m=(z)

m(z) = (2.11)

Por outro lado, em [?(Z) a medida espectral é = ut+p~, em que pu™ = s, p= = s,

e o par de vetores {dg, 07} € ciclico para o operador H. Pelo Teorema Espectral, temos

miz) = [ 240,

ou seja, a m-funcao é a transformada de Borel da medida pu.

Observagao 2.21. De uma forma ingénua, poder-se-ia imaginar que m(z) seria igual a

m(z) +m;(z), mas vemos de (2.11) que isto nao ¢ verdade.



Capitulo

3

Empacotamento continuidade

Neste capitulo, estudamos resultados referentes a parte a-empacotamento continua
da medida espectral associada ao operador H da forma (1.1), sendo que tais resultados
possuem aspectos duais a caracterizacao da parte a-Hausdorff continua da respectiva
medida espectral.

Analisemos alguns resultados de a-subordinacao fractal de operadores unidimensionais
definidos em [*(N) e [*(Z); na Secao 2.4, denotamos por m(E + ic) a transformada de
Borel da medida espectral i e, pelo Teorema 2.16, temos

(Du) (E) = 00 = liminfe'™?|m(E + ic)| = oo.

e—0

Consequentemente, o estudo de propriedades dimensionais de empacotamento do espectro
de H em [*(Z) pode ser abordado através do comportamento de m(E +ic), quando € — 0,
que por sua vez pode ser reduzido ao estudo do comportamento de mi(E + i€), quando
e — 0. Assim, baseando-se em resultados de [31, 32| sobre subordina¢ao de Hausdorff,
precisamos estudar o comportamento das solugoes da equacao de autovalores (1.3).

O principal objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema 1.1, que caracteriza a me-
dida espectral a-empacotamento continua do operador H através da auséncia de solucao
a-empacotamento subordinada em 400, sendo que este resultado independe do potencial
a esquerda.

Na Secao 3.3, discutiremos algumas aplicacoes do Teorema 3.4 para operadores H™ da

forma (1.1) restritos & semi-reta direita; essas aplicagoes consistem de resultados sobre a-

27
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empacotamento continuidade da medida espectral u*, sendo estes resultados adaptacoes

duais aos resultados da Segao 4 em [31] para o caso da dimensao de Hausdorff.

3.1 «o-Subordinacao fractal

Consideremos o operador H* (H restrito a [?(Z")) definido por (1.1), a correspondente
equagao de autovalores (1.3) e as solugoes uf% g€ u;% 5 definidas em Z*, satisfazendo as
condigoes iniciais (1.4). Notamos que todos os resultados desta se¢do podem ser desen-
volvidos de modo analogo em Z~.

Agora, dado ¢ > 0, define-se o comprimento L7 () € (0,00) pela igualdade

1

||uicp,E||L:£(5)||u;’:gp7E||L$(s) = 2_5 : (31)
Observagao 3.1. Como Wluj, ,uy , 5] = 1, no maximo uma das solugoes u; , , ou

uy , p pertence a [*(Z*), e portanto o lado esquerdo de (3.1) é uma fungao continua de

L:g, monotonicamente crescente, que é menor ou igual a 1 para L;f = 1 e tende a infinito
quando L;'j — 00. Por outro lado, % ¢ uma funcao continua de £, monotonicamente
decrescente, que tende a infinito quando € — 0. Assim, a funcao L;(g) esta bem definida

por (3.1) e Lf(e) — oo para ¢ — 0.

Recordemos uma relagao, devida a Jitomirskaya-Last, envolvendo as m-fungoes a di-

. ~ + + ~ A -
reita e as solugoes uj, p € uy , p de (1.3). Com essa relagao, é possivel estender resulta-
dos da teoria de subordinacao de Gilbert-Pearson e assim obter propriedades dimensionais
fractais do espectro de H™, através do comportamento das solucoes da respectiva equacao

de autovalores.

Teorema 3.2. (Desigualdade de Jitomirskaya-Last, Teorema 1.1 em [31]) Seja H' defi-

nido por (1.1), e sejam E € R, € > 0 dados. Entao, vale a desigualdade

5- V21 _ [ gl et o) 54 /24 52)
Im$(E+ie)|l ugpllise — ImE(E +ie)l

Segue-se diretamente do Teorema 3.2 que:



3.1. a-SUBORDINACAO FRACTAL 29

Corolario 3.3. Seja H' definido por (1.1), e sejam E € R, € > 0 dados. Entao, para
qualquer ¢ € (—m/2,m/2],

u+ +
limsup |m (E +ie)| = 00 & hminf”i’@ﬂ =0,
£=40 Li—oo Uz pllis
‘ +
||u1,¢,EHL;;

liminf [m}(E +ic)| = co < limsup = 0.
e—0

Lf—oo ||U§L,¢,E||L$

Recordamos da Se¢ao 2.3 que o comportamento da transformada de Borel F,+ (E +ie)
da medida espectral p* associada ao operador H™ se relaciona com o comportamento das
a-derivadas superior e inferior desta medida. Mais precisamente, em [17], foi demonstrado
que

(D°u™) (B) = 0o <= limsupe' |F,+(E + ic)| = oo. (3.3)

e—0

Temos como uma consequéncia direta do Teorema 2.16 o seguinte

(D) (E) =00 = liminfe'"*|F,+(E +ie)| = . (3.4)

e—0

Teorema 3.4. Sejam E € R, € (0,1) e u™ a medida espectral associada ao operador H*

da forma (1.1). Entao,

. u; +
(D p*) (E) =00 <~ liminf% =0 (3.5)
L§—00 ||u2,¢,E||L$
e it
u +
(Du*) (F) =00 = limsup AEILe 0, (3.6)

Lf—o0 HU;@E‘%

sendo v =af(2—a) ep e (—n/2,7/2].

Demonstra¢ao. Temos que a equivaléncia (3.5) é um resultado bem conhecido, a saber o

Teorema 1.2 em [31]. Verifiquemos a implicagao (3.6). Com efeito, dado € > 0, por (3.1)
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e pela desigualdade Jitomirskaya-Last, obtemos

2—«
5 /24 ) (IIuI%EH@(g)) 5+ /24

21-egl=aimE(E + ie)| Hu;%EH%(E) 21-agl=e|mt(E 4 ic) ’

Assim, para ¢ € (—7/2,7/2],

g mllg

L o0 H%ﬁu;”l;

liminf &'~ *|m} (E 4 ic)| = co <= limsup =0. (3.7)

e—0

Agora, em (2.8) temos

> dpt(t)
t—2z

—cos g sing +mJ(z) cos® p = /

—00

Dai, pela relagao (3.4), segue-se que

(D) (E) =00 = liminfe'"*|—cosy sing +m}(z)cos® | = oo

e—0
< liminfe'"*mJ (z)| = oo. (3.8)
e—0
Logo, por (3.7) e (3.8),
+
u +
(Du*) (F) =00 = limsup % =0
L:§—>oo ||u2,<p,E||L$
para algum ¢ € (—7/2,7/2]. O

3.2 Auséncia de solucao a-empacotamento subordi-

nada

Nesta se¢ao, demonstraremos o Teorema 1.1, que estabelece a a-empacotamento con-
tinuidade da medida espectral associada aos operadores (1.1) em [*(Z) através de cotas
superiores e inferiores da forma (1.6), para todas as solugoes de (1.3). Para tanto, rela-

cionaremos a auséncia de solu¢ao a-empacotamento subordinada em +o00 com o compor-
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tamento de fronteira das m-funcoes a direita.

Lema 3.5. Fize E € R. Suponha que existam constantes C,Cy > 0, e uma sequéncia
L; — oo, tal que toda solug¢io de (H — E)u =0 com CIN satisfaca a estimativa (1.6), ou
seja,

ClL? S ||U’|ILJ S CQL;Q.

Seja a = 211 /(11 + 73). Existem uma constante Cs > 0 e uma sequéncia ¢; — 0, de modo
que

M (B +ie)| < G, Vg€ (~m/2,m/2)

Demonstracao. Considerando-se as solugoes ufw Beu; o5 de (H—E)u = 0 com condigoes

iniciais (1.4), pela defini¢ao da fun¢ao L(e) e pela Observagao 3.1 existe uma sequéncia

g; — 0 com L(g;) = L, tal que por hipotese, temos

+ m
||u1,¢,E||i%) > CI(L(€J>) = C;(L(Ej))n—m(ﬁ) _ — >0,
luf,ellis, (Callleg))™)=  cFe cre

para uma sequéncia L(e;) — oo e todo ¢ € (—7/2,7/2].
Pela desigualdade Jitomirskaya-Last (Teorema 3.2), segue-se que existe 0 < C5 < 00

co1m

imf (B +igj)] < Cse§ Ve (—n/2,7/2].

]

O Lemma 3.6 a seguir é uma versao para medidas de empacotamento do correspon-
dente resultado para medidas de Hausdorff demonstrado em [14]. Este resultado relaciona

as m-fungoes m;f a direita com a m-funcao m na reta toda.

Lema 3.6. Suponha que E € o(H). Fizados o € (0,1), uma constante C > 0 e uma

sequéncia €5 — 0, supomos que

sup [m) (B +ig;)| < Cef™'. (3.9)
©
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Entao, para qualquer fun¢ao g: CT — Ct, Ct ={z+iy:y > 0}, tem-se

m*T(E +ig;)g(E +ig;) — 1
m*t(E +ig;) + g(E + ig)

‘ < Cef . (3.10)

Em particular, pode-se tomar g = m~, obtendo-se

m*(E +ig;)m™ (E +ig;) — 1
mt(E +ig;) + m~(E + ic;)

Im(E + ig;)| = ‘ < 0o, (3.11)

Consequentemente, |1 € a-empacotamento continua.

Demonstracao. Fixe E € o(H) e cada elemento da sequéncia ; > 0. Introduzindo-se

novas variaveis z = e?? e v = (m™ —i)/(m™* + 1), temos

mt—i) 2i
l+vz L+ (m+_+l) e
l—vz 11— (%) e2ip

el (e‘i‘p + (—fgi;i) e“")

(oo () o)

(cos — 1 sinp)(m™ +1i) + (m* —i)(cosg +1i sine

(cos — 1 sinp)(mt +1i) — (mt —i)(cosp + i singp)
sin(p) + cos()m™

i{cos() — sin(g)m™)

20 _ .+
= imy.

Assim, podemos reescrever (3.9) como

Note que Im(m™) > 0 implica |v| < 1 e, portanto, (14 vz)/(1 —rz) define uma fungao
analitica sobre {z : |z| < 1}. O ponto z; = (g—1)/(g+1) esté no interior do disco unitario

(|z1] < 1), pois Im(g) > 0. Pelo principio do médulo méaximo temos

14+vz
— vz

1+vz
1—vz

sup = < Ce;“’l.

l2[<1

|2=1
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Usando-se esta desigualdade para o ponto z; obtemos

-1
< Cel™,

m*g—l‘

1+V21
mt+g

1—V21

e portanto a estimativa (3.10) esta demonstrada. Em particular, tomando-se ¢ = m™ e
usando (2.11), obtém-se (3.11). Entao, (D%u)(E) < oo, e consequentemente 1 é a-empa-

cotamento continua. O]

Demonstragao. (Teorema 1.1) Segue-se da hipotese (1.6), juntamente com os Lemas 3.5
e 3.6, que p é a-empacotamento continua. Como py < f1, segue-se que 14 ¢ a-empacota-

mento continua. L]

Ressaltamos com os resultados desta segao a caracterizacao do espectro a-empacota-
mento continuo do operador H da forma (1.1) através da auséncia de solugao a-empa-
cotamento subordinada em +o0o (ou —00), e este resultado independe do potencial em
Z~ (ou Z%), no sentido que o “mais continuo” na semi-reta domina e limita por baixo a

dimensao de empacotamento do espectro de H.

Observagao 3.7. Pelo Teorema 1 em [14], temos que se existem constantes 7, v2 de
forma que, para cada F € o(H), toda solu¢gdo com CIN de (H — E)u = 0 satisfaz a
estimativa

ClL’yl S HUHL S CQL’YQ (312)

para L > 0 suficientemente grande e constantes Cy(F), Co(E) > 0. Seja a = 2y, /(y1 +
Y2). Entdo o(H) ¢ puramente a-Hausdorff continuo, isto é, para qualquer ¢ € (2, p, é
puramente a-Hausdorff continua.

Entao notamos, pelo Teorema 1.1, que para se obter resultados sobre a decomposi¢ao
da medida espectral pu com respeito as medidas de empacotamento, podemos supor que
a estimativa (3.12) ¢ satisfeita somente para uma subsequéncia de L; — oo; é natural
se buscarem estimativas que caracterizam a-empacotamento continuidade diferentes das
estimativas que caracterizam a-Hausdorff continuidade. Um exemplo desta situacao seré

discutido na Segao 4.2.
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3.3 Algumas consequéncias do Teorema 3.4

Nesta secao estudamos as adaptagoes de alguns resultados com respeito a dimensao
Hausdorff da Secao 4 em 31| (detalhados em [43]) para a-empacotamento continuidade
da medida espectral p*, através do comportamento assintotico de solucoes da equagao de
autovalores (1.3) associada ao operador H*. Notamos que alguns dos resultados abaixo
ja foram utilizados em |7] com o intiuto de se analisar a decomposigao espectral de classes

de operadores esparsos em relacao as medidas de empacotamento.
Corolario 3.8. Suponha que para algum 1 < a < 2 e qualquer E em algum conjunto de
Borel A, toda solugao vt de H"u = Eu satisfaga

12
v aHL < . (3.13)

lim inf
L—oco

Entao, a restrigao (AN -) é (2 — a)-empacotamento continua.
Demonstracao. Seja E € A. Por hipotese,

U+ 2
lim inf || 2,<p,E||L
L—o0 Le

Entéo, existem 0 < C' < co e uma sequéncia L; — oo de modo que ||u;¢E||2LJ < CLj.

Sabemos [31] que [[u;, pllz; luz, pllz; > 5(L; —1). Assim,

1 Lyj—1 1

u > = > ~(L; — 1)(CLY) Y2
H 1,<p,EHLg 9 HUZ%EHLJ' 2( J )( ])
2 — 2 —
SejaVEQ_@ia) = aa. Temos que
Wigrlley Ly yyepoe_L 1 (1 - i) ca,
luz . pll7, ~ 2 ! J (CLey/2 2 L;

Isto implica em

ut 1
hmsup% > - Ve,
L—o0 Hu2,<p,EHL 2
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Logo, pelo Teorema 3.4, (D* “u*)(E) < oo. Portanto, u* (A N-) é (2—a)-empacotamento

continua. O]

Observacao 3.9. Note que para a = 1, o Corolario 3.8 implica, em particular, que
energias para as quais H u = Eu tem somente solu¢oes limitadas devem ser associadas a
parte absolutamente continua da medida espectral pu*. Este ¢ um fato conhecido, o qual

¢ uma consequéncia imediata da teoria de Gilbert-Pearson.

Uma maneira conveniente de se reescrever os resultados desta se¢ao, para operadores
unidimensionais da forma (1.1) em [*(Z"), se d& através da utilizagdo das matrizes de

transferéncia 7,7 (F) = M, (E)M,,_1(E) - - - M;(E), com

de fato, dadas uy, e uj, p solugdes de (1.3) satisfazendo (1.4) para ¢ € (—m/2,7/2],
podemos obter qualquer solugao de (1.3) pela aplicagao sucessiva de T,,(F), n € Z*, isto

¢,

ul (n+1 ut (1 oS
1,¢,E( ) _ TJ(E) 1,¢,E( ) _ TJ( ¥
UI%E(H) ui%E(O) —sing
+ + :
Uy E(n +1) Uy E(l) sin
’ ~ze) [ ) e
UZ,@,E(TL) u2,<p,E(0) Cos @
Portanto,
ul o (n+1) ul n(n+1 cosy —sin
T,T(E) _ 1,¢,E( ) 2,¢,E( ) ¥ 2 (3.14)
uf%E(n) u;%E(n) sing  cos

O seguinte resultado consiste do Corolario 19 em [7], o qual analisa o comportamento das

solugoes da equacao de autovalores através das matrizes de transferéncia.

Corolario 3.10. Suponha que para algum 1 < a < 2 e qualquer E em algum conjunto de
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Borel A,
hmmf— Z ITH(E)|? < (3.15)

Entao, a restrigao pt(AN-) é (2 — a)-empacotamento continua.

Demonstragao. Seja E € A. Por (3.14) e pela equivaléncia das normas, existe uma cons-

tante positiva C' tal que
C (lufypn+ D +[uf, s ()] + Jug, p(n+ D) + [uf, g(n)?) < ITH(E)]?,
o que implica em
C" (llugp,pll7r + gy pll741) Z 1T (B)]*. (3.16)

Entao, segue-se de (3.15) e de (3.16) que a hipdtese (3.13) do Corolario 3.8 ¢ satisfeita.

Logo, concluimos que a restrigao u*(AN-) é (2 — a)-empacotamento continua. O
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4

Aplicacao: Modelo sturmiano

Agora utilizaremos o Teorema 1.1 na obtencao de propriedades dimensionais de empa-
cotamento de operadores de Schrodinger, da forma (1.1), gerados por potenciais sturmia-
nos com nimero de rotagao de densidade quase limitada (ver Definigao 1.3). Deste modo,
demonstraremos o Teorema 1.4 através da estimativa de cotas inferiores e superiores da
forma (1.6), para todas as solugoes da equagao de autovalores (Hyp, — E)u = 0 e as

energias no espectro de Hy g ,.

4.1 Potencial sturmiano com densidade quase limi-

tada

Primeiramente, nesta segao, recordemos algumas propriedades bésicas dos potenciais
sturmianos [3, 15, 52|. Fixado um namero de rotagao irracional 6 € (0, 1), sejam a,, os
coeficientes da sua expansao em fragdes continuadas (1.7), sendo que para este nimero

de rotacao as aproximagoes racionais p, /g, associadas sao obtidas de
po=0, pr=1 pn=appn-1+ P2,

do = 17 q1 = aq, Gn = AnQn—1 + gn—2-

Defina as palavras S,, sobre o alfabeto A = {0, A} (com 0 # A € R fixado) por

S_l =\ So =0 Sl == Sglils_l Sn == SZ’LlSn_2, n Z 2. (41)

37
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Todos os potenciais da forma Vg ,(n) = Axp—g1)(nf + p mod 1), em que 0 # A € R,
6 € [0,1) é namero de rotagao irracional e p € [0, 1), satisfazem a relacao (4.1); em

particular, a palavra S,, tem comprimento ¢, para cada n > 0.

Fixados A e a energia F, para cada w = w; ... w, € A", denotamos por M (A, E,w) a

matriz de transferéncia

Se u for uma solucao de (Hyg, — E)u = 0, temos

U(TL + 1) = ]\4()\7 E, V)\ﬁm(l) c. V)\797p(n))U(1), (42)
Uln+ 1) = u(n+1)
u(n)

O comportamento de ||ul|; pode ser investigado através de

I

2]
Ul = { Do NT@IP + (L~ LDIVAL + DIP |

sendo ||[U(n)||* = |u(n)|* + |u(n — 1)|?*; temos que

1
IO < flullz < U1E -

Notamos que o espectro de H)y, ¢ independente de p (ver [3]), e assim podemos
denota-lo por o(H, ). O objetivo principal desta se¢ao ¢ demonstrar o Teorema 1.4, e

para isso é suficiente verificar as Proposicoes 4.1 e 4.4 nas subsegoes abaixo.
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4.1.1 Limite inferior das solucoes

Escrevamos
Ty =tr(M(N E,Sh-1)), Yn=tr(M(\ E,S,)), zn=tr(M(X\E,S,S5.-1)),

sendo omitida a dependéncia em A e F . De acordo com resultados em |3, 14], para

quaisquer 0 # A € R, 6 € [0,1) irracional e todo E € o(H)y), existe C > 1 de forma que
mgX{|In|, |yn|7 ’an} < CA?

sendo que esta propriedade de limitagao uniforme dos tragos é importante para se obter

cotas inferiores para todas as solugoes de (Hyp, — E)u = 0, correspondentes as energias

E e O'(H)\ﬂ).

Proposicao 4.1. Suponha que 0 seja um nimero irracional de densidade quase limitada.
Entao, para todo A > 0, existem constantes positivas 1,,C e uma sequéncia (nj)jeN tal
que, para cada solugao u de (1.3) com CIN, e correspondentes energias E € o(H)yp),
temos que

el > Crg.
O Lema 4.2 a seguir consiste do Lema 4.1 em [14].

Lema 4.2. Sejam A, 0, p arbitrdrios, E € 0(Hyg) e u uma solu¢do de (Hyg,— E)u =10

com CIN. Entao, para todo n > 8, vale a desigualdade

1Ullgn = DallU gy s

NI

com Dy = (1 + ﬁ)
Lema 4.3. Suponha que 0 seja um nimero de densidade quase limitada. Entao, existem

A - nj
uma constante Cy e uma sequéncia (n;) .y de forma que q,; < Cy’.

jEN
Demonstra¢ao. A demonstragao do Lemma 4.3 segue a mesma estrutura da demonstra-

¢ao do Lemma 2.3 in [12], com adaptagoes para uma subsequéncia. Mais precisamente,
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consideramos a sequéncia (7,)nen gerada pela recursao

T'nt1 = 2an+17'na

com condicao inicial r; = 2a;; indutivamente temos ¢, < r, e r, = H?zl 2a;, para todo
n € N.
Por hipoétese, # ¢ um niimero de densidade quase limitada; logo, existem uma cons-

tante By e uma sequéncia (n;);.y de modo que

1 U
— Z 2a; < By. (4.3)
L

Assim, obtemos

1 &
n(gn,) /" < In(ry,) /" = — > In(2a;) < By,
J =1

o que implica ¢,; < (ePe)ni. Portanto, existem uma constante Cy = 5% e uma sequéncia

(1)) ;e €M que gy, < Cy7. O
Agora, temos condi¢oes de demonstrar a Proposicao 4.1.

Demonstragao. (Proposi¢ao 4.1) Temos, pelo Lema 4.2, que para todo n; > 8,

[;/8]
”UHan > D/\HUanrs > ... 2 DAn] ||U||an78[nj/8]

ni/8 n;/8)—1
> DU, > DY

com Dy > 1 e [n;/8] denotando a parte inteira de n;/8.

N . ~ . i
Segue-se, do Lema 4.3, a existéncia de uma sequéncia (n;).. em que g,, < C,’.

JjE

Entao, escolha 71 > 0 de modo que Cg” < D,. Assim,

T — n;T1 -
QHE Cg ’ D)\

(n;/8)—1 1/8\ ™
1Ulle., _ D, 1 (D . L
cy! — D,
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o que implica [|U]lq, = D;lqu. Portanto,
el > Cr,
com C] = 1/D,\\/§. O

4.1.2 Limite superior das solucoes

Agora, buscaremos limitantes polinomiais superiores para toda solugdao u da equagao

(Hxp,p — E)u = 0. Mais precisamente, demonstraremos o seguinte resultado:

Proposicao 4.4. Suponha que 0 seja um nimero irracional de densidade quase limitada.

Entao, para todo A > 0, existem constantes positivas 1o, Coy e uma sequéncia (nj)j tal

eN
que, para cada solugao u de (1.3) com CIN, e correspondentes energias E € o(H)y),
temos que

lull,, < Cag2. (4.4)

Para a demonstragao da Proposigao 4.4, seguiremos as técnicas desenvolvidas em [28,
29], que realiza estimativas (limitac¢ao superior) para a norma das matrizes de transferéncia
associadas ao operador em estudo. Considerando p = 0, a fim de simplificar a notagao,

denotamos as matrizes de transferéncia por M (m) := M (X, E,Vygo(1) ... Vago(m)).

Lema 4.5. Se E € 0(H, ), entdo
1M (g,)]| < JT=+

Para qualquer inteiro positivo m decomposto como m = Z?:o €:q;, com todos €; inteiros
(positivos), obtemos

n+1a_ n €
|M(m)|| < Jor o g
sendo Jy e Jy constantes positivas com J; > Js.

Demonstragao. O Lema 4.5 segue exatamente do Corolario 5 e Teorema 9 em [28]. [
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Lema 4.6. Seja (qn,)jen @ sequéncia obtida no Lema 4.3, e seja m wm inteiro positivo

com m < qn;. Entao, temos a expansao

TLj—l

m = Z €, (4.5)

i=0
com €; < a;41, 1 =0,1,...,n; — 1.

Demonstragao. Para asequéncia (gn,);en, assumimos sem perda de generalidade que g,,, =
¢ =1¢€ ¢, =q = a;. A demonstragao se da por indu¢ao em j € N. Se ¢,, =1 <m <
Gn, = a1, €ntao m = €yqp = €, sendo 1 < ¢y < a;. Supomos que o resultado ¢é valido para
m < g, ;.

Agora, consideramos ¢,;, , < m < ¢,,. Analisemos todos os possiveis valores que m

pode assumir neste intervalo [g,,_,, qn,).

m

Para q,,_, <m < qn,_,+1, escreva €,,_, = [ } Entao, m —€n;_Gn;_, < qn;_, €

anj_q

’Vlj_l—l
m — Enjflqnj,l - E €4,
=0
para € < a;41,1=0,...,n;1 — 1. Além disso,
qnj—l"l‘l - anj71+1QTLj71 + qnj,1—1 o
6”3‘—1 < |/ = - anj_1+1 ’
Qn;_4 Qn;_,

eeg=0parat=mn;_1+1,...,n; — L
O proximo passo € considerar a situacao ¢, ,+1 < m < ¢,,_,12, que decorre das
mesmas consideragoes do caso anterior. Assim, procedendo-se indutivamente com esta

analise sobre os valores de m, obtemos (4.5) com g,,—1 < m < gy, isto &

nj72
m — Enj—IQn]-—l - E 61% )
i=0
sendo €; < a;41 para i =0,...,n; —2e €, 1 = [qm 1} < Qp;- O
_—
J

Finalmente, vejamos a demonstracao da Proposigao 4.4.
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Demonstracao. (Proposi¢ao 4.4) Se u for uma solugao de (1.3) com CIN, temos, por (4.2),
que [u(m)| < [[M(m)]]. Entéao,

qnj qn]'
= 3 ) < S 1M (m)]?
m=1 m=1

" -
G, (1) 2219 < g, (Jy)7P0

IN

T
an qnj Y

2By In(J1)n;

) tendo sido usados os Lemas 4.5 e 4.6 na segunda desigualdade, e a
nj

com T >
relagao (4.3) na terceira.
Temos, pelo Lemma 4.3 que existe Cp > 1 tal que g,, < C’g 7. Por outro lado, também

sabemos que existe Cy > 1 de modo que In; = C’g 7. Consequentemente,

239 ln(Jl) < 239 ln(Jl)n] < 239 ln(Jl)

In(Cy)  ~—  In(gn,) ~ In(Cy)
{ 2 1, Bpln(1)
Portanto, concluimos que [[ullg, < ¢;2, com 73 > 5+ AR

Observamos que a relagao (4.4) foi verificada para p = 0. Entretanto, seguindo a
mesma ideia da Proposi¢ao 5.2 em [14], mais especificamente, pela demonstragao do Teo-
rema 3 em [16] tal estimativa (4.4) é satisfeita para quaisquer p € [0, 1), através da andlise
do comportamento das autofungoes associadas a subsequéncias de potenciais para p = 0.

Desse modo, a proposigao se verifica para todo p € [0, 1). O

Demonstragao. (Teorema 1.4) Seja @ um irracional de densidade quase limitada. Entao,
pelas Proposigoes 4.1 e 4.4, existe uma sequéncia (gn,)jen, tal que para todo A > 0, existem

71, T2, C1, Cy constantes positivas, de modo que toda solugao (1.3) com CIN satisfaz
13, < lulla,, < Coa?.

Portanto, pelo Teorema 1.1 com a sequéncia L; = g, o espectro de Hyy, é pura-

mente a-empacotamento continuo, com o = 271 /(1 + 72). O
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4.2 Potencial sturmiano com densidade limitada

Recordemo-nos [12, 14, 32| que o operador Hy g ,, com # € [0, 1) um ntmero irracional
de densidade limitada, possui espectro puramente ay-Hausdorff continuo para algum

ag =2v1/(n +72), em que v = (0, \) e y2 = 72(0, \) sao obtidos da relagao

ClL’Yl S ||UHL S CQLW, (46)

com L > 0 suficientemente grande, C, Cy > 0 constantes e u qualquer solugao da equagao
(Hxrp, — E)u =0 com CIN, correspondente a E € o(H, ).
Notamos que todo nimero irracional de densidade limitada também é de densidade

quase limitada; por conseguinte, como um caso particular do Teorema 1.4, temos

Corolario 4.7. Seja 0 € (0,1) um nimero irracional de densidade limitada. Entao, para
todo X\ # 0, existe um o = a(\,0) > 0 tal que para todo p € [0,1) e todo ¢ € I*(Z), a

medida espectral para o par (Hy g ,, ¢) € puramente ap-empacotamento continua.

Demonstracao. Como # é um nimero de densidade limitada, podemos reproduzir as de-
monstragoes das Proposi¢oes 4.1 e 4.4, de modo que para todo A\ # 0, existem constantes

positivas 1, 79, C, (s, satisfazendo

Chay < lullg, < Cagr?, (4.7)

para qualquer solucao u de (Hyg, — E)u = 0 com CIN, correspondente a £ € o(H)yg).
Portanto, segue-se do Teorema 1.1 que o espectro de H)y , ¢ puramente o p-empacota-

mento continuo, com ap = 712% L

Observamos que para obter resultados sobre empacotamento continuidade com res-
peito & medida espectral u, bastam que estimativas da forma (3.12) sejam satisfeitas
somente para uma subsequéncia como verificado em (4.7). Entao, existe a questao de que
tais estimativas que caracterizam ap-empacotamento continuidade serem diferentes das

estimativas que caracterizam o y-Hausdorff continuidade.
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Pelo modo que as estimativas dos expoentes 71, 7 foram consideradas nas Proposi-
¢oes 4.1 e 4.4, temos que essas estimativas possuem importantes relagoes com os ex-
poentes 71,72 obtidos em [12, 14, 28|. Mais especificamente, vamos notar 7, > v; e,
consequentemente, nossas estimativas levam a ap > ap (para os valores por hora que

encontramos).

De acordo com resultados de Iochum, Raymond e Testard [28], temos que se 6 for um

numero irracional de densidade limitada, entao existem 7o, Cy > 0, de forma que
|ul|l, < CoL7, VYL >0,

para qualquer solucao u de (Hyg, — E)u = 0 com CIN e E € o(H,p). Como este
expoente o foi utilizado em [12, 14| para determinar a ay-Hausdorff continuidade do

operador H) g ,, vamos manter esta mesma estimativa, de modo que
72

Notamos que o expoente 7, é obtido em termos do expoente 77 através da Proposigao 4.8,
sendo esta uma reproducao da Proposigao 2.1 em [12], a qual permite estimar a quantidade
Ul (e consequentemente ||ul|;) para L suficientemente grande, fazendo-se a interpolagao

para os L's nao-inteiros.

Proposicao 4.8. Suponha que a sequéncia (¢,)nen associada ao nimero de rotagao 6
satisfaca q, < Cy. Entao, para todo A\, existem constantes positivas vi,Cy de modo que
para todo E € 0(Hy ) e todo p € [0,1), qualquer solugao v de (Hyg,— E)u =0 com CIN
satisfaz

lulle = CL L™,

para L suficientemente grande.

Demonstragio. Temos, pela Proposicao 4.1, que existe 7, > 0 com ||U]|,, > Dy '¢7*. Por

hipotese, existe 1 < Uy < oo tal que g, < Cy; e sabemos que existe 1 < Cpy < oo de
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In Cgﬁl—ln C@ 2

modo que g, > C&Q. Escolha ¢ € ( YO R 7'1,7'1> . Seja v, = 11 — . Temos

111C9 —lIng
T — = ’27'1>7'1—€>0.

In Cg,l

Dai,
’7'111109’1—Tlthg,l—l-Tllan’g>’}/11HCQ71 e ’}/1>O,

o que implica

In Cg’ll —In C’g}z < 0.

Logo,

< 1.

T1
C@ 2

0;11 _ 1
Cg,12 N 0;11

e tome L suficientemente grande de modo que ¢, < L < @,41. Assim,

Escolha n € N de forma que

012 W0l 2 o 2 5-C37 2 3O 2 podty 2 5oL
Portanto, para qualquer solugao u de (Hy g, — E)u = 0, existe C} = D;ﬁ tal que
lull. = Gil|U][ = G L™,
para L suficientemente grande. m

Recordemo-nos da demonstragao da Proposicao 4.8 em que foi considerado v; = 7, —¢,

InCy1—InC .
com € € (Wﬁ, 7‘1>. Portanto, concluimos que
27'1 2")/1
ap = > g = .
1+ 72 M+ 72

Observagao 4.9. Construamos um exemplo de um ndmero irracional 6 = [0;aq, as, . . .
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de densidade quase limitada que nao é de densidade limitada. Seja

1

para obter este irracional, basta construirmos (a,) e uma subsequéncia (n,);en de forma
que A,; <2e Ay > 7.

Para tanto, escrevan; = 2 etome a; = ay = 1, ag = 3; escolhany = 5 com ay = a5 = 1,
ag = 2 X 6; agora, considere ng = 6Ag = 19 e escreva a; = ... = aj9=1, asg = 3 x 20.
Procedendo-se desta maneira, obtemos a subsequéncia (n;);eny definida recursivamente
por

nj1 = Apa(ng +1), Vj>2,

com os termos (a,) dados por

j(n;+1), neJ
ap = )

1, né¢.J
sendo J = {n; +1:j € N}.

Observacao 4.10. O conjunto dos numeros de densidade quase limitada possui medida
de Lebesgue nula. De fato, em [35] se demostrou que para quase todo 6 = [ag; a1, as, . . .|
com respeito & medida de Lebesgue, temos que a,, > nlnn, para um ntmero infinito de

valores de n. Entao,
n

Zai >nlnn = %zn:ai > Inn.

i=1 i=1



Capitulo

5

Listabilidade da dimensao espectral

Neste capitulo estudamos, a estabilidade das dimensoes de Hausdorff e empacotamento
da medida espectral de operadores de Schrodinger H da forma (1.1) em [*(Z) ou I*(N), com
potencial V' = {V(n)}, sob certas perturbagdes com decaimento polinomial P = {P(n)}
(real). Recordamos que neste texto o termo medida espectral para o operador (1.1)
atuando na semi-reta a direita (i.e., [*(N)) se refere a medida associada ao vetor ciclico &y,
enquanto que em [*(7Z), este termo se refere 4 medida espectral associada a ambos & e ;.

Apresentaremos a demonstracao do Teorema 1.6 e aplicaremos este resultado a familia
de operadores {H)y,} gerada por potenciais sturmianos com ntimero de rotagoes de
densidade limitada, e consequentemente obteremos a demonstracao do Teorema 1.5.

Outra classe de operadores [31, 53] em que é possivel determinar propriedades espec-
trais fractais (de Hausdorff e de empacotamento) é a dos operadores esparsos H, o definidos

por (1.1) em [*(N), satisfazendo a condigao de contorno

$(0)cos g+ ¥(1)sing =0, € (—m/2,7/2), (5.1)
e, para cada « € (0, 1), com potenciais

xg»lfa)/m, n=x;€B
V(n) = : (5.2)
0, n¢B

sendo B = (x;); = <2jj> . A restricao da medida espectral deste operador ao intervalo
j

48
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(—2,2) possui dimensao de Hausdorff exata a e também possui a propriedade de ser

l-empacotamento dimensional, sempre para toda condi¢ao de contorno ¢.

Assim, também podemos empregar o Teorema 1.6 na demonstragao do seguinte resul-

tado.

Teorema 5.1. Fize a € (0,1). Sejam HZ como acima e

(HZY)(n) = (HZ¥)(n) + P(n)y(n), ¥ € P(N), (5-3)

com |P(n)| < C(14+n)? para todon € N, para algum C > 0 ep > min{3/(2c), (2 — ) /a}.
Entao, qualquer componente singular continua da medida espectral associada ao opera-
dor Hf"", restrita a (—2,2), também possui dimensao de Hausdorff a exata e preserva a

propriedade de 1-empacotamento dimensional, para toda condigcao de contorno .

Para ilustrar o Teorema 5.1, consideramos o = 1/2; entao quando existir a componente
singular continua do espectro de H f’a , temos que a dimensao de Hausdorff o exata e a

propriedade de ser 1-empacotamento dimensional sao preservadas se p > 3.

5.1 Operadores com perturbacoes de decaimento po-

linomial

Apresentamos nesta se¢ao a demonstragao do Teorema 1.6, o qual é baseado em resul-
tados de [36]. Suponha que o comportamento das solugoes da equagao de autovalores (1.3),
com V =V}, seja conhecido; a ideia é usar este conhecimento para determinar o compor-
tamento das solugoes de (1.3) com o potencial V' = V{ 4+ P, sendo que a perturbac¢ao P

possui decaimento polinomial como em (1.9).

A fim de evitar notagoes carregadas, denotamos por u; := u; , g a solugao subordinada
para V = Vj, e us := uy, p a correspondente solugao satisfazendo a condigao inicial
ortogonal (1.4). Como usual [36], aplicamos o método da variagdo dos parametros para

obter um sistema de solugdes linearmente independentes da equagao (1.3) para V = Vy+P,
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ou seja, analisaremos as solugoes v da forma

e com
vin—1) —ov(n) =wi(n)[ur(n —1) —uy(n)] + we(n) [uz(n — 1) — us(n)].
wi (1) : -
Denotemos w(n) := ; assim, a equagao de autovalores (1.3) para V =V + P
ws(n)

é equivalente ao sistema de equacgoes
w(n+1) —w(n) = A(n)w(n), (5.4)

up(n)us(n)  ug(n)?

2

—ui(n) —up(n)us(n)

Dada uma fungao monoétona crescente positiva f: {0,1,2,---} — [1,00), seja
G(n) = max {|P(n)] (Jui(n)uz(n)| + [uz(n)]?) s [P(n)] (f(n)]ur(n)]* + w1 (n)uz(n)]) } -
Lema 5.2. Seja f como acima e suponha que
> G(n) < .
n=1
Entdo, existem solugoes w* de (5.4) de modo que, quando n — oo,
(i) wi(n) =1 e f(n)wy(n) =0,
(ii) wi(n) =0 e wy(n)—1.

Demonstra¢ao. A demonstracao do Lema 5.2 segue os mesmos passos do Teorema 2.2
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in [36], com adaptagoes simples para o caso discreto. Mais especificamente, denote
wf(o) _ ’ w” m+1 Z A

estamos interessados em determinar a convergéncia desta série. Consideremos a norma

|- |l em C? definida por

o= () = max{fwy ™ ()] [wy ™ ()] ()}

Como f é crescente, se j > n, entdo [|w= ™ (H)||F < [|w= ™ (; )|, e ainda como f > 1,

segue-se que [|A(7)w=" ()|} < G(j)[lw=" ()|} Entéao,

lw™ DG < ZHA(J') |+<Z||A DI

< ZG )5

Deste modo, obtemos

sup lw™ DG < sup lw= N GG),
Jjzn Jjzn ;

demonstrando a convergéncia da série; por inducao,

m+1) |+ < ZG

sup [|w”
j>n

Dai, resulta que existe ny € N, de maneira que a expressao

“(n) = Z w= ™ (n)

converge se n > ng, com » >~ G(n) < 1.
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Logo, esta bem-definida

wn = ]+ A

a qual é solucao de (5.4). Além disso,

+
w(n) — — 0,

n

quando n — oo, concluindo-se o item (i) deste lema. A demonstragao do item (ii), se

segue de modo anélogo ao caso anterior, sendo que agora
w+(0) _ : w+(m+1)(n) _ ZA(])w+(m)(])
j=n

Portanto, considerando-se f = 1, obtemos, de modo analogo ao item (i), uma solugao w™

de (5.4) que satisfaz (ii). O

Na demonstragao do Teorema 1.6, precisamos escolher uma fungao f tal que G € ' (N)
e de modo que possamos empregar ideias de [31]. O proximo resultado é uma (nao

completamente imediata) versao discreta do Lema 3.2 de [36].

Lema 5.3. Seja {£{(n)} uma sequéncia tal que, para alguma constante positiva C1,
()] < CL(1 +n)™, (5.5)
e sejam 1,1y solugoes de (1.3) satisfazendo

[rllzllve]lz < Co(1+ L)’ (5.6)
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para L € N. Sea > b >0, entao

D 1€yt (n)iba(n)] < oo

Demonstragio. Seja g : {0,1,...} — R definida por g(n) := > 7, [¢1(j)¥a(j)| paran > 1
e g(0) = 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e (5.6),

g(n) < Cy(1+n)’. (5.7)

Sem perda de generalidade, simplificamos a notagao tomando-se C; = Cy = 1. Por (5.5),

para cada L € N,

;K(n)wl(n)w(n)l < g(l + 1)~ [¢h1(n)a(n)]
= i(l +n)"*g(n) — g(n —1)]
= 2+L) (L) + ni[(l +n)"" = (24n)"]g(n)
< @2+L)"g(L)+ Eijla(l +n)""g(n);

a segunda desigualdade é uma consequéncia do Teorema do Valor Médio aplicado & funcao

h(z) = (1+x)"* x >0, e a desigualdade

!/ < —a—l'
s [W(2)| < a(l+n)

Portanto, por (5.7), temos que

L L

STl (n)wa(n)] < (24 L)1+ L)’ +a Y (1+n)P L

n=1 n=1
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Agora, como a > b, segue-se que

L [e%e)
Jlim 2_: [€(n)es (n)is(n)] < a;a +n)P 7 < oo,

Pela definigao de G(n), a fim de se mostrar que >, G(n) < oo, ¢ suficiente verificar

que cada uma das séries

Y [P()u(nyuz(n)l, Y 1P@)|lua()?, Y f ()| P(n)]ur (n)?

é finita. No que se segue, escolha, para cada v > 0, f(n) = (1+n)?. Logo, pelo Lema 5.3

e pelas hipoteses (1.5) e (1.9), as séries acima serao finitas se

pP>27 e p—7>2y; (5.8)

ou seja, podemos escolher 7 > 0 de modo que 75—y < 7 < p—27; (lembre-se p > 3y2—71),

e consequentemente (5.8) vale, o que implica em G € ['(N).

Demonstragao. (Teorema 1.6) Pelas consideragoes acima, existem solugoes w* de (5.4),

obtidas no Lema 5.2, de modo que

vi(n) = wy (nur(n) +wy (n)uz(n),  va2(n) = wi (n)ur(n) + w3 (n)us(n)

sao solugoes linearmente independentes de (H + P)v = Ev. Assim, basta demonstrar que

1]z vl
Jua |z sl

1, (5.9)

quando L — oo. De fato, se (5.9) for valido, temos que para cada k € [0, 1],

—1
[ole] [l _,
Joollg) Lallg] 2%
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o que comprova a afirmacao (1.10). Note que (5.9) também assegura que v; nao é de

quadrado somavel e que v; é uma soluc¢ao subordinada, logo £ € S(H + P).

A fim de se verificar (5.9), comegamos observando que

loallr = [Juallr] [vr —uilr
a1 T e
o1 —wyull | [[(wy — Dwlfr
- Juallz Juall
S s P [ S 1 5.10)
a2 a1

Como w; (n) — 1 (Lema 5.2), entao para todo £ > 0, existe um inteiro ny tal que

|wy (n) — 1| < e, para todo n > ngy. Assim, para cada namero inteiro L > ny,

[(w; — D)us7 Zﬁill(wf(n)—l)ul(n)ler 2
Jus||7 B [|us]]7

e, consequentemente,

=1
I =Vl
||z L—oo

sendo que u; ¢ [?. Também temos, pelo Lema 5.2, que f(L)w, (L) — 0e f(L) = (1+ L),

com 7y > vy — ;. Assim, existe uma constante positiva C' de maneira que

_ L —
lwo ualli _ €30y (L +n) " us(n)|?

luallz, — luall

Como no Lema 5.3, podemos escrever (também com € = Cy = 1)

& L
S )P < (24 L7 493 31 4wl

n=1 n=1

e sendo ||ui|[2 > L*", temos

oyl
urll 1

portanto, por (5.10),

o1l 1
il Lo
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De modo semelhante ao que foi apresentado acima, temos que

o2l — [Juzllr] [va — uallr
Juzllr T el
[vs = wyuglly | (w5 — Dug|L
B Juzllz |uz |
Jwi il | l(wy — Dusg|is
[[uzllr [[uzllr

Agora, como wy (n) — 1 e w{(n) — 0, para n — oo, e sendo u; uma solugao subordi-

nada, segue-se que ambos os termos no lado direito da desigualdade acima tendem a zero

para L — o0; logo,

loolle
|ua|[z L—oo

COImMo necessario. O]

5.2 Aplicacoes: Modelos sturmianos e esparsos

Nesta secao, aplicaremos o Teorema 1.6 para demonstrar os Teoremas 1.5 e 5.1, cujas
demonstragoes sao agora simples devido aos resultados ja existentes na literatura |7, 14,
31, 32| para a familia de operadores sturmianos {H),} (de densidade limitada) e para

classe de operadores esparsos H gerados pelos potenciais (5.2).

Demonstragao. (Teorema 1.5) Sabemos [28, 12, 14| que para operadores de Schrédin-
ger H) g ,, com potenciais sturmianos de densidade limitada, existem autofuncoes polino-

mialmente limitadas da forma
Ci L < ullp < CoL?,

para constantes positivas C, Cy, 71, 72 € toda solugao u da equagao de autovalores Hy g ,u =

Eu com CIN. Com estas estimativas, foi verificado em [12, 14, 32| que o espectro de Hy g , ¢

: 2 - .
puramente a-Hausdorff continuo, com ay = ﬂﬂfw , € pelo Corolério 4.7 a medida espectral
deste operador é puramente ap-empacotamento continua (com o ap = 712%72 obtido).



5.2. APLICACOES: MODELOS STURMIANOS E ESPARSOS o7

Recordemos que se obtivermos autofuncoes polinomialmente limitadas para a restri-
¢ao do operador a semi-reta direita, o resultado sobre a-continuidade ¢ independente do
potencial na semi-reta esquerda.

Suponha que o(H 5 0, p) possua alguma componente singular continua; como a per-
turbacao possui decaimento |P(n)| < C(1 + |n|)™?, com p > 37, — 71, trata-se de uma
perturbacao compacta, e portanto o espectro essencial é preservado. Entao, a componente
singular continua de U(Hf’(,’p) esta suportada em S(H)yg ,), e pelo Teorema 1.6, obtemos
que o comportamento assintotico das autofunc¢oes do operador H /’C 0. (isto &, as solugdes
de (1.3)) em (1.8) é analogo ao comportamento das autofuncoes dos operadores Hy g,
(relagao (1.10)). Portanto, novamente por resultados de a-subordinacao, tal componente
¢ ainda ay-Hausdorff (ap-empacotamento) continua para estes operadores perturbados,

1

_ 2 _ 27
com ay = I (resp. ap = ). O

Notemos que o Corolario 1.8 se segue diretamente do fato de que o espectro o(H) ) €
puramente singular continuo, entao, conforme obtido acima pelo Teorema 1.6, temos que
S(Hxg,,) C S(Hyy,,); desse modo, o operador Hyy , nao possui autovalores em o(Hyg,,),
mas isso nao implica que estas energias pertencam ao espectro singular continuo de H ){37 0.p°

Na verdade, pode muito bem acontecer que H 5 9, POssua espectro pontual puro.

Demonstragao. (Teorema 5.1) No Teorema 1.3 em [31], mostrou-se que a medida espectral
do operador H{ restrita a (—2,2), com potencial V5 = V' dado por (5.2), tem dimensao de
Hausdorff v exata para quase toda condi¢ao de contorno (com relagao a Lebesgue) ¢ €
(—m/2,7/2]. No entanto, Tcheremchantsev apresentou em [53| (item 2 do Corolario 4.5)
uma versao aprimorada deste resultado, a saber, que esta medida espectral restrita a
(—2,2) possui dimensao de Hausdorff o exata para qualquer condigao de contorno ¢ €
(=m/2,7/2]. Também, temos por [7, 9] que a medida espectral deste operador esparso H
restrita a (—2,2) é l-empacotamento dimensional, para qualquer condi¢ao de contorno
p € (—m/2,7/2].

Recordamos como em [31] que

1
[ullzl[uzlle = Q(L —1). (5.11)
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Entao, pela desigualdade (5.7) e (5.13) em [31]|, a estimativa (1.5) é satisfeita para
72 > 1/(2a), e se usando (5.11), obtemos 73 < max{0,1 —1/(2a))}. Portanto, como
na demonstracao do Teorema 1.5, por uma consequéncia direta do Teorema 1.6, obtemos
que o comportamento assintético das autofunc¢oes do operador H, 5‘“ em (5.3) é similar
ao comportamento das autofungoes do operador H (relagao (1.10)), e novamente por
resultados de a-subordinagao, segue-se que qualquer componente singular continua da
medida espectral para operador Hgf’a restrita & (—2,2) possui dimensao de Hausdorff «
exata, também sendo 1-empacotamento dimensional, para qualquer condi¢ao de contorno

p € (=m/2,m/2]. O



Capitulo

6

Subordinacao fractal em intervalos

Neste capitulo, discutiremos resultados sobre subordinacao de Hausdorff e empacota-
mento para o modelo de Schrédinger continuo da forma (1.11), atuando em L*(T), sendo [
um intervalo limitado de R e V(x) uma funcao real.

Vale recordar o modelo de Schrodinger para a particula livre, ou seja H = —d?/da?,
que possui diferentes tipos espectrais dependendo do dominio em que estiver definido. Por
exemplo, no caso deste operador estar definido em L?([0,1]) com condigoes de contorno
de Dirichlet, tem-se que seu espectro é pontual puro. Entretanto, se este mesmo operador
estiver atuando em L*(R), entao seu espectro ¢ absolutamente continuo em relagao &
medida de Lebesgue. Portanto, este simples exemplo evidencia a relevancia que a escolha
do dominio do operador possui com respeito a sua classificagao espectral.

O grande desafio no estudo sobre subordinagao de Hausdorff e empacotamento em
intervalos é determinar exemplos de potenciais V' (z) de modo que os respectivos opera-
dores de Schrodinger da forma (1.11) possuam espectro puramente singular continuo com
alguma dimensao de Hausdorff ou empacotamento nao-triviais. Desse modo, gostariamos
de agradecer ao Prof. Rafael del Rio pela indicagao do Exemplo iii) em ([45], p. 35), que
indica um operador deste tipo, definido em um intervalo limitado, o qual possui espec-
tro puramente singular continuo. Seria interessante, portanto, obter informagoes sobre
dimensoes fractais do espectro desse modelo.

Na Secao 6.1 desta tese, vamos recordar as definicoes de autofuncoes subordinadas e

sequencialmente subordinadas em um determinado ponto de um intervalo limitado [46],

99
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e introduzir os conceitos de autofungoes a-Hausdorff (a-empacotamento) subordinadas e

a-Hausdorff (a-empacotamento) sequencialmente subordinadas em intervalos.

Observamos que as referéncias [24, 46| apresentam versoes da teoria de subordinagao
em relagao a medida de Lebesgue para operadores da forma (1.11), atuando em intervalos
limitados de R. Desta forma, uma questao natural a ser verificada é a generalizacao de
tais resultados para subordinacao fractal de operadores em intervalos limitados. Estas
questoes sao analisadas na Segao 6.1, sendo que consideramos modelos do tipo (1.11)

atuando em intervalos limitados da forma (0, ).

Na Segao 6.2, analisamos um exemplo de um modelo da forma (1.11) apresentado
em [44]| que possui espectro absolutamente continuo em um determinado intervalo (0, b).
Seguindo ideias empregadas nas referéncias |37, 45|, que verificam o fato de determinadas
perturbagoes da particula livre —d?/dz* em L?(0,00) induzirem uma componente espec-
tral singular continua, na Secao 6.3 estudamos certas perturcoes do modelo descrito na
Secao 6.2 por classes de potenciais gerados por variaveis aleatorias, conforme o modelo

estudado na Secao 8 em [37].

As classes de potencias estudados na Se¢ao 6.3 apresentam-se como um primeiro exem-
plo para modelos de operadores de Schrodinger em intervalos limitados, os quais indicam
uma notavel possibilidade de se obter alguma informacao sobre propriedades fractais
de seus espectros. Entretanto, resultados explicitos sobre a caracterizacao destas pro-
priedades fractais sao ainda desconhecidos. O que faremos é supor que certa hipdtese

(veja (6.24), ainda a ser demonstrada) é satisfeita.

6.1 Subordinacio de operadores continuos em inter-
valos

Nesta secao, estudaremos propriedades espectrais de operadores auto-adjuntos decor-

rentes da expressao diferencial

L:—@—FV(.%’), 0<z<b< oo, (61)
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sendo V' (z) integravel em todo subintervalo fechado de (0, b).
L é uma expressao diferencial do tipo Sturm-Liouville com um ponto regular em 0
se para qualquer ¢ € (0,b), tem-se que foc |V (x)|de < oo. Também, recorda-se que esta

expressao diferencial deve satisfazer uma ou outra das seguintes condigoes:

e Se para cada z € C e algum ¢ € (0,b), todas as solu¢oes de Lu = zu estao em

L?(c,b), entdao £ é chamado limit circle em b.

e Se para cada z € C e algum ¢ € (0,b), ndo mais do que uma solug¢ao linearmente
independente de Lu = zu estd em L*(c,b), entao £ ¢ chamado limit point em b, e

para cada 2z € C\R, exatamente uma solugao estd em L?(c,b).

Consideraremos £ como em (6.1) sendo regular no ponto 0 e limit point em b. Desse
modo, um operador auto-adjunto H pode ser obtido a partir £ em um dominio adequado,
que é obtido por uma condicao de contorno em 0. Variando-se as condicoes de contorno
em cada caso, obtemos familias de operadores auto-adjuntos H decorrentes de L.

Para cada um desses H, existem uma fungao espectral p(E) mondtona nao-decrescente
e uma aplicagao unitaria U de L*(0,b) no espaco L3(—00,00) tal que, para cada f €
L?(0,b) em que Hf € L*(0,b), a operagao de H f em L*(0,b) é unitariamente equivalente

a multiplicacao de U f pela variavel E no espago Lf,(—oo, 00). Assim, temos formalmente

Hf=U'EUf

b 00
| stspds = [ B sPapE).
0 —

[e.e]
O resultado geral é convenientemente resumido no seguinte teorema, cuja demonstra-

¢ao pode ser conferida em [5] (Capitulo 9).

Teorema 6.1. Seja L como em (6.1), regular no ponto 0 e limit point em b. Considere

um operador auto-adjunto H obtido de L com condi¢ao de contorno no ponto 0 da forma

u(0) cos(p) + u'(0) sin(p) = 0, (6.2)



62 CAPITULO 6. SUBORDINACAO FRACTAL EM INTERVALOS

sendo ¢ € [0,7) fivo. Sejam f(r) € L*(0,b) e h uma fungdo Borel mensurdvel em R, com
hH)f(r) € L*(0,b). Entao, existe um isomorfismo U de L*(0,b) em L2(—o00,00) que
satisfaz

U0 () = Jim (E) / " un(a, B) f(x)de, (6.3)

b 0o
/0 (3 f ()P = / IW(IOU f2dp(E),

sendo que a convergéncia (6.3) estd em L2(—00,00) e uy(z, E) € a solugio de Lu = Eu
satisfazendo uy (0, E) = —sin(yp), v} (0, E) = cos(p). A fungdo p(E) é mondtona, nao-
decrescente, continua e tem variagcao limitada em subintervalos compactos de R. Além

disso,

WA f(x) = U (ME)Uf(z))

= lim [ (e, E)UE)Uf(x)dp(E),

sendo a convergéncia em L*(0,b).

A funcao espectral p(E) gera uma medida de Borel-Stieltjes p, que é a medida espectral
associada ao operador H, a qual esta relacionada com a conhecida m-funcao de -Weyl-

Titchmarsh através de

FEs>+6

p(Es) — p(Er) = (lsl—rfcl)ll—% - i Im(m(E + ie))dE,

e da relacao inversa

m(z) = /_oo E 1_ 3 dp(E) + cot(yp).

[e.o]

Considerando-se que £ é limit point em b, a m-fungao m(z) satisfaz
iz, 2) = ug(x, 2) + m(2)us(x, z) € L*(0,b), (6.4)

para todo z € C\R, sendo u;(z, 2) e ug(z, z) solugoes de Lu = zu satisfazendo as condigoes
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iniciais ortogonais

u1(0,2) = —singp  u(0,2) = cosp (6.5)

u}(0,2) = cosp uh(0,2) = sinp

Devido as semelhancas da m-funcao de operadores H atuando em intervalos limita-
dos (0,b) e destes mesmos operadores definidos na semi-reta (0, c0), é natural buscarmos
adaptagoes dos resultados de subordinagao fractal (Hausdorff e empacotamento) que re-

lacionam o comportamento das solu¢oes equacao de autovalores
(Hu)(x) = Eu(x), (6.6)

e a decomposigao fractal do espectro dos operadores H definidos no intervalo (0, b).

Definigao 6.2. i) Uma solugao u de (6.6) é chamada subordinada no ponto b se

tim 12z _
L—b (|||

para qualquer solu¢ao v de (6.6) linearmente independente com u, sendo denotado

L
lulle = [y futr)dr.
ii) Dado a € (0,1], uma solu¢ao u de (6.6) ¢ chamada a-Hausdorfl (a-empacotamento)
subordinada no ponto b se

[l

lim inf(lim sup) b e ey = s
[vllz

para qualquer solu¢ao v de (6.6) linearmente independente com u.

Sejam uy g € ug p solugdes da correspondente equagdo de autovalores (6.6) definidas
em (0,b), satisfazendo as condigoes iniciais (6.5) para ¢ € [0, ¢) fixo. De modo anédlogo

a (3.1), dado € > 0, definem-se os comprimentos L(g) € (0,b) pela igualdade

1

ur,elloellvuzellLe = 5 (6.7)

Como na Observacao 3.1, Wluy g, us g| = u1,puy ; — u) pus p = 1, e No maximo uma das



64 CAPITULO 6. SUBORDINACAO FRACTAL EM INTERVALOS

solugoes u1 g ou uy i pertence a L?(0,b), e portanto o lado esquerdo de (6.7) ¢ uma fungao
continua de L, monotonicamente crescente, e tende a infinito quando L — b. Por outro
lado, % ¢ uma funcao continua de £, monotonicamente decrescente, que tende a infinito
quando € — 0. Assim, a fun¢ao L(e) esta bem definida por (6.7) e L(e) — b para ¢ — 0.
Adaptemos a relagao, devida a Jitomirskaya-Last (Teorema 3.2), envolvendo as m-
fungoes e as solugdes uy g € ug g de (6.6).
Teorema 6.3. Seja £ a expressao diferencial definida por (6.1), a qual € reqular em 0 e
limit point em b. Seja H o operador auto-adjunto definido por L satisfazendo a condicao

de contorno (6.2), e sejam E € R e ¢ > 0 dados. Entao, vale a desigualdade

H—/24 - Hul,EHL(E) - 5+ /24

. 4 6.8
im(E +1ie)|  |ugp|lne — |m(E +ic)] 08

Demonstragao. Como na demonstragao da desigualdade de Jitomirskaya-Last (Teorema
1.1 em [31]), é possivel obter o resultado acima através da relagao entre as solugoes das
equagoes Hu = Eu e Hu = (F +ie)u, sendo esta relagao chamada de formula de variagao
dos parametros; para detalhes, veja [5, 46]. Pela defini¢ao da fungao u(z,z) em (6.4) e

pela formula de variacdo dos parametros (ver Equacao 7.2.8 em [46]),

~

Wx,z) = —uyp(x)+m(2)u p(r) +icus p(x) /OI uy g(t)u(t, z)dt

—i{:‘ULE(ZE” / U;QVE(t)’a(t,Z)dt
0

Logo, segue-se que

[z, 2)| > |U2,E($)—m(2)U1,E($)|—5(|U2,E(I)’/Ox lur g (t)||0(t, 2)|dt
# hunel)] [ luas®)ate, )l
> |ug p(x) — m(z)urp(z)|— 5<|U27E(93)|||U1,E||x||ﬁ||x
+ s (@) ol )
> [ua, () — m(=)ur 5 (@)~ & (Juz,p (@)l ol

+ fun s (@) ug gl ] )
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para 0 < z < L. Usando-se a norma || - ||, obtemos
@l = [luz.p — m(z)u el — 2ellur el Llluz.ell L4l L

para qualquer L > 0. Considerando-se L = L(¢), o que implica 2¢||uy g||1||u2e|L = 1

(por (6.7)), obtemos a desigualdade

2|l Ly = lluz,e — m(2)urellLe)- (6.9)

Sabemos que I“I‘I(;?S)) = fob i(z, 2)|2dx, (ver Equagao (7.2.3) em [46]), de modo que

e i, 2) e
g 0 ’
>l
> s = m(z)un sl

> Nuzsllie + Im(2)lluf gL

=2[m(2)[|luz, 5l L) lurellLe)- (6.10)

Novamente, usando-se 2¢||u1 g1l u2,ellLe) = 1, e se multiplicando os dois lados de

(6.10) por 2e, obtemos

Stm(m(z)) > 12elee | cpluele oo 00
Hul,EHL(s) HU2,E||L(5)

o que implica em

[u2,5 L)

2 Jur, el
luf gl

Im(z) —10|m(z)| + < 0. (6.11)

||U2,E||L(a)

Resolvendo-se (6.11) como uma inequagao quadratica na variavel |m(z)|, obtemos

65— vanleelee ey <y vaplesle
Jur, el w1zl L)
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e portanto
5 — V 24 < ||U1,E||L(z-:) < 5 + 24

m)| - luesle — Im(z)]

]

Através dessa relagao é possivel generalizar resultados de subordinagao fractal [7, 31,
32, 33| para obter propriedades dimensionais da medida espectral de H definido no inter-

valo (0, b). Segue-se diretamente do Teorema 6.3 e da relagao (6.7) o seguinte

Corolario 6.4. Seja H como no Teorema 6.3, e sejam E € R, ¢ > 0 dados. Fize
a € (0,1]. Entao,

limsup e0=m(E + ie)| = 00 < liminf —H“l’f/uja) =0,
e B2t ug gl
e
liminf e~ |m(E + ie)| = 0o < limsup —Hul’f/uf_a) =
e—0 L—b HUQ’EHL

Notamos que a parte a-Hausdorff continua da medida espectral esta suportada no
conjunto de energias E em que (6.6) nao possui solugao a-Hausdorff subordinada em b, e
sua parte a-Hausdorff singular esta suportada no conjunto de energias £ em que u , g €
uma solucao a-Hausdorff subordinada em b. Observa-se, também, que é possivel caracte-
rizar a medida espectral como a-empacotamento continua através da auséncia de solucoes
a-empacotamento subordinadas em b.

Foram analisados em [46] resultados sobre a decomposigdo da medida espectral com
relacao & medida de Lebesgue usando-se uma variacao da definicao de subordinacao,
a saber, considerando-se sequéncias {L;} que se aproximam de b, ao invés do limite
quando L se aproxima de b. Desse modo, vamos considerar a seguinte defini¢ao, que esté

intimamente relacionada a Definicao 6.2.
Defini¢ao 6.5. i) Uma solu¢ao u de (6.6) é chamada sequencialmente subordinada no

ponto b se existe uma sequéncia L; — b de modo que

Uu .
o s
J—roo “U”Lj
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para qualquer solugao v de (6.6) linearmente independente com w.

ii) Dado « € (0, 1], uma solugao u de (6.6) é chamada sequencialmente a-Hausdorff (a-
empacotamento) subordinada no ponto b se existe uma sequéncia L; — b de modo
que

[Jullz,

lim inf(lim sup), — T

vl

para qualquer solugao v de (6.6) linearmente independente com u.
Teorema 6.6. Seja H como no Teorema 6.3. Temos, entao, sequinte:

1. Suponha que, para quase todo E com relacao a medida de Lebesque em um intervalo
(E1, Es), exista uma solugao ug da equagdo de autovalores (6.6) subordinada em b.

Entao, H possui espectro puramente singular neste intervalo.

2. Suponha que, para todo E em um intervalo (Ey, Ey), nao exista solugdo da equagdo
de autovalores (6.6) sequencialmente subordinada em b. Entao, H possui espectro

puramente absolutamente continuo neste intervalo.
Demonstragao. Esta demonstragao consiste exatamente do Teorema 7.3 em [46]. O

Observacao 6.7. Notamos, como no comentario que se segue ap6s a demonstracao do
Teorema 7.3 em [46], que é possivel estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para
subordinagao e subordinagao sequencial. De fato, se u;(z, E') for sequencialmente subor-
dinada em b, entao sabemos que limsup,_,,m(E + ic) = oco. Logo, por resultados da
teoria de variaveis complexas, também sabemos que lim. o m(E + ie) = oo, para quase
todos os E com relacao a medida de Lebesgue. Assim, subordinacao sequencial para
quase todos os valores de energia implica subordinagao em quase toda parte, apesar de

subordinacao sequencial nao implicar em subordinagao.

Agora, com relagao a decomposigao fractal (Hausdorff e empacotamento), temos o

seguinte:

Corolario 6.8. Seja H como no Teorema 6.3 e considere p a medida espectral associada

a este operador. Fize o € (0,1]. Entao, valem:
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1. Suponha que para todo E em algum subconjunto 2, a solugao uy g da equagao de au-
tovalores (6.6) € sequencialmente a-Hausdorff subordinada em b. Entao, a restri¢ao

p(QN ) é a-Hausdorff singular.

2. Suponha que para todo E em algum subconjunto €, nao exista solu¢ao da equagao
de autovalores (6.6) sequencialmente a-empacotamento subordinada em b. Entao, a

restricao p(Q2 N -) € a-empacotamento continua.

Demonstracao. 1. Segue-se do Corolario 6.4 que para todo E em um subconjunto {2,

lim sup e~ |m(E + ig)| = oo.
e—0

Entdo, pela relacdo (2.1), temos que (D"p)(E) = oo, e consequentemente a restricao
p(2N-) é a-Hausdorff singular.
2. Segue-se do Corolario 6.4 que para todo F em um subconjunto 2,

lim inf e~ |m(E + ic)| < oc.

e—0

Logo, pelo Teorema 2.16, segue-se que (D%p)(E) < oo. Portanto, a restri¢ao p(Q2 N -) é

a-empacotamento continua. ]

6.2 Modelo com espectro absolutamente continuo

Nesta se¢ao, estudamos uma familia de operadores de Schrodinger em um intervalo
limitado com potencias gerados por fungoes-d. Tais operadores, introduzidos em [44], pos-
suem componente espectral puramente absolutamente continuo. Reproduziremos nesta
secao algumas definigoes e notagoes utilizadas em [44], com o objetivo de definir, na Se-
¢ao 6.3, um modelo de Schrodinger em que é possivel obter alguma informacao sobre as
dimensoes fractais.

Antes de apresentarmos a construcao de um potencial V(:v) adequado, seré conveniente

introduzir uma funcao V,(x), dependendo de um valor positivo a, de modo que quando



6.2. MODELO COM ESPECTRO ABSOLUTAMENTE CONTINUO 69

a varia (e tende a zero) através de uma sequéncia de valores a,, V,, (x) determina o

potencial V' (z) em subintervalos sucessivamente menores no intervalo (0, b).

Primeiramente, consideraremos V,(z) dado por

Va(z) = wd(x —a)+ y20(z — 2a) + y20(x — 3a) + y16(x — 4a)

+y20(x — 5a) + y16(x — 6a) + y16(z — Ta) + y20(x — 8a), (6.12)

—3/2

sendo y; = y1(a) = (a3 —a™), yo = ya(a) = (a¥/? —a™'); § representa a funcio-0 de

Dirac.

Sejam 0 < a < 1 e f(x) satisfazendo a equagao de autovalores
—f"(x) + Va(2) f(z) = Ef(z), (E>0).

Notamos que f’(z) é descontinua em cada singularidade-6 © = Ka, com K = 1,...,8.

Desse modo, adotamos a convencao de que f’(x) é definida pelo limite & direita

f'(Ka)= lim f'(x).

r—Kat

Pela atuacao da funcao-0 e solugao direta da equacao de autovalores, estudaremos as

matrizes de transferéncia associadas a esta equacao da forma

0\ _ o [ 1O e\ e (1@
f'(a) f'(0) f'(2a) f'(a)
sendo
o 1 0 cos(E%a) E~12gin(EY2q)
o yo 1 —EY2sin(EY?a) cos(EY2a)
cos(E'?a) E~12sin(EY?a)

y1 cos(E'V?a) — EY?sin(EY?a) y, E~Y?sin(EY?a) + cos(EY?a)
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e 1 0 cos(E'?a) E~12gsin(EY?a)
‘ v 1 —EY28in(EY%a)  cos(EY2a)
cos(E?a) E~Y2sin(EY?a)

ya cos(EY2%a) — EY?sin(EY2a) y, E~Y/%sin(E'Y2a) + cos(E'?a)

Notamos que para obter a matriz de transferéncia da posicao 0 para 2a, realizamos
a multiplicagao MémM(gl). Entao, pela definigao do potencial V,(z), para determinar
a matriz de transferéncia da posicao 0 para 8a, basta efetuar as multiplicagoes destas

matrizes.

Como estamos interessados em obter estimativas destas matrizes quando a — 0, usa-
remos as expansoes em séries das fungoes seno e cosseno para estimar os comportamentos

destas matrizes. Com efeito, temos que

A — 1+ 0(a?) a+ O(a”)
a CL73/2 _g-l_ %Ea1/2 + O(CL) a*1/2 o %Ea?’ﬂ + O(az) s
MO — 1 - 3Ba* + O(a”?) a+0(da*)

R %Ea +0(a’?) a'l? — %Ea2 + 0(a®?)

Calculando-se o produto destas matrizes, temos que

1/2 + O(a2) a+0(a3/2>
(1) ¢
Mo —4Fa'? + O(a) a'? 4 0(a’?))
3
Y@ 1 a2+ 0(®?)  a'? 4+ O(a)

—%Eal/2 +O(a) a'? 4+ 0(a®?))

novamente ao se multiplicarem estas matrizes,

1+0?) O

MO P =
—2E 4+ 0(a*?) 14 O(a)

a
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1+0(a) 1+0(a'?)
O(a) 1+ 0(a)

Finalmente, calculando-se o produto destas duas ultimas matrizes,

—2E+0(a?) 14 0(a*?)

MM M 2 Pt —
—3E + O(a'/?) 1+ 0O(a)

Logo, pela definigao do potencial V,,(z) em (6.12), podemos escrever

sendo

ML (E) = —3E+0(a'?) 14 0(a'/?) | (6.13)
’ “SE+0(a?) 1+ 0(a)

Estamos agora em condi¢oes de apresentar um potencial V(z) em (0,b), definido
em [44] de modo que o operador H = —d?/dz>+V (z) possua espectro puramente absoluta-
mente continuo em um determinado intervalo. Analisaremos o comportamento assintotico

das solugoes ¥ (r) da equagao de autovalores

—ip(x) + V(a)(z) = Evp(z). (6.14)

Uma sequéncia crescente de pontos {b,} em [0,b) define uma parti¢ao de [0, b); em cada

subintervalo [by, bny1), 0 potencial V(x) é definido adequadamente por V,, () da forma

V(z) = V() + Vay(z — 8a1) + Vi (x — 8(as + a2)) +

+ Vo (x —8(ar +az+az)) + .. ., (6.15)

sendo {a,} uma sequéncia decrescente de nimeros positivos, de modo que

b:JLrﬁlobn:ZSGn<oo.

n=1
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Observacao 6.9. O potencial ‘7(3:) é construido por blocos de sequéncias de fungoes-o.
O primeiro bloco consiste de oito fungdes-9, dadas por (6.12) com a = a;. O segundo
bloco, por oito fungoes-d, dadas por (6.12) com a = as, sendo deslocado por 8a; a direita,
de modo que este bloco segue imediatamente o primeiro. O terceiro bloco de mais oito
funcoes-d se segue ao segundo, com a = ag, e assim por diante.

Notamos também que no limite x — b, a amplitude das “barreiras” de V(a:) tende para
infinito, enquanto que as distancias entre elas tendem a zero; assim, o potencial V(x) é

nao-limitado superiormente e inferiormente, quando x se aproxima de b.

Seja g () uma solugao da equagao de autovalores (6.14), e consideramos as matrizes

de transferéncia M,,(E) e M,,,(E) dadas pelas equagoes

RN R ORY

U (bn) Ui (0)
wE(bn) _ Mm,n(E) QbE(bm) , (6.16)
U (bn) Vp(bm)

respectivamente. Pela equagao (6.16) e pela definigao de V(x), temos que

Mn,n-{—l(E) = Man(E)7

sendo M, (F) definida em (6.13) com a = a,,. Como lim,,_,,, a,, = 0, segue-se que

lim || My 41 (E) — M(E)|| = 0,

n—0o0

com
1-2F 1
M(E) = . (6.17)
5 1

Notamos que a convergéncia acima é uniforme para os valores de F em cada intervalo
fechado e limitado. Consideraremos 0 < E < 12/5, sendo extremamente importante

a escolha do intervalo (0,12/5), pois no interior deste intervalo M (E) possui distintos
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autovalores complexos unitarios, denotados por ¥, com cos¢ = 1 —5/6E.

Pelo Lema 2 em [44], tem-se que para 0 < E < 12/5 os limites

W(E) = lim [M(E)] "M, (E),

n—oo

existem, sendo a convergéncia uniforme em cada subintervalo fechado de (0,12/5). Desse

modo, assintoticamente quando n — oo, temos que

O e O~ w0 )L eas)

Vi (bn) ¥5(0) (0)

Agora, como foi notado no Lema 3 em [44], temos

bn
[ s = vi(bn) Jpven) = 05,500, (6.19)

Notamos pela equacdo acima que a norma |[¢gl|,, pode ser analisada através das
derivadas de 1 e 1)’ com respeito a energia F, que por sua vez, pela relagao (6.18), podem
ser estimadas pela n-ésima poténcia da matriz M (FE). Usando-se estes argumentos, foi

demonstrado no Lema 3 em [44] que

2 bn
0 < lim 1% s, = lim l/ (Vg (z)]?dr < co. (6.20)
0

n— 00 n n—o0 1,

Assim, pela relagao (6.20), tem-se que a norma em L?(0, b,,) quando b, — b, comporta-
se assintoticamente como n'/2, para quaisquer solucoes 1/ no intervalo de energias (0,12/5).
Este resultado é uma grande motivacao para o desenvolvimento da Secao 6.3, em que
estudamos perturbacoes adequadas do potencial ‘N/(a:)7 que induzem espectro singular
continuo. Torna-se, assim, natural investigar as dimensoes fractais (Hausdorff e empaco-
tamento) de tais operadores através de resultados de subordinagao discutidos na Segao 6.1.

Por fim, obtém-se um exemplo de um operador H = —d?/dz?® + V(z) atuando em

L?(0,b), safisfazendo condigoes de contorno da forma (6.2) no ponto 0, o qual é limit
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point em b e regular em 0. Na Segao 4 de [44], utilizando-se os argumentos apresentados
nesta segao e outros (ver [44] e Exemplo 14.6.c em [46]), foi demonstrado que este operador

possui espectro puramente absolutamente continuo no intervalo (0,12/5).

6.3 Modelos com espectro singular continuo

Consideremos o potencial
V() =V(z)+ Zgné(x —bn), O0<z<b, (6.21)
n=1

sendo f/(a:) como na Secao 6.2 definido em (6.15), b = lim, oo b, = > 8a, < 00 ¢ a
sequécia {g,} definida adequadamente. O potencial V (z) é uma perturbacio de V() por
uma série de fungoes-d situadas em pontos b, que particionam o intervalo (0, b).

Conforme discutido na Segao 6.2, devido a [44], sabemos que o operador diferencial
—d?/dx® + V(z) possui espectro absolutamente continuo no intervalo (0,12/5). Entao,
baseado nas referéncias [37, 45|, segue-se que o espectro absolutamente continuo do opera-
dor —d?/dz* em L?*(0, 00) pode ser transformado em espectro singular continuo através de
certas perturbacoes no potencial. Neste contexto, temos interesse em analisar sob quais
condigdes o operador —d?/dz* + V(x) em L*(0,b) possui espectro singular continuo em
(0,12/5).

Por exemplo, foi notado em [45] (ver também Exemplo 14.6.5 em [46]) que se g, = 1,
e consideradas as perturbagoes-0 em pontos de uma subsequéncia de {b,}, entao este ope-
rador possui espectro singular continuo em (0,12/5). Entretanto, ndo se tem informagoes
sobre as dimensoes fractais destes modelos.

Usaremos agora a matriz auxiliar M (E), definida em (6.17), para estudar o compor-

tamento das solucoes da equacao de autovalores
—u"(x) + V(z)u(x) = Eu(x), (6.22)

sendo o potencial V(z) da forma (6.21). Como nos artigos [37, 45|, utilizaremos as va-

ridveis polares R e 6 para analisar os comportamentos das solugoes ug associadas a esta
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equagao de autovalores. Primeiramente, escreva

sendo

f : f :
+ = ) e = )
1—e 1 — el

os autovetores de M (E), associados aos autovalores e, respectivamente. Assim, definem-

se R, e 6, € [0,27) por

Vamos considerar que as solu¢oes ug, associadas a equagdo de autovalores (6.22),

satisfazem a seguinte hipotese
Cen'’Ry < |luglly, < Copn'®R,, (6.24)

sendo C g, Cy g constantes positivas dependendo apenas da energia F € (0,12/5).

Notamos que a hipotese (6.24) possui certo sentido, pois como em (6.19), seria possivel

escrever

| st e = i) et = us(bn) ()

Entao, usando-se a estimativa acima para ug e uy, e suas derivadas com respeito a
energia F, pela relacdo (6.23) a hipotese (6.24) se seguiria como a tultima rela¢ao na

péagina 32 em [45].

Desse modo, considerando a hipotese (6.24) para obter informagoes sobre o compor-
tamento assintotico das solugoes ug, precisamos estudar o comportamento da sequéncia

{R,}, quando n — oo. Segue pela defini¢ao do potencial V(x) que
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UE<bn) _ 1 0 ann_l(E) uE(bn,l)
qu<bn) gn 0 u/E(bn—l)

1 0 uE<bn71)
= (M(E) +[O(an)]) ( )

gn 1 ' (bn-1)
1 0 } |
= ' (M(E) + [O(an)]) (pare ™ V2 fr + guae” 700 f )
In
1 0
= ' (M(E) + [O(an)]) (Po-1.f+ + Gn-1f-)
9n

[ ot o)
sendo que a matriz s foi denotada simplesmente por [O(a,)]. Tam-
Olai')  Ofan)

bém, denotamos as sequéncias
Dn = pnemd’ = iR, e e Gn = qnemd’ = —z'Rne’w",

com 6, = 0, + n¢. Ainda, para simplificar a notagao, denotamos os autovetores de M (E)

) ()

Assumimos ainda, sem perda de generalidade, que sup, |g,|] < 1, donde se segue da

por

equacao acima que

| 0
+ o €77 + . (6.25)
9,
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Por outro lado, por defini¢ao, temos que

g (bn) fi f2

Logo, pelas relagoes em (6.25) e (6.26), obtemos

ﬁn - ﬁn—l[Ulew + O(an)] + Cjn—l[U?eiw + O(an)]

‘ ' , (6.27)
Qn - ﬁn—l[Ui’)ew + O(an)] + gn—l[U4€_z¢ + O(an)]

e Uy = (gn+f2*f1)‘

sendo U; = w; Uy = T (fe—1f1)

(fi—1r2)

Multiplicando-se ambas as equagdes em (6.27), temos que

dn . — In
(fi=rf2)’ Us = (fo—f1)

Ri = Ri_l <U1U4 -+ U2U3 — U1U3 — U2U4) + 2(U1U3 + U2U4) sin2(§n)
Fi(UsUy — ULUs) sin(26,,) + O(an)] .

Recordando-se que fi =1 —cos¢ +ising e fo =1 — cos¢ — isin ¢, segue-se que

2 2
n o . gn . 0 gn «2/N
=1 0o sin(26,,) + S’ 0 sin“(0,,) + O(ay). (6.28)

Algo muito interessante é o fato de que as estimativas para os chamados “raios de
Priifer” de operadores de Schrodinger discretos em [37], explicitamente a Equacao 2.12.c
em [37], coincidem com a relagao (6.28), exceto pelo termo O(a,). Como a sequéncia
{a,} decai rapidamente a zero, intuitivamente se espera que este termo nao interfira no
comportamento assintotico da sequéncia {R,}. Adiante, justificaremos o resultado em
algumas situagoes.

Neste sentido, tomaremos g,, assumindo os valores dos modelos de potencias estudados

em [37], na tentativa de se obter alguma informagao sobre as dimensoes fractais destes

operadores em intervalos limitados.

Como na Segao 8 em [37], assumiremos que g, = ¢ sao variaveis aleatorias indepen-

dentes, definidas em um espaco de probabilidade associado a uma medida v. Suporemos
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ainda que

(i) E((¢¥)?) = A®>n~!, sendo A uma constante positiva;

(i) E(gy) =0;

(iii) para algum ¢ > 0, sup, |g%| < Cn~1/3=¢ com C constante positiva;

n—1
=1

(iv) gy ¢ independente de {g¥
sendo que E(g¥) denota o valor esperado da variavel aleatoria {gv'}.
Nota-se que o caso discutido em [19] ¢ tal que ¢¥ = n™' X, (w), com X, (w) variaveis

aleatorias independentes, limitadas e identicamente distribuidas. Se E(X) = 0 e X for

limitada, entao (i)-(iv) s@o validos.

Teorema 6.10. Suponha que a sequéncia {g¥} satisfaca os itens (i)-(iv) acima. Fize
¢ € (0,7), com ¢ # T ?ﬂf. Entao, para w v-q.t.p., exceto para uma unica possivel
solugao da equagao de autovalores (6.22), os raios de Priifer associados as demais solugoes

satisfazem
) InR, \?
lim

n—00 n - inZ¢
— (Ej:l %) 8sin” ¢

Demonstracao. De modo semelhante a demonstragao do Teorema 8.2 em [37], fixadas a

(6.29)

energia F e a condigao inicial fy associada a uma solugao da equagao de autovalores (6.22),

temos pela relagao (6.28) que

InR,—InR, ;= lln 1-— Y sin(2§n) + ﬁ sin2(én) + Yn
2 sin ¢ sin? ¢ 7

sendo {y,} uma sequéncia dependente da energia E, de modo que |y,| < Ca, para uma

constante C'en =1,2,3,... Como
In i ioF (9)? . 97
201@ V9 / n n 07
sgp singbsm( >+sin2¢sm 0n) + yn| —

quando n — oo, vale a identidade

2

In(l + ) =z — % +0(a®).
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Entao, segue-se que

9 iy, (90 s I o og )4 O)7 s
In{1-— 2 = —— 2
n < 0o sin(26,,) + sin’ sin?(6,,) + yn) Snd sin(26,,) + Sin’ sin”(6,,)
(9:)° .
N 2sin? ¢ sin(26)
+ 0 ((g7)° + an)
Agora, usando-se a relagao trigonométrica
1 1 1 111 1
sin?f — ~sin?(20) = = — = cos(20) — = | = — = cos(46)
2 2 2 212 2
1 1 1
= 173 cos(20) + 1 cos(40),

obtemos que

1 o~ E((9)%)
lan: éZm+Cl+C2+OS+O47

sendo as correcoes da forma

C) = —m > 1 98 sin(26;)
= 55im X [((99)2) — E((99))] [sin®(8) —  sin®(26))|
2sm2¢ Z] 1( ( )2) |:% ( ) o icos(4~j):|
Zg , O ( 9] 4+ CLJ)

Portanto, o resultado deste teorema se segue se demonstrarmos que para cada ¢ = 1,2, 3,4

e w v-q.t.p.,
L 1Cw)]

(o)

Para ¢ = 1,2, 3, o limite acima se segue exatamente do Teorema 8.2 em [37], visto que as

=0.

expressoes obtidas para C7, Cs, C3 sao anélogas, sendo necesséario considerar nesta etapa

da demonstragao que ¢ # §, %, 3.

Agora, para g = 4 o resultado se segue da hipdtese (iii) e da constru¢ao dos termos da

sequéncia {a,}, de modo que > 7 8a, =b < occ. O
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Observagao 6.11. Notamos que no Teorema 8.2 e no Lema 8.8 em [37] (correspondente
versao para o Teorema 6.12 abaixo), as relagoes da forma (6.30) e (6.29) aparecem em
termos das normas das matrizes de transferéncia associadas a respectiva equacao de au-
tovalores. Entretanto, na pratica estes resultados foram demonstrados em [37] se usando
os raios de Priifer, visto que pelo Teorema 2.3 em [37] o comportamento em norma das
matrizes de transferéncia e destes raios sao equivalentes.

Assim, neste trabalho, conforme a definigdo das variaveis R, em (6.23) e a rela-
cao (6.24), para estudarmos o comportamento das solugdes da equagao de autovalo-
res (6.22), devemos analisar o comportamento de tais variaveis. Assim sendo, optamos

por nao utilizar notagoes envolvendo normas das matrizes de transferéncia.

Teorema 6.12. Suponha que a sequéncia {g} satisfaca os itens (i)-(iv) acima. Fize

¢ € (0,m), com ¢ # 7,7, %”. Entao, para w v-q.t.p., existe uma solugao ug, da equagao

de autovalores (6.22) de modo que R satisfaz
In RY B A2

li — . 6.30
nooo N7 8sin? ¢ (6.30)

Demonstracao. Seja [ = ﬁé. Sejam RY e R'? os raios de Priifer associados aos
angulos oLV e (9%2), respectivamente.

Pelo Teorema 6.10, para w v-q.t.p. e k= 1,2

In R(k)
lim "=

n—oo Inn

B. (6.31)

Notamos, pela relagao (6.26), que

ug(b,) = —2R, sin(6,),

wy(by) = —2R,[sin(@) cos(6,,) + (1 — cos ¢) sin(6,)].

Entao, para quaisquer solugoes uy g linearmente independentes da equagao de autovalo-

res (6.22) associadas a R® e a 0F) k = 1,2, temos que
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Wi, us,g](bn) = ul,E(bn)ulz,E(bn) - ull,E(bn)UZ,E(bn)
4ARMWRP sin ¢ (sin(é(l)) cos(6P) — sin(0P) cos( NT(LQ))))

n

= 4RWRP sin ¢sin(6) — 0.

Segue-se da constancia do Wronskiano que
RWRP sin gsin(A) — 02)) = C,.

Logo, por (6.31),

In [sin(65" — 67
lim = —24.

n—o0 ln(n)

Portanto, para se concluir esta demonstracao, pode-se seguir os mesmos passos do Lema 8.8,

a partir da Equacao 8.2, p. 20 em [37]. ]

Observamos que os Teoremas 6.10 e 6.12 sao versoes do Teorema 8.2 e do Lema 8.8

em (37|, respectivamente, sendo tais resultados essenciais para estudar as dimensoes

T 3

fractais destes operadores. Estes teoremas sao vélidos para ¢ # 7,7, . Recordando

que cosp =1 — gE, entao para E € (0, %) com

3(2-v2) 6 3(2+?2)

6
E —
% 5 Y 57 5 Y

segue-se pelo Teorema 6.12 e pela hipotese (6.24) que, w v-q.t.p., existe uma solugao ug g,

da equagao de autovalores (6.22) de modo que

lupa.lle, = n~Pn'’?, (6.32)

Inry
Inrg

sendo que r1(n) & r5(n) denota a relagao lim,, o = (C, com 0 < C < oo constante.

Nota-se que se < 1/2, entéo lim, , ||ugg,|ls, = 00, € consequentemente, temos que

UE’gw §é L2(0, b)
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De modo semelhante, pelo Teorema 6.10 e pela hipotese (6.24), segue-se que para

w v-q.t.p., toda solugdo up da equagao de autovalores (6.22) possui o comportamento
luglls, =~ n'n'’?. (6.33)

Assim, para 0 < 5 < 1/2, pelas relagdes (6.32) e (6.33), segue-se que

I lug.a., b,

—0,
n—oo |luglls,

sendo up uma solugao linearmente independente de (6.22). Portanto, ug g, ¢ uma solucao

sequencialmente subordinada em b que nao pertence ao espago L?(0,b).

Proposicao 6.13. Fize A\ < 2 e considere o operador de Schrodinger gerado por um

potencial da forma (6.21), satisfazendo (i)-(iv) e a hipdtese (6.24). Considere E € €,

sendo
Q:<6—3m 6+3ﬂ)\{3(2—\/§) 6 3(2+\/§)}
5 ’ 5 5 "5’ 5 ’
e defina ,
d(E,A)zl—ﬁ.

Entao, w v-q.t.p., para toda energia E € ) e para qualquer € > 0, existe uma solugao
upyg, da equagdo de autovalores (6.22), a qual € localmente (d+ €)-Hausdorff subordinada
em b. Por outro lado, nenhuma solu¢ao da respectiva equagao de autovalores (6.22) é

localmente (d — €)-empacotamento subordinada em b.

Demonstracao. Primeiramente, sendo cos ¢ = 1— %E, para E € (0, 132) e ¢ € (0,7), temos

60E — 257
sin® ¢ = 1 — cos®(¢) = 35

e como 3 = segue-se que

A
8sin? ¢’
9\?

b= 190 —s082°
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Logo, < % se, e somente se, A < 2 e E € (6_3V54_A2, 6+3V54_’\2>. Desse modo, para

E € Q e para qualquer € > 0, segue-se das relagoes (6.32) e (6.33) que

i NeEoullen _ g,

n—00 (2 € o n—o00 J—E

7 g | Bl [
sendo d = J(E, A) = 25%’5 ))\) = i:jg, e ug uma solucao linearmente independente
de (6.22). m

Por fim, se considerarmos a hipotese (6.24) podemos concluir alguma informagao sobre

a decomposicao fractal para a familia de operadores

2

d » oo
ﬂ{w:——+V(a:)+Zg;L”5(:c—bn), 0<z<b.
n=1

dx?

No sentido que se fixado A < 2 e a sequéncia {¢%} satisfazendo (i)-(iv), pelas consideragoes
6-3vA-)? 6+3s/4—/\2>
5 5

acima para quase toda energia E no intervalo < , temos que ugy, €
uma solu¢ao sequencialmente subordinada em b. Portanto, pelo Teorema 6.6 (item 1),
w v-q.t.p., o operador H,, possui espectro puramente singular neste intervalo. Também
temos que ug g, nao pertence ao espago LQ(O, b), consequentemente este operador possui
componente espectral singular continua neste intervalo.

Ademais, pela Proposic¢ao 6.13 e pelo Corolario 6.8, w v-q.t.p., a medida espectral p,,
associada ao operador H,, possui a seguinte decomposicao fractal local: Para qualquer
e > 0, a restri¢ao p,(2N-) é (d+¢)-Hausdorff singular e (d—€)-empacotamento (espectral)
continua.

Se tivéssemos claramente a demonstracao da hipotese (6.24), seria possivel completar
o objetivo de apresentar exemplos explicitos de operadores de Schrodinger continuous

em intervalos limitados com certo controle de propriedades fractais de seus espectros,

entretanto tal estimativa ainda é uma questao em aberto.



Capitulo

7

Consideracoes Finais

Nesta tese estudamos resultados sobre subordinagao fractal (Hausdorff e empacota-
mento) para operadores de Schrodinger unidimensionais. Tais resultados de subordinagao
sao ferramentas poderosas na investigacao da dimensao espectral destes operadores, pois
estabelecem uma correspondéncia entre o comportamento de solugoes da equagao de au-
tovalores e a decomposicao fractal da medida espectral associada a esses operadores.

Analisamos resultados sobre subordinagao de Hausdorff com o objetivo de identificar
as diferencas e semelhancas desses resultados com respeito a medida de empacotamento.
Desse modo, através de métodos de subordinacao, obtivemos o primeiro resultado original
desta tese (Teorema 1.1) sobre continuidade das medidas espectrais de tais operadores com
respeito a medidas de empacotamento.

Por conseguinte, aplicamos esses métodos (veja Teorema 1.4) na verificagao de que
operadores sturmianos com numero de rotagao de densidade quase limitada possuem es-
pectro puramente a-empacotamento continuo. Ressaltamos que por este resultado e pela
relagao (1.2), obtemos um limitante inferior para o expoente dindmico superior associado
aos operadores sturmianos com nimero de rotacao de densidade quase limitada. Ainda,
notamos que utilizando a dimensao de Hausdorff tal resultado é conhecido [14] para ope-
radores sturmianos com numero de rotacao de densidade limitada; logo aqui obtivemos
informagoes sobre empacotamento continuidade para uma classe “maior” de operadores
sturmianos.

Também estudamos dimensoes fractais em classes de operadores de Schrodinger dis-
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cretos sob perturbagoes com decaimento polinomial adequado. Resultados espectrais em
modelos perturbados sao assuntos complexos e delicados de se obterem, visto que nao se
sabe exatamente o comportamento espectral desses modelos, sendo que podem possuir
espectro pontual puro (dimensao nula) ou podem possuir alguma componente singular
continua. Deste modo, quando o espectro desses operadores perturbados possuir alguma
componente singular continua, obtivemos que suas propriedades dimensionais fractais
permanecem estaveis. Em particular, analisamos os modelos de operadores gerados por
potenciais sturmianos de densidade limitada e por uma classe de potenciais esparsos (veja

Teoremas 1.5 e 5.1).

Por fim, no Capitulo 6 fizemos um estudo introdutério sobre subordinacao fractal para
operadores de Schrédinger unidimensionais continuos definidos em intervalos limitados.
Iniciamos um estudo para provaveis resultados de subordinacao Hausdorff e empacota-
mento de operadores em intervalos limitados, entretanto tal estudo nessecita de uma

formalizacao mais explicita a qual pretendemos analisar em projetos de pesquisa futuros.

A maior dificuldade no estudo desses modelos é encontrar exemplos de potenciais
de forma que os respectivos operadores de Schrodinger continuous em intervalos possuam
espectro puramente singular continuo com alguma dimensao Hausdorff ou empacotamento
nao-triviais.

Um primeiro passo para obter estes exemplos foi estudar o artigo [45], que indica de
forma muito resumida um operador deste tipo, definido em um intervalo limitado, o qual
possui espectro puramente singular continuo. Até o momento nao temos conhecimento
sobre as dimensoes fractais (Hausdorff e empacotamento) deste modelo, sendo nosso ob-

jetivo obter tais informagoes.

Observamos na Secao 6.3 que este operador em determinadas condicoes, apresenta-se
como uma possibilidade de um primeiro exemplo em que podemos obter alguma infor-
macao sobre suas propriedades dimensionais, devido a semelhanca deste com os modelos
analisados em [37, 44, 45, 55]. No entanto, existem alguns pontos em aberto, em particular

a relagao (6.24) que ainda precisa ser demonstrada.

Ademais, a busca de exemplos de outros modelos de potenciais que induzem compo-
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nente espectral singular continua, e consequentemente um estudo sobre suas propriedades

fractais, fornece um conjunto de questoes para problemas futuros de pesquisa.
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