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Resumo

Esta Tese expoe a proposicao de uma nova classe de distribuicoes de probabilidade, deno-
minada alfa normal assimétrica multivariada, uma extensao da distribuicao alfa normal
assimétrica univariada, introduzida por Elal-Olivero (2010). A distribui¢ao proposta é
muito flexivel, capaz de assumir até duas modas e generaliza a distribuicao proposta por
Elal-Olivero em suas componentes marginais. Além disso, aplicamos esta nova distribuicao
na construgao de dois novos métodos de data mining para classificacao. Os procedimen-
tos aqui desenvolvidos incrementam a capacidade preditiva da classificacdo na presenca
de dados assimétricos e/ou bimodais. Os resultados indicam que a nova proposicao é sig-
nificativamente mais apropriada que a modelagem usual por meio da distribuicao normal
classica, além de ser igualmente adequada para conjuntos de dados sem a presenca de assi-
metria. Nesta Tese sao apresentados, utilizando dados reais e artificiais, os procedimentos
de construcao, estimacao e validagao tanto da nova distribuicao de probabilidade quanto
para as redes para classificagoes bindrias, particularmente para redes probabilisticas de

k-dependeéncia.



Abstract

In this Thesis we expose the proposition of a new class of probability distributions, the
so called alpha skew normal multivariate, an extension of the univariate Normal Alpha
distribution, introduced by Elal-Olivero (2010). It can accommodates up to two modes
and generalizes the distribution proposed by Elal-Olivero in its marginal components.
In addition, we apply this new distribution in the construction of two new data mining
methods for classification. The procedures developed here increment the predictive ability
of the classification in the presence of asymmetric and / or bimodal data. The results
indicate that the new proposal is significantly more appropriate than the usual modeling
by classical normal distribution, and is also suitable for datasets without the presence of
asymmetry. In this thesis it is shown, using real and synthetic data, the procedures of
construction, estimation and validation for the new probability distribution and for proba-
bilistic networks for binary classifications, particularly for the k-dependence probabilistic

networks.
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Capitulo 1

Introducao

As redes probabilisticas, também conhecidas como redes Bayesianas, redes de crenga, redes
causais ou gréficos de dependéncia probabilistica, surgiram na década de 80 (Pearl, 1988)
e tém sido aplicadas em uma grande variedade de atividades do mundo real. Algumas
aplicacoes atuais se estendem a &dreas como finangas (Xueling, 2010; Peng et al., 2011),
saiude (Bodén et al., 2010; Burkom et al., 2013), meio ambiente (Aguilera et al., 2011;
Chan et al., 2012), desenvolvimento de jogos (Cheng et al., 2010; Orun & Seker, 2012),
descoberta de padroes em textos (de Campos & Romero, 2009; Xu et al., 2013), entre

outras.

Além disso, para Nagarajan et al. (2013) as redes probabilisticas nascem da intersegao
de varias areas do conhecimento, como a Estatistica, Teoria dos grafos e a Teoria das
probabilidades, bem como fornecem um quadro abrangente e intuitivo de modelar depen-
déncias de varidveis aleatérias. Para Witten et al. (2011) a técnica de redes probabilisticas
é um caso particular de modelo grafico, sendo sua estrutura um grafo direcionado aciclico,
assunto que vem se popularizando no contexto de aprendizagem de maquina e mineracao

de dados.

Ao mesmo tempo, a area de aprendizagem de méaquina é o processo computacional de
descobrir padroes em grandes conjuntos de dados e, de acordo com Mitchell (1997), um
programa de computador é dito aprender com a experiéncia E com relagao a alguma classe
de tarefas T' e medida de desempenho P se, seu desempenho em tarefas 1", medida por P,
melhora com a experiéncia E. Neste contexto, Mitchell (2006) considera o aprendizado
de maquina uma consequéncia natural da interseccao entre a Ciéncia da Computacao e a

Estatistica. Como caso particular de tarefas no processo de aprendizagem de maquina, a



classificacao consiste na descoberta de modelos de previsao para auxilio no planejamento
e tomada de decisoes, sendo uma ferramenta indispensavel e um tema bastante discutido

na literatura (Tenev et al., 2013).

No contexto de classificacao, as redes probabilisticas possuem estruturas especificas e
também sao conhecidas como classificadores bayesianos. Alguns exemplos de estruturas
sao a rede naive Bayes, Tree Augmented Network (TAN) (Friedman et al., 1997) e as redes
de k-dependéncia (KDB) (Sahami, 1996). Alguns exemplos de aplicagoes destas estruturas
podem ser vistos em Madden (2009); Zhang et al. (2009); Murakami & Mizuguchi (2010);
Rubio & Gamez (2011); Louzada & Ara (2012).

Diversas técnicas podem ser utilizadas em tarefas de classificacao, o que torna as redes
probabilisticas ainda um cenério incipiente e pouco explorado. Para evidenciar tal fato,
realizamos uma revisao sistematica de literatura que envolveu 187 artigos relativos a clas-
sificacao no contexto de escore de crédito. A Figura 1.1 exibe as técnicas de classificacao
utilizadas dentre 1992-2015. Os demais resultados desta revisao estao condensados em

Louzada et al. (2016).

19.8%

7.3%

5.2%

a, Q,
ST s

2.1%

Figura 1.1: Principais técnicas de classificacao na area de escore de crédito: HYBRID = métodos
hibridos, COMBINED = métodos de reamostragem, SVM = mdquina de vetores de suporte,
NN = redes neurais, REG.LIN = regressao linear, TREES= arvores de decisao, LR = regressao
logistica, GENETIC = algoritmos genéticos, BN = redes probabilisticas, FUZZY = métodos
fuzzy, DA = anélise discrimante.

Este trabalho tem como foco as técnicas de redes probabilisticas para tarefas de classi-

ficacao, sumariamente denominamos redes para classificagao. Em especial, consideramos



as redes de k-dependéncia ajustadas para conjuntos de dados assimétricos.

1.1 Assimetria e distribuicoes de probabilidade

A assimetria ocorre quando os valores de uma variavel ocorrem com frequéncias irregula-
res, levando a média, a mediana e a moda a ocorrerem em diferentes pontos. Em outras
palavras, denomina-se assimetria o grau de afastamento de uma distribuicao com relagao
ao seu eixo de simetria. Em suma, quando a média, a mediana e a moda coincidem, a
distribuicao é simétrica, caso contrario, a distribuicao é dita assimétrica. Caso a média
seja menor que a mediana a assimetria é dita a esquerda, caso a média seja maior que a
mediana a assimetria é dita a direita. Tais comportamentos sao evidenciados na Figura

1.2.

Média = Mediana = Moda
Média
Mediana
Moda

Média > Mediana > Moda Meédia < Mediana < Moda

Figura 1.2: Nogoes de assimetria.

A distribuicao normal é uma distribuicao de probabilidade simétrica e amplamente utili-
zada em diversas aplicacoes em muitas areas, como engenharia, fisica, financas, biologia,
entre outras. Entretanto, frequentemente encontramos conjuntos de dados reais em que
as suposicoes de simetria desta distribuicao sao violadas. Este fato motivou o surgimento
de distribuicoes mais gerais, as quais consideram uma perturbacao da distribuigao normal
para captura possiveis assimetrias. Azzalini (1985) introduziu uma distribui¢ao deno-
minada normal assimétrica, a qual controla o formato de assimetria da distribuicao por
meio de um parametro, tendo a distribuicao normal cldssica como um caso particular.

Desde entao, a possibilidade de construcao de classes de probabilidade mais flexiveis, no



que se diz respeito a assimetria e normalidade, tem motivado o surgimento de iniimeros
outros trabalhos. Arellano-Valle et al. (2004) introduziram um modelo ainda mais geral
que o proposto por Azzalini, denominado normal assimétrica generalizada. Gémez et al.
(2006) introduziram uma classe de probabilidade que possui dois parametros de assime-
tria e possui a distribuicao normal assimétrica como caso particular. Outros exemplos da

extensao da distribuicao proposta por Azzalini podem ser encontrados em Jamalizadeh

et al. (2008), Bahrami et al. (2009), Arellano-Valle et al. (2010).

Para casos relativos a duas ou mais varidveis, Azzalini & Dalla Valle (1996) propuseram
um modelo multivariado em que cada variavel marginal possui uma distribuicao normal
assimétrica. Azzalini & Capitanio (1999) discutem alguns problemas de estimagao para o
caso da distribui¢@o normal assimétrica multivariada. Branco & Dey (2001) introduziram
uma classe de distribuigoes elipticas assimétricas. Gupta et al. (2004) definiram uma nova

classe de distribuicgoes relativas a normal assimétrica multivariada.

Paralelamente, Elal-Olivero (2010) propos uma forma alternativa e flexivel para captu-
rar a assimetria em uma distribuicao normal univariada, a qual considera unimodalidade
ou, até mesmo, bimodalidade da distribuicao. A classe de probabilidade introduzida por
Elal-Olivero, conhecida como alfa normal assimétrica, tem levado a recentes extensoes
deste modelo por outros autores. Handam (2012) modificou esta distribuigdo para in-
troduzir uma distribuicao univariada chamada alfa normal assimétrica generalizada. Gui
et al. (2012) produziram uma mistura de varidveis aleatérias simétricas de componente
alfa normal e varidveis aleatorias uniformes para generalizar a distribuicao slash-normal.
Harandi & Alamatsaz (2013) propuseram uma classe alfa assimétrica para a distribuigao

Laplace univariada.

Neste sentido, introduzimos um novo tipo de rede de classificagao baseada em uma nova
classe de distribuicoes de probabilidade, designada alfa normal assimétrica multivariada,
uma extensao da distribuicao alfa normal assimétrica univariada, introduzida por Elal-
Olivero (2010). A distribui¢ao proposta é muito flexivel, capaz de assumir até duas modas
e generaliza a distribuigao proposta por Elal-Olivero em suas componentes marginais.
Tais fatos incrementam a capacidade preditiva da classificagao para dados assimétricos ou

bimodais.

Esta Tese esta organizada em 6 capitulos. No Capitulo 2 exibimos a proposicao da dis-



tribuicao alfa normal assimétrica bivariada, bem como algumas de suas propriedades,
procedimentos de inferéncia e aplicabilidade. No Capitulo 3 exibimos a proposicao da dis-
tribuicao alfa normal assimétrica multivariada, bem como algumas de suas propriedades
e procedimentos de inferéncia. No Capitulo 4 é exibida a metodologia de construcao da
rede probabilistica de k-dependéncia para a distribuicao proposta. O Capitulo 5 exibe
a aplicacao do método em conjuntos de dados reais e artificiais. Por fim, o Capitulo 6

apresenta os comentarios finais e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Distribuicao alfa normal assimétrica
bivariada

Neste capitulo introduzimos uma extensao bivariada do modelo alfa normal assimétrico,
denominada distribuicao alfa normal assimétrica bivariada. Sendo esta uma classe muito
flexivel e capaz de generalizar a distribuicao alfa normal assimétrica univariada em suas
distribuicoes marginais. Além disso, possui uma funcao de densidade de probabilidade
com no maximo duas modas bem como possui, como caso particular, a distribuicao normal

bivariada classica.

2.1 Geénese

A extensao para o caso bivariado resulta diretamente do caso univariado da distribuicao

alfa normal assimétrica (Elal-Olivero, 2010) e ¢é definida a seguir.

Seja Z uma variavel aleatoria alfa normal assimétrica com funcao densidade de probabi-

lidade dada por

s e 1)

em que ¢(-) é a funcdo densidade de probabilidade da distribuigdo normal padrao, «

f(z) =

o parametro regulador de assimetria, com —o0 < @ < o0 e —00 < z < 00. Assim,
denotamos Z ~ AN A(«). E importante notar que se v = 0 entio Z ~ N(0,1); se o > 0,
Z possui uma assimetria positiva e torna-se bimodal a direita quando o — oo; se a < 0,
Z possui uma assimetria negativa e torna-se bimodal a esquerda quando @ — —oo. O

quociente dado em (2.1) pode ser interpretado como um termo de perturbagao e gerador



de assimetria. Da mesma forma, a extensao bivariada é naturalmente obtida através
da generalizacao da funcao densidade de probabilidade normal univaridada para o caso
bivariado e pela extensao do termo de perturbagao de modo que possa levar em conta as

contribuigoes aleatoérias das duas varidveis, como exibido a seguir.

Seja Z = (Z1, Zs) um vetor aleatério bivariado. Entao, Z possui uma distribuicao alfa
normal assimétrica bivariada (ANAB) se sua fungao densidade de probabilidade é dada

por
1 + (]. — X121 — 06222)2

K

f(z1, 2]0) = ¢2(2), (2.2)

em que K = 2+ af + a3 + 2a1a9p, 0 = (ay,a,p) e ¢2(-) é a fungao densidade de
1
probabilidade da distribuicao normal padrao bivariada Nj , P , sendo
0 p 1

Z ~ ANAB(ay,a9,p), com ag e ag € Re p € [—1;1].

Proposicao 1. A func¢dio f(z1,22|0) € uma func¢ao densidade de probabilidade.
Prova. Esta demonstragao é simplesmente obtida através da integragao,

7 7f (21, 22|0) dz1dzg = 7 7K1 (14 (1 — a1z — a92)%) 6o (2) dz1dzy =

—00 —0o0 —00 —O0

K™ (2 =21 Ey (Z1) — 200Fy (Zs) + &G Ey (Z7) + 03By (Z3) + 20100Ey, (Z125)) = 1

sendo F, e Iy, as esperancas univariada e bivariada da ditribuicao normal classica, res-

pectivamente. U]

2.1.1 Algumas propriedades

As propriedades a seguir sao imediatamente deduzidas da funcao densidade de probabili-

dade (2.2):

e Sea; =0eay;=0,entao Z ~ Ny , :
0 p 1

e Se oy = (g — £o0, entdo f(z1, 22]0) = (;1(32;2 oo (2);

o —Z ~ ANAB(—ay, —asz, p).



De maneira similar a densidade univariada (2.1), é possivel mostrar que a fungdo dada em
(2.2) possui pelo menos duas modas, uma vez que o sistema de equagoes das derivadas de

primeira ordem sao dadas por

agz(lz) = ¢2}§2) {2&%21 + 2a1 929 — 2001 + [(—zl +pz2) 1+ (1 —arz1 — a222)2)] /(1 — p2)} =0
€
01 (2) _ 6u(:

0z K ) {20320 + 2010221 — 202 + [(p21 — 22)(1 + (1 — 121 — a222))] /(1 = p*)} =0,

possui no maximo trés raizes.

A Figura 2.1 exibe o comportamento da distribuicao alfa normal assimétrica para dife-

rentes valores de parametros.

oz oA FoZy oA

ay=2.0 a;=1.0
ap=-2.0 a;=1.0
p =00 p =08

oz o oz o

() (d)

Figura 2.1: Representacao da distribuigao ANAB(aq, s, p) para diferentes valores de
parametros.



Proposicao 2. A funcdo geradora de momentos de Z = (Z1,Z5) € representada por
Mz, 7z, (t1,ta) = E(exp {Zit1 + Zsta}) e dada por,

B 1
Mz, 7, (t1,ts) = K exp {2 (t1 + 2ptits + t%)} [24a (L+ (1 + pt2)?) + a3 (1 + (pt1 + t2)?)

—2a1(t1 + pta) — 2a2(pt1 +t2) + 2aras (tite + p (L+ 1 +13) + tatap?)] . (2.3)

Prova. A prova de (2.3) é diretamente obtida por meio da solugao

]\421’22 (tl, t2) = / / exp {tlzl + tQZQ} K_l (1 + (1 — X121 — a222)2> gﬁ (Zl, 22) dzleQ
= MZ1 7o t17t2 (/ / 1 — X121 — ang)2> gzﬁ* (Zl, 22) dzleQ)

= M§17Z2 (tl,tg) (2 + alE(Zl) + OZQE(Z2) — 20&1E(21) — ZOLQE(ZQ) + 20(10(2E(21Z2)) s

em que My , (t1,t2) eXp{ (12 + 2pt ity + tz)} ¢* (21, 22) é a fungao densidade

tg + pt1 P 1
1+ (tg -+ ,Otl [§ E leg) =P —+ tl ptg)(tg — pt1> = tltg -+ ,0(1 -+ t% + t%) -+ t1t2p2. O

—(t1 + pta) 1
de probabilidade de N ( 1+ ptz) : P L E(Z2) =14 (t,+pty)?, E(Z2) =

De uma forma geral, os momentos de Z sao obtidos por meio de (2.3) e (2.4),

am—l—n
E(Z1"Z}) = =Mz, z, (t1,12) ; (2.4)
oty oty t =1ty =0
A esperanca, e a matriz de variancia e covariancia de Z sao exibidas abaixo,
ol B ) e B
Zy aip + a
e
Z 1 ar + azp)’ a1p+az) (a1 +a
cov| | = ") K2 2K — 4 (@14 azp) (a1p + az) (a1 2 2p)
Zs p 1 (a1p + as) (a1 + azp) (a1p + a2)

com K definido em (2.2).
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2.1.2 Modelo geral

Seja a transformacgao: Xy = 0171 + 1 e Xo = 0945 + o, em que p; é a esperanca e o;
o desvio padrao de X; para a distribui¢ao normal classica, com ¢ = {1,2}. Por meio de
(2.2), o vetor aleatério bivariado X' = (X1, X5) possui funcio densidade de probabilidade
dada por (2.5)

2
1+ <1 — (z1—p1) _ o (962—u2)>

o1 02

K

f(z1,20]0) = ¢2 (), (2.5)
em que K =2+ a? + a3 + 2aiap, 0 = (o, o, iy, fiz, 01,02, 012) € ¢o (+) é a fungao den-
2

. .- - - . M1 01 012
sidade de probabilidade da distribucao normal bivariada, N, , ,

2
j25) O12 03
uma vez que o1z = 0109p, sendo X ~ ANAB(ay, ag, pi1, fto, 01,02, 012).

2.1.3 Distribuicoes marginais

Por meio da integracdo marginal da funcao densidade de probabilidade conjunta (2.5),

obtemos as seguintes funcoes densidade de probabilidade marginais

2
1403 (1—p%)+ (1 — (o1 + a2p) <x1;1M1>)
K

f(z1]0) = ¢ (1) (2.6)

1+at (1= p%) + (1= (arp+ ) <%>>2

f(aalt) = -

¢(1’2)- (2-7)

Um ponto importante a ser notado é que (2.6) e (2.7) sdo generalizagoes da distribuigao
alfa normal assimétrica univariada proposta por Elal-Olivero (2010), uma vez que ay = 0,

entdo X7 ~ ANA(aq, p11,01) e se ag = 0 entdao Xy ~ AN A(ag, iz, 03).

2.2 Inferéncia

Uma possivel abordagem para realizar a inferéncia deste modelo é baseada no método
usual de estimacao de maxima verossimilhanca. Considere X7,X5,..., X,, uma amostra
aleatéria de tamanho n da distribuicao AN AB(«y, ag, i1, fi2, 01,02, p). Desse modo, o

logaritmo natural da funcao de verossimilhanca é dado por,
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o1 o

B[y () () - ()] e

i=1

_ R 2
Zln |:(1a Tl Ml) ~ ay ($z,2 MQ)) +1:| —nln [0102\/ (2+a1+a2+2a1a2p)]
2

em que 0 = (u1,01,a1, p2,02,az,p). Os estimadores de méxima verossimilhanga sao
obtidos diretamente através da maximizacao da fungao (2.8). Em outras palavras, 6 =

argmaxy ¢ (0).

A estimacao intervalar é baseada distribuicao normal assintética dos estimadores de ma-

xima verossimilhanca, bem como seus erros padroes obtidos da matriz de Informacao de

Fisher.

Entretanto, a singularidade da matriz de informacao de Fisher para modelos assimétricos
que generalizam a distribuicao normal é um problema recorrente, sendo necessaria uma
transformagcao do espago paramétrico. Este assunto é tratado por Azzalini (1985), Chiogna

(2005), Elal-Olivero (2010), Ley & Paindaveine (2010) e Hallin & Ley (2012).

Neste trabalho, nao encontramos problemas de convergéncia considerando uma transfor-
macao similar a utilizada por Elal-Olivero (2010) para o caso univariado, sendo que p; e
p2 sao substituidos por pf = py — (aq + agp) o1 € ph = s — (e + a1p) 9. Além disso, a
matriz de Informacao de Fisher obtida por meio de (2.8) nao possui expressao analitica
simples e pode ser obtida através de métodos numéricos como, por exemplo, o pacote

maxLik do Software R (R Core Team, 2013; Henningsen & Toomet, 2011).

Entretanto, a matriz de informacgao de Fisher para o modelo padrao, em que p; = s =0

e 01 = 09 = 1, pode ser expressa por,

Ga1a1 Ga1a2 Galp
J (a17 a2, p) = K72 GaQaQ GQ’QP ’
G op
onde Gooy = 4 — 2 (a2 + 2a1a9p + a3 (2p* — 1)) + 2K20(2,0) , Gy, = —daiay
—2(a?+ a2 —2)p+2K% (1,1), Gagay = 4—2 (a3 + 20100p + a2 (2p* — 1)) +2K2b (0, 2),
Galp = 20{2 (2 - a% + Oé%) ’ GOQP = 20[1 (2 + Oé% - Oég) , € GPP = (p2 - 1>_2
[daraaKp (p* — 1) = K (K (0* — 1) + 203 (p* — 1)) — 207 (0> — 1) (K + 203 (p* — 1))], com
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2

b(m,n) =F <Z{”Z§(((110”ZZIO‘QZZQ))2 11)2) ,men em {0,1,2} termo que deve ser obtido
—Q1 41— Q42) —

numericamente. Fato que demonstra que nem mesmo a matriz de informacao de Fisher

para o modelo bivariado padrao possui forma analitica explicita.

2.3 Estudo de Simulacao

Este estudo de simulacao esta baseado em 1000 conjuntos de dados artificiais gerados de
uma distribuicaio ANAB em duas diferentes configuragoes paramétricas, o modelo padrao e
nao padrao desta distribuicdao. As replicacoes foram realizadas para os tamanhos amostrais
100, 250, 500 e 1000. Para a geracao destas amostras, consideramos o procedimento
MCMC de Gibbs sampling, também utilizado por Kotecha & Djuric (1999) para a geragao
aleatorio de valores de uma distribuigao normal multivariada truncada. Para a geracao
das condicionais no método de Gibbs, consideramos como o método da transformacao
inversa numericamente adaptado ao método de Brent (Brent, 1971; Toral & Chakrabarti,

1993).

Os resultados sao condensados nas Tabela 2.1 e 3.1, que exibe a média das estimativas de
méxima verossimilhanga (EMV), a média dos erros padrdes associados (EP) e a probabili-
dade de cobertura (PC) dos intervalos de confianca assintéticos (95%). Visualmente, com
o aumento do tamanho amostral as estimativas de maxima verossimilhanca estao mais
proximas do valor real dos parametros, ha a diminuicao do erro padrao e um aumento
da probabilidade de cobertura para ambos os casos. Para a situacao padrao, temos que
os procedimentos de inferéncia sao também satisfatorios para o caso da normal classica

bivariada.
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Tabela 2.1: Distribuicao padrao: resultados da simulacao para as 1000 estimativas de
maxima verossimilhanga e as duas diferentes configuragoes.

Tamanho Parametro 1 o1 a1 142 09 fe%) P
Amostral 0 1 0 0 1 0 -0.3
100 EMV 0.04 0.97 0.08 0.03 0.98 0.08 -0.29

EP 1.53 0.07 166 146 0.07 1.56 0.09
PC 093 091 093 092 092 093 0.93

250 EMV 0.03 098 0.04 0.02 0.99 0.05 -0.30
EP 1.01 0.04 106 099 0.04 1.03 0.06
PC 095 092 096 096 094 095 0.95

500 EMV 0.03 099 0.03 0.02 1.00 0.04 -0.30
EP 1.04 0.03 1.06 096 0.03 0.98 0.04
PC 096 093 096 096 094 096 0.95

1000 EMV 0.02 099 0.03 0.01 1.00 0.04 -0.30
EP 092 002 092 0.89 0.02 0.88 0.03
PC 096 094 096 095 096 095 0.95

Tabela 2.2: Distribuicao nao padrao: resultados da simulagao para as 1,000 estimativas
de maxima verossimilhanca e as duas diferentes configuragoes.

Tamanho Parametro 1 o1 aq 1) 09 Qs P
Amostral -2 3 1 4 9 -2 0.6
100 EMV -196 297 1.04 4.12 893 -2.03 0.59

EP 040 0.21 0.35 1.12 0.60 0.42 0.06
PC 095 094 095 095 093 0.95 0.95

250 EMV -196 299 101 4.04 895 -1.99 0.60
EP 025 013 022 0.70 038 0.25 0.04
PC 096 096 094 096 0.96 0.94 0.96

500 EMV -1.96 3.00 1.01 4.02 896 -1.99 0.60
EpP 0.18 0.10 0.15 0.49 027 0.18 0.03
PC 096 095 095 097 097 0.95 0.96

1000 EMV -196 3.00 1.01 4.02 896 -1.99 0.60
EpP 0.12 0.07 0.11 034 0.19 0.12 0.02
PC 096 097 095 095 0.96 0.95 0.96

2.4 Uma aplicacao real ilustrativa

Nesta secao, avaliamos o desempenho do modelo alfa normal assimétrico bivariado pro-
posto em um conjunto de dados conhecido na literatura e extraido de Hérdle (1991) e
explorado com mais detalhes por Azzalini & Bowman (1990). Este conjunto de dados é

referente as erupgoes de um géiser, cilindro natural de gas, localizado no Parque Nacional
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de Yellowstone, EUA. A amostra corresponde a 272 observacoes das duas variaveis con-
siderando o tempo de erupgao (em minutos) e o tempo de espera até a proxima erupgao

(em minutos). A Tabela 2.3 exibe uma andlise descritiva dos dados.

Tabela 2.3: Analise descritiva do tempos de erupcao e espera para as 272 observagoes no
géiser de Yellowstone, EUA.

Varidvel Minimo Q1 Mediana Média Q3 Maximo Desvio Padrao

Tempo de Erupgao (em min.) 1.60 2.20 4.00 3.50 4.50 5.10 1.10
Tempo de Espera (em min.) 43.00 58.00 76.00 70.90 82.00 96.00 13.60

Os resultados da estimagao sao exibidos na Tabela 2.4, sendo os erros padroes estima-
dos numericamente através da matriz de informacao de Fisher. A Figura 2.2 exibe o
comportamento da distribui¢ao normal assimétrica ajustada e da distribuicao alfa normal
assimétrica ajustada, bem como suas respectivas distribuicoes marginais. Todos os resul-
tados indicam que a distribuicao alfa normal assimétrica é, para este conjunto de dados,
mais adequada que a distribuicao normal bivariada e a distribuicao normal assimétrica

bivariada.

Tabela 2.4: Estimativas dos parametros para os modelos Normal Bivariado (N B), Nor-
mal Assimétrico Bivariado (NAB) e alfa normal assimétrico bivariado (ANAB) para o
conjunto de dados géiser.

Estimativas dos Parametros NB NAB ANAB

ay - -11.42 (3.78) -4.80 (-1.63)
oy - -1.88 (1.00)  -1.63 (1.02)
11 3.49 (0.07) 4.91 (0.05) 3.23 (0.03)
4o 70.9 (0.86)  86.58 (0.67) 68.03 (0.48)
o1 1.14 (0.05)  1.82 (0.44)  0.69 (0.02)
o9 0.9 (0.57) 20.74 (4.31) 8.95 (0.27)
P 0.9 (0.01) 0.96 (0.02) 0.76 (0.02)
l(é) -789.8942 -1243.464 -675.05

AIC 1589.7884 2496.928 1360.1
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Waiting
Waiting

Eruptions Eruptions
(a) (b)

Figura 2.2: Conjunto de dados reais: grafico de dispersao e comportamento da distribuicao
ajustada (a) normal assimétrica bivariada e (b) alfa normal assimétrica bivariada.

Para uma comparacao mais formal do modelo ajustado e os dados reais, verificamos a
qualidade de ajuste por meio da aplicacao do teste de Kolmogorov-Smirnov multiva-
riado proposto por Justel et al. (1997), no qual a estatistica K-S bivariada é definida
por D, = max{D.}, D2} onde D! = sup |G, (y1,y2) — y1 X ya], através das tranforma-
¢oes y1 = F (1) e yo = F(x2|21), com Dy = sup Gy (y2,91) — y2 X 1], y2 = F (22)
ey = F(x1|zy), em que G, é a funcao de distribui¢do empirica da amostra transfor-
mada. A Figura 2.3 exibe o relacionamento de G, e y; X yo para as duas permutacoes

consideradas no teste.

e <]
@ | © |
o o
& &)
[{s] O§O [{=] OQS)
o | §§ o |
= 3
> >
< _| = |
o o
<
S o D! - 0.0796 S D? = 0.0934
e | <
5 T T T T T S I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Grlys. Y2) Gn(Ya y1)

Figura 2.3: Comportamento de G,, e y; X yo para o teste de Kolmolgorov-Smirnov biva-
riado.
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Dado que D,, = 0.0934 é menor que o respectivo valor critico em uma significancia global
de 5% (0.1041), como indicado pelos autores (Justel et al. (1997), Tabela 1, pagina 254),
concluimos que o tempo de erupcao e espera seguem uma distribuicao alfa normal assimé-
trica bivariada, fato também sustentado visualmente pela Figura 2.2. Além disso, temos
que para a distribuicao normal bivariada D,, = 0, 8361 e a distribuicao normal assimétrica
bivariada D,, = 0.9852, entao podemos concluir que o tempo de espera entre erupgoes e a
duragao da erupcao nao segue uma distribui¢ao normal bivariada nem uma distribuicao

normal assimétrica bivariada.

A critério de anadlise, vale ressaltar que ambas as variaveis possuem sua média amostral
menor que sua mediana amostral, o que indica uma assimetria a esquerda em cada uma
das dimensoes, este fato é corroborado pelo modelo alfa normal bivariado nas estimativas

a1 <0edy <.

2.5 Comentarios Finais

Neste capitulo apresentamos a distribuicao alfa normal assimétrica bivariada, bem como
sua funcao densidade de probabilidade, suas propriedades, comportamento grafico, funcao
geradora de momentos, os momentos principais - esperanca e variancia, seu modelo geral,
as funcoes densidade de probabilidade marginal, sua respectiva fun¢ao de verossimilhanca
e matriz de informacao de Fisher. Além disso, apresentamos sua aplicacao em dados
artificiais e reais. Os procedimentos aqui apresentados apresentam-se como necessarios
para a modelagem de dados bivariados na presenca se assimetria e/ou bimodalidade,
bem como se sobrepoem a distribuicao normal cléssica bivariada e a distribuicao normal

assimétrica bivariada para o caso analisado.



Capitulo 3

Distribuicao alfa normal assimétrica
multivariada

Neste capitulo apresentamos a distribuicao alfa normal assimétrica multivariada, bem

como suas propriedades estatisticas e sua aplicacao a dados artificiais e reais.

3.1 Geénese

Seja Z = (Z1,Zs,...,Z,) um vetor aleatério composto por p varidveis aleatdrias e
a = (0q,as,...,q,) um vetor composto por p parametros controladores de assimetria.
Através do mesmo critério adotado por Seber (1977) para estender a distribuigao normal
univariada para o caso multivariado, por analogia a fun¢ao densidade de probabilidade da

distribuicao univariada alfa normal assimétrica,

((1—az)2+1>

flz) = Tﬁb (2)
- ((1 — az)2 + 1) K=t (2),
com ¢ (z) a funcao densidade de probabilidade da distribui¢ao normal padrao com —oo <
z < 00. Podemos definir a funcao densidade de probabilidade da distribuicao alfa normal

assimétrica multivariada (ANAM) padrao como,

, N2
1= ((1-az) +1) K000, (31)
sendo —oo < z; <00 ,i=1,...,p, « € R? e ¢, (z) a funcdo densidade de probabilidade

da distribuicao normal padrao p-variada.

17
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Proposicao 3. Se Z = (Z1,Zs,...,Z,) € um vetor aleatorio com fungdo densidade de
probabilidade expressa por 3.1, entao K = 2+ o&’Xa, com X a matriz de correlagdo de
Z.

Prova.

I. [(1 —o'z)’ + 1} 6, (2) dz
= [ (1-a'2) ¢, (2)dz+1
= [.(I?=2d'z+ 'zz'a) §, (2) dz +1
= =2 [ z¢,(z)dz+ [, a'zz'ap, (z)dz + 2
= —2a'E(Z)+ 'E(ZZ")o +2

= 24+ a'Xao.

Desta forma, (2 4+ o’Ya)™" [, ((1 — oz’z)2 + 1) ¢, (2)dz = 1, sendo (3.1) uma funcao
densidade de probabilidade. [l

Vale ressaltar que o caso bivariado, caso particular da demonstragao acima, ja foi apre-

sentado anteriormente na Secao 2.1.

3.1.1 Algumas propriedades

As propriedades a seguir sao deduzidas da fungao densidade de probabilidade 3.1:

a. Se a =0, entao Z ~ N,(0,%);

B (1’2)? 1'S1—p
b. Se @ = 1c e ¢ — +o0, entdo f(z) = m% (z), sendo S = =

a soma dos

coeficientes da matriz de correlagao.
c. - Z ~ANAM(-a,X)
Prova.

a. Quando a = 0, o primeiro termo do produto deduzido é reduzido para 1.
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I pi2 pi3
b. Considere o caso p = 3, com o = (c,c,c) ,c€EReX = | py 1 pog |- Assim,
Pz pas 1

(1-a'Z)?+1 B+ B+ B+ 2(nntant ) -2+t ) + 207

2+ a'Ya 2 (6_2 + 14+ p1o+p13+ p23)
—a’'Z)? z1429423)2
quando ¢ — 400 (12fa,zz):a+1 = { 1;1?:9)3) sendo S = p1a + pi3 + P23

c. Quando (1 —a/(—2))*) = (1 - (—a)'2)’. O

Da mesma forma que realizado para o caso bivariado, a funcao densidade de probabilidade
dada por 3.1 possui pelo menos duas modas para o caso multivariado, uma vez que o

sistema de equacoes das derivadas de primeira ordem, de ordem p, é dado por

of (2)
0z

=K '¢,(2) {—Qa +oa(H+I)z—|(1-a'2)’+ 1] E_lz} =0, (32

o qual possui no maximo trés raizes, sendo H uma matriz de 1’s de ordem p e I a matriz
identidade de ordem p. A prova é bastante simples, uma vez que ¢, (2) é uma funcdo
densidade de probabilidade, sendo estritamente positiva e K nao depende de z. Portanto,

3.2 é um sistema de equacoes que envolve um polinomio de grau trés.

As Figuras 3.1-3.3 exibem o comportamento da distribuicao alfa normal assimétrica triva-
riada padrao para diferentes valores de parametros, sendo o comportamento apresentado
pela Figura 3.1 o mesmo comportamento simétrico apresentado pela distribui¢ao normal

trivariada padrao.
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Figura 3.1: Comportamento da distribuicao alfa normal assimétrica trivariada sendo

(0, 0, 0), P12 = 0.5, P13 = Oe P23 = —0.5.
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Figura 3.2: Comportamento da distribuicdo alfa normal assimétrica trivariada sendo

(1,0,2), P12 = 0, P13 = Oe P23 = 0.7.
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Figura 3.3: Comportamento da distribuicao alfa normal assimétrica trivariada sendo a =

(—2, 1, 1), P12 = 07 P13 = 0.5e P23 = 0.

Proposicao 4. A funcao geradora de momentos de Z = (Zy,Zs, . ..

por Mz (t) = E(exp{Z't}) e dada por,

'3t
2

Mz(t) —exp{ } [1—K*1a’2t (2-t'Sa)].

sendo K =2+ o’Xa.

Prova. A prova de (3.3) é diretamente obtida por meio da solugao

My () = E (exp (¢ Z})

= [, A oxp{t'z), (2) dz

—a’z 2 _
fz (12+a'%]a+1 (Qﬂ_)p/%|2|1/2 eXp{_% (Z,E 12) + t,Z}dZ

Y

Z

p

) € representada

(3.3)
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_ 2—2a’z+a’zz’a 1 1 re—1 ,
= J: T rd’Sa e exp{—3 (2’27 'z) +t'z}dz

= By (22%Zte2Za) x oxp {§t'St}, com Z ~ N, (3t, %)

= exp{it’Tt}[l - K 'a'St(2— t'Sa)].

A esperancga, F(Z), e a matriz de variancia e covariancia, COV (Z), do vetor aleatério Z

sao obtidas através de 3.3 e sao apresentadas a seguir.

Proposicao 5. A esperanca de Z = (Z1,Za,...,Z,) com Z ~ ANAM(a,X) € dada

por,

E(Z)=-K '2a'%. (3.4)
sendo K =2+ o'

Prova. A partir da fungao geradora de momentos definida em (3.3), a esperanga de Z ¢

0% M(t)
ot

dada por lt=0. Desta forma, temos que

(1) ’
SO _ 4 oy (350)] (1~ Kol B 2 — ¢D0)

14/ 0 |1—2a/Zt—a’3tt’'Ta
+ exp {§t Zt} ot |: 2+’ :|

— oxp (ISt} S (1 K @/St(2 - ¥Ea)) + oxp { WSt} § [2erZrme]

2+a’'Ta

= exp {5t Dt} Tt [l - K~1a'St (2 - #'Sa)] + exp { 3¢St} (‘2“'“’2(£’t+f>za)

_ oM (@)

Assim, temos que E (Z) = —2a'%

ot |t:E = 2ta’za’
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Proposicao 6. A matriz de variancia e covariancia de Z = (Zy,Zs, . . ., Zp)/ com Z ~
ANAM (e, X) € dada por,

COV(Z)=X+ K'Y [(H + 1)K — 4 Za. (3.5)

sendo K = 24+a'Xa, H uma matriz de 1’s de ordem p e I a matriz identidade de mesma
ordem.

Prova. A prova de (3.5) é obtida por

(2) ’
B(Z2') = "t =g = ¢ [oxp {5t St} (1 = Ko/t (2~ 'Sar))] fe=g
_ % @S(HADTa

24+a’'Ta

Como COV(Z) =FE(ZZ') — E(Z)E(Z), assim

_ 'S(H+DE —2a'% —2a/s
COV(Z) =%+ 505 7% — (55 ) (5255%) , temos que

— / H+1 4
COV(Z) =S +a's (3 - ) Ya,
O
3.1.2 Distribuigoes marginais e condicionais
. . . Zy qx1
Seja o vetor aleatorio Z particionado como z = com tamanho ,
Z, (p—q)x1
Q@ x 1 by by
da mesma forma a0 = " | com tamanho 1 e = T com
(6%} (p — q) x 1 221 222

X X —
comanho qxq qgx(p—q)

(p—q)xq (p—q) x(p—2q)

Por meio da integracao multidimensional da funcao densidade de probabilidade conjunta

expressa em (3.1), obtemos a funcdo densidade de probabilidade marginal de Z; e a
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funcao densidade de probabilidade condicional Zj|zs, exibidas nas Proposicoes 7 e 9,

respectivamente.

Proposicao 7. A funcdao densidade de probabilidade de Zy ¢ dada por,

f(z1) = [(1 — 0/121)2 +1+a <222 — 22121_11212> az+hy (b1 42 (a1'z1 — 1))} K1 (1),
(3.6)
sendo hy = a3 277" 21

Prova. Seja (1—a/2) +1 = (1-F z)’ +1=243" 0222 - 25" iz +
23 0 D i1 @iz, Podemos escrever,
(1-— a’z)2 +1= (1 — a'1z1)2 + (1 — a;z2)2 + 20 z1 2500,

Assim,
K[, (- o'z)? +1¢,(2)dz

= K'¢,(z1) {(1 = a’1z1)2 +F [(1 = a’2z2)2‘ zl} + 2oz E [zé! zl}}
K19, (z0) { (1= af21)" + 1+ 0 (Ta2 — BB, Bua) ez
+a) 201 21 21 (0201217 21 + 2 (ar'z1 — 1))],

uma vez que, utilizando as propriedades da distribuicao condicional da normal multivari-

ada F [Z2| Zl] = 2222;1121 e B [Z2Z2/’ Z]_] = 222 — 22121_11 (Ip — 212121_11)212.
U

Proposicao 8. A distribuicao marginal de Zy depende de, além de seus parametros de
assimetria oy, dos demais parametros de assimetria dados em aug.

A Proposicao 8 é intuitiva e verificada na expressao 3.6. Esta propriedade ¢é verificada

graficamente através da Figura 3.4 para a particao Zy = (21, 7Z3) e Zay = Zs.
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Figura 3.4: Comportamento de Z; quando (a) az =0, (b) ag =1e (c) ag = 2.

z2

Proposicao 9. A fungdo densidade de probabilidade de Z1|z2 é dada por,

(1 — a'1z1)2 + 20 z12500 + (1 — a’zzz)2

f(z1]z2) = 5 — ¢ (z1]22),
(1 — a’1z2) +1+ a’l (211 — 212222 221) oy + ho (hg +2 (Oé2,2:2 — 1))
(3.7)
sendo hQ = a/121222_2122.
Prova. A prova de (3.7) é obtida simplesmente pela razao de ]f((zzz)), sendo f(z) dada pela

expressao (3.1) e f(z2) andloga a expressao (3.6).

3.1.3 Modelo geral

Através do mesmo critério de extensao ja utilizado anteriormente para o caso do modelo
padrao univariado, por analogia com a funcao densidade de probabilidade da distribuicao

univariada alfa normal assimétrica nao padrao, temos

1—o Z=£ 2—|—1
fla) =G
= (1 —av @@= +1) K16 (),
com ¢ (x) a func¢ao densidade de probabilidade da distribuigdo normal com média u e des-
vio padrao o , 00 < r < o0 e v = ¢. Podemos definir a fun¢ao densidade de probabilidade

da distribuicao normal assimétrica multivariada nao padrao como,
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f@) = ((1-aV @) 1) K, @), (38)
sendo —o00 < z; < 00 , i = 1,...,p, ¢ () a funcdo densidade de probabilidade da
distribuigdo normal p-variada N, (p,X*), com p o vetor de médias, ¥* a matriz de
variancia e covariancia e V' = diag|[(oy,...,0p,)] a matriz diagonal dos desvios padroes,
sendo que ¥* = VXV . Deste modo, esta extensao é dada pela transformacao linear
multivariada X = p+VZ sendoa E(X)=E(u+VZ)=pe COV(X)=COV(u+
VZ)=VXIV =5~

Proposicao 10. Se X = (X1, Xo,...,X,) € um vetor aleatdrio com fungdo densidade
de probabilidade expressa por 3.8, entio K = 2 + o’Xa, com X a matriz de correlagao

de X.

Prova.

IR ((1 —a'V i (x— ,u))2 + 1) b, (z) dx

= (1 -aV (@ - )0, (@) de +1

= L(P-22VvIi@-praVi(@-p@-w Via)s, (@) ds +1

= 2f, (V7 @ - w) 6, @) de + [, (VT (@) (@ - p) V'a) 6, (@) dot2
= 20V [ (- )6y (@) de+ o'V [ (@) (@ - p)) 6, (@) deV a2

= 2+ VIZVla

= 24+ a'XYo.

Desta forma, (24+a/3a)™! [ ((1 — o'V i(x — ,u))2 - 1) ¢, (x) dx = 1, sendo 3.8 uma

funcao densidade de probabilidade.
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As Proposicoes 11, 12 e 13 exibem, respectivamente, a funcao geradora de momen-
tos, a esperanca e a variancia para o caso do modelo de probabilidade geral X ~

ANAM (o, p, *). As provas destas Proposigoes sdo andlogas ao caso padrao.

Proposicao 11. A funcao geradora de momentos de X' = (X1, Xo,...,X,) € represen-
tada por Mx (t) = E(exp{X't}) e dada por,

t'3*t

Mx (t) = exp {t'u + } [1-K'2'VTE*t (2-¢'S*V1a)]. (3.9)

Proposicao 12. A esperanca de X = (X1, X2, ..., X,) com X ~ ANAM (o, p, %) €
dada por,

E(X)=p— K 22/V-Ix" (3.10)

/

Proposicao 13. A matriz de varidncia e covariancia de X = (X1,Xs,...,X,) com
X ~ ANAM (e, p, %) € dada por,

COV(X)=S*+ K 'V'S*[(H + K — 4V 'a. (3.11)

3.2 Inferéncia

Uma possivel abordagem para realizar a inferéncia para amostras independentes e identi-
camente distribuidas com distribuicao alfa normal assimétrica multivariada é baseada no
método usual de estimacao de maxima verossimilhanca. Considere X1,X5,..., X, uma
amostra aleatéria de tamanho n da distribuicaio ANAM (a, p, ), sendo X a matriz de
variancia e covariancia. Deste modo, o logaritmo natural da fungao de verossimilhanga

para o modelo geral é dado por,

log | 3|

0(0) = Zlog [(1 — 'V (x; — ;1,))2 + 1] —n {log (2 + oz'V_12V_1a) + 5
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em que 0 = (o, pu,X) e V a matriz diagonal composta pelo desvios padroes de cada
variavel. Os estimadores de méaxima verossimilhanca sao obtidos diretamente através da

maximizacio da funcdo (3.12). Em outras palavras, 6 = arg maxg ¢ (6).

A estimagao intervalar é baseada na distribui¢do normal assintética dos estimadores de
maxima verossimilhanga, bem como seus erros padroes obtidos da matriz de Informagao
de Fisher. A matriz de Informagao de Fisher obtida por meio de (3.12), como para o caso
bivariado, nao possui expressao analitica simples e deve ser obtida através de métodos

numeéricos como, por exemplo, o pacote maxLik.

Em especial, nao obtivemos problemas de estimacao utilizando o método de decomposi¢ao

de Cholesky (Stewart, 1998) para decompor 3.

3.3 Estudo de simulacao

Este estudo de simulacao é baseado em 1 000 conjuntos de dados gerados através da
distribuicao alfa normal assimétrica trivariada em duas diferentes configuracoes de para-
metros. A primeira considera a distribuicao padrao e a segunda a versao nao padrao desta
distribuigao. As replicagoes foram realizada em tamanhos amostrais iguais a 100, 250, 500
e 1 000. Para gerar estas amostras, consideramos o algoritmo MCMC Gibbs sampling,
também utilizado por Kotecha & Djuric (1999) para realizar a geragdo de amostras para a
distribuicao normal truncada multivariada. Para a geracao das condicionais no método de
Gibbs, consideramos como o método da transformacao inversa numericamente adaptado

ao método de Brent (Brent, 1971; Toral & Chakrabarti, 1993).

Os resultados estao condensados nas Tabelas 3.1 e 3.2, as quais exibem a média das
estimativas das pelo estimador de méxima verossimilhanga (EMV), a média dos erros
padroes (EP) e as probabilidades de cobertura (PC) para intervalos assintéticos de 95%

de confianga, respectivamente.

De acordo com o aumento do tamanho amostral, observamos que as estimativas estao
proximas do verdadeiro valor do parametro utilizado na geragao, ou seja, os estimadores
sao assintoticamente nao viciados para os parametros. Além disso, existe o decaimento
do erro padrao para amostras grandes, fato este que exibe a consisténcia do estimador.

As probabilidades de cobertura se aproximam da confianca nominal conforme o aumento
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do tamanho amostral.

Tabela 3.1: Distribui¢ao padrao: média das 1 000 EMVs para quatro diferentes tamanhos
amostrais, erros padroes e probabilidade de cobertura para intervalos de 95% de confianca.

Tamanho  Parametro ni o1 [o %1 %) o2 g 13 g3 a3 P12 P13 P23
Amostral ~ Varlor real 0 1 0.5 0 1 -1 0 1 2 0.7 -0.5 0
n=100 EMV -0.05 1.07 0.25 -0.02 1.06 -0.87 -0.04 1.04 192 0.72 -0.50 -0.04

EP 0.13 0.14 0.55 0.13 0.15 0.48 0.12 0.13 048 0.05 0.07 0.09
PC 093 0.90 0.77 0.73  0.92 0.80 0.83 090 0.83 0.87 0.80 0.80

n=250 EMV -0.06 1.04 043 -0.04 1.04 -1.08 -0.01 1.00 1.95 0.71 -0.50 -0.01
EP 0.08 0.09 0.33 0.08 0.09 0.29 0.07 0.08 0.28 0.03 0.04 0.06
PC 0.93 0.90 0.87 0.80 0.94 0.93 0.90 0.93 090 0.87 0.90 0.90

n=>500 EMV -0.04 1.04 045 -0.04 104 -1.01 -001 099 196 071 -0.50 -0.02
EP 0.05 0.06 0.22 0.06 0.06 0.20 0.05 0.05 0.19 0.02 0.03 0.04
PC 0.93 0.93 097 0.90 0.96 0.97 092 097 093 0.93 0.90 0.93

n=1000 EMV -0.03 1.03 050 -0.02 1.03 -099 -0.01 1.00 200 0.71 -0.50 -0.01
EP 0.04 0.04 0.15 0.04 0.05 0.14 0.04 0.04 0.13 0.02 0.02 0.03
PC 0.97 0.95 0.97 0.93 0.95 0.95 096 0.95 096 0.97 0.93 0.95

3.4 Uma aplicacao real ilustrativa

Neste secao apresentamos a aplicacao do modelo alfa normal assimétrica multivariada, no
caso trivariado, em um conjunto de dados reais extraido de Mayor & Frei (2003). Este
conjunto refere-se a algumas propriedades dos Exoplanetas - planetas fora do sistema
solar - descobertos até Outubro de 2002 e foi também utilizado por Hothorn & Everitt
(2014) como um exemplo didatico para anédlise de agrupamentos e estao disponiveis no
pacote '"HSAUR3’ do Software R (R Core Team, 2013; Everitt et al., 2014). A amostra
corresponde a 101 observagoes de trés variaveis as quais correspondem a massa, periodo e
excentricidade dos planetas. Seja X1 = a transformacao logaritmica da massa (Jupiter),
X2 = a transformacao logaritmica do perfodo em anos terrestres, X3 = a raiz quadrada
da excentricidade radial de cada planeta, a Tabela 3.3 exibe as estatisticas basicas do

conjunto de dados.

As estimativas estao apresentadas na Tabela 3.4. Os erros padroes foram obtidos numeri-
camente através da matriz de informacao de fisher observada. A distribuicao proposta é
comparada com a distribuicao normal multivariada e com a distribui¢cao normal assimé-

trica multivariada (Azzalini & Capitanio, 1999). No intuito de realizar uma comparagao
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Tabela 3.2: Distribuicao nao padrao: média das 1 000 EMVs para quatro diferentes
tamanhos amostrais, erros padroes e probabilidade de cobertura para intervalos de 95%
de confianca.

Tamanho  Parametro w1 o1 aq 7% o9 a9 n3 o3 as p12 P13 p23
Amostral Valor real 1 4 -1 -4 9 1 2 1 3 -0.2 0.4 0.1
n=100 EMV 1.04 3.77 -0.66 -4.04 935 068 196 137 212 -0.17 0.36 0.22

EP 027 0.54 0.37 0.42 132 035 0.16 0.18 0.59 0.09 0.08 0.09
PC 088 0.74 0.71 0.80 091 080 091 063 0.62 091 092 0.70

n=250 EMV 102 378 -0.81 -397 913 084 195 111 261 -0.18 0.37 0.16
EP 015 0.34 0.24 0.23 0.8 0.22 0.08 0.08 041 0.06 0.05 0.05
PC 088 0.82 0.84 090 090 088 090 0.83 0.82 0.89 0.86 0.82

n=>500 EMV 1.02 379 -094 -396 9.11 094 200 1.02 295 -0.19 0.39 0.13
EP 0.10 0.24 0.17 0.15 0.55 0.15 0.05 0.05 0.31 0.04 0.03 0.04
PC 096 0.90 0.93 094 092 091 095 092 0.95 0.90 0.92 0.93

n=1000 EMV 1.01 381 -1.00 -4.01 9.02 096 200 099 3.01 -0.18 0.39 0.11
EP 0.07 0.17 0.12 0.10 0.38 0.11 0.03 0.03 0.22 0.03 0.02 0.03
PC 095 094 0.96 0.97 097 094 096 095 0.97 0.96 0.96 0.94

Tabela 3.3: Estatisticas basicas do logaritmo da massa, logaritmo do periodo e raiz qua-
drada da excentricidade dos 101 Exoplanetas descobertos até Outubro de 2002.

Varidvel Minimo Mediana Média Mdaximo Desvio Padrao Assimetria Curtose

X1 -2.996 0.565 0.621 2.862 1.162 -0.318 2.989
X2 1.094 5.820 5.186 8.587 2.137 -0.630 2.154
X3 0.000 0.520 0.475 0.963 0.237 -0.415 2.353

ainda mais formal entre as distribuicoes ajustadas aos dados reais, aplicamos um teste
de aderéncia empirico para distribuigdes multivariadas proposto por McAssey (2013). De
uma forma geral, este teste estd baseado na comparacao entre a distribuicao da distancia
de Mahalanobis dos dados observados, sob a hipdtese nula, com a distribuicao da distan-
cia de Mahalanobis da distribuicao em teste. O teste foi implementado com N = 10, 000,
T =25 R =100, e B =100, sendo N o nimero de amostras aleatoriamente geradas da
distribuicao de teste, T' o nimero de quantis avaliados na distribuicao das distancias de
Mahalanobis, R o numero de repeticoes realizadas para se obter valores consistentes dos
quantis avaliados e B o nimero de repetigoes realizadas para se obter a estatistica critica
do teste. A estatistica observada Az, o valor critico, correspondente a 5% de significan-
cia, e o p-valor de cada teste sao exibidos na Tabela 3.4, bem como o valor maximo do

logaritmo da func¢ao de verossimilhanga [(0) e o critério de informacao de Akaike (AIC).

Neste caso, considerando um nivel de significancia de 5%, nao rejeitamos a hipdtese de



31

ge os dados provéem de uma distribuicao alfa normal assimétrica trivariada e rejeitamos a

hipotese de que os dados provem das outras distribuicoes em teste.

Tabela 3.4: Estimativas dos parametros, valor maximo do logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca e teste de aderéncia para a distribui¢ao normal trivariada (N7T'), normal
assimétrica trivariada (NAT) e alfa normal assimétrica trivariada (AN AT') para o con-
junto de dados dos Exoplanetas.

Parametros NT NAT ANAT
o - -0.08 (0.06)  0.48 (0.31)
Qo - -0.89 (0.08) -1.98 (0.37)
as - -0.28 (0.11) -1.13 (0.32)
m 0.62 (0.12) 0.61 (0.11) 0.42 (0.13)
Lo 5.19 (0.21)  5.13 (0.20) 4.31 (0.17)
143 0.48 (0.02)  0.47 (0.02) 0.40 (0.02)
o 1.16 (0.19)  1.15 (0.18)  1.11 (0.17)
o 2.13 (0.63) 2.06 (0.26) 1.57 (0.28)
03 0.24 (0.01) 0.23 (0.03) 0.20 (0.01)
P12 0.46 (0.27)  0.45 (0.11)  0.39 (0.08)
013 0.42 (0.03) 0.41 (0.06) 0.33 (0.08)
P23 0.52 (0.06)  0.50 (0.01) 0.24 (0.08)
1(0) -65.63 -328.44 -45.03
AIC 155.26 680.89 114.06
Ar 9.94 9.28 8.91
Ary 9.25 9.23 9.29

p-valor 0.00 0.01 0.71

As Figuras 3.5-3.7 exibem a distribuicao trivariada ajustada e suas marginais para os
modelos normal multivariado, normal assimétrico multivariado e alfa normal assimétrico
multivariado, respectivamente. Todos estes resultados indicam que a distribuicao alfa nor-
mal assimétrica multivariada possui melhor ajuste aos dados observados, em comparacao

com a normal multivariada e a normal assimétrica multivariada.

A critério de anélise, vale ressaltar que X1 possui sua média amostral maior que sua
mediana amostral, o que indica uma assimetria a direita para esta variavel. Paralelamente,
X2 e X3 possuem suas médias amostrais menores que as medianas amostrais, o que indica
uma assimetria a esquerda para estas variaveis. Tais fatos sao corroborados pelo modelo
alfa normal assimétrico trivariado nas estimativas &; > 0, s < 0 e &z < 0. Fato este que

nao ocorre para o modelo normal assimétrico trivariado.
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Figura 3.5: Grafico de dispersao e distribui¢ao normal multivariada ajustada.

000 005 010 015 020

0.0

00 02 04 06 08 10

Figura 3.6: Grafico de dispersao e distribui¢ao normal assimétrica multivariada ajustada.
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Figura 3.7: Gréfico de dispersao e distribui¢ao alfa normal assimétrica multivariada ajus-
tada.

3.5 Comentarios Finais

Neste capitulo apresentamos a distribuicao alfa normal assimétrica multivariada, sua fun-
¢ao densidade de probabilidade, suas propriedades, comportamento grafico, funcao gera-
dora de momentos, os momentos principais - esperanca e matriz de variancia e covariancia,
seu modelo geral, as func¢oes densidade de probabilidade marginal e condicional, bem como
sua respectiva funcao de verossimilhanca. Além disso, apresentamos sua aplicacao em da-
dos artificiais e reais, esta ultima envolvendo uma comparagao com a distribuicao normal
classica e com a distribuicao normal assimétrica. Os procedimentos aqui apresentados
apresentam-se como necessarios para a modelagem de dados multivariados na presenca
de assimetria e/ou bimodalidade, bem como se sobrepoem a distribuigdo normal classica
multivariada e a distribuicao normal assimétrica multivariada para o caso analisado. Vale
salientar que com o crescimento do ntmero p de variaveis, existe o rapido aumento do
esforco computacional, uma vez que p (3 + ;%1) deverao ser estimados. Por exemplo, se

p = 10 iremos obter 75 parametros a serem estimados.



Capitulo 4

Redes de Classificacao de
K-dependéncia

No contexto de classificacao, as redes de classificacao podem ser vistas como estruturas

particulares e também sao conhecidas como classificadores bayesianos.

Uma rede de classificacao é um grafo aciclico direcionado, em que os nds representam as
variaveis aleatorias e os arcos as respectivas dependéncias condicionais entre as variaveis.

A Figura 4.1 exibe dois exemplos de redes probabilisticas.

Figura 4.1: Em (a) apresentamos a estrutura tradicional da rede naive Bayes e em (b)
apresentamos uma rede probabilistica com seis variaveis aleatorias.

A construcao de uma rede de classificacao estd baseada no cdlculo da distribuicao de
probabilidade a posteriori P(Y|X), em que Y é a varidvel aleatéria a ser classificada
apresentando L possiveis valores (categorias) yi1,vs,...,yr € X = (X1,Xs,..X,) é um

conjunto de p variaveis explicativas.
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O método baseia-se em calcular a probabilidade de uma respectiva observagao pertencer
a cada uma das categorias, assim classifica a observagao na categoria mais plausivel. Se
a classificacao em foco for bindria, podemos utilizar a curva ROC para inferir sobre a

classificagao.

Nesta Tese, consideramos a estrutura de redes de classificacao de k-dependéncia, pro-
posta por Sahami (1996). As redes de k-dependéncia consideram possiveis relagoes de
dependéncia entre as variaveis explicativas. Desta forma, uma rede com k-dependéncia é
uma rede de classificacao que permite em sua estrutura que cada variavel explicativa X;
possua no maximo k pais, isto é, maximo K variaveis explicativas. Em outras palavras,
para cada variavel explicativa X;, pais; ¢ um conjunto com no maximo K outras variaveis
explicativas para todo 7 = 1,...,p, sendo que uma estrutura que generaliza o popular
classificador de naive Bayes quando k = 0. A rede com 1-dependéncia (kDB1) possui
a mesma estrutura que uma rede probabilistica para classificacao e bastante difundida
na literatura, conhecida como Tree Augmented Network (TAN) (Friedman et al., 1997).
Além disso, k pode variar de 0 a p — 1, em que p é o nimero de varidveis explicativas

consideradas.

Assumimos, nesta Tese, que o conjunto de variaveis explicativas sao puramente continuas e
tradicionalmente modeladas via distribuicao normal classica, como evidenciado por Perez
et al. (2006). Assim, para redes de classificacdo de k dependéncia (kDB), calculamos as

probabilidades a posteriori dada por

P =) [}, f(@ilpaisi, yi)
>, PY =y) [T7-, f(wilpaisi, y;)

PY =y|z1,29,...,2,) =

em que
f(x’b| pazslﬂ yk‘) ~ N(Mi\paisi,yka O"ﬁpaisi7yk)7

2

ilpais; v a média e a variancia

sendo i = {1,2,...,p} el = {1,2,..., L}, com Lijpais,y, € O
da varidvel X; condicionada a categoria y; e dadas por (4.2) e (4.3), as quais sdo dadas

por

K;
a; |
Hilpais = Ml + )~ (5= Mylu) (4.2)
j=1 "dlu



36

9 ‘ZXi,P&isﬂyl
ilpaisi,y;
Zpaisﬂ i

em que y X, pais;|y € & Matriz de variancia e covariancia entre a variavel X; e o conjunto

o

, (4.3)

de varidveis em pais(X;), ambos condicionados a categoria y;. ¢ a matriz de

paisi| yi
variancia do conjunto de varidveis em pais(X;) condicionado & categoria respectiva.

Considerando um conjunto de dados com uma variavel de interesse e nove variaveis ex-
plicativas, exibimos as redes probabilisticas de k-dependéncia 0, 1, 2 na Figura 4.2, res-

pectivamente.

Figura 4.2: Exemplificacdo da estrutura das redes probabilisticas com: (a) 0-dependéncia,
(b) 1-dependéncia e (c) 2-dependéncia.
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A construcao da estrutura de uma rede de k-dependéncia através de um conjunto de dados

sera apresentada na préxima secao.

4.1 Entropia e Informacoes Mutuas

Seja X; uma variavel explicativa e aleatdria continua assumindo valores x; no espago x;
e com funcdo densidade de probabilidade f;(x;), com ¢ = 1,...,p. Da mesma forma,
seja Y uma variavel aleatéria discreta a ser classificada assumindo L possiveis valores em

Y1, Y2, .-, yr- A informacao mitua entre X; e Y é dada por

I(X:,Y) = / p (%3, yk) log (W) o
Xi '

b [ Doy log (p;f”(;y)k>> o,

p) [ pleidue) s (o ulue)) drs = S [ 9 (el o 0 (20) i
Xi k=1

~

Xi

P (Yk) / p (zilyr)log (p (zilyx)) dz; — [ p(zi)log (p (x:)) d;

\

Xi

— H(X;) = > p () H (Xili) (4.4)

A informacao mutua entre X; e X;, com ¢ # j, condicionalmente a Y ¢é dada por

L,
I,

p(wa[log( (p(”“”’xj‘y’f) )|Y=yk]. (45)

P (zilye) v (25]yx)

T, Lyj,
I(XZ,XJ|Y) = p($i7$j,yk) log < ( p( J yk) ) d.’E]dl‘l

zilyr) v (5lyx) p ()

J

P (wi, x5|y) >
p(xi, x5|yk) p (i) log dzjdz;
ilur) P (y)] (p(wilyk)p(fﬂj!yk) !

M~it"1@im~

M

1

Considerando que as variaveis explicativas seguem uma distribuicao normal bivariada, a

informagcao mutua condicional é dada por (Perez et al., 2006),
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L

T X,0Y) = =5 S pluwdlog (1 - 7 (X, X;). (4.6

Para a construcao da estrutura de uma rede de k-dependéncia através de um conjunto de
dados, Sahami (1996) propoe um Algoritmo, o qual utiliza-se das medidas de entropia e

informacao mutua apresentadas acima e exibido em 4.1.

Algoritmo 4.1 Algoritmo para construgao de uma rede de k-dependéncia.
1. Para cada varidvel X;, calcule a medida de informacao mutua, denotada por

A~

I(X;,Y);

2. Para cada par de variaveis explicativas, calcule a medida de informacao mitua
condicional, denotada por I(X;, X;|Y);

3. Defina S como a lista de varidveis explicativas utilizadas, inicialmente considere S
€cOmo vazio;

4. Inicie a rede com a variavel de classificacao Y;
5. Repita até a lista S conter todas as varidveis explicativas:

(a) Selecione a varidvel explicativa X,,., que ainda nao estd contida em S e que
possua a maior medida [(X,,4z, Y);

(b) Adicione a rede a variavel X,,qz;
(c) Adicione um arco de Y para X,,qz;

(d) Adicione m = min(|S|, K) arcos partindo das m varidveis explicativas X; com
o maior valor I(X,e, X;|Y) ;

(e) Adicione X,,,, a lista S.

4.2 Rede KDB e Alfa Normal Assimétrica

Para considerar a distribuicao alfa normal assimétrica para o algoritmo de construcao da
rede de k-dependéncia, necessitamos da entropia, informagao mitua e informagao mutua

condicional para esta distribuigao.

Proposigao 14. A entropia de Shannon para o modelo alfa normal assimétrico nao pode
ser expressa analiticamente.

Prova. Considere X ~ AN A(«), por definicdo H(X) é dada por,
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=F [— log (1 + (1 — Oéx)2) + log (2 + 042) — log (¢ (:B))}

=H () +log (2 +a?) — E [log (1 + (1 — az)?)],

em que H (z*) é a entropia de Shannon para uma variavel X* ~ N(0,1) e o termo

E [log (1 +(1-— ax)2)] nao possui resolucao analitica. O

Este fenomeno se repete para o calculo da informacao mutua e informacao mutua condi-

cional, uma vez que estes podem ser expressos em funcao da entropia.

Para contornar este problema, utilizamos o método de Monte Carlo (Metropolis & Ulam,
1949; Rubinstein & Kroese, 2011), por meio da aproximacao das expressoes (4.4) e (4.5),
para estimar I(X;,Y) e I(X;, X,]Y) indicadas no Algoritmo 4.1.

Desta forma, a estrutura da rede de k-dependéncia pode ser estimada para o modelo
alfa normal assimétrico, considerando-se o modelo multivariado proposto. Temos uma
maxima k-dependéncia de ordem p — 1, considerando p como o nimero de variaveis,
sendo que a distribuicao alfa normal assimétrica multivariada é utilizada para obter a
distribuicao condicional de cada variavel explicativa dados seus pais. Assim, a expressao
(4.7) exibe o procedimento de cdlculo da probabilidade a posteriori para o caso de p

variaveis explicativas.

PY =) [, f(zi|pais;, y)
> PY =y IIie, f(zilpaisi,y;)’

P(Y =ylxy,...,xp) =

sendo

[z pais;, yx) ~ AN A(Qiy, s i)y, Til ) S€ Pais; =0,

ou, considerando z; = T

(ex?

2
2
/ / l4 /
(1 — aizi) + 2aizizpaisiapai3i + (1 — apaisizpai3i> 5

K2 2 | zpaisi 9 yk) P

(4.8)

f (zi|zpaisi9 yk) =
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se pais; = {x;}, com j # i.

sendo,
K2 = (1 - a;zpais)Q + 1 + a;, (E’n - EiXpaiSE;alqjsXpaiszpaisxi) (87
+ hpais (hpais + 2 (apais,zpais - 1)) )
e

hpaz's - aiZ’LXpazszpaisxpaiszpa"'s'

Denominamos este classificador, o qual utiliza a expressao (4.8), de alfa normal assimé-
trico de k dependéncia (ANAKDB). Quando k = 0 este se reduz a versao alfa normal
assimétrico naive Bayes (ANANB).

4.3 Comentarios Finais

Neste capitulo apresentamos as redes de classificacao e sua construcao para o caso da
distribuicao alfa normal assimétrica. Em suma, apresentamos os métodos alfa normal as-
simétrico naive Bayes (ANANB) e alfa normal assimétrico de k-dependéncia (ANAKDB).
Além disso, exibimos que a entropia de Shannon para a distribuicao alfa normal assimé-
trica nao pode ser escrita analiticamente. Maiores detalhes sobre redes probabilisticas
podem ser encontrados em Jensen (1996) e Bishop (2006). Vale ressaltar que o tempo de
processamento dos métodos aqui propostos irao depender do ntimero de covariaveis em es-
copo, bem como do grau de k-dependéncia utilizada na rede. Durante o desenvolvimento
destes métodos, notamos que a partir de 4 covariaveis, sendo k = 3, o processamento

computacional demandara muito tempo.



Capitulo 5

Validacao do modelo proposto para
classificacao

Neste capitulo realizamos uma avaliagao comparativa entre as redes de k-dependéncia

para o modelo proposto com relacao aos métodos usuais de classificacao.

Para verificar o desempenho de ambos os modelos, considere N classificacoes realizadas
por um modelo qualquer dadas por M = my,...,my e D = dy,..,dy o valor real de cada
observacao. Assim, temos o objetivo de comparar M com D, isto é, comparar os valores
preditos do modelo com os valores reais utilizados na predi¢cao. Assim, para o caso de
classificacao binaria, a Tabela 5.1 apresenta a tabela de contingéncia 2 x 2 entre M e D,

também conhecida com matriz de confusao.

Tabela 5.1: Matriz de confusao.

M

{1y {0}
(it vP FN
{0y FP VN

D

onde VP é o numero de verdadeiros positivos, F'P o numero falsos positivos, FFN é o

nimero de falsos negativos e VN é o nimero de verdadeiros negativos. Naturalmente,

temos que VP + FP+ FN+ FP = N.
Desta forma, utilizamos as seguintes métricas para avaliar a performance de M.

Nesta Tese, utilizamos as métricas abaixo para quantificar o desempenho do modelo M

com base em amostras de teste D.

41
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o Accuracy (ACC): métrica comumente utilizada para interpretar a classificagao geral.
Baseia-se no calculo da fragao geral de acertos de um modelo, tanto para as classifi-
cagoes de individuos para a classe 1 quanto para as classificagoes de individuos para
a classe 0. E definida como,

VP+VN

ACC = S T FP T VNI N

o Mattew’s correlation coeficient (MCC'): Baldi et al. (2000) métrica também utilizada
para interpretar a classificagao geral. Sua interpretacao ¢ semelhante ao coeficiente
de correlacao linear de Pearson: quanto mais proximo a 1, a classificacao estara
mais préoxima de uma classificacao perfeita; quanto proximo a 0, a classificagao sera
completamente aleatéria; quanto mais préximo a —1, a classificagdo estara mais

proxima de uma classificagao totalmente inversa. A métrica MCC' é definida por,

VPXxVN—-FPxFN

MCC = .
V(VP+FP)(VP+ FN) (VN + FP)(VN + FN)

e Precision (P): proporgao de positivos corretos dentre os classificados como positivo,
métrica também conhecida como valor preditivo positivo. A métrica P é definida
por,

VP
P=—r0.
VP+ FP

e Recall (R): a fragao real de positivos dentre os que sao previstos como positivos,
também conhecida como a sensibilidade. A métrica R é definida como,

VP
R_VP—l—FN'

e F1-Score (F1): Esta métrica considera uma combinacao entre P e R e pode ser
utilizada para mensurar o desempenho geral do método de classificacao (Powers,
2011). A métrica F1 é definida como,

2x P xR
Fl=22°~""
P+ R



43

Quanto maior as métricas de ACC, MCC, e F1-Score, mais efetivo sera o método como

um classificador geral.

A seguir sao exibidos estes resultados para o conjunto de dados artificiais e reais.

5.1 Dados artificiais

A base de dados artificiais foi gerada por meio de uma modificacao do procedimento
Breiman (1998), o qual se baseou na normalidade das varidveis explicativas. Para este

estudo, uma base total de 1 000 observacoes foi gerada a partir de

1 1 a ]
1 13 3 2
XY =1~ANAM (p=|1|,X= % 1 % o= | ¢
1 1 a
1 3 2 ! 2
e i
11
0 1 3 3 a
XlY=0~ANAM |p=1]0|,X= % 1 % = | 2q
11
0 3 3 1 a i
Para esta comparacao, consideramos a = —1, 0 e 1, bem como o procedimento de validagao

cruzada 5-fold, o qual é uma generalizacao de outros métodos de validagao, sendo baseado
na divisao aleatéria do conjunto de dados em 5 subconjuntos (20% da base original). Cada
subconjunto é usado como um conjunto de teste para o modelo de ajuste considerando
os outros 4 subconjuntos (80% da base original) como conjunto de treinamento (Mitchell,

1997).

Os resultados dos métodos propostos foram também comparados com alguns métodos
comuns na area de classificacao, sendo estes: GNB = naive Bayes utilizando a distribuigao
normal classica; SVM = support vector machine com kernel radial basis function; LR =
regressao logistica e LDA= anélise discriminante linear. Maiores detalhes sobre estes
métodos e suas aplicacoes para o contexto de classificacao podem ser encontrados em

Louzada et al. (2016).
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Todo este processo foi repetido 30 vezes, a Tabela 5.1 apresenta as médias e os devios
padroes das métricas ACC, MCCe F1. As Figuras 5.1-5.5 e 5.6 exibem os graficos boxplots

para cada medida e para cada técnica.

Tabela 5.2: Médias e desvios padroes das medidas ACC, MCC,P, R e F1 para as diferentes
técnicas de classificacao

a ANAKDB ANANB GNB SVM LR LDA

ACC

0 0.751 (0.014) 0.749 (0.017) 0.748 (0.018) 0.747 (0.015) 0.749 (0.017) 0.749 (0.018)
-1 0.752 (0.013) 0.736 (0.024) 0.689 (0.019) 0.731 (0.010) 0.713 (0.023) 0.704 (0.025)
1 0.753 (0.013) 0.736 (0.017) 0.702 (0.025) 0.735 (0.013) 0.682 (0.022) 0.677 (0.023)

MCC

0 0.499 (0.038) 0.499 (0.045) 0.497 (0.047) 0.496 (0.040) 0.501 (0.045) 0.502 (0.048)
-1 0.501 (0.036) 0.468 (0.067) 0.378 (0.039) 0.464 (0.032) 0.417 (0.046) 0.401 (0.052)
1 0.502 (0.035) 0.476 (0.052) 0.396 (0.051) 0.473 (0.034) 0.357 (0.042) 0.348 (0.044)

P

0 0.755 (0.011) 0.748 (0.016) 0.749 (0.017) 0.748 (0.015) 0.746 (0.020) 0.749 (0.020)
1 0.774 (0.051) 0.731 (0.029) 0.654 (0.023) 0.741 (0.026) 0.691 (0.030) 0.679 (0.033)
1 0.748 (0.026) 0.711 (0.015) 0.702 (0.016) 0.754 (0.025) 0.693 (0.021) 0.689 (0.020)

R

0 0.746 (0.024) 0.754 (0.026) 0.748 (0.025) 0.748 (0.026) 0.758 (0.030) 0.752 (0.029)
1 0.749 (0.023) 0.741 (0.034) 0.706 (0.027) 0.714 (0.024) 0.739 (0.046) 0.738 (0.058)
1 0.758 (0.036) 0.797 (0.026) 0.703 (0.028) 0.704 (0.025) 0.655 (0.022) 0.646 (0.027)

F1

0 0.749 (0.009) 0.751 (0.015) 0.747 (0.016) 0.747 (0.012) 0.751 (0.016) 0.749 (0.018)
1 0.742 (0.021) 0.735 (0.030) 0.718 (0.024) 0.726 (0.022) 0.724 (0.031) 0.720 (0.032)
1 0.755 (0.016) 0.751 (0.013) 0.702 (0.018) 0.725 (0.012) 0.672 (0.017) 0.666 (0.018)

Através destes resultados, além da verificacao da qualidade de estimacao dos classificado-
res propostos, notamos que, na auséncia de assimetria (a = 0), os métodos de classificagao
sao bastante similares, possuindo suas métricas muito proximas, bem como apresentando
distribui¢oes semelhantes. Porém, na presenga de assimetria e/ou bimodalidade multiva-
riada (a = —1 ou a = 1), os métodos propostos sdo mais adequados, em especial o método
ANAKDB o qual esta baseado na distribuicao desenvolvida. Notamos também que, neste
caso, o classificador ANANB possui melhor capacidade preditiva que os métodos em com-

paracao.
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Figura 5.1: Distribuicao das métrica F1 para os métodos em comparacao quando a = —1.
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Figura 5.2: Distribui¢ao das métrica F1 para os métodos em comparacao quando a = 0.
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Figura 5.3: Distribuicao das métrica F1 para os métodos em comparacao quando a = 1.
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Figura 5.4: Distribuicao das métrica MCC para os métodos em comparacao quando
a=—1.
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Figura 5.5: Distribuicao das métrica MCC' para os métodos em comparacao quando a = 0.
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Figura 5.6: Distribuicao das métrica MCC' para os métodos em comparacao quando a = 1.
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5.2 Dados reais

Nesta se¢ao apresentamos o classificador desenvolvido em aplicagao a trés conjuntos de

dados diferentes, os quais sao descritos abaixo.

HABERMAN Este conjunto de dados contém casos de um estudo que foi realizado entre
1958 e 1970, na Universidade de Chicago Hospital Billings referente a sobrevida de
pacientes que haviam sido operados devido a cancer de mama. O conjunto de dados
possui quatro varidveis e 306 observagoes, sendo destas 225 (74%) ocorréncia de
morte. As variaveis observadas foram Y= ocorréncia de morte apds 5 anos da data
de cirurgia, X1 = Idade do paciente no momento da operacao, X2 = Ano em que
do paciente realizou a operagdo (Ano - 1900), X3 = Numero de ganglios axilares

positivos detectados.

NORMTEMP Conjunto de dados publicados em Mackowiak et al. (1992) obtidos no
portal da revista cientifica *Journal of Statistics Education’ (http://www.amstat.
org/publications/jse/datasets/) a qual levanta a discussdao sobre a presenca
ou auséncia de normalidade dos dados (Shoemaker, 1996). Este conjunto possui
trés varidveis e 130 observagoes, sendo balanceado (50%) entre o sexo masculino e
feminino. Assim, possui as varidveis Y = Género (Masculino ou Feminino), X1 =

Temperatura do corpo em graus Fahrenheit e X2 = Batimento cardiaco por minuto.

HEART Conjunto de dados referente a caracteristicas de satide de paciente com presenca
ou ausencia de alguma doenca no coragao. O conjunto possui 270 observagoes e 14
variaveis, sendo que para este estudo consideramos quatro varidveis: Y= presenca
(45%) de doenga no coragao, X1 = Idade, X2 = pressao arterial em repouso, X3

= Nivel colesterol em mg/dl e X4 = frequéncia cardiaca maxima atingida.

Os conjuntos de dados HABERMAN e HEART estao disponiveis no repositério de dados

da Universidade da Califérnia Irvine (http://archive.ics.uci.edu/ml/).

As Tabelas 5.3-5.2 exibem as estatisticas basicas das variaveis explicativas de cada con-

junto de dados.



Tabela 5.3: Estatisticas descritivas para o conjunto HABERMAN.

Varidvel Média Mediana Desvio Padrao Assimetria Curtose
n=360

X1 52.458 52 10.803 0.145 -0.615

X2 62.853 63 3.249 0.078 -1.132

X3 4.026 1 7.19 2.955 11.426
Y=1, n=225

X1 52.018 52 11.012 0.07 -0.808

X2 62.862 63 3.223 0.107 -1.152

X3 2.791 0 5.87 3.632 16.864
Y=0, n=81

X1 53.679 53 10.167 0.475 -0.204

X2 62.827 63 3.342 0.006 -1.138

X3 7.457 4 9.186 2.022 5.675

Tabela 5.4: Estatisticas descritivas para o conjunto NORMTEMP.

Varidvel Média Mediana Desvio Padrao Assimetria Curtose
n=130
X1 98.249 98.3 0.733 -0.004 0.648
X2 73.762 74 7.062 -0.174 -0.53
Y=1, n=65
X1 98.105 08.1 0.699 -0.204 -0.513
X2 73.369 73 5.875 -0.049 -0.468
Y=0, n=65
X1 98.394 98.4 0.743 0.094 1.331
X2 74.154 76 8.105 -0.28 -0.822
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Tabela 5.5: Estatisticas descritivas para o conjunto HEART.

Varidvel Média Mediana Desvio Padrao Assimetria Curtose

n=270
X1 54.433 55 9.109 -0.162 -0.575
X2 131.344 130 17.862 0.715 0.855
X3 249.659 245 51.686 1.171 4.726
X4 149.678 153.5 23.166 -0.522 -0.145
Y=1,n=120
X1 56.592 58 8.116 -0.533 0.02
X2 134.442 130 19.095 0.867 0.809
X3 256.467  255.5 47.969 0.289 0.406
X4 138.858 141.5 23.131 -0.239 -0.399
Y=0, n=150
X1 52.707 52 9.51 0.153 -0.634
X2 128.867 130 16.458 0.405 0.17
X3 244.213 236 54.019 1.747 7.464
X4 158.333 161 19.283 -0.664 0.371

As aplicacoes foram realizadas através do método de validagao cruzada 5-fold, utilizando
30 repeticoes. A Tabela 5.2 apresenta médias e desvios padroes das medidas ACC, MCC,

R, Pe F1 para os trés conjuntos de dados e as diferentes técnicas de classificagao.

Através destes resultados notamos que as redes de classificacao desenvolvidas possuem
capacidade preditiva satisfatoria em comparacao com os demais métodos, pois em na maior
parte dos experimentos possuem - em média - a maior capacidade preditiva. Analisando
conjuntamente as métricas, o método ANAKDB mostra-se superior para os conjuntos
HABERMAN e HEART. Para o conjunto HABERMAN, o método ANAKDB possue o
melhor desempenho considerando as métricas ACC' (0.750), R (0.945), P (0.789) e F'1
(0.849). Para o conjunto HEART, o método ANAKDB possui o maior médio desempenho
para todas as medidas analisadas. Apesar da maior aproximacao das métricas para o
conjunto de dados NORMTEMP, o método ANANB mostra-se superior, em especial para
a métrica F'1 (0.556). Vale salientar que para o conjunto NORTEMP, ANAKDB possui
a maior precisao (P = 0.551) e ANANB a maior sensibilidade (R = 0.605). Além disso,
para estas aplicacoes o método SVM mostra-se também com alta capacidade preditiva,

porém levemente inferior.
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As Figuras 5.7-5.9 apresentam, respectivamente, os boxplots da distribuicao das medidas
gerais para os conjuntos HABERMAN, NORMTEMP e HEART. Os boxplots também
evidenciam, no geral, o maior desempenho de ANAKDB para o conjunto HABERMAN,
o maior desempenho de ANANB para o conjunto HEART e a aproximacao das técnicas

para o conjunto HEART.

Estes resultados também sao validados pelas Tabelas descritivas ja exibidas em 5.3-5.2,
as quais demonstram uma forte assimetria, em especial em X3, para o conjunto HABER-
MAN, uma moderada assimetria para o conjunto HEART e fraca assimétrica para as

covariaveis do conjunto NORMTEMP.

Tabela 5.6: Médias e desvios padroes das medidas ACC, MCC, R , P e F1 para os trés
conjuntos de dados e as diferentes técnicas de classificacao.

Conjunto Técnica ACC MCC R P F1

HABERMAN ANAKDB  0.750 (0.026)  0.236 (0.103) _ 0.945 (0.023)  0.783 (0.031)  0.849 (0.017)
ANANB  0.734 (0.022)  0.225 (0.043) 0.890 (0.031)  0.772 (0.024)  0.832 (0.017)
GNB  0.726 (0.022) 0.222 (0.043) 0.882 (0.030) 0.764 (0.024)  0.823 (0.017)
SVM  0.740 (0.019)  0.163 (0.087)  0.937 (0.027) 0.754 (0.018)  0.844 (0.012)
LR 0.727 (0.023) 0.238 (0.099)  0.897 (0.027)  0.746 (0.017)  0.819 (0.015)

) (0.059) ( ) (0.016)

LDA  0.730 (0.022 0.285 (0.059 0.890 (0.032)  0.751 (0.011 0.820 (0.016

HEART ANAKDB 0.765 (0.034
ANANB 0.746 (0.058 0.491 (0.135 0.718
GNB  0.739 (0.057 0.486 (0.134 0.711

Y 0.527 (0.077)
) )
SVM  0.753 (0.04) 0.5 (0.1)  0.736
) )
) )

0.771 (0.082)  0.73 (0.064)  0.74 (0.043)
0.095)  0.716 (0.08)  0.709 (0.072)
0.093)  0.709 (0.079)  0.702 (0.071)
0.066)  0.718 (0.053)  0.722 (0.049)
LR 0.71 (0.053) 0.446 (0.144)  0.702 ) (0.071)

) )

LDA  0.713 (0.052 0.451 (0.143 0.702

0.077)  0.658 (0.073 0.678 (0.071
0.077)  0.663 (0.071 0.68 (0.07

Py

NORMTEMP ANAKDB 0.535 (0.076 0.176 (0.132 0.489 (0.149)  0.551 (0.111
ANANB 0.521 (0.112 0.217 (0.179 0.605 (0.127)  0.517 (0.102 0.556 (0.111
GNB  0.516 (0.111 0.216 (0.178 0.599 (0.125)  0.512 (0.101 0.551 (0.109

(

(

(

) (0.132) ) 0.498 (0.111)
) (0.179) ) (0.111)
) (0.178) ) (0.109)
SVM  0.502 (0.121)  0.153 (0.129)  0.483 (0.135)  0.500 (0.128)  0.493 (0.130)
) (0.160) ) (0.094)
) (0.160) ) (0.094)

0.111

LR  0.537 (0.090 0.171 (0.160 0.540 (0.081)  0.544 (0.120 0.538 (0.094
LDA  0.537 (0.090 0.171 (0.160 0.540 (0.081)  0.544 (0.120 0.538 (0.094
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Figura 5.7: Distribui¢do das métricas (a) ACC, (b) MCC e (c) F1 para o conjunto de
dados HABERMAN.
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Figura 5.8: Distribui¢do das métricas (a) ACC, (b) MCC e (c) F1 para o conjunto de

dados HEART.
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Figura 5.9: Distribui¢ao das métricas (a) ACC, (b) MCC e (c) F1 para o conjunto de
dados NORMTEMP.
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5.3 Comentarios Finais

Neste capitulo apresentamos a validagao das redes de classificacao de k-dependéncia para
o caso da distribuicao alfa normal assimétrica multivariada, a qual se baseou em um
estudo de simulacao e na aplicacao do método para trés conjuntos de dados reais. Para
todos os casos foi possivel verificar para os métodos propostos um desempenho preditivo

satisfatério, em comparacao com os métodos tradicionalmente utilizados.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta Tese, propomos uma nova distribuicao de probabilidade denominada distribuicao
alfa normal assimétrica multivariada, a qual foi obtida pela extensao do modelo univariado
proposto por Elal-Olivero (2010), bem como apresentamos suas propriedades, fungoes

marginais e condicionais e procedimentos de inferéncia.

Tal distribuicao mostra-se estatisticamente eficiente para analise de dados na presenga de
assimetria e/ou bimodalidade, as quais estao fortemente inseridas na andlise de dados de
problemas reais. Além disso, a distribuicao desenvolvida possui como caso particular a
distribuicao normal multivariada e, para os casos analisados, se sobrepoe a distribuicao

normal assimétrica multivariada, a qual nao é capaz de tratar dados bimodais.

Para o contexto de classificacao, apresentamos dois novos modelos de data mining, sendo
estes redes mais flexiveis para dados continuos e capaz de captar assimetrias e/ou bimo-
dalidades. Notamos, por meio dos procedimentos de simulacao realizados e da aplicacao
a um conjunto de dados reais, que esta nova proposicao é significativamente mais apro-
priada que a modelagem usual em comparagao com a distribuicao normal classica, tendo
um ganho satisfatorio de desempenho, além de ser igualmente adequada para conjuntos

de dados sem a presenca de assimetria.

Além disso, as comparagoes exibiram que existe um maior desempenho preditivo desta
metodologia na presenca de bimodalidade e assimetria, em comparagao com os métodos

SVM, regressao logistica, andlise discriminante.

Ao mesmo tempo em que os procedimentos aqui desenvolvidos permeiam as mais vari-

adas aplicagoes, outros diversos desenvolvimentos tedricos poderao dar continuidade ao

26
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trabalho desenvolvido. Em especial a criacao de implementagoes (pacotes) para os méto-
dos desenvolvidos, a estimacgao Bayesiana para os parametros da distribui¢ao alfa normal
multivariada, verificacao de valores extremos, métodos computacionais para acelerar o
tempo de estimacao dos parametros, métodos de regressao, desenvolvimento de novas dis-
tribuicoes de probabilidade, novas estruturas de redes probabilisticas e até mesmo novos

procedimentos de classificagao utilizando a distribuicao proposta.
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