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Resumo

Este trabalho tem por objetivo dar uma descricao, sob certas hipoteses, das algebras
graduadas simples e demonstrar que elas sao determinadas por suas identidades gradu-
adas. Para isso, estudamos os artigos [3] e [19]. Precisamente mostraremos o seguinte:

sejam G um grupo, ' um corpo algebricamente fechado e R = @, _, R, uma F-algebra

geG
G-graduada de dimensao finita, tal que a ordem de todo subgrupo finito de G é invertivel
em F. Entao R é uma élgebra G-graduada simples se, e somente se, R é isomorfa, como
dlgebra graduada, ao produto tensorial C' = M, (F) ® F°[H], onde H é subgrupo finito
de G, o é um 2-cociclo em H, M,(F) tem uma graduagao elementar, F’[H| tem uma
graduagao canonica e considera-se em C a G-graduacao induzida pelo produto tensorial.
Partindo deste resultado, admitindo as mesmas hipoteses e adicionando que G seja um

grupo abeliano, provaremos que duas algebras graduadas simples satisfazem as mesmas

identidades graduadas se, e somente se, sao isomorfas como algebras graduadas.

Palavras Chave: P[—Algebms, G-graduacoes, Identidades Polinomiais, Identida-
des Graduadas, A/lgebms Graduadas Simples.






Abstract

This work aims to give a description, under certain hypothesis, of the graded simple
algebras and prove that they are determined by their graded identities. For this, we study
the papers [3] and [19]. More precisely we will show the following: Let G be a group, F

an algebraically closed field, and R = @, R, a finite dimensional G-graded F-algebra

geqG
such that the order of each finite subgroup of G is invertible in F'. Then R is a G-graded
simple algebra if and only if R is isomorphic, as graded algebra, to the tensor product
C = M,(F)® F°[H], where H is a finite subgroup of G, ¢ is a 2-cocycle in H, M, (F’) has
an elementary G-grading, F'°[H] has a canonical grading and C has an induced G-grading
by the tensor product. Based on this result, admitting the same assumptions and adding

that G is an abelian group, we prove that two graded simple algebras satisfy the same

graded identities if and only if they are isomorphic as graded algebras.

Keywords: PI-Algebras, G-gradings, Polynomial Identities, Graded Identities, Gra-
ded Simple Algebras.
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Introducao

Dizemos que um polinémio f(z1,...,x,) em varidveis ndo comutativas zi, ..., x,
é uma identidade polinomial para uma algebra R (ou que R satisfaz a identidade f) se
f(ry,...,m,) = 0 para quaisquer elementos r1,...,r, € R. Uma édlgebra que satisfaz uma
identidade polinomial nao nula é chamada de PI-dlgebra. Por exemplo, se R é uma algebra
comutativa entao r1x, — rox; € uma identidade polinomial nao nula para R. E possivel
mostrar com facilidade que as algebras nilpotentes e as de dimensao finita também sao
PI-dlgebras. Por outro lado, existem algebras que nao satisfazem nenhuma identidade
nao nula. Sendo assim, o estudo da classe das Pl-algebras engloba muitas outras classes
de algebras, tal como as comutativas, as nilpotentes e as de dimensao finita. Esta é uma
area da Algebra, mais especificamente da teoria de anéis e algebras, bastante ativa ainda

nos dias de hoje.

Podemos considerar que o estudo de PI-algebras comegou com os trabalhos de Dehn
[8] e Wagner [27] nas décadas de 20 e 30. Porém foi com os trabalhos de Kaplansky [17]
em 1948 e de Amitsur e Levistky [2] em 1950 que houve um maior desenvolvimento dessa
area. Em [2] apareceu o famoso teorema de Amitsur-Levitzki que afirma que o polinémio

standard

Stop (1, ..., Xop) = Z (—1)0$g(1){£0(2) " * Lg(2n)

oc€San
¢ uma identidade polinomial para M, (F"). Em [10] ha duas demonstragoes distintas deste
resultado. Para mais informagoes sobre o desenvolvimento do estudo de PI-dlgebras,
indicamos [13], [21], [10] e [26].
Muitas questoes surgem do estudo das PI-algebras. Por exemplo: seja F' um corpo e
denote por F(X) a algebra dos polindmios nas varidveis nao comutativas {z1, zs, ...} com

coeficientes em F. Considere uma F-algebra arbitraria R e denote por T'(R) o conjunto
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de todas as identidades polinomiais de R, que serd um T-ideal de F(X), isto é, T(R) é
invariante por endomorfismos de F'(X). E possivel encontrar um subconjunto finito de
F(X) que determina o mesmo T-ideal T'(R)? Mais do que isso: é possivel explicitar uma
base para as identidades de uma dada algebra? Comentamos brevemente a respeito desses
problemas na secao [2.1} Indicamos [10] e [26] para mais informagdes.

Frequentemente, o uso de uma graduacgao em uma algebra é uma ferramenta impor-
tante na obtencao de resultados. Essa situacao nos leva as nocoes de polinomio graduado,
identidade polinomial graduada e isomorfismo graduado. Alias esse tipo de abordagem
aparece no célebre artigo de Kemer [I8] no qual ele apresenta uma resposta afirmativa ao
problema de Specht, quando a caracteristica do corpo € zero.

Um outro problema interessante, porém complicado e amplo é o seguinte: a partir
do conhecimento (parcial ou ndo) das identidades(graduadas) de uma &lgebra(graduada)
R, que propriedades gerais R possui? Por exemplo, se R é uma algebra associativa nao
unitaria sobre um corpo de caracteristica 0 satisfazendo uma identidade do tipo z*, isto
é, R é uma nil algebra com indice limitado, entao o teorema de Nagata-Higman garante
a existéncia de um inteiro d, dependendo de k, tal que R é nilpotente com indice de
nilpoténcia d.

Vamos nos ater neste trabalho a um caso “especifico” da seguinte questao: se-
jam duas F-dlgebras(graduadas) A e B tais que A e B satisfazem as mesmas identi-
dades(graduadas). Qual a relagdo entre A e B? J& é sabido que se duas algebras sao
isomorfas entao elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Porém, sabe-se que
a reciproca nao é necessariamete verdadeira, isto €, se duas algebras satisfazem as mes-
mas identidades polinomiais entao nao sao necessariamente isomorfas. Mostramos isso no
exemplo [2.1.17 Entao é naturalmente levantada a questdo: Existe alguma “classe” de
algebras em que seus elementos sao determinados, a menos de isomorfismo, pelas identida-
des satisfeitas? A resposta é sim e é isso a razao principal deste trabalho. Nés estaremos
interessados no caso das dlgebras graduadas. Mostraremos que se duas algebras graduadas
simples satisfazem as mesmas identidades graduadas entao elas sao isomorfas, impondo
algumas hipoteses sobre a dimensao dessas algebras, sobre o grupo que as gradua e sobre
o corpo base. Nesse sentido, o artigo de Aljadeff e Haile [I] generaliza o resultado de

Koshlukov e Zaicev [19] sem usar como hipdtese que o grupo seja abeliano. O trabalho
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estd organizado em quatro capitulos da seguinte maneira:

O primeiro capitulo aborda os conceitos preliminares necessérios a leitura do texto.
Revemos os conceitos de algebra, subdlgebra e ideal de uma algebra. Apresentamos
exemplos desses entes matematicos de modo conveniente a nossa necessidade posterior.
Abordamos também a definicao de produto tensorial de mdédulos, espacgos vetoriais e
algebras, discutindo de forma breve suas propriedades mais importantes. Além disso,
também falamos sobre o produto tensorial de aplicagoes lineares entre médulos. Algumas
das afirmacoes feitas nesse capitulo estao sem demonstracao, mas indicamos onde podem
ser encontradas.

O segundo capitulo diz respeito as algebras graduadas e identidades polinomiais. Na
secao definimos com rigor as nogoes de dlgebra livre, variedade de algebras, polinomio,
identidade polinomial e PI-algebra. Novamente, os exemplos apresentados foram muitas
vezes escolhidos de forma a podermos retoma-los quando necessario. Faremos também
uma breve discussao sobre o problema de Specht com indicacao de alguns resultados
classicos a respeito. Na segao definimos o importante conceito de dlgebra graduada
e mostramos alguns exemplos de graduagoes em certas algebras especificas que serao
usadas no segmento do trabalho. Ja na segao definimos o conceito de polinémio
graduado e identidade polinomial graduada, que serao as identidades com as quais, de
fato, trabalharemos.

O terceiro capitulo refere-se primordialmente aos resultados de Bathurin, Zaicev e
Sehgal [3]. Na segao mostraremos que as algebras graduadas simples sobre um corpo
arbitrario F' sao necessariamente unitarias. Na secao descreveremos todas as algebras
graduadas de divisao de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado. Na secao
3.3 provamos que se R é uma dlgebra G-graduada simples de dimensdo finita sobre um
corpo algebricamente fechado F' de tal sorte que a ordem de cada subgrupo finito de G
seja invertivel em F entao R é semissimples. E finalmente na secao descreveremos
todas as F-algebras G-graduadas simples de dimensao finita impondo certas condicoes
sobre o corpo F' e o grupo G. Esta tltima segao é inteiramente dedicada a demonstragao
do teorema de descricao, que foi dividida em lemas e resultados preliminares de modo a
tornar a prova mais construtiva.

O quarto e ultimo capitulo, inspirado no resultado principal do capitulo anterior,
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¢ dedicado a demonstrar o resultado principal da dissertacao, que é o fato de que as F-
algebras G-graduadas simples (com certas hip6teses sobre o corpo F', sobre o grupo G e
sobre a dimensao de R) sdo determinadas, a menos de isomorfismo graduado, pelas suas
identidades graduadas. O resultado se refere ao artigo de Koshlukov e Zaicev [19], embora

por vezes usamos a abordagem dada por Aljadeff e Haile [1].



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo definiremos os principais conceitos e apresentaremos os principais
resultados que necessitaremos no desenvolvimento do trabalho. Para mais detalhes e

aprofundamento dos conceitos indicamos [12], [I5] e [16].

1.1 Preliminares
Nesta secao, sempre que mencionado F' denotara um corpo qualquer.

Definigao 1.1.1. Seja A um F-espaco vetorial. Diremos que A é uma F-dlgebra se

existe uma operacao * : A X A — A tal que para quaisquer o € F' e a,b,c € A valem:
1. (a+b)*xc=axc+bx*c
2. ax(b+c)=axb+axc
3. a(axb) = (aa) xb=ax(ab).

Neste caso diremos que * é um produto (ou multiplicacdo) em A. Usualmente escrevemos

ab no lugar de a xb. Diremos que:
1. A € associativa se a(bc) = (ab)c para quaisquer a,b,c € A;

2. A é comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A;
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3. A € unitdria se existe um elemento 1, € A tal que 1,a = aly = a, para qual-
quer a € A (denotamos 14 por 1, desde que nao se confunda tal elemento com a

identidade do corpo F);
4. A € uma dlgebra de divisao se todo elemento nao nulo de A € invertivel em A;
5. A € uma dlgebra de Lie se para quaisquer a,b,c € A valem:

a’ =0,

(ab)e + (be)a + (ca)b = 0 (Identidade de Jacobi).

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos nimeros reais com as operacoes usuais ¢ uma R-dlgebra

de divisao, comutativa, assoctativa e unitdria.
Exemplo 1.1.3. O espaco vetorial M, (F') é uma F-dlgebra associativa e unitdria.

Exemplo 1.1.4. O espaco vetorial R® é uma R-dlgebra de Lie, considerando o produto

vetorial x usual em R3.
Definigao 1.1.5. Sejam A uma F-dlgebra e S um subespaco vetorial de A. Entao
1. S é dito ser uma subdlgebra de A se S for fechado com relagao ao produto de A;

2. S € dito ser um tdeal a esquerda de A se

as € S

para quaisquer a € A e s € S;

3. S € dito ser um ideal a direita de A se

sa €S

para quaisquer a € A e s € S.

4. Se S for simultaneamente um ideal a esquerda e a direita de A entdo dizemos que

S ¢ um ideal bilateral de A (ou simplesmente ideal de A).
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Exemplo 1.1.6. Seja A uma F-dlgebra associativa. Entao pode-se definir um novo pro-

duto em A, dado por

[, ]:AxA — A

(a,b) — [a,b] :=ab— ba.

O F-espaco vetorial A munido deste novo produto € uma dlgebra de Lie e a denotamos por
A, E bem sabido que toda dlgebra de Lie L € isomorfa a uma subdlgebra de uma dlgebra
R, para alguma dlgebra associativa R. Essa € wma das consequéncias do teorema de

Poincaré-Birkhoff-Witt, que pode ser encontrado em [10)].

Exemplo 1.1.7. Seja V um F-espaco vetorial com base ordenada
B = {ei 11 € [}

A Algebra de Grassmann (ou exterior) E(V) deV € a dlgebra associativa unitdria

gerada (como dlgebra) pelo conjunto B que satisfaz
eiej = —eje;
para todos 1,7 € I e também
e; =0 se char(F) = 2.

Tal dlgebra eziste. De fato, considere o conjunto de varidveis X = {x; :i € I}. Seja J

0 ideal em F(X) gerado pelos polinémios
x;xj + xjx;, ondei,j € 1.

5 ~ F(X)
Entao E(V) = =5+,
Exemplo 1.1.8. O conjunto U,(F) das matrizes triangulares superiores é uma subdlgebra

de M, (F).

Exemplo 1.1.9. O subespago S de U, (F) formado pelas matrizes com diagonal principal
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nula € um ideal de U, (F).

Exemplo 1.1.10 (Centro de uma &algebra). Dada uma dlgebra A, definimos o centro de

A como sendo o conjunto
Z(A):={z€ A :za=az Yae A}
Nao é dificil ver que Z(A) € uma subdlgebra de A. Por exemplo, temos que
Z(M,(F))={\, :x€F}
onde I, € a matriz identidade n X n.

Definicao 1.1.11. Sejam A e B duas F-dlgebras. Uma aplicacdo ¢ : A — B € um

homomorfismo de dlgebras se ¢ ¢ uma transformacao linear e se

para quaisquer a,a’ € A. Se além disso ¢ for bijetora entao dizemos que ¢ € um iso-
morfismo de dlgebras. Duas F-dlgebras A e B sao ditas isomorfas se existe um

isomorfismo de dlgebras p : A — B. Neste caso denotamos A = B.

Sejam A uma F-algebra e J um ideal de A. Entao o F-espaco vetorial quociente %
¢ uma F-algebra com produto

aa’ = ad,

onde @ =a-+J. A F-algebra § é chamada de algebra quociente. A proposicao a seguir

é o teorema do isomorfismo para algebras, cuja demonstracao é andloga a que é feita no

teorema do isomorfismo para anéis:

Proposigao 1.1.12. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entdo o conjunto

Ker(p) ={a€ A : p(a) =0},
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chamado de nicleo de ¢ € um ideal de A e

A
Ker(y)

= Im(yp).

Para finalizar a segao, fica essa proposicao que sera 1til no futuro:

Proposicao 1.1.13. Seja D uma dlgebra de divisdo de dimensao finita sobre um corpo

algebricamente fechado F'. Entao D = F.

Demonstracao. Denote por 1 a unidade de D. Defina ¢ : F' — D dada por ¢(a) = al.
Observe que ¢ é um homomorfismo injetor de F-algebras. Mostremos que ¢(F') = D.
Para cada d € D, defina f; : D — D por fq(x) = xd. Observe que fy é um
homomorfismo de D-médulos e também é F-linear. Suponha que exista a € D mas
a ¢ ¢(F). Fixe uma base ordenada B = {us,...,u,} de D. Denote a matriz de f, em
relagdo & base B por [f,]p. Como F é algebricamente fechado, seja A € F um autovalor

de [f.]s. Considere agora a aplicagao

fa—/\l D — D.

Nao é dificil ver que [fo—x1]lp = [fa]lB — Aln, onde I, é a matriz identidade em M, (F).
Como A é raiz do polinomio det([f,]p — xI,), temos que f,_»; ndo é um isomorfismo.

Como D é um D-médulo simples, devemos ter f,_ )1 identicamente nula. Dai

0= fa_)\l(l) =a— Al

o que implica que a = Al € ¢(F), uma contradi¢ao. Isso termina a proposicao. ]

1.2 Produto tensorial

Nesta secao faremos a parte introdutéria a respeito do produto tensorial para de-
senvolver as ferramentas necessarias no decorrer do texto. Nao nos debrucaremos sobre
todas as propriedades do produto tensorial, mas somente aquelas que nos interessam ao

desenvolvimento do trabalho. Para mais detalhes, indicamos [12].
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1.2.1 Produto tensorial de médulos, espacos vetoriais e algebras

Os anéis considerados neste capitulo serao sempre com unidade. Sempre que nao
mencionado nesta se¢ao, R representard um anel e o termo R-moddulo significara R-moédulo

a esquerda.

Definicao 1.2.1. Sejam M e N dois R-mddulos. Denote por Fyrxny 0 R-maodulo livre
gerado pelo conjunto M x N, isto €, todas as combinagoes lineares formais, com coefici-
entes em R, de elementos do tipo (m,n) € M x N. Tome agora H como o submddulo de

Fyr«n gerado por todos os elementos da forma

(m1 4 ma,n) — (m1,n) — (ma,n)
(m, ny +ng) — (m,n1) — (m,nz)
(rm,n) — (m,rn)
r(m,n) — (rm,n)

Fryxn

= recebe o nome

comr € R, m,mi,ms € M en,ni,nyg € N. O R-mddulo quociente
de produto tensorial de M por N e é denotado por M ® N. Denotamos a classe
contendo (m,n) em M & N por m ® n.

Observe que pelas relagoes acima, para quaisquerr € R, m,my,ms € M en,ni,ny €

N, valem as relagoes:

(mi+my)@Nn=m; @n+my@n
m® (ng+mng) =men; +m®e ny
r(m®n) = (rm) @n=m® (rn)

Cada elemento da forma m®n € M ® N recebe o nome de tensor simples. Observe

que cada elemento de M ® N é uma combinagao linear de tensores simples.

Proposicao 1.2.2. Sejam [ e J dois conjuntos de indices e M e N dois R-mddulos

gerados por {z;}icr € {y;}jes, respectivamente. Entdo o conjunto

{r;®@y; riel,jelt}
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gera M @ N.

Demonstragao. Um tensor simples em M ® N é da forma m ® n. Escreva m = ), a;z; e
n=>y i bjy;, onde os coeficientes a;,b; € R sao todos nulos, exceto por uma quantidade

finita. Assim, pela bilinearidade do produto tensorial

m®n = <Z&il’i> ® (ijyj> Zaz (2 ®y,).
i J

Como todo tensor de M ® N é um combinacao linear de tensores simples, segue a pro-

posicao. L]

Como M ® N ¢é um quociente, é preciso tomar cuidado ao definir fungoes cujo
dominio é M ® N. O préximo teorema é imporante para tal tarefa. Antes de enuncia-lo,

precisamos da defini¢ao:

Definicao 1.2.3. Sejam M, N e P R-mddulos. Uma aplicagao g : M — N é dita ser

linear se

g(rmy 4+ ms) = rg(ms) + g(mo)

para quaisquer r € R, my,ms € M. Uma aplicacio f : M x N — P € dita ser bilinear

Se

f(my+ma,n) = f(ma,n) + f(ma,n),  f(rm,n) =rf(m,n)

f(m>n1 + nQ) = f(mvnl) + f(m7n2)a f(m,rn) = Tf(mv n)

para quaisquer r € R, m,my,my € M en,ny,ny € N.

Teorema 1.2.4 (Propriedade universal). Considere a aplicacdo bilinear natural i : M X
N — M®N dada pori(m,n) =m®n. Entao, dada uma aplicag¢ao bilinear f : M x N —
L, onde L é um R-modulo, existe uma unica aplicagao linear fvz M ® N — L tal que o

sequinte diagrama comuta

M®N (1.2.1)
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Mais do que isso: existe uma bije¢ao entre Bil(M x N; L) e Hom(M & N; L) com
respeito a comutatividade do diagrama ((1.2.1)).

Demonstracao. Como Fy«n € livre sobre M x N, podemos estender f para uma funcao
linear g : Fywny — L tal que g((m,n)) = f((m,n)). Mostremos que H (dado pela
definicao [1.2.1]) estd contido em Ker(g). Usando a bilinearidade de f e a linearidade de

g temos que

n)) = f((m1+mg,n)) = f((m1,n)) + f((m2,n)) = g((m1,n)) + g((mz,n))
g((m,n1 +na)) = f((m,n1 +n2)) = f((m,m)) + f((m,na)) = g((m,n1)) + g((m, nz))
g((rm,n)) = f((rm,n)) = rf((m,n)) = f((m,rn)) = g((m,rn))

) ((m,n)) = rf((m,n)) = f((rm,n)) = g((rm,n)) = g((m,rn))

g((my +ma,n

g(r(m,n)) =rg

para quaisquer r € R,, m,my,mo € M e n,ny,ny € N. Assim, g se anula nos geradores

de H, isto é, H C Ker(g). Deste modo, g induz uma aplicagao linear IE Fyusxny/H — L
dada por f(m ®@n) = g(m,n) = f(m,n), o que significa que o diagrama comuta.
Mostremos agora a unicidade da aplicagao fquanto a comutatividade do diagrama m
Suponha que a : M ® N — L seja outra aplicacao linear tal que [1.2.1| comuta. Deste

modo, dado u € M ® N, temos que
u=ri(m ®@ny)+ -+ rp(mgp @ ng)

para certos r; € R, m; € M e n; € N. Assim,

alu) = Zria(mi@)ni)

k

= Z rif(mi, n,)

:1
= Zf(ri(mi ® n;))
= f(u),

como queriamos demonstrar. Para a reciproca, o argumento é analogo. O]
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Exemplo 1.2.5. Seja A um grupo abeliano qualquer tal que todo elemento de A tem ordem
finita. Entao podemos ver A e Q como dois Z-modulos. Afirmamos que Q ® A = 0. De

fato, dado a € A, sejan € Z tal que na = 0. Assim, para qualquer r € Q, tem-se
rea=n(r/n)®@ae=r/n®@na=rx0=0.

Assim, todo tensor elementar € nulo, o que mostra que Q ® A = 0.

Exemplo 1.2.6. Para inteiros positivos a,b, seja d = mde(a,b). Entao Z/aZ @ ZL]bZ =
Z/dZ. Em particular, Z/aZ Q 7./VZ = 0 se, e somente se, d = 1.

O produto tensorial pode ser estendido para mais de dois fatores. Dados n R-
modulos My, ..., M,, existe um R-moédulo M; ® --- ® M, que cumpre a propriedade
universal: dada uma aplicacao n-multilinear f : M; x --- x M,, — L, existe uma tunica

aplicagao linear f: M, ®---® M, — L tal que o seguinte diagrama comuta

My x M,

Tal moédulo pode ser construido de maneira similar através de um quociente do

R-modulo livre Fi,x...xnm,, -

Teorema 1.2.7. Sejam M e M' dois R-mddulos livres com bases {e; :i € I} e {¢}

j € J}, respectivamente. Entdo M @ M' tem base {e; @€} i€ l,j€ J}.

Demonstracao. Pela proposicao , {ei@e; 1iel,je J} gera M@ M'. Tome agora
a combinagcao linear ZZ ;Cij€; @ e;- = 0, onde todos ¢;;, exceto por uma quantidade finita,
sao nulos. Escolha arbitrariamente dois indices 7o € I e jg € J. Defina a aplicacao bilinear
(verifique!) f: MxM'" — Rdadapor f(u,v) = uj,vj,, seu =3, uie; e v =3 v;e;. Pela
propriedade universal, existe uma aplicacao f: M ® M — R tal que fo i(u,v) = f(u,v),
para todo u,v € M x M', isto é, f(u ® v) = u;,v,,. Em particular, f(eio ®ej)=1e
f(ei ®e}) = 0se (i,j) # (io,jo). Aplicando ]? a equacao Z” cije; ® € = 0, obtemos

Cigjo = 0, terminando o teorema. ]
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Cabe notar que se U e V sao dois F-espacos vetoriais, podemos fazer a mesma
“construcao” para falar em produto tensorial de U e V', comecando com o espaco vetorial
livre Fy«y e passando ao quociente por um subespaco analogo ao definido inicialmente. A

propriedade universal do teorema|l.2.4se mantém valida para o caso de espagos vetoriais.
Exemplo 1.2.8. Seja V' um F-espago vetorial. Entao pelo teorema anterior FQV = V.

Exemplo 1.2.9. Sejam x,y duas varidveis comutativas e considere o R-mddulo Rz, y].
Observe que {x'y’ :i,7 > 0} € uma base para R[z,y]. Como R[z| tem base {z' :i > 0}
e Rly] tem base {y’ :j > 0} entdo R[z] ® R[y] = R[z,y].

Teorema 1.2.10. Ezxiste um unico isomorfismo de R-mddulos f: M®N — N®M tal

que f(m®@n) =n®m.
Demonstragao. Defina f : MxN — N®M por f(m,n) = n®@m. Observe que f é bilinear.
Pela propriedade universal, existe uma tinica aplicacao linear fv: M®N — N®M tal que
f(m@n) = n®m, para todos m € M,n € N. De modo absolutamente andlogo, mostra-se
que existe uma unica aplicagao linear g : N ® M — M ® N tal que g(n ® m) = m @ n,
para todos n € N, m € M. Mostremos que fv, g sao inversas uma da outra.

Para mostrar que fo g = Id, basta checarmos em tensores simples (uma vez que fe

g sdo lineares). Mas isso é imediato, bem como go f = Id. Portanto f é um isomorfismo

de R-médulos. O

O produto tensorial de médulos tem “boas” propriedades. Abaixo enunciamos dois

teoremas que mostram esse fato. Para as demonstracoes, consulte [12].

Teorema 1.2.11. Eriste um tnico isomorfismo de R-mddulos f : (M® N)® P —

M ® (N ® P) tal que f((m®n)®p) =m® (n & p).

Teorema 1.2.12. Seja I um conjunto de indices. FExiste um unico isomorfismo de R-

modulos
- Me@PN — P e N
icl iel

tal que f(m ® (ni)ier) = (M @ n4)ier.
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1.2.2 Produto tensorial de aplicacoes e de algebras

Sejam M, M’', N, N R-médulos e ¢ : M — M’ ey : N — N’ duas aplicagoes
lineares. Entao podemos definir uma aplicacdo ¢ x ¢ : M x N — M’ ® N’ dada por
(p x ) (m,n) = p(m) ®1(n). Como ¢ e 1 sao lineares, segue que ¢ x ¥ é bilinear. Pela

propriedade universal, existe uma aplicacao

oY MN— M o N

tal que (p ® ¥)(m @ n) = p(m) ® ¥(n), para todos m € M,n € N. A aplicagdo p ® 1) é
chamada de produto tensorial de ¢ e ¥. O produto tensorial de aplicacoes pode ser

concebido no contexto de espacos vetoriais e de algebras.
Proposicao 1.2.13. Sejam R-moddulos M e N. FEntao idy ® idy = tdygn. Para
aplicagoes lineares p : M — M', @' - M' — M", ) : N — N e’ : N' — N”,

(@' @) o(p@1) = (¢ op)® [ oy)

como aplicagoes lineares de M @ N em M" @ N”.

Demonstracao. A aplicagao idys ® idy é uma aplicacao linear de M @ N em M ® N que
fixa todo tensor elementar. Entao ela fixa todos os tensores.

Como (¢’ @ ¥ ) o (p @) e (¢ op)® (V¥ o) sdo aplicagoes lineares, para provar
a igualdade é suficiente provar que coincidem em um tensor simples qualquer m ® n, que

ambas assumem o valor ¢'(¢(m)) ® ¥'(¥(n)). O

O seguinte teorema esta enunciado para mdédulos mas tem o analogo para espacos

vetoriais e algebras:

Teorema 1.2.14. Se o : M — M’ e : N — N’ sdao isomorfismos de R-mddulos, entdao

YR : MN — M & N' € um isomorfismo de R-mddulos
Demonstragao. Basta ver que o® e ¢ @171 sao R-lineares e inversas uma da outra. [J

Proposigao 1.2.15. Se ¢ : M — M' e ) : N — N’ sdo sobrejetoras entio ¢ ® 1) €

sobrejetora.
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Demonstra¢ao. Como @®1 é linear, basta mostrar que todo tensor elementar de M’ ® N’
estd na imagem de ¢ ® 1. Para cada m’ @ n’ € M’ ®@ N', escreva m’ = p(m) e n' = ¢(n).

Dai, m' @ n' = p(m) ® ¥(n) = ¢ @ P(m @ n). O

Um aspecto do produto tensorial de aplicacoes é que o produto de aplicacoes inje-

toras nao é necessariamente injetora, como vemos no exemplo:

Exemplo 1.2.16. Tome R = Z e considere « : Z/pZ — Z/p*Z dada por o(zx) = px, para
todo x € Z/pZ. Considere também a aplicacao identidade Id : Z/pZ — Z/pZ. Observe

que o e Id sao Z-homomorfismos injetores. Assim, obtemos a aplica¢ao
Id®a:Z/pZ Q@ 7)pZ — L]pZ & 7] p*Z

que satisfaz

rTRUYU—TRpy=prRy=>0.

Assim, Id ® a € identicamente nula e seu dominio € Z/pZ ® Z/pZ = Z/pZ # 0, entdo

Id ® o nao € injetora.

Nesse sentido, como o produto tensorial de aplicacoes nao preserva a injetividade,
nao é necessariamente verdade que se M C M’ e N C N’ entao o produto tensorial M @ N
¢ submoédulo de M’ ® N’, uma vez que a aplicacao natural M @ N — M’ ® N’ nao é

necessariamente injetora.

Exemplo 1.2.17. Note que pZ = 7 como grupos abelianos, através da aplicagao pn +— n.
Assim, Z/pZ @ pZ = Z/pZ Q@ 7 = Z/pZ como grupos abelianos através da aplicagdo
a®pn— a®n — na mod p. Observe agora que 1 @ p € Z/pZ @ pZ € ndao nulo pois
¢ identificado com 1 € Z/pZ. Porém, 1 ®@p € nulo em Z/pZ @ Z pois 1 @ p =1 pl =
p®1=0®1=0. Pode parecer estranho que 1 @ p € ndo nulo em Z/pZ @ pZ enquanto
que 1 ® p é nulo em Z/pZ @ 7. A razao de tal fato € que Z/pZ @ pZ ndo é subgrupo (e
portanto ndao € submddulo) de 7/pZ ® 7, ainda que pZ seja um subgrupo de 7.

A aplicagao inclusao i : pZ — 7 nos fornece uma aplica¢ao natural Id®1i : Z/pZ &
pZ = Z/pZ @ Z dada por (Id ® i)(a ® pn) = a ® pn. Porém tal aplicagio ndo é um
mergulho. De fato, sua imagem € nula em Z/pZ & Z pois a @ pn =pa@n =0®&n = 0.
O ponto chave € que a ® pn tem significados diferentes em Z/pZ @ Z e Z/pZ Q pZ
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O proéximo resultado, nos garante que o produto tensorial de duas algebras é ainda

uma algebra:

Proposicao 1.2.18. Sejam A e B duas F-dlgebras. Considere o espago vetorial A ® B.
Entao a multiplicacio (a®b)(a' @) = (aa’) ® (bb') estd bem definida e torna A® B uma
F-dlgebra.

Demonstracao. Inicialmente, pela propriedade universal e pela bilinearidade da multi-
plicacao em A e B, podemos definir as aplicagoes F-lineares my : A® A — A e
mp : B® B — B tais que my(a ® a’) = ad’ e mp(b® V') = b'. Entao o produto
tensorial das aplicagdes my ® mp é uma aplicagdo F-linear de (A ® A) ® (B ® B) em
A® B. Usando os isomorfismos de comutatividade e associatividade do produto tensorial,

temos

(A®B)® (A®B) =~ ((A® B)® A)® B)

( )
(A2 (B A)® B
~ (A®(A®B))® B
(A A)® B)® B
(A® A)® (B ® B).

Usando os efeitos desses isomorfismos em um tensor simples (a ® b) ® (a’ ® V'),

(a@b)®((deV) —» (a®b)d)0V)
= (e (bed) b
= (a®(d @b) @Y
= ((a®d)®@b) eV
= (a®d)@(beb).

Compondo esses isomorfismos com my ® mp, obtemos uma aplicagdo F-linear f : (A ®

B)® (A® B) - A® B que tem o efeito

(a®b) @ (d @) ad @0
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Assim, a aplicagao

f(A®B)x (A®B) > A® B

dada por f(a®b,d @) = f((a®b) @ (d @) = aa’ @ bb' é linear e estd bem definida,

pois f o estd. Essa aplicacao determina uma aplicacao bilinear
(A B)x (A® B) — A® B
com efeito
(a®b,d @) — ad’ @ bb'.
Portanto A ® B é uma F-édlgebra. n

Corolario 1.2.19. Se A e B sao duas F-dlgebras comutativas entdo A ® B € uma F-

algebra comutativa

Demonstracao. Imediato. O
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Capitulo 2

Algebras graduadas e identidades

polinomiais

O conceito de algebras graduadas é uma ferramenta muito utilizada na Matematica.
Nesta secao daremos os conceitos e propriedades iniciais do assunto, dando enfoque nas
algebras e graduacoes que nos serao uteis mais a frente. Para mais informacoes, indicamos

[3], [4] e [10]. Sempre que mencionarmos, F' serd um corpo qualquer.

2.1 Algebras livres, identidades polinomiais e varie-

dades

Definicao 2.1.1. Seja LU uma classe de dlgebras e seja A € Y uma dlgebra gerada por
um conjunto X. A é dita ser uma dlgebra livre na classe i, livremente gerada
por X, se para qualquer R € i, toda aplicacao f : X — R puder ser estendida a um
homomorfismo de dlgebras

f:A—R.

A cardinalidade | X| é chamada de posto de A.

Considere um conjunto qualquer X. Uma palavra sobre X é uma concatenacao de

elementos
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onde z;; € X en € NU{0} . A “palavra vazia”(quando n = 0) serd denotada por 1.
Considere o F-espaco vetorial F'(X) cuja base é formada por todas as palavras sobre X,
isto é, todo elemento de F'(X) é uma combinacao linear formal, com coeficientes em F', de
palavras sobre X. Podemos definir a seguinte multiplicacao entre duas palavras e depois

estender por linearidade o produto para quaisquer dois elementos de F'(X):
(@iy @3, ) (T + 0 Tj) = iy T Tjy T

E de facil verificagdo que F'(X), munida dessa multiplicagdo, é uma algebra associativa

unitaria.
Os elementos de X sao chamados de variaveis, os elementos da forma ax;, ---x;,,
coma € Fen=0,1,2,... sao chamados de mondémios e os elementos de F(X) sao

chamados de polinémios. Em alguns momentos do texto, chamaremos aos polinémios
de F(X) de polindbmios ordindrios. Essa nomenclatura sera usada para distinguir os

polinomios ordinarios dos polinomios graduados, que definiremos mais a frente.

Proposicao 2.1.2. Para qualquer conjunto X, a dlgebra F(X) € livre na classe das

algebras associativas unitdarias.

Demonstracao. Seja A uma algebra associativa unitaria e f : X — A uma fungao qual-
quer. Considere também um conjunto de indices I tal que X = {x; :i € I}. Denote
por a; a imagem de x; por f para cada i € I. Dado um polinémio p € F(X), de-
notaremos p = p(z;,,...,%;,) se na expressao de p nao aparecem os elementos x; com
i€ A—{iy,...,i,}. Entdo defina f : F(X) — A por

f(p<xi1= S 7$is)) :p<ai17 SR 7ais)

(Aqui entende-se p(a,, ... ,a;) a substituicdo de x;;, por a;, na expressao de p, interpre-
tando a concatenagao de a’s com sendo o produto em A.) Temos que f é um homomor-

fismo de dlgebras tal que f|x = f. n

Exemplo 2.1.3. Para qualquer conjunto X, a dlgebra comutativa livre unitdria F[X]
¢ livre na classe das dlgebras associativas comutativas, livremente gerada por X. Para

demonstrar esse fato, usamos um argumento similar ao usado na proposicao anterior.
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Exemplo 2.1.4 (Comutador de Lie). Denotamos o polinomio (x1x9 — x921) € F(X) por
[x1,22] € 0 chamamos de comutador de 1,1, de comprimento 2. Podemos definir

indutivamente o comutador de comprimento n por

(1, .. xn] = ([, Tnea], 20

Observamos que o comutador € multilinear, no sentido de que

/ /
[3717 ce s Tim1, BT, Tig1,y - - an] = [5517 sy L1y Ly L1y - - - 737n]+[3717 s L1 Ty Ty 15 - - -5 Tip -

2.1.1 Identidades polinomiais

A menos que seja mencionado o contrario, X denotard um conjunto infinito enu-
meravel de variaveis, isto é,

X = {Il,l’g,...}

e F'(X) a élgebra polinomial associativa livre, livremente gerada por X. Denotaremos
um polinémio f € F(X) por f(z1,...,2,) se nenhuma outra variavel z;, j # 1,...,n,

aparece na expressao de f.

Defini¢ao 2.1.5. Seja R uma dlgebra associativa e f(xy,...,x,) € F(X). Dizemos que
f € uma identidade polinomial para R se f(ry,...,r,) =0, para quaisquerry,...,r, €
R. Denotaremos por T(R) o conjunto das identidades polinomiais de R. Se T(R) # {0},
dizemos que R ¢ uma PI-dlgebra. Duas dlgebras associativas A e B sao ditas PI-

equivalentes se T(A) = T'(B).

Em alguns momentos do texto chamaremos as identidades polinomiais de identida-
des ordinarias, para fazer distingao do conceito de identidade graduada que definiremos
mais a frente. Observamos que nem toda dlgebra é uma PI-algebra. A prépria algebra

F(X) é um contraexemplo. A seguir, alguns exemplos de PI-dlgebras:

Exemplo 2.1.6. Uma dlgebra associativa A é comutativa se, e somente se, [x1, 5] €

T(A).

Exemplo 2.1.7 (Polinémio Standard). Se R é uma dlgebra de dimensao finita, entao R



2.1. Algebras livres, identidades polinomiais e variedades 22

¢ uma PI-dlgebra. Fizado n € N, defina

oES)

onde (—1)7 € o sinal da permutacdo o. Chamamos esse polinonio de polinémio stan-

dard de grau n. Nao é dificil ver que st,, é n-multilinear e alternado, isto €,

sto(wy, .. ar;+ o ) = asty (T, Ty X)) Sta(Tn, T ),

para qualquer o € F, e se To1y...Ti...Tj...Tem) aparece com coeficiente =1 em sty,
entio To(1) ... Tj...Ti. .. Tem) aparece com coeficiente F1. Assim, tomando n > dim R,

temos que st, € T(R).

Exemplo 2.1.8. Seja E a dlgebra de Grassmann gerada por ey, es . ... Entdo [z, s, x3] €

T(E). De fato, observe que

(i 0 (e €3,) = (1) (e, €5, )(e1 - e,

Assim, os monomios de comprimento par pertencem ao centro da dlgebra de Grassmann.
Considere agora monomios u,v,w € E. Se algum desses monomios, digamos u, tem
comprimento par entio u € Z(E). Dai [u,v,w] = [[u,v],w] = [0,w] = 0. Se todos tém

comprimento impar, entao

[u, v, w| = [uv — vu, w| = [2uv,w| =0

pois 2uv terd comprimento par. Da multilinearidade do comutador, seque a afirmacao.

Exemplo 2.1.9 (Polinomio de Hall). O polinémio de Hall

[[$1=$2]27I3]

¢ uma identidade polinomial para My(F). Tal fato seque do teorema de Cayley-Hamilton

(ver em [10]).

Definicao 2.1.10. Seja I um ideal de F(X). Dizemos que I é um T-ideal se p(I) C I,
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para todo endomorfismo ¢ de F(X). Equivalentemente, I é um T-ideal se

flg1,...,gn) €1

para todos f(x1,...,x,) €1 € gy,...,9, € F(X).

Exemplo 2.1.11. Seja R uma dlgebra associativa. Entao nao é dificil ver que T(R) é
um T-ideal. Reciprocamente, se I é um T-ideal de F(X) entdo existe uma dlgebra R tal

que T(R) = I. De fato, basta ver que

r(FO0Y -

Defini¢ao 2.1.12. Seja {f; :i € I} um subconjunto de F(X). A classe U de todas
as dlgebras associativas R tais que f; € T(R), Vi € I, é chamada de variedade de
dlgebras associativas determinada por {f; :i € I}. Uma variadade 0’ é chamada
subvariedade de 0 se B’ C V. O conjunto de todas as identidades polinomiais satisfeitas
por todas as dlgebras da variedade U € denotado por T'(*0) e chamado de T-ideal de *U.
Neste caso, dizemos que T(0) é gerado como T-ideal por {f; :i € I}. Usamos a
notagdo T(U) = (f; i € I)T e dizemos que {f; :i € I} é uma base para as iden-
tidades polinomiais de 0. Os elementos de T'(0) sdo chamados de consequéncias
dos fls.

Justifica-se a escolha do nome de T'(0) pelo fato de que tal conjunto € uma interse¢ao

de T ideais, o que também é um T-ideal.

Exemplo 2.1.13. A classe de todas as dlgebras associativas comutativas € uma variedade

definida pelo polinomio [xy, 5]

Dada uma classe U de algebras, o proximo resultado da um critério de quando U é

uma variedade.

Teorema 2.1.14 (Birkhoff). Uma classe U de dlgebras é uma variedade se, e somente

se, c(V), s(V) e q(V) estao contidos em W, onde

c(®V) € a classe formada por todos os produtos cartesianos de dlgebras de U;

s(0) € a classe de todas as subdlgebras das algebras de U;
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q(B) € a classe de todas as dlgebras quocientes das dlgebras de 5.
Demonstragao. [10] Teorema 2.3.2, p. 24. O

Definicao 2.1.15. Dizemos que uma variedade U tem base finita para suas identi-

dades polinomiais se existe S C F(X) finito tal que S determina U.

Naturalmente vem a pergunta: Toda variedade tem base finita para suas identidades
polinomiais? Esse é o famoso problema de Specht. Em 1987, Kemer [18] provou que se
char F' = 0 entao a resposta ao problema era afirmativa. Em 1999, Belov [5],[6], Grishin
[14] e Shchigolev [25] mostraram que se char F' = p # 0 entdo a resposta a pergunta é
negativa. Um outro obstaculo nessa mesma linha é encontrar uma base para as identi-
dades polinomiais de uma PI-dlgebra. Drensky [I1] mostrou em 1981 que os polinomios
sty(xy, o, 23,74) € [[1,22)% 71] formam uma base para as identidades polinomiais de
My (F), com F de caracteristica 0. O polinomio de Hall em duas varidveis [[x1, z2)%, 1] é

consequéncia do polindmio

Prir (@1, y) = Y a7 OyatWyy gy 2™
0ESnt1
com n = 2, onde S, ;1 age em {0, 1,...,n}. Havia esperanca de que sty, € p,41 formassem
uma base para T'(M,(F)) com n > 2. Porém, Okhitin [22] em 1986 ¢ Domokos [9] em
1995 construiram identidades polinomiais para M3(F') que nao eram consequéncias de
stg € py. O problema de se encontrar explicitamente uma base para M, (F') para n > 3

permanece em aberto no caso geral.
Exemplo 2.1.16. Se F ¢ infinito entio T(U,(F)) = ([x1, xa][w3, T4] - - - [T2n_1, T2n]) T

Exemplo 2.1.17. Se F' € infinito e R uma F-dlgebra comutativa unitdria. Entao T(F) =
([r1, 22])" e T(R) = ([z1, 72]).

O exemplo anterior mostra que o fato de duas algebras terem as mesmas identidades
polinomiais nao implica que as duas algebras sao isomorfas. Tome como contraexemplo

as Q-dlgebras R e Q. Temos T'(R) = ([z1, x2]) = T(Q), porém R nao é isomorfa a Q.
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2.2 Algebras graduadas

Comecemos a secao fixando algumas notagoes. Seja R uma algebra associativa sobre
um corpo F' e G um grupo com identidade e. R é dita ser uma algebra (G-graduada
(ou simplesmente algebra graduada, se o grupo estiver claro no contexto) se existe uma

decomposi¢ao em espacos vetoriais

R=ER,

geG

tal que os subespacos R, satisfazem a condicao RyR;, C Ry, para todos g,h € G. Cada
subespaco 7, recebe o nome de componente homogénea da graduagao. Em particular,
a componente R, é chamada de componente identidade. Para cada g € G, um elemento
r € R, é chamado de homogéneo de grau g e denotamos deg(r) = g.

Um subespaco V' C R é dito ser um subespago graduado (ou subespago ho-
mogéneo) se

V=V NR,).

geG
Uma subdlgebra A de R é dita ser uma subdlgebra graduada se A é um subespago
graduado. Um ideal I(a esquerda, a direita ou bilateral) de R é dito ser um ideal

graduado se I for um subespaco graduado de R.

Exemplo 2.2.1. Considere a dlgebra de Grassmann E com base {eq, e, ...} definida no
exemplo[1.1.7]. Ela tem uma Zs-graduacao natural, onde Ey é o subespago de E gerado por
{ei €iy €, k épar} e Ey € o subespaco de E gerado por {e; e;, ---e;, :m € impar}.

m

Definigao 2.2.2. Seja R = @, R, uma dlgebra G-graduada. Dizemos que R € uma

geG
dlgebra G graduada simples se R*> # 0 e se R ndo possui ideais bilaterais graduados
nao triviais. R € dita ser uma dlgebra G-graduada de divisao se R € unitdria e todo

elemento homogéneo nao nulo de R for invertivel.

O seguinte resultado, que omitiremos a demonstracao, é frequentemente usado para

se decidir se um dado ideal de uma algebra graduada é também graduado.

Lema 2.2.3. Seja R uma dlgebra G-graduada e I um ideal de R. Entao I € um ideal

graduado de R se, e somente se, I é gerado(como ideal) por elementos homogéneos.
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Sejam A = P,., A, e B =, ., B, duas algebras G-graduadas. Um homomor-

geG geG

fismo (isomorfismo) de dlgebras f : A — B é dito ser um homomorfismo de algebras
graduadas se f(A,) C By, para todo g € G. Se existe um isomorfismo de algebras gra-
duadas entre duas dlgebras graduadas A e B, entao dizemos que A e B sao G-isomorfas.

Dados, arbitrariamente, uma algebra R e um grupo G, sempre podemos definir uma
G-graduagao em R pondo R, = 0, para todo g # e e R, = R. Essa graduagao é chamada

de graduacao trivial.

Definicao 2.2.4. Seja R = deG R, uma dlgebra G-graduada. Definimos o suporte de

R como sendo o conjunto

supp(R) = {9 € G : R, # 0}.

Cabe observar que o suporte nao necessariamente é um subgrupo de G. De fato, se
R? = 0, entao supp(R) pode ser um subconjunto arbitrdrio de G. Vejamos agora alguns

exemplos de graduagoes importantes:

Exemplo 2.2.5 (Graduagoes elementares). Sejam R = M, (F) a dlgebra das matrizes
nxn sobre F' e G um grupo. Fize uma n-upla w = (g1,...,9,) € G". Denotando por E;;
as matrizes elementares de R, 1 < i,5 < n, podemos definir a sequinte graduacao em R:

para cada g € G, defina

R, = Span{E;; :g;'g; = g}

Primeiro observe que

R=R,

9€G
Além disso, se E;j € Ry e Ey € Ry, temos que se j # k entao E;jjEy = 0 € Rg,.
Se j = k entao EjE; = E; e gl-_lgl = gl-_lgjgj_lgl = gh, isto €, E; € Rg,. Portanto,
a decomposicio definida € de fato uma graduacdo. FEssa graduacao recebe o nome de
graduacao elementar.

O sequinte lema técnico serd util mais adiante:

Lema 2.2.6. Considere a dlgebra R = M, (F) munida de uma G-graduagao R = €D . Ry

Se as matrizes escalares estao ma componente unitiria R. e todas as matrizes Ey, i =



2.2. Algebras graduadas 27

1,...,n sao homogéneas entao a graduacao é elementar.
Demonstracao. Ver em [20] (p. 29). O
Se a € G € fixado, entao a n-upla (agi,...,ag,) define a mesma estrutura de gra-

duagdo uma vez que (ag;)~‘(ag;) = g; 'g;. Assim, podemos sempre assumir que g, = e.

Lema 2.2.7. Sejam R = M, (F), 0 € S, e fize elementos g1,...,g, € G. Considere as
duas n-uplas v = (g1,...,9n) € U = (Go(1),-- -+ Yo(n)). Denote por R* e R" as estruturas
de graduacao definidas por u e v em R, respectivamente. FEntao R" e R’ sao dlgebras

G-graduadas isomorfas.

Demonstragao. Denote v = (hy, ..., h,). Temos as estruturas R* = @geG R; e R" =

@geG Ry, onde
RY = Span{E;; :g;'g; =g} Ry ={Ey :hi'h; = g}

Defina o : R* — RY por a(FE;;) = Ey, onde o(k) =i e o(l) = j. E claro que o é um

homomorfismo de dlgebras. Além disso, se Ej; € Ry entao g; 'g; = g. Logo

deg(a(Ey)) = deg(Ew) = by 'hu = 9,40 900) = 6 95 = g = deg(Eij)

o que mostra que « é um isomorfismo de algebras G-graduadas. O]

Exemplo 2.2.8 (Produto tensorial de algebras). Sejam G e H dois grupos e A =
@geG Ay e B =&,y By dlgebras G-graduada e H-graduada, respectivamente. Entio o
produto tensorial C = A® B é (G x H)-graduado de modo natural. Definimos, para cada
(9,h) € G x H,

Cign) = Ag @ By,.

Nao € dificil ver que as componentes C(y 1) estao todas em soma direta e que

C = @ Clon)-

(9,h)eGxH

Considere agora duas dlgebras G-graduadas, A = @geg AjeB = @gEG By e denote

S = supp(A) e T = supp(B). Se os elementos de Se T comutam aos pares, entio o
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produto tensorial C' = A ® B pode ser G-graduado pondo

Cy = EB(Ag@Bh)

gh=t

Mostremos primeiro que os subespacos Cy estao em soma direta.

Para cada g, h € G, sejam {a$}rer, base para Ay e {b}}scy, base para By,. Entao os

conjuntos

U{af]\}/\@g U {bg}éeJh

geG heG

sao bases para A e B respectivamente. Entdo o conjunto

U {af @ b3 by, se (2.2.1)
(9,h)EGXG

¢ base para C. Para cada t € G, considere todos g, h € G tais que gh =t. Entao

I'y = U {af ® bg}xelg, seJy
gh=t
¢ base para Cy. Observe entao que Ty NTy = () se t # s, uma vez que (2.2.1)) € base
para C. Portanto os subespagos Cy estao em soma direta e C = @, ., C;. Usando que os

elementos de S e T' comutam aos pares, nao € dificil ver que CyCy C Cis.

No segundo momento do exemplo anterior, temos que se duas algebras A e B sao
G-graduadas e S = supp(A) e T' = supp(B) comutam aos pares entao podemos definir

uma G-graduacao no produto tensorial C' = A® B pondo Cy = @ A, ® By, para cada

gh=t
t € (G. Essa definicao de graduacao no produto tensorial é possivel, em particular, se G
¢ abeliano. Para o caso nao abeliano, nao é possivel, em geral, estender essa definigao.

Porém, no caso especial a seguir, apresentamos uma extensao desse conceito.

Exemplo 2.2.9 (Graduagoes induzidas no produto tensorial). Sejam A = M, (F) uma
dlgebra de matrizes com uma G-graduagao elementar definida por uma n-upla (g1, ..., gn)

e B = @geG By uma dlgebra G-graduada qualquer. Entao pode-se induzir uma G-
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graduacdo no produto tensorial C' = A ® B definindo para cada g € G
Cy, = Span{E;; @b : deg(b) = h,g; *hg; = g}.

Entao a decomposicao C' = @geG Cy € uma G-graduacio e B € uma subdlgebra G-
graduada de C'. Além disso, se B € unitdria, entao A € uma subdlgebra graduada de

C. Essa graduagao recebe o nome de graduacgao induzida no produto tensorial.

Exemplo 2.2.10 (Algebra de grupo twisted). Sejam F um corpo e G um grupo. Con-
sidere a dlgebra de grupo F|G] consistindo no F-espago vetorial com base {r, : g € G}
com multiplicagcao dada por ryry, = 14, para quaisquer g,h € G. Entao F[G] pode ser

equipada com uma graduacgao definindo para cada g € G,
R, = Span{r,}.

Essa graduagao recebe o nome de graduag¢do canénica. Observe que F[G] com a gra-
duac¢ao canonica € uma dlgebra graduada de divisdo pois todo elemento homogéneo nao
nulo € invertivel.

Considere agora uma aplica¢ao o : G x G — F* e F7[G] o espago vetorial com base

{ry g9 € G} e com produto
rgrn = 0(g, h)rgn (2.2.2)

para quaisquer g,h € G. Para que este produto em F?[G| seja associativo, o deve satis-

fazer a relacao

o(z,y)o(zy,z) =0y, z)o(z,yz) (2.2.3)

para quaisquer x,y, z € G. Uma aplicagao o : Gx G — F* satisfazendo (2.2.3)) é chamada
de 2-cociclo em G com valores em F' e a dlgebra associativa F7[G] com produto (2.2.2)

recebe o nome de dlgebra de grupo twisted. Se definirmos

(F7[G]), = Span{ry}
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entao F7[G] se torna uma dlgebra G-graduada e dizemos que tal graduagdo € candnica.
Obviamente, se 0 = 1 entao F?|G| se torna a dlgebra de grupo ordindria.

A dlgebra de grupo twisted F°|G| € uma dlgebra de divisao graduada.

Para mais propriedades da élgebra de grupo twisted, indicamos [23] e [24]. Recor-

demos a defini¢ao de algebra semissimples:

Definicao 2.2.11. Seja R uma dlgebra de dimensao finita. Dizemos R é semissimples
se R nao possui ideais nilpotentes nao nulos. Definimos o Radical de Jacobson de R
como sendo a intersecao de todos os ideais primitivos de R. Como R tem dimensdo finita

entao o Radical de Jacobson de R € o unico ideal mazximal nilpotente de R.

Proposicao 2.2.12. Seja G um grupo tal que |G| é invertivel no corpo F. Entdo F°|[G]|

¢ semissimples para qualquer 2-cociclo o em G.

Demonstragao. Ver em [24] (teorema 4.4). O

2.3 Identidades graduadas

Como trabalharemos com identidades polinomiais em &algebras graduadas, precisa-
mos do conceito de polinomio graduado. Dado um grupo G, seja {X, : ¢ € G} uma

familia de conjuntos infinitos enumeraveis disjuntos. Defina X = J, ., X, como um con-

geG
junto de varidveis. Entdo a dlgebra associativa livre F'(X) pode ser equipada com uma
G graduagdo da seguinte maneira: defina deg(r) = ¢ para todo x € X, deg(l) = e e

deg(xy---x,) = deg(xy) -+ - deg(x,). Assim, fica definido o subespago
F(X), = Span{u :u é mondmio de F(X) e deg(u) = g}.
Assim, vale que

F(X)=EDF(X), e F(X),F(X)y CF(X)g.

geG

Usaremos a notagdo x = x9 quando € X, e chamaremos a algebra F'(X) com a gra-

duagdo acima de algebra associativa livre G-graduada. Os elementos de F(X)
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sao chamados de polindmios graduados. A dlgebra G-graduada F(X) satisfaz a
seguinte propriedade: para qualquer algebra G-graduada A = @ gec Ag: toda fungao
p: X = UgeG X, — A tal que p(X,) C A, para todo g € G, pode ser estendida a um
tinico homomorfismo de élgebras ® : F/(X) — A tal que ®|x = .

Vamos agora ao conceito de identidade polinomial graduada:

Definicao 2.3.1. Sejam G um grupo, R = @, ., R, uma dlgebra graduada e f =

geG
fd', ... x9) € F(X) um polinomio graduado. Dizemos que f é uma identidade po-
linomial graduada para R se f(rq,...,r,) =0 para quaisquer ri € Ry,,...,r, € Ry, .

Denotaremos por Tg(R) o conjunto das identidades polinomiais G-graduadas de R.
Temos a nocao analoga de T-ideal para o caso de polindmios graduados:

Definigao 2.3.2. Sejam G um grupo e F(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um
ideal I de F(X) é dito ser um Tz-ideal se (1) C I para todo endomorfismo G-graduado
¢ de F(X).

Assim, como no caso das identidades ordindrias, temos o seguinte resultado:

Lema 2.3.3. Se R =@,
dades graduadas de R, T(R), € um Tg-ideal de F(X).

R, for uma dlgebra G-graduada entao o conjunto das identi-

Podemos relacionar os conceitos de identidades graduadas e identidades ordinérias.

Esse resultado tem conexao direta com o resultado principal deste trabalho.

Proposicao 2.3.4. Sejam G um grupo e A = @, ., A; e B =D, .o By duas dlgebras

geG geG g

G-graduadas. Se T(A) C Ti(B) entao T(A) C T(B). Em particular, se Tg(A) = Ta(B)
entio T(A) = T(B).

Demonstragao. Por conta da notagdo, considere a dlgebra associativa livre F(Y'), onde
Y ={vy1,y2, - Yn,---}. Seja f = f(y1,...,yn) € T(A). Dados arbitrariamente by, ..., b, €
B, escreva

b" - b;zl + bz]zz oot ngimi’

onde binj € By, j=1,...,m;. Considere agora o polinomio graduado

mi Mp,
r 915 ;
f=f E x] ,...,E x| .
j=1 7=1
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Como f € T(A), note que f € T (A), o que implica por hipdtese que f € Ta(B).

Assim,

m1 ma mn
F(by,bo, .. by) = f <Zb§1j,2b§2j,...,Zbgnj> = fbp,,.. b ) =0,
j=1 j=1 j=1

isto é, f € T'(B). Logo, se Tg(A) = T¢(B) entao Tg(A) C Te(B) implica T'(A) C T(B)
e Ta(B) C Te(A) implica T'(B) C T(A), como querfamos. O

A proposicao anterior mostra que se duas algebras GG graduadas possuem as mesmas
identidades graduadas entao elas possuem as mesmas identidades ordinarias, isto ¢, sao
Pl-equivalentes. Porém se duas &lgebras graduadas satifazem as mesmas identidades

ordindrias, nao se pode dizer que satisfazem as mesmas identidades graduadas.

Exemplo 2.3.5. Considere a dlgebra de Grassmann E = Ey & Ey com a Zs-graduagao.
Considere novamente a dlgebra de Grassmann com a graduacdo trivial por Zs. Entao
E = FEy® E, e E = E ® 0 satisfazem obviamente as mesmas identidades mas nao
satisfazem as mesmas identidades graduadas pois o polindmio graduado f(xi) = xi €
identidade graduada para E com a graduacao trivial, porém nao € para E com a Zs-

graduacgao canonica.
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Capitulo 3

Algebras graduadas simples de

dimensao finita

O objetivo deste capitulo é descrever as algebras graduadas simples, impondo certas
condicoes ao corpo sobre o qual a algebra esta construida e sobre sua dimensao. Nesta
secao, (G serd um grupo qualquer e um idempotente que é também homogéneo serd cha-

mado de idempotente graduado.

3.1 Unitariedade de algebras graduadas simples

Nesta secao mostraremos que se F' é um corpo qualquer entao uma F-algebra gra-

duada simples de dimensao finita R é unitaria.

Lema 3.1.1. Sejam R = @, R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensao finita e

geG
I C R um ideal minimal a direita graduado de R. Entao I = aR, para algum idempotente

graduado a.

Demonstragdo. Suponha que I? = 0. Entao (RI)*> = R(IR)I C RI? = 0 o que implica
que o ideal bilateral RI de R é nilpotente. Observe que RI é um ideal graduado de R.
Logo RI = R ou RI = 0. O primeiro caso nao pode ocorrer pois R? # 0. Logo RI = 0.
Assim [ é um ideal bilateral nao trivial graduado de R, uma contradicdao. Logo devemos
ter I2 # 0 e entdo existe elemento homogéneo nao nulo x em I tal que 2I # 0. Da

minimalidade de I, segue que x/ = I. Em particular, xa = x, para algum a € I. Defina
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o anulador a direita de x em R, isto é, o conjunto

Anng(x) ={r€ R :zr =0}.

Observe que Anng(x) é um ideal a direita graduado de R (pois z é homogéneo). Além
disso, devemos ter Anng(x) NI = 0 ou Anng(xz) NI = I, pois caso contrario terfamos
uma contradi¢do com a minimalidade de I. O segundo caso nao pode ocorrer pois a € [

2

mas a ¢ Anng(x). Logo devemos ter Anng(z) N1 = 0. Assim, como za® = za, isto é

2

z(a® — a) = 0. Consequentemente, a é idempotente graduado. Portanto, como al é um

ideal & direita nao nulo (pois a* = a # 0), segue que al = I. ]

Lema 3.1.2. Seja R = @, ., R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensdo finita e

geG

I C R um ideal a direita nao nulo. Entao I = bR para algum idempotente graduado b.

Demonstra¢ao. Como a dimensao de R ¢ finita, [ contém algum ideal minimal a direita
nao nulo. Pelo lema anterior, I contém um idempotente graduado a. Para cada idempo-

tente graduado t € I |, defina o anulador a direita de ¢ em I, isto é, o conjunto

Anng(t) :={x €I :tx = 0}.

Afirmamos que existe um idempotente graduado b tal que Ann;(b) = 0. Para isso, uma
vez que R tem dimensao finita, é suficiente provarmos que se Ann;(a) # 0 entao é possivel
encontrar outro idempotente graduado ¢ € I tal que dim(Ann;(t)) < dim(Ann;(a)).
Como a é homogéneo, o anulador de a em R, Anng(a), é um ideal & direita gradu-
ado. Logo Ann;(a) = Anng(a) NI é também ideal & direita graduado de R. Como na
demonstracao anterior, existe um idempotente graduado nao nulo f € Ann;(a). Como

f2 = feaf =0, definimos o elemento

t:=a+ f— fa.

Entao nao é dificil ver que t é idempotente. Como a,t sao idempotentes graduados entao

a,t € R.. Logo t também é idempotente graduado. Mostremos agora que Ann;(t) é
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subespaco préprio de Annj(a). Tome x € Ann;(t). Neste caso,
0=t =atr =ala+ f — fa)r = a’z = ax,
isto é, x € Anny(a). Entretanto,

tf=(a+f—fa)f=f=f#0.

Portanto Ann;(t) # Ann;(a). Como a dimensdo é finita, continuamos o processo até
encontrar um idempotente graduado nao nulo b € I tal que Ann;(b) = 0. Como para
qualquer = € I tem-se b(z — bx) = 0, segue que x = bz,0 que implica que bl = I, como

queriamos demonstrar. O

Ja estamos prontos para demonstrar o principal resultado desta secao:

Teorema 3.1.3. Seja R uma dlgebra graduada simples de dimensao finita sobre um corpo

arbitrario F'. Entao R ¢ unitdria.

Demonstracao. Pelo lema anterior, existe idempotente graduado a € R tal que aR = R
(basta tomar I = R no lema anterior). Ainda pela demonstragdo do teorema anterior,
podemos tomar tal elemento de modo que Anng(a) = 0. Para qualquer z € R, tem-se

que a(ax — z) =0, isto é, ax = x. Defina
I ={r—=xa :x € R}.

Observe que I ¢ um ideal a esquerda graduado. De fato, se x = ry, +---+ 1, € R com

Ty, € Ry,, temos

T —xa="Tg —Tga+ - +7Ty —7g0ac @IﬁRg
geG
pois a € R.. Além disso, Ia = 0. Portanto, IR = IaR = 0, e entao I é um ideal bilateral
graduado de R. Se I = R entdo R? = IR = 0, o que é um absurdo. Logo devemos ter

I = 0. Portanto, az = x = xa para qualquer =z € R. O
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3.2 Algebras graduadas de divisao

Nesta secao vamos descrever as algebras de divisao graduadas de dimensao finita

sobre um corpo F' algebricamente fechado.

Lema 3.2.1. Seja R =@, ., R, uma dlgebra G-graduada de divisio de dimensao finita

geG

sobre um corpo algebricamente fechado F. Entio H = supp(R) € um subgrupo de G e

dim(Ry) =1 para todo h € H.

Demonstracao. Se g,h € H, entao Ry # 0 e R, # 0. Tome 0 # v € Ry e 0 #y € Ry.
Entao 0 # zy € Ry, isto é, gh € H. Do mesmo modo, como z ¢ invertivel, segue que
0#xz' € Ry, isto é, g-t € H. Portanto H é subgrupo de G.

Note que R, é uma algebra de divisao sobre o corpo F', que é algebricamente fechado.
Pela proposi¢ao temos que R, = F. Portanto dim(R.) = 1. Suponha agora que
g # eesejal#xe R, Entdo z é invertivel e 7' € Ry-1. Tome y € R, arbitrario.
Entao yz~! € R.. Sendo R unitédria, segue que 1 € R,. De fato, se 1 = z, + Z#e Zg,
com x, € Ry, entao para y € Ry, arbitrério, com h € G, y = yx, + Zg# YTy, OU SEja,
Yy —yre =3, Yty Dai, devemos ter h = deg(y — yz.) = deg(}_,.. yry). Porém para
todo g # e, deg(yzx,) = deg(y)deg(z,) = hg # h. Mas entao devemos ter yzr, = 0 para
todo g # e e entao y = yx. € R.. Do mesmo modo mostra-se que y = x.y. Assim, a
componente x, comuta com todos os elementos homogéneos de R. Logo 1 = z. € R..
Assim, existe a € F tal que yz~! = a1, o que implica que y = aw. Como y foi arbitrario,

segue que dim(R,) = 1. O

Teorema 3.2.2. Seja R = @, ., R, uma dlgebra G-graduada de dimensdo finita sobre

geG
um corpo algebricamente fechado F. Entao R ¢ uma dlgebra G-graduada de divisdo se,
e somente se, R é G-isomorfa a uma dlgebra de grupo twisted F°[H]| com H-gradua¢ao

canonica, onde H € um subgrupo finito de G e o : H x H — F* € um 2-cociclo em H.

Demonstracao. Ja vimos que toda algebra de grupo twisted é uma algebra de divisao
graduada com a graduacao canonica. Provemos a reciproca. Defina H = supp(R). Pelo
lema anterior, H é subgrupo de G e ¢ finito pois R tem dimensao finita. Como estamos
assumindo que R ¢é uma &lgebra graduada de divisao, segue também pelo lema anterior

que dim(Ry) = 1 para todo h € H. Para cada h € H, fixe elemento nao nulo z;, € R,.
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Escolhendo arbitrariamente g,h € H, existe um escalar nao nulo, que denotaremos por
o(g,h) € F*, tal que

zgxp = 0(g, h)xg.

Assim fica determinada uma funcao o : H x H — F*. Como R é uma algebra associativa,
o deve satisfazer

o(g,h)o(gh,t) = o(h,t)o(h, ht)

para quaisquer g, h,t € H. Deste modo, o é um 2-cociclo e a aplicacao ¢ : R — F7[H]|

dada por ¢(xj) = r, é um isomorfismo de élgebras graduadas. ]

Proposicao 3.2.3. Seja R = @, R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensao

geG
finita sobre um corpo arbitrario F. Se dim(R.) = 1 entdo R é uma dlgebra graduada de
divisao.

Demonstra¢ao. Como dim(R.) = 1 segue que R, = F' e portanto todo elemento nao nulo
de R, ¢ invertivel. Tome x € R,, com g # e. O ideal bilateral RzR ¢é graduado em R
(pois x é homogéneo) e portanto RzR = R. Em particular existem homogéneos a,b € R

tais que 0 # azb € R.. Como R, = F', podemos assumir sem perda de generalidade que

axb = 1. Como dim(R) é finita entdo R é Dedekind-finita, isto é,
1 = (ax)b = b(ax) = (ba)x = xba

o que mostra que ba = x~1. O]

3.3 Semissimplicidade de algebras graduadas simples

Nesta segao provaremos que uma F-algebra graduada simples R de dimensao finita,
dadas certas condigoes sobre o corpo F, é semissimples, isto é, R nao possui ideais nil-
potentes nao nulos (ou equivalentemente que R possui radical de Jacobson nulo). Nesse
sentido, por conta da imposicao da finitude da dimensao da algebra R, por diversas vezes
usaremos a caracterizacao de dlgebras semissimples dada pelo teorema de Wedderburn-
Artin que é a seguinte: seja R uma F-algebra de dimensao finita semissimples. Entao R é

isomorfa a um produto direto finito de algebras de matrizes sobre F-dlgebras de divisao,
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isto é, R é da forma

R = M, (Dy) X -+ x M,,(Dy),

para inteiros positivos nq,...,n; e adlgebras de divisao Dy,..., D;. Observe que se F' for

algebricamente fechado, entao pela proposicao ((1.1.13]) segue que

Para a demonstracao do teorema de Wedderburn-Artin indicamos [7], [16] e [20].

Lema 3.3.1. Seja R = @, ., R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensao finita

geG

sobre um corpo arbitrario F'. Entao R. nao possui ideais nilpotentes nao nulos.

Demonstra¢ao. Mostremos primeiramente o lema para ideais a esquerda. Seja [ um ideal
a esquerda nilpotente nao nulo de R, com, digamos, I = 0. Como R tem dimensao
finita, entao supp(R) é finito. Denote |supp(R)| = n. Seja J = RI o ideal a esquerda de

R gerado por I. Mostremos que J™" = (. Para tal, basta mostrarmos que para arbitrarios

X1, .-+ Tmn € I € homogéneos nao nulos aq, ..., a,, € R vale a igualdade
A1 T12T2 * * * Ay Ty, = 0. (3.3.1)
Como cada a; é homogéneo nao nulo, existem gy, ..., gmn € supp(R) tais que a; €
Rg,,i=1,...,mn. Defina os elementos:
Uy = g1, U2 = Gg192, ---5 Umn = 9192 Gmn-
Se para algum ¢ = 1,...,mn tivermos w; ¢ supp(R) entao ajx; ---a;x; € R,, = 0 e entao

a igualdade (3.3.1)) vale. Se u; € supp(R), parai=1,...,mn e |supp(R)| = n entdo pelo
principio da casa dos pombos, existem indices i1 < 19 < -+ < 1,, tais que u;, = - =y,

Defina

m*

b = Qi1 Zip Gy -+ @iy, k=1,...,m—1.

Observe que como u;, = u;,,, segue que g;, 11 - - gi,,, = e. Portanto, deg(by,) = e, isto é



3.3. Semissimplicidade de algebras graduadas simples 39

bi,...,bh_1 € R.. Observe que do lado esquerdo da igualdade (3.3.1f) aparece o fator
C = J}i1b1$i2b2 s ximflbm—lxim-

Como [ é ideal a esquerda de R., segue que ¢ € I™ = 0. Portanto a igualdade [3.3.1] é
verdadeira. Para ideais a direita, o argumento é analogo. Deste modo, o ideal RIR de R
é nilpotente. Note que RIR é ideal graduado (pois é gerado por elementos homogéneos,
uma vez que I C R,) de R. Como RIR = R nao pode ocorrer (pois como R é unitaria,
R? C R® para todo s > 2. Dai terfamos R? = 0) devemos ter RIR = 0 o que implica que
I1=0 O

Isso prova o seguinte resultado, referente a componente homogénea de uma &algebra

graduada:

Corolario 3.3.2. Seja R =@, R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensao finita

geG

sobre um corpo arbitrario F'. Entao R, é semissimples.

Lema 3.3.3. Seja R = @, - R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensdo finita

geG
sobre um corpo arbitrario F' et € R, um idempotente graduado. Entao a subdlgebra tRt

¢ graduada simples.

Demonstracao. Denote A := tRt. Pelo teorema R é unitaria. Se t = 1 nao hé o
que fazer. Suponha t # 1. Observe que como t € R,, a subalgebra A é graduada. Como
t € A, segue que A2 # 0. Seja I C A um ideal graduado de A com I # A. Considere o
ideal T'= RIR de R gerado por I. Afirmamos que T é ideal graduado de R. De fato,

dado ras € T com a € [ e r,s € R, escrevemos

T=) T8 =) 8k, =D ) Ay, COM Ty € Ry, sy, € Ry, e
ay, €1, =INA, =INANR,,.

Dai, temos que

ras = ngiapkshj € @RIR N R,

0,4,k geG
e portanto T' é graduada. Observe também que para todo b € I vale que tbt = b, uma vez
que I C A. Agora afirmamos que TN A = I. Com efeito, se y € T'N A entao podemos

escrever
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Y=, TiT;s;, comr;,s;, € Rewx; €1

Assim,

y = tyt = Z tryzis;t = Z(tnt)xi(tsit) cl.

A inclusao contraria é imediata e entao TN A = I. Como R é graduada simples, devemos
ter T=RouT=0.SeT=Rentaol =TNA=RNA=A, oque é uma contradicao.

Deste modo devemos ter T'= 0 e, portanto, I = 0. O

Lema 3.3.4. Seja R = @, - R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensdo finita

geG
sobre um corpo algebricamente fechado F', tal que A = R, ¢ uma dlgebra simples. Denote
por C o centralizador de A em R. Entio R = AC = A®C, onde A= M(F) e C é uma

algebra graduada de divisao.

Demonstracao. Observe primeiramente que C' é subdlgebra graduada. Com efeito, seja
c=c+--+c¢, € Ccomgc € Ry, para certos g; € G. Entao para qualquer a € A,

devemos ter ca = ac, isto é,
n n
E c;a = E ac;.
i i

Como deg(ac;) = g; = deg(c;a), para i = 1,...,n segue que ¢;a = ac; para i = 1,...,n.

Portanto ¢ € > _,C N R,, como querfamos. Para mostrar que C' é uma &algebra de

9eq@
divisdo graduada, observe que C, = C N R, C R. = A. Dali, dim(C,) < dim(ANC) =
dim(Z(A)) = 1. Pela proposigao segue o desejado.

Pelo teorema de Wedderburn para algebras segue que A é isomorfo a My (D) para
algum natural k£ e D é uma algebra de divisao sobre F'. Como D tem dimensao finita e F’
é algebricamente fechado entao pela proposicao segue que D = F. Dai temos que
A = M (F). Deste modo, A possui uma base {u;; : 1 <1i,j <k} tal que u;jup = 0j5uy

el =wuy + -+ up. Para cada x € R, defina para fixados i, j o elemento
LCZ']' = Zusixujs.
S
Observe que z;; € C pois para indices k, [ arbitrdrios temos

TijUg = E UsiTUjsUk] = Upg TUj] = URITij

S
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Logo z;; € C. Deste modo, tem-se que

k
AC > Z U5 = X

ij=1
Portanto R = AC e devemos ter R = M (C) 2 A® C. O

Teorema 3.3.5. Seja R =@, . R, uma dlgebra G-graduada simples de dimensdo finita

geG
sobre um corpo algebricamente fechado F' tal que char(F) =0 ou char(F') € coprimo com

a ordem de cada subgrupo finito de G. Entdo R é semissimples.

Demonstragio. Pelo coroldrio (3.3.2) R, é semissimples. Assim, escreva R, = AN @ ... @
A onde cada A® é uma édlgebra de matrizes. Denote por e; a identidade de A® | para

cada i =1,...,m. Pelo teorema (3.1.3) R é unitaria e entdo 1 =e; + --- + €,,. Observe

que e, ...,e, ¢ um sistema ortogonal de idempotentes e
R = @ e,-Rej.
1<i,j<m

Fixe indice 1 < i < m e considere a subdlgebra B = e;Re;. Pelo lema (3.3.3)) temos
que B é graduada simples e entao pelo lema ([3.3.4), B = My (F)® C = M;(C), onde C ¢
uma subdlgebra de divisdo graduada. Pelo teorema (3.2.2)), temos que C' = F°[H], onde
H é um subgrupode G e o : Hx H — F* é um 2-cociclo. Como char(F') = 0 ou char(F)
¢ coprimo com a ordem de H, pela proposicao , temos que F7[H| é semissimples.
Assim,

J(B) = J(M(F?[H])) = M(J(F?[H])) = 0.

Portanto B é semissimples.
Denote por J = J(R) o radical de Jacobson de R. Pelo teorema 4.2 de [24], J é um

ideal graduado de R. Note que vale
eiJei =JnN eiRei = J(elReZ) =0.

Assuma que J # 0. Como J = @” e;Jej, temos que e Je; # 0, para algum par de indices

tal que k # [. Fixe x € e, Je; nao nulo. Entao, considere a decomposicao r = ZQGG Zg,
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com relacao a GG-graduacgao. Entao,

T = epre; = Z exTqey. (3.3.2)
g
Como deg(erxye)) = g = deg(x,), temos que x, = exry,e;. Dal, x, € eyRe; N J pois
z, € J pois J é graduado em R. Assim, todas as componentes z, pertencem a e;Je;. Em
particular e;xge; = 0 se ¢ # k ou j # [.
Considere o conjunto T' = e; Reyze,Re;. Observe que T' C e; Re;NJ (pois x € e Je; C
J). Assim, Regxe;R C J (pois J é ideal), o que implica T'= 0. Como toda componente
x4 pertence a epJe;, segue que e;RepryeRe; = 0 para toda componente homogenea x,.
Deste modo,

Rx,R = EB e;Rejx e, Re, = EB e;ReyxgeRe;. (3.3.3)

i,5,8,t i#]

Como z4 = exxye; € x # 0, usando a igualdade , tomemos uma componente x, nao
nula. Observe entao que o ideal Rx,R ¢ graduado em R. Da equacao e o fato de
que x4 # 0 temos que Rz, R ¢ um ideal graduado préprio de R, uma contradi¢ao. Assim,

J = 0. Como a dimensao de R ¢ finita, segue que R ¢é semissimples. O

3.4 Teorema de descricao

Esta secao serd inteiramente dedicada a demonstrar o seguinte teorema de descrigao,

referente ao artigo [3]:

Teorema 3.4.1. Seja R = @, R, uma F-dlgebra G-graduada de dimensdo finita tal

9eG
que F' € um corpo algebricamente fechado. Suponha ainda que a ordem de cada subgrupo
finito de G € invertivel em F'. Entao R é uma dlgebra graduada simples se, e somente se,
R € isomorfa ao produto tensorial M,(F)® F°[H| = M,(F°[H]), onde H é um subgrupo
finito de G e o : H x H — F* ¢ um 2-cociclo em H. A graduacdo, com respeito a H
em F7[H] é canonica, a G-graduagdo em M,(F) € elementar definida por uma q-upla
(91,--.,94) € G e considera-se a graduagcio em M, (F) ® F°[H] a gradua¢do induzida

pelo produto tensorial definida no exemplo [2.2.9.

Note que C' = M, (F) ® F?[H] é G-graduada simples. De fato, se I C C' é um ideal
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graduado nao nulo entao seja u = E;; @ rj, elemento homogéneo de grau g em I (podemos
assumir que / contém u usando que dado um elemento a ® b em I, podemos multiplicar
a direita e esquerda por elementos do tipo Eg ® 1, que ainda “permanecemos’em I).
Denote por 1 a identidade de F?[H|. Entao, multiplicando & esquerda e a direita de u
por Ey ® 1 teremos que Ey; @ rp, € [ paratodo? =1,...,q. Logo Id®r, € I, pois I é
subespago. Como 7, é invertivel segue que Id ® 1 € I, o que mostra que I = C. S6 nos

falta provar a outra implicacao.

Durante toda esta secao, as notacoes serao fixadas, para que a demonstragao nao se

torne muito longa e enfadonha. Antes disso veremos dois lemas técnicos:

Lema 3.4.2. Seja B = B1®---® B,, uma soma direta de dlgebras de matrizes e z1, 20 € B

dois idempotentes ortogonais. Considere
n n
zlzg Z{GZQZEZ%
Jj=1 Jj=1

com z,z3 € Bj. Entao

n

dim(z,Bzs) = Z(posto 21)(posto ).
j=1

Demonstracao. Fixado j, temos que z{ e z% sao idempotentes ortogonais. Sejam m =
posto 2 e k = posto z}. Suponha B; = M,(F'). Observe que 2] é semelhante & sua matriz

escalonada (7). Além disso, posto (21) = m. Logo

11 A1z - Aim-1 Aim  Aim4+1 0 Qlp
0 axp - a2m—1 A2m A2m41 - A
I\ _—
(21) - 0 0 e 0 mm  OGmm+1 °° Ump
0 o --- 0 0 0 - 0
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Como a; =1e z{ ¢é idempotente, segue que

Do mesmo modo, usando também que z{ e zj sdo idempotentes ortogonais, mostra-se que

zé ¢ semelhante a Ey, 11 41 + -+ + Epgimyk. Portanto
dim 2] Bz} = mk = (posto ])(posto 23).

Da igualdade
ZlBZQ = @Z{szg
j=1
segue o resultado. O]

Lema 3.4.3. Seja R = ©ycaRy uma dlgebra graduada simples de dimensao finita sobre
um corpo algebricamente fechado F tal que char F' = 0 ou char F é coprima com a ordem
de cada subgrupo finito de G. Assuma que a componente identidade de R é soma de dois

somandos simples: R. = A1 ® As. Sejam ey € Ay e ey € Ay as identidades das dlgebras A,

e Ay, respectivamente. Denote Ry = e;Re; e Ry = esRey. Pelos lemas (3.3.3)) e (3.3.4)),

podemos considerar as decomposicoes Ry = A1Cy e Ry = AsCsy, onde Cy e Cy sao dlgebras
de divisao graduadas. Sejam dy € Ay e do € Ay um par de idempotentes minimais tais

que M = dyRdy # 0. Entao

dim(Cy) = dim(M) = dim(Cs),
M = Cix = xCy para qualquer homogéneo x, 0 # x € M.

Demonstragao. Pelo teorema (3.3.5), R é semissimples. Seja R = By & --- & B, uma

decomposi¢ao de R em soma de ideais simples. Podemos entao escrever
1 ' -
epr=e +---+ef, efeB,i=1,...,n.

Assim,

Alcl = Rl = 61R61 = e%Blei DD 6?Bn671l. (341)

Como C] é o centralizador de A; em Ry, segue que C; = C}@®---®CF, onde Ci = C1NB;.
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De fato, dado z = x; +--- + 2, € C}, com x; € B;, como C; é subdlgebra graduada e

A C R., segue que z; € C; e a igualdade é verdadeira.
Fixe indice 7, 1 < ¢ < n, denote por ¢; a projecao canonica de R sobre B; e seja
A} = p;(A;). Observe que p; é um homomorfismo de algebras. Considere a restri¢ao

@; + Ay — B;. Como A; é simples, segue pelo teorema do isomorfismo que A} = 0 ou

AL~ Ay Se A} =0, entao
AACe®B @& B 1®B1® - -®B,=R #R.

Assim, o ideal RAR é graduado (pois é gerado por elementos homogéneos) e préprio,
uma contradigao. Assim, devemos ter A% = A; e entdao C} comuta com Aj.

Denote agora B = e} B;e;. Como ¢! = ¢;(e;) é um idempotente e B; é simples,
segue que B/ é simples. Além disso, C} C B.. Note que B = A{Ci. De fato, pela

igualdade (3.4.1)), segue que

B! = €| Bie} = ¢;(A1C1) = ¢;(A1)p:i(Ch) = ALCY.

Observe ainda que C? é simples, caso contrario, se I C Ci é um ideal préprio de C!
entao B{I é um ideal préprio em B, uma contradi¢ao. Assim, Cj = M, (F), para algum
pi=le

B/~ Al @ C] (3.4.2)

Considere a decomposicao dy = d} + --- + d}, com d] € B;. Entdo, di = ¢;(d;)
¢ um idempotente minimal de A% e pela igualdade o posto da matriz d em B
é p;. Observe que B! C B; sao duas élgebras de matrizes e B! = €| B;e}, onde €} ¢ um
idempotente. Assim, para qualquer matriz z € B, o posto de z em B} coincide com o

posto de x em B;. Deste modo posto di = p;.

De modo analogo, denotando Cg =CyNBj,j=1,...,n, tem-se

Co=Cy@--+Cy, Cy=M,, comg>1,j=1,...,n

dy=dy+---+dy, d,eB;, j=1,...,n
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e posto d% = q;. Pelo lema (3.4.2)),

n

dim(M) = Z(posto d})(posto db) ZplqZ (3.4.3)

=1

dim Cy =pi+---+p2, dimCo=q+ - +q (3.4.4)

Agora note que M = d;Rdy é um Ci-mddulo a esquerda. De fato, essa observacao
segue do fato de que d; € Ay e C; comuta com os elementos de A;. Como C é uma algebra
de divisao graduada simples e M é um C1-modulo a esquerda nao trivial graduado, temos
que dim(M) > dim(Cy). Do mesmo modo, olhando M como um Cy-médulo a direita,
tem-se dim M > dim Cs. Usando essas informagcoes juntamente com as desigualdades

(3.4.3) e (3.4.4) obtemos

PIGL 4 DuGn > PP A+ P2,
L Ry Ay SR S

ou, equivalentemente, >, (p1 —¢1)* < 0. Portanto p1 = ¢1,- -+, ppn = gn, isto é, dim(C) =
dim(M) = dim(Cy).

Tome agora um elemento homogéneo arbitrario nao nulo x € M. Defina a trans-
formagao linear 5 : C7 — Chx por B(c) = cz. Observe que 3 é injetora pois caso contrario
existiria um homogéneo nao nulo (e portanto invertivel) ¢ € C tal que cx = 0, uma con-
tradigdo. Assim, dim(M) = dim(Cy) = dim(Cix). Como Cix C M (pois se x = dirds
entdo C1z = Cydyrdy = diCirdy C M), segue que Ciz = M. Do mesmo modo xzCy = M

e terminamos. O

Trabalharemos com uma algebra G-graduada simples R de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado F' tal que char(F ) = 0 ou char(F') é coprimo com a ordem

de cada subgrupo finito de G. Pelo corolério R. é semissimples entao escreveremos
R=ADg...¢ A"

onde AU) = M,,(F) com g; > 1 para j = 1,...,k. Denote por e; a identidade de AW,
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Pelo lema (|3.3.3)), a subalgebra
R(Z) = eiRei

é graduada simples. Denotaremos por C® o centralizador de A® em R®,
Proposicao 3.4.4. O centralizador C% é uma subdlgebra G graduada simples de R.

Demonstragio. Pelo lema (3.3.4)), temos que R = AODCO = A0 @ ¢ =~ pf, (CO).
Note que O é subdlgebra graduada de R. De fato, dado ¢ = ¢;+---+¢, € C® com ¢; €
Ry paraj=1,...,neac AW C R, vale que ca = ac. Como deg(cja) = g; = deg(ac;),
temos que ac; = c;a, o que implica que ¢; € CY para todo j = 1,...,n. Portanto C® ¢
subalgebra graduada de R.

Considere agora I um ideal graduado de C'V nao trivial. Afirmamos que A®J é um
ideal ndo trivial graduado de R®. Primeiro observe que dados u = >_ ;a;Cj € ADCE) =

RDev=>3", ad, € ADI com a, € AD e d, € I temos

uv = Zajcja;dk = Zaja;cjdk c AT
Jk ak
pois ¢; comuta com a} e I é ideal de C¥. Do mesmo modo mostra-se que vu € A®W[.
Mostremos agora que A® é graduado. Tome ad € ADT com a € AD e d € I. Como I
é graduado em C'® podemos escrever d = dy + - - - + d, com d; € C’,(l? Nnl,j=1,...,s.
Assim,

ad = ad; + - -+ ,adg E@A(i)IﬂRQ

geG
pois deg(ad;) = deg(a)deg(d;) = h;. Caso tomarmos u = >, ayd; € AYI, teremos pelo

mesmo argumento, u € @, ., ADI N R,. Portanto AV é ideal graduado de R®”. Como

geG
I é nao trivial em C® e ADCH = RO segue que ADT é nao trivial em R®, o que é um

absurdo. Portanto C® é graduada simples. [

De agora em diante, denotaremos H® = supp(C®).

Proposicao 3.4.5. A subdlgebra C%) ¢ dlgebra graduada de divisio e, portanto, H® ¢
subgrupo de G.
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Demonstragio. Note que dim(A® N CW) = dim(Z(A®)) = 1. Portanto,

dim(CY) = dim(CY N R,) = dim(C® N AD) =1

Pela proposicao (3.3.2), C® ¢ algebra de divisio graduada. Pelo lema (3.2.1) H® é
subgrupo de G. O

Denotaremos por

6((31)/37 1 S Oé,ﬁ,S q;

as matrizes unitdrias de A®. Neste caso, temos que

e;=el) +el) 4. 4l

qiqi°

Lema 3.4.6. Mantidas as notagoes, temos que supp(CV) = supp(RW), parai =1,... k.

Demonstracdo. Como RY = AOCH ¢ AW < R, temos que todo elemento r € R® se

escreve na forma

r = E a;cy
l

com a; € AYD e ¢ € CY. Tome h € supp(C®). Entdo existe um homogéneo nao
nulo ¢ € Cf(f). Assim, o elemento ¢ = e;c € AVCH = RO Assim, H® C supp(RW).
Reciprocamente, tome h € supp(R™). Entdo existe um homogéneo nao nulor = >, a;¢; €
R,(j). Como deg(a;) = e devemos ter deg(c;) = h, para todo indice [. Como r # 0, devemos

ter algum ¢; nao nulo e entao, h € C’,Si). Assim supp(RW) c H®, O]

Proposicao 3.4.7. Fize um inteiro m tal que 2 < m < k. FEntao existem elementos

homogéneos T; ;1 € e;Re;—1 e x;_1; € e;_1Re;, com i =2,...,m tais que
emTm,m—1€m—1" " €2T21€1T12€2 * * * €m—1Tm—1,mCm 7 0

satisfazendo deg(T;;—1x;_1;) = e.

Demonstracao. Primeiro note que

W, =enRe, 1R -eaReiResR---e,,_1Re,, = R
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Provemos essa afirmacao por indugao em m. Se m = 2, entao note que Re; R é um ideal
nao nulo graduado de R (pois é gerado por um elemento homogéneo). Logo Re;R = R.
Assim,

W2 = 62R€1R62 = 62R62 = R(Z)
Suponha agora que W, 1 = Rm=1 " Assim, W,,_; é homogéneo. Assim, o ideal RW,, 1R
é graduado em R e portanto, RW,, 1R = R. Assim,

W,, = e,y RW,,,_1Re,, = e, Re,, = R™

como querfamos. Portanto, W,, = R(™) £ 0 e entdo existem homogéneos Tii—1 € e;Re;_4

e ri—1, € e;—1Re; tais que
Wi = €mTmm—1€m—1" " €2T21€1T12€2 * * * €1 Tm—1,mEm 7 0. (3.4.5)
Para cada indice j tal que 2 < j < m, denote por w; o fator
ejTjJ_l tee 62521612312 c € 1T5-1 565

que aparece em (3.4.5)). Se deg(ws) = h # e entao pelo lema ([3.4.6) temos que
h € supp(R®) = H®.

Como H®é subgrupo, segue que h~' € H®. Tome entdo um elemento homogéneo nio
nulo b € C? tal que deg(b) = h~!. Assim, considerando o elemento Th, = bTa;, temos
que

/ —/ — —
Wy = €2T91€1T12€62 = e2bTa1€1T12€9 = beaTai€1T19€2 = bw2>

onde usamos que b comuta com e;. Note agora que w) # 0 pois b é invertivel (C?) é
algebra graduada de divisao pela proposicao (3.4.5))) e wy # 0. Além disso, deg(wh) =
deg(b)deg(wy) = e, como querfamos. De modo geral, suponha que ji tenhamos feito esse
processo até o indice m—1. Temos que Ty, y—1Tm—1,m € R(™) . Caso deg(Tmm-1Tm—1,m) =

g # e entdo g € supp(R™) = H™. Como H™) é subgrupo de G, tome um homogéneo
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nao nulo d € C™ tal que deg(d) = g~—'. Considerando o elemento Trpm1 = ATmm-1,

temos que

/ —/ —
Wiy = EmTpy iy 1Cm—1 """ €2L21€112 * * " Em—1Tm—1,m

= €mdfm,m—1€m—1 © 202161712 € 1Tm—1,m

= demTmm—1€m—1"" " €2T21€1T12 " ** €m—1Tm—1,m

= dw,,.

Note que w),, # 0 pois w,, # 0 e d é invertivel. Como,

deg(wy,) = deg(d)deg(w,,)
- deg(d)deg(emfm,m—lwm—lxm—l,mem)
= d€g<d)deg(fm,mflxmfl,m>

=€

a proposicao esta demonstrada. O

Considere os elementos homogéneos do enunciado da proposigao (3.4.7) (conside-

rando m = k). Observe que parai=1,...,k — 1, vale

Tit1,iTiir1 € Re N RO

Tiit1Tiv1: € Re N RY.

Como

€xTk k—1€k—1 """ €2T21€1X12€2 * * * €k 1Tk 1 kCk #0

existem indices ay,...,ax, B2,..., By com 1 < oy, B; < g;, para j = 1,...,k tais que

k) — k-1 2) — —
e(ﬁk{mxkvk_le/(é’k—l)ﬁk—l o 6(52)7525(321681)70[11’12 T e(k I)Ik—l’keg&kk),ak 7& 0 (3'4‘6>



3.4. Teorema de descricao 51

Defina agora os elementos homogéneos para i =1,...,k — 1

(2) e(i) T 6(z+1) 6(z+1)

y’L i+1 = 61 Lo Zage 7R1e ) Z’L+1 Q41,0041 a1+1717

_ QD ) o 6 6)
Yit1, = € Bit1 Bit1, ,31+1IZ+IZ Bi»Bi 52

Note que todos 0s ¥; i41, ¥i+1,; sa0 homogeéneos e satisfazem

7 i+1 7
egf% z+1€§1+ ) = = Yii+1, eﬁﬁ )y¢+1,z~e§f = Yit+1,i- (3-4-7)

Além disso, segue de que
Yk k—1Yk—1k—2" " Y21Y12Y23 " * * Yr—1k 7 0. (3.4.8)
Defina agora os seguintes elementos: se 1 <1 < 5 <k,
Yij = Yiir1Yirtive Yi-1j, Yji = Yjj-1Yj-1,-2 """ Yit+1- (3.4.9)

Note que as igualdades em (3.4.7) sdao verdadeiras agora para quaisquer indices i, j

pois se 1 < i < j <k entao

7 i+1) (i+1 i+2 1
) = Nl o e
i i+1) (i+1 2
= eyl Ve el ey el

= Yii+1Yi+1,i42°Yj-1,5
= Yij-
(4 (@ _

De modo andlogo mostra-se que ey y;;e;; = y;;. Portanto temos a relacao:

elyiell =iy, 1<4,5.< k. (3.4.10)

Vamos agora definir elementos que denotaremos por yii,¥ya2, ..., Yrk- Considere

primeiramente Yoo = y21%12. Note que em virtude da igualdade (3.4.8]) e da proposigao



3.4. Teorema de descricao 52

(3.4.7) temos que yo2 # 0 e deg(yze) = deg(y21y12) = deg(To1z12) = e. Assim
Y2 € ReNR® = (R¥), c AY),

onde a ultima inclusao é verdadeira uma vez que se Yo = a; + -+ + ag, com a; € AU,
segue que

Yoo = €216z = €za3e3 € AP
Assim, yp» é uma matriz em A®. Como e!?

multiplo escalar da matriz eﬁ)

yggeﬁ) = Yoo temos entao que y9o deve ser

, isto é, Yoo = )\eg), para algum A € F nao nulo. Se

trocarmos ys; por A lysy, as relacoes em ([3.4.9) e (3.4.10) permanecem validas. Deste
Y Y G

: 2 L
modo, podemos assumir g9 = e§1>. Até mais.

Considere agora ;7 = y12y21. Pelo mesmo argumento acima, devemos ter y;; =

aegll), para algum « € F. Note que (y11)* = ayp;. Assim,

(3/22)3 = Y21Y12Y21Y12Y21Y12
= yz1(y11)2y12
= yar(ayi1)y2
= QY2a1Y11Y12
= QynlYi2Y21Yi2
= ()’

= QY22

poIS Yoo = 6511) é nilpotente. Por outro lado, (y22)® = 92. Disso concluimos que a = 1
e portanto yy; = eﬁ) . O mesmo processo, substituindo y;;1,; por um multiplo escalar
conveniente de y;11;, nos fornece

(4) (i+1)

115

Yii+1Yi+1,0 — € Yi+1,iYii4+1 = €11

enquanto que as relagoes (3.4.9)) e (3.4.10) permanecem validas. Assim, definimos y;; =

egil),paraizl,...,k.
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Proposicao 3.4.8. Os elementos y;;, 1 <1,j < k definidos acima satifazem
Yij Ykl = OjkYi,

onde 6;; € o delta de Kronecker. Consequentemente tais elementos formam um conjunto

linearmente independente.

Demonstracao. Fixe indices i, j, s, t. Note que se j # s, usando (3.4.10)) obtemos

YijYst = 6521)%7@531)6581)3/51%6?1) =0

pois eﬁ?eﬁ) = 0 e a proposigao é verdadeira. Passemos ao casoem que j =s. Set < j <t

ou ¢ > j >t a proposicao segue da definigao (3.4.9)).

Se i = j < t entao

_ )
Yiilis = €11Yii+1Yi+1,s
_ @) ) @) (i4+1) (i41)
= fn (el,ozieai,ai$i,i+1eai+l7ai+l ai+171)yi+l,s

OO 1) (D)
o elaaieaivai Q41,0041 ai+171yi+1,8

Tiit1€
= Yii+1lYit+1,s

= VYis-

Sei =7 >toui < j=tusase argumento analogo ao acima. Se 1 < j e j > t,

temos

YijYjt = (yi,i+1 o 'yjfz,jflyjij)(yj,jflyjfl,ij o ‘yt+1,t)
N ¢

= Yiit1 Yj—25-1€11 "Yj—1,-2 Y1,

(3-1) (G-1) (-1 (5-1) (3—2)

= UYigi+1 €11 Yj-245-1€11 €11 €11 "Yji-15-2€11 Yl

= Yii+1Yj—25-1Yj-15-2" " "Yt+1z

= Yij-1Yj-1t

Agora utilizamos o mesmo argumento em y; ;1 € y;j_1,; até cairmos num dos casos y;Yit

ou y; Y- Dal segue de um dos casos anteriores.
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Sei > jej < tentao usa-se um argumento de "redugao” analogo ao acima. Portanto

a proposicao esta provada. L]

Proposicao 3.4.9. O subespaco S de R com base

¢ uma subdlgebra graduada de R. Além disso, S é isomorfo a My(F) e ezistem e =

91,92, - -, gk € G tais que deg(y;;) = gigj’l.

Demonstracao. S ¢é graduada pois é gerada por elementos homogéneos de R. O fato de
que S = M (F) segue da aplicagdo n : S — My(F) que associa y;; & matriz elementar
E;; € My(F). Agora note que y;; = eﬁ? e AW ¢ R, isto é, todas as matrizes y;; sao
homogéneas. Pelo lema segue a Proposicao. O]

Considere agora o idempotente ¢t = e; +¢;, i # j. Pelo lema (3.3.3) R' = tRt é

graduada simples e
(R)e =R NR.= (e;+e)R(e; +e)N(AD) @ - .. @ A® = AD g AU,

Observe ainda que C'¥ é o centralizador de A® em e; Re; = e;R'e;. Como Y;; € homogeneo

nao nulo vale que
O(i)yij - yl.jc(j)_ (3.4.11)
Lema 3.4.10. Para cada x € CY) homogéneo, existe tinico ' € OV tal que xy;; = yya'.
Demonstracao. A existéncia é garantida pela igualdade . Além disso, se
TYi; = yijxl

com z homogéneo, entdao como y;; ¢ homogéneo segue que x’' também o é. De fato, se

¥ =) +--- 4+, com 2zl € R, , temos que

/ /
Yij T = E YijTg
S
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é homogéneo. Daf devemos ter m = 1. Suponha agora que existam 2/, 2" € CY) tais que
TYij = yz‘ﬂ/ = yz‘ﬂ"-

Como 7' — 2" é homogéneo, se 2’ # z” obteremos y;; = 0 uma vez que CV) ¢ 4lgebra

graduada de divisdo. Portanto ' = 2" e o lema esta provado. O

A partir do lema anterior, podemos definir uma fungao
@:CY oW (3.4.12)

onde para cada z € C® homogéneo, ¢(z) seja o tinico elemento ' tal que ([3.4.11) seja

valido. Observe ainda que se z,y € C sdo homogéneos, entao

Yy = vyie(y) = vige(x)e(y),

isto é, p(zy) = @(x)e(y). Além disso, se ¢ nao é injetora, entao existe um homogéneo nao
nulo z € C® tal que p(z) = 0. Mas entdo zy,; = 0, o que implica y;; = 0, um absurdo.
Como dimC® = dimCY) pelo lema , temos que a aplicagdo ¢ ¢ um isomorfismo
de algebras.

Observe ainda o seguinte: se z € C'V) é homogéneo, entio

deg(p(x)) = (deg(yi;)) ™ deg(x)deg(ys;).

De fato, suponha deg(x) = h e deg(y;;) = g. J& vimos que ¢(z) ¢ homogéneo. Entao,
devemos ter

hg = gdeg(p(x)),

como queriamos.

Além disso, se denotarmos deg(y;;) = g entao a aplicacao
n:HY — g

dada por n(h) = g~ thg é um isomorfismo de grupos.
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Para cada i = 2,...,k, denote por ¢; : CY — C® o isomorfismo de algebras

definido em ([3.4.12)) e por ¢; = idyn). Entao
P1(7)y1 = Yrpi(z) (3.4.13)
para todox € CM ei=1,... k.

Proposicao 3.4.11. Com as notagoes acima, se 1 < i,j < k, para todo x € CY vale a

1qualdade

0i(x)yi; = yij;(x). (3.4.14)

Demonstracio. Tome x € CM. O caso em que i = j é imediato pois y; = egil) € AW ¢

wi(z) € CW | que é o centralizador de A®. Suponha entdo i < j. Entao por (3.4.13)
Y1 = Yripi(T).
Logo
TY1; = TY1Yi; = Yrupi(T)Yis (3.4.15)
Por outro lado,

xy1j = Y1;95(T) = Yy (@). (3.4.16)

Multiplicando & esquerda de (3.4.15) e (3.4.16) por w;; e lembrando que y; € A® e

wi(z) € CY | temos

yﬂyu%(x)yz‘j = yii¢i($>yij = <Pz‘(1?)yiv;yij = %’(x)yz‘j-

Por outro lado,
Y iijpi () = Yij(z)

donde concluimos que ¢;(z)yi; = vij;(2).
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Suponha agora i > j. Para qualquer indice s tal que 2 < s < k, tem-se
YnT = Ty = TY1sYst = Yusps(T)ys-
Multiplicando a esquerda por y4;, temos

Y1 = yss@s(x)ysl - @S(I)yssysl - (;Os(x)ysl-

Usando a igualdade acima e o caso anterior, obtemos

@i(ﬂf)yi]’ = ‘Pz’(ff)yilylj = Yilyi; = yi1y1j30j(33) = YijPj (517)

como queriamos demonstrar. O

Lema 3.4.12. Para cada x € CY, denote
T= o+ a(a) + o+ pu(a),

Entio C = span{T :x € CM} € uma subdlgebra de R isomorfa a C1). Além disso,
Tz = pi(x)zi, 2T = zipi(x),

para qualquer z; € e;Re;, 1 =1,....k.

Demonstrag¢io. Dados T,7 € C, com z,y € C, note que como ¢;(z) € C C e;Re;
e p;(y) € CY C ejRe;, se i # j entdo p;(r)p;(y) = 0. Além disso, zp;(y) = 0, para
j=2,...,kep(r)y=0,parai=2,..., k. Assim,

Ty = (x4 p2Ax)+ -+ op(@)(y+2(y) + -+ or(y)) (3.4.17)
= ay+pa(ay) + -+ oulay) (3.4.18)
- (3.4.19)

Logo C é uma subalgebra de R.
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Considere a aplicacao sobrejetora e F-linear:

Se 0 =0(x) =7 entdo 0 = ey (x + pa(x) + - - - + r(x)) = , isto é, § é um isomorfismo de

algebras. Finalmente, se z; € e; Re; entao

Tz = (+ pa(@) + - + pr(2))2i = pi(T) 2,
ZT = zi(T + @2(x) + - + pr(2)) = 2zipi()

e o lema esta provado. O

Considere agora os elementos da forma

eg?lyl-jegj) (3.4.20)

)

com1l<1i,j<k 1<a<gqg,1<pS<g. Tais elementos sao homogéneos e nao nulos.

De fato, se eg?lyijegfg = 0 entao

0 = ehelhyelhed)

= 6511) Yij €§j1)

= Yij
o que é um absurdo. Além disso, os elementos de (3.4.20]) sdo linearmente independentes.
Proposicao 3.4.13. Denote
B = Span{eg?lyijegg 1<i,j <k 1<a<qg; 1<8<q}
e considere ¢ = q1 + - - - + q. Entdo B é uma dlgebra isomorfa a M,(F).

Demonstragao. Considere o produto <eg’)1yijeg)6> (e(j)lyste%). Se j # s ou B # v entao
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esse produto é nulo. Se j = s e = 7 entao

( g{)lywegj}j> (6(5)1.%65)9

i j t
) = 6&,)1yijegj1)yjtel,0

N ()

(¢
= €q1YijYjte g

= eg,)wite%

isto é, B é de fato uma subalgebra. Defina entao a aplicagao

Wi B — M,(F)

(3.4.21)

porzb( algme%) Ey,onde p =q+---+¢1+aev=q+---+qj_1+ 3. Pelo

exposto acima, nao é dificil ver que 1) preserva o produto. Além disso, dada E,, € M,(F),

tome indices 1 < 4,5 < k tais que

G+t g <peq -
@i+ tga<veq+---

Tome agora indices 1 < a < g e 1 < < g tais que

Gt tg-1ta=pe

i) ()

n+-tgatpf=v

=y
+q; > v.

Assim, temos que w< alywel B) = E,,. Logo v leva a base em base e entao ¢ um

isomorfismo de algebras.

Note que devido a proposicao (3.4.11]) e ao lema (3.4.12)), se T € C' entao

Teg,)lyz’jegj,)g =

Assim, C centraliza B em R. Além disso, CNB = Z(B) =

piln)elyisery
62)1%( )yije g%
&)1%]%( )e (1%
g)lyzyegjﬁ%( )

((X)ly”e%x

]

F', e portanto o produto BC' é

isomorfo ao produto tensorial B ® C'. Mostremos que BC' = R. Fixe indices 1 <1i,j5 <k
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e defina

Pijop = Span{eg?l )?Jwegjﬁ)}

Observe que Pjjap = C’(i)Pijaﬂ = PijaﬁC(j). Consequentemente,

Qij = Z Pijop C €;Re;
1<a<n; 1<p<n;
6 um AOCO-médulo A esquerda e um AW CW-médulo & direita. Afirmamos que Q;; =

e;Re;. Caso nao valha a igualdade, entao ();; gera um ideal graduado de R tal que
RQUR N (eiRej) = (eiRez’>Qij (6]'R€j) = R(Z)Q”RU 14(z O(z Q A(j QU 7é €iR€j

o que ¢ uma contradigao. Portanto @Q);; = e¢;Re; e BC' = R.

Portanto R = BC' = B ® C. Vamos definir primeiro uma graduagao em B. Pela
proposigao ( , a algebra S = Span{y;; :1<1i,j <k} éisomorfa e M;(F) e existem
g1 =¢€,92,...,0; € G tais que deg(y;;) = gi_lgj. Assim, para arbitrarios 1 < ,57 < k e

I1<a<gel<p<gy;,valeque
deg ( a)lyz]e%) =g; 'g;.
Considere agora a g-upla

(917"‘7917927"‘7927“'?.9]67“'?9]6) = (a17"'7aq)
S——— —— ——
@ a2 a
e que M,(F) tenha graduagao elementar proveniente dessa g-upla, isto é, deg(E,,) =
a;la,,. Afirmamos que a aplicagao ¢ : B — M, (F') definida em ([3.4.21)) é um isomorfismo
de éalgebras graduadas. De fato, tome eé)ly”e ) ¢ B . Entao ¢ ( al%ﬁ%) E.
Logo deg <w< g)ly”egg» = a; a,. Mas como p =q1+m---+¢q¢-1+aev =q +
-+ qj—1 + 3, segue que a, = g; e a, = g;. Portanto ¢» é um isomorfismo de algebras

graduadas.

Lembre que CM é uma slgebra de divisdo graduada. Considere-a com a graduacao

canénica. Considere também o produto tensorial M,(F)®CW com a graduagio induzida.
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Defina
®:R=BC — M,(F)®cW

por & (eg?lyije(lj;%x_h> = ¢(eg?1yije§{)) ® 0~ YZn) = Eu ® xy, para cada T, € C' com

deg(xy) = h. E claro que ® é um isomorfismo de algebras (pois ¥ e ¢ 0 sdo). Mostremos
que ¢ preserva a graduagao. Fixe indices 1 <7, <k, 1 <a<g¢q,1<p<qgex,cC

com deg(xy) = h. Entao por um lado,
deg(E,, ® xp) = a;lhay = g; 'hg;.

Por outro lado, embora o elemento Z;, nao seja homogéneo, temos que

Theg,)1yij€§],% = ¥ (xh)eg,)lyz‘jegj

= e oi(an)yse

)
75
)
B
¢ homogéneo e

deg (x_heg,)wij@g{/)g) = deg(pi(zn))deg(yi;)

= deg(pi(zn))g; ' g5
Vamos calcular deg(p;(zy)). Lembre que
ThY1i = Yripi(Tn)-
Dali,
hgi'gi = deg(znyy) = deg(yuipi(zn)) = g1 gideg(i(zn))

Como g; = e, segue que deg(p;(xy)) = g; 'hg;. Finalmente,
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deg <5L‘_h65>f,)1yijegj,%) = deg(pi(xn))g; ' g;
= g 'hgig; 9
= g; 'hy;
= deg(Eu, @ xy)

— deg <<I> (w_hefy)lyﬁg]g)) :

Portanto, ® é um isomorfismo de algebras graduadas e o teorema ([3.4.1]) esta pro-

vado.

Observamos que na demonstracao do teorema (3.4.1)), a decomposigao obtida, que
nao é necessariamente tnica, é de tal forma que R, = A.. Isso se deve ao fato de termos

R=AC e A= M,(F). Como R, ¢ semissimples, escrevemos

Além disso, obtivemos que ¢ = Zle ¢ ¢ M,(F) tem uma graduacao definida por uma

g-upla
(917"'a917927"'792a"'7gk‘a'"7gk’)-
—— —— ——
q1 q2 dk
Portanto i
R. =P M, (F) = A,.
=1
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Capitulo 4

Pl-equivaléncia em algebras

graduadas simples

Sabemos que se duas algebras G-graduadas sao G-isomorfas entao elas possuem
as mesmas identidades graduadas. Porém, se poe a pergunta reciproca, isto é: Se
duas algebras G-graduadas possuem as mesmas identidades graduadas entao elas sao
G-isomorfas? Este capitulo sera dedicado a demonstracao deste resultado para o caso de
algebras G-graduadas simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado
F tal que a ordem de cada subgrupo finito de G é invertivel em F'. Um dos pontos de par-
tida sera justamente o teorema de descri¢ao . Usaremos as técnicas desenvolvidas
nos artigos [1] e [19].

Considere a &lgebra de matrizes R = M, (F') com uma G-graduagao elementar de-
finida por uma n-upla (gi,...,¢9,) € G". Pelo lema (2.2.7), podemos assumir, a menos

de isomorfismo G-graduado, que R possui uma graduacao proveniente de uma n-upla da

forma
(gi17"'7gi17"'7gim7"'7gim>7
—_— —_—
q1 qm
onde ¢4 > q2 >+ >¢n >0, q¢1+¢q+ -+ ¢n =n e os elementos g,,,...,q;, sao dois

a dois distintos. Assim, para descrever a graduacao em R diremos que a estrutura de

graduacao elementar é definida pela upla

(Q17 q2,---,4m; 912,923, - - - 7gm—1,m)7
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onde g1+ -+ + Gm =1 € g1z = g;, ' Ginr 923 = 95, Gin» - -+ Gm—tm = Yi." Gir,- Além disso,
segue que g; ;41 - gj—1,; 7 € para todos 1 < i < 7 < m. Em diversos momentos usaremos

essa caracterizacao de uma graduacgao elementar.

Lema 4.0.14. Seja R uma dlgebra G-graduada simples de dimensdo finita sobre um corpo
algebricamente fechado F' tal que a ordem de cada subgrupo finito de G € invertivel em
F. Considere uma decomposicaio R = A ® B onde A € uma dlgebra de matrizes com
graduacao elementar e B € uma dalgebra G-graduada de divisao com graduagao canonica,
conforme o teorema . Denote também S = supp(A) e H = supp(B). Se G é
abeliano entao SN H = {e}.

Demonstracao. Seja h € SN H e suponha h # e. Suponha que (g1, ...,9,) gradua A
e {r, : h € H} seja uma base para B. Entao, como h € S, existe E;; € A tal que
deg(E;;) = g;'g; = h. Como h € H, entdo considere o elemento bésico 7,-1 € Bj-1.

Logo, como G ¢é abeliano
deg(Eij @ rp1) = g; th™lgy = e
Logo E;j ® rp-1 € Re = A. ® 1, onde 1 é a unidade da dlgebra B. Mas entao

Eij X Th—1 = E a/st(Est X re)
st : g5 tgi=e
para certos escalares ag € F', nao todos nulos. Mas isso é um absurdo pois o conjunto

{Eu®r, :1<k/l<nepec H} ébase para o espago vetorial A ® B. O

4.1 Teorema principal

Sejam G um grupo e R uma F-algebra G-graduada simples de dimensao finita,
onde F' é algebricamente fechado e a ordem de cada subgrupo finito de G é invertivel
em F. Entao, pelo teorema (3.4.1) existe um subgrupo finito H de G, um 2-cociclo
o: Hx H — F*, um natural n e uma n-upla (g1, ..., ¢g,) € G™ tais que R é G-isomorfa a
C = M,(F)® F°[H] onde C, = Span{E;; @1y, : g; "hg; = g}. Nestas condicdes, dizemos

que a tripla P = (H,0,(g1,.-.,9,)) € uma apresentacao de R. Em certos momentos
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escreveremos Rp no lugar de apenas R para dizer que estamos considerando R com a

apresentacao P.

Vejamos agora um lema técnico fundamental na demonstragao do resultado prin-

cipal. A menos que seja dito o contrario, uma &algebra graduada simples cumprira as

hipéteses do teorema ([3.4.1]).

Lema 4.1.1. Seja R uma dlgebra G-graduada simples com apresentacdo

P=(H,0,(g1,---,9n))-

As sequintes “mudancas’na apresentacao P determinam uma dlgebra G-graduada G-

isomorfa a Rp:

1. DadaT € S,, considere nova apresentacdo P’ = (H, o, (g-(1 - - -, gr(n))) de R. Entdo

Rp e Rp: sao G-isomorfas.

2. Fizxadost1=1,...,n e hg € H, substituir g; por hog;.

3. Para um arbitrdrio g € G,

(a) Substituir H por gHg™",

(b) Substituir o 2-cociclo o em H por um 2-cociclo a9 em gHg™', onde o9 é dado
por

o?(gh1g™", ghag™") = o (h1, hs)

(c) substituir a n-upla (g1,...,9n) por (991, .-, 99n)-

Demonstragao. (1) Defina ¢ : Rpr — Rp por ¢(E;; @74) = Er3)(;) @75,. Observe que ¢ é

linear por construcao. Além disso, como 7 € .S,,, segue que ¢ é uma bijecao. Assim, dados

u=FE;Q@r,,v=FEy®r, € R, ses# jentao 7(s) # 7(j) e entao p(uv) = 0 = ¢(u)p(v).
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Caso s = 7, temos

o(uww) = a(h,g)e(Ei @ Thy)
= U<h7 g)ET(i),T(t) & Thg
= (Er)r() @7a)(Er(yrr) @ Tg)

= p(u)p(v).
Portanto ¢ é um isomorfismo de dlgebras. Finalmente,
deg(p(Ey; @ 14)) = deg(Ery ) @ Th) = g;(i)hgT(j) =deg(Ei; @ 14).

Portanto ¢ é um G-isomorfismo.
(2) Considere a nova apresentacao P’ = (H, o, (g1, -, gi—1,h0Gi; Git1, - - 9n)) € de-
fina ¢ : Rp — Rp: por

Ei@r, — E;® Thorhr}:()lv

Ey®@r, — Eit®rhorh, set#i,
E,@r, — E;® rhrgol, se s # 1,
Eqy®r, — Egq®r,, ses#ietF#i.

Observe que ¢ é linear por construcao. Além disso é sobrejetora. De fato, dado u =

Eq®ry € R,
e Ses=iet=1ientao p(Eyq ® r,jolrh'r’ho) = u,
e Ses=1iet#ientdo p(Ey ® r;olrh) = u,
e Ses#iet=1ientdao (Eg @ rpry,) = u,
e Ses#iet#ientao p(Ey @71p) = u.

Consequentemente ¢ é sobrejetora e entao isomorfismo de espacos vetoriais. Mostre-

mos agora que ¢ preserva o produto. E necessario verificar apenas nos elementos da base.
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Tomemos entao u = E,,®r, e v = Eu®r,. Note que se ¢ # s entao ¢(uv) = 0 = ¢(u)p(v).

Consideremos entao os casos onde u = E,; @1, e v = Egy @ 1.

pFi,SFi,tF£1

o(uv) = o(h,g)e(Ep @ rhg)
= Ept &® ThTg
= (Eps ®11)(Est ® Tg)

= p(u)p(v).

p=1i,sF#i,t#1

p(uv) = o(h,g)p(Ei @ Tng)
= FEi @y rary
= (Ezs & rhorh>(ESt & rg)

= pu)p(v).

pFi, s=1i,tFi

SO(UU) = U(h, g)@(Ept & Thg)
= Ep ®@mryry
= (Ep @7arp, )(Eit @ ThoTg)

= p(u)p(v).

pFELSFLL=1

o(uv) = o(h,g)p(Ep ® Thy)
= Ey @ ryrgry,)
= (Eps @14)(Esi @ 1gry,)

= p(u)p(v).
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p=1i,s=1i,t#1

p(uv) = o(h,g)p(Ei @ Tg)
= Ei @ rp,raryg
= (E“ ®7'h07'hr};01)<Eit ®7’h07'g)

= p(u)p(v).

p=1i,s#i,t=1

p(uv) = a(h, 9)p(Eii @ rhy)
= E; @y, Thrgrf:ol
= (Eis @1por1)(Es @ 7’97’}701)

= p(u)e(v).

pFi,s=i,t=1

SO(UU) = O(h, g)‘P(Epi X Thg)
= E,Q® rhrgr,jol
= (Ep @ rury) ) (Bi @ agrgry))

= p(u)p(v).

p(uv) = o(h,g)p(Ei @ Thg)
= FB;® rhorhrgr,jol
= (B;® rhorhr,jol)(Ei,- ® rhorgrgol)

= p(u)p(v).

Portanto ¢ é, de fato, um isomorfismo de algebras. Mostremos que tal aplicagao
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preserva a estrutura de graduagao. Sejam s,t = 1,...,n tais que s # i e t # i. Entao:

deg(p(Ey @11)) =

deg(o(Eg @ 11))

deg(gp(Est X Th))

deg(Ey ® rhorhr,jol)
(hogi) " hohhg (Rogs)
9; 'hgi

deg(E; @p).

deg(Eiy & rpyrh)

deg(Ei @ 1p).

deg(Eg @ rpry,)!

g5 'hhgt(hog:)

deg(Eg @ 1p).

Portanto ¢ é um G-isomorfismo e o item (2) estd provado.

(3) Defina ¢ : Rp — Rps por p(E;; @) = Ejj @ rgng—1. Entéo nota-se que ¢ é um

isomorfismo de espagos vetoriais. Além disso, sejam u = E;; @ 1, e v = Eg ® 1, tensores
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simples em R. Se j # s entao ¢(uv) = 0 = p(u)p(v). Se j = s entdo

p(u)p(v) = (Eij @ rgng—1)(Ejt @ rgpg—1)
= Ug(ghgila gpgil)Eit & Tghpg—1
=0

P)Eit @ Tgppg—

(R,
o (h, p)p(Eir @ Thp)
(
(u

e((Eij @ ri)(Ejt @1p))
v).

= plu

Usando o item (c) de (3), temos que ¢ é um G-isomorfismo.

]

Definicao 4.1.2. Os isomorfismos definidos no lema acima sao chamados de movimen-

tos bdsicos de tipos (1), (2) e (3).

Lema 4.1.3. Seja G um grupo abeliano e F' um corpo algebricamente fechado tal que
a ordem de cada subgrupo finito de G € invertivel em F. Sejam R = AB e R = A'B’
duas F-dlgebras G-graduadas simples de dimensdao finita, onde A e A" tem graduagoes

elementares definidas pelas uplas

(q17 <o Qqm; 912, - - - 7gm—1,m) € (q/17 s 7q;n;9127 st Jg;nfl,m)a

respectivamente, enquanto que B e B’ sdo dlgebras de divisao, conforme o teorema (3.4.1)).

Suponha ainda que R e R’ satisfacam as sequintes condigoes:
1. A= A= M, (F) como dlgebras nao graduadas;
2. Supp B= Supp B'=H <G e B= B’ como dlgebras graduadas;
3. FExiste uma permutacao o € Sy, € hy,...,hy,1 € H tais que q(’f(i) = q; para todo

1=1,...,me

912 = gc, a(2)h17 < Im—1m = gfy(mq),a(m)hm—l

onde gi; = gi w1+~ g1, para todo i < j e gi; = (g5;)"" para todo i > j.
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Entao R e R sdo isomorfas como dlgebras G-graduadas.

Demonstracao. Pelo teorema ([3.4.1]), existem dois 2-cociclos «, 5 : H x H — F* tais que
B = F°[H] e B' =~ FA[H] como algebras graduadas. Denote por

P=(H,a,(g1, s G1s -, Gms-->9m)) € P =(H,B,(g1,- 91 s Gy 1 G0))

as duas apresentacoes de R e R’ respectivamente. Pelo lema anterior, usando uma per-

mutacao 7 de S,, conveniente, ao reordenar a upla acima obtendo

(9:7(1)’ s 792(1)7 s 7g;'(m)’ s 7g;(m))

obtemos uma nova apresentacao P, de R’ de tal forma que R}, é G-isomorfa a R, . Assim,
T

podemos supor inicialmente que o é a permutacao identidade e que

/ /
912 = Gl - - y Im—1,m = gm_1,mhm—1

para certos h; € H,i=1,...,m — 1. Dai temos que ¢} = ¢; para quaisquer ¢ = 1,...,m.
Obtenha uma nova apresentagao de R’ substituindo cada entrada g; (movimentos

basicos do tipo (2)) da seguinte maneira:
° g =gl =g
® 9= gy = g

® g3 r— gzlal = h1h29§

b Q;n — giil = hihg - - hm—lg;n

Denote tal nova apresentacao de R’ por P" = (H,B,(g}, ..., 91, s G,  sgm))-
Pelo lema anterior, R, é isomorfa a R}, como algebras G-graduadas. O lema fica provado

se mostrarmos que Rp é isomorfa a R, como algebras graduadas.
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Seja 0 : B — B’ o isomorfismo que existe por hipétese entre as algebras graduadas

B e B’. Defina

f . RP — R/P”

Eij X T — Eij X Q(Th)

Note que f é um isomorfismo de algebras (f é o produto tensorial de isomorfismos,
que é um isomorfismo). Resta-nos verificar que f preserva a graduacdo. Antes disso,

observe que parat=1,...,m — 1

(9ol = hithyt e () T hahe - higl
= (97 g
= 92{7i+1hi
Giit1-

Reescrevendo (g1, ..., g1y« s Gmy - Gm) = (a1, .oy an) e (gYs s gls s Gy gim)

(b1, ...,by), teremos que
(a;)"ta; = (bi)"'by,

para quaisquer 7,7 = 1,...,n. Deste modo,

deg(f(Eij @ry)) = deg(Eij @ 0(ry))

e o lema esta provado. O

Agora considere a seguinte situacao: Sejam R e R’ duas F-algebras G-graduadas

simples de dimensao finita tais que o corpo F' e o grupo G satisfazem as hipoteses do
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teorema (3.4.1). Entao, podemos escrever R & M, (F)® F*[H] e R = M, ® F°[H'].
Assumindo que G seja abeliano, [19] demonstra que se R e R’ satisfazem as mesmas
identidades graduadas entao os grupos H e H' coincidem. Na verdade esse é um resultado
mais geral: se retirada a hipdtese de comutatividade de G entao ainda se tem H = H'.

Para este fato, ver [1].

Lema 4.1.4. Seja G um grupo abeliano e F' um corpo algebricamente fechado tal que a
ordem de cada subgrupo finito de G € invertivel em F. Se duas F-dlgebras G-graduadas
simples de dimensao finita R e R’ satisfazem as mesmas identidades graduadas entdo R

e R sdo isomorfas como dlgebras G-graduadas.

Demonstra¢ao. Sejam R=AB = A® Be R = AB' = A’ ® B’ duas decomposigdes nos
moldes do teorema , isto é, existem inteiros positivos n e n’, subgrupos finitos H e H’
de G, um 2-cociclo o em H, outro 2-cociclo  em H' e duas uplas u = (g1,...,9,) € G" e
v=1_(g},...,q.) € G tais que R tem apresentacdo Pr = (H,a,u) e R’ tem apresentacio

Pr = (H',B,v). Note que pelo lema (4.1.1)), podemos assumir que

U="(G1y- 301> Gms--+>Gm)s
T T

comq; > qy > - > @y >0,de modoque ¢ +q2+---+¢m =n¢€g,...,gn sao distintos;
e

V=G G G o)

@} a.

comgq; >qy>--->q,, >0,demodo que ¢} +¢4+---+q,, =n"egi,..., g, sao distintos.
Entao, A tem graduacao elementar definida por (qi,qa,- - -, Gm; 912, 923, - - - s Gm—1.m), €N~
quanto que A’ tem graduagao elementar definida por (qy, g3, - - -, G5 912, 993 - - + > Gt 1m0 )
onde denotamos gy = ¢g;'g:, 1 < s,t <me gy, = (9.) g, 1 <k, 1 <m'. Além disso,
para quaisquer 1 < s < t < m vale que gss+1---g—1+ # €. De modo andlogo, para
quaisquer 1 <k <1 <m’ vale que g ;.1 g1, # e

Defina os seguintes elementos pis:

P1=¢q1,P2=P1+4q2 s Pn-1=Dm-—2T Gn-1, Pm =DPm-1 T qn ="
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PM=q¢, =Pt s Doy = Do T Q15 Py = Prr—1 + G =10

Defina também os seguintes polinémios graduados: f e f’ pertencentes a F'(X):

f(xila e JI;plfh $g}1721,I§p1+1, to 7‘T§pm,1717 xg;;ilm7 xgpm,1+17 e ngnflv ISn) =

= St2¢11*1<x§? s 7$§p1_1)xg;215t2q2—1<$;p1+17 s >x§p2—1)xg;?; T St?qm—1*1(x§pm—2+l> cee 7x§pm_1—1)

xg;;:flm St2Qm—1(l‘;pm,1+17 R ’xgpnl—l)zgpm

(§]

/(e e 932 e e g;n’—l,m’ e e e

R CTRNE Y gy Capts s gy, 15 Tgp " Wy s T r5.,) =

= Stagy (25, Ty )T Sty 1 (T ars s Wy )T - Stag  4(@5y 2y )
/

xg;:;i:n/ St?‘]:n/—l(xgp’m,il%—l? s 7x§p’m,—1)x§p’m,'

Afirmagao 1. f nao € identidade polinomial graduada para A (e portanto nao é para R).

De fato, usando o argumento de escada,

f(Elh E127 s 7EP1 P19 Ep1 p1+1, Ep1+1 p1+1s - - - 7Ep2 P29 Ep2 p2+1, Ep2+1 pa+ls--

e 7Epm—1 Pm—1) Epm—1 Pm—1+t1s Epm—1+1 Pm—1+1s5 -+ - 7Enn> Enn) = Eln 7& 0.

Afirmagao 2. f’ nao ¢ identidade polinomial graduada para A" (e portanto nao é para

R).
O argumento é analogo ao da afirmacao anterior.
Afirmagao 3. m =m/

Para provarmos a afirmacao, comecemos supondo que m > m’. Neste caso, vamos
mostrar que f é uma identidade graduada para R’, o que é uma contradicao com o
enunciado. Para tal, devemos tomar elementos arbitrérios de R, e R} ,..., R, . Mas

note que

e R' ¢ G-isomorfa a M, (F)® FP[H],
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b R/e:A/e gng(F)@ng(F)@'“@Mq;n,(F),
All A’2 A//

m

e f é multilinear.

Logo podemos tomar, sem perder generalidade, elementos

® ® 17 v 7y2p1—1 ® 17 y2p1+l & 17 s 7y2pm_1—1 ® 17 yme_1+1 & 17 v ay2pm—l & 17 y2pm ®

1 pertencentes a R, = A, ® 1, com cada y; pertencente a alguma componente

A, AL
® Yy, Db € R’glg, e Yo Dby € ngm_l,m com cada um dos Yop,, ..., Y2p,, , €
bi,...,bm_1 homogéneos em M, (F) e FP[H| respectivamente.

e Para fins de notacao, defina os conjuntos

I = {3/17 e 73/2;0171}7 I, = {y2p1+17 ce ,yngfl}, cody = {y2pm_1+17 ce 7y2pm71}-

Diremos que os 2n elementos arbitrarios acima foram tomados do tipo 1.

Assim, f(y1 ® 1,...,9s, ® 1) assume valor

Stog 11 @1, yap -1 @ 1)(Y2p, @ b1) - Stag,—1(Y2p 141 @ 1, Y2p, 1 @ 1) (Y2, ® 1) =

= §t2q171(y17 e Y2pr—1) Yapy ¢ '§t2qul(y2pm,l+17 e Y2p—1) Y2p,, @ b1by by =

i J/

ai Am,
= f(yl, Ce 7y2pm) ®b1b2 s bm—l-
—_————

A

Entao, para alcangar nosso objetivo, basta mostrar-mos que A = 0. Dividamos a analise

de A em dois casos:

1. Algum dos conjuntos Ii,...,[,, contém dois elementos em componentes

distintas: Neste caso, se tal fato acontece com o bloco I; entao temos

Stz%*1<y2p]’—1+17 cee ayijfl) =0

pois tais elementos que se repetem aparecem em toda parcela deste fator de f.

Entao neste caso, A = 0.
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2. Casoem que [; C A!

i Im C Aj , paracertos indices iy, ..., i, € {1,...,m'}:

Neste caso, como estamos supondo m > m’ entao dois dos indices iy, ..., 1, devem

coincidir, digamos 7; = i;, com 1 < s < t < m. Deste modo, se

/
sY2p, * * * Y2p, At € Ais

¢ nao nulo, entao deveriamos ter

e = deg(asyap, =+ - Yop,_1 ) = deg(yap,) - - deg(yop, )

(pois as, ..., a; sao homogeéneos de grau e). Logo terfamos

Guy = deg(yap, @ bs) - - deg(yap, , @ bi—1) = deg(bs - - - by_1)

Como by ---b_1 # 0 (pois B’ é édlgebra de divisao graduada), entdo temos que e #

gy € Supp(B")NSupp(A’), o que contradiz o lema (4.0.14)). Portanto, asysp, - - - Yap, ,ar =
0, o que implica A = 0.

Assim, f é uma identidade polinomial graduada para R’, o que é um absurdo. Por um
argumento analogo, temos que m’ > m nao pode ocorrer. Logo m = m' e a afirmacao

esta provada.
Afirmacgao 4. ¢; = ¢, para todo i =1,...,m.

Suponha ¢; > ¢;. Neste caso, mostraremos que f é identidade graduada para R'.
Considere 2n elementos arbitrarios tomados do tipo 1. Mais uma vez, para provarmos
que f se anula nesse elementos (e que, portanto, é identidade graduada para R'), basta

mostrarmos que

A= f(yr, - Ym) = Stog -1 (Y15 Y2pi—1)Y2p1 **  Stogu—1(Y2pm1 415 - -+ > Y2pm—1)Y2pm,

é zero. Dividimos em trés casos:

1. Algum dos conjuntos I[,..., [, contém dois elementos em componentes

distintas:
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2. Casoemque I, C A4 ,..., I, C A] , paracertos indicesiy,...,i, € {1,...,m},
de forma que dois dos indices iy, ...,1, coincidam:

3. Casoemque I, C 4 ,..., I, C A] , paracertos indicesiy,...,i, € {1,...,m},
de forma que os indices iy,...,i, sao dois a dois distintos:

Observe que para mostrar que A = 0 nos casos (1) e (2), usa-se 0 mesmo argumento que
usamos na suposicao de m > m’ (veja que l4 nao usamos o fato de que ¢; > ¢}). Nos resta
verificar o caso (3). Note que como ¢; > ¢} entao 2¢; —1 > 2¢;. Além disso, ¢; > -+ > ¢/,..
Assim, as matrizes y, . . ., Y2p, -1 pertencem a My(F'), com d € {q;,...,q,,} (tém tamanho

maximo (¢;)?). Pelo teorema de Amitsur-Levitzki,

Stogi—1(Y1, - Yop—1) = 0,

o que implica A = 0. Dai f seria uma identidade graduada para R’, o que é uma con-
tradicao. Por um argumento andlogo, mostra-se que ¢; > ¢; nao pode ocorrer. Portanto
Q= q.

Facamos o caso geral, isto é, suponha que ¢; = ¢j,...,q-1 = ¢)_,, para certo
2 < k < m. Provemos que g, = ¢;.. Suponha ¢; > ¢,.. Provemos neste caso que f é uma
identidade graduada para R’. Considerando 2n elementos arbitrarios tomados do tipo 1

e repetidos todos os argumentos, somente nos resta mostrar que

A= f(yh e 7y2n) = 5t2q171(3/17 , 73/2p171)3/2p1 T 5t2qm71(3/2pm71+1, cee ay2pm71)yzpm

é zero no caso em que Iy C Aj ..., I, C A} | para certos indices iy, ... %, € {1,...,m},
de forma que os indices 71, . . ., %, sao dois a dois distintos. Observe que se 7;, > k entao as
matrizes yop, 41, - -, Yop,—1 pertencem a My(F') com d € {q;, @41, - -y, } (tém tamanho

méximo (g},)?). Entdao como 2g;, — 1 > 2q}, segue por Amitsur-Levitzki que

StQQkfl(yQPkflJrla cee 7y2pk71) = 0,

o que implica A = 0. Por outro lado, se i, < k entao algum dos indices i1,...7;,_1 é

maior do que ou igual a k (uma vez que iy, ..., 1, sao distintos). Seja entao i, > k, para
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algum 1 <[ < k — 1. Entdo, as matrizes yap, ,+1,. .., Y2p,—1 Pertencem a My(F') com
d € {q, s} (tém tamanho no maximo (g;,)*). Como ¢ > g, > ¢ segue que

2q; — 1 > 2q;, e pelo teorema de Amitsur-Levitzki

St2qul(3/2pl,1+17 s 7y2p171) =0,
o que implica A = 0. Portanto f é identidade graduada para R, o que é uma contradigao.

Mais uma vez, com um argumento analogo mostra-se, no caso geral, que nao pode-
mos ter ¢, > qx. Assim a afirmacao [4] estd4 provada. Além disso, temos que n = n' e a

condigao (1) do lema anterior é satisfeita.

Pela observacao logo no inicio do capitulo, temos que os grupos H e H' coincidem.

Assim sendo, denotemos por {b;, : h € H} a base homogénea de F'*[H] ¢ {b}, : h € H}

a(g,h)
a(h.g)

a base homogeénea de FP[H]. Para cada par g,h € H, defina os escalares \(g, h) =

e N(g,h) = ggi’;; Como G é abeliano, para quaisquer g, h € H,

bybr = A(g, )bab, € b1, = N (g, h)bjb,

Lembre que podemos escrever o polinomio standard de grau 2¢ do seguinte modo:

St2q(x17 ey X2g—2,T2¢—1, *TQq) =
E (Stij(w1,. .., Tag—a, Tog—1, Taq) — Stij(T1, ..., Tog—2, Tag, T2g—1))
1<i<j<2q
onde
Stij(xla vy X2g—2, T2g—1, qu) -

(S D (P Ty Trio @218 Tr(o2) T2 Tr(2-2)-
TES24—2

Tome arbitrariamente dois elementos g,h € H. Denotando ¢q := ¢, defina entao o

polinomio graduado:
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gh(, e e g hy _
Sth (‘/1717 toe 7x2q—27 qu—lv x2q) -
e e g h e e h g
E (Stij(xl, Ty g, Ty, xzq) — Ag, h)Sti; (x5, ... s T2 Togs qufl)) )
1<i<j<2q

Afirmacao 5. Stg’qh ¢ identidade graduada para R, para g,h € H fixados.

Antes de provarmos a afirmacao, vamos a um fato: sejam h € H fixado e indices
1 < s,t < 2n tais que Ey ® b, € M,(F) ® F*[H| tenha grau h, onde a € H. Entao
gsta = h. Como a,h € H e H é subgrupo de G, segue que g5 € H = Supp(B). Mas
entao gg € Supp(A) N Supp(B) = {e}. Em resumo: os elementos de Ry, sdo combinagoes

lineares de elementos do tipo Eg ® by,.
Agora, tomemos 2g — 2 elementos em R,, um elemento em R, e outro em R;,. Como

St‘g;]h ¢ multilinear e R, = A, = M, (F)®--- &M, (F), podemos tomar os elementos:
—— ———

Ay Am

ey ®1,...,yz-2®1 em R, de modo que cada y;, pertenca a alguma componente

Al, Ce ,Am,
® Yo1 @by € Ry € Yoy @by, € Ry, onde yoq—1 € Yoq sa0 matrizes em M, (F) de grau e.

Assim,

Stg;]h(yl ® 17 <y Y2q-2 & 17y2q71 ® bg7@/2q ® bh)

= Z (Stij(yh @1, ..., y2g—1 @ by, y2g @ b)) — A(g, h)Stij (1 @ 1, ..., Yag @ bp, Y2q—1 @ by))

1<i<j<2q

= Z (STij (Y1, - -+, Y2g—2, Y2g—1, Y2q) @ bgbr, — A(g, 1) Stij(yn, - - -, Y2g—2, Yog, Y24-1) @ biby)
1<i<j<2q

= Z (Stij(yis - - s Yag—2, Y201, Y2q) @ bgbr — Stij (Y1, - - - Yag—2, Y2q, Y20-1) © byby)
1<i<j<2q

= Z (Stij (Y1, - - Y2g-2: Yog—15 Yog) — Stij (Y1, - s Yag—2, Yog Y2g-1)) @ brby

1<i<j<2q
= Stog(Y1, - Y2g—2, Y2q: Y2q—1) @ byby,
=0
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uma vez que as matrizes yu, .. ., Yag—2, Y2q, Y21 Pertencem a My(F') com d € {qy,...,q,,}

eq=q >q, > --->¢,. Logo a afirmacao 5| estd provada.
Afirmagao 6. \(g,h) = N (g, h) para todos g,h € H.

Suponha que existam g,h € H tais que (g, h) # XN(g,h). Entdo vamos mostrar
que Stg;]h nao é identidade graduada de R’, o que contradiz o enunciado e a afirmacao .

Para isso, tome os elementos

Fn®1L,Ep®l,....,B1,01€R,

2q—2 elementos

e By @b, € R e By @b, € R). Assim,

Stg;]h(Ell ® 1, Fia® 1,..., Eq—Lq ® 1, qu & blg, qu & b;z) =

= Z (Stij(EH, ceey Eq—l,qy qu, qu> ® b;b/h - )\(Q, h)St” (EH, ce 7Eq—1,q7 qu, qu) ® b/hblg)

1<i<j<2q
_ / 7/ >‘(97 h) / 7/
- Z Stij(Ell» T 7Eq—17qv quv qu) ® bgbh N Stij(Ell» T 7Eq—17qv quv qu) ® bgbh
1<i<j<2q N(g,h)

Alg, h)
= (1 - /\1(97 h)) ( Z Stij(Ella E127 s 7Eq—1,q7 qu7 qu)) ® b;,b;l

1<i<j<2q
_ (1 _ Mg h)
N(g,h)

)Em®%%#0

o que é uma contradi¢ao. Portanto a afirmagao [6] estd provada.
Afirmacao 7. B e B’ sao dlgebras H-graduadas isomorfas.

Como H é grupo abeliano finito, fixe uma decomposicao de H em um produto direto

de grupos ciclicos de ordens ky, ..., k;, respectivamente
H = <h1>k1 X oo X <ht>kt-

Podemos tomar by, ...,b; € B tais que deg(b;) = h; e bf =1 paratodot=1,...,t. De
fato, para indice fixado 1 < i < ¢, considere o elemento by,,. Temos que (by,)* = &1, para
algum 0 # £ € F. Como F ¢é algebricamente fechado, existe n € F tal que n* = ¢71.

Assim, o elemento b; := nby, é tal que (b;)" = 1, como querfamos.
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Do mesmo modo, tome elementos ¢y, ...,¢; € B’ tais que deg(c;) = h; e c?i =1,

para todo i = 1,...,t. Afirmamos que os conjuntos

T={b"b' 1<j.<k,r=1,...,t}

T ={c" ' :1<j,<k,r=1,...t}

7

sao bases para B e B’ respectivamente. De fato, é imediato que T' e T" geram B e B'.

Mostremos agora que 7' é linearmente independente. Note que pela decomposicao de H,
bl bl = b bl = (G ge) = (L D).
Sendo assim, considere a combinagao linear

> ol b =0, (4.1.1)
(jl?"'7jt)

Observe que cada parcela a esquerda da igualdade acima é homogénea pois é um produto
de elementos homogéneos invertiveis nao nulos. Além disso, os elementos das parcelas
a esquerda de (4.1.1) tém os graus dois a dois distintos. Como B = @, ., By, se-
gue que [, ;) = 0, para quaisquer ji,...,j;. Um argumento inteiramente andlogo
mostra que 7’ é base para B’. Defina a transformagao linear ¢» : B — B’ dada por
w(bgl e b{t) = cgl e cgt. Observe que v é um isomorfismo de espacos vetoriais. Mos-

tremos que v preserva o produto. Defina para cada 1 < i < t, o coeficiente I'; =
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[/\(ht7 hi)]jtli [)\(ht—la hi)]jt_lli tee [)\(hi—l—l; hi)]j”lli. Deste modo,

(B 0 BB b ) = [Ny h)PP B - B DO b - B
= [A(he, ROV A (hey, b)) P00 - b 20 b0 b - bl

= AChe )P A e, BP0 [N (g, B )2 B 007 - 005 - -0
— Flb{1+’1b§2---b{tblg---b?

_ Jj1+l1392+127 73 jt7l3 It

_ j1+l1 7 j2+12 ji+lt
= 4Dy Ty pithpiette . pletle

De modo inteiramente analogo, mostra-se que

1 jt—1 _Jt I lic1 L\ I / ji1+01 _jo+lo e+t
(C{ "‘CZACZ )(ci "'thlctt) = 111112"'1%—10{ C’; CZ )

onde T, = [N (hy, hi) 75N (he_y, hy) P20 - - [N (B, hi))Pil ) para cada 1 < i < t. Pela
afirmacao |§| segue que I'; = I} para todo 1 < i < t e entdo 1 preserva o produto. Além
disso, é claro que

deg(b]' -+ b)) = i h" = deg(c]' -+~ "),

o que mostra que ¥ é um isomorfismo de dlgebras que preserva a graduagao. Isso prova
a afirmagcao[7] Logo a condi¢do (2) do lema anterior é satisfeita.
Como o polinomio f nao é uma identidade graduada para R/, entdao existem 2n

elementos

* Y ®L . Y1 @ L yop 1 @1y, 1 @ L yop,, 1@ L Yo, -1 L Y, @
1 pertencentes a R, = A, ® 1, com cada y; pertencente a alguma componente

/ /
AlLLLA

® Yo, b1 ER, ... Y,  Rbyog € R;m_

12 _com cada um dos yap, , - . -, Y2p,,_, sendo

1,

matrizes elementares e cada b; homogéneos em B’ com grau h;, i =1,...,m — 1.
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e Para fins de notacao, defina os conjuntos
7y2p2—1}a SR 7]m = {yQPm—l-‘rl? cee 7y2pm—1}

I = {yh s 7y2p1—1}7 I = {y2p1+1, .

satizfazendo
s Yopm—1 @ 1) (Y2p,, @ 1)

 Yopr—1 @ 1) (Y2p, @ b1) -+ - Stag,, —1(Y2p, 141 @ 1,
s Yapm—1) Yap,, @ biba -+ bp_q

J/

0 # Stag1(p1®1,...
= §t2q171(y17 R

~~
ai

s Yopr—1) Yapr ** * Stagr—1(Yopyn 1415 - -

o que implica a1yap, a2 - - - Yop,, ,am 7# 0. Escreva

Yop, = Ei1j1>y2p2 = Ei2j2 s Yopn 1 T Eim—17jm—1

para certos indices 1 <41, J1,. .., tm—1, Jm-1 < n. Dal,

§t2q1_1(y1, e 7y2p1—1)1Ei1j15t2q2—1(y2p1+17 e Y2pe—1)Einiy - B i s
a
Sthm—l(yQPm—l-i-la + - 7y2pm—12 7& 0.

am

1»- - Im C A;  de modo que os indices Iy, ...

Observe que devemos ter Iy C Ay ,.
sao uma permutagao de {1,...,m}. Seja o € S, tal que o(j) =,

Denote os subconjuntos de niimeros naturais

;p2};-~;{pm—1 + ]-77pm}

{1,...p1},{p1+1,...

por sub-blocos. Relembre que a upla

/ / / / / /
(glv"'7917927"‘7g27"'7gm7"'7gm)
—_——— ——— ——

qm

a1 q2

determina a estrutura de graduacao de A’. Observe que para 1 < k < m — 1, se os



4.1. Teorema principal 84

indices i) e ji pertencem a um mesmo sub-bloco, entao hy = deg(E;, j, @ br) = Gk j+1,
donde terfamos e # gy x+1 € Supp(A) N Supp(B), o que é um absurdo. Além disso, para
1 <s<m—2 os indices js e is,; devem pertencer a um mesmo sub-bloco. Deste modo,

teremos

deg(Ei ) = 92(1)0(2)7 deg(Eiyj,) = 9;(2)0(3)7 s B ymj oy = gé(mq),a(m)
donde tiramos que
9k k+1 = gé(k),a(kﬂ)hk
para k = 1,...,m. Isso mostra que R e R’ satisfazem as condicoes do lema anterior.
Portanto sao G-isomorfas. O

Finalmente, podemos enunciar o teorema principal:

Teorema 4.1.5. Seja F' um corpo algebricamente fechado e G um grupo abeliano tal
que a ordem de cada subgrupo finito de G € invertivel em F. Sejam R = A® B e
R = A" ® B’ duas F-dlgebras G-graduadas simples de dimensao finita tais que A e

A’ sao dlgebras de matrizes com graduagoes elementares respectivamente definidas pelas

uplas (g1, -+ Gmi 912, -+ Gm—1.m) € (@15 Qi Gias - -+ Grr— 1) € B € B’ sdo algebras

G-graduadas de divisao. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalenetes:

1. R e R' sao G-isomorfas;
2. R e R’ satisfazem as mesmas identidades graduadas;
3. R e R satisfazem as condigoes

(a) A= A" = M,(F) como dlgebras nao graduadas;
(b) supp(B) = supp(B') = H < G e B = B’ como dlgebras graduadas;

(c) m = m' e existe uma permutacao o € Sy, e elementos hy,..., hy_1 € H tais

que q;(i) =gq; para todoi=1,....,m ¢

J12 = g;(l)mo(2)h17 sy Gm—1m = gtly(mq),a(m)hm—l
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onde gi; = i1+ G5_1; para quaisquer 1 < i < j < m enquanto que g;; =

(gi;)~"

Demonstracao. Segue pelos dois lemas anteriores. O
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