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Resumo

O presente trabalho estuda operadores diferenciais parciais lineares complexos de

ordem um sem termos de ordem zero (campos de vetores complexos). Primeiramente

apresentando uma condição necessária e su�ciente para resolubilidade local de uma classe

de operadores que deixam de ser elípticos precisamente em uma subvariedade 1-dimensional

e por �m construindo soluções para uma classe de operadores que satisfazem a condição

(P) e que deixam de ser elípticos precisamente em um ponto.
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Abstract

This work study complex linear partial di�erential operators of order one without

having terms of zero order (complex vector �elds). We have established a necessary and

su�cient condition for local solvability of a class of operators which are not elliptic precisely

in a 1-dimensional submanifold and we construct solutions for a class of operators satisfying

the condition (P) and which are not elliptic precisely in a point.
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Introdução

Um dos problemas mais básicos da teoria de equações diferenciais parciais lineares é

decidir sobre a resolubilidade local de uma equação diferencial parcial linear. Na segunda

metade da década de 50 surgiram dois trabalhos cruciais sobre o tema. O primeiro deles

apresenta o célebre exemplo de H. Lewy [14]. Em 1956 ele mostrou que o operador de

primeira ordem

L = − ∂

∂x1

− i ∂
∂x2

+ 2i(x1 + ix2)
∂

∂x3

não é resolúvel em ponto algum de R3. Na realidade o resultado é ainda mais forte: existe

f ∈ C∞(R3) para a qual a equação Lu = f não tem solução em aberto algum (não vazio)

de R3.

O segundo trabalho citado é o de L. Hörmander [10] e apresenta uma explicação

para o exemplo de H. Lewy. Neste trabalho ele demonstra uma condição necessária para

a resolubilidade local de um operador diferencial parcial linear P , em um dado ponto x0,

envolvendo o comutador entre P e seu conjugado complexo P :

C = [P, P̄ ] = P̄P − PP̄ .

Deve-se observar que, se P é de ordem m, então C é de ordem ≤ 2m − 1. A condição

necessária mencionada é a seguinte:
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Teorema 1. Se P é resolúvel em x0 então

σp(P )(x0, ξ) = 0, ξ ∈ Rn ⇒ σp(C)(x0, ξ) = 0.

A não resolubilidade do operador de H. Lewy é uma consequência imediata deste teorema.

Uma condição necessária e su�ciente para a resolubilidade de um operador diferencial

parcial linear (condição (P)) foi enunciada por L. Nirenberg e F. Treves [18] no decorrer

da década seguinte e pode-se a�rmar que ela tem sua origem na análise por eles feita, dos

chamados operadores de Mizohata, que são dados por

M` =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`

∂

∂x
, ` ∈ N.

Representamos aqui as variáveis em R2 por (x, t). Para enfatizar o índice ` chamaremos o

operador M` de operador `-Mizohata. O símbolo principal de M` é a função em R4

σp(M`)(x, t, ξ, τ) = τ + i(`+ 1)t`ξ.

Observe que se t 6= 0 entãoM` é elíptico em (x, t). Assim, os únicos pontos que necessitam

de análise quanto a resolubilidade são os da forma (x, 0).

Observe que, se ` = 1, podemos aplicar o Teorema 1 e concluir queM1 não é resolúvel

na origem. Já, se ` ≥ 2 esse teorema não fornece nenhuma informação. Mas para esses

operadores mostra-se razoavelmente de maneira elementar, o seguinte resultado

Teorema 2. M` é resolúvel na origem se, e somente se, ` é par.

No começo da década de 80, F. Treves [20] e J. Sjöstrand [21] consideraram uma

classe de operadores do tipo Mizohata em R2, que por de�nição são campos de vetores L

suaves complexos de�nidos perto da origem (0, 0), tais que

(i) L(0, 0), L(0, 0) são linearmente dependentes, e
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(ii) L(0, 0),
[
(L(0, 0), L(0, 0)

]
são linearmente independentes.

Assumindo que este campo de vetores L é da forma

L =
∂

∂t
+ iλ(x, t)

∂

∂x
,

com λ de�nida perto da origem de R2, real e suave. Os seguintes resultados foram obtidos

por F. Treves e J. Sjöstrand, respectivamente:

Teorema 3. Assuma que L satisfaça λ(0, 0) = 0 e ∂a
∂t

(0, 0) 6= 0. L é localmente integrável

na origem se, e somente se, existe uma mudança de coordenadas locais tal que L é um

múltiplo, por uma função suave não nula, do operador 1-Mizohata.

Teorema 4: Assuma que L satisfaça λ(0, 0) = 0 e ∂a
∂t

(0, 0) 6= 0. Então existem funções

suaves u+ e u− de�nidas em t ≥ 0 e t ≤ 0, respectivamente, tais que u±(x, 0) são reais,

∂u±

∂x
(x, 0) > 0 e Lu± = 0. Além disso, L é localmente integrável na origem se, e somente

se, a função (u+)−1 ◦ u−(x, 0) é analítica real na origem.

Os resultados citados acima apresentam condições necessárias e su�cientes para o

operador L ser localmente integrável. Já na segunda metade da década de 80, N. Hanges em

[9] apresentou um resultado sobre a resolubilidade local dessa classe de operadores, a qual

ele chamou de operadores quase Mizohata. Em [9] ele apresentou uma condição para uma

função suave de�nida em uma vizinhança da origem, estar na imagem desses operadores.

Isto é, dada uma função suave f , ele encontrou condições necessárias e su�cientes para

existir uma solução distribuicional u tal que Lu = f .

Uma extensão para essa classe de operadores foi apresentada por H. Ninomiya em

[17] no �nal da década de 90. Neste trabalho ele considerou uma classe de operadores que

contém o Operador `-Mizohata, no caso em que ` é ímpar, que por de�nição são os campos

de vetores L suaves, complexos, de�nidos em uma vizinhança da origem de R2 satisfazendo:

(i) L(x, 0) e Cn(x, 0) são linearmente dependentes para n = 0, 1, . . . , `− 1, e
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(ii) L(x, 0) e C`(x, 0) são linearmente independentes,

onde C0 = L,C1 =
[
L,L

]
, C2 = [L,C1] , . . . , Cn = [L,Cn−1] , n = 1, 2, · · · , `. Em [17] foi

apresentada uma condição necessária e su�ciente para integrabilidade local dessa classe de

operadores.

Na primeira parte do nosso trabalho, consideramos uma classe de operadores como

em [17]. Apresentamos uma extensão do trabalho de N. Hanges. Chamamos esta classe

de operadores quase `-Mizohata em uma subvariedade Σ. Consideramos a subvariedade

Σ = {t = 0} e nos restringimos ao caso que ` é ímpar.

No Capítulo 2 apresentamos uma integral primeira para este operador restrito aos

semiplanos t ≥ 0 e t ≤ 0 e uma forma normal para essa classe de operadores. Já no Capítulo

3, obtemos uma condição necessária e su�ciente para uma função suave f pertencer a

imagem deste operador.

Observamos que para generalizar o resultado acima teriamos que lidar com operadores

do tipo L = ∂
∂t

+ iλ(x, t) ∂
∂x
, com λ(x, t) = x2−t2, que não é um campo localmente resolúvel

exatamente nas retas t = ±x. No entanto, exceto pela origem, mas sobre estas retas ele

é 1-Mizohata, já na origem ele é quase 2-Mizohata. Na busca de uma técnica apropriada

para abordar essa tal situação consideramos o artigo de C. Campana, P. Dattori e A.

Meziani (ver [4]), que apesar de lidar com o caso de operadores localmente resolúveis, nos

pareceu apropriado tratar o caso em que λ se anula exatamente num ponto. A saber em

[4] foi considerado representação explícita de soluções no caso em que λ ≥ 0 e se anula

identicamente em t = 0. Nosso segundo resultado, apresentado no Capítulo 4, vem de

encontro em estender o teorema apresentado em [4] quando λ se anula apenas na origem.

Em particular, quando L tem a forma

L =
∂

∂t
+ i(x2 + t2)λ0(x, t)

∂

∂x
, com λ0(0, 0) 6= 0. (1)
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Capítulo

1

Preliminares

Este capítulo será destinado a apresentar de�nições e resultados que serão utilizados

ao longo do texto.

1.1 Tópicos de variáveis complexas

Nesta seção apresentaremos alguns resultados e de�nições da teoria de funções de

variáveis complexas, apenas a título de referência. Os mesmos serão utilizados no Capítulo

3.

Seja U uma vizinhança da origem de R2, de�nimos os conjuntos

U− = {(x, t) ∈ U : t < 0} e

U+ = {(x, t) ∈ U : t > 0} .

De�nição 1.1.1 (Holomorfa de crescimento lento). Uma função H é holomorfa de cres-

cimento lento no semiplano inferior se existem uma vizinhança U da origem no plano

complexo, constante C > 0 e N ∈ N tal que H é holomorfa em U− e

|H(x+ it)| ≤ C

|t|N
, x+ it ∈ U−.
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Teorema 1.1.2. Sejam H uma função holomorfa de crescimento lento no semiplano in-

ferior e U = I1× I2 uma vizinhança da origem em R2 tal que I1 e I2 são intervalos abertos

em R. Então H(·+ it) tem limite H0 ∈ D
′N+1(I1) (N como da de�nição anterior) quando

t→ 0, que é

〈H0, φ〉 = lim
t→0−

∫
H(x+ it)φ(x) dx, φ ∈ CN+1

c (I1).

(Ver [11], página 63).

Teorema 1.1.3. Seja H uma função holomorfa em U−, onde U é uma vizinhança da

origem como no teorema anterior. Se lim
t→0

H(·+ it) existe em D
′N(I1) então

|H(x+ it)| ≤ C

|t|N+1
, x+ it ∈ U ′ ,

onde U
′
é o produto de um intervalo I

′
1 ⊂⊂ I1 e do intervalo (− δ

2
, 0), sendo I2 = (−δ, δ).

Ou seja, H é uma função holomorfa de crescimento lento no semiplano inferior.

(Ver [11], página 66).

Os próximos resultados serão utilizados na Seção 2 do Capítulo 3.

Proposição 1.1.4 (Desigualdades de Cauchy). Seja f ∈ C∞(I) para algum intervalo

aberto I. A função f é analítica real em I se, e somente se, para cada α ∈ I, existe um

intervalo aberto J , com α ∈ J ⊆ I e constantes C > 0 e R > 0 tal que as derivadas de f

satisfazem

|f (j)(x)| ≤ C
j!

Rj
, ∀x ∈ J.

Proposição 1.1.5. Dado aberto D ⊂ Cn, G(z, ξ) contínua em D × Rm, z 7−→ G(z, ξ)

holomorfa em D e |G(z, ξ)| ≤ h(ξ) ∈ L1. Então,

P (z) =

∫
G(z, ξ) dξ é holomorfa em D.
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Teorema 1.1.6 (Teorema de Montel). Sejam D ⊆ C aberto e F uma família de funções

holomorfas em D. Suponha que F é localmente limitada. Então F é normal, isto é,

cada sequência de elementos de F tem subsequência convergindo uniformemente em cada

subconjunto compacto de D.

1.2 Mudanças de variáveis no símbolo principal de um

operador

O objetivo principal desta seção é mostrar como o símbolo principal de um operador

diferencial parcial linear (ODPL) se transforma através de mudança de variáveis. Esse

resultado será útil ao longo de todo texto quando realizarmos uma mudança de variáveis

no operador.

Consideraremos nesta seção como um ODPL de ordem k ∈ N em um aberto U ⊂ Rn

uma aplicação P : C∞(U)→ C∞(U), de�nida da seguinte forma

P (x,D) = P =
∑
|α|≤k

aα(x)Dα,

sendo Dα = (−i)|α|∂α e aα ∈ C∞(U), |α| ≤ k. Associamos a P os seguintes polinômios em

ξ:

p(x, ξ) =
∑
|α|≤k

aα(x)ξα, x ∈ U, ξ ∈ Rn

e

pk(x, ξ) =
∑
|α|=k

aα(x)ξα, x ∈ U, ξ ∈ Rn.

De�nimos o símbolo de P e o símbolo principal de P por

σ(P )(x, ξ) = p(x, ξ)

7



e

σp(P )(x, ξ) = pk(x, ξ),

respectivamente. Temos os seguintes resultados a respeito do símbolo principal de um

operador diferencial P .

Lema 1.2.1. Sejam P um operador diferencial de�nido em U , x ∈ U e ξ ∈ Rn. Se

f, ϕ ∈ C∞(U) são tais que f(x) = 1 e dϕ(x) = ξ, então

σp(P )(x, ξ) = lim
t→∞

t−ke−itϕ(x)P (eitϕf)(x).

Demonstração. Segue da aplicação da fórmula de Leibniz.

Consideraremos agora um difeomor�smo h : U → U
′
, onde U

′
é outro aberto de Rn.

O difeomor�smo h induz as seguintes aplicações:

h∗ : C∞(U
′
)→ C∞(U)

f 7→ f ◦ h;

h∗ : End(C∞(U))→ End(C∞(U
′
))

Q 7→ (h∗)−1 ◦Q ◦ h∗;

T ∗h : U
′ × Rn → U × Rn

(y, η) 7→ (h−1(y), dh(h−1(y)) · η)

e T ∗h induz a aplicação

(T ∗h)∗ : C∞(U × Rn)→ C∞(U
′ × Rn)

σ 7→ σ ◦ (T ∗h).

Com isso temos a seguinte

8



Proposição 1.2.2. A aplicação h∗ aplica um operador diferencial de�nido em U bijetiva-

mente em um operador diferencial de�nido em U
′
. Além disso,

σp(h∗(P )) = (T∗h)∗(σp(P )), em U
′ × Rn.

Demonstração. A prova da primeira aplicação segue da regra da cadeia e da fórmula de

Leibniz. Já para a segunda a�rmação, �xamos (x, ξ) ∈ U × Rn e tomamos

(y, η) = (h(x), ξ · (dh(x))−1)

e f, ϕ ∈ C∞(U
′
) tais que f(y) = 1 e dϕ(y) = η. Com isso aplicando o lema anterior duas

vezes, concluímos o resultado.

Exemplo 1.2.3. Seja P um operador diferencial de ordem um de�nido em um subconjunto

aberto U de R2. Digamos que P tem a forma

P = A(x, t)
∂

∂x
+B(x, t)

∂

∂t
. (1.1)

Então após mudança de variáveis ϕ : U → U
′
, ϕ(x, t) = (y(x, t), s(x, t)) temos que o

operador P tem a forma

P̃ = ϕ∗(P ) = P (y)(x, t)
∂

∂y
+ P (s)(x, t)

∂

∂s
. (1.2)

Demonstração. De fato, note que

σp(P )(x, t, ξ, η) = A(x, t)ξ +B(x, t)η, (x, t) ∈ U, (ξ, η) ∈ R2.
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Assim, pelo lema anterior temos

σp(P̃ )(ϕ(x, t), ξ, η) = (T ∗ϕ)∗(σp(P ))(ϕ(x, t), ξ, η)

= σp(P ) ◦ (T ∗h)∗(ϕ(x, t), ξ, η)

= σp(P )(x, t, dϕ(x, t) · (ξ, η))

= σp(P )(x, t, ξyx + ηsx, ξyt + ηst)

= A(x, t)(ξyx + ηsx) +B(x, t)(ξyt + ηst)

= (A(x, t)yx +B(x, t)yt)ξ + (B(x, t)sx +B(x, t)st)η

= P (y)(x, t)ξ + P (s)(x, t)η.

Logo P̃ tem a forma (1.2).

Exemplo 1.2.4. Seja L como em (1.1), com A ou B não identicamente nulos. Então L

pode ser escrito como um múltiplo não nulo de

L =
∂

∂t
+ iλ(x, t)

∂

∂x
, (1.3)

com λ real, suave e de�nida em uma vizinhança da origem.

Demonstração. De fato, após translação podemos assumir que L está de�nido em uma

vizinhança da origem. Podemos assumir também que B(0, 0) 6= 0. Assim, existe uma

vizinhança da origem tal que B(x, t) 6= 0. Logo, tomando C = A
B
, teremos

L = B

(
∂

∂t
+
A

B

∂

∂x

)
= B

(
∂

∂t
+ C

∂

∂x

)
.

Assim, vamos supor que L tem a forma

L =
∂

∂t
+ C(x, t)

∂

∂x
,
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onde, C(x, t) = C1(x, t) + iC2(x, t).

Logo queremos uma mudança de variáveis da forma x = x(y, s) e t = s tal que

∂

∂s
=

∂

∂t
+ C1(x, t)

∂

∂x
.

Assim, tomamos y(x, t) solução do seguinte P.V.I


∂y

∂t
+ C1(x, t)

∂y

∂x
= 0

y|t=0 = x,

o qual possui única solução.

Note que (x, t) 7−→ (y, s) é uma mudança de variáveis em uma vizinhança da origem.

Assim, pelo Exemplo 1.2.3 temos que L se transforma por mudança de variáveis em um

operador da forma

L̃ =

(
∂y

∂t
+ C(x, t)

∂y

∂x

)
∂

∂y
+

∂

∂s

=

(
∂y

∂t
+ C1(x, t)

∂y

∂x

)
∂

∂y
+ iC2(x, t)

∂y

∂x

∂

∂y
+

∂

∂s

=
∂

∂s
+ iC2(x, t)

∂y

∂x

∂

∂y

=
∂

∂s
+ iλ(y, s)

∂

∂y
.

com λ real e suave.

Renomeando as variáveis temos que L tem a forma (1.3).

1.3 Operadores parcialmente hipoelípticos

Em um trabalho de L. Garding e B. Malgrange em 1961 (ver [7]) foi apresentada pela

primeira vez a de�nição de operador parcialmente hipoelíptico. Nesse trabalho, os autores
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consideraram operadores com coe�cientes constantes. No ano seguinte, S. Mizohata (ver

[16]) publicou um trabalho onde ele mostra como lidamos com esses resultados para o caso

de coe�cientes variáveis.

Consideraremos nessa seção, P (D) e P (x,D) operadores diferenciáveis com coe�ci-

entes constantes e coe�cientes variáveis, respectivamente.

De�nição 1.3.1 (Operador hipoelíptico). Um operador P (x,D) é dito ser hipoelíptico se,

e somente se, para cada conjunto aberto Ω ⊂ Rn e u ∈ D ′(Ω) temos

SS(P (x,D)u) = SS(u).

De�nição 1.3.2 (Distribuição parcialmente regular). Seja Ω um conjunto aberto de Rm × Rn

e u(x, t) ∈ D ′(Ω). Dizemos que u é regular em t se, para todo par de abertos V ⊂ Rm,

W ⊂ Rn, V ×W ⊂ Ω e toda ϕ ∈ C∞c (V ), a distribuição uϕ em W de�nida por

uϕ : φ(t) 7−→ 〈u(x, t), φ(t)ϕ(x)〉

é uma função suave de t.

Notação: u ∈ C∞(W,D ′(V )).

De�nição 1.3.3 (Operador parcialmente hipoelíptico). Seja L = L(x, t,Dx, Dt) um ope-

rador diferencial. L é dito ser hipoelíptico em t se, para cada f regular em t tem-se que a

distribuição u tal que Lu = f é regular em t.

Para um operador com coe�cientes constante, P (Dx, Dt), podemos dar a seguinte

condição equivalente para hipoelipticidade parcial. Mas antes precisaremos da seguinte

de�nição:

De�nição 1.3.4 (Operador estritamente menos forte). Seja P um operador hipoelíptico.

12



Dizemos que um operador Q é estritamente menos forte que P (escrevemos Q << P ),se

σ(Q)(ξ)

σ(P )(ξ)
−→ 0 quando ξ →∞.

Teorema 1.3.5 ([7], página 9). Para que P = P (Dx, Dt) seja parcialmente hipoelíptico

em t é necessário e su�ciente que as seguinte condições sejam equivalentes:

1. σ(P )(ξ, η) = 0, Re ξ e η limitados ⇒ Im ξ limitado;

2. P pode ser escrito como uma soma �nita da forma

σ(P )(ξ, η) = σ(P0)(η) +
∑

σ(Pj)(η)σ(Qj)(ξ), j > 0,

onde P0 é hipoelíptico e Pj << P0.

Já para um operador com coe�cientes variáveis, S. Mizohata, mostrou um resultado

equivalente. Para isso, consideramos P (x, t,Dt) um operador com coe�cientes variáveis e

tal que, em uma vizinhança de (x0, t0), P se expressa por

P (x, t,Dt) =
∑

aj(x, t)Mj(Dt) (1.4)

onde,

1o) os coe�cientes a′js são suaves;

2o) M(Dt) =
∑
aj(x0, t0)Mj(Dt) é hipoelíptico;

3o) os operadores M ′
js são hipoelípticos e equivalentes à M .
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Teorema 1.3.6 ([16], página 423). Seja L(x, t,Dx, Dt) um operador diferencial linear com

coe�cientes suaves. Suponha que

L = P (x, t,Dt) +
∑

Pj(x, t,Dt)Qj(Dx) (1.5)

veri�ca as condições:

(i) o operador P satisfaz (1.4);

(ii) cada operador Pj é estritamente menos forte que o operador M ;

(iii) os Q′js são operadores com coe�cientes constantes.

Então, L é hipoelíptico em t.

Exemplo 1.3.7. Consideramos um operador diferencial de ordem um da seguinte forma

L = Dt + λ(x, t)Dx,

onde é λ suave e de�nido no conjunto aberto Ω de R2. Então L é hipoelíptico em t.

Demonstração. Podemos escrever L da forma

L = P (Dt) + P0(Dt)Q0(Dx),

onde P (Dt) = Dt, P0(Dt) = λ(x, t) (operador de ordem zero) e Q0(Dx) = Dx. Temos que

L veri�ca as condições (i)-(iii). De fato, P satisfaz (1.4), pois P = Dt é hipoelíptico, Q0 é

um operador com coe�cientes constante. Além disso,

σ(P0)(η)

σ(P )(η)
=
λ(x, t)

η
→ 0 quando η → 0,
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ou seja, P0 é estritamente menos forte que P . Portanto, L é hipoelíptico (parcialmente

hipoelíptico) em t.

1.4 Campos de vetores complexos

Nesta seção apresentaremos de�nições e resultados necessários que apareceram ao

longo deste trabalho. O conteúdo dessa seção encontra-se no Capítulo 1 de [3].

Ao longo de toda esta seção, consideraremos Ω uma variedade diferenciável de di-

mensão n.

De�nição 1.4.1. Um campo de vetores complexo (suave) sobre Ω é uma aplicação C-linear

L : C∞(Ω)→ C∞(Ω)

que satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = f(Lg) + g(Lf), f, g ∈ C∞(Ω).

Vamos denotar por X(Ω) o conjunto de todos os campos de vetores complexos sobre

Ω.

Exemplo 1.4.2. Um operador diferencial parcial linear de ordem um com coe�cientes em

C∞ sem termo de ordem zero é um exemplo de um campo de vetor.

Proposição 1.4.3. Se L ∈ X(Ω) e se f é constante então Lf = 0. Além disso,

S(Lf) ⊂ S(f), ∀f ∈ C∞(Ω), L ∈ X(Ω).

Como consequência desse resultado podemos de�nir a restrição de um elemento L ∈

X(Ω) a um conjunto aberto W de Ω, da seguinte maneira, se p ∈ W e f ∈ C∞(W ),
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de�nimos a aplicação

LW (f)(p) = L(f̃)(p),

onde f̃ é qualquer elemento em C∞(Ω) que coincide com f em uma vizinhança de p. Cada

LW de�ne um elemento em X(W ). Usualmente vamos escrever L ao invés de LW .

1.4.1 A estrutura algébrica de X(Ω)

Dado g ∈ C∞(Ω) e L ∈ X(Ω) podemos de�nir gL ∈ X(Ω) por

(gL)(f) = g · L(f), f ∈ C∞(Ω).

Tal multiplicação externa dá a X(Ω) uma estrutura de C∞-módulo.

Uma operação (interna) importante em X(Ω) é chamada de comutador (ou colchete

de Lie) entre dois campos de vetores. Dados L, M ∈ X(Ω) de�nimos

[L,M ] (f) = L(M(f))−M(L(f)), f ∈ C∞(Ω).

Veri�ca-se que [L,M ] ∈ X(Ω). Esta operação transforma X(Ω) em uma álgebra de Lie

sobre C.

Seja (U, x) uma carta local em Ω e seja também L ∈ X(U). Fixemos p ∈ U e

escrevemos

x(q) = (x1(q), x2(q), . . . , xn(q)), q ∈ U.

Agora, tomamos V ⊂ U um conjunto aberto tal que x(V ) é uma bola aberta centrada em

x(p) = a = (a1, . . . , an). Dada f ∈ C∞(U), escreve f ∗ = f ◦ x−1. Se (x1, . . . , xn) ∈ x(V ),

pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a função

t 7−→ f ∗(a1 + t(x1 − a1), . . . , an + t(xn − an))
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segue que

f ∗(x1, . . . , xn) = f ∗(a1, . . . , an) +
n∑
j=1

hj(x1, . . . , xn)(xj − aj),

onde hj ∈ C∞(x(V )) e hj(a) =
(
∂f∗

∂xj

)
(a). Se de�nirmos gj = hj ◦ x ∈ C∞(U), obtemos

f(q) = f(p) +
n∑
j=1

gj(q)(xj(q)− xj(p)), q ∈ V

e consequentemente pela Regra de Leibniz

L(f)(p) =
n∑
j=1

gj(p)(Lxj)(p). (1.6)

De�nição 1.4.4. A aplicação C−linear C∞(U)→ C∞(U) dada por

f 7→ ∂f ∗

∂xj
◦ x

de�ne um elemento em X(U), que é denotado por ∂
∂xj

.

Assim, podemos escrever

gj(p) = hj(x(p)) =
∂f ∗

∂xj
(x(p)) =

(
∂

∂xj

)
(f)(p). (1.7)

Agora, substituindo (1.7) em (1.6) obtemos

L(f)(p) =
n∑
j=1

(Lxj)(p)

(
∂

∂xj

)
(f)(p).

Como p ∈ U é arbitrário, obtemos a representação de L nas coordenadas locais (x1, . . . , xn)

por

L =
n∑
j=1

(Lxj)
∂

∂xj
.
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Observação 1.4.5. Essa representação mostra que um campo de vetor é um operador

diferencial parcial de ordem um com coe�cientes em C∞, sem termo de ordem zero.

Além disso, em particular, essa representação mostra que
{

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
é uma base

de X(U). Observe também que se M ∈ X(U) então a representação de [L,M ] em coorde-

nadas locais (x1, . . . , xn) é dada por dada por

[L,M ] =
n∑
j=1

{L(Mxj)−M(Lxj)}
∂

∂xj
.

1.4.2 Estruturas formalmente integráveis

Denote por Bp o conjunto de todos os pares (V, f), onde V é uma vizinhança aberta

de p e f ∈ C∞(V ). Em Bp introduzimos a seguinte relação de equivalência:

• (V1, f1) ∼ (V2, f2) se existe uma vizinhança aberta V de p, V ⊂ V1 ∩ V2, tal que f1 e

f2 coincidem em V .

Um germe de uma função C∞(suave) em p é um elemento do espaço quociente

C∞(p)
.
= Bp/ ∼ .

Observamos que C∞(p) é também uma C-álgebra. Dada uma função f suave de�nida em

uma vizinhança aberta de p, o germe em p de�nido por f será denotado por f . Note que

existe um homeormor�smo natural C∞(p)→ C de�nido por f → f(p).

De�nição 1.4.6. Um vetor tangente complexo (em Ω) em p é uma aplicação C-linear

v : C∞(p)→ C
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satisfazendo

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

O conjunto de todos vetores tangentes complexos em p será denotado por CTpΩ,

tendo uma estrutura de espaço vetorial sobre C e será chamado espaço tangente complexo

de Ω em p.

Se L ∈ X(Ω) então Lp : C∞(p)→ C de�nido por

Lp(f) = L(f)(p)

pertence à CTpΩ. Reciprocamente, suponha que para cada p ∈ Ω um elemento vp ∈ CTpΩ

é dado tal que

p 7→ vp(f) ∈ C∞(Ω), ∀f ∈ C∞(Ω).

Então existe L ∈ X(Ω) tal que Lp = vp para todo p ∈ Ω.

O �brado tangente complexi�cado de Ω é de�nido como a união disjunta

CTΩ =
⋃
p∈Ω

CTpΩ.

Vamos precisar também da notação de um sub�brado vetorial complexo de CTΩ de posto

n. Por esse, nos referimos a união disjunta

V =
⋃
p∈Ω

Vp ⊂ CTΩ

satisfazendo as seguintes condições:

(a) para cada p ∈ Ω, Vp é um subespaço vetorial de CTpΩ de dimensão n;

(b) dado p0 ∈ Ω existem um conjunto aberto U0 contendo p0 e campos de vetores L1, . . . , Ln ∈
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X(U0) tais que L1p, . . . , Lnp geram Vp para cada p ∈ U0.

O espaço vetorial Vp é chamado de �bra de V em p.

Dados um sub�brado vetorial complexo V de CTΩ e um subconjunto aberto W de

Ω, uma seção de V sobre W é um elemento L de X(W ) tal que Lp ∈ Vp para cada p ∈ W .

Agora estamos prontos para de�nir o que vem a ser um dos conceitos mais importantes

dessa teoria.

De�nição 1.4.7. Uma estrutura formalmente integrável sobre Ω é um sub�brado vetorial

complexo V de CTΩ satisfazendo a condição involutiva:

• Se W ⊂ Ω é aberto e L,M ∈ X(W ) são seções de V sobre W então [L,M ] é também

uma seção de V sobre W .

1.4.3 Formas diferenciais

Vamos denotar por N(Ω) o dual de X(Ω) e vamos nos referir aos seus elementos como

como formas diferenciais sobre Ω de grau um (ou 1-formas). Em outras palavras, uma

1-forma em Ω é uma aplicação C∞(Ω)-linear

ω : X(Ω)→ C∞(Ω).

Se de�nirmos

CT ∗pΩ
.
= dual de CTpΩ,

para cada w ∈ N(Ω) podemos associar um elemento ωp ∈ CT ∗pΩ pela fórmula

ωp(v) = ω(L)(p),

onde L ∈ X(Ω) é tal que Lp = v.
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Proposição 1.4.8. CT ∗pΩ = {ωp : ω ∈ N(Ω)}.

De�nição 1.4.9. Dada f ∈ C∞(Ω) de�nimos d f ∈ N(Ω) pela fórmula

d f(L) = L(f), L ∈ X(Ω).

Podemos obter uma representação em coordenadas locais dada por

d f =
N∑
j=1

d f

(
∂

∂xj

)
dxj =

N∑
j=1

∂f

∂xj
dxj.

Agora introduzimos o �brado cotangente complexi�cado de Ω como sendo a união

disjunta

CT ∗Ω .
=
⋃
p∈Ω

CT ∗pΩ.

Como anteriormente podemos de�nir a noção de sub�brado vetorial complexo de CT ∗Ω de

posto m como sendo a união disjunta

W =
⋃
p∈Ω

Wp,

onde cada Wp é um subespaço vetorial de CT ∗pΩ de dimensão m, satisfazendo a seguinte

propriedade:

• Dado p0 ∈ Ω existem um conjunto aberto U0 contendo p0 e 1-formas ω1, . . . , ωm ∈

N(U0) tais que ω1p, . . . , ωmp geram Wp para cada p ∈ U0.

Como anteriormente vamos nos referir ao espaço Wp como uma �bra de W no ponto p.

Proposição 1.4.10. Seja V =
⋃
p∈Ω

Vp um sub�brado vetorial complexo de CTΩ e seja, para

cada p ∈ Ω

V⊥p
.
=
{
λ ∈ CT ∗pΩ : λ = 0 em Vp

}
.
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Então V⊥ .
=
⋃
p∈Ω

V⊥p é um sub�brado vetorial complexo de CT ∗Ω.

Quando V é uma estrutura formalmente integrável sobre Ω de dimensão N vamos

denotar o sub�brado V⊥ por T
′
. Vamos também denotar por n o posto de V e por m o

posto de T
′
. Em particular, n+m = N .

Vamos usar também as seguintes notações:

TpΩ
.
= {v ∈ CTpΩ : v é real} ;

T ∗pΩ
.
=
{
ξ ∈ CT ∗pΩ : ξ é real

}
;

TΩ
.
=
⋃
p∈Ω

TpΩ;

T ∗Ω
.
=
⋃
p∈Ω

T ∗pΩ.

Dado L ∈ X(Ω) seu conjugado (complexo) é o campo de vetores L ∈ X(Ω) de�nido

por

L(f) = L(f), f ∈ C∞(Ω).

Em particular, dizemos que L é um campo vetorial real se L = L.

Exemplo 1.4.11. Se L = A(x, t) ∂
∂x

+ B(x, t) ∂
∂t
, onde A,B são funções suaves complexas

de�nidas em um subconjunto aberto W de R2 então

L(f)L(f) = A
∂f

∂x
+B

∂f

∂t
.

Do mesmo modo podemos de�nir o conjugado (complexo) de um elemento em CTpΩ.

Dado um subespaço Vp ⊂ CTpΩ de�nimos

Vp
.
= {v : v ∈ Vp} .

22



É claro da de�nição que se V é um sub�brado vetorial complexo de CTΩ então o mesmo é

verdade para V .
=
⋃
p∈Ω

Vp. Vamos no referir a V como o conjugado (complexo) do sub�brado

V . Analogamente de�nições e resultados podem ser introduzidos e obtidos para CT ∗Ω e

suas �bras CT ∗pΩ. É importante também mencionar a igualdade

V⊥ = V⊥,

a qual é válida para cada sub�brado vetorial complexo V de CTΩ.

1.4.4 O conjunto característico

Seja V ⊂ CTΩ uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. O conjunto caracte-

rístico de V é o subconjunto de T ∗Ω de�nido por

T 0 .
= T

′ ∩ T ∗Ω.

Dado p ∈ Ω, vamos também escrever T 0
p = T

′
p ∩ T ∗pΩ. Recordamos que o símbolo de um

campo de vetor L ∈ X(Ω) é uma função σ(L) : T ∗Ω→ C dada por

σ(L)(ξ) = ξ(Lp), se ξ ∈ T ∗pΩ.

Então vemos que ξ ∈ T 0
p se, e somente se σ(L)(ξ) = 0, para cada seção L de V .

Seja (U, x), x = (x1, . . . , xN) uma carta local de Ω. Tome p ∈ U e ξ ∈ T ∗pΩ. Se

escrevermos ξ =
N∑
j=1

ξj dxjp (ξj ∈ R) e L =
N∑
j=1

aj

(
∂
∂xj

)
então

σ(L)(ξ) =
N∑
j=1

aj(p)ξj.
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Assim, se Lj =
N∑
k=1

ajk

(
∂
∂xk

)
são n seções linearmente independentes de V sobre U podemos

descrever T 0 ∩ T ∗U pelo sistema de equações

N∑
k=1

ajk(p)ξk = 0, p ∈ U, ξk ∈ R, j = 1, . . . , n.

1.4.5 Estruturas localmente integráveis

Um sub�brado vetorial complexo V de CTΩ, de posto n, de�ne uma estrutura local-

mente integrável se dado um ponto arbitrário p0 ∈ Ω, existem uma vizinhança aberta U0

de p0 e funções Z1, . . . , Zm ∈ C∞(U0), com m = N − n, tais que

spam {dZ1p, . . . , dZmp} = V⊥p , ∀p ∈ U0.

Se observarmos que a diferencial de uma função suave g é uma seção de V⊥ se, e somente

se, Lg = 0 para cada seção de V , segue claramente que toda estrutura localmente integrável

de�ne uma estrutura formalmente integrável.

Temos:

• A estrutura formalmente integrável V é localmente integrável se, e somente se, dados

p0 ∈ Ω e campos de vetores L1, . . . , Ln, os quais geram V em uma vizinhança aberta

U0 de p0, existem uma vizinhança aberta V0 ⊂ U0 de p0 e funções suaves Z1, . . . , Zm ∈

C∞(V0) tais que:

dZ1 ∧ . . . dZm 6= 0 em V0;

LjZk = 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

As funções Z1, . . . , Zm são chamadas de integrais primeiras de V .

De�nição 1.4.12. Seja V uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. Dizemos que V
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é uma estrutura elíptica se T 0
p = 0, para todo p ∈ Ω.

Teorema 1.4.13 ([6], página 9). Toda estrutura elíptica é localmente integrável.

1.4.6 Geradores locais

Vamos aqui apresentar resultados bastante úteis que garantem a existência de co-

ordenadas locais e geradores locais do sub�brado T
′
quando a estrutura V é localmente

integrável.

Teorema 1.4.14. Seja V uma estrutura localmente integrável de�nida em uma variedade

Ω. Seja p ∈ Ω e d a dimensão real de T 0
p . Então existe um sistema de coordenadas que se

anulam em p,

{x1, . . . , xν , y1, . . . , yν , s1, . . . , sd, t1, . . . , tn′}

e funções reais, suaves φ1, . . . , φd de�nidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo

φk(0) = 0, dφk(0) = 0, k = 1, · · · , d,

tais que a diferencial das funções

Zj(x, y) = zj
.
= xj + iyj, j = 1, . . . , ν;

W (x, y, s, t) = sk + iφk(z, s, t), k = 1, . . . , d,

geram T
′
em uma vizinhança da origem. Em particular, temos ν + d = m, ν + n

′
= n e

também

T 0
p = span {ds1 |0, . . . , dsd |0} .

Corolário 1.4.15. Com as mesmas hipóteses do teorema anterior. Então existe um sis-
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tema de coordenadas que se anulam em p,

{x1, . . . , xm, t1, . . . , tn}

e funções reais, suaves φ1, . . . , φm de�nidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo

φk(0, 0) = 0, dx φk(0, 0) = 0, k = 1, . . . ,m,

tais que a diferencial das funções

Zx(x, t) = xk + iφx(x, t), k = 1, . . . ,m,

geram T
′
em uma vizinhança da origem.
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Capítulo

2

Operadores quase `-Mizohata

2.1 Uma classe de operadores

Nosso primeiro objetivo nesse trabalho será de estabelecer o conjunto imagem em

C∞ dos Operadores `-Mizohata

M` =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`

∂

∂x
, ` ∈ N,

no caso em que ` é ímpar. Motivados pela classe de operadores de�nida nos artigos de

F. Treves [20] e J. Sjötrand [21] a qual contém o Operador de Mizohata M1 e pela classe

de operadores de�nida por H. Ninomiya [17] a qual contém operador M`, consideramos a

seguinte classe de operadores.

De�nição 2.1.1 (Operador quase `-Mizohata). Dados L um campo de vetores complexo,

suave, de�nido em um subconjunto aberto Ω de R2 e ` um inteiro, ` ≥ 1. Dizemos que L

é um operador quase `-Mizohata em uma subvariedade Σ de Ω, se:

(i) L e Cn são linearmente dependentes para n = 0, 1, . . . , `− 1 em Σ;

(ii) L e C` são linearmente independentes em Σ,

onde C0 = L,C1 =
[
L,L

]
, C2 = [L,C1] , . . . , Cn = [L,Cn−1] , n = 1, 2, · · · , `.
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Observação 2.1.2. O conjunto onde L e L são linearmente dependentes é igual ao con-

junto onde L deixa de ser elíptico, logo a subvariedade Σ está contida nesse conjunto.

Observação 2.1.3. A classe dos operadores quase `-Mizohata é invariante por mudança

de variáveis e por multiplicação por funções suaves que não se anulam.

Demonstração. Vamos analisar o caso particular em que

L =
∂

∂t
+ λ(x, t)

∂

∂x
,

com λ suave, complexa, de�nida em um subconjunto aberto Ω de R2 e Σ = {(x, t) ∈ Ω, t = 0}.

Suponhamos que L é um operador quase `-Mizohata em Σ e vamos calcular os comutadores

Cn, para n = 1, . . . , `.

1o) L e L serem linearmente dependentes em Σ signi�ca que, existe α ∈ R tal que L = αL

em Σ, então
∂

∂t
+ λ

∂

∂x
= α

(
∂

∂t
+ λ

∂

∂x

)
em t = 0.

Assim,  α = 1

λ = αλ⇒ λ = λ em t = 0.

Logo, λ|t=0 é real.

2o) Vamos agora calcular o comutador C1

C1 =
[
L,L

]
=

[
∂

∂l
+ λ

∂

∂x
,
∂

∂l
+ λ

∂

∂x

]
=

(
∂λ

∂t
− ∂λ

∂t

)
∂

∂x
+

(
λ
∂λ

∂x
− λ∂λ

∂x

)
∂

∂x
.
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Agora, como λ|t=0 é real o mesmo vale para ∂λ
∂x
|t=0 . Então,

C1 = −2iIm

(
∂λ

∂t

)
∂

∂x
em t = 0.

Assim, se existem α, β ∈ R tais que

αL+ βC1 = 0 em t = 0.

Então  α = 0

αλ− 2βiIm
(
∂λ
∂t

)
= 0 em ⇒ Im

(
∂λ
∂t

)
= 0 em t = 0.

Logo, L e C1 são linearmente dependentes se, e somente se, ∂λ
∂t

é real em t = 0.

3o) Vamos agora calcular o comutador C2. Utilizando que λ e ∂λ
∂t

são reais em t = 0 temos

que o mesmo vale para ∂λ
∂x

e ∂2λ
∂x∂t

. Assim, mostra-se que

C2 =
[
L,
[
L,L

]]
=

[
∂

∂l
+ λ

∂

∂x
,

(
∂λ

∂t
− ∂λ

∂t

)
∂

∂x
+

(
λ
∂λ

∂x
− λ∂λ

∂x

)
∂

∂x

]
= −2iIm

(
∂2λ

∂t2

)
∂

∂x
em t = 0.

Logo, como anteriormente, L e C2 são linearmente dependentes se, e somente se,

Im
(
∂2λ
∂t2

)
= 0 em t = 0. Ou seja, ∂

2λ
∂t2

é real em t = 0.

Procedendo de maneira análoga mostra-se que L e Cn são linearmente dependentes

em t = 0 se, e somente se,
∂nλ

∂tn
é real em t = 0.

Dado p ∈ Σ, consideramos

ϕ : U → ϕ(U)

(x, t) 7→ (y, s)
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uma mudança de variáveis em uma vizinhança U de p. Pelo Exemplo 1.2.3 após mudança

de variáveis L tem a forma

L̃ = Ly(x, t)
∂

∂y
+ Ls(x, t)

∂

∂s

= Ly ◦ ϕ−1(y, s)
∂

∂y
+ Ls ◦ ϕ−1(y, s)

∂

∂s

= Ã(y, s)
∂

∂y
+ B̃(y, s)

∂

∂s
.

Supondo que B̃ 6= 0 em ϕ(U) podemos escrever

C̃(y, s) =
Ã(y, s)

B̃(y, s)
=
Ly(x, t)

Ls(x, t)
=
yt(x, t) + λ(x, t)yx(x, t)

st(x, t) + λ(x, t)sx(x, t)
,

assim, L̃ é um multiplo do operador

L̃ =
∂

∂s
+ C̃(y, s)

∂

∂y

(continuamos denotando por L̃). Queremos mostrar que L̃ é um operador quase `-Mizohata

em ϕ(Σ). Para isso vamos mostrar que

∂nC̃

∂sn
= 0 em ϕ(Σ).

Mas isso segue das propriedades sobre a função λ. De fato, dado (x, t) ∈ Σ temos que

C̃(ϕ(x, 0)) =
yt(x, 0) + λ(x, 0)yx(x, t)

st(x, 0) + λ(x, 0)sx(x, 0)
∈ R,

pois λ é real em t = 0 e as funções y e s são reais.

Analogamente para as derivadas de C̃.

Observação 2.1.4. O operador `-Mizohata pertence a classe dos operadores quase `-
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Mizohata em Σ = {(x, t) ∈ Ω; t = 0}, para cada ` ∈ N.

Demonstração. Primeiramente vamos obter uma expressão para os comutadores Cn,

n ≥ 0, no caso em que L = M`. Para n = 0 segue que

C0 = M` =
∂

∂t
− i(`+ 1)t`

∂

∂x
.

Já para 1 ≤ n ≤ ` podemos mostrar por indução sobre n que

Cn = [M`, Cn−1] = −2i(`+ 1)(`)(`− 1) . . . (`− (n− 1))t`−n
∂

∂x
. (2.1)

De fato, para n = 1 temos

C1 =
[
M`,M`

]
=

[
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`

∂

∂x
,
∂

∂t
− i(`+ 1)t`

∂

∂x

]
= −2i(`+ 1)lt`−1 ∂

∂x
.

Agora supondo que vale (2.1) para n vamos calcular o comutador

Cn+1 = [M`, Cn]

=

[
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`

∂

∂x
,−2i(`+ 1)` · · · (`− (n− 1))t`−n

∂

∂x

]
= −2i(`+ 1)` · · · (`− (n− 1))(`− n)t`−n−1 ∂

∂x
.

O que mostra (2.1).

Note que

α

(
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`

∂

∂x

)
+ β

(
−2i(`+ 1)(`)(`− 1) . . . (`− (n− 1))t`−n

∂

∂x

)
= 0

⇔ α = 0 e α(`+ 1)t` − β2(`+ 1)(`)(`− 1) . . . (`− (n− 1))t`−n = 0.
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Mas

2(`+ 1)(`)(`− 1) . . . (`− (n− 1))t`−n 6= 0⇔ ` = n

pois, estamos analisando nos pontos da forma (x, 0).

Portanto, M` e Cn são linearmente independentes em Σ se, e somente se, n = `.

Observação 2.1.5. De fato, temos mais ainda, se M` é um operador quase `-Mizohata

em uma subvariedade 1-dimensional Σ então

Σ = {(x, t) ∈ Ω; t = 0} . (2.2)

Com isso, a partir de agora, consideraremos L um operador quase `-Mizohata em Σ, com

Σ dada por (2.2).

2.2 Forma normal - Parte 1

Nosso objetivo nessa e na próxima seção será obter uma representação para a forma

normal da classe dos operadores quase `-Mizohata em Σ.

Nesta seção apresentaremos alguns lemas que serão necessários para construção dessa

forma normal. Assumiremos que L é um campo de vetores complexo, suave, de�nido em

um subconjunto aberto Ω de R2.

O próximo lema dá uma caracterização em coordenadas, em uma vizinhança da

origem, para as propriedades (i) e (ii) da De�nição 2.1.1.

Lema 2.2.1. Se L é um operador quase `-Mizohata em Σ. Então existe uma vizinhança

da origem U tal que L tem a seguinte forma

L =
∂

∂t
+ iλ(x, t)

∂

∂x
, (2.3)

com λ real, suave e veri�cando em U ∩ {t = 0}:
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(i)
∂nλ

∂tn
= 0, se n = 0, 1, . . . , `− 1;

(ii)
∂`λ

∂t`
6= 0.

Demonstração. Pelo Exemplo 1.2.4, após mudança de variáveis, temos que existe

uma vizinhança da origem U tal que L tem a forma (2.3) em U . Além disso, pela Obser-

vação 2.1.3, L dado por (2.3) é um operador quase `-Mizohata em

Σ̃ = {(x, t) ∈ U ; t = 0} = U ∩ {t = 0} .

Logo resta mostrar que λ veri�ca (i) e (ii) em Σ̃. Para isso, �xado (x0, 0) ∈ Σ̃. Como a

função λ é real então a função iλ é complexa. Assim, pelo que foi mostrado na Observação

2.1.3 se L e Cn são linearmente dependentes em (x0, 0), n = 0, . . . , `− 1, então

∂n(iλ)

∂tn
(x0, 0) ser real.

O que equivale a dizer que

∂nλ

∂tn
(x0, 0) = 0, n = 0, . . . , `− 1.

Do mesmo modo, se L e C` são linearmente independentes então

∂`λ

∂t`
(x0, 0) 6= 0.

Portanto, como (x0, 0) ∈ U é qualquer segue (i) e (ii).

Lema 2.2.2. Se L é um operador quase `-Mizohata em Σ, então existe uma vizinhança
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da origem U tal que L tema a forma

L =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`λ(x, t)

∂

∂x
, (2.4)

com λ suave, real e λ(0, 0) 6= 0.

Demonstração. Pelo lema 2.2.1 podemos supor que L está de�nido em uma vizi-

nhança da origem U e tem a forma

L =
∂

∂t
+ iλ(x, t)

∂

∂x
,

com
∂nλ

∂tn
(x, 0) = 0, 0 ≤ n ≤ `− 1 e

∂`λ

∂t`
(x, 0) 6= 0, para todo (x, 0) ∈ U , em particular, na

origem (0, 0).

Consideramos aqui a seguinte aplicação

ϕ : U → ϕ(U)

(x, t) 7→ (y, s),

onde  s = s(x, t) = ∂`−1λ
∂t`−1 (x, t)

y = y(x, t) = s`+1 + x.

Note que

det Jϕ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂y
∂x

∂y
∂t

∂s
∂x

∂s
∂t

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
(`+ 1)

(
∂`−1λ
∂t`−1

)`
∂`λ

∂x∂t`−1 + 1 (`+ 1)
(
∂`−1λ
∂t`−1

)`
∂`λ
∂t`

∂`λ
∂x∂t`−1

∂`λ
∂t`

∣∣∣∣∣∣∣
então det Jϕ(0, 0) = ∂`λ

∂t`
(0, 0) 6= 0, pois ∂`−1λ

∂t`−1 (0, 0) = 0. Portanto, diminuindo U , se

necessário, temos que ϕ é uma mudança de variáveis em U .
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Agora note que,

Ls(0, 0) =
∂`λ

∂t`
(0, 0) + iλ(0, 0)

∂`λ

∂x∂t`−1
(0, 0) =

∂`λ

∂t`
(0, 0) 6= 0.

Assim, pelo Exemplo 1.2.3, diminuindo U novamente, se necessário, nas novas coordenadas

o operador L tem a forma

L̃ =
∂

∂s
+
Ly(x, t)

Ls(x, t)

∂

∂y
.

Mas,

Ly(x, t) = (`+ 1)s`
∂s

∂t
+ iλ(x, t)

(
(`+ 1)s`

∂s

∂x
+ 1

)
= (`+ 1)s`Ls(x, t) + iλ(x, t).

Assim,

L̃ =
∂

∂s
+

(`+ 1)s`Ls(x, t) + iλ(x, t)

Ls(x, t)

∂

∂y

=
∂

∂s
+

(
(`+ 1)s` + i

λ(x, t)

Ls(x, t)

)
∂

∂y

=
∂

∂s
+

(
(`+ 1)s` + i

λ̃(y, s)

L̃s(y, s)

)
∂

∂y
,

aqui, λ̃(y, s) = λ(x, t) e L̃s(y, s) = Ls(x, t).

Agora note que, como λ se anula de ordem ` − 1, em todos os pontos da forma

(x, 0) ∈ U , então λ̃ se anula de ondem `− 1 na imagem pela ϕ destes pontos. Assim, pela

fórmula de Taylor de λ̃ em torno de s = 0 teremos que

λ̃(y, s) =
∂`λ̃

∂s`
(y, 0)s` +O(s`+1).
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Com isso,

L̃ =
∂

∂s
+

[
(`+ 1)s` + i

(
∂`λ̃

∂s`
(y, 0)s` +O(s`+1)

)
1

L̃s(y, s)

]
∂

∂y

=
∂

∂s
+ i(`+ 1)s`

[
−i+

(
∂`λ̃

∂s`
(y, 0) +O(s)

)
1

(`+ 1)L̃s(y, s)

]
∂

∂y

=
∂

∂s
+ i(`+ 1)s`b(y, s)

∂

∂y
,

com

b(y, s) = −i+

(
∂`λ̃

∂s`
(y, 0) +O(s)

)
1

(`+ 1)L̃s(y, s)
.

Note que b é suave e b(0, 0) 6= 0, mas não necessariamente real. Assim, escrevemos b(y, s) =

b1(y, s) + ib2(y, s), com isso

L̃ =
∂

∂s
+ i(`+ 1)s`(b1(y, s) + ib2(y, s))

∂

∂y
=

∂

∂s
+ i(`+ 1)s`b1(y, s)

∂

∂y
− (`+ 1)s`b2(y.s)

∂

∂y
.

Como no Exemplo 1.2.4, queremos uma mudança de variáveis da forma ỹ(y, s) e s̃ = s tal

que
∂

∂s̃
=

∂

∂s
− (`+ 1)s`b2(y, s)

∂

∂y
.

Para isso, tomamos ỹ(y, s) solução do PVI


∂ỹ

∂s
− (`+ 1)s`b2(y, s)

∂ỹ

∂y
= 0

ỹ|s=0 = y,

o qual possui única solução. Com isso, (y, s)→ (ỹ, s̃) é uma mudança de variáveis em uma
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vizinhança da origem, assim pelo Exemplo 1.2.3 temos que L̃ tem a forma

L̃ = Lỹ(y, s)
∂

∂ỹ
+ Ls̃(y, s)

∂

∂s̃

=

(
∂ỹ

∂s
+ i(`+ 1)s`b(y, s)

∂ỹ

∂y

)
∂

∂ỹ
+

∂

∂s̃

= i(`+ 1)s`b1(y, s)
∂

∂ỹ
+

∂

∂s̃
.

Assim, tomando λ(y, s) = b1(y, s) e renomeando as variáveis, obtemos a forma desejada

para o operador L, note que b1(0, 0) 6= 0 pois ∂`λ̃
∂s`

(0, 0) 6= 0.

Antes de enunciar o próximo lema, vamos precisar da seguinte

De�nição 2.2.3. Uma função f : R2 → R é �at em t = 0 se ela e todas suas derivadas

são nulas em t = 0.

Lema 2.2.4. Seja L um operador quase `-Mizohata em Σ. Então existe uma vizinhança

da origem U , tal que L tem a forma

L =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂

∂x
, (2.5)

onde ρ é suave, real e �at em {t = 0}.

Demonstração. Pelos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 podemos assumir que L está de�nido em

uma vizinhança da origem de R2 e tem a forma

L =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`λ(x, t)

∂

∂x

com λ real, suave e λ(0, 0) > 0.
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Primeiramente vamos resolver formalmente o seguinte P.V.I.

 Lv = 0

v|t=0 = x.

Para isso consideramos a expansão formal em série de Taylor de λ e de v com relação a t

em t = 0, isto é,

λ(x, t) ≈
∞∑
j=0

λj(x)tj e v(x, t) ≈
∞∑
j=0

vj(x)tj,

aqui

λj(x) =
∂jλ

∂tj
(x, 0) e vj(x) =

∂jv

∂tj
(x, 0).

Como queremos determinar vj de modo que v|t=0 = x então devemos tomar v0(x) = x.

Agora resolvendo formalmente a equação Lv = 0 temos

∂v

∂t
+ i(`+ 1)t`λ(x, t)

∂v

∂x
= 0,

então
∞∑
j=0

vj(x)jtj−1 + i(`+ 1)t`
∞∑
j=0

λj(x)tj

(
∞∑
j=0

∂vj
∂x

(x)tj

)
= 0.

Comparando o grau dos polinômios



v1(x) = 0

...

vl(x) = 0

(`+ 1)v`+1(x) = −i(`+ 1)λ0(x)∂v0
∂x

(x).
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Ou seja,  vj(x) = 0, se 1 ≤ j ≤ l

v`+1(x) = −iλ(x, 0).

Note que recorrentemente podemos obter os demais vj, pela fórmula

v`+j(x) =
−i(`+ 1)

`+ j

j−1∑
k=0

λk(x)
∂vj−(k+1)

∂x
(x), j = 1, 2, . . . .

Com isso de�nimos

u(x, t) = x− iλ(x, 0)t`+1 +
∞∑

j=`+2

vj(x)tjχ

(
t

εj

)
,

onde os εj's convergindo para zero são determinados de modo que a série seja convergente

em C∞ e χ ∈ C∞c (R) é tal que

χ(t) =

 1, se |t| ≤ 1

0, se |t| ≥ 2

(Ver [11], pg 16). Como encontramos formalmente v para que Lv = 0 então pela contrução

da u temos que Lu é �at em {t = 0}.

Note que

u(x, t) = x+
∞∑

j=`+2

(Re vj)(x)tjχ
(
t
εj

)
+ i

(
−λ(x, 0)tl+1 +

∞∑
j=`+2

(Im vj)(x)tjχ
(
t
εj

))
= x+O(t`+2) + i

(
−λ(x, 0)t`+1 +O(t`+2)

)
= Reu(x, t) + iImu(x, t).
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Façamos agora a mudança de variáveis (x, t)
ϕ→ (y, s), onde


y = Reu

s = t

(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

.

Estamos usando aqui a função raiz de�nida por z
1
`+1 = e

1
`+1

log z, onde log z = log |z|+i arg z,

0 < arg z < 2π.

A�rmação 2.2.5. (`+ 1)s`Ls = −L(Imu).

De fato,

Ls =
∂s

∂t
+ i(`+ 1)t`λ(x, t)

∂s

∂x

=

(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

+ t
∂

∂t

[(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

]
+ i(`+ 1)t`+1λ(x, t)

∂

∂x

[(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

]

=

(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

− t

`+ 1

(
−Imu

t`+1

) −`
`+1 ∂

∂t

(
Imu

t`+1

)
−i(`+ 1)t`λ(x, t)

t

`+ 1

(
−Imu

t`+1

) −`
`+1 ∂

∂x

(
Imu

t`+1

)
=

(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

− t

`+ 1

(
−Imu

t`+1

) −`
`+1 1

t`+1

(
∂Imu

∂t
+ i(`+ 1)t`λ(x, t)

∂Imu

∂x

)
+

t

`+ 1

(
−Imu

t`+1

) −`
`+1

Imu

(
`+ 1

t`+2

)

Então,

Ls =

(
−Imu

t`+1

) 1
`+1

− 1

(`+ 1)t`

(
−Imu

t`+1

) −`
`+1
(
L(Imu)− (`+ 1)Imu

t

)
.
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Assim, como s` = t`
(−Imu
t`+1

) `
`+1 temos

s`Ls = t`
(
−Imu

t`+1

)
− 1

`+ 1

(
L(Imu)− (`+ 1)Imu

t

)
=
−Imu

t
− L(Imu)

`+ 1
+

Imu

t

= −L(Imu)

`+ 1
.

Logo, (`+ 1)s`Ls = −L(Imu).

Assim, utilizando novamente o Exemplo 1.2.3, temos que o operador L tem a forma

L̃ =
∂

∂s
+
Ly

Ls

∂

∂y

=
∂

∂s
+
L(Reu)

Ls

∂

∂y

=
∂

∂s
+
s`L(Reu)

s`Ls

∂

∂y

=
∂

∂s
− (`+ 1)s`L(Reu)

L(Imu)

∂

∂y

=
∂

∂s
− (`+ 1)s`(Lu− iL(Imu))

L(Imu)

∂

∂y

=
∂

∂s
+ i(`+ 1)s`

(
1 +

iLu

L(Imu)

)
∂

∂y

=
∂

∂s
+ i(`+ 1)s`(1 + ρ(y, s))

∂

∂y
.

Aqui usamos que Lu = L(Reu) + iL(Imu) e consideramos ρ = iLu
L(Imu)

.

Como Lu é suave e �at em {t = 0} temos que ρ também é. Mas não necessariamente

real. Porém utilizando novamente cálculos análogos ao do Exemplo 1.2.4, podemos supor

que ρ é real.
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2.3 Forma Normal - Parte 2

A partir desta seção, vamos nos restringir apenas ao caso, ` ímpar. Lembre-se que

para os demais casos de `, pela condição (P) de resolubilidade, o operador L é globalmente

resolúvel.

Na próxima proposição, vamos construir uma função suave em U−, onde U é uma

vizinhança da origem, veri�cando algumas propriedades. De certa forma essa função re-

presenta uma integral primeira do operador L, só que em U−.

Proposição 2.3.1. Seja L um operador tendo a forma (2.5). Então existe uma vizinhança

da origem U e Z ∈ C∞(U−), satifazendo:

1. LZ = 0 em U−;

2.
∂Z

∂x
6= 0 em U−;

3. ImZ ≤ 0 em U−;

4. Z|t=0 é real.

Demonstração. Começamos considerando a seguinte mudança de variáveis

 y = x

s = −t`+1.

Note que, como ` + 1 é par, (x, t)
ϕ→ (y, s) é uma mundança de variáveis de U− em

ϕ(U−) ⊂ {(y, s) ∈ R2; s < 0}. Além disso,

Ls(x, t) =
∂s

∂t
(x, t) + i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂s

∂x
(x, t) = −(`+ 1)t`
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e

Ly(x, t) =
∂y

∂t
(x, t) + i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂y

∂x
(x, t) = i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t)).

Assim, nas novas variáveis o operador L tem a forma

Ls
∂

∂s
+ Ly

∂

∂y
= −(`+ 1)t`

∂

∂s
+ i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂

∂y

= −(`+ 1)t`
(
∂

∂s
− i(1 + ρ(x, t))

∂

∂y

)
= −(`+ 1)(−s)

1
`+1

(
∂

∂s
− i(1 + ρ̃(y, s))

∂

∂y

)
.

Aqui, ρ̃(y, s) = ρ(x, t), ou seja, ρ̃ = ρ ◦ ϕ−1. Então,

L = −(`+ 1)(−s)
1
`+1E,

onde

E =
∂

∂s
− i(1 + ρ̃(y, s))

∂

∂y
,

de�nido em ϕ(U−).

Consideramos L = [E] a estrutura formalmente integrável gerada pelo campo E.

Temos que L é uma estrutura elíptica para s < 0 pequeno. De fato,

σE(y, s, ξ, η) = η − i(1 + ρ̃(y, s))ξ = 0

se, e somente se,  n = 0

−1 = ρ̃(y, s) ou ξ = 0.
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Mas, como ρ é �at em {t = 0} segue que

ρ̃(y, 0) = ρ ◦ ϕ−1(y, 0) = ρ(y, 0) = 0.

Logo, para s su�cientemente pequeno, temos que |ρ̃(y, s)| é pequeno. Então, ρ̃(y, s) 6= −1.

Assim, (ξ, η) = (0, 0). Portanto, L é uma estrutura elíptica.

A�rmação 2.3.2. ρ̃ é suave até {s = 0} e �at aí.

De fato, provaremos essa a�rmação utilizando um corolário de [11] (página 6). Temos

que

ρ̃(y, s) = ρ ◦ ϕ−1(y, s) = ρ(y, (−s)
1
`+1 ).

Como ρ é suave, precisaremos apenas analisar as derivadas em relação a s de ρ̃ em s = 0.

Temos que ρ̃(y, s) = 0 e ρ̃ é diferenciável fora do conjunto fechado F = {s = 0}. Além

disso,

lim
s→0−

∂ρ̃

∂s
(y, s) = lim

s→0−

∂(ρ ◦ ϕ−1)

∂s
(y, s)

= lim
s→0−

∂ρ

∂s
(ϕ−1(y, s))

1

`+ 1
(−s)

−`
`+1

=
1

`+ 1
lim
t→0−

∂ρ

∂t
(x, t)t−`

=
1

`+ 1
lim
t→0−

∂2ρ

∂t2
(x, t)t−`+1

...

=
1

`+ 1
lim
t→0−

∂`ρ

∂t`
(x, t)t−1

=
1

`+ 1
lim
t→0−

∂`ρ
∂t`

(x, t)− ∂`ρ
∂t`

(x, 0)

t

=
1

`+ 1

∂`+1ρ

∂t`+1
(x, 0)

= 0.

Pois ρ é �at em {t = 0}.
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Logo, pelo corolário citado anteriormente, temos ∂ρ̃
∂s

(y, 0) existe e é igual a zero.

Assim, ∂ρ̃
∂s

é contínua até {s = 0}. Analogamente mostra-se que ∂kρ̃
∂sk

é contínua até {s = 0},

qualquer que seja k ∈ N. Ou seja, ρ̃ é suave até {s = 0} e além disso, �at em {s = 0}. O

que prova a a�rmação.

Agora de�nimos b por

b(y, s) =

 0, se s ≥ 0

ρ̃(y, s), se s < 0

e

Ẽ =
∂

∂s
− i(1 + b(y, s))

∂

∂y
.

Pelas observações anteriores, temos que Ẽ é uma estrutura elíptica em uma vizinhança da

origem e tem coe�cientes suaves. Assim, pelo Teorema 1.4.13, como toda estrutura elíptica

é localmemte integrável, existe uma função suave w̃ de�nida em uma vizinhança da origem

Ũ tal que

Ẽw̃ = 0 e
∂w̃

∂x
6= 0 em Ũ .

Consideramos uma vizinhança da origem V de modo que, ϕ(V ) ⊂ Ũ e ϕ(V −) ⊂ Ũ ∩ϕ(U−)

e de�nimos em V

w(x, t) = w̃(x,−t`+1).

Para (x, t) ∈ V − temos

w(x, t) = w ◦ ϕ(x, t).

Assim, dado (x, t) ∈ V − temos que

Lw(x, t) = Lw(ϕ−1(y, s)) = L(w̃ ◦ ϕ)(ϕ−1(y, s)) = Lw̃(y, s) =
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= −(`+ 1)(−s)
1
`+1Ew̃(y, s) = −(`+ 1)(−s)

1
`+1 Ẽw̃(y, s) = 0.

Logo Lw = 0 em V −. Além disso, de�nindo

w(x, 0) = lim
t→0−

w̃(x,−t`+1) = w̃(x, 0)

temos que w é contínua em V −. E usando novamente o corolário citado anteriormente,

temos que w ∈ C∞(V −). Ainda, dado (x, t) ∈ V −

∂w

∂x
(x, t) =

∂w̃

∂y
(x,−t`+1) 6= 0.

Então, ∂w
∂x
6= 0 em V −.

Agora, escreva w = a + bi onde a e b são funções reais. Como ∂w
∂x
6= 0, podemos

assumir que ∂a
∂x
> 0. Assumiremos também que w(0, 0) = 0. Assim, de�nimos

b0(x) = b(x, 0) e a0(x) = a(x, 0).

Como ∂a
∂x
> 0 então pelo Teorema da Função Inversa existe a−1

0 inversa local de a0. Para t

próximo de zero existe também inversa local de at(x) = a(x, t). Agora de�na,

F (x) = b0(a−1
t (x))|t=0.

De Lw = 0 em V − temos
∂a

∂t
(x, t) = (`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂b

∂x
(x, t),

∂b

∂t
(x, t) = −(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂a

∂x
(x, t).

Assim da segunda igualdade, como ρ(x, t) é pequeno em uma vizinhança de t = 0, pois
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ρ(x, 0) = 0 e ∂a
∂x
> 0 segue que ∂b

∂t
> 0 em V −. Ou seja, b é crescente na variável t. Logo,

F (a(x, t)) = F (at(x)) = b0(a−1
t (at(x)))|t=0 = b0(x) = b(x, 0) ≥ b(x, t).

Portanto temos que

w : V − 7−→ {y + is ∈ C; s ≤ F (y)} = O.

Agora, como O é simplesmente conexo, para V su�cientemente pequeno, pelo Teorema da

Aplicação de Riemann, existe uma função H satisfazendo:

1. H é holomorfa no intO;

2. H é suave até {s = F (y)};

3. H(intO) = {u+ iv ∈ C; |u2 + v2| < 1, v < 0};

4. H é conforme no intO, isto é, H
′
(z) 6= 0, se z ∈ intO;

5. H aplica a curva {s = F (y)} no eixo real.

A partir disso de�na

Z(x, t) = H(w(x, t)).

A�rmação 2.3.3. Z tem as propriedades desejadas.

De fato,

1. Z ∈ C∞(V −), pois é a composta de funções suaves em V −.

2. Usando que Lw = 0 em V − e H é holomorfa em intO vemos que LZ = 0 em V −.

3. Como ∂w
∂x
6= 0 em V − e H

′
(z) 6= 0, para z ∈ intO segue que ∂Z

∂x
6= em V −
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4. Agora se (x, t) ∈ V − temos que

Im (Z(x, t)) = Im (H(w(x, t))) = v < 0

e se t = 0

Im (Z(x, 0)) = Im (H(W (x, 0))) = Im (H(y + iF (y))) = 0,

pois h aplica a reta {s = F (y)} no eixo real. Dessa mesma propriedade de H segue

que

5. Z|t=0 é real.

Observação 2.3.4. Note que analogamente ao feito na proposição anterior, podemos cons-

truir uma função suave em U+, veri�cando as mesmas propriedades dadas na proposição

só que em U+, a qual será utilizada no próximo capítulo.

Agora estamos prontos para demonstrarmos a proposição que caracteriza a forma

normal da classe dos operadores quase `-Mizohata.

Proposição 2.3.5. Seja L um operador quase `-Mizohata em Σ. Então existe uma vizi-

nhança da origem U , tal que L tem a forma

L =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂

∂x
(2.6)

onde ρ é suave, real e ρ ≡ 0 em U−.

Demonstração. Pelo Lema 2.2.4 temos que existe uma vizinhança U da origem tal

que L tem a forma

L =
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂

∂x
,
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onde ρ é suave, real e �at em {t = 0}. Consideramos a função Z : U− → C dada pela

Proposição 2.3.1. Escreva Z = a+ bi, onde a e b são funções reais e suponha que ∂a
∂x
6= 0 e

Z(0, 0) = 0.

Consideramos agora a fórmula de Taylor de ordem `+ 1 de b em t = 0, isto é,

b(x, t) = b(x, 0) +
∂b

∂t
(x, 0)t+ . . .+

∂`b

∂t`
(x, 0)t` +

∂`+1b

∂t`+1
(x, 0)tl+1 +O(t`+2). (2.7)

Como Z|t=0 é real então b(x, 0) = 0. Além disso, de LZ = 0 em U−, temos

∂b

∂t
(x, t) = −(`+ 1)t`(1 + ρ(x, t))

∂a

∂x
(x, t) em U−.

Assim,
∂b

∂t
(x, 0) = lim

t→0−

∂b

∂t
(x, t) = 0.

Analogamente, temos que
∂jb

∂tj
(x, 0) = 0, se j ≤ l

Já para j = l + 1 temos

∂`+1b

∂t`+1
(x, 0) = −(`+ 1)!(1 + ρ(x, 0))

∂a

∂x
(x, 0) = −(`+ 1)!

∂a

∂x
(x, 0) 6= 0.

Assim, de (2.7) segue que

b(x, t) =
∂`+1b

∂t`+1
(x, 0)t`+1 +O(t`+2) = −t`+1

(
−∂

`+1b

∂t`+1
(x, 0)−O(t)

)
= −t`+1v(x, t).

Portanto,

b(x, t) = −t`+1v(x, t) em U−.

Com isso, observe que v(x, t) > 0 em U−. De fato, como ImZ ≤ 0 em U−, então b(x, t) ≤ 0
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em U−, assim v(x, t) ≥ 0 em U−, pois `+ 1 é par. Além disso,

v(x, 0) = −∂
`+1b

∂t`+1
(x, 0) 6= 0.

Logo, como v é suave, existe uma vizinhança de t = 0 tal que v(x, t) 6= 0. Então, v(x, t) > 0

nesta vizinhança.

Agora, de�nimos

s =

 t(v(x,−t))
1
`+1 , se t > 0

t(v(x, t))
1
`+1 , se t ≤ 0

e

y =

 a(x,−t), se t > 0

a(x, t), se t ≤ 0.

Consideramos a aplicação (x, t)
ϕ→ (y, s). Note que

det Jϕ(0, 0) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂a
∂x

(0, 0) ∂a
∂t

(0, 0)

0 (v(0, 0))
1
`+1

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

A�rmação 2.3.6. ϕ é uma aplicação suave.

De fato, para ver isso é su�ciente mostrar que as derivadas de ordem ímpar de y e de

s são nulas em t = 0, pois

∂jy

∂tj
(x, 0) =


−∂

ja

∂tj
(x, 0), se j é ímpar,

∂ja

∂tj
(x, 0), se j é par.

Como v(x, t) > 0 em uma vizinhança de t = 0, segue análogo para a coordenada s.

Observe que, como y é uma função par na variável t então todas derivadas em relação
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a t de ordem ímpar de y se anulam em t = 0, isto é

∂jy

∂tj
(x, 0) =

∂ja

∂tj
(x, 0) = 0, se j é ímpar.

Daí, segue que a coordenada y é suave em uma vizinhança da origem. Para a coordenada

s segue também pela paridade desta função.

Note que

L(t(v(x, t))
1
`+1 )|(0,0) = (v(0, 0))

1
`+1 6= 0.

Então em uma vizinhança da origem L(t(v(x, t))
1
`+1 ) 6= 0.

Agora aplicando esta mudança de variáveis no operador L temos que L tem a forma

L̃ =


∂

∂s
+

L(a(x,−t))
L(t(v(x,−t)

1
`+1 )

∂

∂y
, t > 0

∂

∂s
+

L(a(x, t))

L(t(v(x, t)
1
`+1 )

∂

∂y
, t ≤ 0.

Tomamos

λ(x, t) =
Ly(x, t)

Ls(x, t)
.

Assim,

L̃ =
∂

∂s
+ λ(x, t)

∂

∂y
.

Vamos agora analisar λ(x, t) para t < 0 e t > 0.

Caso 1: t < 0

Ls(x, t) = (v(x, t))
1
`+1 + t

∂

∂t

(
(v(x, t))

1
`+1

)
+ i(`+ 1)t`+1(1 + ρ(x, t))

∂

∂x

(
(v(x, t))

1
`+1

)
= (v(x, t))

1
`+1 +

t

`+ 1
(v(x, t))

−`
`+1Lv(x, t)

=
(`+ 1)v(x, t) + tLv(x, t)

(`+ 1)(v(x, t))
`
`+1

.
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Então,
Ly(x, t)

Ls(x, t)
=

La(x, t)(`+ 1)(v(x, t))
`
`+1

(`+ 1)v(x, t) + tLv(x, t)

=
La(x, t)(`+ 1)t`(v(x, t))

`
`+1

(`+ 1)t`v(x, t) + t`+1Lv(x, t)

=
La(x, t)(`+ 1)s`

L(t`+1v)(x, t)

=
iL(t`+1v)(x, t)(`+ 1)s`

L(t`+1v)(x, t)

= i(`+ 1)s`.

Na penúltima igualdade usamos que La = −iLb = iL(t`+1v).

Logo, se t < 0, L tem a seguinte forma

L̃ =
∂

∂s
+ i(`+ 1)s`

∂

∂y
,

ou seja, L tem a forma de um operador `-Mizohata.

Caso 2: t > 0

Neste caso, de�nimos a seguinte função suave em U

Ẑ(x, t) =

 Z(x,−t), t > 0

Z(x, t), t ≤ 0.

Note que Ẑ é suave pois ∂2j+1Z
∂t2j+1 (x, 0) = 0, para j = 0, 1, 2, . . .. Assim, de LZ = 0 em U−,

segue que LẐ = 0 em U−.

Temos que Ẑ nas novas coordenadas se escreve como

Z̃(y, s) = y − is`+1.
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Além disso,

L̃Z̃(y, s) = −i(`+ 1)s` + λ(x, t).

Então

λ(x, t) = i(`+ 1)s` + L̃Z̃(y, s)

e

L̃ =
∂

∂s
+
(
i(`+ 1)s` + L̃Z̃(y, s)

) ∂

∂y
=

∂

∂s
+ i(`+ 1)s`

(
1 +

L̃Z̃(y, s)

i(`+ 1)s`

)
∂

∂y
.

Logo devemos tomar,

ρ̃(y, s) =
L̃Z̃(y, s)

i(`+ 1)s`
, para s > 0.

Assim, vamos considerar

ρ̃(y, s) =


L̃Z̃(y, s)

i(`+ 1)s`
, se s > 0

0, se s ≤ 0.

A�rmação 2.3.7. ρ̃ é suave.

De fato, temos que

lim
s→0+

ρ̃(y, s) = −1 + lim
s→0+

λ(y, s)

i(`+ 1)s`
.

Logo, vamos mostrar que

lim
s→0+

λ(y, s)

i(`+ 1)s`
= 1.

Mas,

λ(y, s) =
L(a(x,−t))

L(t(v(x,−t)
1
`+1 )

=
L(a(x,−t))

L(−b(x,−t)
1
`+1 )

= −(`+ 1)s`
L(a(x,−t))
L(b(x,−t))

.
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Então,

lim
s→0+

λ(y, s)

i(`+ 1)s`
= −1

i

L(a(x, 0))

L(b(x, 0))
= 1

A última igualdade segue do fato que LẐ = 0 em U−.

O que prova que ρ̃ é contínua. Para provar que é suave, usamos o fato de LẐ ser

suave.

Note que ρ̃ não é necessariamente real, para obtermos ρ̃ real, utilizamos novamente

a técnica do Exemplo 1.2.4.
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Capítulo

3

Caracterização do conjunto imagem

Seja L um operador quase `-Mizohata, ` ímpar, de�nido em uma vizinhança da origem

U tendo a forma (2.6).

Nosso objetivo neste capítulo é caracterizar todas funções suaves f de�nidas perto

da origem para as quais existe uma distribuição u de�nida perto da origem satisfazendo

Lu = f. (3.1)

Pela Observação 2.3.4 podemos obter uma função suave em U+, a qual continuaremos

denotando por Z, satisfazendo:

1. LZ = 0 em U+;

2. ∂Z
∂x
6= 0 em U+;

3. ImZ ≤ 0 em U+;

4. Z|t=0 é real.

Em adição, iremos assumir que

5. ∂Z
∂x

(0, 0) = 1.
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Ao longo deste capítulo usaremos a seguinte fórmula de inversão apresentada por M.

Baouendi, C. Chang e F. Treves em [1].

Teorema 3.0.1 (Fórmula de Inversão de Fourier Generalizada). Seja g ∈ C0
c (V ), onde V

é um aberto e R2 e suponha que Z : V → C é um difeomor�smo (de classe C∞) de V em

Z(V ) e que satisfaz

|Im (Z(x, t)− Z(y, t))| ≤ 1

2
|Re (Z(x, t)− Z(y, t))| (3.2)

para (x, t), (y, t) ∈ V . Então temos

g(x, t) = lim
ε→0+

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ei[Z(x,t)−Z(y,t)]ξ−εξ2g(y, t) dZ(y, t) dξ, (3.3)

onde dZ(y, t) é a forma Zy(y, t) dy e a convergência é válida em C∞(V ).

Para demonstração e mais detalhes deste resultado ver [1] página 344.

Observação 3.0.2. Note que a função Z obtida como na Proporsição 2.3.1 é um difeor-

mor�smo local, pois det JZ 6= 0 em U+.

3.1 Estabelecimento da condição crucial

Suponha f suave, de�nida em uma vizinhança da origem e seja χ ∈ C∞c (U) tal que

χ ≡ 1 perto da origem, com suporte de χ contido em uma vizinhança onde f está de�nida.

Introduzimos,

u22(x, t) = − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dZ(y, s) ds . (3.4)

Temos a seguinte a�rmação sobre u22:

A�rmação 3.1.1. Se U é escolhido su�cientemente pequeno então u22 ∈ C∞(U+).
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Demonstração. A demonstração desta a�rmação é bastante trabalhosa e levará algumas

etapas para ser demonstrada.

Etapa 1: Escrevendo Z = a+bi, com a e b funções reais, para U su�cientemente pequeno,

valem as seguintes estimativas para a parte real e imaginária de Z:

b(x, t)− b(x, s) ≥ C1(s`+1 − t`+1), (x, t), (x, s) ∈ U+. (3.5)

|a(x, t)− a(x, s)| ≤ C1

∣∣t`+1 − s`+1
∣∣ , (x, t), (x, s) ∈ U+. (3.6)

|b(x, t)− b(y, t)| ≤ 1

8
|x− y| , (x, t), (y, t) ∈ U+. (3.7)

a(x, t)− a(y, t) = x− y + A(x, y, t), (x, t), (y, t) ∈ U+, (3.8)

onde A é tal que|A(x, y, t)| ≤ 1
4
|x− y|.

Demonstração Etapa 1. Como LZ = 0 em U+ temos que

∂a

∂t
= (`+ 1)t`(1 + ρ)

∂b

∂x
, (3.9)

∂b

∂t
= −(`+ 1)t`(1 + ρ)

∂a

∂x
. (3.10)

Além disso, de ∂Z
∂x

(0, 0) = 1 segue que ∂a
∂x

(0, 0) = 1 e ∂b
∂x

(0, 0) = 0. Assim, se U é su�cien-

temente pequeno, ∂a
∂x

(x, t) �ca próxima de 1, assim como ∂b
∂x

(x, t) �ca próxima de 0 e como

ρ(0, 0) = 0 então (1 + ρ(0, 0)) �ca próximo de 1. Logo, existe uma constante C1 > 1 tal

que (1 + ρ(x, t)) ≤
√
C1, ∂a∂x(x, t) ≤

√
C1 e

∣∣ ∂b
∂x

(x, t)
∣∣ ≤ 1

8
para (x, t) em U+.
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Daí, integrando (3.10) com respeito a t obtemos

b(x, t)− b(x, s) =

∫ t

s

−(`+ 1)y`(1 + ρ(x, y))
∂a

∂x
(x, y) dy .

Então,

b(x, t)− b(x, s) = −(`+ 1)

∫ t

s

y`(1 + ρ(x, y))
∂a

∂x
(x, y) dy

≥ −(`+ 1)

∫ t

s

y`
√
C1

√
C1 dy

= −C1(t`+1 − s`+1)

= C1(s`+1 − t`+1).

Portanto, segue (3.5).

Agora integrando (3.9) em relação a t temos

|a(x, t)− a(x, s)| =
∣∣∣∣∫ t

s

(`+ 1)y`+1(1 + ρ(x, y))
∂b

∂x
(x, y) dy

∣∣∣∣ .
Agora usando que

∣∣ ∂b
∂x

(x, t)
∣∣ ≤ 1

8
≤
√
C1 temos

|a(x, t)− a(x, s)| ≤
∫ t

s

∣∣∣∣(`+ 1)y`(1 + ρ(x, y))
∂b

∂x
(x, y)

∣∣∣∣ dy

≤ (`+ 1)C1

∫ t

s

y` dy

= C1(t`+1 − s`+1)

= C1

∣∣t`+1 − s`+1
∣∣ .

Portanto, segue (3.6).

Note que (3.7) é uma consequência do Teorema do Valor Médio.

Finalmente, para t �xado, consideramos a fórmula de Taylor de a, na variável x em
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torno do ponto (y, t), isto é,

a(x, t) = a(y, t) +
∂a

∂x
(y, t)(x− y) +

∂2a

∂x2
(y, t)(x− y)2.

Como ∂a
∂x

(y, t) �ca próximo de 1 para (y, t) su�cientemente pequeno, dado ε > 0 temos

∣∣∣∣∂a∂x(y, t)− 1

∣∣∣∣ < ε.

Assim,

a(x, t)− a(y, t) = x− y +

(
∂a

∂x
(y, t)− 1

)
(x− y) +

∂2a

∂x2
(y, t)(x− y)2 = x− y + A(x, y, t),

onde A(x, y, t) é tal que

|A(x, y, t)| ≤
∣∣∣∣(∂a∂x(y, t)− 1

)∣∣∣∣ |(x− y)|+
∣∣∣∣∂2a

∂x2
(y, t)(x− y)

∣∣∣∣ |x− y| .
Logo, para U su�cientemente pequeno, tomando ε apropriado, temos que vale (3.8).

Etapa 2: Como precisaremos majorar o termo exponencial da integral em (3.4), será

necessário realizar uma mudança de caminho de integração. Dado R > 0, consideramos

f(ξ) = ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ−εξ2

e

IR =

∫ R

0

f(ξ) dξ .

Tomamos a seguinte complexi�cação de ξ

ζ = ζ(R) = R

(
1 +

i

2

x− y
|x− y|

)
. (3.11)
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A �gura 3.1 mostra os caminhos de integração para o caso que x−y
|x−y| = 1.

Figura 3.1: Complexi�cação do domínio de integração

Logo, queremos passar a integral do caminho γ1 para o caminho γ3. Aplicando o

Teorema de Cauchy a função f , a qual é holomorfa em C, temos

0 =

∫
∆

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz−
∫
γ3

f(z) dz

=

∫ R

0

f(ξ) dξ+

∫ 1

0

f

(
R +

i

2
R
x− y
|x− y|

λ

)
R

2
dλ−

√
5

4

∫ R

0

f

(
ξ +

i

2
ξ
x− y
|x− y|

)
dξ.

Vamos mostrar que

∫
γ2

f(z) dz =

∫ 1

0

f

(
R +

i

2
R
x− y
|x− y|

λ

)
R

2
dλ→ 0 quando R→ +∞.

Assim, podemos escrever

∫ ∞
0

f(ξ) dξ = C

∫ ∞
0

f (ζ(ξ)) dξ .

Para provar a a�rmação acima, consideramos

z = (Z(x, t)− Z(y, s)) ζ(R) + iε(ζ(R))2,
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então

iz = i (Z(x, t)− Z(y, s)) ζ(R)− ε(ζ(R))2.

Vamos mostrar que Im (z) ≥ 0 assim como Im (z) = −Re (iz) temos que Re (iz) ≤ 0.

Dados (x, t), (y, s) ∈ U+, supondo que 0 ≤ t ≤ s e usando (3.5)-(3.8) temos

Im (z) = Im [(Z(x, t)− Z(y, s)) ζ + iεζ2]

= Im [(a(x, t) + ib(x, t)− a(y, s)− ib(y, s)) ζ + iεζ2]

= Im
[
(a(x, t) + ib(x, t)− a(y, s)− ib(y, s))

(
R + iR

2
x−y
|x−y|

)]
+ε
(
R + iR

2
x−y
|x−y|

)2

= (a(x, t)− a(y, s)) R
2
x−y
|x−y| + (b(x, t)− b(y, s))R + ε

(
R2 − R2

4

)
= (a(x, t) + a(x, s)− a(x, s)− a(y, s)) R

2
x−y
|x−y|

+ (b(x, t) + b(x, s)− b(x, s)− b(y, s))R + 3
4
εR2

= (a(x, t)− a(x, s)) R
2
x−y
|x−y| + (a(x, s)− a(y, s)) R

2
x−y
|x−y|

+ (b(x, t)− b(x, s))R + (b(x, s)− b(y, s))R + 3
4
εR2

≥ −C1|t`+1 − s`+1|R
2
x−y
|x−y| + (x− y + A(x, y, t))R

2
x−y
|x−y|

+C1(s`+1 − t`+1)R− 1
8
|x− y|R + ε3

4
R2

≥ C1(s`+1 − t`+1)R
2

+ |x− y|R
4

+ ε3
4
R2

≥ 0.

Consequentemente,

Re (iz) ≤ −C1(s`+1 − t`+1)
R

2
− |x− y|R

4
− ε3

4
R2 ≤ 0 (3.12)
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Além disso, considerando um paramêtro λ ∈ [0, 1], analogamente mostra-se que

Im

[
(Z(x, t)− Z(y, s))R

(
1 +

i

2

x− y
|x− y|

λ

)
+ iεR2

(
1 +

i

2

x− y
|x− y|

λ

)2
]
≥ 0.

Com isso,

∫
γ2

f(z) dz ≤ R

2

∫ 1

0

∣∣∣∣f (R +
i

2
R
x− y
|x− y|

λ

)∣∣∣∣ dλ
=

R

2

∫ 1

0

∣∣∣∣ei(Z(x,t)−Z(y,s))R(1+ i
2
x−y
|x−y|λ)−εR2(1+ i

2
x−y
|x−y|λ)

2
∣∣∣∣ dλ

=
R

2

∫ 1

0

e
Re

{
i(Z(x,t)−Z(y,s))R(1+ i

2
x−y
|x−y|λ)−εR2(1+ i

2
x−y
|x−y|λ)

2
}

dλ

≤ R

2
sup
λ∈[0,1]

{
e

Re
{
i(Z(x,t)−Z(y,s))R(1+ i

2
x−y
|x−y|λ)−εR2(1+ i

2
x−y
|x−y|λ)

2
}}

→ 0

quando R→∞.

Portanto, podemos mudar o caminho de integração. Mas antes disso, precisaremos

introduzir um novo operador, que será bastante útil.

Etapa 3: Consideramos o operador

L0 =
1

Zx

∂

∂x
(3.13)

e seu transposto formal L
′
0, a saber L

′
0(v) = ∂

∂x

(
1
Zx
v
)
.

Temos que os operadores L0 e L comutam, isto é, [L0, L] = 0. Além disso, por

indução mostra-se que para qualquer inteiro N ≥ 0 temos

(i) (1− L0)N(e−iZξ) = (1 + iξ)N(e−iZξ);

(ii) (1− L′0)N(Zxv) = Zx(1 + L0)Nv, para qualquer v suave.

62



De fato, primeiramente vamos mostrar (i). Temos

(1− L0)(e−iZξ) = e−iZξ − 1

Zx
∂x(e

−iZξ) = e−iZξ − 1

Zx
e−iZξ(−iξZx) = (1 + iξ)e−iZξ.

Agora assumindo que vale (i) para N vamos mostrar que vale para N + 1

(1− L0)N+1(e−iZξ) = (1− L0)(1− L0)N(e−iZξ)

= (1− L0)((1 + iξ)Ne−iZξ)

= (1 + iξ)Ne−iZξ − L0((1 + iξ)Ne−iZξ)

= (1 + iξ)Ne−iZξ − 1
Zx
∂x((1 + iξ)Ne−iZξ)

= (1 + iξ)Ne−iZξ − 1
Zx

(1 + iξ)N(−iZxξ)e−iZξ

= (1 + iξ)Ne−iZξ + iξ(1 + iξ)Ne−iZξ

= (1 + iξ)N+1e−iZξ.

Assim (i) está provado. Vamos provar agora (ii). Temos

(1− L′0)(Zxv) = Zxv −
(
−∂x

(
1

Zx
Zxv

))
= Zxv + ∂xv = Zx

(
v +

1

Zx
v

)
= Zx(1 + L0)v.

Agora assumindo que vale (ii) para N vamos mostrar que vale para N + 1

(1− L′0)N+1(Zxv) = (1− L′0)(1− L′0)N(Zxv)

= (1− L′0)(Zx(1 + L0)Nv)

= Zx(1 + L0)Nv − L′0(Zx(1 + L0)Nv)

= Zx(1 + L0)Nv + ∂x((1 + L0)Nv)

= Zx((1 + L0)Nv + L0((1 + L0)Nv))

= Zx((1 + L0)(1 + L0)Nv)

= Zx(1 + L0)N+1v.
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Assim (ii) está provado.

A�rmação 3.1.2. Podemos escrever u22 da seguinte maneira:

− 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ−εξ2(1 + iξ)−N dξ(1 + L0)N(χf)(y, s) dZ(y, s) ds .

(3.14)

Demonstração. Considerando L0 = 1
Zy

∂
∂y
, utilizando (i), (ii) e o Teorema de Fubini,

temos

u22 = − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dZ ds

= − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

eiZξ−εξ
2

(1 + iξ)−N(1− L0)N
(
e−iZ(y,s)ξ

)
(χf)(y, s) dξ dZ ds

= − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

(1− L0)N
[
ei(Z−Z(y,s))ξ−εξ2(1 + iξ)−N

]
(χf)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds

= − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(1− L0)N
[
ei(Z−Z(y,s))ξ−εξ2(1 + iξ)−N

]
(χf)(y, s)Zy(y, s) dy dξ ds

= − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ei(Z−Z(y,s))ξ−εξ2(1 + iξ)−N(1− L′0)N [(χf)(y, s)Zy(y, s)] dy dξ ds

= − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ei(Z−Z(y,s))ξ−εξ2(1 + iξ)−NZy(y, s)(1 + L0)N(χf)(y, s) dy dξ ds

= − 1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei(Z−Z(y,s))ξ−εξ2(1 + iξ)−N dξ(1 + L0)N(χf)(y, s) dZ ds .

Observação 3.1.3. A necessidade de introduzir tal operador vem do fato que quando

derivamos a exponencial na integral, �camos com potências de iξ e tais potências terão

crescimeto controlado, quando utilizamos o operador L0. Além disso, já para mostrar

a continuidade, há a necessidade dessa introdução, para podermos aplicar o Teorema da

Convergência Dominada. Isto �cará claro a seguir.

Etapa 4: Pela etapa 3, temos que u22 é dada por (3.14). Utilizando a etapa 2,
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sabemos que podemos mudar o caminho de integração em ξ para ζ, onde ζ é dado por

(3.11). Assim, consideramos

hε(ζ) = ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ζ−εζ2(1 + iζ)−N

e

u22
ε (x, t) = − 1

2π

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫
γ3

hε(ζ) dζ(1 + L0)N(χf)(y, s) dZ(y, s) ds .

Note que

hε(ζ)→ ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ζ(1 + iζ)−N=̇h(ζ) quando ε→ 0+.

Além disso,

|hε(ζ)| =
∣∣∣ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ζ−εζ2(1 + iζ)−N

∣∣∣
= eRe{i[Z(x,t)−Z(y,s)]ζ−εζ2}(1 + iζ)−N

≤ C(1 + iζ)−N ∈ L1.

A desigualdade segue de (3.12).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada temos

u22(x, t) = lim
ε→0

u22
ε (x, t)

= − 1

2π

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫
γ3

h(ζ) dζ(1 + L0)N(χf)(y, s) dZ(y, s) ds .

Assim, como f é suave em uma vizinhança da origem e Z é contínua em U+ segue que

u22 ∈ C(U+).

Como podemos escolher N tal grande quanto quisermos, derivando sob o sinal de

integração, usando o fato de Z ser suave em U+ e aplicando o Teorema da Convergência

Dominada concluimos que u22 ∈ C∞(U+).
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Usando argumentos similares de�nimos também

u21(x, t) =
1

2π
lim
ε→0+

∫ t

0

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dZ(y, s) ds (3.15)

para (x, t) ∈ U+,

u11(x, t) =
1

2π
lim
ε→0+

∫ t

0

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
ei[x−y+i(s`+1−t`+1)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dy ds (3.16)

para (x, t) ∈ U−,

u12(x, t) =
1

2π
lim
ε→0+

∫ t

−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[x−y+i(s`+1−t`+1)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dy ds (3.17)

para (x, t) ∈ U−.

Analogamente mostra-se que u21 ∈ C∞(U+) e u11, u12 ∈ C∞(U−).

Agora seja H a função de Heaviside, isto é

H(t) =

 1, se t ≥ 0

0, se t < 0.

De�na u da seguinte maneira

u(x, t) = H(t)(u21(x, t) + u22(x, t)) +H(−t)(u11(x, t) + u12(x, t)). (3.18)

A�rmação 3.1.4. Z veri�ca (3.2).

Demonstração. De fato, utilizando (3.7) e (3.8), temos que

|Im (Z(x, t)− Z(y, t))| = |b(x, t)− b(y, t)| ≤ 1

8
|x− y|
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e

|Re (Z(x, t)− Z(y, y))| ≥ |x− y| − |A(x, y, t)| ≥ 1

4
|x− y| ≥ 2|Im (Z(x, t)− Z(y, t)|.

Assim, a Fórmula de Inversão de Fourier Generalizada (3.3) é válida e aplicando-a à

χf ∈ C∞c (U) temos

A�rmação 3.1.5.

(Lu)(x, t) = (χf)(x, t)− (Kf)(x)⊗ δ(t), (3.19)

para (x, t) ∈ U , onde de�nimos K = K+ +K− com

(K+f)(x) =
1

2π
lim
ε→0+

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dZ(y, s) ds

e

(K−f)(x) =
1

2π
lim
ε→0+

∫ 0

−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[x−y+is`+1]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dy ds .

Demonstração. Para obtermos a expressão (3.19), primeiramente note que pela de�nição

da u temos

Lu = L(H)(u21 + u22) +HL(u21 + u22) + L(Ȟ)(u11 + u12) + ȞL(u11 + u12), (3.20)

onde Ȟ(t) = H(−t). Dada φ ∈ C∞c (U) queremos obter 〈Lu, φ〉. Para isso, vamos separar

em duas etapas:

Etapa 1: Dada φ ∈ C∞c (U)

〈L(H), φ〉 =

〈(
∂

∂t
+ i(`+ 1)t`(1 + ρ)

∂

∂x

)
H,φ

〉
=

〈
∂H

∂t
, φ

〉
= 〈δ, φ〉 .
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Então, L(H) = δ em U . Analogamente, L(Ȟ) = −δ em U . Assim,

〈
(u21 + u22)L(H) + (u11 + u12)L(Ȟ), φ

〉
=
〈
δ, (u21 + u22)φ

〉
−
〈
δ, (u11 + u12)φ

〉
=
〈
(u21(x, 0) + u22(x, 0)− u11(x, 0)− u12(x, 0))δ(t), φ

〉
= −〈(Kf)⊗ δ, φ〉 .

A última igualdade segue do seguinte fato

u21(x, 0) + u22(x, 0)− u11(x, 0)− u12(x, 0) = −(K+f)(x)− (K−f)(x) = −(Kf)(x).

Portanto,

〈
(u21 + u22)L(H) + (u11 + u12)L(Ȟ), φ

〉
= −〈(Kf)⊗ δ, φ〉 . (3.21)

Etapa 2: Agora vamos calcular Lu22, Lu21, Lu11, Lu12. Para u22 temos

Lu22 = − 1

2π
L

(∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ dξ(χf)(y, s) dZ(y, s) ds

)
= − 1

2π

∂

∂t

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

eiZ(x,t)ξ

∫ ∞
t

e−iZ(y,s)ξ(χf)(y, s)Zy(y, s) ds dξ dy

)
− 1

2π

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

i(`+ 1)t`(1 + ρ)
∂

∂x

(
ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ

)
(χf)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds

= − 1

2π

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∂

∂t

(
eiZ(x,t)ξ

) ∫ ∞
t

e−iZ(y,s)ξ(χf)(y, s)Zy(y, s) ds dξ dy

)
+

1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,t)−Z(y,t)]ξ(χf)(y, t)Zy(y, t) dξ dy

− 1

2π

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

i(`+ 1)t`(1 + ρ)(iξ)Zx
(
ei[Z−Z(y,s)]ξ

)
(χf)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds

= − 1

2π

∫ ∞
t

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

(iξ)LZ(x, t)ei[Z(x,t)−Z(y,s)]ξ(χf)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds

+
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,t)−Z(y,t)]ξ(χf)(y, t)Zy(y, t) dξ dy

68



Usando que LZ = 0 em U+ temos que

Lu22(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,t)−Z(y,t)]ξ(χf)(y, t) dξ dZ(y, t),

em U+.

Analogamente para u21 temos

Lu21(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
ei[Z(x,t)−Z(y,t)]ξ(χf)(y, t) dξ dZ(y, t),

em U+.

Já para u11 e u12 temos

Lu11(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
ei[x−y]ξ(χf)(y, t) dξ dy

e

Lu12(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[x−y]ξ(χf)(y, t) dξ dy .

em U−.

Portanto,

L(u22 + u21)(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei[Z(x,t)−Z(y,t)]ξ(χf)(y, t) dξ dZ(y, t) = (χf)(x, t), (3.22)

em U+ e

L(u22 + u21)(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei[x−y]ξ(χf)(y, t) dξ dy = (χf)(x, t), (3.23)

em U−.

Observação 3.1.6. (a) Os cálculos foram feitos aqui já pensando na mudança de con-
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torno e na utilização do Teorema da Convergência Dominada para poder passar o

limite para dentro do integrando.

(b) Quando usamos u11 e u22 pensamos com a fórmula de inversão de Fourier aplicado a

w(x, t) = x− it`+1 ao invés de Z. Lembre-se que w tem as mesmas propriedades de

Z, só que em U−.

Logo, dada φ ∈ C∞c (U) por (3.20)-(3.23) temos

〈Lu, φ〉 = −〈(Kf)⊗ δ, φ〉+ 〈H(t)(χf)(x, t) +H(−t)(χf)(x, t), φ〉

= 〈−(Kf)⊗ δ + (χf), φ〉 .

O que prova(3.19).

Note que u dada em (3.18) ainda não satisfaz (3.1), pois temos a mais o termo

(Kf)⊗δ. Assim, antes de de�rnirmos uma nova distribuição para contornar esse problema

vamos enunciar a seguinte condição crucial, que denotaremos por (C).

(C): Existem duas funções holomorfas, A e B, de crescimento lento no semiplano inferior

tal que

(Kf)(x) = lim
t→0+

A(Z(x, t)) + lim
t→0−

B(x− it`+1), (3.24)

onde os limites são tomados no sentido das distribuições.

3.2 Teorema Principal

Nosso objetivo agora é mostrar que a condição (C) enunciada na seção anterior é

necessária e su�ciente para uma dada função suave f pertencer a imagem do operador L.

Precisamente, temos o seguinte

Teorema 3.2.1 (Caracterização do conjunto imagem). Seja L um operador quase `-

Mizohata em Σ = {t = 0}, ` ímpar, tendo a forma (2.6) em uma vizinhança da origem U .
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Suponha que f ∈ C∞(U). Então existe uma distribuição u tal que Lu = f perto da origem

se, se somente se, f satisfaz a condição (C).

Demonstraremos esse teorema em duas etapas, primeiramente mostrando que a con-

dição (C) é su�ciente e após mostrando que a condição (C) é necessária. Na segunda etapa

precisaremos dividir em dois casos, primeiro o caso particular em que u é de classe C1 e

depois o caso geral em que u é uma distribuição.

3.2.1 A condição é su�ciente

Se assumirmos que f satisfaça (C), podemos de�nir a distribuição

v(x, t) = H(t)A(Z(x, t))−H(−t)B(x− it`+1) (3.25)

e concluir que

(Lv)(x, t) = (Kf)(x)⊗ δ(t).

De fato, novamente vamos considerar w(x, t) = x− it`+1, assim

Lv = L(H)(A ◦ Z) +HL(A ◦ Z)− L(Ȟ)(B ◦ w)− ȞL(B ◦ w).

Assim, dada φ ∈ C∞c (U), segue que

〈Lv, φ〉 = 〈L(H)(A ◦ Z), φ〉+ 〈HL(A ◦ Z), φ〉 −
〈
L(Ȟ)(B ◦ w), φ

〉
−
〈
ȞL(B ◦ w), φ

〉
o segundo e o quarto termos do lado direito da equação acima são zero, pois Z e w são

soluções homogêneas de L em U+ e U−, respectivamente, e A e B são funções holomorfas.
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Logo,

〈Lv, φ〉 = 〈δ(t)(A ◦ Z)(x, t), φ〉+ 〈δ(t)(B ◦ w)(x, t), φ〉

=

〈
δ(t)

[
lim
t→0+

(A ◦ Z)(x, t) + lim
t→0−

(B ◦ w)(x, t)

]
, φ

〉
= 〈Kf ⊗ δ, φ〉 .

Os limites acima existem e são distribuições pelo Teorema 1.1.2, pois A e B são de cresci-

mento lento.

Portanto, segue que

L(u+ v) = Lu+ Lv = (χf)− (Kf)⊗ δ + (Kf)⊗ δ = (χf) = f,

em uma vizinhança da origem onde χ ≡ 1.

Portanto a condição (C) é su�ciente para resolver o problema.

3.2.2 A condição é necessária

Suponhamos agora que Lu = f para alguma f suave. Para provarmos que a condição

(C) é necessária, vamos separar em dois casos:

Caso 1: u é uma função de classe C1

Considere

(K+
ε f)(x) =

1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(χf)(y, s) dZ(y, s) ds, (3.26)

onde χ ∈ C∞c (R2), χ ≡ 1 perto da origem e o suporte de χ está contido em uma vizinhança

da origem onde ambas u e f são de�nidas.

A�rmação 3.2.2. Usando que Lu = f e LZ = 0 em U+ temos que

K+
ε f = I+

ε f + J+
ε f, (3.27)
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onde de�nimos

(I+
ε f)(x) = − 1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(Lχ)(y, s)u(y, s) dZ(y, s) ds (3.28)

e

(J+
ε f)(x) = − 1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χ(y, 0)u(y, 0) dZ(y, 0). (3.29)

Demonstração. Usando que Lu = f podemos escrever K+
ε f da seguinte maneira

(K+
ε f)(x) =

1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2L(χu)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds

− 1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2u(Lχ)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds

= A+ (I+
ε f)(x)

onde

A =
1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2L(χu)(y, s)Zy(y, s) dξ dy ds .

Vamos mostrar que A = (J+
ε f). De fato, aplicando o operador L em χu e usando o

Teorema de Fubini temos que

A =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2Zy(y, s)
∂(χu)

∂s
ds dξ dy

+
1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2i(`+ 1)s`(1 + ρ(y, s))Zy(y, s)
∂(χu)

∂y
dy dξ ds

Integrando por partes a primeira integral em relação à s e a segunda em relação à y obtemos
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que

A = − 1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2χu(y, 0)Zy(y, 0) dy dξ

− 1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z]ξ−εξ2(χu)
[
(−iξ)(LZ)Zy + (LZy) + i(`+ 1)s`ρyZy

]
ds dy dξ

= − 1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2χu(y, 0)Zy(y, 0) dy dξ

= (J+
ε f)(x).

A penúltima igualdade segue do fato que LZ = 0 em U+ e

LZ = 0⇒ ∂

∂y

(
∂Z

∂s
+ i(`+ 1)s`(1 + ρ)

∂Z

∂y

)
= 0⇒ L(Zy) + i(`+ 1)s`ρyZy = 0.

Vamos analisar I+
ε e J+

ε . Primeiramente analisaremos I+
ε . A ideia é mostrar que I+

ε

se estende como uma função holomorfa, tal que o limite quando ε tende a 0+ existe e é uma

função holomorfa. Para isso, precisaremos novamente fazer uma deformação do caminho de

integral, consideraremos a mesma deformação feita anteriormente, ou seja, consideraremos

ζ dado por (3.11). Assim temos,

(I+
ε f)(x) = − 1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ζ(ξ)−ε(ζ(ξ))2 dξ(Lχ)(y, s)u(y, s) dZ(y, s) ds .

Por (3.12) temos que

Re
{
i[Z(x, 0)− Z(y, s)]ζ(ξ)− ε(ζ(ξ))2

}
≤ −C1s

`+1R

2
− |x− y|R

4
− ε3

4
R2,

onde C1 > 1 é uma constante. Como χ ≡ 1 em uma vizinhança da origem, então Lχ ≡ 0

nesta vizinhança. Logo precisamos estimar o termo exponencial apenas fora desta vizi-
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nhança. Supondo que esta vizinhança seja um retângulo, a integral com respeito a s e a y

será calculada fora deste retângulo. Se (y, s) não pertence a este retângulo, existem cons-

tantes C2 e C3 tais que |s| > C2 ou |y| > C3. Consequentemente, para x su�cientemente

pequeno, temos
C1

2
s`+1 ≥ C4 ou

|x− y|
4

≥ C5,

com, (Cj)
5
j=2 constantes positivas, não dependendo de s, y e x. Assim, para x su�ciente-

mente pequeno, existe uma constante C > 0 não dependendo de s, y e x tal que

Re
{
i[Z(x, 0)− Z(y, s)]ζ(ξ)− ε(ζ(ξ))2

}
≤ −CR− 3

4
εR2.

pois acontece uma das duas desigualdades

Re
{
i[Z(x, 0)− Z(y, s)]ζ(ξ)− ε(ζ(ξ))2

}
≤ −C1s

`+1R

2
− ε3

4
R2

ou

Re
{
i[Z(x, 0)− Z(y, s)]ζ(ξ)− ε(ζ(ξ))2

}
≤ −|x− y|R

4
− ε3

4
R2.

Em ambos os casos segue a desigualdade para C.

Com isso,

|ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ζ(ξ)−ε(ζ(ξ))2| = eRe{i[Z(x,0)−Z(y,s)]ζ(ξ)−ε(ζ(ξ))2} ≤ e−Cξ−
3
4
εξ2 . (3.30)

Para x su�cientemente pequeno, vamos olhar Z(x, 0) como uma variável complexa. E

consideramos

Gε(Z(x, 0), y, s, ξ) = ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ζ(ξ)−ε(ζ(ξ))2(Lχ)(y, s)u(y, s)Zy(y, s).
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Assim, de (3.30) temos

|Gε(Z(x, 0), y, s, ξ)| ≤ e−Cξ−
3
4
εξ2 |(Lχ)(y, s)u(y, s)Zy(y, s)| ≤ C̃e−Cξ−

3
4
εξ2 ∈ L1. (3.31)

Como Gε é contínua e Z(x, 0) → Gε(Z(x, 0), y, s, ξ) é holomorfa em uma vizinhança da

origem do plano complexo, pois a exponencial é holomorfa. Assim, de (3.31) e utilizando

a Proposição 1.1.5 temos que, I+
ε f é uma função holomorfa da variável Z(x, 0), para x

su�cientemente pequeno.

Pelo Teorema da Convergência Dominada temos que existe lim
ε→0+

I+
ε f(x). Além disso,

|(I+
ε f)(x)| ≤ C̃

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

e−Cξ−
3
4
εξ2 dξ dy ds = ˜̃C,

ou seja, {I+
ε f}ε>0 é localmente limitada. Então, pelo Teorema de Montel 1.1.6, segue que

lim
ε→0+

I+
ε f(x) é uma função holomorfa da variável Z(x, 0). Logo, existe uma função A+

holomorfa perto da origem em C tal que

lim
ε→0+

(I+
ε f)(x) = A+(Z(x, 0)). (3.32)

Além disso, utilizando a Proposição 1.1.4 mostra-se que A+ é analítica real da variável

Z(x, 0).

Agora vamos analisar J+
ε f . Para isso começamos aplicando a Fórmula de Inversão

de Fourier Generalizada para χu ∈ C1
c (R2), então

χu(y, 0) = lim
ε→0+

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χu(y, 0) dZ(y, 0).
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Assim, para x pequeno vemos que

lim
ε→0+

J+
ε f(x) = − lim

ε→0+

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χu(y, 0) dZ(y, 0)

+ lim
ε→0+

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ 0

−∞
ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χu(y, 0) dZ(y, 0)

= −χu(y, 0) + lim
ε→0+

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ 0

−∞
ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χu(y, 0) dZ(y, 0)

= −u(y, 0) + lim
ε→0+

Fε(x)

onde

Fε(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ 0

−∞
ei[Z(x,0)−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χu(y, 0) dZ(y, 0).

Considere a seguinte vizinhança da origem do plano complexo

V = {z ∈ C; z ∈ Z(U)}

e escreva

fε(z) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ 0

−∞
ei[z−Z(y,0)]ξ−εξ2 dξ χu(y, 0) dZ(y, 0).

A�rmação 3.2.3. Valem as seguintes a�rmações sobre fε:

1. fε é holomorfa em V −;

2. ∃ lim
ε→0+

fε, em V −;

3. lim
ε→0+

fε é uma função holomorfa em V −;

4. existem K > 0 e um inteiro N ≥ 0 tal que | lim
ε→0+

fε(z)| ≤ K

|Im z|N
em V −.

De fato, note que dado z ∈ V − temos

Re
{
i[z − Z(y, 0)]ξ − εξ2

}
= −(Im z)ξ − εξ2 ≤ 0,
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pois Im z ≤ 0 em V −. Observe que neste caso, não precisamos aplicar a deformação

do caminho de integração. Assim, como anteriormente, pela Proposição 1.1.5 concluimos

que fε é holomorfa em V − e pelo Teorema da Convergência Dominada segue que existe

lim
ε→0+

fε(z), para z ∈ V −. O que prova (1) e (2).

Além disso, {fε}ε>0 é uma família de funções holomorfas em V − e localmente limi-

tadas. Assim, novamente pelo Teorema de Montel 1.1.6 segue (3).

Digamos que lim
ε→0+

fε(z) = B+(z) e por �m observe que

|B+(z)| =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
ei[z−Z(y,0)]ξ dξ χu(y, 0) dZ(y, 0)

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
eRe{i[z−Z(y,0)]ξ}|χu(y, 0)Zy(y, 0)| dξ dy

=
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ 0

−∞
e−(Im z)ξ|χu(y, 0)Zy(y, 0)| dξ dy

≤ K

∫ 0

−∞
e−(Im z)ξ dξ

=
K

|Im z|
,

onde K é uma constante. O que prova (4).

Assim, B+ é uma função holomorfa de crescimento lento no semiplano inferior. Daí,

podemos tomar o limite de fronteira (ver [11], pg. 66) e obtemos

lim
t→0+

B+(Z(x, t)) = B+(Z(x, 0)) = lim
ε→0+

fε(Z(x, 0)) = lim
ε→0+

Fε(x).

Então,

lim
ε→0+

J+
ε f(x) = −u(x, 0) + lim

t→0+
B+(Z(x, t)). (3.33)

Então de (3.27), (3.32) e (3.33) e utilizando o Teorema 1.1.3 vemos que existe uma
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função A holomorfa de crescimento lento no semiplano inferior tal que

K+f(x) = −u(x, 0) + lim
t→0+

A(Z(x, t)). (3.34)

Usando argumentos similares também mostra-se que existe uma função B holomorfa

de crescimento lento no semiplano inferior tal que

K−f(x) = u(x, 0) + lim
t→0−

B(x− it`+1). (3.35)

Observação 3.2.4. O sinal positivo da u em (3.35), vem do fato que quando integramos

por partes em relação a s o termo que �ca sem a integral em s é positivo.

Combinando (3.34) e (3.35) vemos que

Kf(x) = lim
t→0+

A(Z(x, t)) + lim
t→0−

B(x− it`+1).

Ou seja, (C) é necessária pra resolver (3.1), assumindo u ∈ C1.

Caso 2: u é uma distribuição

Tomamos a vizinhança da origem U e I1 e I2 intervalos abertos em R contendo a

origem, tal que Ī1 × Ī2 ⊂ U . Consideramos novamente o operador L0 dado por (3.13).

Vamos utilizar aqui o seguinte teorema, o qual é um caso particular de um teorema

devido a Baouendi e Treves (Ver [2], pg 250).

Teorema 3.2.5. Suponha que L tem a forma (2.6) em U e sejam u ∈ D ′(U) e f ∈ C∞(U)

satisfazendo Lu = f em U . Então existe um inteiro N ≥ 0 e uma função contínua v em

I1 × I2 tal que

u = LN0 v.

Demonstração. (Esboço) Pelo Exemplo 1.3.7 temos que o operador L é parcialmente
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hipoelíptico em t, ou seja, u é suave na variável t e assume valores nas distribuições em

x, u ∈ C∞(I2,D ′(I1)). Assim, pelo Teorema da Estrutura Local das Distribuições, existe

uma função contínua v1 em Ī1 × Ī2 e um inteiro N ≥ 0 tal que

u =

(
∂

∂x

)N
v1 em I1 × I2. (3.36)

Isso implica na seguinte

A�rmação 3.2.6. Existe v2 ∈ C0(Ī1 × Ī2) tal que

u = LN0 v2 em I1 × I2. (3.37)

A prova segue por indução e aplicação da fórmula de Leibniz transposta.

Observação 3.2.7. Podemos obter v ∈ C1 no teorema anterior, para isso tomamos uma

primitiva em x de v0 (onde v0 ∈ C0 é a função dada pelo teorema). Assim, v ∈ C1, já que

v já é suave em t, pois L é parcialmente hipoelíptico em t.

Além disso, como L e L0 comutam temos

L(LN0 v) = LN0 (Lv).

Assim, substituindo LN0 v por u em (3.26) obtemos

(K+
ε f)(x) =

1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ei[Z(x,0)−Z(y,s)]ξ−εξ2 dξ(χ)(y, s)LN0 (Lv)(y, s) dZ(y, s) ds .

Daí integrando por partes em relação a y podemos proceder de maneira análoga.

Portanto, concluimos a demonstração do Teorema Principal.

Observação 3.2.8. A condição (C) independe da função corte χ.
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Capítulo

4

Determinação de soluções para uma classe de

operadores localmente resolúveis

Em [4] C. Campana, P. Dattori e A. Meziani caracterizaram e apresentaram propri-

edades de soluções para uma classe de operadores localmente resolúveis e que deixam de

ser elípticos precisamente em uma variedade 1-dimensional.

Neste capítulo, de�niremos uma classe de operadores localmente resolúveis e que

deixam de ser elípticos apenas na origem. Como em [4] caracterizaremos uma solução para

essa classe de operadores, mostrando algumas propriedades dessa solução.

A última seção será destinada a apresentar um exemplo de um operador que satisfaz

as hipóteses dadas na primeira seção, bem como, um método para determinar sua integral

primeira.

Consideramos um campo de vetores complexo, suave, da forma

L = A(x, t)
∂

∂x
+B(x, t)

∂

∂t
(4.1)

de�nido em um subconjunto aberto Ω ∈ R2. O conjunto onde L deixa de ser elíptico é

dado por

Σ =
{
p ∈ Ω; Im (AB)(p) = 0

}
,
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o qual é igual ao conjunto dos p ∈ Ω onde L(p) e L(p) são linearmente dependentes. A

partir de agora, vamos nos referir a Σ como o conjunto característico de L.

4.1 Hipóteses sobre o operador

De�nição 4.1.1. O campo de vetores L é dito hipocomplexo em Ω se L satisfaz a condição

(P) e suas integrais primeiras são homeomor�smos.

Dado p ∈ Ω sejam U uma vizinhança de p e Z : U → C uma integral primeira de L,

pelo Teorema 1.4.14 sabemos que podemos escrever Z da forma

Z(x, t) = x+ iφ(x, t), (4.2)

com φ real, suave e satisfazendo φ(0, 0) = 0 e dφ(0, 0) = 0.

Vamos assumir que L satisfaça as seguintes condições:

(i) L é hipocomplexo em Ω;

(ii) o conjunto característico de L é apenas a origem;

(iii) L satisfaz a condição

|φ(x, t)|σ ≤ C|φt(x, t)|,

para alguma constante C > 0 e σ ∈ (0, 1). Isto é, L satisfaz uma condição do tipo

de Lojasiewicz.

A condição de Lojasiewicz foi formulada em [15].

4.2 Lema técnico

Nesse capítulo precisaremos de um lema técnico, o qual foi demonstrado em [4] (ver

página 4). Vamos nessa seção enunciá-lo e apresentar uma ideia de sua demonstração.
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Lema 4.2.1. Sejam R > 0, 0 < σ < 1, γ ∈ R e 1 < σ < 2−τ . Então existe uma constante

M(q, σ) > 0 tal que

I =

∫ 2π

0

∫ R

0

dr dθ

|γ + r sin θ|σrq−1
≤M(q, σ)R2−σ−q.

Demonstração. Para provar o lema é su�ciente considerar γ ≥ 0. Se γ = 0, então

I =

∫ 2π

0

∫ R

0

dr dθ

| sin θ|σrσ+q−1
=

R2−σ−q

2− σ − q

∫ 2π

0

dθ

| sin θ|σ
= C(σ)

R2−σ−q

2− σ − q
,

onde

C(σ) =

∫ 2π

0

dθ

| sin θ|σ
<∞,

pelo Teorema dos Resíduos.

Agora suponha que γ > 0. Seja r = ργ, temos

I = γ2−σ−q
∫ 2π

0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1

.
= γ2−σ−qJ. (4.3)

Para estimar J consideramos dois casos: 0 < γ < R e γ ≥ R. Assuma que 0 < γ < R.

Podemos escrever

J =

∫ π

0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1
+

∫ 2π

π

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1

.
= J1 + J2.

Para θ ∈ [0, π] temos sin θ ≥ 0 e consequentemente ρ sin θ + 1 ≥ ρ sin θ, ρ ∈ [0, R
γ

]. Assim,

J1 ≤
∫ π

0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|ρ sin θ|σρq−1
≤
(
R

γ

)2σ−q
C(σ)

2− σ − q
.
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Agora, para estimar J2, seja π < θ0 <
3π
2
tal que − sin θ0 = γ

2R
. Podemos escrever,

J2 =

∫ θ0

π

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1
+

∫ 3π
2

θ0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1

+

∫ 3π−θ0

3π
2

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1
+

∫ 2π

3π−θ0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1 + ρ sin θ|σρq−1

.
= J2,1 + J2,2 + J2,3 + J2,4.

Seja, ϕ = −θ + 3π. Temos

J2,3 =

∫ 3π
2

θ0

∫ R
γ

0

dρ dϕ

|1 + ρ sin(3π − ϕ)|σρq−1
=

∫ 3π
2

θ0

∫ R
γ

0

dρ dϕ

|1 + ρ sinϕ|σρq−1
= J2,2

e

J2,4 =

∫ θ0

π

∫ R
γ

0

dρ dϕ

|1 + ρ sinϕ|σρq−1
= J2,1.

Vamos assim, estimar J2,1. Note que

0 ≤ − sin θ ≤ γ

2R
<

1

2
, para θ ∈ [π, θ0].

Consequentemente, para θ ∈ [π, θ0] e 0 < ρ < R
γ
, temos

ρ| sin θ| < R

γ

γ

2R
=

1

2
< 1 + ρ sin θ.

Assim,

J2,1 ≤
∫ θ0

π

∫ R
γ

0

dρ dθ

ρσ+q−1| sin θ|σ
≤
(
R

γ

)2−σ−q
C(σ)

4(2− σ − q
.
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Agora, para J2,2, seja ϕ = θ e t = ρ sin θ + 1 temos

J2,2 =

∫ 3π
2

θ0

∫ R
γ

sinϕ+1

1

1

sinϕ

1

|t|σ
(
t−1
sinϕ

)q−1 dt dϕ

≤
∫ 3π

2

θ0

| sinϕ|q−2

(∫ 1

−R
γ

1

|t|σ|t− 1|q−1
dt

)
dϕ

≤
∫ 3π

2

θ0

| sinϕ|q−2 dϕ
1

2− σ − q

(
R

γ

)2−σ−q

≤ C(q, σ)
(
R
γ

)2−σ−q
,

usamos aqui que ∫ 1

−R
γ

dt

|t|σ|t− 1|q−1
≤ 1

2− σ − q

(
R

γ

)2−σ−q

.

Assim, pelos cálculos anteriores, podemos encontrar uma constante M1(q, σ) > 0 tal que

J ≤M1(q, σ)

(
R

γ

)2−q−σ

. (4.4)

Suponha agora que γ ≥ R. Neste caso, existe uma constante M2(q, σ) tal que

J =

∫ 2π

0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|ρ sin θ + 1|σρq−1
≤
∫ 2π

0

∫ R
γ

0

dρ dθ

|1− ρ|σρq−1
≤M2(q, σ)

(
R

γ

)2−σ−q

. (4.5)

Portanto, de (4.3), (4.4) e (4.5) existe uma constante M(q, σ) > 0 tal que

I ≤M(q, σ)R2−σ−q.
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4.3 Operador integral

Sejam L como em (4.1), p ∈ Ω, U vizinhança de p e Z como em (4.2). Suponha que

L satisfaça as condições (i), (ii) e (iii). Sabemos que L é um múltiplo do hamiltoniano de

Z, de fato, podemos assumir que em U , L tem a forma

L = Zx
∂

∂t
− Zt

∂

∂x
.

Nestas coordenadas o conjunto característico de L se escreve como

Σ =
{

(x, t) ∈ U ; Im (−Zt(x, t)Zx(x, t)) = 0
}

= {(x, t) ∈ U ; Im (−iφt(x, t)(1 + φx(x, t))) = 0}

= {(x, t) ∈ U ;φt(x, t) = 0} .

Logo a propriedade (ii) implica que
∂φ

∂t
(x, t) 6= 0 se (x, t) 6= 0.

Dada f ∈ L1(U) de�na o operador integral

TZf(x, t) =
1

2πi

∫
U

f(ξ, η)

Z(ξ, η)− Z(x, t)
dξ dη . (4.6)

Temos os seguintes resultados a respeito do operador TZ :

Teorema 4.3.1. Seja f ∈ Lp(U), com p > 1 +
1

1− σ
. Então, existe uma constante

M(p, U) > 0 tal que o operador TZ satisfaz

|TZf(x, t)| ≤M(p, U) ‖f‖p , ∀(x, t) ∈ U.
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Demonstração. Note que

|TZf(x, t)| ≤ 1

2π

∫
U

|f(ξ, η)|
|Z(ξ, η)− Z(x, y)|

dξ dη

≤
‖f‖p
2π

(∫
U

1

|Z(ξ, η)− Z(x, y)|q
dξ dη

) 1
q

=
‖f‖p
2π

J
1
q ,

onde,

J =

∫
U

1

|Z(ξ, η)− Z(x, y)|q
dξ dη .

Queremos estimar J . Para isso, seja ε > 0 tal que Bε ⊂ U , onde Bε = B(0, ε) e de�na

Uε = U\Bε. Consideramos a seguinte aplicação

ϕ : Uε −→ Z(Uε)

(ξ, η) 7−→ (s, t) = (ReZ(ξ, η), ImZ(ξ, η)) = (ξ, φ(ξ, η)).

Temos pela propriedade (ii) que,

| det(Jϕ)(ξ, η)| =
∣∣∣∣∂φ∂η (ξ, η)

∣∣∣∣ 6= 0 em Uε.

E como pela propriedade (i), Z é um homeomor�smo, segue que ϕ é uma mudança de

variáveis. Além disso, pela propriedade (iii) segue que

|det(Jϕ)(ξ, η)| =
∣∣∣∣∂φ∂η (ξ, η)

∣∣∣∣ ≥ 1

C
|φ(ξ, η)|σ =

1

C
|t|σ.

Com isso, aplicando essa mudança de variáveis em Jε =

∫
Uε

1

|Z(ξ, η)− Z(x, y)|q
dξ dη,
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obtemos

Jε ≤ C

∫
Z(Uε)

1

|s+ it− Z|q|t|σ
ds dt

≤ C

∫
D(Z,R)

1

|s+ it− Z|q|t|σ
ds dt,

onde R > 0 é tal que Z(Uε) ⊂ D(Z,R) e Z(x, t) = Z.

Agora, por coordenadas polares consideramos s = r cos θ+ReZ e t = r sin θ+ ImZ,

assim

Jε ≤ C

∫ 2π

0

∫ R

0

r dr dθ

|reiθ|q|r sin +ImZ|σ
= C

∫ 2π

0

∫ R

0

dr dθ

rq−1|r sin +ImZ|σ
≤M(q)R2−σ−q.

A última desigualdade segue do Lema 4.2.1, observe que podemos aplicar o lema, pois

p > 1 + 1
1−σ = 2−σ

1−σ implica que

1− σ
2− σ

+
1

q
> 1⇒ 1

q
> 1− 1− σ

2− σ
⇒ 1

q
>

1

2− σ
⇒ q < 2− σ ⇒ 2− σ − q > 0.

Para obtermos a estimativa para J , fazemos ε tender a zero e aplicamos o Teorema da

Convergência Dominada.

A partir de agora os próximos resultados seguem análogos aos demonstrados em [4].

Proposição 4.3.2. Se f ∈ L1(U) então TZ ∈ Lq(U) para qualquer 1 < q < 2− σ.

Demonstração. Seja f ∈ L1(U) e seja g ∈ Lp(U), com p > 1 + 1
1−σ . Escreva

g1(x, t) =

∫
U

|g(ξ, η)|
|Z(ξ, η)− Z(x, t)|

dξ dη .

Temos

g1(x, t) ≤ ‖g‖p
(∫

U

1

|Z(ξ, η)− Z(x, t)|q
dξ dη

) 1
q

.

Analogamente ao feito no Teorema 4.3.1, segue que g1 é limitada, assim f · g1 ∈ L1(U).
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Agora observe que,

∫
U

|f(x, t)||g(x, t)| dx dt =

∫
U

|f(x, t)|
(∫

U

|g(ξ, η)|
|Z(ξ, η)− Z(x, t)|

dξ dη

)
dx dt

=

∫
U

|g(ξ, η)|
(∫

U

|f(x, y)|
|Z(x, t)− Z(ξ, η)|

dx dy

)
dξ dη

=

∫
U

|g(ξ, η)|f1(ξ, η) dξ dη,

onde

f1(ξ, η) =

∫
U

|f(x, y)|
|Z(x, t)− Z(ξ, η)|

dx dy .

Assim, como f · g1 ∈ L1(U) segue que g · L1(U). Como g ∈ Lp(U) é arbitrária segue da

desigualdade de Holder inversa que f1 ∈ Lq(U), onde q = 1
p−1

. Assim, como |Tf | ≤ f1,

temos que Tf ∈ Lq(U), para todo 1 < q < 2− σ.

O próximo lema é consequência do Teorema de Green.

Lema 4.3.3. Seja w ∈ C(U) ∩ C1(U). Então

∫
U

Lw dx dt = −
∫
∂U

w dZ(x, t).

Aqui a forma dZ(x, t) = Zx dx +Zt dt.

Demonstração. Temos

w dZ(x, t) = w(Zx dx +Zt dt) = wZx dx +wZt dt .
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Pelo Teorema de Green segue que

∫
∂U

w dZ(x, t) =

∫
∂U

(wZx) dx +(wZt) dt

=

∫
U

(
∂(wZt)

∂x
− ∂(wZx)

∂t

)
dx dt

=

∫
U

(
∂w

∂x
Zt + wZtx −

∂w

∂t
Zx − wZxt

)
dx dt

=

∫
U

(
Zt
∂w

∂x
− Zx

∂w

∂t

)
dx dt

= −
∫
U

Lw dx dt .

Proposição 4.3.4. Seja w ∈ C(U) ∩ C1(U). Então, para todo (x, t) ∈ U , temos

w(x, t) =
1

2πi

∫
∂U

w(α, β)

Z(α, β)− Z(x, t)
dZ(α, β)−

∫
U

Lw(α, β)

Z(α, β)− Z(x, t)
dα dβ .

Demonstração. Seja (x0, t0) ∈ U �xo. Escrevemos z0 = Z(x0, t0) e seja ε > 0 tal que

Bε ⊂ Z(U) onde Bε = B(z0, ε).

De�na Kε = Z−1(Bε) e Uε = U −Kε. Seja,

f(x, t) =
w(x, t)

Z(x, t)− z0

.

Temos que f ∈ C(Uε) ∩ C1(Uε), pois w ∈ C(U) ∩ C1(U). Além disso,
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∫
Uε

Lf(x, t) dx dt =

∫
Uε

(
Zx(x, t)

∂f

∂t
(x, t)− Zt(x, t)

∂f

∂x
(x, t)

)
dx dt

=

∫
Uε

(
Zx(x, t)

∂

∂t

(
w(x, t)

Z(x, t)− z0

)
− Zt(x, t)

∂

∂x

(
w(x, t)

Z(x, t)− z0

))
dx dt

=

∫
Uε

Lw(x, t)

Z(x, t)− z0

dx dt

Assim, aplicando o Lema 4.3.3 à f obtemos

∫
Uε

Lw(x, t)

Z(x, t)− z0

dx dt = −
∫
∂Uε

w(x, t)

Z(x, t)− z0

dZ(x, t)

= −
∫
∂U

w(x, t)

Z(x, t)− z0

dZ(x, t) +

∫
∂Kε

w(x, t)

Z(x, t)− z0

dZ(x, t)

Daí,

I1 = −I2 + I3, (4.7)

onde

I1 =

∫
Uε

Lw(x, t)

Z(x, t)− z0

dx dt, I2 =

∫
∂U

w(x, t)

Z(x, t)− z0

dZ(x, t), I3 =

∫
∂Kε

w(x, t)

Z(x, t)− z0

dZ(x, t).

Vamos agora analisar separadamente cada integral. Considerando ζ = Z(x, t) temos

I3 =

∫
Kε

f(x, t) dZ(x, t) =

∫
Z(∂Kε)

(f ◦ Z−1)(ζ) dζ =

∫
∂(Bε)

w̃(ζ)

ζ − z0

dζ,

onde w̃ = w ◦ Z−1.

Agora por coordenadas polares, considerando ζ = εeiθ + z0, θ ∈ [0, 2π], temos

∫
∂(Bε)

w̃(ζ)

ζ − z0

dζ =

∫ 2π

0

w̃(z0 + εeiθ)

εeiθ
iεeiθ dθ → 2πiw̃(z0) = 2πiw ◦ Z−1(z0) = 2πiw(x0, t0),
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quando ε→ 0, esta convergência segue do Teorema da Convergência Dominada. Logo,

I3 → 2πiw(x0, t0), quando ε→ 0. (4.8)

Agora, vamos analisar I1. Da prova do Teorema 4.3.1, temos

(x, t) 7−→ 1

Z(x, t)− z0

∈ Lq(U) ⊂ L1(U).

Assim,

I1 =

∫
Uε

Lw(x, t)

Z(x, t)− z0

dx dt→
∫
U

Lw(x, t)

Z(x, t)− z0

dx dt, (4.9)

quando ε→ 0 (novamente pelo Teorema da Convergência Dominada).

Portanto, fazendo ε→ 0 em (4.7) e aplicando (4.8) e (4.9) segue o resultado.

Teorema 4.3.5. Se f ∈ L1(U) então TZf satisfaz L(TZf) = f em U .

Demonstração. Seja f ∈ L1(U). Pela Proposição 4.3.2, TZf ∈ Lq(U), para 1 < q < 2−σ.

Assim, pela Proposição 4.3.4 temos, para φ ∈ C∞c (U) (no sentido das distribuições), que

〈L(TZf), φ〉 =

〈(
Zx

∂

∂t
− Zt

∂

∂x

)
(TZf), φ

〉
=

〈
∂

∂t
(TZf), Zxφ

〉
−
〈
∂

∂x
(TZf), Ztφ

〉
= −

〈
TZf,

∂

∂t
(Zxφ)

〉
+

〈
TZf,

∂

∂x
(Ztφ)

〉
= −〈TZf, Zxφy + Zxtφ− Ztφx − Ztxφ〉

= −〈TZf, Lφ〉

= −
∫
U

TZf(x, t)Lφ(x, t) dx dt

= − 1

2πi

∫
U

(∫
U

f(ξ, η)

Z(ξ, η)− Z(x, t)
dξ dη

)
Lφ(x, t) dx dt
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Então,

〈L(TZf), φ〉 =

∫
U

f(ξ, η)

(
1

2πi

∫
U

Lφ(x, t)

Z(x, t)− Z(ξ, η)
dx dt

)
dξ dη

=

∫
U

f(ξ, η)

(
φ(ξ, η) +

1

2πi

∫
∂U

φ(x, t)

Z(x, t)− Z(ξ, η)
dZ(x, t)

)
dξ dη

=

∫
U

f(ξ, η)φ(ξ, η) dξ dη = 〈f, φ〉 .

Portanto, L(TZf) = f em U .

4.4 Operadores satisfazendo as hipóteses (i), (ii) e (iii)

da Seção 1

4.4.1 Exemplo 1

Consideramos o seguinte campo de vetores complexo, suave, de�nido em uma vizi-

nhança da origem Ω de R2

L =
∂

∂t
+ i(x2 + t2)

∂

∂x
. (4.10)

O operador L satisfaz as seguinte proriedades:

(i) L satisfaz a condição (P);

(ii) o conjunto característico de L é Σ = {(0, 0)}.

Para veri�car se L satisfaz a condição (iii) dada na Seção 1, precisamos encontrar uma

integral primeira para este operador.

Supondo que essa integral primeira é da forma

Z(x, t) =
∞∑
j=0

aj(x)tj, (4.11)
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com Z de�nida em uma vizinhança U da origem. Queremos determinar os coe�cientes a′js.

Resolvendo formalmente LZ = 0 obtemos que

∂

∂t

(
∞∑
j=0

aj(x)tj

)
+ i(x2 + t2)

∂

∂x

(
∞∑
j=0

aj(x)tj

)
= 0.

Assim,
∞∑
j=1

jaj(x)tj−1 = −i(x2 + t2)
∞∑
j=0

∂aj
∂x

(x)tj.

Daí, considerando os operadores 
L2 = x2 ∂

∂x
,

L0 =
∂

∂x
,

assumindo que a0(x) = x e comparando o grau do polinômio em t, temos que



a0 = x

a1 = −iL2(a0)

2a2 = −iL2(a1)

3a3 = −iL2(a2)− iL0(a0)

...

jaj = −iL2(aj−1)− iL0(aj−3), j ≥ 3

...

(4.12)
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Considerando agora bj = j!aj temos



b0 = a0

b1 = −iL2(b0)

b2 = −iL2(b1)

b3 = −iL2(b2)− i2L0(b0)

...

bj = −iL2(bj−1)− i(j − 1)(j − 2)L0(bj−3), j ≥ 3

...

(4.13)

A�rmação 4.4.1. Por indução sobre j mostra-se que

L0L
j
2(b0) = (j + 1)jLj−1

2 (b0),

onde b0 = x.

Utilizando a A�rmação 4.4.1 veri�ca-se para j = 1, . . . , 8 que



b1 = (−i)L2b0

b2 = (−i)2(L2)2b0

b3 = (−i)3(L2)3b0 − 2i

b4 = (−i)4(L2)4b0 + (−i)23 · 2 · 2 · 1b0

b5 = (−i)5(L2)5b0 + (−i)3(3 · 2 · 2 · 1 + 4 · 3 · 3 · 2)L2b0

b6 = (−i)6(L2)6b0 + (−i)4(3 · 2 · 2 · 1 + 4 · 3 · 3 · 2 + 5 · 4 · 4 · 3)(L2)2b0

b7 = (−i)7(L2)7b0 + (−i)5(3 · 2 · 2 · 1 + . . .+ 6 · 5 · 5 · 4)(L2)3b0 + i(6 · 5) · (3 · 2 · 2 · 1)

b8 = (−i)8(L2)8b0 + (−i)6(3 · 2 · 2 · 1 + . . . 7 · 6 · 6 · 5)(L2)4b0+

+(7 · 6)(3 · 2 · 2 · 1 + 4 · 3 · 3 · 2)(2.1)b0.

(4.14)
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De�nimos as seguintes constantes, para k ≥ 1 e j ≥ 0

Ck
j =



0, se j ≤ 4k − 2

(j − 1)(j − 2)Ck−1
j−3 , se j = 4k − 1

(j − 1)(j − 2)Ck−1
j−3 (j − 4k + 2)(j − 4k + 1), se j = 4k

(j − 1)(j − 2)Ck−1
j−3 (j − 4k + 2)(j − 4k + 1) + Ck

j−1, se j > 4k

(4.15)

e para k = 0 e j ≥ 0 de�nimos

C0
j = 1.

A�rmação 4.4.2. Mostra-se por indução módulo 4 sobre j que

bj = (−i)j
[ j+1

4 ]∑
k=0

(−1)kCk
j (L2)j−4k(b0), (4.16)

onde os Ck
j são dados por (4.15). Estamos considerando aqui, por convenção, (L2)−1(b0) = 1 .

Consequentemente,

aj =
(−i)j

j!

[ j+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
j (L2)j−4k(a0). (4.17)

Demonstração.

Primeiro passo: Calcularemos b1, b2, . . . , b8.

j=1. Por (4.14) sabemos que b1 = −iL2b0, por outro lado de (4.16) temos

b1 = (−i)
[ 1+1

4 ]∑
k=0

(−1)kCk
1 (L2)1−4k(b0) = −i(−1)0C0

1(L2)1(b0) = −iL2b0.

j=2. Por (4.14) sabemos que b2 = −(L2)2b0, já por (4.16) temos

b2 = (−i)2

[ 2+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
2 (L2)2−4k(b0) = −i(L2)2b0.
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j=3. Por (4.14) temos b3 = i(L2)3b0 − 2i

b3 = (−i)3
[ 3+1

4 ]∑
k=0

(−1)kCk
3 (L2)3−4k(b0) = (−i)3((−1)0C0

3(L2)3b0 + (−1)C1
3(L2)−1b0

= i(L2)3b0 − 2i.

j=4. Por (4.14) temos b4 = (L2)4b0 − 3 · 2 · 2 · 1b0, já por (4.16) temos

b4 = (−i)4

[ 4+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
4 (L2)4−4k(b0) = (L2)4 − 3 · 2 · 2 · 1b0,

pois para C1
4 temos 4k = 4 = j (k = 1 e j = 4) então por 4.15 segue que C1

4 = 3·2·2·1.

j=5.

b5 = (−i)5

[ 5+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
5 (L2)5−4k(b0) = −i(L2)5b0 + i(4 · 3 · 3 · 2 + 3 · 2 · 2 · 1)L2b0,

pois para C1
5 temos 4k = 4 < j = 5, assim por (4.15) segue que C1

5 = 4·3·3·2+3·2·2·1.

O qual coincide com (4.14).

j=6.

b6 = (−i)6

[ 6+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
6 (L2)6−4k(b0) = −(L2)6b0 + (C1

6)(L2)2b0,

para C1
6 temos 4k = 4 < j = 6, , assim por (4.15) segue que C1

6 = 5 · 4 · 4 · 3 + 4 · 3 ·

3 · 2 + 3 · 2 · 2 · 1. O que coincide com (4.14).

j=7.

b7 = (−i)7

[ 7+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
7 (L2)7−4k(b0) = i(L2)7b0 − i(C1

7)(L2)3b0 + iC2
7 ,

para C1
7 temos 4k = 4 < j = 7, assim por (4.15) segue que C1

7 = 6 · 5 · 5 · 4 + 5 · 4 ·
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4 · 3 + 4 · 3 · 3 · 2 + 3 · 2 · 2 · 1 e C2
7 temos 4k − 1 = 7 = j então por (4.15) segue que

C2
7 = 6 · 5(3 · 2 · 2 · 1). O que coincide com (4.14).

j=8.

b8 = (−i)8

[ 8+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
8 (L2)8−4k(b0) = (L2)8b0 − (C1

8)(L2)4b0 + C2
8 ,

para C1
8 temos 4k = 4 < j = 8, assim por (4.15) segue que C1

8 = 7 · 6 · 6 · 5 + 6 · 5 · 5 ·

4 + 5 · 4 · 4 · 3 + 4 · 3 · 3 · 2 + 3 · 2 · 2 · 1 e C2
8 temos 4k = 8 = j então por (4.15) segue

que C2
8 = 7 · 6(4 · 3 · 3 · 2 + 3 · 2 · 2 · 1)(2 · 1). O que coincide com (4.14).

Segundo passo: Suponhamos que vale a a�rmação para j e vamos mostrar para

j + 1. Temos 4 casos, onde l ≥ 1 é um inteiro:

Caso 1: j + 1 = 4l + 4. Note que de (4.13) temos

b4l+4 = −iL2(b4l+3)− i(4l + 3)(4l + 2)L0(b4l+1)

e ainda, [
j + 1 + 1

4

]
=

[
4l + 5

4

]
= l + 1,

[
j + 1

4

]
=

[
4l + 4

4

]
= l + 1,

[
j − 2 + 1

4

]
=

[
4l + 2

4

]
= l.

Com isso, utilizando a hipótese de indução para calcular b4l+3 e b4l+1, e a A�rmação 4.4.1,
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obtemos

b4l+4 = −iL2

[
(−i)4l+3

l+1∑
k=0

(−1)kCk
4l+3(L2)4l+3−4k(b0)

]

−i(4l + 3)(4l + 2)L0

[
(−i)4l+1

l∑
k=0

(−1)kCk
4l+1(L2)4l+1−4k(b0)

]

= (−i)4l+4

l+1∑
k=0

(−1)kCk
4l+3(L2)4l+4−4k(b0)

+(−i)4l+2(4l + 3)(4l + 2)
l∑

k=0

(−1)kCk
4l+1(4l + 2− 4k)(4l + 1− 4k)(L2)4l−4k(b0)

= (−i)4l+4

l+1∑
k=0

(−1)kCk
4l+3(L2)4l+4−4k(b0)

+(−i)4l+2(4l + 3)(4l + 2)
l+1∑
k=1

(−1)k−1Ck−1
4l+1(4l + 6− 4k)(4l + 5− 4k)(L2)4l−4k+4(b0)

= (−i)4l+4

l+1∑
k=0

(−1)kCk
4l+3(L2)4l+4−4k(b0)

+(−i)4l+4

l+1∑
k=1

(−1)k−1(Ck
4l+4 − Ck

4l+3)(L2)4l−4k+4(b0)

Assim,

b4l+4 = (−i)4l+4

l+1∑
k=1

(−1)kCk
4l+4(L2)4l+4−4k(b0) + (−i)4l+4C0

4l+3(L2)4l+4b0

= (−i)4l+4

l+1∑
k=0

(−1)kCk
4l+4(L2)4l+4−4k(b0)

= (−i)4l+4

[ 4l+4+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
4l+4(L2)4l+4−4k(b0)

= (−i)j+1

[ j+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
j+1(L2)j+1−4k(b0).
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Os demais casos (j + 1 = 4l + 3, j + 1 = 4l + 2, j + 1 = 4l + 1) seguem análogos,

utilizando as mesmas ideias nas demonstrações.

Agora utilizando que

(L2)k(a0) = k!xk+1, k ∈ N, a0 = x,

podemos escrever os a
′
js da seguinte maneira

aj =
(−i)j

j!

[ j+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
j (j − 4k)!xj−4k+1 (4.18)

e com isso,

Z(x, t) =
∞∑
j=0

(−i)j

j!

[ j+1
4 ]∑

k=0

(−1)kCk
j (j − 4k)!xj−4k+1

 tj. (4.19)

Assim, temos a seguinte

Proposição 4.4.3. Se L é dado por (4.10) então Z dada por (4.19), com os coe�cientes

a′js dados por (4.18), é uma integral primeira de L.

Demonstração. É su�ciente mostrar que a série formal dada por (4.19) converge. Tal con-

vergência segue do fato do campo ser real analítico e a variedade {t = 0} não-caracteristica,

logo a demonstração do teorema de Cauchy-Kowalevski, nos permite concluir que a série de

potências lá obtida converge absolutamente. Consequentemente, como aj's são polinômios

segue a convergência para a Z.

Observação 4.4.4. O fato da Z obtida nesta subseção satisfazer a propriedade (iii) será

justi�cado na próxima subseção.

Na busca para uma forma normal, do ponto de vista operacional seria interessante

termos uma expressão fechada para Z, na próxima subseção apresentaremos um exemplo
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nestas condições.

4.4.2 Exemplo 2

Em (4.19) obtemos uma integral primeira do operador dado em (4.10) que tem a

seguinte expressão

Z(x, t) = x− ix2t− x3t2 + ix4t3 − 1

3
it3 + . . . .

Consideramos a função suave,

Z̃(x, t) = x− i(x2t+
1

3
t3) = x− iφ(x, t), (4.20)

onde φ(x, t) = x2t+ 1
3
t3, a qual foi obtida de Z, retirando todos os termos de ordem maior

ou igual a 4. Temos que, em uma vizinhança U da origem Z̃ é uma integral primeira do

operador hamiltoniano

L̃ = Z̃x
∂

∂t
− Z̃t

∂

∂x
. (4.21)

Observação 4.4.5. Z̃ é um homeomor�smo de U em Z̃(U).

Demonstração. De fato, sejam (x1, t1) e (x2, t2) em U tais que Z̃(x1, t1) = Z̃(x2, t2) assim

x1 − i(x2
1t1 +

1

3
t31) = x2 − i(x2

2t2 +
1

3
t32)

então

x1 = x2 e x2
1t1 +

1

3
t31 = x2

2t2 +
1

3
t32,

assim

t1(x2
1 +

1

3
t21) = t2(x2

1 +
1

3
t22).

Como x2
1 ≥ 0 temos que a equação do terceiro grau acima possui única solução, ou seja,
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t1 = t2.

Podemos veri�car que L̃ é múltiplo do operador

∂

∂t
− Z̃t

Z̃x

∂

∂x
=

∂

∂t
+

iφt
1− iφx

∂

∂x

=
∂

∂t
+
i(x2 + t2)

1− 2ixt

∂

∂x

=
∂

∂t
+
i(x2 + t2)(1 + 2ixt)

1 + 4x2t2
∂

∂x

=
∂

∂t
+ i(x2 + t2)λ(x, t)

∂

∂x
,

onde λ(x, t) = 1+2ixt
1+4x2t2

e λ(0, 0) 6= 0.

Isso mostra que o operador L̃ dado em (4.21) veri�ca propriedades análogas as do

operador L dado em (4.10). Isto é, satisfaz a condição (P), pois Reλ ≥ 0 e o conjunto

característico é apenas a origem. De fato,

Σ =
{

(x, t) ∈ U ; Im (−ZtZ̄x) = 0
}

= {(x, t) ∈ U ; Im (iφt(1 + iφx))(x, t) = 0}

= {(x, t) ∈ U ;φt(x, t) = 0}

= {(x, t) ∈ U ;x2 + t2 = 0} .

Além disso, sua integral primeira Z̃ é explicita o su�ciente para veri�carmos a condição

(iii). Ou seja, podemos mostrar a seguinte observação sobre a parte imaginária de Z̃:

Observação 4.4.6. A função φ é tal que |φ(x, t)| 23 ≤ |φt(x, t)|.

Demonstração. De fato, mostraremos essa a�rmação por coordenadas polares. Considere

x = r cos θ e t = r sin θ, assim,

φt(r cos θ, r sin θ) = r2

102



e

φ(r cos θ, r sin θ) = r2 cos2 θr sin θ +
1

3
r3 sin3 θ = r3 sin

(
1− 2

3
sin2 θ

)
.

Então,

|φ(r, θ)|
2
3 =

∣∣∣∣r3 sin(1− 2

3
sin2 θ

∣∣∣∣ 23 = r2

∣∣∣∣sin(1− 2

3
sin2 θ)

∣∣∣∣ ≤ r2 = |φt(r, θ)| .

Observação 4.4.7. Consequentemente a integral primeira Z obtida na subseção passada

veri�ca também condição (iii), pois estamos analisando em uma vizinhança su�cientemente

pequena da origem.

Portanto, temos que o operador L̃ dado em (4.21) veri�ca as seguintes três a�rmações:

(i) L̃ é hipocomplexo;

(ii) o conjunto característico de L̃ é apenas a origem;

(iii) L̃ satisfaz a condição

|φ(x, t)|σ ≤ C|φt(x, t)|,

com σ = 2
3
e C = 1.

Assim, como o operador L̃ satisfaz as hipóteses (i), (ii) e (iii) dadas na seção 1, temos

pela Seção 3 que dada f ∈ L1(U), a função

Tzf(x, y) =
1

2πi

∫
U

f(ξ, η)

Z(ξ, η)− Z(x, t)
dξ dη,

onde Z(x, t) = x− i(x2t+ 1
3
t3) é tal que TZf ∈ Lq(U), com 1 < q < 2− σ = 4

3
e satisfaz

L̃(Tzf) = f em U.
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