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Resumo

O objeto de estudo deste trabalho é o problema de roteamento e programação de

navios com coleta e entrega e janelas de tempo na indústria petrolífera. Foi realizado um

estudo de caso com uma empresa petrolífera brasileira que produz óleo cru em platafor-

mas o�shore, isto é, localizadas no oceano e os transporta até os terminais localizados

na costa brasileira. Então, foi proposto um modelo de programação inteira mista para

representar o problema adequadamente e para isso, foi necessária uma análise detalhada

do problema real, com o intuito de conhecer todas as suas características e considerar

hipóteses simpli�cadoras. Desta maneira, ao problema de coleta e entrega e janelas de

tempo da literatura foram agregadas outras restrições especí�cas do problema do estudo

de caso como, por exemplo, múltiplos depósitos, restrições de atracação dos navios, ca-

lado �exível e posicionamento dinâmico. Além disso, a frota de navios é heterogênea em

relação à capacidade, LOA (length overall), posicionamento dinâmico e velocidade. Na

prática, em geral não existem navios iguais. Este problema pode ser representado como

um modelo de otimização combinatória que pertence à classe NP-difícil e sua solução é

bastante desa�adora na prática em função do tamanho dos problemas reais. Depois, fo-

ram propostos vários métodos do tipo branch-and-cut baseados em modelos com variáveis

de 2 e 3-índices para problemas de roteamento com coleta e entrega e janelas de tempo

para resolver especi�camente o problema da empresa brasileira. E por �m, foi proposto

um método do tipo branch-and-price, o qual abrange todas as características do problema

da indústria petrolífera. Em síntese, as principais contribuições desta tese referem-se ao

estudo e modelagem deste problema na prática, e a proposta e desenvolvimento de méto-

dos de solução exatos para resolvê-lo, baseados em branch-and-cut e branch-and-price. O

desempenho do modelo matemático em softwares de otimização e também dos métodos

exatos propostos foi veri�cado usando-se exemplares reais fornecidos pela empresa. Os

resultados mostram que essas abordagens podem ser efetivas para resolver problemas de

tamanho moderado em situações reais.

PALAVRAS CHAVE: Roteamento e programação de navios, Problemas de co-

leta e entrega, Indústria petrolífera, Métodos exatos, Método branch-and-cut,

Método branch-and-price .





Abstract

The object of this study is the routing and scheduling problem of vessels with pickup

and delivery and time windows in the oil industry. A case study was performed in a

Brazilian oil industry that produces crude oil in o�shore platforms, that is, located in

the ocean, and transports to the terminals located in the Brazilian coast. Then, it was

proposed a mixed integer model to represent the problem adequately and for this, a

detailed analysis of the real problem in order to know all its characteristics and consider

some simplifying assumptions. Therefore, to the pickup and delivery problem with time

windows present in the literature were aggregated other speci�c restrictions of the case

study, for example, multiple depots, ship mooring restrictions, �exible draft and dynamic

positioning. Besides that, the �eet is heterogeneous related to capacity, LOA (length

overall), dynamic positioning and velocity. In practice, in general there are no identical

vessels. This problem can be represented as a combinatorial optimization model, which

belongs to the NP-hard class and its solution is a challenging in practice depending on

the size of the real problems. Then, were proposed several exact branch-and-cut methods

based on models with 2 and 3-index variables for routing problems with pickup and

delivery and time windows to solve speci�cally the Brazilian oil industry problem. Finally,

we proposed a branch-and-price method, which includes all characteristics of the problem

in oil industry. In summary, the main contributions of this thesis are related to the

study and modeling of this problem in practice, and the proposal and development of

exact solution methods to solve it, based on branch-and-cut and branch-and-price. The

performance of the mathematical model in optimization software and the exact methods

were veri�ed using a real data set provided by the company. Results show that these

approaches may be e�ective to solve problems of moderate size in real situations.

KEYWORDS: Routing and scheduling of vessels, Pickup and delivery pro-

blem, Oil industry, Exact methods, Branch-and-cut method, Branch-and-price

method.
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1 Introdução

A economia mundial progrediu de maneira signi�cativa com a disseminação da globa-

lização. Com o aumento dos serviços de transporte de produtos pelo mundo, a logística

passou a ser relevante para que os custos associados ao transporte nas empresas não se

tornassem excessivos. Sendo assim, a e�ciência do transporte se tornou importante para

a sociedade (CHRISTIANSEN et al., 2007). Neste processo de distribuição de mercadorias,

o transporte é fator fundamental e quando não existe uma rede de transportes e�ciente, o

comércio se limita aos centros de produção (BALLOU, 2010). O setor de transporte marí-

timo não é diferente; é necessária uma logística e�caz para que o transporte de produtos

seja otimizado, evitando gastos desnecessários e aproveitando da melhor maneira possível

os recursos disponíveis.

O transporte marítimo cresceu cerca de 25% desde 1980 e a indústria marítima passou

a ter o monopólio no transporte de grandes volumes entre continentes (CHRISTIANSEN et

al., 2007). Em Christiansen et al. (2004), os autores citam que esta atividade provavel-

mente irá aumentar no futuro, resultando em grupos internacionais colaborando entre si

e se unindo para a melhor extração dos recursos naturais disponíveis. Por ser um setor

muito importante para a economia, é fundamental que estudos sobre o transporte marí-

timo sejam realizados a �m de aprimorar sua e�ciência e diminuir os custos associados.

Nos últimos anos, os investimentos no setor de transportes têm sido maiores (CHRISTI-

ANSEN et al., 2004) e, do ponto de vista acadêmico, os problemas relacionados a este setor

têm recebido maior atenção (HOFF et al., 2010).

Os problemas associados ao transporte marítimo podem ser divididos em três classes:

problemas estratégicos, táticos e operacionais (VATN, 2007). As decisões estratégicas têm

como objetivo, por exemplo, selecionar rotas comerciais e de mercado, projetar navios,

programar sistemas de transporte e redes e especi�car o tamanho da frota e dos termi-

nais. As decisões táticas dizem respeito, por exemplo, à alocação de berços de atracação

e guindastes, planejar e administrar os contêineres e, em alguns casos, ao roteamento e

programação de navios (para longas distâncias). As decisões operacionais têm como ob-



jetivo, por exemplo, selecionar a velocidade do navio, decidir sobre os tempos de espera e

também ao roteamento e programação de navios (para curtas distâncias).

Em relação ao setor petrolífero, este tem crescido em todo o mundo e em especial no

Brasil. A capacidade de produção brasileira de petróleo é de cerca de 2,1 milhões de barris

diários. Segundo o Ministério do Desenvolvimento, Indústria e Comércio Exterior (MDIC,

2011), as exportações de petróleo bruto em dezembro de 2011 somaram 3,54 milhões de

toneladas. As maiores reservas de petróleo hoje estão na plataforma continental em águas

profundas e ultraprofundas. Segundo Petrobras (2012), o Brasil tem cerca de 65% da

área de seus blocos exploratórios o�shore, ou seja, plataformas localizadas no oceano, em

profundidades de água de aproximadamente 400 metros. Em consequência, nos últimos

anos, a empresa tem aumentado suas atividades de perfuração exploratória em águas cada

vez mais profundas.

O objeto de estudo deste trabalho é o roteamento e a programação dos navios que

transportam o óleo cru das plataformas o�shore até os terminais da costa brasileira. Este

problema pode ser considerado como um problema de decisões operacionais devido as

distâncias envolvidas serem relativamente curtas. O problema trata de um conjunto de

solicitações (demandas), cujos atributos de�nem total ou parcialmente o translado de um

produto a partir de uma origem para um destino, com prazos de�nidos em janelas de

tempo, que impõem intervalos rígidos para permissão de retiradas do produto e entrega

do mesmo.

1.1 Objetivos

Os principais objetivos desta tese são:

• Desenvolver um estudo de caso em uma empresa brasileira e conhecer a fundo esse

problema real, e propor modelos de otimização combinatória para representar ade-

quadamente o roteamento e a programação de navios com coleta e entrega e janelas

de tempo, de modo a contemplar os requisitos da empresa brasileira que produz

e transporta óleo cru das plataformas até os terminais. Inicialmente os modelos

serão implementados em uma linguagem de modelagem e resolvidos com o uso de

softwares de otimização de propósito geral como, por exemplo, o IBM ILOG CPLEX

(ILOG, 2013);

• Pesquisar e desenvolver métodos de solução especí�cos do tipo branch-and-cut e
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branch-and-price (DESROSIERS; LÜBBECKE, 2010) para resolver os modelos desen-

volvidos, os quais permitem explorar características especiais do problema da em-

presa brasileira. Estes métodos têm sido amplamente estudados na literatura de

pesquisa operacional e têm se mostrado bastante promissores quando aplicados a

problemas de roteamento de veículos (CORDEAU, 2006; ROPKE et al., 2007; ROPKE;

CORDEAU, 2009; QU; BARD, 2015).

• Analisar o desempenho e aplicabilidade dos métodos desenvolvidos usando exempla-

res reais disponibilizados pela empresa brasileira, assim como exemplares gerados

aleatoriamente. Pretende-se mostrar o potencial de aplicação dessas abordagens

para resolver o problema estudado nesta tese.

1.2 Justi�cativa

Os problemas de roteamento e programação de navios têm relevância técnica e econô-

mica e além disso, podem envolver diversas características especí�cas e diferentes abor-

dagens para sua solução. Diante disto, diversos métodos de solução podem ser aplicados

neste contexto. Conforme revisão bibliográ�ca, não foram encontrados trabalhos na li-

teratura que representassem completamente o problema de coleta e entrega de óleo cru

na indústria petrolífera brasileira. Há trabalhos que abordam o tema, mas apenas con-

siderando algumas características isoladamente como, por exemplo, coleta e entrega com

frota heterogênea ou coleta e entrega com janelas de tempo e múltiplos depósitos. Ou

seja, não foram encontrados trabalhos que contemplassem de forma integrada todas as

características envolvidas no problema do estudo de caso: janelas de tempo, múltiplos

depósitos, frota heterogênea, restrições de atracação dos navios, calado �exível, posicio-

namento dinâmico, dentre outras características. Portanto, existe uma lacuna na litera-

tura na linha de pesquisa explorada neste trabalho. Os trabalhos presentes na literatura

abordam o problema de coleta e entrega com janelas de tempo, porém ou consideram

múltiplos depósitos ou consideram frota heterogênea. Este trabalho considera todas estas

características juntamente com outras adicionais relacionadas ao problema do estudo de

caso.

Uma contribuição desta tese é o estudo e desenvolvimento de modelos que consideram

restrições especí�cas encontradas no transporte de petróleo no Brasil, baseados no modelo

clássico de roteamento e programação de veículos com coleta e entrega e janelas de tempo

(pickup and delivery problem with time windows - PDPTW ). Outra contribuição desta
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tese se dá pela pesquisa e proposição de métodos exatos desenvolvidos especi�camente

para resolver o problema do estudo de caso e baseados nos métodos branch-and-cut e

branch-and-price. Foram necessárias várias modi�cações nos métodos clássicos da lite-

ratura para que fosse possível a resolução do problema de coleta e entrega na indústria

petrolífera como, por exemplo, adaptação de algumas desigualdades válidas, modi�cação e

incluisão de restrições nos modelos matemáticos e consideração de todas as características

que envolvem o problema do estudo de caso dentro de cada método proposto. Também

desenvolvemos um estudo de caso com a importante colaboração da empresa brasileira

para evidenciar o potencial de aplicação das abordagens desenvolvidas.

1.3 Metodologia

O método de pesquisa aqui utilizado é a modelagem/simulação, especi�camente pes-

quisa empírica normativa (BERTRAND; FRANSOO, 2002) fortemente baseado em situações

reais. Este tipo de pesquisa visa o desenvolvimento de políticas, estratégias e ações que

melhorem a situação corrente. Esta pesquisa baseia-se em modelos que prescrevem uma

decisão para o problema, baseados em programação matemática (MORABITO; PUREZA,

2010). Esta tese se dá pela investigação e análise de vários tipos de modelos para o pro-

blema de coleta e entrega da empresa do estudo de caso. O primeiro modelo, baseado em

Cordeau (2006), considera frota heterogênea, janelas de tempo, restrições de capacidade,

dentre outras características. Este modelo possui um número polinomial de restrições

e variáveis, e exemplares de tamanho moderado podem ser resolvidos por softwares de

otimização de propósito geral, como o CPLEX. Porém, pode ser bastante ine�ciente em

exemplares de maior porte, devido a certas características do modelo, como simetria e

relaxação linear fraca. Outros dois modelos investigados são baseados na modelagem

de Ropke et al. (2007), conforme apresentado no próximo capítulo. Estas modelagens

possuem um número de restrições que cresce exponencialmente em função do número de

coletas e entregas do problema. A implicação deste fato é que é praticamente intratável

computacionalmente explicitar todas as suas restrições. Sendo assim, deve-se considerar

apenas um subconjunto limitado destas restrições e adicioná-las ao modelo apenas quando

for necessário, utilizando algoritmos de separação apropriados, como é feito no método

branch-and-cut.

O método branch-and-cut é uma combinação do método branch-and-bound com o

uso de planos de corte. Em cada nó da árvore de busca acrescentam-se desigualdades

válidas que são violadas pela solução do problema relaxado da iteração correspondente
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(utilizando algoritmos de separação). Além disso, tem-se as operações padrão do branch-

and-bound para rami�cação e também eliminação de nós por meio de limitantes. Em

Ropke et al. (2007), os autores testam uma série de desigualdades válidas e assim, pro-

põem dois métodos do tipo branch-and-cut para sua resolução. Porém, estes cortes são

testados para frota homogênea e um único depósito inicial e �nal, para todos os veículos.

Essas desigualdades válidas são então estendidas para o problema da empresa brasileira

e incorporadas aos métodos branch-and-cut propostos. Outro modelo com variáveis com

2-índices é testado neste contexto do método branch-and-cut, no qual o número de restri-

ções também cresce exponencialmente em relação ao número de pares de coleta e entrega.

Este modelo é baseado em Furtado et al. (2015) e mostrado no Capítulo 5. Além disso,

o método branch-and-cut é testado com outros modelos, com variáveis com 3-índices, o

que também está explicitado no Capítulo 5.

A desvantagem de se usar um método branch-and-cut neste contexto é que a rela-

xação linear do modelo ainda pode ser fraca, mesmo após a inserção de cortes. Desta

maneira, o método branch-and-cut pode se tornar ine�ciente. Diante desta di�culdade,

técnicas de decomposição têm sido aplicadas na literatura relacionada a este contexto, as

quais resultam em formulações com relaxações lineares que resultam em melhores limi-

tantes. Uma técnica muito utilizada e bem sucedida é a decomposição de Dantzig-Wolfe

(DANTZIG; WOLFE, 1960; VANDERBECK, 2000). Esta estratégia decompõe uma formu-

lação em duas partes: uma chamada de problema mestre (com número exponencial de

variáveis em relação ao número de pares de coleta e entrega) e outra de subproblema (que

é responsável pela geração das colunas do problema mestre). No caso do roteamento e

programação de veículos, o problema mestre resultante é conhecido como a formulação de

particionamento de conjuntos (set partitioning), que é o último modelo explorado neste

trabalho. Para evitar a enumeração de todas as colunas do problema mestre, utiliza-se o

método de geração de colunas. Ao se combinar o método branch-and-bound com o mé-

todo de geração de colunas, obtêm-se o método branch-and-price, conforme detalhado na

Seção 3.3 (PESSOA et al., 2008; ROPKE; CORDEAU, 2009; DESROSIERS; LÜBBECKE, 2010).

A partir do branch-and-price descrito em Ropke e Cordeau (2009) foi desenvolvido um

método especí�co para o nosso problema.

Este texto está estruturado da seguinte maneira: no Capítulo 2 é apresentada uma

breve revisão bibliográ�ca para os problemas de roteamento e programação de veículos.

No Capítulo 3 é apresentada uma revisão especí�ca da literatura para os métodos exatos

desenvolvidos nesta tese. O problema estudado de roteamento e programação de navios

na indústria petrolífera, o modelo matemático desenvolvido para o estudo de caso e os
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resultados computacionais para o modelo são apresentados no Capítulo 4. No Capítulo 5

é apresentado o método de solução branch-and-cut, com as adaptações feitas para o estudo

de caso e os resultados computacionais obtidos. No Capítulo 6 o método branch-and-price

desenvolvido especi�camente para a indústria petrolífera é detalhado, mostrando todas

as suas características e particularidades de implementação. Além disso, os resultados

computacionais para este método também são mostrados no Capítulo 6. Por �m, no

Capítulo 7 são apresentadas as conclusões desta tese e também são discutidas algumas

perspectivas para pesquisas futuras.
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7

2 Problemas de roteamento e

programação de veículos

O problema clássico de roteamento de veículos (vehicle routing problem - VRP) con-

siste em designar rotas para que seja entregue toda a demanda de um conjunto de nós.

Mais especi�camente, cada veículo sai do depósito comum a todos os veículos, visita todos

os nós da sua rota, e retorna ao mesmo depósito. Os objetivos podem envolver minimizar

os custos relacionados ao transporte, minimizar o número de veículos, balancear as rotas,

dentre outros. O termo programação de veículos pode ser usado nesta classe de problemas

quando há imposições quanto aos instantes de tempo em que cada veículo deve chegar

e sair de cada nó. Diversas variantes do VRP foram propostas na literatura e impõem

particularidades, como restrições de capacidade (Capacitated vehicle routing problem -

CVRP), janelas de tempo (Vehicle routing problem with time windows - VRPTW), res-

trições de coletas e entregas (Pickup and delivery problem - PDP), múltiplos depósitos

(Multi-depot vehicle routing problem - MDVRP), entre outras variações (BERBEGLIA et

al., 2007; DESROCHERS et al., 1990; GOLDEN et al., 2008; LAPORTE, 2009; PARRAGH et al.,

2008b).

A rede que contempla as rotas é geralmente descrita por um grafo, cujos nós correspon-

dem aos pontos a serem visitados e ao depósito, enquanto os arcos do grafo representam

a possibilidade de se transitar entre dois nós. Este grafo pode ser direcionado ou não-

direcionado, dependendo se o veículo pode percorrer um arco em uma única direção ou

ambas, respectivamente. A cada arco está associado um custo, que geralmente é proporci-

onal à distância mínima e/ou tempo de viagem entre os nós, que pode ou não depender do

tipo de veículo. Além disso, podem ter janelas de tempo (períodos de tempo em que cada

nó deve ser visitado) e tempos de carregamento e descarregamento da carga que podem

depender dos veículos. Quando não é possível satisfazer a demanda de todos os nós, algu-

mas variantes do problema permitem que a carga seja fracionada (ARCHETTI et al., 2008)

ou alguns nós não sejam atendidos, desde que estas penalidades sejam contabilizadas na

função objetivo.



As rotas devem satisfazer algumas restrições operacionais como, por exemplo, que a

capacidade do veículo não pode ser excedida e o cliente deve ser visitado dentro da sua

janela de tempo. Restrições de precedência impõem a ordem da visita dos nós (LAPORTE,

2009). Quanto ao depósito, este pode ser comum a todos os veículos ou pode existir

mais de um depósito (BETTINELLI et al., 2011). A capacidade e outras características do

veículo podem ser diferentes (frota heterogênea) e cada veículo pode ter o seu interior

subdividido em compartimentos menores. Podem haver custos associados à utilização dos

veículos e, além disso, um subconjunto de veículos pode, por exemplo, ter restrições em

atender certos nós.

Algumas revisões da literatura a respeito dos problemas de roteamento e programação

de veículos podem ser encontradas em Desrochers et al. (1990), Laporte e Nobert (1987),

Berbeglia et al. (2007) e Laporte (2009). Alguns dos principais livros na área são Barnhart

e Laporte (2007), Pereira e Tavares (2008), Golden et al. (2008) e Toth e Vigo (2014).

Uma revisão recente sobre o problema de roteamento de veículos com frota heterogênea

pode ser encontrada em Koç et al. (2015). Neste capítulo, revisam-se algumas modelagens

matemáticas para o V RP , com modelos com variáveis de 2 e 3-índices e um modelo de

particionamento de conjuntos, que serviram de pontos de partida para a modelagem do

problema desta tese.

2.1 Problemas clássicos

O problema de roteamento de veículos com restrições de capacidade, ou seja, o VRP

capacitado (CVRP - capacitated vehicle routing problem) (LAPORTE; NOBERT, 1987) con-

siste em designar rotas de custo mínimo a veículos com capacidade limitada. No problema

clássico, as demandas dos nós são determinísticas, ou seja, conhecidas a priori, a frota é

homogênea e há somente um único depósito central. A notação apresentada nesta seção

é a mesma utilizada por Cordeau (2006), Ropke et al. (2007) e Ropke e Cordeau (2009).

O CVRP consiste em encontrar as rotas dos veículos com mínimo custo total de tal

forma que cada veículo comece e termine no depósito inicial e �nal, respectivamente, cada

nó seja visitado uma única vez e o somatório das demandas dos nós visitados numa mesma

rota não exceda a capacidade do veículo. O CVRP pertence à classe NP-difícil e é uma

generalização do problema do caixeiro viajante (Traveling Salesman Problem - TSP), que

envolve em um único veículo para visitar todos os nós e não há restrições de capacidade

(GAVISH; GRAVES, 1979).
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O VRPTW (vehicle routing problem with time windows) é uma variação do CVRP

em que, além das restrições relacionadas à capacidade, há também restrições que limitam

o tempo em que o veículo pode chegar e sair de um determinado nó. Sendo assim, a cada

nó i está associada uma janela de tempo representada pelo intervalo [ei,li], em que ei é o

instante de tempo inicial em que o veículo pode iniciar o serviço no nó i e li é o instante

máximo em que o veículo pode iniciar o serviço no nó i. O VRPTW consiste em determi-

nar as rotas dos veículos disponíveis com menor custo, de modo que cada veículo comece

e termine no depósito, cada nó seja visitado uma única vez, o somatório das demandas

dos nós numa mesma rota não exceda a capacidade do veículo e o serviço de cada nó

se inicie dentro da janela de tempo (DESROCHERS et al., 1988). Vários autores trataram

este problema e o resolveram por métodos exatos e também por métodos heurísticos. Em

Bräysy e Gendreau (2005) e Bräysy et al. (2005b), os autores fazem uma revisão de heu-

rísticas para resolver o VRPTW baseadas na construção da rota, busca local e algoritmos

evolutivos. São descritas as características de cada método, bem como os resultados com-

putacionais. Em Baldacci et al. (2010), os autores apresentam um framework na resolução

de variações do VRP através de métodos exatos.

Outra característica dos problemas de roteamento é a permissão para fracionar a carga

coletada ou entregue no nó. Isto é discutido em Archetti et al. (2008), em que os autores

analisam as vantagens e desvantagens de se fracionar ou não as cargas. Ainda na linha

de cargas fracionárias, podemos citar Bel�ore e Yoshizaki (2009), Moreno et al. (2010)

e Archetti e Speranza (2012). Revisões da literatura sobre o VRP e suas variações são

encontradas em Eksioglu et al. (2009), Nagy e Salhi (2007), Pillac et al. (2013) e Potvin

(2009).

Há outras variações do VRP clássico como, por exemplo, o agrupamento e alocação das

entregas em que a distância entre os nós é desconsiderada, pois o custo não tem relevância

na função objetivo (REIS; CUNHA, 2011). A frota heterogênea é considerada em Penna et

al. (2013), em que uma heurística de busca local é aplicada ao problema. Outra variação

do VRP é considerar restrições de acessibilidade para os nós com uma frota heterogênea

e janelas de tempo; cada veículo pode percorrer várias rotas por dia, e cada veículo deve

começar e terminar sua rota num mesmo depósito. Para tanto, um algoritmo de geração

de colunas é proposto (SEIXAS, 2013). Outros trabalhos que envolvem a resolução do

VRP aparecem em Pureza e França (2001), Branchini et al. (2009), Pureza et al. (2012),

Seixas (2013).

No problema de roteamento de veículos com backhauls, o conjunto de nós N é subdi-
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vidido em dois outros conjuntos: nós em que ocorre coleta e nós em que ocorre a entrega

de produtos. Os produtos entregues estão inicialmente no depósito inicial e os produtos

coletados são os presentes em cada nó de coleta. Por exemplo, um caminhão que entrega

refrigerantes pode também coletar as embalagens que são retornáveis e levá-las novamente

para a fábrica. Nesta variação, restrições de precedência são necessárias para garantir que

todos os nós de entrega sejam visitados antes dos nós de coleta. Rotas somente com nós

de coleta não são permitidas e, como nas demais extensões, cada veículo sai do depósito

e retorna ao mesmo. Deve-se garantir que a capacidade do veículo seja respeitada e que

cada nó seja visitado uma única vez (KÜÇÜKOGLU; ÖZTÜRK, 2013).

No problema de roteamento de veículos com coleta e entrega (PDP - pickup and

delivery problem), a cada nó i temos que uma quantidade qi deve ser coletada; esta quan-

tidade deve ser entregue no nó n+ i, que possui demanda de qn+i = −qi, que representa a
respectiva entrega. Note que a diferença entre os problemas do tipo backhauls e o PDP é

que no primeiro o veículo não coleta em um respectivo nó para entregar esta quantidade

em outro nó já pré-de�nido. Em um problema do tipo backhaul, os produtos que são en-

tregues estão inicialmente no depósito, e os produtos que são coletados vêm dos próprios

clientes. Já no PDP, a cada coleta do nó i está associada uma demanda que deve ser

entregue no nó n + i. Neste tipo de problema, além das restrições impostas nas outras

extensões, temos que a coleta deve ser realizada antes da entrega e que ambas devem estar

na rota de um mesmo veículo. Alguns trabalhos desta variação do VRP são Berbeglia

et al. (2007), Ropke et al. (2007), Nowak et al. (2008), Parragh et al. (2008), Pureza e

Laporte (2008), Ropke e Cordeau (2009), Nowak et al. (2009) e Hennig et al. (2012).

Há 3 formulações matemáticas básicas do VRP: formulação de �uxo de veículos (vehi-

cle �ow formulation), formulação de �uxo de mercadorias (commodity �ow formulation)

e problema de particionamento de conjuntos. Nos modelos de �uxo de veículos (DES-

ROCHERS; LAPORTE, 1991), as variáveis são inteiras e contabilizam o número de vezes

que o arco é percorrido pelo veículo. Este tipo de modelo é mais comum em casos em

que o valor da função objetivo é dado como o somatório dos custos associados aos arcos.

Além disso, a relaxação linear desta formulação é dita fraca, ou seja, o valor ótimo obtido

resolvendo-se a relaxação linear do modelo está distante do valor da solução ótima inteira.

Nos modelos do tipo �uxo de mercadorias (GAVISH; GRAVES, 1979, 1982) as variáveis

são inteiras e representam o �uxo que passa pelos caminhos feitos pelos veículos, ou seja,

o �uxo de mercadorias em cada arco da rota do veículo. A relaxação linear tende a

ser melhor que a dos modelos de �uxo de veículos. No problema de particionamento de
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conjuntos (BALINSKI; QUANDT, 1964) existe um número exponencial de variáveis binárias,

cada uma associada a um caminho factível diferente para os veículos. A relaxação linear

deste tipo de problema é a mais apertada, porém o número de variáveis binárias cresce

exponencialmente em relação ao número de nós, sendo inviável enumerar todas elas.

2.2 Problemas de Coleta e Entrega

Como já de�nido, no problema de coleta e entrega, um conjunto de veículos com

capacidade limitada tem que satisfazer as solicitações dos clientes. Porém, neste caso, a

cada solicitação está associado um nó de origem e um nó de destino (ou seja, a demanda

está pareada) e o mesmo veículo deve coletar o pedido na origem pré-�xada e o entregar no

destino pré-�xado. Além disso, ao contrário do que ocorre no VRP clássico, as demandas

são positivas ou negativas, dependendo se o nó é de coleta ou entrega, respectivamente.

Neste contexto de coleta e entrega há muitas aplicações como, por exemplo, o trans-

porte de pessoas, transporte de mercadorias de um centro de distribuição para supermer-

cados da região, dentre outras. Semelhante ao VRPTW, podem haver janelas de tempo,

resultando no PDPTW (pickup and delivery problem with time windows). No caso do

transporte de pessoas, restrições adicionais são necessárias para melhorar a satisfação do

cliente como, por exemplo, restrições de tempo limite de percurso usadas no dial-a-ride

problem (DARP) (CORDEAU; LAPORTE, 2003; CORDEAU, 2006).

Tanto o PDP como o PDPTW são variações do VRP clássico também NP-difíceis.

Desta maneira, a maioria dos trabalhos da literatura foca em heurísticas (GENDREAU

et al., 1999; DESAULNIERS et al., 2002; ROPKE; PISINGER, 2006; BIANCHESSI; RIGHINI,

2007; NOWAK et al., 2008). Porém, também há uma vasta literatura dos problemas sendo

resolvidos por métodos exatos, conforme resumidamente descrito na sequência.

2.2.1 Revisão da Literatura

O caso de coleta e entrega com um único veículo foi estudado primeiramente por

Ruland e Rodin (1997). Neste artigo, os autores propõem um algoritmo branch-and-cut e

quatro classes de desigualdades válidas. Estas desigualdades também podem ser aplicadas

ao problema com janelas de tempo. Dentro desta mesma linha, Dumitrescu et al. (2010)

estudam o TSP com coleta e entrega e modelam como um problema linear inteiro, cuja

estrutura poliedral é analisada. Com isto, várias desigualdades válidas são introduzidas e

testadas e um algoritmo branch-and-cut é apresentado. Outra análise importante é feita
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em Berbeglia et al. (2012), em que os autores estudam a incorporação de rotas �xas ao

problema de coleta e entrega e propõem um algoritmo branch-and-cut para sua resolução.

Para o problema de coleta e entrega com janelas de tempo e múltiplos veículos

(PDPTW), Dumas et al. (1991) propõem um algoritmo exato baseado em geração de

colunas e restrições de caminho mínimo para o subproblema. Este algoritmo pode ser

utilizado também para múltiplos depósitos e frota heterogênea. Baldacci et al. (2011)

estudam o PDPTW com restrições de precedência e pareamento. Os autores propõem

um algoritmo baseado no modelo de particionamento de conjuntos e os resultados foram

efetivos para exemplares razoavelmente grandes da literatura.

Para variações do PDP, também são encontrados trabalhos na literatura que exploram

métodos exatos. Para o problema de coleta e entrega com múltiplos veículos, Lu e Des-

souky (2004) propõem um algoritmo branch-and-cut com quatro classes de desigualdades

válidas, em que as restrições de janela de tempo são ditas softs, isto é, podem ser violadas

mediante um custo na função objetivo. Em outro trabalho, o problema de roteamento

com coleta e entrega e localização é modelado por Karaoglan et al. (2011). Este problema

consiste em encontrar localizações dos depósitos e designar as rotas dos veículos de modo

que a demanda de cada coleta e entrega seja satisfeita pelo mesmo veículo. Os autores

propõem um algoritmo branch-and-cut para sua resolução e implementam uma série de

desigualdades válidas que são adaptadas para esta variação do problema de roteamento.

Alguns surveys relevantes podem ser encontrados em Savelsbergh e Sol (1995), Desaulni-

ers et al. (2002), Berbeglia et al. (2007), Cordeau et al. (2008), Parragh et al. (2008) e

Parragh et al. (2008b).

O DARP consiste em uma variação do problema de coleta e entrega em que é ne-

cessário designar rotas aos n usuários. Este problema possui restrições adicionais como,

por exemplo, tempo máximo de rota para cada usuário, dentre outras. Para o DARP,

Cordeau (2006) apresenta uma formulação inteira-mista com restrições de capacidade,

duração total da rota, janelas de tempo, pareamento das demandas e precedência. Um

algoritmo branch-and-cut é desenvolvido e novas desigualdades válidas são propostas, as

quais até então provadas válidas apenas para o TSP.

Ropke et al. (2007) e Ropke e Cordeau (2009) são trabalhos importantes e que servem

de base para o problema desta tese. No primeiro, são propostos dois modelos para o

problema de coleta e entrega com janelas de tempo baseados em formulações de 2-índices.

Para tanto, a frota de veículos é ilimitada e homogênea e deve-se respeitar as restrições de

capacidade dos veículos e janelas de tempo dos clientes. O objetivo é minimizar os custos
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relacionados às viagens. Os autores apresentam os resultados de experimentos compu-

tacionais comparando as formulações com o modelo de 3-índices proposto por Cordeau

(2006) para o mesmo problema. Os resultados mostram que o método proposto é capaz

de resolver um número maior de exemplares até a otimalidade, utilizando menor tempo

computacional. Em continuidade a este trabalho, Ropke e Cordeau (2009) propõem um

método branch-and-cut-and-price para o problema de coleta e entrega de veículos. O mé-

todo utiliza as desigualdades válidas apresentadas em Cordeau (2006), Ruland e Rodin

(1997) e Ropke et al. (2007), e os resultados mostram que para exemplares grandes o

método é capaz de resolver os problemas em tempo computacional razoável.

2.2.2 Formulações Matemáticas

Para a modelagem do problema de coleta e entrega, a mesma notação já apresentada

para o problema de roteamento e programação de veículos é utilizada. Para tanto, vamos

acrescentar algumas características e também variáveis para este problema. O modelo

que é apresentado a seguir é baseado em Ropke e Cordeau (2009).

Seja n o número de pedidos que precisam ser atendidos. A rede G (N,A) consiste em

N , um conjunto de nós, e A, um conjunto de arcos, e temos que N = {0,...,2n+ 1}, em
que 0 e 2n + 1 representam os depósitos inicial e �nal, respectivamente (que podem ter

a mesma localização). Os conjuntos P = {1,...,n} e D = {n+ 1,...,2n} representam o

conjunto dos nós de coletas e entregas, respectivamente. Para cada coleta associada ao

nó i tem-se uma entrega associada ao nó n+ i. A cada nó i ∈ N e n+ i ∈ N temos uma

demanda qi > 0 e qn+i < 0 e um tempo de serviço di ≥ 0, satisfazendo d0 = d2n+1 = 0,

q0 = q2n+1 = 0 e qn+i = −qi para i = 1,...,n. K é o conjunto dos veículos e cada veículo

k ∈ K possui uma capacidade Capk. Uma janela de tempo [ei,li] está associada a cada

nó i ∈ P ∪D, em que ei e li representam os limites inferior e superior da janela de tempo,

respectivamente. Os depósitos inicial e �nal também possuem suas janelas de tempo, que

indicam os instantes que cada veículo pode sair e retornar ao depósito. O custo de viagem

do nó i para o nó j no veículo k é denotado por cijk e o tempo de viagem entre os dois

nós é dado por tij.

Para cada arco (i,j) ∈ A e cada veículo k ∈ K, a variável de decisão xijk deve assumir

valor 1 se o veículo k viaja diretamente do nó i para o nó j, e 0 caso contrário. Para

cada nó i ∈ N e cada veículo k ∈ K, de�nimos a variável de decisão Bik como o tempo

de início de serviço do veículo k no nó i. Seja Qik a variável que indica a carga do veículo

k logo após visitar o nó i. O modelo com variáveis de 3-índices para o PDPTW pode ser
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modelado da seguinte maneira:

(PDPTW1) Min
∑
k∈K

∑
i∈N

∑
j∈N

cijkxijk (2.1)

s.a∑
k∈K

∑
j∈N

xijk = 1 ∀i ∈ P (2.2)

∑
j∈N

xijk −
∑
j∈N

xn+i,j,k = 0 ∀k ∈ K; i ∈ P (2.3)

∑
j∈P

x0jk = 1 ∀k ∈ K (2.4)

∑
j∈N

xjik −
∑
j∈N

xijk = 0 ∀i ∈ P ∪D; k ∈ K (2.5)

∑
i∈D

xi,2n+1,k = 1 ∀k ∈ K (2.6)

Bjk ≥ (Bik + di + tij)xijk ∀i ∈ N ; j ∈ N ; k ∈ K (2.7)

Qjk ≥ (Qik + qj)xijk ∀i ∈ N ; j ∈ N ; k ∈ K (2.8)

Bik + di + ti,n+i ≤ Bn+i,k ∀i ∈ P ; k ∈ K (2.9)

ei ≤ Bik ≤ li ∀i ∈ N ; k ∈ K (2.10)

max {0,qi} ≤ Qik ≤ min {Capk,Capk + qi} ∀i ∈ N ; k ∈ K (2.11)

xijk ∈ {0,1} ∀i ∈ N ; j ∈ N ; k ∈ K. (2.12)

A função objetivo (2.1) modela os custos totais de viagem relacionados às rotas. As

restrições (2.2) e (2.3) garantem que cada nó é servido por exatamente um veículo e que

a coleta e a entrega são feitas pelo mesmo veículo. As restrições (2.4)-(2.6) garantem que

cada rota se inicia no depósito inicial e termina no depósito �nal, e que o mesmo veículo

que chega em um nó sai deste mesmo nó. A consistência do tempo e carga do veículo

é garantida pelas restrições (2.7) e (2.8), respectivamente. Em (2.8) não é necessária a

igualdade, pois as variáveis livres que assumirem valores na função objetivo não interferem

na solução do problema. As restrições (2.9) garantem que, para cada pedido i, o nó de

coleta é visitado antes do nó de entrega, enquanto que (2.10) e (2.11) impõem que as

janelas de tempo e a capacidade sejam respeitadas, respectivamente. A última restrição

(2.12) garante o domínio das variáveis de decisão.

Esta formulação não é linear devido às restrições (2.7) e (2.8). Introduzindo uma
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constante su�cientemente grande, M > 0, estas podem ser linearizadas como se segue:

Bjk ≥ Bik + di + tij −M (1− xijk) ,∀i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K, (2.13)

Qjk ≥ Qik + qj −M (1− xijk) , ∀i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K. (2.14)

Esta formulação de 3-índices possui restrições da ordem polinomial, enquanto que as

formulações de 2-índices apresentadas mais à frente possuem restrições da ordem expo-

nencial. Porém, a formulação de 3-índices possui a relaxação linear fraca em relação ao

modelo de 2-índices, isto é, o limitante inferior fornecido pela relaxação linear, em geral, é

distante do valor ótimo do problema original. Além disso, este modelo possui um número

maior de variáveis que o modelo de 2-índices.

Ropke et al. (2007) apresentaram duas formulações de 2-índices para o PDPTW,

as quais são discutidas a seguir. Estas duas formulações são resolvidas utilizando-se

algoritmos branch-and-cut também propostos pelos autores, já que as restrições são de

ordem exponencial sendo, portanto, inviável a enumeração total das restrições.

Para impor os pares de coleta-entrega e as relações de precedência, é conveniente

de�nir o conjunto S que é caracterizado por conter todos os subconjuntos de nós S ⊆ N ,

tal que 0 ∈ S, 2n + 1 /∈ S, e existe pelo menos um pedido i tal que i /∈ S e n + i ∈ S.
Para cada subconjunto S ⊆ N , de�nimos o complementar N\S. Note que a de�nição

do conjunto S ∈ S em (2.18) impõe que o depósito inicial 0 esteja contido em S e que

pelo menos uma entrega deva pertencer ao conjunto S em que a coleta não esteja em S.

A restrição (2.18) faz com que a rota se inicie em S, porque o depósito pertence a S e,

em algum momento, saia do conjunto para coletar aquela demanda que não pertence a

S, digamos j, e retorne ao conjunto para entregar a demanda de j, o nó j + n. Isto está

ilustrado na Figura 1, em que S = {0,j + n,i} e j /∈ S. Observe que |S| = 3 e
∑
i,j∈S

xij = 1.

Para cada arco (i,j) ∈ A, seja xij uma variável binária que é igual a 1 se e somente se

um veículo viaja imediatamente do nó i para o nó j. Para cada nó i ∈ P ∪D, seja Bi o

tempo de início do serviço em i, e Qi a carga do veículo após visitar o nó i. Sendo assim,

uma formulação de 2-índices para o PDPTW é dada por:

(PDPTW2) Min
∑
i∈N

∑
j∈N

cijxij (2.15)
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Figura 1: Exemplo de um conjunto S ∈ S.

s.a∑
i∈N

xij = 1 ∀j ∈ P ∪D (2.16)∑
j∈N

xij = 1 ∀i ∈ P ∪D (2.17)

∑
i,j∈S

xij ≤ |S| − 2 ∀S ∈ S (2.18)

Bj ≥ (Bi + di + tij)xij ∀i ∈ N ; j ∈ N (2.19)

Qj ≥ (Qi + qj)xij ∀i ∈ N ; j ∈ N (2.20)

ei ≤ Bi ≤ li ∀i ∈ N (2.21)

max {0,qi} ≤ Qi ≤ min {Cap,Cap+ qi} ∀i ∈ N (2.22)

xij ∈ {0,1} ∀i ∈ N ; j ∈ N. (2.23)

A função objetivo (2.15) modela os custos totais relacionados às viagens. As restrições

(2.16) e (2.17) impõem que cada nó seja visitado uma única vez. As restrições (2.18) são

as restrições de precedência que garantem que a coleta de um dado nó i seja feita antes

da entrega deste nó (n + i); e além disso, ambos os nós de coleta e entrega respetivos

devem ser visitados pelo mesmo veículo. A consistência no tempo de viagem e da carga

do veículo são garantidas pelas restrições (2.19) e (2.20), respectivamente. As janelas de

tempo e a garantia de que a capacidade do veículo seja respeitada são impostas pelas

restrições (2.21) e (2.22), respectivamente. As restrições (2.19) e (2.21) garantem que não

existem sub-rotas na solução. As restrições (2.23) garantem o domínio das variáveis de

decisão.

A formulação (2.15)-(2.23) não é linear devido às restrições (2.19) e (2.20). Introdu-

16



zindo uma constante su�cientemente grande M > 0, as restrições podem ser linearizadas

como se segue:

Bj ≥ Bi + di + tij −M (1− xij) ,∀i ∈ N, j ∈ N, (2.24)

Qj ≥ Qi + qj −M (1− xij) , ∀i ∈ N, j ∈ N. (2.25)

Ropke et al. (2007) também propõem uma segunda formulação de 2-índices, na qual

tem-se um conjunto R de todas as rotas R infactíveis em relação às janelas de tempo.

Seja A (R) e N (R) o conjunto de arcos e o conjunto de nós do conjunto R ∈ R. Além

disso, para qualquer subconjunto S ⊆ P ∪D, de�nimos q (S) =
∑
i∈S

qi. Dado o conjunto

S ⊆ N\ {0}, denotamos por r (S) o número mínimo de veículos necessários para servir os

nós de S, que pode ser obtido pela solução ótima do problema de empacotamento (Bin

Packing Problem - BPP) (MARTELLO; TOTH, 1990). Frequentemente, r (S) é substituído

por um limitante inferior trivial do BPP, dado por dq (S) /Cape. Um limitante inferior

para o número de veículos que devem entrar e sair de S, respeitando-se a capacidade Cap

de cada veículo, é dado por:

max {1, d|q (S)| /Cape} . (2.26)

Usando a notação de�nida, o segundo modelo de 2-índices para o PDPTW é dado

por:

(PDPTW3) Min
∑
i∈N

∑
j∈N

cijxij (2.27)

s.a∑
i∈N

xij = 1 ∀j ∈ P ∪D (2.28)∑
j∈N

xij = 1 ∀i ∈ P ∪D (2.29)

∑
i,j∈S

xij ≤ |S| − 2 ∀S ∈ S (2.30)

∑
i,j∈S

xij ≤ |S| −max {1, d|q (S)| /Cape} ∀S ⊆ N\ {0,2n+ 1} ; |S| ≥ 2 (2.31)

∑
(i,j)∈A(R)

xij ≤ |A (R)| − 1 ∀R ∈ R (2.32)
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xij ∈ {0,1} ∀i ∈ N ; j ∈ N. (2.33)

As restrições (2.28)-(2.30) e (2.33) são as mesmas do modelo PDPTW2 de�nido an-

teriormente. As restrições (2.31) impõem que a capacidade do veículo seja respeitada,

enquanto que as restrições (2.32) eliminam qualquer caminho que seja infactível de acordo

com as janelas de tempo. Observe que o conjunto S em (2.31) é qualquer subconjunto

de N\ {0,2n+ 1} com cardinalidade maior ou igual a 2, enquanto que o conjunto S em

(2.30) deve satisfazer as condições descritas anteriormente para S.

Há algumas variações e extensões do modelo de 2-índices relevantes na prática e que

tem interesse para essa tese, conforme apresentado na sequência:

1. Considerar vários depósitos, por exemplo, um para cada veículo. Nesse caso, os

modelos de 2-índices apresentados podem ser adaptados, fazendo-se cópias dos nós

0 e 2n + 1. Isto pode ser útil no caso em que os veículos não se encontrem no

mesmo ponto no início do horizonte de tempo. Este tipo de modelagem é utilizado

no modelo apresentado para o problema do estudo de caso, ou seja, é utilizado no

decorrer deste trabalho;

2. Permitir que alguns veículos não sejam utilizados. Nesse caso, podemos modelar

as restrições para que certos veículos viajem apenas do depósito inicial 0 para o

depósito �nal 2n + 1, sem realizar visitas a nenhum nó. Esta adaptação também

vai ser útil ao problema do estudo de caso, já que alguns veículos podem não estar

disponíveis no início do roteamento;

3. No caso em que cada veículo possui uma capacidade diferente dada por Capk, k ∈ K,

com Capk ≤ Capmax (Capmax dado pela capacidade do maior veículo), o modelo de

2-índices pode ser adaptado. Assim, no depósito inicial todos os veículos possuem

capacidade igual a Capmax e, a primeira visita é feita a um nó �ctício, em que

cada veículo coleta a quantidade Capmax − Capk, ∀k ∈ K. Desta maneira, depois

da primeira visita, cada veículo possui uma capacidade diferente. Esta quantidade

�ctícia é entregue somente no último nó da rota do veículo especí�co, este também

é um nó �ctício. Este procedimento serve para representar problemas com frota

heterogênea, em que a diferença da frota se limita nas capacidades diferentes dos

veículos. Tem-se que esta abordagem também é utilizada no decorrer deste trabalho,

mais especi�camente, na proposta do método branch-and-cut.

Os modelos de 2-índices são utilizados em muitas versões básicas do PDP e algu-
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mas de suas variantes, mas geralmente é inadequado para versões mais completas. Além

disso, somente são apropriados para modelar situações cuja função objetivo não dependa

da sequência dos nós em uma dada rota, ou do tipo de veículo utilizado. Uma possibili-

dade de lidar com estas limitações da modelagem de 2-índices é indicar explicitamente os

veículos, resultando em formulações com variáveis de 3-índices, as quais são mais �exíveis

para incorporar novas restrições, porém o número de variáveis pode aumentar considera-

velmente.

O modelo PDPTW2 é mais �exível que o modelo PDPTW3, pois pode ser conside-

rada uma função objetivo mais geral, envolvendo as variáveis de tempo e de quantidade

de carga do veículo. Já o modelo PDPTW3 possui menos variáveis e pode ter um tempo

computacional inferior ao do modelo PDPTW2, conforme observado por Ropke et al.

(2007). Os autores compararam o desempenho dos modelos PDPTW2 e PDPDTW3 com

o PDPTW1. Os experimentos mostraram que as três formulações são competitivas, entre-

tanto as formulações de 2-índices têm melhores resultados, principalmente a formulação

PDPTW3. Além disso, os limitantes inferiores das formulações PDPTW2 e PDPTW3

são melhores que os limitantes da formulação de 3-índices (PDPTW1).

Uma quarta formulação proposta na literatura para o PDPTW e baseada na formu-

lação de particionamento de conjuntos é dada a seguir. Seja H o conjunto de todas as

rotas factíveis, ou seja, rotas que satisfazem a capacidade do veículo, janelas de tempo e

precedência. Para cada rota j ∈ H, seja cj o custo da rota e aij a constante que indica

o número de vezes que o nó i ∈ P é visitado pela rota j. Além disso, yj é uma variável

binária que assume valor 1 se a rota j ∈ H é utilizada na solução ótima. Sendo assim, a

modelagem de particionamento de conjuntos que Ropke e Cordeau (2009) propõem para

o PDPTW é dada por:

(PDPTW4) Min
∑
j∈H

cjyj (2.34)

s.a∑
j∈H

aijyj = 1 ∀i ∈ P (2.35)

yj ∈ {0,1} ∀j ∈ H. (2.36)

A função objetivo (2.34) modela os custos de todas as rotas que forem escolhidas na
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solução ótima. As restrições (2.35) garantem que cada nó é visitado uma única vez e as

restrições (2.36) impõem o domínio da variável y.

Como o conjunto H possui cardinalidade tipicamente grande, é difícil representar o

modelo PDPTW4 explicitamente. Então, normalmente utiliza-se o método de geração de

colunas que permite considerar apenas um subconjunto de rotas H ⊆ H. Neste contexto,
o problema (2.34)-(2.36) é chamado de problema mestre e o problema que considera ape-

nas um subconjunto de colunas é denominado problema mestre restrito. As colunas são

geradas sempre que necessário e isto pode ser feito resolvendo subproblemas que ofere-

cem a coluna mais atrativa para entrar no problema mestre restrito. Para problemas de

roteamento de veículos, o subproblema é de�nido por um problema de caminho mínimo

com restrições adicionais. Ropke e Cordeau (2009) propõem dois tipos de subproble-

mas: o primeiro baseado no ESPPTWCPD (elementary shortest path problem with time

windows, capacity, and pickup and delivery) e o segundo baseado no SPPTWCPD (shor-

test path problem with time windows, capacity, and pickup an delivery) e comparam o

desempenho de ambos no método. Os resultados mostram que o método branch-and-cut-

and-price proposto obteve melhores resultados, comparado aos métodos branch-and-cut

da literatura.

O que podemos concluir com esses quatro modelos apresentados é que cada um possui

algumas vantagens e desvantagens de aplicação, todos eles com bom potencial para servir

de ponto de partida para a modelagem e resolução do problema abordado nesta tese.

Um dos nossos objetivos é analisar o desempenho de extensões dos modelos PDPTW1,

PDPTW2, PDPTW3 e PDPTW4 representados para o nosso caso especí�co e compará-los

utilizando exemplares da literatura e exemplares do estudo de caso.

O conteúdo mais importante e que serve para os próximos capítulos desta tese é a

notação matemática, juntamente com os modelos apresentados. O modelo PDPTW1

é utilizado como base no Capítulo 4 para modelar o problema de coleta e entrega na

indústria petrolífera. Os modelos PDPTW1, PDPTW2 e PDPTW3 são utilizados no

Capítulo 5 para representar os modelos que servem de base para os métodos do tipo

branch-and-cut propostos. Já o PDPTW4 é utilizado para representar o modelo que

servirá de base para o método branch-and-price.
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3 Revisão de Métodos Exatos

Neste capítulo, são brevemente revisados os métodos branch-and-bound, branch-and-

cut e branch-and-price, bem como suas características e de�nições. Ao �nal, descrevemos

em detalhes algumas desigualdades válidas utilizadas nos métodos e que são propostas na

literatura. Inicia-se pelo método branch-and-bound, descrito resumidamente a seguir.

3.1 Método branch-and-bound

Uma maneira de encontrar uma solução ótima de um problema de otimização é utilizar

a enumeração implícita, que consiste em reduzir o espaço de busca de modo a descartar

subconjuntos de soluções que não contém a solução ótima. Estes subconjuntos são des-

cartados utilizando os limitantes superior e inferior para o valor da solução ótima. Esta

é a ideia do algoritmo branch-and-bound, utilizado para encontrar soluções ótimas para

vários problemas de otimização, especialmente em otimização combinatória.

A ideia básica deste método é relaxar o problema, por exemplo, usando-se a relaxação

linear, em que se coloca as variáveis inteiras como contínuas. Esta é a relaxação mais

comumente utilizada, mas outras podem ser usadas como, por exemplo, relaxação com-

binatória (esta é obtida a partir da programação linear inteira em que algumas restrições

são retiradas do modelo, por exemplo, para o CVRP as restrições que impõem eliminação

de sub-rota e que a capacidade do veículo seja respeitada são as retiradas). A partir daí

divide-se este problema principal em outros subproblemas. Tipicamente tem-se 2 subpro-

blemas obtidos ao escolher uma variável fracionária, digamos xi, que tenha assumido valor

fracionário x̄i na solução ótima da relaxação linear. Em um dos subproblemas, impõe-se

xi ≤ bx̄ic (maior inteiro menor ou igual a x̄i) enquanto que no outro subproblema impõe-

se xi ≥ dx̄ie (menor inteiro maior ou igual a x̄i). Em particular, em problemas em que a

variável é binária, em um dos subproblemas, xi é �xado em 1 e, no outro, em 0. Então,

resolve-se o problema relaxado com uma das �xações e a outra �xação �ca armazenada

em um conjunto de nós ativos, que devem ser testados. Depois de um subproblema ser



resolvido, este pode ser rami�cado novamente ou o nó pode ser eliminado da árvore, isto

é, este nó e nenhum de seus �lhos contém a solução ótima. A eliminação dos nós é feita

de acordo com algumas regras que serão discutidas mais a frente nesta seção e resolve-se

estes passos até que a solução ótima seja encontrada.

A relaxação linear de alguns problemas é dita ser fraca, como já mencionado, quando

seu valor ótimo está muito distante do valor ótimo do problema original. Sendo assim,

existem estudos que abordam este tema, analisando outras formas de relaxação para que

esta se torne mais forte. O primeiro estudo a aplicar o algoritmo branch-and-bound para o

CVRP foi Laporte et al. (1986), que investiga e testa outros tipos de relaxações diferentes

da linear. Para outras informações e detalhes, ver Toth e Vigo (2002c). Uma revisão mais

atual que abrange também outros métodos exatos é encontrada em Laporte (2009).

3.1.1 Algoritmo branch-and-bound

Antes de descrever o algoritmo branch-and-bound para problemas de minimização,

de�nimos algumas notações: PLi é a relaxação linear do nó i e F (PLi) a região factível

desta relaxação. Seja zi o valor ótimo do problema PLi (limitante inferior de z), x∗ a

melhor solução encontrada até o momento e z∗ o valor de x∗. O método branch-and-bound

é descrito no Algoritmo 1, considerando-se que os limitantes são obtidos resolvendo-se

as relaxações lineares PLi. Um nó ainda não eliminado por nenhuma das regras de

eliminação é dito ser um nó ativo. Todos os nós ativos são armazenados em uma lista L.

Há diversas regras para processar os nós na lista L de nós ativos. A mais simples

é a regra last-in, �rst-out em que o último nó a entrar na lista é o primeiro a sair.

Assim, determina-se uma busca em profundidade pela solução ótima na árvore de busca.

Esta regra de processamento pode produzir uma árvore com muitos nós, o que pode ser

inviável. Entretanto, a literatura diz que encontrar a solução ótima é mais fácil em níveis

mais profundos da árvore, e além disso, nesta regra a lista L de nós ativos não é muito

grande. Outra regra para processar os nós ativos é analisar primeiramente os nós com

maior limitante superior para problemas de maximização ou escolher os nós com menor

limitante inferior, para problemas de minimização. Esta árvore, em geral, possui menos

nós no total comparada à outra regra. Porém, a desvantagem é que o número de nós

ativos pode ser maior.
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Algoritmo 1: Algoritmo branch-and-bound.

1 enquanto Existirem nós na lista L faça
2 i = 0, PL0 = RL (P );
3 Resolver a relaxação PLi;
4 se Achou solução ótima do problema relaxado então
5 se zi < z∗ então
6 Obter Índice de Rami�cação;
7 se não achou índice de rami�cação (ou seja, é solução inteira) então
8 Atualiza z∗;
9 Atualiza x∗;

10 Descartar nó i por otimalidade;

11 senão
12 Rami�ca;

13 senão
14 Descarta nó i por qualidade;

15 senão
16 Descartar nó i por infactibilidade;

17 enquanto Existirem nós na lista L e zi ≥ z∗ faça
18 Descartar nó i por qualidade;
19 De�nir i como o próximo nó de L;

3.1.2 Estratégias de rami�cação e corte dos nós

Existem várias estratégias utilizadas para rami�car os nós da árvore de busca. Para

problemas de roteamento e programação de veículos, geralmente resolve-se a relaxação

linear e, a partir da solução ótima da relaxação, rami�ca-se na variável (digamos xij)

com valor mais próximo de 0,5. Se houver duas variáveis com o mesmo valor, utiliza-se

um segundo critério, por exemplo, escolhe-se aquela que tenha maior custo na função

objetivo. Então, um subproblema terá esta variável com valor �xado em 1 (xij = 1) e

outro subproblema esta variável terá valor �xado em 0 (xij = 0) (PADBERG; RINALDI,

1991). Entretanto, existem outras regras de rami�cação que serão enumeradas a seguir:

1. A rami�cação é feita na variável que estende um caminho já existente e com maior

demanda (NADDEF; RINALDI, 2002);

2. A variável mais próxima de 0,75 é rami�cada; se tiverem duas escolhe-se a com

maior custo (NADDEF; RINALDI, 2002);

3. Tem-se o conjunto de todas as variáveis que podem ser rami�cadas, então escolhe-se

uma candidata (xij) e resolve-se o problema linear para xij = 1 e, depois, para
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xij = 0. A �xação escolhida é aquela que minimiza a função objetivo (APPLEGATE

et al., 1994);

4. Rami�car usando algum subconjunto S ⊆ N tal que
⌈
q(S)
Cap

⌉
= t, sendo t um número

inteiro. O número de arcos que entram e saem deste subconjunto, ou seja, o número

de arcos em que um nó está em S e o outro nó em N\S seja próximo de 2t + 1.

Então, um subproblema é �xado em 2t e o outro em 2t + 2. Isto é chamado de

rami�cação nas inequações e a melhor situação é quando t = 1. (AUGERAT et al.,

1995).

Para a eliminação de nós na árvore de busca existem três regras que são descritas a

seguir. Sendo assim, o problema referente ao nó i pode ser eliminado da árvore de busca

se satis�zer pelo menos uma das seguintes condições:

1. O problema referente ao nó i é eliminado por infactibilidade se F (PLi) = ∅;

2. O nó i é eliminado por qualidade se zi ≥ z∗;

3. Se a solução ótima de PLi for inteira tal que zi < z∗, então o nó i é eliminado por

otimalidade.

3.2 Método branch-and-cut

O método branch-and-cut é uma modi�cação do algoritmo de branch-and-bound que

utiliza planos de corte com o intuito de melhorar a qualidade da relaxação linear. Os

planos de corte são restrições adicionais que buscam aproximar a envoltória convexa da

região factível de um problema inteiro (BALAS et al., 1996). Em cada nó, depois de

resolvida a relaxação linear, o algoritmo de planos de corte adiciona uma ou mais restrições

violadas pela solução ótima da relaxação linear, mas que são satisfeitas por qualquer

solução ótima do problema. Estas restrições recebem o nome de desigualdades válidas ou

cortes (PADBERG; RINALDI, 1991; CAPRARA; FISCHETTI, 1997).

Seja zi o valor da solução ótima da relaxação linear do PLi. De�ne-se por PL (∞)

a relaxação linear com todas as desigualdades válidas possíveis. Ao invés de resolvermos

este problema, vamos resolver um problema denominado PL (h), para h ≥ 0, que consiste

num subconjunto de restrições do PL (∞). Se a solução do PL (h) for inteira e factível,

então esta solução é ótima. Caso contrário, assume-se que temos uma caixa preta que

contém alguma inequação de PL (∞) que não está em PL (h) e que é violada, e esta
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é adicionada ao problema PL (h+ 1). Esta caixa preta é denominada de algoritmo de

separação e as inequações violadas são determinadas por esse algoritmo (TOTH; VIGO,

2002). A cada iteração do método de planos de cortes, novas desigualdades violadas são

encontradas e acrescidas ao problema, até que a solução ótima seja encontrada ou que

algum critério seja satisfeito, como violação dos cortes obtidos abaixo de um certo limiar

ou número máximo de iterações atingido, dentre outros. Se não tivermos a solução ótima

inteira, temos que rami�car, criando-se outros dois subproblemas, impondo limitantes a

alguma variável, como é descrito para o método branch-and-bound na Seção 3.1.

Os planos de corte adicionados à relaxação, podem ser de dois tipos: i) desigualdades

válidas, que têm o propósito de melhorar a qualidade do limitante obtido, podendo ser

cortes de propósito geral, como os de Chvátal-Gomory (WOLSEY, 1998); ii) restrições que

foram retiradas da formulação devido ao uso da relaxação combinatória como, por exem-

plo, as restrições (2.18) e (2.32) das formulações PDPTW2 e PDPTW3, respectivamente.

Estas restrições são inicialmente descartadas e, iterativamente, adicionadas ao problema.

No método branch-and-cut o limitante produzido em cada nó é, em geral, melhor que no

método branch-and-bound, e isto se deve às desigualdades válidas que são acrescentadas

em cada iteração. Os cortes produzidos através dos algoritmos de separação produzem

uma perturbação na solução fracionária, levando a limitantes melhores.

3.2.1 Algoritmo branch-and-cut

O Algoritmo 2 representa o algoritmo de planos de corte. O algoritmo branch-and-

cut é dado substituindo-se a linha 3 do Algoritmo 1 pelo Algoritmo 2. É semelhante ao

Algoritmo 1 exceto que em cada nó há a inclusão de cortes, ou seja, de desigualdades

válidas.

Os primeiros trabalhos a usarem o método branch-and-cut são aplicados na resolução

do TSP (GRÖTSCHEL; PADBERG, 1979; FLEISCHMANN, 1988; PADBERG; RINALDI, 1991;

BALAS et al., 1995; ASCHEUER et al., 2000, 2001). Com isto, temos que a maioria das

desigualdades válidas são geradas para o TSP, e algumas destas são também válidas para

outros problemas relacionados, como o VRP e o PDP. Outras desigualdades são desen-

volvidas especi�camente para o VRP e PDP (LYSGAARD, 2006; CAPRARA; FISCHETTI,

1997). O sucesso de um método branch-and-cut está também associado à estrutura do

problema, que diz quais são as desigualdades válidas que aproximam do envoltório convexo

do problema. A seguir, apresentamos alguns trabalhos importantes que desenvolveram o

método branch-and-cut para resolver o VRP e suas variantes.
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Algoritmo 2: Algoritmo de planos de corte.

1 para t = 1,...,T faça
2 De�na o PL;
3 Resolva o PL;
4 Seja xt a solução ótima do PL;
5 se xt ∈ Zn então
6 Pare;

7 senão
8 Encontre uma desigualdade válida;

9 se Encontrou uma desigualdade válida então
10 Acrescente a desigualdade ao PL;
11 Incremente t e repita o procedimento;

12 senão
13 Pare;

Em Lysgaard et al. (2004) é apresentado um novo algoritmo branch-and-cut para o

problema de roteamento de veículos capacitado. Para este caso, a frota é homogênea e o

objetivo é minimizar os custos das viagens. São apresentados os seguintes planos de corte:

capacity inequalities, framed capacity, generalized capacity, strengthened comb, multistar,

extended hypotour inequalities e o clássico corte de Gomory. Os resultados mostram que

o método é competitivo com outros métodos da literatura e, além disso, é possível provar

a otimalidade de três exemplares pela primeira vez.

Em Yaman (2006) é estudado o problema de roteamento de veículos com frota he-

terogênea. O autor melhora o limitante inferior através das inequações válidas do tipo

Covering type inequalities, eliminação de sub-rota e também as chamadas multistar. Para

as duas últimas o autor generaliza as inequações e, com isto, desenvolve seis diferentes

formulações. O problema em que os veículos não são obrigados a retornar ao depósito

é tratado em Letchford et al. (2007). Os autores destacam que, por mais que seja uma

pequena variação do VRP clássico, os planos de corte precisaram ser modi�cados e assim,

um algoritmo branch-and-cut especí�co é apresentado. Outra variação do VRP clássico é

o problema de roteamento e localização de depósitos que é estudado por Belenguer et al.

(2011), para o qual os autores também propõem um algoritmo branch-and-cut para sua

resolução.

No contexto marítimo podemos citar o trabalho de Moccia et al. (2006), em que o

problema da programação de guindastes de um porto é modelado e resolvido por um algo-

ritmo branch-and-cut, em que são incorporadas várias famílias de desigualdades válidas,

inclusive restrições de precedência. Ainda na linha de transporte marítimo, Reinhardt e
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Pisinger (2012) modelam o problema de rede e atribuição de frota como um modelo de

programação inteira mista e o resolvem por um algoritmo branch-and-cut. Outros tra-

balhos e detalhamentos sobre os métodos podem ser encontrados em Naddef e Rinaldi

(2002), Berbeglia et al. (2007), Parragh et al. (2008) e Parragh et al. (2008b).

Nesta seção damos maior ênfase aos algoritmos branch-and-cut propostos para o VRP

e para o TSP. Para o PDP, os trabalhos com métodos exatos são citados na Seção 2.2 que

é especí�co sobre o problema de coleta e entrega. Ao �nal deste capítulo são apresentadas

algumas desigualdades válidas que são utilizadas no desenvolvimento dos métodos exatos

propostos, especi�camente para o problema de coleta e entrega com janelas de tempo na

indústria petrolífera no Capítulo 4.

3.3 Método branch-and-price

O método branch-and-price utiliza a estratégia branch-and-bound combinada com a

obtenção de limitantes inferiores utilizando geração de colunas. Sendo assim, o branch-

and-price busca melhorar este limitante para tornar o branch-and-bound mais e�caz. Em

geral, um método de decomposição é utilizado para obter uma relaxação que ofereça

melhores limitantes como, por exemplo, a decomposição de Dantzig-Wolfe (DDW). A

DDW tem sido bastante utilizada para problemas de programação inteira e obtido bons

resultados em sua implementação (VANDERBECK, 2000). Revisões sobre o método de

geração de colunas e método branch-and-price podem ser encontrados em Lübbecke e

Desrosiers (2005) e Desrosiers e Lübbecke (2010), respectivamente.

A DDW envolve a resolução de diversos problemas menores e mais fáceis de serem

resolvidos ao invés de resolver o problema original, que pode possuir muitas variáveis e

restrições. Em geral, a decomposição explora alguma estrutura especial da matriz de

coe�cientes. Considere o problema de programação inteira com a seguinte estrutura:

Min cTx (3.1)
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s.a

Ax = b (3.2)

Dx = d (3.3)

x ∈ Zn+. (3.4)

em que A e D são matrizes e b e d são vetores.

A estrutura adequada à DDW é dada por uma das opções a seguir: 1) as restrições

(3.2) são complicadoras e difíceis de serem resolvidas e a resolução do problema �ca

restrito às restrições (3.3), que são mais fáceis; 2) as restrições (3.3) têm uma estrutura

de blocos diagonal e as restrições (3.2) acoplam os blocos; 3) considerar as restrições

(3.2) e (3.3) separadamente é mais tratável, mas quando juntas tornam o sistema mais

difícil. Vamos aplicar a DDW ao modelo (3.1)-(3.4) utilizando a técnica de discretização,

conforme descrito por Vanderbeck (2000).

Seja P =
{
x ∈ Zn+|Dx = d

}
6= ∅, então existe um conjunto �nito de pontos discretos

(factíveis) de X
(
{pk}k∈K ⊆ X

)
tal que

X =

{
x ∈ Zn+|x =

∑
k∈K

pkλk,
∑
k∈K

λk = 1, λk = {0,1}

}
. (3.5)

Sendo assim, substituindo x de (3.5) no problema (3.1)-(3.4) obtemos o problema

mestre da DDW:

zPM = Min
∑
k∈K

(
cTpk

)
λk (3.6)

s.a∑
k∈K

(Apk)λk = b (3.7)∑
k∈K

λk = 1 (3.8)

λk ∈ {0,1} ∀k ∈ K. (3.9)

em que o vetor b tem dimensão (m1 × n).

A relaxação linear do problema (3.6)-(3.9) se dá pela relaxação da integralidade da
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variável λ, ou seja, substituindo a restrição (3.9) por

λk ≥ 0, ∀k ∈ K. (3.10)

Seja zPML o valor ótimo do problema (3.6)-(3.8) e (3.10), ou seja, a relaxação linear do

problema mestre (PML), e seja zPL o valor ótimo da relaxação linear de (3.1)-(3.4). Então,

zPL ≤ zPML, pois uma solução factível da relaxação (3.1)-(3.4) que não é combinação

convexa dos pontos discretos de X , não é factível em (3.7). Considere agora as variáveis

duais {πi}m1

i=1 associadas às restrições (3.7), e seja µ a variável dual associada à restrição

(3.8). O problema mestre linear restrito (PMLR) é dado por:

zPM = Min
∑
k∈Λ

(
cTpk

)
λk (3.11)

s.a∑
k∈Λ

(Apk)λk = b (3.12)∑
k∈Λ

λk = 1 (3.13)

λk ≥ 0, ∀k ∈ Λ. (3.14)

em que Λ ⊂ K contém uma base para o PMLR.

Então, para veri�car a otimalidade da solução do PML, um subproblema chamado

pricing é resolvido para encontrar colunas que possam reduzir o valor da função objetivo

(para um problema de minimização). Trata-se de encontrar uma coluna que tenha um

custo reduzido negativo. Sendo assim, o subproblema é dado por:

η = min
{(

ck − π
(
Ak
)T)T

xk − µ : xk ∈ X
}
, (3.15)

em que (π,µ) é a solução dual do PMLR.

O problema mestre (3.6)-(3.9) possui um número extremamente grande de variáveis,

tipicamente exponencial em n. Então, o método de geração de colunas é muito utilizado

para resolver este tipo de formulação. Este método é iterativo e inicia-se resolvendo o

problema mestre restrito para obter a solução dual, e utiliza a solução dual para gerar uma

ou mais colunas para serem adicionadas ao PMLR. Se η ≥ 0, signi�ca que a solução ótima
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foi encontrada. Caso contrário, seja x̃ a solução ótima do subproblema. Então, a coluna(
cT x̃, Ax̃,1

)T
é incluída no PMLR e, assim, o problema mestre restrito é reotimizado

até que todos os custos reduzidos sejam maiores ou iguais a 0. A rotina completa do

método de geração de colunas é dado pelo Algoritmo 3. Este algoritmo juntamente com o

Algoritmo 1 resulta no método branch-and-price. O resultado do PML, ou seja, zPML é tal

que zPML ≤ z, isto é, um limitante inferior de z que é usado no método branch-and-bound.

O método branch-and-cut-and-price consiste em uma variação do método branch-and-

price em que desigualdades válidas são utilizadas para melhorar os limitantes obtidos e

tornar o método mais e�caz, assim como é feito no método branch-and-cut. A diferença

para este último é que as desigualdades válidas são acrescidas ao problema mestre restrito.

Assim, a revisão é feita comumente para os dois métodos.

Algoritmo 3: Algoritmo de Geração de Colunas.

1 De�na o Problema Mestre (PM);
2 De�na o Problema Mestre Restrito (PMR);
3 Encontre um conjunto inicial de colunas para o PMR;
4 Resolva o PMR linear;
5 Resolva o subproblema e encontre as variáveis duais ótimas;
6 se Custo relativo for positivo então
7 Pare;

8 senão
9 Adicione a coluna encontrada ao PMR e volte ao passo 4;

O primeiro método branch-and-price proposto para o PDPTW foi em Dumas et al.

(1991), em que os autores consideraram a formulação de particionamento de conjuntos em

que cada coluna corresponde à rota factível de um veículo e cada restrição está associada

à uma requisição que deve ser satisfeita por exatamente um veículo. O subproblema

corresponde a um problema de caminho mínimo.

Para o problema de roteamento e programação de veículos com frota heterogênea,

janelas de tempo e múltiplos depósitos, Bettinelli et al. (2011) propõem um algoritmo

branch-and-cut-and-price, em que os veículos possuem custos �xos e apenas diferem em

sua capacidade. São estudadas diferentes técnicas de se gerar os planos de corte e as

colunas e, assim, os resultados reportam estas combinações. Ainda, citando variantes do

VRP, Baldacci et al. (2010) propõem um algoritmo para variações do VRP que podem

ser modeladas como particionamento de conjuntos. Então, um algoritmo column-and-cut

é proposto e, através dele, os autores descrevem como este pode ser estendido para as

demais variantes, como CVRP, VRPTW, PDP, dentre outras.
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Em Gutiérrez-Jarpa et al. (2010) os autores propõem um algoritmo branch-and-price

para o VRP com entregas, coletas seletivas e janelas de tempo. Nesta variação, o con-

junto de nós é a união dos nós de coleta e entrega, a frota é heterogênea e o objetivo é

minimizar os custos relacionados às rotas. Já o VRPTW com tempo dependente da rota

é resolvido por um algoritmo branch-and-price por Dabia et al. (2012). Outra variante

que é resolvida por métodos exatos é o VRP com janelas de tempo do tipo soft e tempos

de viagens estocásticos (TAS et al., 2013). Neste trabalho, um método branch-and-price

é proposto e um procedimento de geração de colunas é utilizado, em que o problema

mestre é modelado como particionamento de conjuntos e o subproblema (um para cada

veículo) corresponde ao problema de caminho mínimo. Outras variações do VRP que são

resolvidas por métodos do tipo branch-and-price podem ser encontradas em Archetti et

al. (2011), Salani e Vacca (2011) e Munari e Gondzio (2013).

Em Pessoa et al. (2009) os autores apresentam um algoritmo robusto do tipo branch-

cut-and-price para o problema de roteamento e programação de veículos, com frota hete-

rogênea em que os veículos podem ter capacidades e custos distintos. Para a formulação

do problema são acrescentados cortes válidos que são cruciais para garantir a consistên-

cia dos resultados do algoritmo. Os resultados computacionais mostraram que o método

proposto é mais e�ciente na resolução das instâncias comparado a outros trabalhos no

mesmo contexto.

Bettinelli et al. (2014) os autores propuseram um algoritmo branch-and-price para o

problema de coleta e entrega com frota heterogênea, múltiplos depósitos e janelas de tempo

que podem ser violadas. Os autores detalham uma maneira de tratar dos subproblemas

que será utilizada neste trabalho. Em Cherkesly et al. (2015a) os autores propõem modelos

e dois algoritmos do tipo branch-and-price-and-cut para o problema de coleta e entrega

com janelas de tempo e múltiplas pilhas. Este problema está inserido no contexto de

transporte de materiais pesados ou perigosos e as pilhas são tratadas da forma last-in-�rst-

out (LIFO). O primeiro algoritmo resolve o problema de caminho mínimo com o problema

das pilhas e o segundo, incorpora este problema parte no caminho mínimo e parte através

de cortes no problema mestre, quando rotas infactíveis são geradas a respeito das pilhas.

Outros trabalhos envolvendo o problema de coleta e entrega e o método branch-and-price

são Qu e Bard (2015), Cherkesly et al. (2015b).

No contexto de roteamento marítimo podemos citar Stålhane et al. (2012), em que os

autores propõem um método do tipo branch-and-cut-and-price para o problema de coleta

e entrega com carga fracionada. A frota é heterogênea e o objetivo é maximizar o lucro da
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empresa. Os resultados computacionais mostram que, para alguns exemplares, o método

proposto é mais e�caz que outros trabalhos propostos na literatura. Outro trabalho é o

de Brønmo et al. (2010) em que um procedimento baseado na DDW é apresentado para

o problema de programação dos navios com cargas �exíveis. Este problema é similar ao

PDPTW e o método não é capaz de garantir todas as soluções ótimas. Outros trabalhos

na área marítima que desenvolvem métodos exatos podem ser encontrados em Hwang et

al. (2008) e Grønhaug et al. (2010).

3.4 Desigualdades válidas

As desigualdades descritas abaixo são apresentadas no trabalho de Ropke et al. (2007)

para os modelos PDPTW2 e PDPTW3, descritos no capítulo anterior (Seção 2.2.2). A

maioria destas desigualdades são utilizadas nos métodos do tipo branch-and-cut propostos

no Capítulo 5 desta tese.

Eliminação de sub-rota:

Considere as inequações clássicas de eliminação de sub-rota propostas inicialmente

para o TSP (FISHER; JAIKUMAR, 1981):

x (S) ≤ |S| − 1, (3.16)

para S ⊆ P ∪D e x (S) =
∑
i,j∈S

xij. Estas inequações são válidas para o problema clássico

do VRP e também são válidas para o problema de coleta e entrega. Além disso, temos que

estas inequações podem se tornar mais fortes se levarmos em conta que, dado um nó i,

este possui apenas um sucessor e um antecessor. Ainda, especi�camente para o contexto

do problema de coleta e entrega, o nó i deve ser visitado antes do nó n+ i e pelo mesmo

veículo. Cordeau (2006) primeiramente provou que as inequações a seguir propostas por

Balas et al. (1995) para o problema assimétrico do TSP eram válidas também para o

problema de coleta e entrega e janelas de tempo. Dado um conjunto S ⊆ P ∪ D e seu

complementar N\S, seja π (S) = {i ∈ P |n+ i ∈ S} o conjunto dos nós de coleta de S

e σ (S) = {n+ i ∈ D|i ∈ S} o conjunto dos nós de entrega de S. Desta maneira, as

seguintes inequações são válidas:

x (S) +
∑

i∈N\S∩σ(S)

∑
j∈S

xij +
∑

i∈N\S\σ(S)

∑
j∈S∩σ(S)

xij ≤ |S| − 1, S ⊂ P ∪D, (3.17)
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x (S) +
∑
i∈S

∑
j∈N\S∩π(S)

xij +
∑

i∈S∩π(S)

∑
j∈N\S\π(S)

xij ≤ |S| − 1, S ⊂ P ∪D. (3.18)

Para a inequação (3.17), a parte que a torna mais forte em relação à inequação clássica

de eliminação de sub-rota (3.16) é dada em duas parcelas pelos termos em somatórios do

lado esquerdo da inequação. Isto melhora a inequação clássica, pois relaciona os nós de

coleta que estão em S com as respectivas entregas que estão em N\S. Além disso, o

lado direito da inequação continua o mesmo, sendo que acrescenta-se mais arcos ao lado

esquerdo da inequação e, assim, a torna mais apertada. Para a inequação (3.18) temos

uma situação análoga.

Um exemplo descrito em Cordeau (2006) para a inequação (3.17) é considerar o con-

junto de dois nós S = {i,j} ⊆ P . Sendo assim, temos que π (S) = ∅, pois i e j são nós

de coleta e, portanto, não têm predecessores de coleta; e σ (S) = {n+ i,n+ j}. Na se-

gunda parcela da inequação não consideramos os arcos xn+i,i e xn+j,j, pois estes podem ser

removidos previamente no pré-processamento. Desta maneira, temos a seguinte situação:

• A primeira parcela da inequação é x (S) = xij + xji;

• A segunda parcela corresponde a
∑

i′∈N\S∩σ(S)

∑
j′∈S

xi′j′ com i′ = {n+ i,n+ j} e j′ =

{i,j}, ou seja, xn+i,j + xn+j,i;

• A terceira parcela da inequação é dada por
∑

i′∈N\S\σ(S)

∑
j′∈S∩σ(S)

xi′j′ e não há arcos

nesta terceira parcela;

• No lado direito da inequação (3.17) temos que |S| = 2;

• Resultando na seguinte inequação: xij + xji + xn+i,j + xn+j,i ≤ 2− 1 = 1.

A inequação resultante está ilustrada na Figura 2. Os arcos pontilhados correspondem

aos arcos que são melhorados na inequação, ou seja, os arcos que não fazem parte da

eliminação de sub-rota clássica (3.16). A Figura 2 mostra que, para satisfazer a inequação

(3.17), podemos ter apenas um dos quatro arcos desenhados na solução ótima. Isto

signi�ca que, além dos arcos tradicionais da inequação da eliminação de sub-rota clássica

(que são os arcos cheios - não pontilhados), temos também os arcos pontilhados, ou seja,

a inequação está mais forte.

Um outro exemplo dado em Cordeau (2006) é para a inequação (3.18). Considere

S = {n+ i,n+ j} ⊂ D. Temos que π (S) = {i,j} e σ (S) = ∅, pois n+ i e n+ j são nós
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Figura 2: Exemplo da inequação (3.17). Fonte: Adaptado de Cordeau (2006).

de entrega e não possuem sucessores de entrega. Ainda, na segunda parcela da inequação

não consideramos os arcos xn+i,i e xn+j,j, pois estes podem ser previamente eliminados no

pré-processamento. Agora, temos a seguinte situação:

• A primeira parcela da inequação equivale a x (S) = xn+i,n+j + xn+j,n+i;

• A segunda parcela é igual a
∑
i′∈S

∑
j′∈N\S∩π(S)

xi′j′ e temos que i′ = {n+ i,n+ j} e

j′ = {i,j}, ou seja, corresponde a xn+i,j + xn+j,i;

• A terceira parcela da inequação
∑

i′∈S∩π(S)

∑
j′∈N\S\π(S)

xi′j′ e não há arcos nesta terceira

parcela;

• O lado direito da inequação |S| − 1, temos que |S| = 2;

• A inequação resultante é dada por xn+j,n+i + xn+i,n+j + xn+i,j + xn+j,i ≤ 2− 1 = 1.

A Figura 3 ilustra os arcos deste exemplo. Os arcos pontilhados são os que são me-

lhorados nesta inequação, ou seja, eles não pertencem à inequação clássica de eliminação

de sub-rota (3.16). Além disso, a �gura nos diz que, para satisfazer a inequação, devemos

ter apenas um dos quatro arcos desenhados na solução ótima.

No caso de uma formulação em que o grafo seja direcionado, a restrição de eliminação

de sub-rota clássica (3.16) pode ser apertada se levarmos em conta a orientação dos arcos.
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Figura 3: Exemplo da inequação (3.18). Fonte: Adaptado de Cordeau (2006).

Para um conjunto ordenado de nós S = {i1,i2,...,ik} ⊆ N com k ≥ 3, Cordeau (2006)

provou que as seguintes inequações propostas originalmente para o TSP (GRÖTSCHEL;

PADBERG, 1985), também são válidas para o problema de coleta e entrega com janelas de

tempo:

k−1∑
j=1

xij ,ij+1
+ xik,i1 + 2

k∑
j=3

xi1,ij +
k∑
j=4

j−1∑
l=3

xij ,il +
∑

h∈N\S∩π(S)

xi1,h ≤ k − 1, (3.19)

k−1∑
j=1

xij ,ij+1
+ xik,i1 + 2

k−1∑
j=2

xij ,i1 +
k−1∑
j=3

j−1∑
l=2

xij ,il +
∑

h∈N\S∩σ(S)

xh,i1 ≤ k − 1. (3.20)

Considere novamente o exemplo proposto por Cordeau (2006) para ilustrar a inequa-

ção (3.19). Seja o conjunto de três nós S = {i,j,k} ⊆ P . Uma possível restrição de elimina-

ção de sub-rota obtida por i1 = i, i2 = j e i3 = k é xij+xjk+xki+2xji+xn+j,i+xn+k,i ≤ 2.

Esta situação está ilustrada na Figura 4, ou seja, dos seis arcos desenhados, podemos ter

na solução ótima, apenas dois. Nesta situação, novamente os arcos pontilhados correspon-

dem aos arcos que são melhorados em relação a eliminação de sub-rota clássica, enquanto

que os arcos não pontilhados correspondem aos arcos da inequação clássica (3.16).

Restrições de Ordem Generalizadas :

As restrições de ordem generalizadas (generalized order constraints) foram primeira-

35



Figura 4: Exemplo da inequação (3.19). Fonte: Adaptado de Cordeau (2006).

mente propostas por Ruland e Rodin (1997) para o problema de coleta e entrega. Cordeau

(2006) provou que estas inequações eram válidas também para o problema de coleta e en-

trega e janelas de tempo. Estas inequações tem o intuito de garantir que a coleta seja

feita antes da entrega, isto é, de melhorar a restrição de precedência levando em conta

pares de coleta e entrega, desde que esta coleta e esta entrega não sejam de uma mesma

demanda. Antes, apresentaremos algumas de�nições. Sejam U1,...,Us ⊂ N subconjuntos

mutuamente disjuntos e sejam i1,...,is ∈ P as requisições, de modo que 0, 2n+ 1 /∈ Ul (de-
pósitos inicial e �nal, respectivamente) e il,n+ il+1 ∈ Ul para l = 1,...,s, em que is+1 = i1.

Sendo assim, temos que a seguinte inequação é válida para o PDPTW:

s∑
l=1

x (Ul) ≤
s∑
l=1

|Ul| − s− 1. (3.21)

A Figura 5 exempli�ca como os conjuntos U estão de�nidos. Para m = 3, temos

que U1 = {i,n+ j}, U2 = {j,n+ k} e U3 = {k,n+ i}, e i1 = i, i2 = j e i3 = k. O

lado esquerdo da inequação (3.21) para o exemplo representado na Figura 5 é igual a
m∑
l=1

x (Ul) = xi,n+j + xn+j,i + xj,n+k + xn+k,j + xk,n+i + xn+i,k e o lado direito igual a

(2 + 2 + 2)− 3− 1 = 2 resultando em xi,n+j +xn+j,i +xj,n+k +xn+k,j +xk,n+i +xn+i,k ≤ 2.

Assim, a soma dos �uxos em todos os arcos que estão dentro dos conjuntos U deve ser

menor ou igual a 2. Isso implica que os arcos de no máximo dois conjuntos U , podem

estar na solução ótima. De fato, uma solução com todos os arcos não pode ser factível (na

rota de um único veículo ou em várias), pois a precedência seria violada. Sendo assim, da

maneira como os conjuntos U estão de�nidos se permutarmos estes conjuntos, em algum

momento teremos a violação da precedência.
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Figura 5: Exemplo dos conjuntos U . Fonte: Adaptado de Cordeau (2006).

Um segundo grupo de inequações chamado de precedência com quebra de ciclo (pre-

cedence cycle breaking) são propostas primeiramente por Balas et al. (1995) para o TSP

assimétrico e nada mais são que uma melhoria nas restrições de ordem generalizadas. Cor-

deau (2006) provou que elas eram válidas também para o problema de coleta e entrega

com janelas de tempo. Estas desigualdades são dadas por:

s∑
l=1

x (Ul) +
s−1∑
l=2

xi1,il +
s∑
l=3

xi1,n+il ≤
s∑
l=1

|Ul| − s− 1, (3.22)

s∑
l=1

x (Ul) +
s−2∑
l=2

xn+i1,il +
s−1∑
l=2

xn+i1,n+il ≤
s∑
l=1

|Ul| − s− 1. (3.23)

Observação: se enumerarmos os conjuntos U de maneiras diferentes, obtemos diferen-

tes cortes.

Vamos mostrar a partir do exemplo representado pela Figura 5 como que os mesmos

conjuntos U �cam em cada uma das duas inequações mais fortes. A Figura 6 refere-se

à inequação (3.22). Temos os mesmos conjuntos U da inequação (3.21). Sendo assim,

temos a seguinte situação:

• A primeira parcela da inequação é dada por
m∑
l=1

x (Ul) = xi,n+j + xn+j,i + xj,n+k +

xn+k,j + xk,n+i + xn+i,k;

• A segunda parcela é dada por
m−1∑
l=2

xi1,il = xij;

• A terceira parcela do lado esquerdo é
m∑
l=3

xi1,n+il = xi,n+k;

• O lado direito continua igual a (2 + 2 + 2)− 3− 1 = 2;
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• Portanto, a inequação (3.22) resulta em xi,n+j + xn+j,i + xj,n+k + xn+k,j + xk,n+i +

xn+i,k + xij + xi,n+k ≤ 2.

Na Figura 6, pode-se ver os arcos pontilhados que são os arcos acrescentados por esta

restrição, ilustrando a diferença entre a restrição (3.21) e a restrição (3.22). Vemos através

da �gura que a precedência está sendo violada se tivermos mais de dois arcos na solução

ótima, isto é, dos oito arcos desenhados, podemos ter apenas dois.

Figura 6: Exemplo da inequação (3.22). Fonte: Adaptado de Cordeau (2006).

O mesmo pode ser feito para a inequação (3.23). A Figura 7 exempli�ca como �ca

esta restrição com a mesma de�nição dos conjuntos U , ou seja, quando m = 3. O arco

pontilhado indica a diferença entre a inequação original (3.21) e esta, que é mais apertada.

Então, temos o seguinte:

• A primeira parcela do lado esquerdo é igual a
m∑
l=1

x (Ul) = xi,n+j + xn+j,i + xj,n+k +

xn+k,j + xk,n+i + xn+i,k;

• A segunda parcela é igual a
m−2∑
l=2

xn+i1,il = ∅;

• A terceira parcela é igual a
m−1∑
l=2

xn+i1,n+il = xn+i,n+j;

• O lado direito corresponde a (2 + 2 + 2)− 3− 1 = 2;

• Sendo assim, temos que a inequação (3.23) equivale a xi,n+j+xn+j,i+xj,n+k+xn+k,j+

xk,n+i + xn+i,k + xn+i,n+j ≤ 2.

Neste caso, a precedência também pode ser violada, já que o nó n+i pode ser visitado

antes do nó i. Dos sete arcos desenhados, apenas dois podem estar na solução ótima. Cabe
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fazer uma observação a respeito da inequação (3.23): o valor de m deve ser maior ou igual

a 4 para que a segunda parcela do lado esquerdo tenha algum efeito, já que o somatório

varia de l = 2 até m− 2, se m < 4 este somatório é vazio.

Figura 7: Exemplo da inequação (3.23). Fonte: Adaptado de Cordeau (2006).

Restrição de Capacidade:

A restrição dada a seguir pertence ao modelo PDPTW3 apresentado na Seção 2.2.2

(ROPKE et al., 2007). Para este modelo, esta restrição de capacidade deve garantir a

factibilidade do problema, ou seja, sem ela não temos a garantia de que uma solução

inteira respeite a capacidade do veículo. Já o modelo PDPTW2 possui duas restrições

que garantem que a capacidade do veículo seja respeitada (2.20) e (2.22). Entretanto, na

relaxação linear do problema, as restrições de capacidade descritas a seguir podem ajudar

na melhoria do limitante fornecido. Sendo assim, podemos gerar cortes de capacidade

através da restrição (2.31) do modelo PDPTW3, a �m de melhorar o limitante inferior

fornecido pela relaxação linear do modelo PDPTW2. A inequação (2.31) do modelo

PDPTW3 é dada por:∑
i,j∈S

xij ≤ |S| −max {1, d|q (S)| /Cape} ,∀S ⊆ N\ {0,2n+ 1} , |S| ≥ 2 (2.31)

Temos que, para qualquer S ⊂ P ∪ D, q (S) =
∑
i∈S

qi, ou seja, q (S) corresponde ao

somatório das demandas de todos os nós que estão em S. Sabemos que a melhor restrição

de capacidade é dada se resolvermos o problema de empacotamento (bin packing problem

- BPP). Em geral, é inviável computacionalmente resolvermos otimamente este problema,

então consideramos um limitante inferior dado por max {1, d|q (S)| /Cape}.

Observe que, caso não tivéssemos a parte d|q (S)| /Cape na restrição (2.31), isto re-
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sultaria na eliminação de sub-rota clássica (3.16). Temos que max {1, d|q (S)| /Cape} nos
dá a quantidade de veículos necessários para atender toda a demanda de S.

Restrição de Capacidade Mais Forte:

Este conjunto de inequações é utilizado também para melhorar o limitante inferior

dos modelos de 2-índices apresentados anteriormente. Ropke et al. (2007) propõem esta

nova classe de inequações que consideram os pares de nós (k,n+ k), tais que, a coleta

do nó k é feita antes do veículo entrar no conjunto S, enquanto que a entrega n + k é

feita depois do veículo deixar este conjunto. Neste caso, o número de veículos que entram

em S normalmente aumenta para acomodar toda a demanda de S. Formalizando, sejam

S,T ⊂ P∪D dois subconjuntos disjuntos tais que q (S) > 0. Lembrando que q (S) =
∑
i∈S

qi

e de�ne-se x (S : T ) =
∑
i∈S

∑
j∈T

xij. De�nimos U = π (T ) \ (S ∪ T ). Sendo assim, temos a

seguinte inequação:

x (S) + x (T ) + x (S : T ) ≤ |S|+ |T | −
⌈
q (S) + q (U)

Cap

⌉
. (3.24)

Um exemplo é dado pela Figura 8 em que S = {i,j}, T = {n+ k,n+ l} e U =

π (T ) \ (S ∪ T ) = {k,l}. Sendo assim, se qi = qj = qk = ql = 1 e a capacidade do veículo

Cap = 2, então no máximo dois arcos da �gura podem estar na solução ótima para que

a capacidade do veículo seja respeitada. Os arcos da �gura representam o lado esquerdo

da inequação (3.24) e o lado direito corresponde a |S|+ |T | −
⌈
q(S)+q(U)

Cap

⌉
= 2 + 2− 2 = 2.

Figura 8: Exemplo da inequação (3.24). Fonte: Adaptado de Ropke et al. (2007).

Caminhos Infactíveis:

Estas inequações, como as inequações de capacidade (2.31), também pertencem ao

modelo PDPTW3 e podem ser utilizadas para melhorar o limitante inferior do modelo

PDPTW2. São utilizadas para veri�car se algum caminho violou a restrição de janela de
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tempo. Vamos relembrar algumas de�nições dadas na Seção 2.2.2: seja R o conjunto de

todos os caminhos infactíveis em relação às janelas de tempo. Dado um R ∈ R seja A (R)

e N (R) o conjunto de arcos e nós de R, respectivamente. Como R é um caminho e não

uma rota, temos que A (R) corresponde aos arcos que estão neste caminho. Sendo assim,

temos que a inequação de caminhos infactíveis é dada por:∑
(i,j)∈A(R)

xij ≤ |A (R)| − 1 ∀R ∈ R (2.32)

As restrições (2.32) podem ser tornar mais fortes introduzindo as chamadas restri-

ções de torneio (tournament constraints) introduzidas primeiramente por Ascheuer et al.

(2000). Se R = (k1,k2,...,kr) é um caminho infactível, então a próxima inequação vale:

r−1∑
i=1

r∑
j=i+1

xki,kj ≤ |A (R)| − 1. (3.25)

Em Ascheuer (2000) é mostrado que A (R) − 1 = r − 2, sendo que r é a quantidade

de elementos em R. Sendo assim, podemos substituir o lado direito da inequação (2.32)

por r − 2. As restrições (3.25) são mais apertadas que as restrições (2.32), pois possuem

maior permutação dos nós que estão em R, ou seja, possui mais arcos no lado esquerdo da

inequação. Por exemplo, suponha que N (R) = {1,5,3} e que todos os arcos sejam iguais

a 1, ou seja, A (R) = 2. Pela restrição (2.32) temos que

x15 + x53 ≤ 2− 1 = 1

Entretanto, a restrição (3.25) corresponde a

x15 + x13 + x53 ≤ 2− 1 = 1.

Ou seja, possui mais arcos do lado esquerdo e, com isto, se torna mais apertada.

Além disso, essas inequações podem se tornar mais fortes se unirmos o par de coleta i

com sua entrega n+ i no caminho R, ou seja, R = (i,k1,k2,...,kr,n+ i). Se a desigualdade

triangular é respeitada e R é infactível por não respeitar as janelas de tempo, então a

seguinte inequação vale:

xi,k1 +
r−1∑
h=1

xkh,kh+1
+ xkr,n+i ≤ |A (R)| − 2. (3.26)
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Neste caso, temos que r não é dado por todos os elementos de R e sim pelos elementos

que estão entre os nós i e n + i. Desta maneira, o lado direito da inequação (3.26) pode

ser substituído por r − 1 (lembrando que este r difere da inequação (3.25)) (CORDEAU,

2006).

Restrições de Garfo:

As restrições do tipo garfo (fork constraints) servem para eliminar caminhos infac-

tíveis. Por exemplo, se o caminho R = (k1,...,kr) é factível, porém o caminho (i,R,j) é

infactível para todo i ∈ S e j ∈ T com S,T ⊂ N , podemos associar a cada nó inter-

mediário k2,..,kr−1 um conjunto de nós infactíveis e aplicar a restrição que Ropke et al.

(2007) provaram ser válida para o PDPTW, que é dada a seguir. Seja R, como já de�nido,

um caminho factível em G e S,T1,...,Tr ⊂ (P ∪D) subconjuntos tais que kj /∈ Tj−1 para

j = 2,...,r. Se para algum inteiro h ≤ r considerarmos o par de nós i ∈ S, j ∈ Th, o

caminho (i,k1,...,kh,j) é infactível, vale a seguinte inequação de saída do garfo (outfork):

∑
i∈S

xi,k1 +
r−1∑
h=1

xkh,kh+1
+

r∑
h=1

∑
j∈Th

xkh,j ≤ r. (3.27)

A Figura 9 (adaptada de Ropke et al. (2007)) indica que, quando r = 3 em cada

conjunto, tenta-se encontrar um caminho que seja factível de k1 para T1, de k2 para T2 e

assim por diante.

Figura 9: Exemplo da inequação (3.27). Fonte: Adaptado de Ropke et al. (2007).

Ropke et al. (2007) também provaram a validade das inequações de entrada do garfo

(infork), que são similares à restrição anterior e são dadas a seguir:

r∑
h=1

∑
i∈Sh

xi,kh +
r−1∑
h=1

xkh,kh+1
+
∑
j∈T

xkr,j ≤ r. (3.28)
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A Figura 10 exempli�ca estas inequações em que se tenta encontrar um caminho

factível de S1 para k1, de S2 para k2 e assim sucessivamente. É importante destacar que

estas inequações podem ser utilizadas em qualquer contexto de roteamento de veículos em

que o conceito de caminhos infactíveis esteja bem de�nido, em particular também para o

problema de roteamento de veículos com janelas de tempo (ROPKE et al., 2007).

Figura 10: Exemplo da inequação (3.28). Fonte: Adaptado de Ropke et al. (2007).

Restrições de Alcance:

As restrições de alcance (reachability constraints) foram propostas inicialmente por

Lysgaard (2006) para o VRPTW. Ropke et al. (2007) a�rmaram que as mesmas são

válidas para o PDPTW. Antes de introduzir estas inequações, vamos a algumas de�ni-

ções. Seja δ (S) = δ+ (S) ∪ δ− (S), em que δ+ (S) = {(i,j) ∈ A|i ∈ S, j /∈ S} e δ− (S) =

{(i,j) ∈ A|i /∈ S, j ∈ S}, ou seja, estes conjuntos são de�nidos por arcos em que um ele-

mento do arco está contido no conjunto S e o outro elemento está contido no conjunto

complementar de S (N\S). Ainda, para cada nó i ∈ N , seja A−i ⊂ A o conjunto mínimo

de arcos, tal que, qualquer caminho factível que inicie em 0 e termine em i, utiliza somente

arcos de A−i . Seja A
+
i o conjunto mínimo de arcos, tal que, qualquer caminho factível que

se inicie em i e termine em 2n + 1, utiliza somente arcos de A+
i . Considere o conjunto

de nós T tais que, cada nó em T , deve ser visitado por um veículo diferente. Os autores

comentam que este conjunto é dito ser con�itantes. Sendo assim, para qualquer conjunto

de nós con�itantes T seja A−T = ∪i∈TA−i e A+
T = ∪i∈TA+

i . Para cada conjunto S ⊆ P ∪D
e cada conjunto do tipo con�itante T ⊆ S, as seguintes inequações valem:

x
(
δ− (S) ∩ A−T

)
≥ |T | , (3.29)

x
(
δ+ (S) ∩ A+

T

)
≥ |T | . (3.30)

Estas inequações forçam que os nós do conjunto T sejam visitados pelo menor cami-
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nho. A interseção δ− (S)∩A−T contém os arcos que pertencem a algum caminho factível e,

portanto, somente arcos em caminhos factíveis podem fazer parte do corte. No contexto

do problema de coleta e entrega os nós podem ser ditos con�itantes não somente em rela-

ção às janelas de tempo, mas também em relação à questão da precedência dos nós. No

caso do DARP, o tempo total de viagem também deve ser levado em conta na veri�cação

se dois nós são ou não con�itantes.

Em Ropke et al. (2007) os autores compararam o desempenho de cada desigualdade

válida dada anteriormente quando aplicadas separadamente na relaxação do problema

PDPTW3 e PDPTW2 e também quando aplicadas todas juntas. Os resultados foram

realizados para exemplares propostos em Cordeau (2006). As famílias de desigualdades

válidas que tiveram maior impacto no limitante inferior foram do tipo garfo e de alcance.

Alguns exemplares foram resolvidos otimamente em tempo computacional razoável por

um método branch-and-cut com todas as famílias de desigualdades válidas.

No Capítulo 5, são apresentados os algoritmos de separação para algumas das res-

trições mostradas acima (caminhos infactíveis, restrição de capacidade, eliminação de

sub-rota, restrições de ordem generalizadas e restrições de alcance). As demais restrições

como do tipo garfo, capacidade mais forte, caminhos infactíveis mais forte e eliminação de

sub-rota mais forte poderão ser acrescentadas ao método futuramente, a �m de melhorá-

lo. Além disso, o Capitulo 5 mostra os algoritmos do tipo branch-and-cut implementados

neste trabalho, para solução de problemas da empresa em estudo. A parte referente ao

método branch-and-price é melhor discutida e apresentada no Capítulo 6.
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4 O problema de roteamento e

programação de navios na

indústria petrolífera

Este capítulo primeiramente discute resumidamente os principais trabalhos sobre o

problema de roteamento e programação de navios com ênfase nos problemas de coleta

e entrega e métodos exatos. Em seguida, o problema de roteamento e programação de

navios na indústria petrolífera é descrito, com base no estudo de caso realizado na empresa

brasileira bem como suas características e diferenças em relação aos problemas clássicos

presentes na literatura. Depois, a modelagem matemática é apresentada para o problema

de coleta e entrega de óleos crus e janelas de tempo na indústria petrolífera. Por �m, são

de�nidos os exemplares de testes reais fornecidos pela empresa brasileira e, em seguida

alguns resultados computacionais referentes à validação do modelo matemático.

4.1 Roteamento e programação de navios

São muitos os trabalhos na literatura relacionados ao problema de roteamento e pro-

gramação de veículos que envolvem modelagem matemática e métodos de solução. Porém,

a literatura não é extensa para os trabalhos que envolvem especi�camente roteamento e

programação de navios. Segundo Christiansen et al. (2007), isto se deve a alguns fatores,

como menor visibilidade (as pessoas estão acostumadas a ver caminhões, aviões e trens,

porém não estão acostumadas a ver navios), o transporte marítimo é menos estruturado,

há maior incerteza na tomada de decisões (devido às condições climáticas, por exemplo)

e a indústria marítima é muito antiga, sendo mais difícil inserir novas ideias. A indústria

que gira em torno de navios que trafegam nos oceanos possui o monopólio do transporte

de grandes volumes entre continentes. Sendo assim, é importante que os custos envolvi-

dos diminuam e que também, reduza-se o prejuízo causado na natureza, por exemplo, ao

reduzir as operações de transporte (CHRISTIANSEN et al., 2004).



Segundo Ho� et al. (2010), na União Europeia o transporte de mercadorias em es-

tradas aumentou 37% no período de 1995 a 2005, e o transporte de mercadorias no mar

aumentou quase que a mesma proporção. Ainda segundo os mesmos autores, a alteração

do volume de transporte acompanhou o aumento do PIB (produto interno bruto), devido

ao crescimento econômico e também à crescente globalização. Outro fator que contribuiu

com o aumento do transporte de mercadorias tanto nas estradas como nos oceanos é o fato

de algumas empresas, que anteriormente negociavam preços e tarifas com outras empresas,

hoje compartilharem informações a �m de aprimorar o desempenho global (ANDERSSON

et al., 2010).

As atividades marítimas dependem crucialmente dos serviços que a frota de navios

pode oferecer. Isto signi�ca que há vezes em que um navio não pode atracar em determi-

nado ponto devido à falta de estrutura local. Além disso, a frota de navios das empresas

pode mudar com o passar do tempo, e a frota normalmente é heterogênea, diferenciando o

tamanho dos navios, capacidade, velocidade, dentre outras características. Consequente-

mente, as empresas possuem problemas complexos e um planejamento extenso, variando

entre níveis estratégicos, táticos e operacionais. Esta classe de problemas se diferencia do

roteamento de veículos em geral, pois envolve outros tipos de características como, por

exemplo, operações de atracação, problemas relacionados às marés, navios heterogêneos,

tempo de viagem maior, o destino pode ser alterado durante o horizonte de planejamento,

o navio não retorna ao depósito inicial, dentre outras (CHRISTIANSEN et al., 2007).

Existem três classes de problemas que envolvem roteamento e programação de navios

no transporte marítimo: liner, tramp e industrial (CHRISTIANSEN et al., 2004). A primeira

opera de acordo com um itinerário e horário pré-determinados e a demanda depende de

suas programações como ocorre, por exemplo, em linhas de ônibus. Na classe tramp,

os navios seguem os pontos em que as cargas estão disponíveis, de modo semelhante a

um táxi. Nestes dois tipos de problemas, os operadores buscam maximizar os lucros por

unidade de tempo. A última classe (industrial) normalmente possui cargas embarcadas

e as embarcações utilizadas são diretamente controladas por uma empresa. Nesta classe,

o objetivo é minimizar o custo de transportar as cargas. Diante destas características, o

presente trabalho está inserido no modo industrial.

Um dos trabalhos pioneiros a abordar o problema de programação de navios foi em

Dantzig e Fulkerson (1954), em que estudou-se o problema de programação de navios

da marinha americana usados para o transporte de combustível. Os autores propuseram

um modelo de programação linear e um método de solução exato para resolvê-lo com o
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objetivo de minimizar o número de navios utilizados. Algum tempo depois, Appelgren

(1969) estudou o problema de atribuição de cargas a navios com o objetivo de minimizar

os custos relacionados às viagens. Este trabalho possui algumas semelhanças como, por

exemplo, custos portuários, de canais e de carregamento e descarregamento e que envol-

vem o consumo do navio. Além disso, frota é heterogênea e há janelas de tempo para o

carregamento e descarregamento (como no problema do estudo de caso). O modelo en-

tretanto, é de programação linear e o autor utilizou o método de geração de colunas para

resolvê-lo. Uma extensão de Appelgren (1969) foi o trabalho de Appelgren (1971), no qual

o autor propõe métodos de programação inteira para resolver o problema, como o método

de planos de corte o e o método branch-and-bound. O primeiro método não é capaz de

resolver todos os casos teste. Sendo assim, o método branch-and-bound encontra solução

inteira, mas não necessariamente a solução ótima (devido a forma como foi utilizado).

Em Mckay e Hartley (1974) foram apresentados dois modelos para resolver o problema

de roteamento e programação de navios da marinha americana que transportam petróleo

ao redor do mundo. Os modelos consideram multi-produto e janelas de tempo (semelhan-

ças com o problema do estudo de caso). O método de solução é o seguinte: relaxa-se a

integralidade do modelo e, após resolver o problema de programação linear resultante, a

técnica de arredondamento seletivo é utilizada para a obtenção de uma solução inteira

aproximada. Ronen (1983) e Ronen (1993) apresentaram revisões da literatura sobre o

transporte marítimo, antes de 1983 e entre 1983 e 1993, respectivamente. Os trabalhos

discutem as diferenças entre o roteamento e programação de veículos e navios. Além

disso, analisam porque o roteamento de navios recebe menos atenção por parte dos pes-

quisadores. Então, é feita uma revisão sobre roteamento e programação e alguns modelos

matemáticos são discutidos.

Brown et al. (1987) estudaram o problema de transporte de óleo cru para exportação

(semelhança com o problema do estudo de caso) com o objetivo de encontrar as velocidades

ótimas dos navios e otimizar roteiros e custos. Entretanto, a frota é homogênea e as

datas de carregamento e entrega são pré-�xadas e o horizonte de planejamento é de até

três meses (algumas diferenças). O problema é resolvido via geração de colunas, sendo

que as colunas são programações viáveis para cada navio. O melhor resultado é para

um exemplar com 50 cargas, 12 portos e 24 navios, o qual é resolvida em questão de

minutos. Em Christiansen (1999), estudou-se o problema de roteamento e programação

de navios e janelas de tempo em uma empresa que transporta amônia. O problema é

encontrar rotas com custos mínimos de transporte de modo que a produção não pare e

ainda manter os níveis de estoque das fábricas desejáveis. A frota é heterogênea a qual
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possui custos, capacidades e características distintas (estas características representam

várias semelhanças com o problema aqui tratado). O horizonte de planejamento é de

14 dias e pode se expandir em até 3 meses. O problema é formulado como um modelo

de programação inteira mista e o método de decomposição Dantzig-Wolfe é utilizado

para decompor o problema em subproblemas de rede independentes para cada navio. Os

resultados mostraram que a abordagem proposta tem possibilidades de se tornar uma

ferramenta para auxiliar a tomada de decisão da empresa em seu planejamento regional.

Sherali et al. (1999) estudaram a programação de navios para exportação de óleo cru e

derivados do Kuwait para países na América do Norte, Europa e Japão. A frota é hetero-

gênea, os navios podem carregar produtos diferentes e janelas de tempo são consideradas

na coleta e entrega dos produtos. É proposto um modelo de programação inteira mista

com rotas pré-geradas. Uma heurística baseada no modelo é proposta e utiliza horizonte

de tempo rolante (diferença com o problema aqui tratado, não consideramos horizonte

de tempo rolante). Os testes computacionais com até 20 navios (com 6 e 8 comparti-

mentos), horizonte de tempo de 90 dias e 4 portos são bem sucedidos. Fagerholt (2000)

apresentou um modelo para o problema de roteamento dos navios em que o objetivo está

associado aos custos gerais do transporte e programação dos navios. Depois, Fagerholt

(2001) considera um problema real de programação com uma frota heterogênea de navios

para carga e descarga. No mesmo trabalho, são aplicados métodos heurísticos e técnicas

de particionamento.

Christiansen et al. (2004) revisaram os problemas relacionados ao roteamento e pro-

gramação de navios. O foco está na literatura publicada na década de 90. Esta revisão

divide-se em algumas partes: problemas estratégicos, táticos operacionais, e por último,

em aplicações navais. Este trabalho também mostra quais são as perspectivas futuras

para o roteamento e programação de navios, bem como os benefícios da área. O problema

de transporte marítimo de betume foi estudado em Persson e Göthe-Lundgren (2005). Os

navios possuem compartimentos que permitem entregar produtos diferentes na mesma

viagem. As rotas são previamente geradas e um modelo matemático é proposto, o qual é

solucionado por um método exato que utiliza desigualdades válidas e geração de colunas.

Rocha et al. (2009) apresentaram um modelo matemático para o problema de alocação

de petróleo da Petrobras, que envolve decisões relacionadas à frota de navios, tipos de

petróleo transportado e em qual terminal o petróleo deve ser transportado. O objetivo é

minimizar o custo total, que envolve custos da frota, estoque e penalidades por desviar a

estratégia do planejamento, como também custos relacionados a utilizar frota de terceiros.
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Este problema difere do problema do estudo de caso considerado nesta tese, pois envolve

a tomada de decisões em um nível hierárquico superior ao aqui considerado, ou seja, as

decisões no estudo de Rocha et al. (2009) servem como dado de entrada para o problema

aqui estudado. Outro trabalho em que as decisões táticas foram tomadas em relação ao

transporte de petróleo é Aizemberg et al. (2014). Os autores tomam decisões em relação

ao tamanho do lote a ser transportado, o dia que isto acontecerá e também decisões

em relação à rota de cada navio. Primeiramente os autores compararam a formulação

proposta com outras já presentes na literatura e depois, propõem um método de geração

de colunas baseado em uma heurística para o problema estudado. Em Kobayashi e Kubo

(2010) estudou-se o problema de transporte marítimo de petróleo nos portos do Japão. O

problema é modelado como problema de coleta e entrega, com multi-navios e janelas de

tempo. O objetivo é minimizar o custo total de operação. Os autores propõem também

uma heurística para o problema.

Ho� et al. (2010) �zeram uma revisão da literatura que descreve os aspectos indus-

triais, características do roteamento de navios, classi�cação dos problemas e detalhes de

estratégias encontradas na literatura para resolver os diversos problemas de roteamento e

programação de navios. Outra revisão da literatura em transporte marítimo é o trabalho

de Andersson et al. (2010), que enfatiza os processos e decisões relacionados à gestão

de estoque e roteamento de navios e, principalmente, a combinação dessas atividades na

perspectiva da pesquisa operacional. Em Hennig et al. (2012), estudou-se o problema de

transporte de óleo cru entre pontos de oferta e demanda, com o objetivo de minimizar

os custos de transporte. Outra característica importante é a questão do fracionamento

da carga (split) ser permitido. Além disso, possui janelas de tempo, frota heterogênea,

restrições de navios disponíveis e rotas, as quais são pré-geradas. Os autores propõem

um modelo de programação linear inteira mista e os softwares de otimização de propósito

geral se mostram e�cazes na resolução deste modelo para exemplares de pequeno porte.

Outros trabalhos mais recentes que estudaram o roteamento e programação de navios,

alguns em óleo cru, e resolvidos por métodos exatos são: Gribkovskaia et al. (2008),

Hwang et al. (2008), Brønmo et al. (2010), Grønhaug et al. (2010), Stålhane et al. (2012)

e Fagerholt e Ronen (2013).

Não há trabalhos em que todas as características do problema do estudo de caso

foram estudadas (calado �exível, posicionamento dinâmico, impossibilidade de atracar,

múltiplos depósitos e janelas de tempo, as quais são discutidas adiante). Alguns trabalhos

estudaram problemas em que ocorreram apenas algumas destas características como, por
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exemplo, em Christiansen (1999) em que tem-se o transporte marítimo de amônia, mas os

estoques são mantidos por meio de restrições e não dentro das janelas de tempo; além de

não possuir algumas restrições especí�cas como calado �exível, posicionamento dinâmico

e impossibilidade de atracar. Em Hennig et al. (2012) tem-se uma descrição parecida

com a do problema do estudo desta tese, porém este foi modelado de maneira diferente

possibilitando o fracionamento da carga e, além disso, também não considera todas as

características do problema do estudo de caso. Sendo assim, alguns trabalhos possuem

algumas semelhanças e algumas diferenças sendo que nenhum contempla exatamente todas

as características que são descritas a seguir.

4.2 Descrição do Problema

O problema de coleta e entrega e janelas de tempo na indústria petrolífera estudado

nesta tese é inspirado em uma grande empresa que extrai óleo cru do mar no Brasil. Sua

fundação data de Outubro de 1953 no governo de Getúlio Vargas e teve o objetivo de

executar as atividades no setor petrolífero no Brasil. Sua instalação foi concluída em 1954

com a herança de duas re�narias do Conselho Nacional de Petróleo, uma na Bahia e outra

em São Paulo. Nesta época, a produção era de 1,7% do consumo nacional. A primeira

re�naria própria se deu em 1961 e a descoberta de petróleo no mar no Brasil se deu no

ano de 1968, em Sergipe. Em 2013, a Petrobras produziu cerca de 2.598.300 barris por

dia, um investimento de 84 bilhões de reais e um lucro líquido de 21 bilhões de reais. Suas

principais atividades são: exploração e produção de petróleo e gás, petroquímica, re�no

de petróleo e gás, distribuição, geração de energia elétrica, produção de biocombustíveis,

transporte e comercialização. O desa�o é a produção do petróleo em águas cada vez mais

profundas, isto é, o�shore. Neste período, a Petrobras contou com 135 plataformas, sendo

80 �xas e 55 �utuantes, 15 re�narias e 237 navios, sendo 60 deles próprios (PETROBRAS,

2013).

Diante de números grandes, a atividade de roteirizar e programar os navios que saem

das plataformas e carregam óleo cru até os terminais é uma tarefa difícil de ser realizada,

porque além da escala do transporte, esta atividade possui muitas restrições e caracterís-

ticas próprias. Cabe ressaltar que este problema poderia ser modelado de outras maneiras

como, por exemplo, como um problema de roteamento com controle de estoques (inven-

tory rounting problem (AGRA et al., 2014)) ou como um problema de roteamento com

fracionamento de cargas (split pickup - (HENNIG et al., 2012)). Neste trabalho optamos

por modelar este problema como um problema de coleta e entrega, pois é a maneira como
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os operadores da empresa enxergam a sistemática do transporte de óleo cru pelos navios.

O foco deste trabalho é na atividade de transporte de óleos crus das plataformas até os

terminais. O problema de roteamento e programação de navios está inserido no contexto

em que as origens e os destinos estão pré-�xados, ou seja, em um planejamento anterior, a

empresa decide o quanto de óleo cru deve ser transportado de cada plataforma para cada

terminal. Para a logística, o problema é decidir qual navio fará esta atividade e em qual

momento. Além disso, cada navio começa e termina em seu �depósito próprio�, que nada

mais é que a posição (coordenadas latitude e longitude) que ocupa no exato momento de

início e término de suas atividades dentro do horizonte de planejamento. Portanto, este é

um típico problema de coleta e entrega com janelas de tempo e múltiplos depósitos. Cabe

salientar que um estudo preliminar foi realizado com este mesmo problema em Rodrigues

(2013), em que o autor desenvolveu um modelo matemático que serviu de ponto de partida

para o modelo dessa tese.

Além disso, trata-se de um problema com multi-produto, ou seja, cada plataforma

produz um óleo diferente e cada terminal demanda quantidades de óleos de cada plata-

forma especi�camente. Por ser modelado como um problema de coleta e entrega, não

precisa-se ter o índice referente ao produto, uma vez que cada terminal demanda uma

quantidade especí�ca de cada plataforma (óleo). Portanto, o multi-produto é considerado

por meio dos modelos de coleta e entrega, com demandas para cada tipo de produto.

As rotas são designações de como uma ou mais demandas serão atendidas por um

navio, ou seja, qual navio vai atender a qual demanda, tendo também que obedecer a um

sequenciamento de escalas e cumprir determinadas operações. A Figura 11 representa um

exemplo ilustrativo de uma rota de um navio na costa brasileira. Os nós em vermelho 1 e

6 representam os nós arti�ciais do navio, ou seja, depósitos inicial e �nal, respectivamente.

Note que os nós 2 e 4 representam a mesma plataforma com latitude e longitude iguais,

porém com janelas de tempo diferentes, trata-se de uma estratégia de modelagem que

indica que é o mesmo ponto operacional, porém é representado como dois pontos (nós)

diferentes no grafo. Cabe ressaltar que o termo ponto operacional não faz distinção de

plataforma ou terminal. Sendo assim, a rota do navio inicia-se no nó arti�cial inicial

1, segue para a plataforma 2 que coleta o petróleo que será entregue logo em seguida

no terminal 3. Depois, passa pela plataforma 4 e coleta o óleo cru que será entregue

no terminal 5 e assim, o navio termina sua rota no nó arti�cial �nal 6. Embora não

contemplado na ilustração desta �gura, um navio pode visitar mais de uma plataforma

em sequência antes de realizar a entrega em um ou mais terminais.
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Figura 11: Exemplo de rota de um navio.

O produto tratado é o petróleo, que se subdivide em cerca de 50 tipos e assim tem-

se aproximadamente 50 plataformas, uma vez que em geral cada plataforma produz um

produto diferente. Os produtos podem ou não serem misturados num dado navio. Isto

pode ocorrer, pois se o produto solicitado no terminal não tiver estoque disponível, então

este pode ser substituído pela combinação de outros produtos que estejam disponíveis.

Isto não é tratado na modelagem, uma vez que os operadores também não tem controle

sobre os produtos que são misturados nos navios.

A frota de navios é heterogênea e de aproximadamente 120 navios para �ns de trans-

porte de petróleo e de outros produtos; destes, cerca de 50 são da própria empresa. Os

navios que não pertencem à empresa são contratados ao longo de um ano, e este custo

está inserido no custo �xo de cada navio. Cada navio possui capacidade e velocidade

diferentes e outras características que serão abordadas neste capítulo. Além disso, não é

em qualquer plataforma ou terminal que um navio pode atracar, devido a questões físicas

de calado (que é a parte do navio que �ca submersa na água) e LOA (length overall -

comprimento do navio). A posição da frota, como já explicado, é identi�cada através

das coordenadas latitude e longitude de cada navio. É necessário o cálculo de distâncias

aos pontos operacionais e estimativas dos tempos de viagens em função das velocidades

médias de cada navio. Como as velocidades médias dos navios não variam nos trajetos

entre plataformas e terminais, é razoável considerar que todos os navios possuem a mesma

velocidade média. A Figura 12 ilustra o calado e LOA de um navio.

São cerca de 50 plataformas o�shores e estas se subdividem em outros 5 tipos: plata-

forma �xa, FPSO (Floating, Production, Storage and O�oading), navios-sonda que são
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Figura 12: Características físicas do navio. Fonte: Rodrigues (2013)

projetados para a perfuração em alto mar, semissubmersível e, por último, plataforma

autoelevável. A Figura 13 ilustra uma plataforma do tipo o�shore semissubmersível.

 

Figura 13: Exemplo de uma plataforma o�shore. Fonte: Culturamix (2013)

Em relação aos terminais, existem cerca de 8 com 20 berços no total, ou seja, cada

terminal pode conter um ou mais berços, que o lugar onde de fato o navio atraca para

descarregar o produto. Os berços podem ser diferentes em cada terminal, isto é, com-

primento e largura distintos. Sendo assim, não é qualquer navio que pode atracar em

qualquer berço, devido às restrições físicas. A Figura 14 mostra o terminal de São Sebas-

tião em São Paulo; nela podemos ver dois navios atracados.

Um problema da empresa desse estudo de caso se encontra em manter os níveis de

estoque das plataformas e terminais. As plataformas possuem um estoque a ser mantido,

um mínimo e outro máximo, não podendo diminuir o estoque mínimo (por questões de

segurança) e nem ultrapassar o estoque máximo (pelo alto custo de oportunidade associ-

ado - a plataforma não pode parar sua produção, pois representa um grande investimento

da empresa). A empresa controla os níveis de estoque das plataformas e terminais por

meio das janelas de tempo. Se as janelas forem respeitadas, então consequentemente os

níveis de estoque são mantidos dentro dos níveis aceitáveis. Como não se tem restrições

especí�cas de controle de estoque, isto é garantido através do cumprimento das janelas
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Figura 14: Terminal de São Sebastião

de tempo ao longo do horizonte de planejamento. Este horizonte de planejamento comu-

mente é de poucas semanas de operação, o que corresponde a aproximadamente algumas

dezenas de solicitações, ou seja, dezenas de pares de coleta e entrega. Com todas estas

características e com janelas de tempo apertadas, o roteamento e programação de navios

não é uma tarefa fácil para os programadores da empresa.

Os tamanhos dos navios variam muito, sendo os menores com capacidade em torno

de 50000 m3 e os maiores em torno de 170000 m3. Além disso, nem todos os navios

estão disponíveis no início do horizonte de tempo, pois podem estar em manutenção

ou carregando algum produto. Sendo assim, algumas janelas de tempo dos navios se

iniciam depois do horizonte se iniciar, ou seja, em períodos posteriores ao seu início. As

demandas também variam, em algumas plataformas a produção é baixa, chegando a se

ter uma demanda por óleo de 10000 m3, enquanto outras plataformas possuem taxa de

bombeamento mais elevada, chegando a 100000 m3 de demanda por óleo. Além disso,

uma mesma plataforma pode ter várias demandas num mesmo horizonte de planejamento

de 2 semanas aproximadamente. Por exemplo, uma plataforma pode chegar a ter 8

demandas de produtos em torno de 2 semanas de produção. As regiões Norte e Nordeste

não entram no planejamento por serem muito especí�cas, pois possuem navios dedicados

e plataformas que possuem demandas muito bem de�nidas.

Portanto, trata-se de um problema de coleta e entrega e janelas de tempo, múltiplos

depósitos e frota heterogênea, além de outras restrições especí�cas do problema. Este

problema possui as restrições clássicas do PDPTW já discutidas neste texto como, por
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exemplo, se um navio entra em um ponto operacional, este mesmo navio deve sair deste

ponto, que a coleta e a entrega de uma demanda especí�ca deve ser atendida pelo mesmo

navio, dentre outras. Além disso, possui restrições especí�cas para o estudo caso descritas

a seguir:

• Impossibilidade de atracação: alguns navios não podem atracar em certos pontos

operacionais, sejam plataformas ou terminais, devido às restrições físicas como ca-

lado e LOA. Sendo assim, temos uma matriz Aik que indica se o navio k pode ou

não atracar no ponto operacional i;

• Calado �exível: mesmo quando há a exigência de que um navio k não deva atracar

em um determinado ponto operacional, digamos i, em alguns casos é possível que

este navio k tenha permissão em i se estiver apenas parcialmente carregado, ou seja,

somente com uma porcentagem de sua capacidade máxima. Isto é aqui denominado

de restrição de calado �exível. Na linguagem dos operadores, isto signi�ca que o

calado do navio é �exibilizado para que este possa atracar em determinados pontos

operacionais, mas nestes casos o navio não pode estar totalmente carregado;

• Posicionamento dinâmico: alguns navios e alguns navio-plataformas, que são navios

adaptados para a exploração de petróleo, possuem um sistema operacional denomi-

nado posicionamento dinâmico (DP - dynamic positioning). Os navios adaptados

possuem a denominação de unidade �utuantes de produção (FPS - Floating Pro-

duction Systems). Apenas as plataformas deste tipo (navio-plataforma) possuem

este sistema. O DP controla automaticamente a posição do navio através de um

complexo sistema composto por muitas variáveis, o que resulta em um posiciona-

mento mais preciso do mesmo. As plataformas e navios que possuem este sistema

estão sujeitos a determinadas regras para que a atracação seja possível. Estas regras

combinam, por exemplo, a possibilidade de um navio com posicionamento dinâmico

atracar em uma plataforma convencional (sem posicionamento dinâmico), ou atra-

car em uma plataforma com posicionamento dinâmico. Estas regras implicam que,

por vezes, a atracação somente é possível se o navio possuir uma porcentagem de

carga a bordo. Estas regras são discutidas mais a frente neste texto;

• Cada navio deve iniciar sua rota em seu �depósito inicial� e terminar em seu �depósito

�nal�. Sendo assim, cada navio tem um nó de partida e um nó de chegada pré-

de�nidos, que são nós arti�ciais que indicam a latitude e longitude de cada navio

no instante de início e término do horizonte de planejamento. O �depósito �nal� é
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caracterizado pelo lugar em que o navio termina o horizonte de tempo, então não

há distância entre o último terminal visitado e o depósito �nal do navio;

• Penalidade por visitas consecutivas: sempre que um navio visitar uma plataforma e

em seguida, visitar outra plataforma que seja diferente da primeira, isto é penalizado

na função objetivo. O intuito é fazer com que o navio colete e entregue sem visi-

tar duas plataformas diferentes consecutivamente, devido às questões de segurança.

Como em algumas situações isto é inviável, ocorre apenas uma penalização na fun-

ção objetivo e não a proibição em si. Um dado navio pode realizar duas coletas

consecutivas em uma mesma plataforma, desde que as janelas de tempo destas duas

demandas estejam sobrepostas, e isto não é contabilizado como visita consecutiva;

• Função objetivo: modela os custos relacionados ao consumo de combustível, atraca-

ções realizadas e também penaliza visitas consecutivas a duas plataformas diferentes.

Note que esta função objetivo é diferente das apresentadas em problemas clássicos

de coleta e entrega da literatura.

Mais detalhes e informações sobre esse problema do estudo de caso dessa tese também

podem ser encontrados em Rodrigues (2013).

4.3 Modelagem Matemática

Esta seção tem o objetivo de descrever a modelagem matemática para o problema

descrito anteriormente de coleta e entrega e janelas de tempo na indústria petrolífera.

Este modelo é baseado no modelo PDPTW1 apresentado na seção de problemas de coleta

e entrega do capítulo anterior (Seção 2.2). Uma estratégia já mencionada e que cabe

ressaltar aqui é que, na modelagem, um mesmo ponto operacional pode aparecer várias

vezes ao longo do horizonte de planejamento. Isto ocorre porque as plataformas conti-

nuam sua produção e podem assim, encher novamente após um alívio (descarga) durante

o horizonte. Sendo assim, suponhamos que a plataforma i tenha que ser descarregada

(também chamada �aliviada� pelos operadores) em dois momentos diferentes dentro do

horizonte de planejamento. Então, duplicamos o nó i como se fosse um outro ponto ope-

racional, digamos j, entretanto com a mesma latitude e longitude do nó i. Os conjuntos,

parâmetros e variáveis são dados a seguir.

Conjuntos

• K é o conjunto dos navios;
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• P é o conjunto de nós que representam as coletas nas plataformas (origens) (i ∈ P );

• D é o conjunto de nós que representam as entregas nos terminais (destinos). Os nós

D são enumerados da seguinte forma: para cada i ∈ P , é criado o nó (n+ i) o qual

o nó i ∈ P refere-se à origem i e o nó (n+ i) ∈ D refere-se ao respectivo destino;

• ST = {s1, s2,...,sn} é o conjunto dos nós arti�ciais que indicam o depósito inicial de

cada navio, sendo sk (start node) o nó inicial do navio k ∈ K;

• EN = {en1, en2,...,enn} é o conjunto dos nós arti�ciais que indicam o depósito de

chegada de cada navio, sendo enk (end node) o nó �nal do navio k ∈ K;

• O conjunto N = P ∪D ∪ ST ∪ EN representa todos os nós da rede;

• O conjunto A {(i,j) : i,j ∈ N} representam todos os arcos da rede.

Parâmetros

• n = |P | = |D| número total de coletas (ou entregas);

• tij é o tempo de deslocamento em milhas por nós (horas) do nó i ∈ ST ∪ P ∪ D
para o nó j ∈ EN ∪ P ∪D - independe do navio k, pois consideramos que todos os

navios possuem a mesma velocidade média;

• di é o tempo de serviço em horas do nó i, ∀i ∈ P ∪D;

• ei é o início da janela de tempo em horas referente ao nó i ∈ N ;

• li é o �m da janela de tempo em horas referente ao nó i ∈ N ;

• Capk é a capacidade do navio k em m3, ∀k ∈ K;

• qi é a demanda do nó i ∈ P ∪ D em m3 (pode ser positiva ou negativa). Se for

positiva, indica que o ponto operacional i produz qi unidades do produto. Se for

negativa, indica que o ponto operacional i consome qi unidades do produto. Por

convenção qn+i = −qi;

• cmk é o consumo de combustível do navio k em movimento, ∀k ∈ K;

• csk é o consumo de combustível do navio k enquanto está parado (stand-by), ∀k ∈ K;

• caj é o custo por atracação no nó j em reais;
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• v é a velocidade média do navio em nós;

• distij é a distância em milhas náuticas entre o nó i ∈ (ST ∪ P ∪D) e o nó j ∈
(EN ∪ P ∪D). Se distij = 0, então isto signi�ca que os nós i e j representam o

mesmo ponto operacional (mesma plataforma ou mesmo terminal);

• Aik, i ∈ P ∪D, k ∈ K, é igual a 1 se o navio k não pode atracar no ponto operacional

i, e 0 caso contrário;

• CDP é um vetor que indica as plataformas que possuem posicionamento dinâmico.

Um elemento de CDP é igual a 0 se é permitido a atracação de um navio convencional

ou um navio que tenha posicionamento dinâmico; e é igual a 1 se é permitido atracar

somente navios com DP . Portanto, se uma plataforma não possui posicionamento

dinâmico, então ela aceita somente navios que tenham DP ;

• KDP é um vetor que indica os navios k que possuem posicionamento dinâmico. Um

elemento de KDP é igual a 1 se o navio possui posicionamento dinâmico, e igual a

0, caso contrário;

• CFik é a matriz de calado �exível ∀i ∈ N, k ∈ K. É positiva se o navio k pode

atracar em i, mediante ao navio conter no máximo a bordo CFik% de sua capacidade

máxima;

• α1 é a porcentagem de carga máxima permitida para o navio com DP atracar em

qualquer plataforma j /∈ CDP ;

• α2 é a porcentagem de carga máxima permitida para o navio convencional atracar

em uma plataforma j /∈ CDP ;

• β é a penalização que ocorre na função objetivo por visitas consecutivas a duas

plataformas diferentes;

• M é um número su�cientemente grande.

Variáveis

• xijk é uma variável binária igual a 1 se e somente se o navio k percorre o arco (i,j)

com i,j ∈ N ;

• Bik indica o instante de início de serviço no nó i ∈ N pelo navio k ∈ K, se o k

visitou i e 0 caso contrário;

58



• Qik é a quantidade de carga no navio k no instante imediatamente após sua visita

ao nó i, ∀i ∈ N, k ∈ K, se k visitou i, e 0 caso contrário. Assume-se que o navio

começa e termina sua rota vazio;

• V Cijk é uma variável inteira que assume valor positivo se o navio k visita a plata-

forma i e, em seguida, a plataforma j com distij > 0, ou seja, se i e j representam

plataformas diferentes no grafo.

O modelo completo para representar o problema de coleta e entrega de óleos crus das

plataformas para os terminais com janelas de tempo e frota heterogênea é dado por:

Min
∑
i∈N

∑
j∈N

∑
k∈K

(cmk − csk)xijk
distij
v

+
∑
i∈N

∑
j∈P∪D
distij>0

∑
k∈K

caixijk+

∑
i∈D

∑
j∈EN

∑
k∈K

caixijk +
∑
i∈P

∑
j∈P

∑
k∈K

β ∗ V Cijk (4.1)

s.a ∑
j∈(P∪D∪EN)

∑
k∈K

xijk = 1 ∀i ∈ (ST ∪ P ∪D) (4.2)

∑
i∈(P∪D∪ST )

∑
k∈K

xijk = 1 ∀j ∈ (P ∪D ∪ EN) (4.3)

∑
j∈(P∪{enk})

xskjk = 1 ∀k ∈ K (4.4)

∑
i∈({sk}∪D)

xienkk = 1 ∀k ∈ K (4.5)

∑
i∈N

∑
k∈K

xijk = 0 ∀j ∈ ST (4.6)∑
j∈N

∑
k∈K

xijk = 0 ∀i ∈ EN (4.7)

∑
i∈(P∪D∪{sk})

xihk −
∑

(j∈P∪D∪{ek})

xhjk = 0 ∀h ∈ P ∪D; k ∈ K (4.8)

ei

(∑
j∈N

xjik

)
≤ Bik ≤ li

(∑
j∈N

xjik

)
∀i ∈ (P ∪D ∪ EN) ; k ∈ K (4.9)

ei

(∑
j∈N

xijk

)
≤ Bik ≤ li

(∑
j∈N

xijk

)
∀i ∈ ST ; k ∈ K (4.10)
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xijk (Bik + tij + di −Bjk) ≤ 0 ∀i ∈ (ST ∪ P ∪D) ;

j ∈ (P ∪D ∪ EN) ;

k ∈ K (4.11)

Bn+h,k ≥ Bh,k ∀h ∈ P ; k ∈ K (4.12)

Qjk ≥ (Qik + qj)xijk ∀i ∈ (ST ∪ P ∪D) ;

j ∈ (P ∪D ∪ EN) ;

k ∈ K (4.13)

xijk = 0 ∀i,j ∈ N ;

k ∈ K : Aik = 1;

CFik ≤ 0 (4.14)∑
i∈(ST∪P∪D)

xihk =
∑
j∈N

xj,n+h,k ∀h ∈ P ; k ∈ K (4.15)

Qjk ≤ Capk
∑

i∈({sk}∪P∪D)

xijk ∀j ∈ (P ∪D ∪ {enk}) ;

k ∈ K (4.16)

Qsk,k +Qenk,k = 0 ∀k ∈ K (4.17)

Qjk ≤ (CFjkCapk + qj) +

1−
∑

i∈(P∪D∪{sk})

xijk

M ∀j ∈ D; k ∈ K : Ajk = 1

(4.18)

Qjk ≤ (α1Capk + qj) + (1− α1)Capk

1−
∑

i∈(P∪D∪{sk})
distij>0

xijk

 ∀j ∈ P ;KDPk
= 1

(4.19)

Qjk ≤ (α2Capk + qj) + (1− α2)Capk

1−
∑

i∈(P∪D∪{sk})
distij>0

xijk

 ∀CDPj
= 0;KDPk

= 0

(4.20)∑
i∈N

xijk = 0 ∀CDPj
= 1;KDPk

= 0

(4.21)

xijk ≤ V Cijk ∀i,j ∈ P : distij > 0;

k ∈ K (4.22)

V Cijk ≥ 0 ∀i,j ∈ N ; k ∈ K
(4.23)
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Qik ≥ 0 ∀i ∈ N ; k ∈ K (4.24)

xijk ∈ {0,1} ∀i ∈ (ST ∪ P ∪D) ;

j ∈ (P ∪D ∪ EN) ;

k ∈ K (4.25)

Bik ≥ 0 ∀i ∈ N ; k ∈ K (4.26)

A função objetivo (4.1) re�ete os critérios a serem otimizados de acordo com os ope-

radores da empresa. É composta pelos custos associados ao consumo de combustíveis dos

navios, a quantidade de atracações realizadas e também penaliza duas visitas consecu-

tivas a plataformas diferentes. A primeira parcela corresponde ao custo em relação ao

tempo que o navio se movimenta, isto é, o custo variável. Este custo variável é dado pela

diferença entre o custo do navio em movimento e o custo do navio parado de�nidos pelo

contrato de afretamento dos navios. O custo do navio parado é �xo, ou seja, o navio tem

um contrato e este indica o custo do navio por ano, independente da sua utilização. Por

exemplo, se um navio possui custo de $ 42 unidades em movimento e custo de $ 32 parado

signi�ca que o valor a ser pago é de $ 10 unidades dadas em proporção do tempo, pois

os $ 32 relacionados ao custo parado já foram contabilizados como custo �xo, isto é, já

foram pagos. As segunda e terceira parcelas indicam o custo relacionado às atracações

nos pontos operacionais. Há duas parcelas indicando o mesmo custo devido à necessidade

de diferenciar quando um navio já se encontra próximo do ponto operacional, ou seja,

quando disti,j = 0 e quando esta distância é maior que zero. Se um mesmo navio atraca

em um ponto operacional e realiza duas coletas (ou entregas) num mesmo ponto, então

este custo é contabilizado apenas uma vez. Isto pode ocorrer se as demandas de uma

mesma plataforma ou terminal possuírem janelas de tempo que estejam sobrepostas. A

última parcela, refere-se à uma penalização de β unidades caso o navio opte por visitar

duas plataformas diferentes consecutivamente. Por vezes, uma mesma plataforma ou ter-

minal pode ter diferentes demandas dentro do horizonte de tempo, e algumas com janelas

de tempo sobrepostas. No caso em que uma mesma plataforma possui duas demandas

com janelas de tempo que se sobrepõem, a penalização nestas duas visitas consecutivas à

mesma plataforma não é contabilizada. Cabe salientar que existe um custo �xo relacio-

nado aos navios (de�nido por contrato), mas como este não é otimizado, ele não faz parte

da função objetivo.

As restrições (4.2) asseguram que existe exatamente um arco que sai de i e as restrições

(4.3) garantem que existe exatamente um arco que entra em j; as duas juntas garantem
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que todos os nós sejam visitados. Em (4.4) e (4.5) é assegurado que todos os navios

saiam de seus depósitos iniciais e retornem aos seus depósitos �nais, respectivamente.

Todo navio parte de seu nó inicial e não pode mais retornar a ele, conforme imposto pela

restrição (4.6). De forma análoga, um navio não pode partir de seu depósito �nal, o que é

garantido pela restrição (4.7). A restrição (4.8) garante a conservação de �uxo dos navios,

ou seja, que se algum navio chegou em um nó i, este mesmo navio tem que sair do nó i.

As janelas de tempo são asseguradas pelas restrições (4.9) e (4.10). Além disso,

a restrição (4.10) permite que alguns navios possam iniciar sua rota após o início do

horizonte de planejamento. Em (4.11) é imposto que o instante de início de serviço no

nó j tem que ser maior ou igual ao instante de início de serviço no nó i, mais o tempo de

serviço no nó i e o tempo de viagem entre os dois nós, se o navio k viaja de i para j. O

navio k deve coletar primeiro antes de entregar a devida demanda, o que é garantido em

(4.12). As restrições (4.13) garantem o atendimento da demanda pelo navio e em (4.14),

que o navio não atraca em pontos operacionais em que existe alguma restrição física. Em

(4.15) assegura-se que se o navio k visita o nó h, então ele precisa entregar a carga no nó

n+ h. A capacidade máxima do navio é imposta em (4.16). Em (4.17) assegura-se que o

navio começa e termina vazio.

Em (4.18) garante-se que se o navio não for autorizado a atracar em um determinado

ponto operacional, porém seu calado for �exibilizado, então permite-se atracá-lo neste

ponto caso o navio possua até uma determinada porcentagem de carga a bordo. Em (4.19)-

(4.21) garante-se que o posicionamento dinâmico seja respeitado. Na restrição (4.22)

contabiliza-se duas visitas consecutivas a plataformas diferentes. Por �m, as restrições

(4.23)-(4.26) garantem o domínio das variáveis de decisão.

Esta formulação é não-linear pelas restrições (4.11) e (4.13). A primeira é linearizada

pela seguinte restrição:

Bjk ≥ Bik+di+tij+(xijk − 1)M, ∀i ∈ (ST ∪ P ∪D) , j ∈ (EN ∪ P ∪D) , k ∈ K, (4.27)

E a restrição (4.13) é linearizada pela restrição:

Qjk ≥ Qik + qj + (xijk − 1)M, ∀i ∈ (ST ∪ P ∪D) , j ∈ (EN ∪ P ∪D) , k ∈ K. (4.28)

As regras de atracação utilizadas pela empresa para o posicionamento dinâmico são

as seguintes:

• Se a plataforma é uma plataforma com posicionamento dinâmico:
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� Se é um navio que possui DP , então este navio pode possuir a bordo uma carga

com até 50% de sua capacidade para atracar;

� Se o navio for convencional, então pode possuir a bordo uma carga com até

30% de sua capacidade para atracar.

• Se a plataforma for convencional:

� Se o navio possui DP , então o navio pode possuir uma carga a bordo de até

50% de sua capacidade para atracar;

� Se o navio for convencional, então consideramos que este não pode atracar

nesta plataforma.

O modelo proposto contempla de forma integrada todas as características descritas

no início desta seção, que são especí�cas do estudo de caso aqui abordado. O modelo

resultante corresponde a um problema de programação inteira mista, podendo ser resol-

vido pelos softwares de otimização disponíveis no mercado como, por exemplo, o IBM

CPLEX e o GUROBI. Embora tais softwares tenham evoluído bastante nos últimos anos,

o modelo proposto é bastante desa�ador, conforme discutido na sequência.

4.4 Pré-processamento

Antes de resolver o modelo matemático proposto, podemos eliminar diversos arcos que

sabemos a priori que não poderão existir em uma solução factível como, por exemplo,

um navio não pode sair de i com destino ao próprio nó i. Esta pré-�xação de variáveis

especí�ca é feita impondo-se xijk, em que xiik = 0. Entretanto, existem outras �xações

com estas variáveis e também com outras variáveis do modelo. Por simplicidade considera-

se �xação de variáveis e não a eliminação destes arcos no grafo. Algumas das �xações

são ilustradas a seguir para facilitar seu entendimento. Para tanto, considere um grafo

formado por apenas dois navios, então os nós 1 e 2 representam os depósitos arti�ciais

iniciais dos navios 1 e 2, respectivamente, os nós 3 e 4 representam as coletas, os nós 5

e 6 as entregas e, por �m, os nós 7 e 8, os depósitos arti�ciais �nais dos navios 1 e 2,

respectivamente. A Figura 15 ilustra como este grafo é formado.

As regras de �xação de variáveis são dadas por:

1. Essa seguinte �xação evita que algum nó não tenha sido corretamente alocado ao
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Figura 15: Representação do grafo para as �xações de variáveis.

conjunto ST . A Figura 16 mostra que esta �xação evita que o navio 1 saia do

depósito inicial 2.

xijk = 0, ∀i ∈ ST, j ∈ N, k ∈ K e i 6= sk;

Figura 16: Exemplo da �xação de variável.

2. Essa próxima �xação evita que algum nó não tenha sido corretamente alocado ao

conjunto EN :

xijk = 0, ∀j ∈ EN, i ∈ N, k ∈ K e j 6= enk;

3. O navio não pode passar antes pela entrega e depois pela respectiva coleta. A Figura

17 ilustra que o navio não pode percorrer o arco (5,3) já que 5 é a respectiva entrega

de 3.

xn+h,h,k = 0, ∀h ∈ P, k ∈ K;

4. Não existe arco entre o nó de saída de um navio para uma entrega, considerando

que o navio comece vazio:

xijk = 0, ∀i ∈ N, j ∈ D, k ∈ K e i = sk;
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Figura 17: Exemplo da �xação de variável.

5. Não existe arco entre uma coleta e um nó de chegada de um navio. Isto é represen-

tado pela Figura 18 que ilustra que não podemos ter o arco (3,7) já que 3 é uma

coleta e 7 o depósito �nal do navio 1.

xijk = 0, ∀i ∈ P, j ∈ N, k ∈ K e j = enk;

Figura 18: Exemplo da �xação de variável.

6. Não existe arco de um nó para ele mesmo:

xijk = 0, ∀i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K se i = j;

7. Se um navio vindo de i não consegue chegar em j a tempo, então nunca ocorre esta

visita:

xijk = 0, ∀i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K se ei + di + tij > lj e distij 6= 0;

8. Essa �xação garante que para a mesma plataforma não existe arco que liga a segunda

coleta à primeira coleta, se não existir sobreposição entre as duas janelas de tempo,

ou seja, se não houver sobreposição das janelas de tempo de i e j, não há como o

navio realizar as duas coletas consecutivamente:
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xijk = 0, ∀i ∈ P, j ∈ P, k ∈ K, distij = 0 e ei > lj;

9. Essa �xação garante que para o mesmo terminal não existe arco que liga a segunda

entrega à primeira coleta se não existir sobreposição entre as duas janelas de tempo:

xijk = 0, ∀i ∈ D, j ∈ D, k ∈ K, distij = 0 e ei > lj;

10. Os nós i e j representam o mesmo terminal, porém são representados por dois nós

diferentes. Sendo assim, se o início da janela de tempo do nó i for maior que o início

da janela de tempo do nó j, não existe arco de i para j:

xijk = 0, ∀i ∈ D, j ∈ D, k ∈ K, distij = 0 e ei > ej;

11. Essas duas �xações garantem que não existe o arco de volta entre a entrega e a

respectiva coleta:

xijk = 0, ∀i ∈ D, j ∈ P, k ∈ K, disti,j+n = 0 e ei > lj+n;

xijk = 0, ∀i ∈ P, j ∈ D, k ∈ K, disti,j−n = 0 e ej > li+n;

12. Estas duas �xações garantem que o navio começa e termina sua rota vazio:

Qik = 0, ∀i ∈ ST, k ∈ K;

Qik = 0, ∀i ∈ EN, k ∈ K;

13. Se a capacidade do navio for menor que a quantidade demandada, então este não

pode coletar, pois não possui a capacidade necessária:

Qik = 0, ∀i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K se Capk < |qi|;

14. Estas duas �xações determinam que x deve ser igual a 0 se a capacidade do navio

é menor que a demanda do nó:

xijk = 0, ∀j ∈ P ∪D, i ∈ N, k ∈ K e |qj| > Capk;

xijk = 0, ∀i ∈ P ∪D, j ∈ N, k ∈ K e |qi| > Capk;

15. O navio sai exatamente no início da janela de tempo do seu depósito inicial especí�co:

Bik = ei, ∀i ∈ ST, k ∈ K e i = sk;

16. Estas duas �xações garantem que para plataformas e terminais, se a demanda das

duas plataformas, por exemplo, exceder a capacidade do navio, este não pode coletar

na plataforma i e em seguida na plataforma j:

xijk = 0, ∀i ∈ D, j ∈ D, k ∈ K e (−1) (qi + qj) > Capk;

xijk = 0, ∀i ∈ P, j ∈ P e qi + qj > Capk;
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17. Estas duas �xações garantem que o navio não sai de seu depósito inicial (�nal) e

vai para o depósito inicial (�nal) de outro navio:

xijk = 0, ∀i ∈ ST, j ∈ ST, k ∈ K;

xijk = 0, ∀i ∈ EN, j ∈ EN, k ∈ K;

18. O navio não sai de seu depósito inicial e vai para o depósito �nal de outro navio:

xijk = 0, ∀i ∈ ST, j ∈ EN, k ∈ K e j 6= (i+ 2n+ |K|);

19. O depósito de chegada não pode receber os navios que não vão estacionar nele:

xijk = 0, ∀i ∈ P, j ∈ EN, k ∈ K e k 6= (i− 2n− |K|) e i 6= (j − 2n− |K|);

20. Nenhum navio entra no nó sk e isto é ilustrado pela Figura 19 em que não pode-se

ter o arco (3,1) já que 3 é uma coleta e 1 é um depósito arti�cial inicial.

xijk = 0, ∀j ∈ ST, i ∈ N, k ∈ K;

Figura 19: Exemplo da �xação de variável.

21. Nenhum navio sai do nó enk:

xijk = 0, ∀i ∈ EN, j ∈ N, k ∈ K;

22. Fixação quanto ao posicionamento dinâmico:

xijk = 0, ∀j ∈ CDP , i ∈ N, k /∈ KDP ;

23. Restrição de calado �exível escrita como �xação de variáveis:

xijk = 0, ∀i ∈ N, j ∈ N, k ∈ K se Aik = 1 e CFik = 0;

24. Se a janela de tempo do nó i fecha antes da abertura da janela de tempo do nó j,

então não existe arco de j para i:

xjik = 0, se i ∈ P ∪D, j ∈ P ∪D, k ∈ K e ej ≥ li.
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Em Cordeau (2006) e Dumas et al. (1991), os autores mostram uma série de cortes

que podem ser colocados diretamente no modelo para que melhorem seu limitante inferior.

Os cortes são feitos para um modelo de coleta e entrega com janelas de tempo e frota

heterogênea. Entretanto, os autores utilizam um artifício para não considerar o índice k

dos navios e assim, gerar menos restrições. Este artifício consiste em de�nir a variável

xij =
∑
k∈K

xijk, e também é útil para o presente trabalho. A partir de agora, considere que

o nó s0 corresponde ao depósito inicial comum a todos os navios, e o nó en0 corresponde

ao depósito �nal comum a todos os navios. Os cortes abaixo foram exempli�cados no

capítulo anterior na parte relacionada ao método branch-and-cut (Seção 3.2.1), e são aqui

aplicados para melhorar a relaxação linear do modelo. Para cada conjunto de nós S

especi�cado abaixo tem-se um corte que é incluído diretamente no modelo matemático:

1. Eliminação sub-rota:

• Para cada par de nós i,j ∈ P os seguintes conjuntos S podem ser incorporados

na restrição (3.17):

� S = {i,j} ⇒
∑
k∈K

(xijk + xjik + xn+i,j,k + xn+j,i,k) ≤ 1;

� S = {i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xi,n+j,k + xn+j,i,k + xn+i,n+j,k) ≤ 1;

� S = {i,n+ i,j} ⇒
∑
k∈K

(xijk + xjik + xi,n+i,k + xj,n+i,k + xn+i,j,k + xn+j,i,k+

xn+j,n+i,k) ≤ 2.

• Para cada par de nós i,j ∈ P os seguintes conjuntos S podem ser incorporados

na restrição (3.18):

� S = {n+ i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xn+i,n+j,k + xn+j,n+i,k + xn+i,j,k + xn+j,i,k) ≤ 1;

� S = {i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xi,n+j,k + xn+j,i,k + xi,j,k) ≤ 1;

� S = {i,n+ i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xi,n+j,k + xn+j,i,k + xi,n+i,k + xn+j,n+i,k + xn+i,n+j,k+

xijk + xn+i,j,k) ≤ 2.

• Similarmente, as inequações (3.19) e (3.20) resultam em:

� S = {n+ i,j,i} ⇒
∑
k∈K

(xn+i,j,k + 2xj,n+i,k + xj,i,k + xi,n+i,k + xn+j,n+i,k) ≤

2;

� S = {i,n+ i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xi,n+i,k + xn+i,n+j,k + xn+j,i,k + 2xi,n+j,k + xi,j,k) ≤

2.
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• Para a inequação clássica de eliminação de sub-rota (3.16) temos o seguinte

conjunto S e a seguinte inequação:

� S = {i,j,n+ i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xi,j,k + xi,n+i,k + xi,n+j,k + xj,i,k + xj,n+i,k+

xj,n+j,k + xn+i,i,k + xn+i,j,k + xn+i,n+j,k + xn+j,i,k + xn+j,j,k + xn+j,n+i,k) ≤ 3.

2. Restrição de Precedência (2.18): para cada par de nós i,j ∈ P os seguintes casos

particulares valem:

• S = {s0,i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xs0,i,k + xi,n+j,k + xn+j,i,k) ≤ 1;

• S = {i,n+ j,en0} ⇒
∑
k∈K

(xi,n+j,k + xn+j,i,k + xn+j,en0,k) ≤ 1;

• S = {s0,i,n+ i,n+ j} ⇒
∑
k∈K

(xs0,i,k + xi,n+i,k + xi,n+j,k + xn+j,i,k + xn+i,n+j,k+

xn+j,n+i,k) ≤ 2;

• S = {i,j,n+ j,en0} ⇒
∑
k∈K

(xi,j,k + xj,i,k + xi,n+j,k + xn+j,i,k + xj,n+j,k+

xn+j,en0,k) ≤ 2.

3. Restrições de ordem generalizadas (3.21): para cada par de coleta i,j ∈ P a seguinte

inequação é válida:

∑
k∈K

(xi,n+j,k + xn+j,i,k + xn+i,j,k + xj,n+i,k) ≤ 1;

4. Restrição de Caminhos Infactíveis (3.26): para cada par de coletas i,j ∈ P e ∀k ∈ K
tal que tij + dj + tj,n+j + dn+j + tn+j,n+i > lenk

, sendo lenk
o �m da janela de tempo

do depósito �nal do navio k, então:

∑
k∈K

(xijk + xj,n+j,k + xn+j,n+i,k) ≤ 1.

Além destes cortes propostos na literatura, propomos outros dois cortes com o intuito

de melhorar o limitante inferior do modelo matemático:

1. Garante que a capacidade do navio seja respeitada:

∑
i∈P∪D

∑
j∈P∪D

qixijk ≤ Capk, ∀k ∈ K;
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2. Garante que o instante de início de serviço no nó de coleta i deve ser menor ou igual

ao instante de início de serviço no nó de entrega n+ i:

Bik + di + ti,i+n ≤ Bi+n,k, ∀i ∈ P, k ∈ K.

4.5 Exemplares de Teste

Nesta seção são apresentados os casos de teste utilizados para validação do modelo

matemático proposto acima. Depois, são apresentados os casos de teste reais que foram

disponibilizados pela empresa do estudo de caso para a realização de testes computacionais

e por �m, os resultados computacionais do modelo matemático com os exemplares reais.

4.5.1 Toy Models

Realizamos inicialmente 12 casos teste contemplando diferentes possibilidades como,

por exemplo, restrições quanto à atracação de navios e restrições quanto ao posiciona-

mento dinâmico, com o objetivo de testar a consistência da modelagem. O termo toy

models refere-se a exemplares de testes pequenos para que o modelo e sua solução pos-

sam ser analisados em detalhes. O modelo foi implementado na linguagem de modelagem

OPL e resolvido com o software de otimização IBM CPLEX versão 12.5.1 (ILOG, 2013).

O computador utilizado foi um PC Core i7 3.40 GHz, 16 GB de memória RAM e sistema

operacional Windows 7 Professional. Em todos os exemplares de teste, o CPLEX é capaz

de encontrar a solução ótima em segundos. Os casos teste são descritos a seguir, de acordo

com o número de navios, plataformas e terminais, bem como as con�gurações de atracação

e posicionamento dinâmico. A distância entre os pontos operacionais variam entre [0,10]

unidades, a demanda dos nós variam entre 10 e 60 e a duração de todos os serviços é de 5

unidades de tempo. As janelas de tempo possuem variação de [0,200] e a capacidade dos

navios varia de 100 a 130 unidades. Estes casos teste foram de�nidos de maneira empírica,

ou seja, apoiados em todos os testes feitos no decorrer do desenvolvimento desta tese.

1. Dois navios, duas plataformas e dois terminais, sem restrições quanto à atracação,

posicionamento dinâmico ou calado �exível;

2. Dois navios, duas plataformas e dois terminais. Além disso, o navio 2 não pode

atracar na plataforma 4;
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3. Dois navios, três plataformas e três terminais (o tamanho do problema aumentou

em relação ao exemplar anterior). O navio 2 não pode atracar na plataforma 4;

4. Dois navios, três plataformas e três terminais. O navio 1 não pode atracar nas

plataformas 3 e 5;

5. Dois navios, três plataformas e três terminais. Nenhum dos dois navios pode atracar

no terminal 7, entretanto o calado do navio 1 é �exibilizado podendo assim, entrar

no terminal 7 mediante a uma certa porcentagem de carga a bordo;

6. Dois navios, três plataformas e três terminais. Mesmo caso dado no item anterior

com o calado �exível e além disso, o navio 1 possui posicionamento dinâmico;

7. Dois navios, três plataformas e três terminais em que o navio 1 também possui

calado �exível, além deste possuir posicionamento dinâmico. Na plataforma 3 pode

atracar somente navios que possuam DP ;

8. Dois navios, três plataformas e três terminais. Aborda a questão do calado �exível

para o navio 1 e este possui posicionamento dinâmico. As plataformas 3 e 5 aceitam

somente navios com DP ;

9. Três navios, quatro plataformas e quatro terminais. Os navios 1 e 2 não podem

atracar na plataforma 7. Os navios 2 e 3 possuem posicionamento dinâmico e a

plataforma 5 aceita somente navios com DP ;

10. Três navios, quatro plataformas e quatro terminais. Este é o mesmo exemplar

anterior, porém com custo de stand-by do navio 2 dez vezes maior que dos outros

navios;

11. Três navios, quatro plataformas e quatro terminais. O navio 3 não pode atracar na

plataforma 6. A plataforma 4 aceita somente navio com posicionamento dinâmico

e o navio 3 possui DP ;

12. Três navios, quatro plataformas e quatro terminais. Este exemplar é o mesmo

que o anterior, exceto que nenhum navio possui posicionamento dinâmico, então o

problema se torna infactível, já que nenhum navio pode atracar na plataforma 3.

As Tabelas 1 e 2 representam em síntese o que acontece em todos os casos teste.

Para a Tabela 1, cada linha representa um caso teste diferente, enquanto que cada coluna

representa o número de navios, número de plataformas/terminais, quais navios possuem
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posicionamento dinâmico, impossibilidade de atracar e calado �exível. Para a Tabela 2

cada coluna representa a menor janela inferior, maior janela inferior, média das janelas

inferiores, menor janela superior, maior janela superior e média das janelas superiores.

Tabela 1: Principais características dos toy models.

Exem. # Navios # Plataformas\ Posicionamento Impossibilidade Calado
Terminais Dinâmico de Atracar Flexível

1 2 2 - - -
2 2 2 - navio 2→ plat. 4 -
3 2 3 - navio 2→ plat. 4 -
4 2 3 - navio 2→ plat. 3,5 -
5 2 3 - navios 1,2→ term. 7 navio 1
6 2 3 navio 1 navios 1,2→ term. 7 navio 1
7 2 3 navio 1 - navio 1
8 2 3 navio 1 - navio 1
9 3 4 navios 2,3 navios 1,2→ plat. 7 -
10 3 4 navios 2,3 navios 1,2→ plat. 7 -
11 3 4 navio 3 navio 3→ plat. 6 -
12 3 4 - navio 3→ plat. 6 -

Tabela 2: Principais características dos toy models.

Exem. Menor Jan. Maior Jan. Média Jan. Menor Jan. Maior Jan. Média Jan.
Inferior Inferior Inferior Superior Superior Superior

1 10 60 32,5 40 100 75,0
2 10 60 32,5 40 100 75,0
3 10 60 33,3 40 100 78,3
4 10 60 33,3 40 100 78,3
5 10 60 33,3 40 100 78,3
6 10 60 33,3 40 100 78,3
7 10 60 33,3 40 100 78,3
8 10 60 33,3 40 100 78,3
9 20 80 47,5 40 120 83,7
10 20 80 47,5 40 120 83,7
11 20 80 47,5 40 120 83,7
12 20 80 47,5 40 120 83,7

Nas �guras a seguir tem-se a representação grá�ca das soluções dos toy models para

o problema de coleta e entrega e janelas de tempo na indústria petrolífera. Para os

exemplos 1 e 2 os nós 1 e 2 são depósitos iniciais dos navios 1 e 2, respectivamente. Os

nós 7 e 8 são os depósitos �nais dos navios 1 e 2, respectivamente. Os nós 3 e 4 são as

plataformas, que possuem uma oferta de produto e os nós 5 e 6 são os terminais, com

demanda pareada com as plataformas. Para os exemplos de 3 a 8 os nós 1 e 2 são os

depósitos de início dos navios 1 e 2 respectivamente. Os nós 9 e 10 são os depósitos de

chegada dos navios 1 e 2, respectivamente. Os nós 3, 4 e 5 representam as plataformas

e 6, 7 e 8 representam os terminais. Para os toys 9 a 12 os nós arti�ciais de saída dos
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navios são 1, 2 e 3, respectivamente para cada navio. Os nós de chegada dos nós são 12,

13 e 14. As plataformas são indicadas pelos nós 4, 5, 6 e 7 e os terminais são indicados

pelos nós 8, 9, 10 e 11. Cada navio inicia-se no seu depósito inicial de acordo com seu

número, isto é, o navio 1 inicia no depósito inicial 1, o navio 2 no depósito inicial 2, e

assim sucessivamente.

A Figura 20 mostra o caso default (caso 1), ou seja, em que não há restrições de

atracação e nem restrições quanto ao posicionamento dinâmico. O caso 2 é o mesmo

que o primeiro exceto que o navio 2 não pode atracar na plataforma 4 e pela Figura 21

vemos que é exatamente isto que ocorre. No toy 3 aumentamos um pouco o tamanho

do problema e restringimos que o navio 2 novamente não pode coletar na plataforma 4.

Isto é demonstrado pela Figura 22 em que o navio 2 não coleta em nenhuma plataforma.

A Figura 23 ilustra o que acontece no quarto caso: o navio 1 não pode atracar nas

plataformas 3 e 5, ou seja, estas plataformas são visitadas pelo navio 2. O quinto caso

é utilizado para analisar a questão do calado �exível: nenhum dos dois navios podem

atracar no terminal 7, porém se o calado do navio 1 é �exibilizado, então este passa a

atracar no terminal 7, como é mostrado pela Figura 24.

O próximo caso é o mesmo que o anterior adicionando-se a seguinte premissa: que o

navio 1 possui posicionamento dinâmico e, assim, pode atracar em qualquer plataforma.

Isto é ilustrado na Figura 25. O caso 7 possui calado �exível para o navio 1, a plataforma

3 somente aceita navios com posicionamento dinâmico e o navio 1 possui DP . Sendo

assim, a única solução factível é o navio 1 passar pelo terminal 7 e também na plataforma

3 (Figura 26). O caso 8 também aborda a questão do calado �exível no navio 1, além

disso, o navio 2 possui posicionamento dinâmico e as plataformas 3 e 5 aceitam somente

navios com DP . Sendo assim, a Figura 27 demonstra que o terminal 7 é visitado pelo

navio 1 e as plataformas 3 e 5 pelo navio 2, conforme as premissas.

No próximo caso teste aumenta-se o tamanho do problema novamente. As premissas

são respeitadas e isto é demonstrado na Figura 28 já que a plataforma 7 é visitada pelo

navio 3 e plataforma 5 é visitada pelo navio 2, que possui posicionamento dinâmico. O

caso 10 é o mesmo exemplar que o anterior, porém com o custo do navio 2 mais elevado.

Isto faz com que o navio 2 não realize nenhuma coleta (Figura 29). Os últimos casos

(11 e 12) abordam uma questão importante: a plataforma 4 aceita somente navios com

posicionamento dinâmico, então no caso 11 assumimos que o navio 3 possui DP , este

realiza a coleta na plataforma 4 e encontramos a solução ótima que é representada pela

Figura 30. Entretanto, para o caso 12 admitimos que nenhum navio possui posicionamento
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dinâmico. Isto fez com que o problema se tornasse infactível, já que a plataforma 4 aceita

somente navios com DP .

Figura 20: Representação grá�ca para o toy model 1.

Figura 21: Representação grá�ca para o toy model 2.

Figura 22: Representação grá�ca para o toy model 3.

4.5.2 De�nição dos exemplares reais de teste

Os casos utilizados para a realização dos testes computacionais foram disponibilizados

pela empresa do estudo de caso e divididos em dois casos testes: caso 1 e caso 2. O primeiro
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Figura 23: Representação grá�ca para o toy model 4.

Figura 24: Representação grá�ca para o toy model 5.

Figura 25: Representação grá�ca para o toy model 6.
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Figura 26: Representação grá�ca para o toy model 7.

Figura 27: Representação grá�ca para o toy model 8.
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Figura 28: Representação grá�ca para o toy model 9.

Figura 29: Representação grá�ca para o toy model 10.
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Figura 30: Representação grá�ca para o toy model 11.

caso teste é referente à produção de petróleo no mês de Julho de 2013 e o segundo caso

teste é referente à produção no mês de Janeiro de 2013.

As de�nições das janelas de tempo dos exemplares reais são baseadas em uma infor-

mação importante: as datas em que as plataformas vão alcançar seu nível máximo de

estoque (na linguagem usualmente utilizada pelos operadores, �a data em que as plata-

formas vão chegar ao top�). Esta informação é processada e dada por um planejamento

na empresa em nível hierárquico acima do roteamento e programação dos navios aqui

estudado. Desta maneira, as janelas de tempo são geradas a partir das datas dos tops

das plataformas. A janela de tempo inferior das plataformas ocorre no instante de tempo

em que a plataforma já possui em estoque a quantidade demandada; a janela de tempo

superior das plataformas é datada de 48 horas antes do instante de tempo em que a pla-

taforma vai atingir seu nível máximo, ou seja, 48 horas antes de chegar ao top. O início

da janela de tempo do terminal respectivo se dá no instante de tempo t, no qual t é

determinado somando-se o início da janela de tempo da plataforma, o tempo de viagem

entre a plataforma e o terminal e a duração de serviço da plataforma. O �m desta janela

de tempo ocorre de maneira análoga, sendo determinado somando-se o �m da janela de

tempo da plataforma, o tempo de viagem da plataforma para o terminal e a duração de

serviço na plataforma. O horizonte de planejamento inicia-se 48 horas antes da primeira

abertura da janela de tempo das plataformas e termina 49 horas após o �m do último

fechamento da janela de tempo dos terminais.
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Estes dois casos teste possuem custos relacionados ao navio se encontrar parado ou

em movimentação bem como custos de atracação. Além disso, estes casos não possuem

os pontos operacionais referentes às regiões Norte e Nordeste da costa brasileira (estas

regiões são bastante especí�cas e, portanto, são tratadas separadamente pela empresa).

Outra particularidade é que a matriz de distância entre os pontos operacionais, disponi-

bilizada pela empresa do estudo de caso, teve de ser ajustada com o apoio do pessoal da

empresa para que a desigualdade triangular fosse respeitada. Estes casos também con-

têm informações referentes ao posicionamento dinâmico, calado �exível e impossibilidade

de atracação. Conforme mencionamos antes, são consideradas velocidades médias iguais

para todos os navios. Além disso, de�ne-se α1 equivale a 0,3, α2 = 0,5 e β = 1000. Cabe

salientar que o parâmetro M foi apertado em alguns experimentos preliminares, mas tais

experimentos não mostraram melhorias substanciais, então por simplicidade adotamos o

mesmo M para todos os exemplares.

O caso 1 conta com 25 navios disponíveis e um total de 142 pares de coleta e entrega

durante o mês de Julho. O caso 2 conta com 31 navios disponíveis e um total de 83 pares

de coleta e entrega referentes ao mês de Janeiro de 2013. Estes casos são subdivididos

em outros exemplares menores para a realização dos experimentos conforme descrito na

próxima seção. As próximas tabelas (Tabela 3, 4 e 5) descrevem em detalhes todas as

características de cada caso e de cada exemplar de teste. Para ter ideia do tamanho das

janelas de tempo, considere o exemplar C2N25 a maior abertura de janela de tempo é de

144 (diferença entre a janela superior e inferior) e a menor é 0, ou seja, o navio é obrigado

a chegar e sair do ponto operacional exatamente no instante de abertura da janela de

tempo.

Tabela 3: Descrição de cada caso.

Exemplar #Veículos Menor Maior Média
Capacidade Capacidade Capacidade

Caso 1 25 50714 173738 129629
Caso 2 31 50714 176118 131780

4.6 Experimentos Computacionais

O número de coletas e entregas é subdivido em outros exemplares de testes para �ns de

experimentos com o modelo. Os exemplares que seguem possuem o nome CxNy, em que

x indica o caso que o exemplar originou e y indica o número de pares de coleta e entrega.
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Tabela 4: Descrição dos dados para o Caso 1.

Exem. Menor Maior Média Menor Maior Média Menor Maior Média

Demanda Demanda Demanda Janela Janela Janela Janela Janela Janela

Inferior Inferior Inferior Superior Superior Superior

C1N10 10000 90000 39240,0 48,00 123,23 83,51 48 193,84 117,11
C1N15 10000 100000 52960,0 48,00 168,53 87,47 48 241,07 137,07
C1N20 7000 100000 56179,9 48,00 239,61 96,33 48 273,00 153,98
C1N25 7000 100000 50976,0 48,00 239,61 101,49 48 305,00 173,53
C1N30 7000 143090 57186,0 9,99 298,00 110,34 48 315,23 188,37
C1N35 5000 143090 54016,5 9,99 298,00 113,16 48 340,07 202,68
C1N40 5000 143090 51927,0 9,99 298,00 119,56 48 363,23 215,88
C1N45 4900 143090 52155,1 9,99 377,61 131,27 48 385,84 228,64
C1N50 4900 143090 52521,6 9,99 377,61 138,92 48 436,07 241,44
C1N55 4900 143090 52252,3 9,99 377,61 138,89 48 441,00 253,47
C1N60 4900 143090 51778,0 9,99 377,61 144,85 48 475,46 266,29
C1N65 4000 143090 51513,5 9,99 432,53 153,00 48 484,07 279,49
C1N70 4000 143090 50744,0 9,99 432,53 161,61 48 522,76 293,13
C1N75 3200 143090 49110,4 9,99 432,53 162,68 48 561,00 306,23
C1N80 3200 143090 50329,7 9,99 459,23 172,40 48 561,00 318,08

Tabela 5: Descrição dos dados para o Caso 2.

Exem. Menor Maior Média Menor Maior Média Menor Maior Média

Demanda Demanda Demanda Janela Janela Janela Janela Janela Janela

Inferior Inferior Inferior Superior Superior Superior

C2N10 9500 80000 39980,0 47 138,76 83,65 48 190,38 122,15
C2N15 9500 90000 44266,7 47 150,53 85,57 48 246,53 141,64
C2N20 9500 90000 46200,0 47 258,76 99,60 48 282,76 159,66
C2N25 3500 90000 48100,0 47 264,53 114,54 48 312,07 176,98
C2N30 3500 90000 46230,0 47 264,53 113,19 48 346,69 193,23
C2N35 3500 90000 45625,7 47 288,76 121,98 48 346,69 208,41
C2N40 3500 90000 45672,5 47 313,84 136,13 48 402,76 224,95
C2N45 3500 90000 45408,9 47 336,53 147,29 48 432,53 242,25
C2N50 3500 90000 45668,0 47 449,76 161,22 48 459,23 259,66
C2N55 3500 90000 45152,7 47 449,76 168,09 48 486,30 276,34
C2N60 3500 90000 44148,3 47 454,38 185,35 48 526,38 292,99
C2N65 3500 90000 43136,9 47 478,38 191,43 48 609,00 311,46
C2N70 3500 90000 42560,0 47 478,38 196,18 48 818,53 337,13
C2N75 3500 90000 43144,0 47 694,69 212,87 48 1102,38 374,81
C2N80 3500 90000 41412,5 47 766,69 233,19 48 1202,54 421,32
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Sendo assim, C1N10 indica 10 pares de coleta e entrega do Caso 1. Este exemplar é gerado

a partir das 10 primeiras plataformas que dão top dentro do horizonte de planejamento,

correspondendo a 10 pares de coleta nas plataformas e entrega nos terminais. Os testes

com os Casos 1 e 2 foram realizados com o mesmo computador já especi�cado. O tempo

limite para todos os casos teste foi de 5 horas de processamento, ou seja, 18000 segundos.

Para ambos os casos, consideramos partes do horizonte de planejamento.

As Tabelas 6 e 7 mostram os resultados fornecidos pelo software de otimização

CPLEX. A primeira coluna indica o nome do exemplar, isto é, seguindo a nomencla-

tura de�nida acima. A segunda coluna mostra o número de navios utilizados pela solução

ótima ou sub-ótima, dependendo do gap de otimalidade. O valor da função objetivo é

mostrado na terceira coluna denominada UB e a diferença relativa entre a melhor solução

obtida e o limitante inferior (Gap) é dado em porcentagem (Gap = UB−LB
UB ) e é apresen-

tado na quarta coluna. Por �m, é mostrado o tempo computacional, dado em segundos

para os exemplares de teste. As tabelas também mostram a diferença quando resolvemos

o modelo matemático com e sem o pré-processamento discutido na Seção 4.4. O sím-

bolo − indica que o tempo máximo permitido foi atingido e os espaçamentos em branco

representam que o solver não encontrou solução factível no tempo máximo estipulado.

Tabela 6: Resultados computacionais para o Caso 1.

Exemplares
Sem Pré-Processamento Com Pré-Processamento

# navios UB Gap (%) Tempo (s) # navios UB Gap (%) Tempo (s)
util. util.

C1N10 7 1677,84 0% 7,13 7 1677,84 0% 6,49
C1N15 10 2311,98 0% 38,67 10 2311,98 0% 20,62
C1N20 13 2748,36 24,14% − 13 2748,36 0% 2191,53
C1N25 14 3694,58 61,04% −
C1N30
C1N35
C1N40
C1N45
C1N50

Os resultados computacionais para o primeiro caso real (Tabela 6) mostram que o pré-

processamento realizado é importante para a solução do modelo. Para os dois primeiros

exemplares o modelo sem o pré-processamento encontra solução ótima, porém com tempo

em geral mais elevado, se comparado ao modelo com pré-processamento. Para o C1N20

o modelo sem o pré-processamento encontra a solução ótima, porém termina com gap

de 24,14%, enquanto que o modelo com pré-processamento encontra e prova a solução

ótima em 2191,53 segundos. Cabe ressaltar que para o exemplar C1N25 o modelo sem
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Tabela 7: Resultados computacionais para o Caso 2.

Exemplares
Sem Pré-Processamento Com Pré-Processamento

# navios UB Gap (%) Tempo (s) # navios UB Gap (%) Tempo (s)
util. util.

C2N10 7 1402,63 0% 23,05 7 1402,63 0% 16,34
C2N15 10 1708,51 47,34% − 10 1708,51 17,13% −
C2N20 12 2452,90 42,28% − 12 2452,90 47,71% −
C2N25 14 3300,28 59,84% −
C2N30
C2N35
C2N40
C2N45
C2N50

pré-processamento não encontrou solução factível no tempo estipulado. Os resultados

com o pré-processamento mostram que para até 20 pares de coletas e entregas, o modelo

resolve os exemplares otimamente, em que os exemplares C1N10 e C1N15 são resolvidos

em poucos segundos. Para o exemplar C1N25 o gap apresentado é alto, perto de 60%, e o

tempo computacional é elevado considerando que, para este exemplar, o solver parou por

tempo limite de 5 horas de processamento. Entretanto, o solver ainda encontra solução

inteira para este exemplar no tempo estipulado. A partir do C1N30, não é encontrado

solução inteira em 5 horas de processamento.

A Tabela 7 mostra os resultados computacionais para o caso real 2. Como já esperado,

o pré-processamento feito faz com que o solver encontre uma solução melhor que sem usar

o pré-processamento, pois de fato melhora o limitante inferior e auxilia o solver a chegar

mais rapidamente na solução ótima. Além disso, o pré-processamento faz com que o

modelo reduza consideravelmente seu tamanho, pois vários arcos são previamente �xados

em 0 e vários cortes são acrescentados ao modelo. Para o exemplar C2N15 resolvido

pelo modelo sem o pré-processamento, o gap encontrado é alto; para C2N20 o modelo

sem pré-processamento termina com gap um pouco mais baixo que o modelo com o pré-

processamento. Em ambos os exemplares o solver para por limite de tempo. Para o

modelo com pré-processamento, o exemplar C2N10 é encontrado a solução ótima em

pouco tempo computacional enquanto que para os exemplares C2N15, C2N20 e C2N25, a

solução ótima não é provada no tempo de 5 horas terminando com gap. Cabe ressaltar que

para o exemplar C2N25 o solver somente encontrou solução factível no tempo estipulado,

para o modelo com o pré-processamento. Para os demais exemplares, no tempo estipulado,

não encontra-se nenhuma solução inteira factível dentro do limite de tempo de 5 horas.

Note que os valores da função objetivo apresentam custos relativamente baixos, uma
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vez que o custo por visita consecutiva é de 1000 unidades e o valor da função objetivo

não ultrapassa a casa das 4000 unidades. Isto ocorre, pois o custo �xo associado a cada

navio não é contabilizado e, além disso, todos os custos foram reduzidos a casa das mil

unidades. Para ter uma ideia do quanto vale o custo �xo, considere o C1N25, nele o

custo �xo é de 4432,66, enquanto que a parte da função objetivo referente ao custo em

movimento é de 1244,58 e a parte referente ao custo de atracação é de 2450,00. Neste

exemplar, não se tem visitas consecutivas a plataformas diferentes.

Cabe dizer que a empresa resolve problemas comumente considerando apenas os pares

de coletas e entregas previstas nas primeiras duas semanas, em vez de considerar os 142

(83) pares de coletas e entregas correspondentes ao mês de Julho (Janeiro) de 2013.

Isto acontece pois são muitas as incertezas em relação aos demais pares, acarretando em

problemas com cerca de 50 pares de coleta e entrega, em geral.

Com esses resultados computacionais podemos concluir que o modelo matemático,

ainda que com todo o tratamento do pré-processamento, tem di�culdades de resolver

exemplares de tamanhos mais realistas em tempos computacionais razoáveis com o sol-

ver CPLEX. Algum dos fatores associados podem ser o número de variáveis binárias, a

relaxação linear fraca e simetria do problema. Para se ter uma ideia do tamanho do pro-

blema, considere o C1N25, o qual possui 286103 restrições e 270631 variáveis, enquanto

que o C1N50 possui 851874 restrições e 632506 variáveis. Isto nos motiva a propor méto-

dos especí�cos do tipo branch-and-cut para resolver o problema da indústria petrolífera,

conforme próximo capítulo.
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5 Método branch-and-cut para o

problema da indústria petrolífera

Este capítulo tem o objetivo de apresentar o método branch-and-cut desenvolvido

especi�camente para resolver o problema de coleta e entrega com janelas de tempo da

indústria petrolífera, descrito no Capítulo 4. São propostas algumas variações do método

tendo como base modelos com variáveis de 2-índices e com variáveis de 3-índices. Primei-

ramente, são descritos os detalhes dos modelos utilizados. Em seguida, são explicados os

algoritmos de separação para os cortes utilizados, seguidos de uma síntese de cada método

proposto. Depois, é descrito o pré-processamento, por �m, os resultados computacionais

são detalhados e analisados na última seção.

5.1 Modelagem Matemática

Neste capítulo são propostas diversas variações dos modelos e métodos do tipo branch-

and-cut. Para facilitar a leitura, segue abaixo um esquema dos modelos propostos.

Figura 31: Esquema dos modelos propostos neste capítulo.

Os modelos estão descritos em detalhes nas próximas seções. Abaixo tem-se uma



breve explicação das características de cada modelo:

• Omodelo 1 é um modelo de 2-índices baseado no modelo PDPTW2 (Seção 2.2.2), em

que a frota de navios é homogênea (mas por meio de um artifício permite considerar

certas heterogeneidades dos navios) e também considera as relações de precedência

e restrições relacionadas à atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico são

dadas por meio de cortes. As outras características e imposições do problema são

consideradas através de manipulação nos dados de entrada ou nas restrições;

• O modelo 2 é um modelo de 2-índices baseado no modelo PDPTW3 (Seção 2.2.2),

com frota de navios homogênea (mas que também considera certas heterogeneidades

dos navios por meio de artifícios) em que tem-se somente restrições de que todos

os nós sejam visitados. As restrições de janelas de tempo, capacidade, relações de

precedência, atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico são dadas através

de cortes;

• O modelo 3 também é um modelo de 2-índices com uma nova proposta para as

restrições de precedência. Nesta proposta, a precedência entre os pares de coleta

e entrega é garantida por um número polinomial de restrições, diferentemente dos

modelos anteriores, nos quais o número de restrições de precedência é, teoricamente,

exponencial em relação ao número total de nós no problema. Desta maneira, os úni-

cos cortes obrigatórios são os referentes à atracação, calado �exível e posicionamento

dinâmico;

• O modelo 4 é uma variação do modelo 3-índices apresentado no Capítulo 4. Este

modelo é similar ao já apresentado, exceto que agora todos os navios iniciam sua

rota num depósito comum inicial e terminam sua rota em um outro depósito comum

a todos os navios. A motivação de colocar mais dois depósitos comuns a todos os

navios neste modelo é para que os cortes propostos na literatura sejam válidos

também para esta variação de modelagem;

• Por �m, o modelo 5 também é uma variação do modelo de 3-índices já apresentado.

Neste caso, todos os navios também iniciam sua rota em um depósito comum e

terminam sua rota em um depósito comum �nal a todos os navios, como no Modelo 4.

Além disso, as restrições relacionadas à atracação, calado �exível e posicionamento

dinâmico são a princípio eliminadas do modelo e, então, adicionadas por meio de

cortes os quais se tornam agora obrigatórios para a garantia de factibilidade da

solução ótima.
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5.1.1 Modelo 1

Este primeiro modelo é baseado no modelo PDPTW2 descrito no Capítulo 2 e origi-

nalmente proposto por Ropke et al. (2007). Antes de apresentar o modelo cabe relembrar

algumas notações. A frota de navios é homogênea, ou seja, possui navios idênticos com

mesma capacidade Cap. As imposições de coleta e entrega juntamente com as relações

de precedência são feitas através da de�nição do conjunto S de todos os subconjuntos de

nós S ⊆ N tal que s0 ∈ S, en0 /∈ S, sendo que s0 é o depósito inicial comum a todos os

navios e en0 é o depósito �nal comum a todos os navios, e existe pelo menos um pedido

i tal que i /∈ S e n+ i ∈ S.

Embora o modelo admita frota homogênea, é possível impor a heterogeneidade da

frota em relação à capacidade, com um artifício nos dados de entrada do modelo. Inicial-

mente, Cap é de�nida como a capacidade do maior navio. O grafo é de�nido da seguinte

maneira: temos o depósito s0 comum a todos os navios. Os k primeiros nós para onde

os navios seguem a partir do depósito s0 representam a situação inicial de cada navio

(depósito especí�co de cada navio). No depósito especí�co do navio k, uma carga arti�-

cial é coletada referente à diferença entre Cap e a capacidade especí�ca do navio k. No

depósito �nal especí�co do navio k, esta carga arti�cial é entregue antes do navio k ir

para o depósito �nal comum a todos os navios (depósito en0). Este truque nos permite

que cada navio tenha capacidade diferente e inicie e termine sua rota em seu depósito

especí�co, ao custo de 2 |K| nós a mais de�nidos no grafo.

Para que o cálculo da função objetivo seja o mesmo que no modelo de 3-índices

(Capítulo 4), utilizamos os mesmos parâmetros do modelo apresentado para o problema

de coleta e entrega e janelas de tempo para a indústria petrolífera (Seção 4.3). Os custos

relacionados à atracação e a penalização por visita consecutiva independem do navio

utilizado. Entretanto, algumas adaptações são necessárias para que os custos relacionados

ao consumo de cada navio sejam equivalentes ao do modelo com frota heterogênea. Na

sequência, propõe-se como incorporar tal custo à função objetivo do modelo que é uma

das contribuições desta tese.

Através da nova de�nição do grafo, sabemos que cada navio entrega a demanda ar-

ti�cial no seu depósito �nal especí�co, antes de chegar ao depósito comum a todos os

navios, en0. Ou seja, a priori temos conhecimento de que, se uma rota passa pelo nó j

e este nó corresponde ao nó arti�cial �nal do navio k, então esta rota corresponde a rota

do navio k. Através de uma nova variável contínua denominada R podemos calcular o

tempo que cada navio se movimentou durante o horizonte de planejamento. Esta variável
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irá guardar a informação do quanto o navio se movimentou durante o horizonte de tempo

e com isto, conseguimos calcular seu valor na função objetivo. A Figura 32 exempli�ca

como a heterogeneidade em relação à capacidade é realizada e também como a diferença

em relação aos custos dos navios é calculada na função objetivo. Na �gura podemos ver

que o navio 1 coleta a demanda arti�cial Cap−Cap1 em seu depósito arti�cial inicial e a

entrega em seu depósito arti�cial �nal especí�co (nó 9). Com esta informação a respeito

do nó 9 (depósito �nal especí�co do navio 1) conseguimos calcular o custo do navio 1 em

movimento durante o horizonte de planejamento, através da variável R9. O mesmo pode

ser feito para o navio 2.

Figura 32: Exemplo de como a heterogeneidade dos navios é tratada em relação à capa-
cidade e custos.

Agora, vamos relembrar as de�nições de conjuntos, parâmetros e variáveis dadas no

Capítulo 4 e que também serão utilizadas neste capítulo:

Conjuntos

• P = {1,...,n} é o conjunto dos nós das coletas;

• D = {n+ 1,...,2n} é o conjunto dos nós das entregas;

• N = P ∪ D ∪ {s0} ∪ {en0}, sendo que s0 e en0 são os depósitos inicial e �nal,

respectivamente;

• ST é o conjunto dos nós arti�ciais iniciais de cada navio. ST = {s1,s2,...,sk} e

ST ⊂ P ;
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• EN é o conjunto dos nós arti�ciais �nais de cada navio. EN = {en1,en2,...,enk} e
EN ⊂ D.

Parâmetros

• ei corresponde ao início da janela de tempo no nó i ∈ N ;

• li corresponde ao �m da janela de tempo no nó i ∈ N ;

• qi representa a demanda do nó i ∈ P . Esta demanda é entregue no nó n+ i e, assim,

tem-se qn+i = qi;

• Cap é a capacidade do maior navio;

• cmk é o consumo de combustível do navio k em movimento, ∀k ∈ K;

• csk é o consumo de combustível do navio k enquanto está parado (stand-by), ∀k ∈ K;

• CustoTotalk = cmk − csk é o custo do navio k;

• caj é o custo por atracação no nó j;

• distij representa a distância do nó i ∈ N , para o nó j ∈ N ;

• tij é o tempo de deslocamento do navio entre o nó i ∈ N e o nó j ∈ N (independente

do navio k, pois estamos assumindo a mesma velocidade média para todos os navios);

• di é o tempo de serviço do nó i ∈ N ;

• β é a penalização na função objetivo a visitas consecutivas a duas plataformas

diferentes;

• M é um número su�cientemente grande.

Variáveis

• xij é binária e assume valor 1 se algum navio percorre o arco (i,j) ∈ N , e 0 caso

contrário;

• Bi é uma variável contínua e indica o instante de início de serviço do nó i ∈ N ;

• Qi é contínua e indica a quantidade de carga a bordo do navio após a visita em

i ∈ N ;
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• V Cij é uma variável inteira e assume valor positivo se algum navio visita a plata-

forma i e, em seguida, visita a plataforma j, com i e j sendo plataformas diferentes;

• Ri é uma variável contínua que indica o tempo total de movimento do navio até

chegar ao nó i ∈ N .

Sendo assim, o Modelo 1 para o problema de coleta e entrega e janelas de tempo na

indústria petrolífera é dado por:

Min
∑
k∈K

CustoTotalkRenk
+
∑
i∈N

∑
j∈P∪D
distij>0

caixij +
∑
i∈D

∑
j∈EN

caixij+

∑
i∈P

∑
j∈P

β ∗ V Cij (5.1)

s.a∑
i∈N

xij = 1 ∀j ∈ P ∪D (5.2)∑
j∈N

xij = 1 ∀i ∈ P ∪D (5.3)

∑
i,j∈S

xij ≤ |S| − 2 ∀S ∈ S (5.4)

Bj ≥ (Bi + di + tij)xij ∀i ∈ N ; j ∈ N (5.5)

Qj ≥ (Qi + qj)xij ∀i ∈ N ; j ∈ N (5.6)

ei ≤ Bi ≤ li ∀i ∈ N (5.7)

max {0,qi} ≤ Qi ≤ min {Cap,Cap+ qi} ∀i ∈ N (5.8)

xij ≤ V Cij ∀i,j ∈ P : distij > 0 (5.9)

Rj ≥ (Ri + tij)xij ∀i,j ∈ N (5.10)∑
j∈(P∪{enk})

xsk,j = 1 ∀k ∈ K (5.11)

∑
i∈({sk}∪D)

xi,enk
= 1 ∀k ∈ K (5.12)

xij ∈ {0,1} ∀i ∈ N ; j ∈ N (5.13)

Bi, Qi, V Ci,j, Ri ≥ 0 ∀i,j ∈ N (5.14)

A função objetivo (5.1) modela os custos relacionados ao consumo em movimento
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de cada navio, custo de atracação e penaliza a visita consecutiva a duas plataformas

diferentes, da mesma forma que o modelo do Capítulo 4. A imposição de que cada nó

seja visitado exatamente uma única vez é dado pelas restrições (5.2) e (5.3). As restrições

(5.4) são as restrições de precedência que garantem que a coleta de um dado nó i seja feita

antes da sua entrega respectiva (n+i); além disso, ambos os nós de coleta e entrega devem

ser visitados pelo mesmo navio. Estas restrições já foram revisadas no Capítulo 2 e são

iguais as restrições (2.18). A consistência das variáveis de tempo e quantidade de carga

após a visita no nó são garantidas pelas restrições (5.5) e (5.6), respectivamente. Em (5.7)

e (5.8) garantimos que as janelas de tempo e a capacidade do navio sejam respeitadas,

respectivamente. As restrições (5.5) e (5.7) juntas garantem que não existem sub-rotas

na solução ótima. As restrições (5.9) são utilizadas para contabilizar a visita consecutiva

de um navio k a duas plataformas diferentes permitindo penalizar tais eventos na função

objetivo, conforme sugestão dos operadores da empresa. As restrições (5.10) contabilizam

o tempo em que o navio k se movimentou durante o horizonte de tempo. Por �m, as

restrições (5.11) e (5.12) garantem que todos os navios saem dos nós arti�ciais de origem

especí�cos e cheguem aos depósitos arti�ciais de destino especí�cos. A integralidade e

domínio das variáveis são dadas por (5.13) e (5.14).

Note que as restrições (5.5), (5.6) e (5.10) são não-lineares, que podem ser linearizadas

como:

• Bj ≥ Bi + di + tij −M (1− xij) ;

• Qj ≥ Qi + qj −M (1− xij) ;

• Rj ≥ Ri + tij (xij − 1)M.

Se enumerarmos todos os conjuntos S ∈ S das restrições (5.4), seria possível resolver

esse modelo de forma direta usando-se um software de otimização (por exemplo IBM

CPLEX), como foi feito com o modelo proposto no Capitulo 4. Entretanto, tem-se um

número exponencial de restrições neste caso, da ordem de 2|N |, tornando esta abordagem

inviável computacionalmente, em geral. Sendo assim, recorre-se a um método branch-

and-cut tendo como base a relaxação combinatória deste conjunto de restrições. Note que

a (5.4) é necessária para garantir a factibilidade da solução ótima. Sem ela, não teríamos

a relação de precedência garantida, ou seja, que os nós de coleta sejam visitados antes

das respectivas entregas e pelo mesmo navio. Portanto, neste modelo temos quase todas

as restrições do modelo apresentado no Capítulo 4 exceto pela questão da precedência,

atracamento, calado �exível e posicionamento dinâmico.
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5.1.2 Modelo 2

Este modelo foi inspirado no modelo PDPTW3 descrito no Capítulo 2, originalmente

proposto por Ropke et al. (2007). Para este modelo a frota de navios também é consi-

derada homogênea. A heterogeneidade da frota em relação à capacidade é tratada pelo

mesmo artifício descrito para o Modelo 1. Agora, além das relações de precedência,

atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico, as restrições de janela de tempo

e capacidade também são dadas através de cortes, ou seja, para garantir a factibilidade

da solução ótima, temos que analisar todas estas características sempre que uma solução

inteira for encontrada.

Antes, porém, vamos relembrar algumas de�nições dos Capítulos 2 e 3 juntamente

com algumas inequações. Optamos por reescrever certos trechos a �m de facilitar a leitura.

Seja R o conjunto dos caminhos infactíveis em relação às janelas de tempo e seja A (R)

e N (R) o conjunto de arcos e nós de um dado caminho R ∈ R, respectivamente. Sendo
assim, a inequação é dada por:∑

(i,j)∈A(R)

xij ≤ |A (R)| − 1 ∀R ∈ R. (5.15)

Além disso, a restrição de capacidade é dada por:∑
i,j∈S

xij ≤ |S| −max {1, d|q (S)| /Cape} ,∀S ⊆ N\ {s0,en0} , |S| ≥ 2. (5.16)

Cabe ressaltar que este conjunto S difere da de�nição do conjunto S da restrição de

precedência dada anteriormente, conforme explicitado em (5.16). Temos que, para qual-

quer S ⊂ P ∪D, q (S) =
∑
i∈S

qi, ou seja, somamos a demanda de todos os nós que estão

no conjunto S. Sabemos a priori que a restrição de capacidade é dada otimamente se

resolvermos o problema de empacotamento (bin packing problem - BPP). No caso geral, é

inviável computacionalmente resolvermos otimamente este problema, então consideramos

o seu limitante inferior, que é uma aproximação do resultado que seria obtido pelo pro-

blema de empacotamento (lado direito da inequação). Nesta aproximação, consideramos

retirar um ou mais arcos de S, tomando o módulo de S subtraindo o max entre 1 e a

demanda total de S dividida pela capacidade do veículo. O modelo 2 completo é dado

por:
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Min(5.1)

s.a

(5.2)− (5.4)

(5.9)− (5.13)∑
(i,j)∈A(R)

xij ≤ |A (R)| − 1 ∀R ∈ R (5.15)

∑
i,j∈S

xij ≤ |S| −max {1, d|q (S)| /Cape} ∀S ⊆ N\ {s0,en0} ; |S| ≥ 2 (5.16)

Neste modelo temos apenas as restrições de que todos os nós devem ser visitados.

Todas as outras restrições do problema proposto no Capítulo 4 (janelas de tempo, ca-

pacidade, precedência, atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico) são dadas

através de cortes. Como é inviável enumerar todos os conjuntos S e R, utilizamos o

método branch-and-cut juntamente com a relaxação combinatória.

5.1.3 Modelo 3

Este modelo também é um modelo de 2-índices com frota homogênea assim como

os modelos 1 e 2, mas aqui se propõe uma modelagem alternativa para as restrições de

precedência, que tem como vantagem um número polinomial de restrições (FURTADO et

al., 2015). Sendo assim, temos um modelo baseado no modelo para o roteamento de

navios com janelas de tempo clássico da literatura, no qual com o auxílio de uma nova

variável contínua, impomos os pares de coleta e entrega. Neste modelo, a relaxação

combinatória é aplicada apenas às restrições especí�cas do problema desse estudo (calado

�exível, posicionamento dinâmico e atracação). As outras restrições estão explicitamente

no modelo, ou estão contempladas na manipulação dos dados de entrada do modelo.

Através da variável Bi a qual indica o tempo de início de serviço no nó i, podemos

satisfazer as relações de precedência entre os pares de coleta e entrega através das seguintes

restrições:

Bn+i ≥ Bi + di + ti,n+i, ∀i ∈ P.

Sendo assim, temos apenas a garantia de que o nó de coleta é visitado antes do nó

93



de entrega. Agora, precisamos garantir que ambos os nós estejam na rota de um mesmo

navio. Isto é garantido de�nindo um nova variável contínua para identi�car as rotas,

guardando o índice do primeiro nó visitado em cada rota. Sendo assim, os nós de coleta e

entrega devem ter esse mesmo identi�cador para que estejam na rota de um mesmo navio.

Formalmente temos que vi é uma variável contínua que é igual ao índice do primeiro nó

visitado na rota que visita o nó i ∈ N . Por exemplo, se j é o primeiro nó visitado na

rota que visita i, então temos que vi = j. Como consequência, temos que o nó de coleta

i e o nó de entrega n + i são visitados pelo mesmo navio se, e somente se, vi = vn+i. A

Figura 33 ilustra os valores das variáveis v em um exemplo com três pares de coletas e

entregas. Os nós 1, 2 e 3 são os nós de coleta e os nós 4, 5 e 6 são os nós das entregas

respectivas. A primeira rota visita o nó 1 e com isto temos que vi = 1 para todos os nós

desta rota, ou seja, v1 = v4 = 1. Do mesmo modo tempos que o primeiro nó visitado

da segunda rota é o nó 2, então temos que vi = 2 para todos os nós desta rota, ou seja,

v2 = v3 = v5 = v6 = 2. Neste contexto, é indiferente o valor das variáveis de vs0 e ven0 .

Figura 33: Valores das variáveis vi em um exemplo com duas rotas.

Como já mencionado, para garantir que os nós de coleta e entrega estejam na mesma

rota, temos as seguintes restrições:

vi = vn+i, ∀i ∈ P.

Além disso, temos que garantir que se o nó j é o primeiro nó a ser visitado na rota

de i, então o nó j será o índice que deve ser guardado. Isto é garantido pelas seguintes
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restrições:

vj ≥ j · xs0j, ∀j ∈ P ∪D,

vj ≤ j · xs0j − n (xs0j − 1) , ∀j ∈ P ∪D.

Se o nó j ∈ P ∪ D é o primeiro nó visitado na rota, temos que xs0j = 1 e com isto,

as duas restrições juntas garantem que vj = j. Por outro lado, se j não é o primeiro

nó visitado na rota, então estas restrições �cam redundantes. Por último, precisamos

garantir que todas as variáveis v de uma mesma rota, tenham o mesmo índice, ou seja, o

índice do primeiro nó visitado. Isto é assegurado pelas seguintes restrições:

vj ≥ vi + n (xij − 1) ∀i, j ∈ P ∪D,

vj ≤ vi + n (1− xij) ∀i, j ∈ P ∪D.

Desta maneira, se uma rota visita o nó i e viaja diretamente para o nó j, então

xij = 1 e as restrições acima implicam que vj = vi. Caso contrário, temos que xij = 0,

e as restrições se tornam redundantes. No caso especí�co do estudo de caso, o índice do

primeiro nó visitado da rota é dado pelo nó da coleta arti�cial feita por cada navio. Sendo

assim, temos que os índices guardados são os nós arti�ciais iniciais dos respectivos navios.

O modelo 3 completo é dado por:

Min(5.1)

s.a

(5.2)− (5.3)

(5.5)− (5.14)

Bn+i ≥ Bi + di + ti,i+n ∀i ∈ P (5.17)

vn+i = vi ∀i ∈ P (5.18)

vj ≥ j · xs0j ∀j ∈ P ∪D (5.19)

vj ≤ j · xs0j −M (xs0j − 1) ∀j ∈ P ∪D (5.20)

vj ≥ vi +M (xij − 1) ∀i ∈ P ∪D ∪ {s0} ; j ∈ P ∪D ∪ {en0} (5.21)

vj ≤ vi +M (1− xij) ∀i,j ∈ P ∪D (5.22)

vs0 = 0 (5.23)
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As restrições (5.17) garantem que o tempo de início de serviço do nó de entrega seja

maior ou igual ao tempo de início de serviço do nó da coleta respectiva mais os tempos de

serviço e viagem deste nó até o nó de entrega. Em (5.18) garante-se que o mesmo navio

visita os nós de um par de coleta e entrega. As restrições (5.19) e (5.20) juntas impõem

que o primeiro nó a ser visitado da rota é o índice guardado por toda a rota do navio

especí�co. Em (5.21) e (5.22) garante-se que se ocorreu a visita ao nó i e logo após ao nó

j, ambos os nós terão o mesmo índice. Por último, temos a restrição (5.23) que garante

que o índice do depósito inicial s0 é igual a 0.

Neste modelo 3 tem-se quase todas as restrições apresentadas no modelo proposto no

Capítulo 4 exceto pelas restrições de atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico.

5.1.4 Modelo 4

O modelo 4 é igual ao modelo de 3-índices apresentado no Capítulo 4, exceto que

agora todos os navios saem de um depósito comum (depósito s0) e retornam a um depósito

comum (depósito en0) a todos os navios no início e �m do horizonte de planejamento.

Para que isto seja garantido 3 restrições são acrescentadas ao modelo do Capítulo 4,

resultando-se no Modelo 4 que é dado por:

Min(4.1)

s.a

(4.2)− (4.26)∑
j∈ST

xs0jk = 1 ∀k ∈ K (5.24)

∑
i∈EN

xi,en0,k = 1 ∀k ∈ K (5.25)∑
j∈N

xjik −
∑
j∈N

xijk = 1 ∀i ∈ P ∪D; k ∈ K (5.26)

Estas restrições (5.24)-(5.26) são acrescentadas devido aos cortes que, por de�nição,

consideram que todos os navios saem de um depósito comum (depósito s0) e retornam a

um depósito comum (depósito en0) a todos os navios. É possível resolver este Modelo 4

utilizando um solver de propósito geral como, por exemplo, o CPLEX.
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5.1.5 Modelo 5

O Modelo 5 é uma variação do modelo 4 em que utiliza-se da relaxação combinatória e

retira-se as restrições de atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico e coloca-se

cortes para garantir a factibilidade da solução ótima em relação a estas restrições. Sendo

assim, o Modelo 5 é dado por:

Min(4.1)

s.a

(4.2)− (4.17)

(4.22)− (4.26)

(5.24)− (5.26)

Portanto, este modelo difere do anterior apenas em relação às restrições de atracação,

calado �exível e posicionamento dinâmico.

5.2 Algoritmos de Separação

Esta seção se inicia com os algoritmos de separação feitos exclusivamente para o

problema de coleta e entrega e janelas de tempo na indústria petrolífera. Em seguida, são

mostrados os algoritmos de separação para as restrições da literatura.

5.2.1 Caminhos Infactíveis - Estudo de Caso

A questão da impossibilidade de atracar, calado �exível e também posicionamento

dinâmico são tratadas por uma mesma estratégia de separação: percorre-se cada caminho

da solução do problema relaxado e, em cada um, é analisado se alguma destas restrições

é violada, ou seja, uma forma de implementar é percorrer uma árvore de caminhos. Caso

alguma restrição tenha sido violada, um corte correspondente é acrescentado ao problema,

ou seja, se algum caminho for infactível na solução do problema relaxado em relação a

atracação, calado �exível ou posicionamento dinâmico, então este caminho é proibido no

problema por meio da imposição de um corte. Como o algoritmo é semelhante para todos

os casos, este é apresentado uma única vez pelo Algoritmo 4. Entretanto, é destacado em
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negrito (linha 10 do Algoritmo 4) apenas a parte que muda em cada situação. Os cortes

relacionados à impossibilidade de atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico são

acrescentados em todos os modelos, porém nos modelos 1, 2 e 3 e 5 são obrigatórios para

garantir a factibilidade da solução ótima. Ou seja, no Modelo 4 é utilizado apenas com o

objetivo de melhorar o seu limitante inferior.

Nos baseamos no corte de caminhos infactíveis apresentado em Ropke et al. (2007)

para aplicar os cortes relacionados à impossibilidade de atracar, calado �exível e posi-

cionamento dinâmico. Os autores resolvem um algoritmo de separação para a seguinte

restrição: ∑
(i,j)∈A(R)

xij ≤ |A (R)| − 1 ∀R ∈ R.(5.15)

sendo que R é um caminho infactível e A (R) é o conjunto de arestas presentes em R.

Atracar:

Antes, porém, de detalhar o algoritmo de separação para a questão da atracação,

vamos relembrar esta restrição dada no modelo de coleta e entrega e janelas de tempo e

frota heterogênea para a indústria petrolífera:

xijk = 0 ∀i,k ∈ Aik = 1, CFik ≤ 0.(4.14)

Ou seja, se o navio k não pode atracar em i (isto é, se Aik = 1) e se o calado de i

não é �exibilizado (isto é, se CFik ≤ 0), então este navio nunca pode atracar no ponto

operacional i.

O algoritmo de separação inicia-se com todos os nós de coleta referentes aos depósitos

de cada navio, ou seja, agora temos que os nós entre 1 e |K| pertencem aos depósitos

iniciais de cada navio em que é feita uma coleta arti�cial, com |K| igual ao número de

navios. Sendo assim, o algoritmo é executado para todo navio i ∈ K. Então, veri�ca-se

quais os nós j em que xij > 0 de acordo com a solução do problema relaxado e escolhe-se

um j para entrar no caminho. Neste momento, ocorre a veri�cação da restrição (5.15), isto

é, se
∑

(i,j)∈A(R)

xij > |A (R)| − 1 e também se Aj = 1 e se CFjk ≤ 0. Se as três hipóteses

acontecerem, o algoritmo para e o corte é acrescentado. Caso contrário, continua-se o

caminho até que este seja violado ou até que encontra-se o depósito �nal (nó en0). O

Algoritmo 4 representa o algoritmo de separação para a questão da atracação, lembrando

que a parte destacada em negrito (linha 10) é a parte que se diferencia para as outras

questões como calado �exível e posicionamento dinâmico.
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Algoritmo 4: Algoritmo de separação para a inequação (5.15) - referente a atra-
cação. Adaptado de (ROPKE et al., 2007)

1 para i ∈ K faça
2 navio = i;
3 NoAtual = i;
4 R← NoAtual;
5 enquanto NoAtual > 0 faça
6 para j ∈ N faça
7 se xNoAtual,j > 0 então
8 ListaNOS ← j;

9 R← j;
10 se Aj,navio = 1, Restrição (5.15) é violada e CFj,navio ≤ 0 então
11 NoAtual = −1;
12 Acrescenta a restrição (5.15).

13 se k = en0 então
14 NoAtual = −1;

15 NoAtual = j;

Calado Flexível:

A restrição de calado �exível nos diz que se um navio k, que a princípio não poderia

atracar em i com carga completa, possuir apenas uma porcentagem de sua carga a bordo e

o calado de i estiver �exibilizado, então o navio k é autorizado a atracar em i. A restrição

é dada por:

Qjk ≤ (CFjkCapk + qj) +

1−
∑

i∈(P∪D∪{sk})

xijk

M.(4.18)

Este algoritmo de separação é similar com o algoritmo anterior, que analisa somente

a questão de atracar. Porém, como já descrito, em algumas situações o calado do navio

pode ser �exibilizado para que este possa atracar em determinados pontos operacionais.

Para o algoritmo de separação, inicia-se o caminho com todos os navios i ∈ K, e analisa-

se quais os nós que possuem algum �uxo com o nó i através da solução do problema

relaxado. Digamos que o primeiro nó a ser veri�cado seja o nó j, tal que xij > 0, então

o nó j deve ser acrescentado ao caminho R. O próximo passo é veri�car se a restrição

de calado �exível foi violada. Se isto ocorrer, então o algoritmo para tendo como saída

o caminho R para que o corte seja acrescentado. Além disso, o algoritmo pode parar se

encontrar o nó en0 (depósito �nal).

Posicionamento Dinâmico:
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Temos três restrições relacionadas ao posicionamento dinâmico (DP ), que nos dizem

se um navio pode ou não atracar em determinado ponto operacional, dependendo da

combinação de fatores: se o navio possui DP e se o ponto operacional possui DP . Para

cada uma das restrições, �zemos um algoritmo de separação diferente que é descrito a

seguir. Antes, porém, vamos relembrar quais são estas restrições dadas no modelo de

coleta e entrega e janelas de tempo para a indústria petrolífera:

Qjk ≤ (α1Cap+ qj) + (1− α1)Cap

1−
∑

i∈(P∪D∪{sk})
distij>0

xijk

 ∀j /∈ CDP , k ∈ KDP ; (4.19)

Qjk ≤ (α2Cap+ qj) + (1− α2)Cap

1−
∑

i∈(P∪D∪{sk})
distij>0

xijk

 ∀j /∈ CDP , k /∈ KDP ; (4.20)

∑
i∈N

xijk = 0 ∀j ∈ CDP , k /∈ KDP .(4.21)

Para cada restrição, a linha 10 do Algoritmo 4 é veri�cada e se alguma destas desi-

gualdades for violada, então um corte correspondente é acrescentado ao problema.

5.2.2 Restrição de Precedência

A restrição de precedência relembrada a seguir pertence aos Modelos 1 e 2 e é obri-

gatória para a garantia de factibilidade da solução ótima. Para os demais modelos é

utilizada apenas para melhoria do limitante inferior.∑
i,j∈S

xij ≤ |S| − 2 ∀S ∈ S.(5.4)

O algoritmo de separação para gerar as restrições de precedência (5.4) é resolvido em

tempo polinomial através da resolução de vários problemas de �uxo máximo (ROPKE et

al., 2007). Neste tipo de problema é desejado computar o melhor custo em que podemos

transportar o material da fonte até o destino �nal, sem violar nenhuma restrição de capa-

cidade. O problema de �uxo máximo é um problema que engloba �uxo de redes e existem

vários algoritmos e�cazes para resolvê-lo. O algoritmo utilizado para determinar a restri-

ção de precedência é o de Ford-and-Fulkerson. Vários autores utilizam deste algoritmo

para esta �nalidade (CORMEN et al., 1990; ROPKE et al., 2007).

De�ne-se o super nó de origem que é gerado pela junção dos nós i e en0 e o super nó
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de destino que é gerado pela junção dos nós n+ i e s0. Para implementar esses super nós

utilizamos de dois nós arti�ciais, um para o super nó de origem, e outro para o super nó

de destino. A Figura 34 ilustra como isto é realizado. O nó SNO é o super nó de origem

e o nó SND é o super nó de destino:

Figura 34: Exemplo de um grafo com super nós.

A capacidade do super nó é in�nita, enquanto que o �uxo que passa por ele é igual à

soma dos �uxos dos arcos que saem de cada nó ligado a ele. Se o valor ótimo do problema

de �uxo máximo for menor que 1, a restrição de precedência é violada, ou seja, para algum

nó de coleta i, o navio visita sua entrega (n+ i) antes de visitar i ou os nós são visitados

por navios diferentes. Se o resultado for igual a 1, então não temos um corte válido. Isto

acontece porque o problema de �uxo máximo nos dá o quanto de �uxo sai do nó i e chega

ao nó n + i; sendo assim, se este resultado for igual a 1, isto quer dizer que todo o �uxo

percorre o caminho desejado fazendo com que o navio visite o nó i e depois o nó n + i.

Além disso, o resultado do problema de �uxo máximo corresponde ao corte mínimo do

grafo. Desta maneira, o grafo pode ser particionado em dois para que o conjunto S seja

de�nido pelos nós em uma das partições. Por de�nição, um arco é dito saturado quando

o �uxo que passa por ele é igual à sua capacidade.

Na separação das restrições de precedência, o algoritmo de Ford-and-Fulkerson é exe-

cutado para cada coleta i ∈ P , de modo a veri�car se há alguma restrição de precedência
violada. Se o resultado do problema de �uxo máximo for menor que 1, então existe uma

restrição de precedência violada para o conjunto S dado pelos nós de um dos lados do

grafo particionado e tem-se assim um corte válido. O algoritmo de separação é detalhado

no Algoritmo 5:
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Algoritmo 5: Algoritmo de separação para a restrição de precedência (5.4). Adap-
tado de (ROPKE et al., 2007)

1 para i ∈ P faça
2 De�na o super nó de origem (i e en0);
3 De�na o super nó de destino (n+ i e s0);
4 A capacidade máxima do arco (i,j) é dada pelo valor da solução xij da

relaxação linear;
5 Resolva o problema de �uxo máximo com o objetivo de sair do super nó de

origem e chegar no super nó de destino;
6 se Fluxo máximo for menor que 1 então
7 Acrescente o corte (5.4) para o S encontrado.

5.2.3 Restrição de Capacidade

Nesta seção vamos explicar o algoritmo de separação para a restrição de capacidade

(5.16). Para separar estas restrições utilizamos dois procedimentos: um baseado na meta-

heurística busca tabu e outro em uma heurística construtiva que é descrita ao �nal desta

seção. Nos modelos 1, 3, 4 e 5 tem-se a garantia de que a capacidade do navio é respeitada,

então esta restrição é utilizada apenas para melhorar seu limitante inferior. Entretanto,

para o Modelo 2 esta restrição é essencial para garantir a factibilidade da solução ótima,

pois sem ela não temos a garantia de que a capacidade do navio seja respeitada. Antes de

apresentar os algoritmos de separação, vamos relembrar a restrição de capacidade dada

no Modelo 2:∑
i,j∈S

xij ≤ |S| −max {1, d|q (S)| /Cape} ,∀S ⊆ N\ {s0,en0} , |S| ≥ 2 (5.16)

5.2.3.1 Busca Tabu

A busca tabu é uma meta-heurística muito utilizada em problemas de otimização

e consiste em buscar soluções de melhor qualidade numa vizinhança, mesmo que nesta

vizinhança tenha sido encontrada uma solução de pior qualidade. Acredita-se que, após

algumas iterações, seja possível encontrar uma solução melhor.

Este algoritmo de separação é inspirado em Augerat et al. (1998), em que foi des-

crito uma busca tabu para restrições do CVRP (problema de roteirização de veículos

capacitado). Algumas adaptações são feitas para que este algoritmo de separação seja vá-

lido também para o problema de coleta e entrega conforme apresentado em Ropke et al.

(2007). Cada restrição de capacidade está associada a um número de navios necessários
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para atender a todos os nós de um dado conjunto S, com S ⊂ N\ {s0, en0}. Um parâme-

tro p varia a cada iteração e indica o número de navios, ou seja, se p = 1, então possui

1 navio, e assim sucessivamente. Para cada valor de p procura-se encontrar conjuntos de

nós que requerem p navios.

O algoritmo se baseia em duas fases: a primeira de construção do conjunto S de-

nominada expansion, e a segunda de mudança dos elementos de S a �m de melhorar a

violação do corte determinado por S, denominada interchange. A primeira fase inicia-se

com um elemento de N\ {s0, en0}. Este procedimento é realizado para metade do número
de nós, ou seja, para n/2 nós. Então, é sorteado aleatoriamente qual elemento inicia o

procedimento. Sendo assim, dado um elemento sorteado aleatoriamente, digamos i, então

S ← i e inicia-se a primeira fase. Através de conjuntos formados por elementos que po-

dem ser removidos de S e outro conjunto dos elementos que podem ser adicionados a S,

o algoritmo de�ne na segunda fase, qual elemento deve sair de S ou qual elemento deve

entrar em S. Sendo assim, é necessário ter uma lista tabu a �m de evitar ciclos. Então, se

um elemento sai de S ou entra em S, este elemento não pode ser modi�cado novamente

durante um certo número de iterações denotado por tll.

A primeira fase é aplicada até que a restrição de capacidade seja violada, ou seja, até

que
∑
i,j∈S

xij > |S| −max {1, d|q (S)| /Cape}. A segunda fase é aplicada durante um certo

número de iterações dado por um parâmetro denominado tope. O algoritmo todo (fase 1

+ fase 2) é executado ntimes vezes.

Em Ropke et al. (2007) os autores propõem que inicialmente seja sorteado um subcon-

junto S ⊂ P e depois o algoritmo seja executado novamente sorteando-se um subconjunto

de S ⊂ D. Optamos inicialmente por sortear dois elementos de cada conjunto. O algo-

ritmo então roda n/4 vezes para os nós de coleta sorteados inicialmente e n/4 vezes para

os nós de entrega. Cabe ressaltar que esta distinção entre os nós de coleta e entrega

somente é feita nesta parte do algoritmo; durante sua execução podem entrar ou sair de

S quaisquer nós em N\ {s0, en0}.

Selecionado aleatoriamente um subconjunto de nós, o algoritmo é executado para

p = 1 navio, p = 2 navios, até p = k − 1 navios, em que k é a quantidade total de navios

do exemplar em questão. Quando p é incrementado resolve-se novamente a primeira e

depois a segunda fase.

Dado um conjunto S de N\ {s0, en0}, denota-se por N+ (S) o conjunto dos nós em

N\ {s0, en0} \S adjacentes à rede G (x) a pelo menos um nó em S, e porN− (S) o conjunto
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dos nós em S adjacentes a pelo menos um nó em N\ {s0, en0} \S. A Figura 35 exempli�ca

um conjunto S em uma das fases do algoritmo da busca tabu. Neste exemplo, S = {4, 5}
e N\ {s0, en0} \S = {1, 2, 3, 6}. Além disso, N+ (S) = {3, 6} e N− (S) = {4, 5}.

Figura 35: Exemplo do conjunto S em uma das fases do algoritmo.

A de�nição original em Augerat et al. (1998) para os seguintes termos é smax =

Cap (p+ ulimit) − q (S) e smin = q (S) − Cap (p+ llimit), em que ulimit e llimit são

dois parâmetros que estão entre 0 e 1. Sendo assim, o conjunto de candidatos a serem

adicionados a S é dado por C+ (S) = {v ∈ N+ (S) : qv ≤ smax} e o conjunto de can-

didatos a serem removidos de S é dado por C− (S) = {v ∈ N− (S) : qv ≤ smin}, sendo
que qv é a demanda do nó v. Se na de�nição de C+ (S) não tivesse a tolerância ulimit,

os nós acrescentados ao conjunto S não iriam violar a capacidade do navio, implicando

em não obter um corte. Como temos esta tolerância, podemos adicionar um nó que, em

algum momento, a capacidade do navio será violada. De forma análoga, temos a tolerân-

cia llimit em C− (S) para que, ao tirar um nó do conjunto S, ainda tenhamos um corte

válido. Para adaptar o algoritmo de Augerat et al. (1998) para o problema de coleta e

entrega, as de�nições de C+ (S) e de C− (S) são modi�cadas da seguinte forma:

C+ (S) =
{
v ∈ N+ (S) : |q (S) + qv| ≤ Cap (p+ ulimit)

}
C− (S) =

{
v ∈ N− (S) : |q (S)− qv| ≥ Cap (p− llimit)

}
Estas modi�cações são necessárias para que demandas positivas (coletas) e negativas

(entregas) sejam consideradas. Na fase expansion o melhor candidato a ser adicionado

a S é aquele em que x ((S : {v})) é máximo, ou seja, dos nós que fazem fronteira com o

conjunto S (nós que estão fora de S, mas que possuem algum arco ligado a S), escolhe-se
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aquele em que xij é maior, sendo que i é o nó que está em S e j é o nó v. Entretanto,

a �m de obter diferentes resultados ao executar o algoritmo algumas vezes, este passo

é feito de maneira aleatória: constrói-se um conjunto de bons candidatos e seleciona-

se um nó aleatoriamente dentro deste conjunto. Então, calcula-se o arco máximo para

que este entre no conjunto S e minimize x (δ (S)). Um parâmetro denominado per, com

0 ≤ per ≤ 1, é utilizado para de�nir este conjunto de bons candidatos a entrar em S.

A Figura 36 ilustra uma das iterações do algoritmo. Neste ponto, temos que S =

{1, 2}. Os candidatos a entrarem no conjunto S são os nós 3 e 5, se ambos pertencem

a C+ (S) (isto depende do cálculo de N+ (S)). Vamos supor que os dois nós sejam bons

candidatos a entrar no conjunto S, então calcula-se M = max {x ((S : v)) : v ∈ C+ (S)} e
aleatoriamente seleciona-se um nó v ∈ C+ (S) dos que satisfazemM−per ≤ x ((S : v)) ≤
M . Acrescenta-se o nó sorteado a S e a restrição de capacidade é veri�cada. Se esta

não for violada, calculamos novamente N+ (S) e C+ (S). Se C+ (S) for vazio, então

a primeira fase do algoritmo se encerrou e inicia-se a segunda fase (interchange); caso

contrário, repete-se o procedimento citado acima, até que a restrição seja violada.

Figura 36: Exemplo do conjunto S em uma das fases do algoritmo.

Na fase interchange calcula-seN+ (S), C+ (S), N− (S) e C− (S). Remove-se de C− (S)

todos os nós que são adicionados em S nas últimas tll iterações. Isto é feito para evitar

ciclos. Do mesmo modo, remove-se de C+ (S) todos os nós que são removidos de S nas

últimas tll iterações, para que um nó que esteja declarado como tabu não seja escolhido.

O próximo passo do algoritmo é calcular:

max
{{
x ((S : j)) ,j ∈ C+ (S)

}
,
{
x ((N\ {s0,en0} \S : j)) ,j ∈ C− (S)

}}
.

Se o nó v pertencer a C+ (S), então adiciona-se v em S; se v pertencer a C− (S), então
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deve-se remover v de S. O passo seguinte é veri�car a restrição de capacidade e analisar

se esta foi violada.

O Algoritmo 6 representa o algoritmo completo da busca tabu para separar restrições

de capacidade:

Algoritmo 6: Algoritmo de Busca Tabu. Adaptado de (AUGERAT et al., 1998)

1 Selecione S ← i;
2 Selecione p = 1;
3 Fase expansion:
4 enquanto p ≤ k − 1 faça
5 enquanto Restrição de capacidade não é violada faça
6 E1: Computar C+ (S). Se C+ (S) é vazio vá para a linha 10;
7 E2: Computar M = max {x ((S : v)) : v ∈ C+ (S)} e aleatoriamente

selecionar um nó v ∈ C+ (S) dos que satisfazem M − per ≤ x ((S : v)) ≤M ;
8 E3: Adicionar v a S e checar a restrição de capacidade (5.16).

9 Fase interchange:
10 I0: iter = 1;
11 enquanto iter < tope faça
12 enquanto Restrição de capacidade não é violada faça
13 I1: Computar C+ (S) e C− (S). Remover de C− (S) (C+ (S)) os nós

que são adicionados (removidos) de S em qualquer das últimas tll
iterações. Se C+ (S) ∪ C− (S) é vazio vá para a linha 17;

14 I2: Seja v o nó em que
max {{x ((S : j)) ,j ∈ C+ (S)} , {x ((N\ {s0,en0} \S : j)) ,j ∈ C− (S)}};

15 I3: Dependendo se v ∈ C+ (S) ou v ∈ C− (S), adicione ou remova de S
o nó v e checar a restrição de capacidade (5.16);

16 iter = iter + 1;

17 I4: p = p+ 1.

Os parâmetros utilizados são de�nidos da seguinte maneira (AUGERAT et al., 1998):

• ntimes: entre 1 e 6;

• ulimit: 0,3 ≤ ulimit ≤ 0,45;

• llimit: 0,1 ≤ ulimit ≤ 0,25;

• tll: 5 ≤ tll ≤ 15;

• Se ntimes ≥ 2, uma boa escolha para per é [0,2, 0,6], caso contrário, per = 0;

• tope: entre 5 e 60.

106



Pode ser utilizado algum critério para selecionar quais cortes serão inseridos no pro-

blema como, por exemplo, acrescentar somente os cortes que sejam mais violados. Cada

vez que o algoritmo encontrar um corte que seja violado, este é acrescentado ao problema

relaxado junto com as demais restrições.

5.2.3.2 Heurística Construtiva

A seguir, descreve-se a segunda heurística utilizada como algoritmo de separação

para a restrição de capacidade. Esta heurística inicia-se sorteando um nó i ∈ P ∪ D
e gradualmente adiciona-se nós a S considerando os nós que possuem algum �uxo de

acordo com a solução do problema relaxado. Dados dois índices j e k tais que xij > 0

e xik > 0, então escolhemos o nó j ou o nó k para entrar em S. Esta escolha é feita de

maneira aleatória sendo que, o nó que possuir maior �uxo, tem maiores chances de ser

o escolhido. Este procedimento é realizado escolhendo vários nós iniciais e, enquanto a

restrição de capacidade não for violada, outros nós podem ser adicionados ao conjunto

S. Em algum momento, obtem-se um conjunto S tal que a restrição é violada, ou seja,∑
i,j∈S

xij > |S| −max {1, d|q (S)| /Cape}. O Algoritmo 7 mostra o algoritmo de separação

desta heurística construtiva para a restrição de capacidade:

Algoritmo 7: Heurística construtiva para a restrição (5.16)

1 Resolva relaxação linear do modelo;
2 para i ∈ N\ {s0,en0} faça
3 S ← i;
4 enquanto Existir j tal que xij > 0 ou xji > 0 na solução do problema relaxado

faça
5 Acrescente j à ListaNOSCap;

6 se Não existir j então
7 Pare.

8 Escolha j em ListaNOSCap;
9 S ← j;

10 se Restrição de capacidade (5.16) foi violada então
11 Acrescente o corte correspondente e pare.

12 senão
13 Volte para a linha 4.

Todos os nós j encontrados tais que xij > 0 ou xji > 0 são acrescidos em uma lista

de nós denominada ListaNOSCap, a quantidade de vezes proporcional ao valor de xij

ou xji na solução do problema relaxado. Isto é feito para que, ao escolher algum nó em
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ListaNOSCap, um nó j em que o valor de xij ou xji do problema relaxado seja mais

próximo de 1, tenha probabilidade maior de ser escolhido. Sendo assim, temos que:

• Se 0 < xij ≤ 0,2 acrescenta-se este j uma vez na lista;

• Se 0,2 < xij ≤ 0,4 acrescenta-se este j duas vezes na lista;

• Se 0,4 < xij ≤ 0,6 acrescenta-se este j três vezes na lista;

• Se 0,6 < xij ≤ 0,8 acrescenta-se este j quatro vezes na lista;

• Se 0,8 < xij ≤ 1 acrescenta-se este j cinco vezes na lista.

Observe que se a solução do problema relaxado for inteira, ou seja, todas as variáveis

xij são iguais a 1, então este algoritmo se torna exato, uma vez que percorre toda solução

e faz a veri�cação se a capacidade foi ou não respeitada.

5.2.4 Eliminação de sub-rota

Antes de descrever o algoritmo de separação para as duas inequações de eliminação

de sub-rota, vamos recordar algumas de�nições apresentadas na Seção 3.4. Dado um

conjunto S ⊆ P ∪D e seu complementar N\S, seja π (S) = {i ∈ P |n+ i ∈ S} o conjunto
dos predecessores de S e σ (S) = {n+ i ∈ D|i ∈ S} o conjunto dos sucessores de S. Desta
maneira, as seguintes inequações são válidas:

x (S) +
∑

i∈N\S∩σ(S)

∑
j∈S

xij +
∑

i∈N\S\σ(S)

∑
j∈S∩σ(S)

xij ≤ |S| − 1; (3.17)

x (S) +
∑
i∈S

∑
j∈N\S∩π(S)

xij +
∑

i∈S∩π(S)

∑
j∈N\S\π(S)

xij ≤ |S| − 1.(3.18)

Esta restrição tem o objetivo de melhorar o limitante inferior de todos os modelos

apresentados, não sendo obrigatória em nenhum deles. O algoritmo de separação descrito

na sequência não é igual ao da restrição clássica de eliminação de sub-rota (3.16), em que

resolve-se vários problemas de �uxo máximo (CORMEN et al., 1990). Aqui o algoritmo de

separação para as inequações (3.17) e (3.18) é dado resolvendo-se novamente uma busca

tabu similar à resolvida para a restrição de capacidade (Seção 5.2.3.1). Esta busca tabu

possui também duas fases: uma de construção do conjunto S e outra de modi�cação

deste conjunto, de modo a obter um corte com maior violação. O algoritmo é semelhante
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ao descrito para a inequação de capacidade, tendo apenas algumas adaptações para esta

inequação que são descritas a seguir.

A primeira modi�cação é que o algoritmo inicia-se com apenas um elemento no con-

junto S, ou seja, sorteamos um nó de i ∈ P ∪D para iniciar o procedimento, então S ← i.

Lembramos que os depósitos inicial e �nal não entram no conjunto S. A de�nição de

N+ (S) e N− (S) continua a mesma: dado um subconjunto S de N\ {s0, en0}, denotamos
por N+ (S) o conjunto dos nós em N\ {s0, en0} \S adjacentes à rede G (x) a pelo menos

um nó em S, e por N− (S) o conjunto dos nós em S adjacentes a pelo menos um nó em

N\ {s0, en0} \S.

Outra modi�cação é a de�nição de C+ (S) e C− (S). Para adaptar estas duas de�-

nições para a inequação de eliminação de sub-rota, vamos primeiramente analisar como

C+ (S) é obtido para a inequação de capacidade (5.16). Antes, tínhamos que q (S) ≤ Cap,

o que implicava em

C+ (S) =
{
v ∈ N+ (S) : |q (S) + qv| ≤ Cap (p+ ulimit)

}
Agora, temos que x (S) ≤ |S| − 1, o que implica na de�nição de C+ (S):

C+ (S) =
{
v ∈ N+ (S) : x (S) + xuv ≤ (|S| − 1) (p+ tol) , u ∈ S

}
O mesmo ocorre para o C− (S). Antes, tínhamos que:

C− (S) =
{
v ∈ N− (S) : |q (S)− qv| ≥ Cap (p− llimit)

}
e agora,

C− (S) =
{
v ∈ N− (S) : x (S)− xuv ≥ (|S| − 1) (p− tol) , u /∈ S

}
sendo que tol é uma tolerância e possui valor entre 0 e 1. Note que, na primeira iteração

do algoritmo, temos |S| = 1 o que resulta em um C+ (S) vazio. Então, sorteamos qualquer

nó que esteja em N+ (S) na primeira iteração. A partir da segunda, o cálculo de C+ (S)

continua o mesmo. Além disso, a restrição de eliminação de sub-rota é veri�cada, ao invés

da restrição de capacidade. Apenas estas características diferem da busca tabu já descrita

anteriormente.

109



5.2.5 Restrições de Ordem Generalizadas

Esta inequação é veri�cada para todos os métodos, entretanto somente é utilizada para

melhorar os limitantes inferiores. Primeiramente, vamos relembrar algumas de�nições do

Capítulo 3: seja U1,...,Um ⊂ P tal que s0, en0 /∈ Ul e il,n + il+1 ∈ Ul, para l = 1,...,m

em que im+1 = i1. O algoritmo de separação é aplicado somente para as duas inequações

mais fortes dadas a seguir:

s∑
l=1

x (Ul) +
s−1∑
l=2

xi1,il +
s∑
l=3

xi1,n+il ≤
s∑
l=1

|Ul| − s− 1; (3.22)

s∑
l=1

x (Ul) +
s−2∑
l=2

xn+i1,il +
s−1∑
l=2

xn+i1,n+il ≤
s∑
l=1

|Ul| − s− 1.(3.23)

Além disso, o algoritmo é aplicado para um caso especial das restrições, isto é, quando

m = 3 e |U1| = |U2| = |U3| = 2. Para a inequação (3.22), tem-se que o algoritmo é execu-

tado para cada nó i ∈ P . Em seguida, o objetivo é encontrar um nó j tal que maximize

xi,n+j, + xn+j,i + xi,j. Depois, tem-se que encontrar um nó k tal que o lado esquerdo

da inequação (3.22) seja maximizado. Os valores das variáveis x são dados através da

solução do problema relaxado. O Algoritmo 8 representa o algoritmo de separação para

a inequação (3.22).

Para a inequação (3.23) o algoritmo de separação é similar: este é executado para

cada nó de coleta i ∈ P . Desta maneira, o objetivo é encontrar um nó j tal que maximize

xi,n+j,+ xn+j,i + xn+i,n+j. Depois, tem-se que encontrar um nó k tal que o lado esquerdo

da inequação (3.23) seja maximizado. O Algoritmo 9 representa o algoritmo de separação

para a inequação (3.23).

5.2.6 Caminhos Infactíveis

Estas inequações juntamente com o algoritmo de separação já foram descritos na seção

referente à veri�cação da impossibilidade de atracar, calado �exível e posicionamento

dinâmico (Seção 5.2.1). Entretanto, optamos por separar as contribuições do estudo de

caso com as inequações e algoritmos de separação já presentes na literatura e, portanto,

segue agora a parte referente às janelas de tempo das inequações de caminhos infactíveis.

Esta inequação pertence ao Modelo 2 que foi descrito na Seção 5.1.2. Para este modelo,

esta inequação é essencial para que se tenha a garantia da factibilidade da solução ótima
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Algoritmo 8: Algoritmo de separação para a inequação (3.22). Adaptado de (COR-
DEAU, 2006)

1 para i ∈ P faça
2 i1 = i;
3 i2 = 0;
4 i3 = 0;
5 M = 0;
6 M2 = 0
7 para j ∈ P faça
8 se M < xi,n+j,+ xn+j,i + xi,j então
9 M = xi,n+j,+ xn+j,i + xi,j;

10 i2 = j;

11 se M 6= 0 então
12 j = i2;
13 para k ∈ P faça
14 se M2 < xi,n+j,+ xn+j,i + xj,n+k + xn+k,j,+ xk,n+i + xn+i,k + xi,j + xi,n+k

então
15 M2 = xi,n+j,+xn+j,i +xj,n+k +xn+k,j,+xk,n+i +xn+i,k +xi,j +xi,n+k;
16 i3 = k;

17 se M 6= 0 e M2 6= 0 então
18 Acrescente o corte correspondente a restrição (3.22).
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Algoritmo 9: Algoritmo de separação para a inequação (3.23). Adaptado de (COR-
DEAU, 2006)

1 para i ∈ P faça
2 i1 = i;
3 i2 = 0;
4 i3 = 0;
5 M = 0;
6 M2 = 0
7 para j ∈ P faça
8 se M < xi,n+j,+ xn+j,i + xn+i,n+j então
9 M = xi,n+j,+ xn+j,i + xn+i,n+j;
10 i2 = j;

11 se M 6= 0 então
12 j = i2;
13 para k ∈ P faça
14 se M2 < xi,n+j,+ xn+j,i + xj,n+k + xn+k,j,+ xk,n+i + xn+i,k + xn+i,n+j

então
15 M2 = xi,n+j,+ xn+j,i + xj,n+k + xn+k,j,+ xk,n+i + xn+i,k + xn+i,n+j;
16 i3 = k;

17 se M 6= 0 e M2 6= 0 então
18 Acrescente o corte correspondente a restrição (3.23).
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em relação às janelas de tempo. Para os demais modelos, este corte é utilizado somente

para melhorar seu limitante inferior. Apenas para relembrar, segue a inequação:∑
(i,j)∈A(R)

xij ≤ |A (R)| − 1 ∀R ∈ R.(5.15)

A próxima inequação foi dada no Capítulo 3 e refere-se a caminhos em que unimos o

par de nós i e n+ i em R, ou seja, R = (i,k1,k2,...,kr,n+ i):

xi,k1 +
r−1∑
h=1

xkh,kh+1
+ xkr,n+i ≤ |A (R)| − 2. (3.26)

Para a inequação (5.15) é utilizado um procedimento enumerativo similar ao descrito

em Ascheuer et al. (2001) e similar ao descrito para as inequações que veri�cam a impos-

sibilidade de atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico, porém aqui as janelas de

tempo é que são veri�cadas. Para cada nó i ∈ P ∪D, temos que i é o nó de origem deste

caminho R. Temos que veri�car quais nós possuem algum �uxo com i de acordo com a

solução do problema relaxado, ou seja, se existe algum nó j, tal que xij > 0. Então, o nó

j é acrescentado ao caminho R. A partir do nó j, veri�ca-se quais nós possuem algum

�uxo com j em relação à solução do problema relaxado, ou seja, se existe algum nó k

tal que xjk > 0 e acrescenta este nó k em R e, assim, sucessivamente, formando uma

árvore de caminhos. O procedimento para quando encontra-se o nó en0 (depósito �nal)

ou quando a restrição é violada, ou seja, alguma janela de tempo é violada. Além disso,

veri�camos a cada iteração, se a restrição de caminhos infactíveis é violada, ou seja, se

o lado esquerdo da inequação (5.15) é menor ou igual a |A (R)| − 1. Se for estritamente

maior, é porque a inequação é violada. O algoritmo é similar ao Algoritmo 4 apresentado

anteriormente, mudando apenas a linha 10 referente à veri�cação das janelas de tempo.

O algoritmo de separação para a inequação (3.26) é adaptado de Cordeau (2006).

Para esta inequação, o algoritmo é executado apenas para os nós de coleta (i ∈ P ).

Para cada i, construímos um caminho considerando apenas os nós com maior �uxo de

acordo com a solução do problema relaxado. Então, apenas os nós com maior �uxo é

que serão acrescentados em R. O algoritmo para quando forma-se um ciclo (nó repetido),

quando encontra-se o depósito �nal (en0) ou quando encontra-se o nó n + i (entrega

respectiva do nó i). Quando o nó n + i é encontrado, então a restrição de janela de

tempo é veri�cada, ou seja, se Bj ≥ Bi + di + tij − BigM (1− xij) ,∀i ∈ N, j ∈ N . Se

esta desigualdade é violada, então acrescenta-se o corte correspondente. O Algoritmo 10

representa o algoritmo de separação para a inequação 3.26.
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Algoritmo 10: Algoritmo de separação para a inequação (3.26). Adaptado de
(CORDEAU, 2006)

1 para i ∈ P faça
2 NoAtual = i;
3 R [auxr] = NoAtual;
4 auxr + +;
5 enquanto NoAtual > 0 faça
6 k = 0;
7 M = 0;
8 para j ∈ N faça
9 se xNoAtual,j > 0 e M < xNoAtual,j então
10 M = xNoAtual,j;
11 k = j;

12 se M = 0 então
13 NoAtual = −1;

14 senão
15 se O nó é repetido então
16 NoAtual = −1;

17 senão
18 R [auxr] = NoAtual;
19 auxr + +;
20 NoAtual = k;

21 se k = n+ i então
22 NoAtual = −1;
23 Veri�ca se violou a restrição de janela de tempo;
24 se Violou a inequação então
25 Insira o corte (3.26);

26 se k = en0 então
27 NoAtual = −1;
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5.2.7 Restrições de Alcance

Estas inequações são utilizadas em todos os modelos para melhorar seus limitantes

inferiores e são relembradas a seguir juntamente com algumas de�nições dadas no Capítulo

3. Seja δ (S) = δ+ (S) ∪ δ− (S), em que δ+ (S) = {(i,j) ∈ A|i ∈ S, j /∈ S} e δ− (S) =

{(i,j) ∈ A|i /∈ S, j ∈ S}. Ainda, para cada nó i ∈ N , seja A−i ⊂ A o conjunto mínimo de

arcos, tal que, qualquer caminho factível que inicie em s0 e termine em i, utiliza somente

arcos de A−i . Seja A
+
i o conjunto mínimo de arcos, tal que, qualquer caminho factível que

se inicie em i e termine em en0, utiliza somente arcos de A+
i . Considere o conjunto de nós

con�itantes T tais que, cada nó em T , deve ser visitado por um navio diferente. Sendo

assim, para qualquer conjunto de nós con�itantes T seja A−T = ∪i∈TA−i e A+
T = ∪i∈TA+

i .

Para cada conjunto S ⊆ P ∪D e cada conjunto do tipo con�itante T ⊆ S, temos que:

x
(
δ− (S) ∩ A−T

)
≥ |T | , (3.29)

x
(
δ+ (S) ∩ A+

T

)
≥ |T | .(3.30)

A ideia básica do algoritmo de separação para a restrição de alcance é identi�car pri-

meiramente todos os arcos pertencentes aos conjuntos A−i e A+
i analisando a capacidade,

precedência, janelas de tempo e também as questões relacionadas a impossibilidade de

atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico. Depois, identi�car todos os conjuntos

T de nós con�itantes (como são muitos os conjuntos T , identi�car primeiramente somente

os conjuntos T com cardinalidade 2). Então, resolve-se um problema de �uxo máximo

entre o nó s0 e o conjunto T , considerando somente os arcos em A−T . Se a capacidade do

corte mínimo for menor que |T |, então um corte válido é encontrado. O mesmo é feito

para A+
T em que resolve-se o problema de �uxo máximo entre o conjunto T e o depósito

�nal en0. Se o resultado do problema do �uxo máximo for menor que |T |, então um corte

é encontrado.

O problema está em identi�car todos os conjuntos A−k e A+
k , pois são muitas as possi-

bilidades. Inicialmente, poderíamos colocar quaisquer arcos nestes conjuntos, entretanto

não teríamos conjuntos de nós con�itantes. Sendo assim, temos que analisar se existe

algum caminho factível de cada arco (i,j) para um nó k, se existir, então este arco é

inserido no conjunto A−k , caso contrário, este arco não é inserido no conjunto.

Para cada nó k ∈ N\ {s0, en0}, devemos analisar cada arco (i,j) e conferir se este arco

pertence a algum caminho factível do tipo (s0,...,i,j,...,k). A veri�cação deve ser feita em

relação à capacidade, janela de tempo, precedência, impossibilidade de atracar, calado
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�exível e posicionamento dinâmico. Se este arco pertencer a algum caminho factível,

então ele é acrescentado em A−k , caso contrário não é acrescentado ao conjunto. Para o

arco não entrar no conjunto A, este tem que violar todas as opções propostas, ou seja, não

pode existir nenhum caminho que seja factível que inicie sua rota em s0, passe por (i,j)

e viaje até o nó k. As possibilidades em relação à janela de tempo devem ser analisadas

juntamente com a possibilidade de violação da capacidade. A seguir apresenta-se um

exemplo do que deve ser veri�cado para cada i,j,k; as outras opções a serem veri�cadas

encontram-se no Apêndice A.

Se i,j,k são nós de coleta (PPP):

• Os três nós precisam ser diferentes;

� (s0,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

� (s0,...,i,j,...,i+ n,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qk ≤ Cap;

� (s0,...,i,j,...,j + n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qk ≤ Cap;

� (s0,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qj + qk ≤ Cap;

� (s0,...,i,j,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qi + qk ≤ Cap.

Depois desta fase de identi�cação de todos os conjuntos A, o próximo passo é identi�-

car os conjuntos T de nós con�itantes. Dizemos que um nó j é um possível predecessor de

um nó i se, e somente se, existe um k ∈ N\ {s0, en0} tal que (j,k) ∈ A−i . Neste contexto,
dois nós i,j são con�itantes se, e somente se, i não é um possível predecessor de j, e j

não é um possível predecessor de i. Note que o arco sempre �sai� de j e não um arco

que �chega� em j, ou seja, um arco do tipo (j,_). Um conjunto T é um conjunto de nós

con�itantes se, e somente se, cada par i,j ∈ T é con�itante. Sendo assim, veri�camos se

dois nós i,j são con�itantes se não existe um possível k em cada um dos conjuntos A.

Após encontrar todos os possíveis conjuntos T formados por dois elementos, então

um problema de �uxo máximo é resolvido para cada conjunto T , entre o nó inicial s0

e o conjunto T . Os arcos que são inseridos no grafo para a resolução do problema de

�uxo máximo são os arcos presentes em A−T e as capacidades são de�nidas pelo valor da

solução do problema relaxado na iteração especí�ca. Se o resultado do problema de �uxo

máximo for menor que |T |, então temos um corte válido. O resultado do problema de

�uxo máximo corresponde ao corte mínimo do grafo e como já dito, o grafo pode ser

particionado em dois para que o conjunto S seja de�nido pelos nós em uma das partições.
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Para determinar os conjuntos A+
k ,∀k ∈ P ∪D, temos que veri�car todos os arcos (i,j)

que pertencem a caminhos factíveis do tipo (k,...,i,j,...,en0). O mesmo que foi realizado

para A−k é feito para os conjuntos A+
k (a cada caminho é feita a veri�cação da prece-

dência, janela de tempo, capacidade, atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico).

Novamente vamos exempli�car apenas uma situação, as outras encontram-se no Apêndice

A.

Se os três nós são nós de coleta (PPP):

• Os três nós são diferentes (i 6= j 6= k):

� (k,...,k + n,...i,j,...,j + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi+qj ≤ Cap;

� (k,...,k + n,...i,j,...,i+ n,...,j + n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi+qj ≤ Cap;

� (k,...i,j,...,k + n,...,i+ n,...,j + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

� (k,...i,j,...,k + n,...,j + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

� (k,...i,j,...,j + n,...,k + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

� (k,...i,j,...,j + n,...,i+ n,...,k + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

� (k,...i,j,...,i+ n,...,j + n,...,k + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

� (k,...i,j,...,i+ n,...,k + n,...,j + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap.

Depois desta fase de identi�cação de todos os conjuntos A, o próximo passo é identi�-

car os conjuntos T de nós con�itantes. Dizemos que um nó j é um possível predecessor de

um nó i se, e somente se, existe um k ∈ N\ {s0, en0} tal que (k,j) ∈ A−i . Neste contexto,
dois nós i,j são con�itantes se, e somente se, i não é um possível predecessor de j, e j

não é um possível predecessor de i. Note que o arco sempre �chega� em j e não um arco

que �sai� de j, ao contrário do que acontece com os conjuntos A−, ou seja, um arco do

tipo (_,j). Um conjunto T é um conjunto de nós con�itantes se, e somente se, cada par

i,j ∈ T é con�itante.

Após encontrar todos os possíveis conjuntos T formados por dois elementos, então um

problema de �uxo máximo é resolvido para cada conjunto, entre o conjunto T e o nó �nal

en0. Os arcos que são inseridos no grafo para a resolução do problema de �uxo máximo

são os arcos presentes em A+
T e as capacidades são de�nidas pelo valor da solução ótima

do problema relaxado. Se o resultado do problema de �uxo máximo for menor que |T |,
então temos um corte válido.
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5.3 Pré-Processamento

Em Cordeau (2006) e Dumas et al. (1991), os autores mostram uma série de eliminação

de arcos que podem ser feitas no pré-processamento dos modelos apresentados. Alguns

cortes também podem ser colocados diretamente no modelo para que sejam veri�cados

em cada nó da árvore branch-and-bound antes de iniciar os algoritmos de separação. Isto

é realizado para diminuir o tempo computacional nos algoritmos e consequentemente,

diminuir o tempo de processamento em cada nó. Primeiramente, vamos discutir os arcos

que podem ser pré-�xados, depois os cortes que podem ser colocados nos modelos de

2-índices (os cortes para os modelos de 3-índices já foram apresentados na Seção 4.4) e,

por último, o pré-processamento especí�co para o problema do estudo de caso.

Arcos:

1. Arcos (s0, n+ i), (i, en0), (n+ i, i), (en0, s0), (en0, i), (en0, n+ i), (i, i), (i, s0),

(n+ i, s0) e (n+ i, n+ i) são infactíveis para i ∈ P ;

2. Arco (i, j) com i,j ∈ N é infactível se ei + di + tij > lj;

3. Arcos (i, j) e (j, n+ i) com i ∈ P , j ∈ N são ambos infactíveis se tij + dj + tj,n+i >

lenj
;

4. Capacidade: Se qi + qj > Cap ∀i,j ∈ P com i 6= j então os arcos (i, j), (j, i),

(i, n+ j), (j, n+ i), (n+ i, n+ j) e (n+ j, n+ i) podem ser eliminados;

5. Janela de tempo: Se ei + di + tij > lj ∀i,j ∈ P ∪ D, então o arco (i, j) pode ser

eliminado.

Combinando as janelas de tempo com os pares de coleta/entrega, pode-se encontrar

outras regras de eliminação de arcos:

1. Arco (i, n+ j) é infactível se o caminho {j, i, n+ j, n+ i} for infactível;

2. Arco (n+ i, j) é infactível se o caminho {i, n+ i, j, n+ j} for infactível;

3. Arco (i, j) é infactível se os caminhos {i, j, n+ i, n+ j} e {i, j, n+ j, n+ i} forem
infactíveis;

4. Arco (n+ i, n+ j) é infactível se os caminhos {i, j, n+ i, n+ j} e {j, i, n+ i, n+ j}
forem infactíveis.
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Ao se levar em conta as relações de precedência, juntamente com as janelas de tempo,

pode-se dizer que os nós i e j são incompatíveis se os seguintes caminhos são infactíveis:

• {i, j, n+ i, n+ j};

• {i, j, n+ j, n+ i};

• {j, i, n+ i, n+ j};

• {j, i, n+ j, n+ i};

• {i, n+ i, j, n+ j};

• {j, n+ j, i, n+ i}.

Se os nós i e j são incompatíveis, então pode-se eliminar os seguintes arcos: (i, j),

(j, i), (n+ i, j), (j, n+ i), (n+ j, i), (i, n+ j), (n+ i, n+ j) e (n+ j, n+ i).

Cortes:

Os cortes abaixo foram descritos no Capítulo 4 para o problema com frota heterogênea.

Sendo assim, para os Modelos 4 e 5 os cortes descritos no Capítulo 4 são utilizados. Para

o caso com a frota homogênea, isto é, Modelos 1, 2 e 3, os cortes dados abaixo são os

acrescentados aos modelos:

1. Eliminação de sub-rota:

• Para cada par de nós i,j ∈ P , os seguintes conjuntos S podem ser incorporados

na restrição (3.17):

� S = {i, j} ⇒ xij + xji + xn+i,j + xn+j,i ≤ 1;

� S = {i, n+ j} ⇒ xi,n+j + xn+j,i + xn+i,n+j ≤ 1;

� S = {i, n+ i,j} ⇒ xij +xji +xi,n+i +xj,n+i +xn+i,j +xn+j,i +xn+j,n+i ≤ 2.

• Para cada par de nós i,j ∈ P , os seguintes conjuntos S podem ser incorporados

na restrição (3.18):

� S = {n+ i, n+ j} ⇒ xn+i,n+j + xn+j,n+i + xn+i,j + xn+j,i ≤ 1;

� S = {i, n+ j} ⇒ xi,n+j + xn+j,i + xi,j ≤ 1;

� S = {i, n+ i, n+ j} ⇒ xi,n+j + xn+j,i + xi,n+i + xn+j,n+i + xn+i,n+j + xij +

xn+i,j ≤ 2.
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• Similarmente, as inequações (3.19) e (3.20) geram as seguintes inequações:

� S = {n+ i, j, i} ⇒ xn+i,j + 2xj,n+i + xj,i + xi,n+i + xn+j,n+i ≤ 2;

� S = {i, n+ i, n+ j} ⇒ xi,n+i + xn+i,n+j + xn+j,i + 2xi,n+j + xi,j ≤ 2.

• Para a inequação clássica de eliminação de sub-rota (3.16), temos o seguinte

conjunto S e a seguinte inequação:

� S = {i, j, n+ i, n+ j} ⇒ xi,j+xi,n+i+xi,n+j+xj,i+xj,n+i+xj,n+j+xn+i,i+

xn+i,j + xn+i,n+j + xn+j,i + xn+j,j + xn+j,n+i ≤ 3.

2. Restrição de Precedência (2.18): para cada par de nós i,j ∈ P , os seguintes casos
particulares valem:

• S = {s0, i, n+ j} ⇒ xs0,i + xi,n+j + xn+j,i ≤ 1;

• S = {i, n+ j, en0} ⇒ xi,n+j + xn+j,i + xn+j,en0 ≤ 1;

• S = {s0, i, n+ i, n+ j} ⇒ xs0,i+xi,n+i+xi,n+j+xn+j,i+xn+i,n+j+xn+j,n+i ≤ 2;

• S = {i, j, n+ j, en0} ⇒ xi,j + xj,i + xi,n+j + xn+j,i + xj,n+j + xn+j,en0 ≤ 2.

3. Restrições de ordem generalizadas (3.21): para cada par de coleta i,j ∈ P , a seguinte
inequação é válida:

• xi,n+j + xn+j,i + xn+i,j + xj,n+i ≤ 1;

4. Restrição de Caminhos Infactíveis (3.26): para cada par de coletas i,j ∈ P , tal que
tij + dj + tj,n+j + dn+j + tn+j,n+i > L, sendo L o �m da janela de tempo do depósito

�nal, então,

xij + xj,n+j + xn+j,n+i ≤ 1.

5. Para cada par de nós que são incompatíveis i,j ∈ P e para cada nó l ∈ P ∪D, as
seguintes inequações são válidas:

• xi,l + xl,i + xl,j + xj,l ≤ 1;

• xi,l + xl,i + xl,n+j + xn+j,l ≤ 1;

• xn+i,l + xl,n+i + xl,j + xj,l ≤ 1;

• xn+i,l + xl,n+i + xl,n+j + xn+j,l ≤ 1.

Pré-processamento especí�co para problema desse estudo:

Arcos:
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1. Nós que sabemos previamente que o navio não pode atracar: se o navio k não pode

atracar, por exemplo, em 5, 6 e 7 e o calado não está �exibilizado, podemos �xar

xk,5 = 0, xk,6 = 0 e xk,7 = 0. Ou seja, se Aik = 1 para algum i ∈ N e para algum

k ∈ K, então xki = 0;

2. O navio não sai do depósito �nal ou inicial e vai para o depósito de outro navio:

xij = 0, ∀i ∈ ST, j ∈ ST ;

xij = 0, ∀i ∈ EN, j ∈ EN ;

3. Nenhum navio entra nos depósitos iniciais:

xij = 0, ∀i ∈ N : i 6= s0, j ∈ ST ;

4. Nenhum navio sai do depósito �nal:

xij = 0, ∀i ∈ EN, j ∈ N : j 6= en0;

5. Se i e j são o mesmo nó, então não existe caminho de i para j:

xij = 0,∀i ∈ N, j ∈ N : i = j;

6. Não existe arco entre o nó de saída de um navio para um nó de entrega qualquer

(desde que esta entrega não seja do nó arti�cial do navio), considerando que o navio

comece vazio:

xij = 0, ∀i ∈ N, j ∈ D, k ∈ K, ordi = sk;

7. Não existe arco entre um nó de coleta qualquer (desde que esta coleta não seja a

coleta arti�cial do navio) e um nó de chegada de um navio:

xij = 0, ∀i ∈ P, j ∈ N, k ∈ K, ordj = ek;

8. Não existe arco entre o depósito inicial e um nó de coleta ou entrega:

xs0j = 0, ∀j ∈ N : j 6= ST ;

9. Fixação de variáveis em relação ao posicionamento dinâmico (i é um navio e j uma

plataforma):

xij = 0, ∀i /∈ KDP , j ∈ CDP .
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Cortes:

1. Se não se pode viajar de i ∈ K para j ∈ N , pois Aji = 1 e o CFji ≤ 0, ou seja,

o navio i não pode atracar em j e o calado não está �exibilizado, então temos o

seguinte corte:

xi,l + xlj ≤ 1, ∀l ∈ N ;

2. Se não se pode viajar de i ∈ K para j ∈ N , pois KDPi
= 0 e CDPj

= 1, ou seja, o

navio i não pode atracar em j, então,

xi,l + xlj ≤ 1, ∀l ∈ N ;

3. O corte abaixo garante que o instante de início de serviço no nó de coleta i deve ser

menor ou igual ao instante de início de serviço do nó de entrega n+ i:

Bi + di + ti,n+i ≤ Bn+i, ∀i ∈ P.

5.4 Métodos branch-and-cut propostos

Em síntese segue abaixo uma descrição dos métodos propostos, bem como modelos

utilizados e quais desigualdades foram testadas e aplicadas em cada método.

1. Método 1: este método resolve o Modelo 1 sem as restrições (5.4), ou seja, tem

como cortes obrigatórios (restrições que garantem a factibilidade da solução ótima)

as restrições de precedência, impossibilidade de atracar, calado �exível e posiciona-

mento dinâmico. Os outros cortes são colocados no método, mas com o intuito de

melhorar seu limitante inferior;

2. Método 2: este método resolve o Modelo 2 (sem as restrições (5.4), (5.15) e (5.16))

e os algoritmos de separação obrigatórios são: precedência, caminhos infactíveis

em relação às janelas de tempo, capacidade e caminhos infactíveis em relação à

impossibilidade de atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico. Os outros

cortes como, por exemplo, de alcance e eliminação de sub-rota são gerados apenas

para melhorar seu limitante inferior;

3. Método 3: resolve o Modelo 3, enquanto que as únicas restrições obrigatórias para

a garantia de factibilidade são de caminhos infactíveis em relação à impossibilidade
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de atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico. Todos os demais cortes são

incluídos, inclusive o de precedência, com o intuito de melhorar seu limitante inferior;

4. Método 4: este método proposto não possui nenhum corte que seja obrigatório para

se ter a garantia de factibilidade. Este método resolve o Modelo 4 e todos os cortes

são veri�cados a �m de, ao serem incluídos, melhorar seu limitante inferior;

5. Método 5: resolução do Modelo 5 e além disso, tem-se que as restrições em relação

à impossibilidade de atracar, calado �exível e posicionamento dinâmico são obri-

gatórias para a garantia de factibilidade da solução ótima. Os demais cortes são

incluídos para melhorar seu limitante inferior.

A Tabela 8 abaixo mostra quais cortes são obrigatórios para a garantia de factibilidade

da solução ótima em cada método e quais são utilizados somente para a melhoria do seu

limitante inferior.

Tabela 8: Resumo dos métodos propostos.

Métodos
Atrac./Calado/DP Precedência Capacidade Sub-rota Ordem Gener. Cam. Infactív. Alcance
Obri. Melh. Obri. Melh. Obri. Melh. Obri. Melh. Obri. Melh. Obri. Melh. Obri. Melh.

1 X X X X X X X
2 X X X X X X X
3 X X X X X X X
4 X X X X X X X
5 X X X X X X X

5.5 Experimentos Computacionais

Esta seção mostra primeiramente os detalhes da implementação do método branch-

and-cut, ou seja, as características do computador utilizado, funções implementadas,

tempo limite, dentre outras. Depois, são mostrados os resultados computacionais jun-

tamente com uma análise detalhada dos mesmos em que se compara os métodos branch-

and-cut implementados com os resultados do modelo matemático apresentados na Seção

4.6.

5.5.1 Detalhes da Implementação

Para os testes realizados com as variações do método branch-and-cut aqui apresen-

tados, são utilizados os mesmos conjuntos de dados reais de�nidos na Seção 4.5.2. Na

implementação dos métodos, utilizam-se as funções do tipo callback da biblioteca Concert
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do solver IBM CPLEX, que permitem a inserção de desigualdades válidas de forma in-

tegrada à resolução do problema. Cabe ressaltar que os cortes do próprio CPLEX ainda

são inseridos com o uso da função callback. Os cortes foram acrescentados utilizando esta

função, para que pudéssemos utilizar também os cortes do próprio CPLEX para melhoria

do limitante inferior em cada método. Além disso, a callback é chamada apenas nos 10

primeiros nós da árvore e isto é feito por observar que nos níveis mais profundos da árvore

não são gerados muitos cortes. Ainda, somente os cortes mais violados são acrescentados

ao problema e limita-se em 100 cortes por desigualdade e por iteração.

A rami�cação do método é feita pelo próprio solver CPLEX. Sendo assim, resolve-

se a relaxação linear do modelo correspondente, aplica-se os algoritmos de separação

correspondentes. Se a solução for fracionária, escolhe-se uma variável para que a árvore

seja rami�cada. Todas as decisões a respeito da rami�cação são tomadas pelo solver

CPLEX. O computador utilizado para resolver os exemplares é o mesmo descrito na

Seção 4.5.1 e o tempo limite de processamento é novamente de 18.000 segundos.

Cabe mencionar que primeiramente o Modelo 4 foi executado sem a função callback,

ou seja, sem adicionar as desigualdades válidas descritas na Seção 5.2. Os resultados

mostram que o modelo de 3-índices do Capítulo 4 obtém resultados similares ao Modelo

4 executado utilizando o CPLEX e sem a inserção dos cortes descritos neste capítulo e

com isto, utilizamos somente os resultados já apresentados no capítulo anterior.

5.5.2 Resultados Computacionais

As Tabelas 9 e 10 mostram os resultados para os casos de teste 1 e 2, respectivamente.

Cada linha da tabela mostra o resultado de um método diferente e, além disso, a primeira

linha em cada exemplar mostra o resultado obtido através do �modelo puro� (sem a adição

dos cortes descritos na Seção 5.2) e dados no Capítulo 4. A coluna denominada UB mostra

o valor da função objetivo, a próxima coluna mostra o gap dado em porcentagem (quando

houver), a coluna denominada tempo mostra o tempo computacional total utilizado, no

limite de 5 horas de processamento, a coluna denominada RL mostra qual o valor da

relaxação linear de cada modelo e, por último, é mostrado quanto tempo o método levou

para encontrar a melhor solução inteira. Os espaços em branco indicam que o método

não encontrou solução factível no tempo estipulado e os espaços marcados pelo símbolo

− representam que o tempo máximo estipulado foi atingido.

Para o caso real 1, os métodos baseados nos Modelos 1 e 2 não foram bem sucedidos,

uma vez que não encontram, ou encontram e não provam a solução ótima dos exemplares
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Tabela 9: Resultados computacionais para o Caso 1.

Exem. Métodos UB Gap (%) Tempo (s) RL Tempo

Propostos melhor sol.

C1N10 Modelo Puro Cap 4 1677,84 0% 6,49 1012,56 0,97
Método 1 1677,84 0% 3261,06 850 115,19
Método 2 1677,84 9,19% − 850 536,58
Método 3 1677,84 0% 226,84 850 5,64
Método 4 1677,84 0% 10,76 1012,53 2,65
Método 5 1677,84 0% 8,84 1012,52 1,35

C1N15 Modelo Puro Cap 4 2311,98 0% 20,62 1237,91 6,58
Método 1 2313,37 17,94% − 1200 16597,60
Método 2 2311,98 21,48% − 1200 16768,30
Método 3 2313,37∗ 15,70% 9372,73 1200 2516,44
Método 4 2311,98 0% 16,17 1636,91 4,10
Método 5 2311,98 0% 14,99 1587,42 3,10

C1N20 Modelo Puro Cap 4 2748,36 0% 2191,53 1364,30 278,77
Método 1 2748,36 29,43% − 1350 16523,20
Método 2 2828,16∗ 32,95% 13605,50 1350 13488,20
Método 3 2748,36∗ 24,49% 11407,70 1350 1129,37
Método 4 2748,36 0% 24,19 2100,76 6,70
Método 5 2748,36 0% 27,33 2069,51 10,18

C1N25 Modelo Puro Cap 4 3694,58 61,04% − 1288,23 17887,42
Método 1 1200
Método 2 1200
Método 3 3523,83 39,61% − 1200 17398,30
Método 4 3522,90 16,19% − 1930,27 9172,70
Método 5 3522,90 17,34% − 1906,81 16408,00

C1N30 Modelo Puro Cap 4 1445,61
Método 1 1150
Método 2 1150
Método 3 4691,25 46,40% − 1150 17996,90
Método 4 4818,55 28,13% − 2021,22 17922,80
Método 5 1992,46

* o método parou por limite de memória
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Tabela 10: Resultados computacionais para o Caso 2.

Exem. Métodos UB Gap (%) Tempo (s) RL Tempo

Propostos melhor sol.

C2N10 Modelo Puro Cap 4 1402,63 0% 16,34 699,72 6,85
Método 1 1402,63 6,50% − 1100 3705,09
Método 2 1402,63 9,06% − 1100 510,46
Método 3 1402,63 1,79% − 1100 893,54
Método 4 1402,63 0% 16,38 1309,59 2,29
Método 5 1402,63 0% 16,72 1309,59 3,71

C2N15 Modelo Puro Cap 4 1708,51 17,13% − 607,31 125,11
Método 1 1708,51 18,04% − 950 17306,30
Método 2 1708,51 18,88% − 950 16385,10
Método 3 1710,16∗ 15,51% 12128,70 950 1833,73
Método 4 1708,51 0% 29,45 1225,55 9,22
Método 5 1708,51 0% 24,78 1225,55 5,99

C2N20 Modelo Puro Cap 4 2452,90 47,71% − 837,73 4094,45
Método 1 1150
Método 2 2473,47 22,70% − 1150 17924,40
Método 3 2452,90 24,28% − 1150 16285,60
Método 4 2452,90 0% 445,33 1537,12 414,99
Método 5 2452,90 0% 498,23 1565,97 467,90

C2N25 Modelo Puro Cap 4 3300,28 59,84% − 1189,53 17396,19
Método 1 3321,48 31,47% − 1550 17864,00
Método 2 3382,69 32,45% − 1550 17837,50
Método 3 3346,53 30,21% − 1550 17965,60
Método 4 3240,60 0,93% − 2193,10 16069,90
Método 5 3240,60 1,46% − 2221,14 9517,99

C2N30 Modelo Puro Cap 4 1061,49
Método 1 1400
Método 2 1400
Método 3 1400
Método 4 1997,11
Método 5 1997,36

* o método parou por limite de memória
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C1N10, C1N15 e C1N20. A partir do C1N25, não encontram solução factível no tempo

estipulado. O método baseado no Modelo 3 tem bom desempenho comparativamente

aos demais, pois encontra solução factível para os exemplares C1N25 e C1N30. Para

o C1N30 encontra melhor solução que o Método 4. Em relação aos métodos baseados

nos Modelos 4 e 5 para os exemplares C1N10 e C1N15 não tem grandes melhorias, mas

para o exemplar C1N20 encontram e provam a solução ótima em aproximadamente 20

segundos, enquanto que o modelo puro prova a solução ótima em 2191 segundos. Para

o C1N25 encontram solução de melhor qualidade e com gap inferior ao encontrado pelo

modelo puro, com o método baseado no Modelo 4 com uma leve vantagem no gap do

exemplar C1N25. Temos que algumas soluções são ótimas apesar dos gaps positivos,

como é o caso dos exemplares C1N10 e C1N15 para o Método 2 e do exemplar C1N20

para os métodos baseados nos Modelos 1 e 3. Cabe dizer que nenhum método foi capaz

de encontrar solução factível pra nenhum exemplar de tamanho maior que C1N30.

Para o caso real 2, o desempenho dos Métodos 4 e 5 foram os melhores. Nestes

métodos, para os exemplares C2N15 e C2N20, encontraram e provaram a solução ótima

em poucos segundos, o que não ocorreu com nenhum outro método. Para o exemplar real

C2N25, os métodos terminam com a mesma solução e com gap inferior a 2%, enquanto que

o modelo puro não encontrou a melhor solução dos métodos em 5 horas de processamento.

Os métodos com os Modelos 1, 2 e 3 não são bem sucedidos, uma vez que para a maioria

dos exemplares o gap não é zerado e além disso, para alguns exemplares não é encontrado

solução factível no tempo estipulado. Entretanto, podemos observar que em função dos

resultados com os Métodos 4 e 5 pode-se concluir que esses gaps são bem menores, uma

vez que algumas soluções são as ótimas, como é o caso do C2N10 para os Métodos 1, 2 e

3, do C2N15 para os métodos baseados nos Modelos 1 e 2 e o modelo puro e do C2N20

para o método baseado no Modelo 3 e o modelo puro.

Para exempli�car o tamanho do problema em cada um dos métodos propostos basea-

dos nos diferentes modelos, considere o exemplar C2N25. A Tabela 11 mostra o número

de variáveis e de restrições em cada abordagem proposta. Note que o número de variáveis

é relativamente menor para os modelos com variáveis de 2-índices, enquanto que o número

de restrições é consideravelmente maior em relação aos modelos com variáveis de 3-índices.

Observe que o número de variáveis para os Modelos 4 e 5 é o mesmo, considerando que o

modelo é igual, somente com algumas restrições a menos (por isso que o Modelo 5 possui

menos restrições comparado ao Modelo 4).

Note que os modelos que possuem variáveis com 2-índices apresentam uma modelagem
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Tabela 11: Número de variáveis e restrições em cada modelo para o C2N25.

Modelos # Variáveis # Restrições
Cap 4 415.189 398.550

1 13.964 1.088.187
2 13.736 1.055.243
3 14.078 1.113.837
4 508.898 865.181
5 508.898 861.154

mais compacta, porém ocorre a perda de algumas restrições, devido à falta do índice k.

Então, tem-se modelos mais compactos e menores, entretanto mais fracos em relação à

relaxação linear.

A Figura 37 abaixo mostra a variação dos limitantes inferior e superior ao longo do

tempo para o exemplar C2N25 para o Método 4. A melhor solução encontrada é 3240,60

em 5 horas de processamento com gap de 0,93%. O grá�co ilustra que o limitante inferior

se inicia com valor perto de 2000, dá um pequeno salto depois de 40 segundos e, em

seguida, cresce quase que linearmente. Já a primeira solução inteira encontrada foi perto

dos 240 segundos e teve valor igual a 8222,24.

Em relação ao desempenho dos cortes na melhoria do valor do limitante inferior, os

que mais apresentam impacto são os cortes do tipo alcance. Os cortes mais gerados por

todas os exemplares são do tipo alcance e precedência. Em relação à relaxação linear de

cada modelo, os que apresentam a relaxação mais apertada são os Modelos 4 e 5. Já os

modelos com variáveis de 2-índices (Modelos 1, 2 e 3) apresentam relaxação linear muito

similar entre si.

A Figura 38 mostra as rotas de dois navios na solução do C2N25 para o Método 4.

O navio 14 possui uma capacidade de 116450 e visita as plataformas 54 e 48 que são

diferentes, então note que este navio opta por coletar e entregar ao invés de coletar e

coletar, já que assim, não paga o custo por visita consecutiva. Com relação à rota do

navio 24, este possui capacidade de 168756 e visita as plataformas 33, 34, 35 e 36 que

representam a mesma plataforma, com janelas de tempo e demandas diferentes. Assim,

não há custo por visita consecutiva. O mesmo ocorre com os terminais 89, 90, 91 e 92. A

solução ótima deste exemplar é de 3240,60 unidades. Deste total, 990,60 são relacionados

ao custo das viagens, 2250 em relação às atracações e 0 em relação à visita consecutiva a

plataformas diferentes.

Cabe fazer uma comparação com os resultados obtidos na literatura para problemas
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Figura 37: Grá�co que mostra a variação dos limitantes para o C2N25 para o Método 4.

Figura 38: Rotas de dois navios na solução do C2N25.
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de coleta e entrega (ROPKE; CORDEAU, 2009) com os métodos aqui propostos para o

problema de coleta e entrega desse estudo de caso. Os melhores resultados na literatura

foram encontrados com os métodos baseados nos Modelos 1 e 2, o que não ocorreu aqui

para esse problema especí�co com os exemplares reais fornecidos pela empresa, em que

os melhores resultados foram encontrados com métodos baseados nos Modelos 3, 4 e 5.

O Método 5 melhorou o tempo e provou a solução ótima para alguns casos e os Modelos

3 e 4 encontraram solução factível para o exemplar de 30 pares de coletas e entregas, os

quais os outros métodos não encontraram.

Testes adicionais foram realizados em cenários em que as janelas de tempo dos exem-

plares foram aumentadas em 10%, 20%, 50% e 100%. Entretanto, os resultados mostraram

que as soluções não melhoraram substancialmente, conforme era esperado. Sendo assim,

tais resultados não foram reportados nesta tese.

Diante desses resultados, pode-se fazer algumas observações. Estes métodos possuem

uma limitação para resolver problemas com mais de 25 pares de coleta e entrega, o que

corresponderia a cerca de 10 dias de operação na empresa. Do ponto de vista prático

essas abordagens não seriam aceitáveis, uma vez que os operadores di�cilmente �cariam

5 horas esperando por uma solução viável.
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6 Método branch-and-price para o

problema da indústria petrolífera

Este capítulo tem o objetivo de apresentar todas as características do método branch-

and-price desenvolvido para resolver especi�camente o problema de coleta e entrega e

janelas de tempo da indústria de petróleo. Primeiramente, o problema é formulado como

um modelo de particionamento de conjuntos usado para resolver o modelo proposto,

incluindo a técnica de geração de colunas, algoritmos para solução dos subproblemas e

regras de rami�cação. Por �m, os resultados computacionais são mostrados juntamente

com uma análise detalhada dos mesmos.

6.1 Particionamento de Conjuntos

Seja Ωk o conjunto de todas as rotas factíveis do navio k ∈ K. Uma rota factível

satisfaz todas as restrições do modelo dado na Seção 4.3, exceto as restrições que garantem

que todos os nós sejam visitados e que cada nó seja visitado por um único navio, ou

seja, uma rota factível garante que a capacidade do veículo seja respeitada, janelas de

tempo, restrições de �uxo, que cada veículo sai de seu depósito especí�co e retorna ao

seu depósito especí�co, restrições temporais, que a coleta seja feita antes da respectiva

entrega, restrições de atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico. Portanto,

uma rota factível satisfaz todas as restrições (4.4)-(4.26).

Para cada rota r ∈ Ωk, seja cr o custo desta rota, tendo em conta o custo das viagens

entre os nós, custo por atracação e penalização por visita consecutiva a plataformas dife-

rentes (custos de�nidos na função objetivo (3.1)). Seja air a constante que indica o número

de vezes em que o nó i ∈ P é visitado pela rota r, ou seja, cada coluna ar = (ar1,...,arn)T

é um vetor binário em que air = 1 se e somente se, a rota r visita o nó i. Seja yr uma

variável binária que assume valor 1 se, e somente se, a rota r ∈ Ωk, para algum k ∈ K é

utilizada na solução do problema. Todas as restrições (4.4)-(4.26) estão impostas impli-



citamente na formulação dada a seguir de particionamento de conjuntos, uma vez que as

rotas Ωk satisfazem todas estas restrições. O problema é formulado da seguinte maneira

e chamado de Problema Mestre (PM) para frota heterogênea, conforme Seção 3.3:

Min
∑
k∈K

∑
r∈Ωk

cryr (6.1)

s.a:∑
k∈K

∑
r∈Ωk

airyr = 1 ∀i ∈ P (6.2)

∑
r∈Ωk

yr ≤ 1 ∀k ∈ K (6.3)

yr ∈ {0,1} ∀k ∈ K, r ∈ Ωk (6.4)

A função objetivo (6.1) modela o custo das rotas utilizadas, enquanto que as restrições

(6.2) garantem que todo nó é servido exatamente uma vez. As restrições (6.3) limitam que

apenas um navio irá atender à rota r. As restrições (6.4) garante o domínio da variável

yrk. A formulação (6.1)-(6.4) pode ser obtida aplicando a decomposição de Dantzig-Wolfe

(DANTZIG; WOLFE, 1960), conforme discutido no Capítulo 3.

Um limitante inferior na solução de (6.1)-(6.4) pode ser obtido resolvendo a relaxação

linear do modelo, ou seja, substituindo (6.4) por

yr ≥ 0, ∀k ∈ K, r ∈ Ωk. (6.5)

Devido ao número elevado de variáveis é difícil resolver essa relaxação linear. Para

tanto, utiliza-se do método de geração de colunas para resolver tal relaxação. Uma vez

que temos variáveis binárias, podemos combinar o método de geração de colunas com o

método branch-and-bound, resultando no branch-and-price. A geração de colunas é um

processo iterativo que resolve um problem auxiliar, chamado de problema mestre restrito

(PMR), em que este é obtido considerando um subconjunto relativamente pequeno Ω ⊆ Ωk

de rotas disponíveis.

Seja πi ∈ R a variável dual associada à restrição (6.2) para o nó i ∈ P e µ ∈ R a

variável dual associada à restrição (6.3) reescrita como uma inequação ≥. O custo relativo
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de cada coluna (rota) r é dado por:

c̃r = cr −
∑
i∈P

πiair + µk

A cada iteração do método de geração de colunas, resolve-se o PMR para se obter

uma solução dual (π̃,µ̃), que pode ser utilizada para gerar colunas que ainda não foram

geradas pelo PMR. Estas colunas estão associadas com rotas factíveis, as quais são geradas

resolvendo o seguinte subproblema (SP) (pricing), para todo k ∈ K:

zkSP (π̃,µ̃) = Min

{
cr −

∑
i∈P

πiair + µk|r ∈ Ωk

}
(6.6)

Se o valor correspondente do custo relativo zkSP (π̃,µ̃) for negativo, então uma nova

variável yr pode ser adicionada ao PMR utilizando esta nova rota r. Uma vez que a

rota r é adicionada ao Ω, o PMR é resolvido novamente. Se zkSP (π̃,µ̃) ≥ 0, então a rota

correspondente ao veículo k é descartada. Se zkSP (π̃,µ̃) é não-negativo para todo k ∈ K,

então (π̃,µ̃) é solução ótima dual do respectivo PMR. Logo, a solução ótima do PMR atual

é também solução ótima da relaxação do problema mestre e consequentemente, o método

de geração de colunas termina. Além disso, o custo cr e as variáveis duais µk dependem

do navio k utilizado, então a cada iteração da geração de colunas tem-se que resolver |K|
subproblemas. Nas próximas seções, descrevemos como resolver cada subproblema.

6.2 Problema de Caminho Mínimo Elementar

O subproblema, de�nido anteriormente, é chamado de problema de caminho mínimo

elementar, em que não se permite sub-rotas na solução ótima e normalmente é resolvido

utilizando-se um algoritmo de programação dinâmica, conhecido como label-extension

(ROPKE; CORDEAU, 2009; BETTINELLI et al., 2014). O problema de caminho mínimo

restrito consiste em decidir a melhor rota em um grafo G = (N,A) ao sair de um nó

fonte s (depósito inicial s0) e chegar em um destino t (depósito �nal en0). Cada arco do

grafo está associado a um custo e o custo do caminho é dado pela soma dos custos dos

arcos utilizados no caminho. Os caminhos devem satisfazer diversas restrições como, por

exemplo, tempo, capacidade do navio, calado �exível, posicionamento dinâmico, dentre

outras. Para considerarmos frota heterogênea, temos que resolver um subproblema para

cada navio e manter o índice k do navio guardado em todas as rotas geradas, para sabermos

qual navio foi utilizado em cada rota especí�ca (Ωk). Note que uma rota factível para um
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dado navio pode não ser factível para outro navio.

Os algoritmos de label constroem caminhos parciais do grafo G. Cada caminho par-

cial inicia sua rota em s e termina sua rota em um determinado nó i ∈ N . Caminhos

parciais são estendidos através de arcos do grafo e primeiramente todos os labels partem

do depósito s0.

A �m de acelerar a programação dinâmica, podemos descartar labels (caminhos par-

ciais) através de regras de dominância. Um caminho p domina outro caminho p′ se ambos

estão no mesmo nó i ∈ N , o custo de p é menor ou igual ao custo de p′, e todas as

extensões factíveis de p′ pelo caminho parcial até o nó �nal t, também são factíveis em

p. Não é viável veri�car se um caminho domina outro através desta de�nição. Então

existem regras, que são condições su�cientes, mas não necessárias, para checar se um

caminho domina outro e eliminá-lo da programação dinâmica. Estas regras são descritas

na Subseção 6.2.5.

O algoritmo de label descrito aqui é baseado no algoritmo descrito por Ropke e Cor-

deau (2009), o qual é menos restrito que os propostos por Sol (1994) e Sigurd et al. (2004)

para o problema de coleta e entrega e janelas de tempo. Um algoritmo menos restrito

consiste na eliminação de mais labels, ou seja, em um algoritmo mais rápido computacio-

nalmente

Em cada label são guardadas as seguintes informações: o nó em que o label está,

digamos que seja o nó η, a carga l do navio após a visita em η, o tempo t de início de

serviço em η, o custo acumulado c, o conjunto O de requisições em que o nó de coleta foi

visitado e em que o nó de entrega não foi visitado. Além disso, é guardado o conjunto

U de nós inalcançáveis (unreachable), ou seja, o nó de coleta foi visitado, porém não é

possível que o nó de entrega seja visitado, ou o caminho de η até o nó pertencente a U

viola as janelas de tempo. Sendo assim, em cada label �cam armazenados os recursos η,

t, l, c, U e O.

A notação t (L) é usada pra referenciar o tempo de início de serviço no nó η do label L

e o mesmo é feito com outros recursos. Quando um label é estendido, precisa-se veri�car

todos os seus recursos, ou seja, veri�car capacidade, janelas de tempo, atracações, calado

�exível e posicionamento dinâmico, além disso, o custo precisa ser atualizado a cada novo

label. Por exemplo, se vamos estender um label do nó i para um nó j para o recurso

capacidade, guardamos a informação do quanto foi coletado ou entregue ao longo do label

até o nó i, e o novo label será factível se a quantidade carregada ou descarregada não

exceder a capacidade do navio. Para o recurso janela de tempo, também guarda-se a
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informação do tempo total decorrido ao longo do label. Para que o novo label seja factível

depois de inserir o nó j, precisa-se veri�car se o tempo decorrido até o nó i, mais o tempo

de duração de serviço em i, mais o tempo de viagem entre i e j, não ultrapasse o �m da

janela de tempo em j. O mesmo é feito para os outros recursos.

Em Righini e Salani (2006), os autores propuseram desenvolver a programação di-

nâmica de forma bidirecional a �m de melhorar o desempenho da mesma. Neste tipo

bidirecional, cada label é estendido para frente do vértice s (fonte), ou seja, para seus

sucessores (progressiva - forward), e para trás a partir do vértice t (destino), para seus

antecessores (regressiva - backward). Um caminho é dado juntando dois caminhos parci-

ais, um feito de s até um dado nó i e outro caminho do mesmo nó i até t. O primeiro

trabalho a tratar da programação dinâmica de forma bidirecional para o problema de

coleta e entrega foi em Bettinelli et al. (2014). Os autores propuseram um algoritmo

branch-and-price para o problema de coleta e entrega com frota heterogênea, múltiplos

depósitos e janelas de tempo que podiam ser violadas. Além disso, os autores destacaram

que a programação dinâmica feita desta maneira não é trivial, uma vez que precisa-se

ter cuidado ao trabalhar com os pares de coleta e entrega nos caminhos progressivo e

regressivo.

As seções que se seguem de�nem e explicam em detalhes o algoritmo de label, junta-

mente com as estratégias utilizadas para resolver a programação dinâmica, como as regras

de extensão progressiva e regressiva, e também como juntar estes labels para resultar em

um caminho que seja factível de acordo com todos os recursos disponíveis. Além disso,

mostram as regras de dominâncias e também as heurísticas utilizadas para gerar rotas

com custo negativo para o problema mestre ou melhorar as rotas já existentes.

6.2.1 Extensão do Label

Descrevemos nesta subseção como ocorre a extensão do label, ou seja, como é o pro-

cedimento para estender o caminho de forma progressiva (de s0 até um nó i) e de forma

regressiva (de en0 até i).

Extensão Progressiva (Forward)

Aqui descrevemos como estender um label do nó inicial s0 até um dado nó i. O label

é estendido até o meio do horizonte de tempo, ou seja, Tmax/2, sendo Tmax dado pelo �m

do horizonte de tempo. A extensão do label é feita até que pelo menos metade de um dos

seus recursos tenham sido gastos como, por exemplo, o recurso tempo.
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A extensão de um label L para um nó j, ou seja, (η (L) , j), é possível se η (L) 6= j,

t (L) + tη(L),j ≤ bj e l (L) + qj ≤ Q, ou seja, se garantir que o nó j não está no label,

que as janelas de tempo e a capacidade do navio sejam respeitadas. Precisamos garantir

também as questões relacionadas a atracações, calado �exível e posicionamento dinâmico.

Em relação a calado �exível e posicionamento dinâmico, a veri�cação é feita por meio do

recurso carga l. Por exemplo, se o navio possui DP e temos a plataforma j para extensão

do label, então essa extensão somente é possível se a quantidade de carga l for igual a no

máximo 50% da capacidade do navio. Cabe ressaltar que a questão de atracar é tratada

eliminando arcos do grafo. Como não depende da carga acumulada do navio no momento

da atracação, podemos retirar o arco correspondente ao navio k atracar em um ponto

operacional i, por exemplo. Desta maneira, se para alguma rota r ∈ Ωk de algum navio

k ∈ K, este não puder atracar em i, então na coluna r teremos o valor air = 0.

Além disso, a cada nó veri�cado, o tempo de serviço será contabilizado somente se os

nós forem plataformas ou terminais diferentes (igual é feito no modelo matemático). Por

exemplo, na Figura 39 temos que o label será estendido do nó i para o nó j. Se estes nós

representarem o mesmo ponto operacional, então o tempo de serviço não é contabilizado

no nó i; se os nós representarem pontos operacionais diferentes, então o tempo de serviço

será contabilizado no nó i.

Figura 39: Exemplo da extensão progressiva do label.

Além disso, L e j devem satisfazer uma das seguintes condições, o que garante que a

extensão seja compatível:

1. 0 < j ≤ n ∧ j /∈ U (L);

2. n < j ≤ 2n ∧ j − n ∈ O (L).

Ou seja, se o nó j é um nó de coleta, então este não pode estar contido no conjunto U ;

se j é um nó de entrega, então a coleta respectiva precisa estar no conjunto O (garantimos

assim, a precedência); e se o nó j for o nó �nal en0, então o conjunto O precisa estar vazio.

Extensão Regressiva (Backward)
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Aqui descrevemos como estender um label do nó en0 até um dado nó i. A situação

inicial do nó é dada pelo �m do horizonte de tempo, ou seja, por Tmax. A extensão de um

label L para o nó j, ou seja, (η (L) , j) é possível se η (L) 6= j, t (L) + tj,η(L) ≤ Tmax − aj e
l (L)+qj ≥ −Q, ou seja, só é possível se garantir que as janelas de tempo e a capacidade do
navio sejam respeitadas. Também precisamos garantir as questões de atracações, calado

�exível e posicionamento dinâmico. Para as questões de calado �exível e posicionamento

dinâmico, novamente utilizamos do recurso carga l para a veri�cação. Isto é realizado

da mesma maneira que a extensão progressiva, porém neste caso, a capacidade do navio

é colocada com o sinal invertido, já que a veri�cação é feita do �m para o começo e as

demandas dos nós de entrega são negativas. Por exemplo, considere a Figura 40, o label

iniciou sua rota no depósito �nal en0, se deslocou para o nó i e agora, queremos veri�car se

a extensão ao nó j é factível em relação à calado �exível e posicionamento dinâmico. Para

sabermos qual a carga acumulada quando o navio chega ao nó j, precisamos saber se os nós

i e j são coletas ou entregas. Suponha que i e j sejam entregas, então a carga acumulada

do navio ao chegar em j é a soma das demandas de i− n e j − n. De�nido l, veri�camos
se é possível a extensão em relação à calado �exível e posicionamento dinâmico.

A cada label estendido precisamos contabilizar corretamente o tempo de serviço. Para

isso, considere a Figura 40, nela vemos que o nó i será estendido ao nó j. A partir do

depósito �nal (en0), o tempo de serviço não será contabilizado no nó i, pois o tempo de

serviço no depósito �nal é zero. Ao chegar ao nó j, temos que analisar se o tempo de

serviço será contabilizado referente ao nó i. Este será positivo se a distância entre o nó

pai (i) e o pai do pai (en0) for maior que zero, ou o nó que representa o pai do pai (en0)

for o depósito �nal (o que ocorre na �gura). Esta análise do tempo de serviço para o caso

progressiva é direta, uma vez que apenas temos que considerar se a distância entre i e j

é positiva. Já neste caso, na extensão regressiva esta análise não é direta, uma vez que

estamos no sentido contrário do caminho, e precisa-se ter cuidado para que o tempo de

serviço não seja contabilizado mais vezes.

Figura 40: Exemplo da extensão regressiva do label.
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Além disso, L e j devem satisfazer uma das seguintes condições, o que garante que a

extensão seja compatível. Note que a de�nição do conjunto O para a extensão regressiva é

outra: é o conjunto cujas entregas foram visitadas, mas as respectivas coletas não. Sendo

assim, temos que:

1. 0 < j ≤ n ∧ j + n ∈ O (L);

2. n < j ≤ 2n ∧ j − n /∈ U (L).

Ou seja, se j é um nó de coleta, então a respectiva entrega precisa ter sido visitada

(garantimos assim, a precedência). Se j é um nó de entrega, então a respectiva coleta não

pode pertencer ao conjunto U .

6.2.2 Atualização do Label

Uma vez que a extensão do label foi possível de ser realizada, então um novo label deve

ser criado, conforme nesta subseção. Novamente, temos que as atualizações progressiva

e regressiva são feitas de maneiras diferentes. O custo atualizado é calculado da mesma

maneira que a função objetivo do modelo matemático (4.1) apresentado anteriormente

na Seção 4.3, ou seja, custo das viagens, custo por atracação e penalização por visita

consecutiva a plataformas diferentes e é denotado por dη(L),j, isto é, custo da viagem

entre η (L) e o novo nó j. Na de�nição deste custo d está incluída também a variável dual

associada à restrição do modelo de particionamento de conjuntos (6.2).

Progressiva (Forward)

Depois de veri�cado que é possível estender o nó j de um label L, um novo label L′ é

criado da seguinte maneira:

1. η (L′) = j;

2. t (L′) = max
{
aj, t (L) + tη(L),j

}
;

3. l (L′) = l (L) + qj;

4. c (L′) = c (L) + dη(L),j;

5. U (L′) =

• U (L) ∪ {j}, se j ∈ P ;
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• U (L), se j ∈ D.

6. O (L′) =

• O (L) ∪ {j}, se j ∈ P ;

• O (L) \ {j − n}, se j ∈ D.

Regressiva (Backward)

Depois de veri�cado que é possível estender o nó j de um label L, um novo label L′ é

criado da seguinte maneira:

1. η (L′) = j;

2. t (L′) = max
{
Tmax − bj, t (L) + tη(L),j

}
;

3. l (L′) = l (L) + qj;

4. c (L′) = c (L) + dη(L),j;

5. U (L′) =

• U (L) ∪ {j}, se j ∈ D;

• U (L), se j ∈ P .

6. O (L′) =

• O (L) ∪ {j}, se j ∈ D;

• O (L) \ {j + n}, se j ∈ P .

6.2.3 Conjunto Inalcançável

O conceito de conjunto inalcançável (unreachable) foi primeiramente proposto por

Feillet et al. (2004), em que os autores propuseram um algoritmo exato para o problema

de caminho mínimo elementar com limitação de recursos. No contexto do problema de

coleta e entrega, o conjunto U (unreachable) é formado pelos nós que não conseguem ser

visitados por aquele determinado label. Por exemplo, o nó de coleta j foi visitado, mas

não é possível visitar o nó de entrega (j+n) pelas janelas de tempo; ou estender este label

para o nó de coleta j violaria as janelas de tempo.
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A veri�cação de se um nó pertence ao conjunto U é feita diferentemente para os

caminhos construídos de maneira progressiva e regressiva. Além disso, a veri�cação é

feita a partir de um dado nó i para um nó j, isto é, veri�ca-se apenas para dois nós a �m

de não consumir muito tempo computacional nesta fase.

Progressiva (Forward)

Temos que veri�car algumas situações como, por exemplo, se o nó i é um nó de coleta

ou entrega. O mesmo vale para o nó j. Se alguma das possibilidades abaixo for violada,

então o nó j entra no conjunto U (L). A notação i ⇒ j indica que a veri�cação das

janelas de tempo precisa ser feita do nó i para o nó j. Sendo assim, temos as seguintes

possibilidades:

1. Se i e j são nós de coleta (PP) ou se i é um nó de entrega e j é um nó de coleta

(DP):

Veri�car se i 6= j (caso PP) e veri�car as janelas de tempo de i⇒ j;

2. Se i é um nó de coleta e j é um nó de entrega (PD) - j não pode ser a entrega

respectiva da coleta i:

Veri�car a janelas de tempo de i⇒ j − n⇒ j;

3. Se i e j são nós de entrega (DD):

Se i 6= j e veri�car janelas de tempo para o caminho i⇒ j − n⇒ j.

Regressiva (Backward)

A veri�cação neste caso é diferente, sendo assim temos as seguintes possibilidades:

1. Se i e j são nós de entrega (DD) ou se i é um nó de coleta e j é um nó de entrega

(PD):

Veri�car se i 6= j (caso DD) e veri�car as janelas de tempo do caminho i⇒ j;

2. Se i é um nó de entrega e j é um nó de coleta (DP) - j não pode ser a coleta

respectiva da entrega i:

Ver�car a janelas de tempo de i⇒ j + n⇒ j;

3. Se i e j são nós de coleta (PP):

Se i 6= j e veri�car janelas de tempo para o caminho i⇒ j + n⇒ j.
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6.2.4 Junção de caminhos: Progressiva e Regressiva

Depois de obter todos os caminhos através das formas progressiva e regressiva, precisa-

se juntar tais caminhos parciais de modo a obter um caminho completo do nó s0 ao nó

en0, o qual respeite todas as restrições (4.4)-(4.26). Para a junção de um caminho parcial

progressivo com um caminho parcial regressivo é preciso veri�car algumas situações:

• Ambos os caminhos parciais precisam terminar exatamente no mesmo nó η;

• Nenhum nó pode estar presente em ambos os caminhos parciais, exceto o nó η (nó

repetido);

• Precedência: para os nós de coleta que estão no caminho parcial progressivo cujos

nós das respectivas entregas não estão em no caminho progressivo, precisa-se ve-

ri�car se estas entregas estão no caminho parcial regressivo. Para as entregas que

estão no caminho parcial regressivo cujas coletas respectivas não estão no caminho

regressivo, precisa-se veri�car se estas coletas estão no caminho parcial progressivo;

• Veri�car capacidade e janelas de tempo.

6.2.5 Critérios de Dominância

Como já mencionado, existem critérios de dominância para que as extensões progres-

siva e regressiva não sejam feitas na totalidade, para todos os casos. Nestes critérios, se

um label L1 dominar outro label L2, então o label L2 será descartado e não mais estendido.

Isto faz com que o algoritmo seja mais e�caz computacionalmente. As regras de domi-

nância descritas abaixo foram propostas por Ropke e Cordeau (2009) para o problema de

coleta e entrega e janelas de tempo. Sendo assim, um label L1 domina outro label L2 se:

• η (L1) = η (L2);

• t (L1) ≤ t (L2);

• c (L1) ≤ c (L2);

• U (L1) ⊆ U (L2);

• O (L1) ⊆ O (L2).
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Este critério de dominância é válido somente se a matriz de custo satis�zer a pro-

priedade da desigualdade triangular de entrega (ROPKE; CORDEAU, 2009). Ou seja, se a

matriz de custo for indicada por dij, então se dij + djk ≥ dik se j é um nó de entrega,

então a matriz satisfaz a desigualdade triangular. Dizemos que uma matriz de custo que

satisfaz essa propriedade satisfaz também a propriedade de desigualdade triangular de

entrega (delivery triangle inequality). Como a implementação foi realizada de forma bi-

direcional, então esta propriedade tem que ser válida também para os nós de coleta, pela

parte regressiva (BETTINELLI et al., 2014).

Este critério de dominância também é válido para o nosso caso especí�co. Considere

primeiro o caso do caminho parcial progressivo em que dois labels estejam em um mesmo

nó i, como mostra a Figura 41. Para o label L1 dominar o label L2, a quantidade de

carga a bordo em L1 precisa ser menor ou igual a quantidade de carga em L2 ao chegar

ao mesmo nó i. Além disso, temos que cada subproblema é resolvido especi�camente

para um navio, ou seja, as duas rotas da �gura abaixo dizem respeito ao mesmo navio.

Temos que veri�car que ao dominar um label, digamos o L2, este não encontraria uma rota

com menor custo, considerando atracação, calado �exível ou posicionamento dinâmico.

A questão da atracação é �xada no problema, uma vez que não depende da quantidade

de carga a bordo do navio. Em relação ao calado �exível e posicionamento dinâmico,

estes dependem da quantidade a bordo do navio. Qualquer que seja a rota encontrada

pelo label L2, o label L1, conseguiria encontrar a mesma rota, uma vez que a quantidade

a bordo do nó i em L1, é menor ou igual a L2 e ambos os labels se referem ao mesmo

navio. Sendo assim, o critério de dominância é válido também considerando as questões

do problema do estudo de caso (atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico).

Figura 41: Exemplo do critério de dominância para o caminho progressivo.
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A explicação do porquê este critério de dominância em relação ao caminho regressivo

é válido também para o nosso caso especí�co é análoga a explicação já apresentada, ou

seja, o critério de dominância apresentado é também válido considerando as questões de

atracações, calado �exível e posicionamento dinâmico. Considere dois labels que estejam

em um mesmo nó i (Figura 42). A explicação se deve ao fato de que ambos os labels se

referem ao mesmo navio e que para o label L1 dominar o label L2, a quantidade de carga

a bordo em L1 precisa ser menor ou igual a quantidade de carga em L2 ao chegar ao

mesmo nó i. Então, qualquer que seja o caminho que o L2 encontrar, o label L1 também

encontraria com custo menor ou igual a L2.

Figura 42: Exemplo do critério de dominância para o caminho regressivo.

6.3 Heurísticas

Esta seção descreve as heurísticas utilizadas para gerar rotas que dêem origem a co-

lunas com custo relativo negativo e, assim, possam melhorar o desempenho do algoritmo

de programação dinâmica, resultando em um método de geração de colunas mais e�ci-

ente. Foram implementadas heurísticas construtivas que servem para gerar rotas que dão

origem às colunas iniciais do problema mestre e também gerar rotas que são utilizadas

na programação dinâmica. Além disso, foram implementadas heurísticas de melhoria, a

�m de melhorar uma rota existente, gerando uma nova rota com custo relativo negativo

menor que a original.
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6.3.1 Heurística pra gerar rotas iniciais

A heurística utilizada pra gerar colunas iniciais para o problema mestre e também

auxiliar na programação dinâmica foi uma adaptação da heurística de Xu et al. (2003),

em que os autores resolvem o PDPTW através de um heurística que possui dois passos:

de construção, veri�cando apenas a precedência e capacidade, e depois de scheduling, que

veri�ca as janelas de tempo. O resultado é a rota em que o scheduling é possível e com

menor custo.

No nosso caso, primeiramente são construídas as rotas com apenas um cliente, isto é,

o navio sai do depósito inicial s0, coleta o pedido i ∈ P , entrega este pedido em i + n e

depois termina sua rota no depósito �nal en0. Desta maneira, cada navio atende somente

a um pedido semelhante à estratégia usada na heurística de economias (savings) proposta

por Clarke e Wright (1964).

O próximo passo é juntar duas rotas de apenas um cliente, digamos r1 e r2. O

algoritmo sempre tenta juntar a rota r1 com alguma que ainda seja composta por apenas

um cliente (r2). Caso não seja possível juntar r2 à primeira, então r2 volta para uma lista

de rotas com apenas um cliente, para que, depois, a veri�cação seja feita com uma terceira

rota r3, e assim sucessivamente. Há vários critérios de prioridades para listar todas as

rotas com apenas um nó de coleta e entrega, e sendo assim, o algoritmo é executado para

todos os critérios de modo a encontrar várias rotas iniciais para o problema.

Ao tentar juntar duas rotas, primeiro é veri�cado a precedência dos elementos. Depois,

calcula-se o custo associado a cada nova rota gerada; e por último, veri�ca-se as janelas

de tempo, capacidade, adjacência, atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico.

São consideradas apenas as rotas em que a junção foi possível em relação a todos os

recursos. Neste momento, temos duas situações: 1) todas as rotas geradas por essa

heurística são acrescentadas às colunas iniciais do problema mestre; 2) somente as rotas

com custo relativo negativo são utilizadas na programação dinâmica. O Algoritmo 11

mostra como esta heurística foi implementada. Nele, temos que todas as rotas estão em

uma lista de rotas R de prioridades e tenta-se juntar as rotas r1 e r2. Inicialmente temos

que MelhorEconomia é igual a 0, considerando que ainda nenhuma rota foi eliminada.

O nó i inicia no depósito inicial (s0) e varia até o depósito �nal en0. O nó j inicia em i e

também varia até o depósito �nal. A cada variação de i e j calcula-se a economia de se

eliminar a rota r2 ao inserir seus nós em r1 (Economia). Então, se Economia for maior

que MelhorEconomia e a nova rota for factível, então MelhorEconomia é atualizada.

Somente a rota referente a MelhorEconomia é considerada no �nal do algoritmo.
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Algoritmo 11: Heurística construtiva.

1 enquanto Existirem rotas na lista R faça
2 Selecione a primeira rota r1;
3 Selecione a segunda rota r2;
4 i = s0;
5 enquanto i < en0 faça
6 j = i;
7 enquanto j < en0 faça
8 se Economia > MelhorEconomia então
9 Checa a factibilidade ao inserir i e j em r1;

10 se Rota factível então
11 MelhorEconomia = Economia;

12 j = nextj (próximo nó de r1);

13 i = nexti (próximo nó de r1);

14 Inserir rota correspondente ao MelhorCusto;

Para exempli�car, vamos supor que temos duas rotas, cada uma com apenas um nó

de coleta e seu respectivo nó de entrega:

r1 = s0 → i→ i+ n→ en0

r2 = s0 → j → j + n→ en0

O algoritmo tenta juntar estas duas rotas. Primeiramente são veri�cadas precedên-

cia e capacidade. Sendo assim, temos que veri�car seis rotas diferentes em relação à

precedência:

1. s0 → i→ j → i+ n→ j + n→ en0;

2. s0 → j → i→ i+ n→ j + n→ en0;

3. s0 → i→ j → j + n→ i+ n→ en0;

4. s0 → j → i→ j + n→ i+ n→ en0;

5. s0 → i→ i+ n→ j → j + n→ en0;

6. s0 → j → j + n→ i→ i+ n→ en0.
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Vamos supor que apenas as rotas 1, 5 e 6 são factíveis em relação à capacidade. Então,

calcula-se o custo destas três rotas e depois veri�ca-se as janelas de tempo, atracação,

calado �exível e posicionamento dinâmico. Vamos supor que apenas as rotas 1 e 5 são

factíveis em relação a todos os recursos e que possuem custo relativo negativo. Sendo

assim, estas duas rotas são consideradas como rotas novas e que depois, tentarão se juntar

a outras rotas com um único par de coleta e entrega.

Generalizando, o algoritmo tenta juntar rotas com uma única coleta e entrega com

outras rotas, estas rotas de um único par estão em uma lista de prioridades. Vamos supor

então que o algoritmo tente juntar a rota s0 → k → k + n → en0 à rota s0 → i →
j → i + n → j + n → en0 (r1). Então, primeiro é testado a inserção dos nós k e k + n

juntos e logo após o nó s0. Depois, o teste é feito com k depois do nó s0 e com k + n

variando na rota 1. A Figura 43 ilustra os primeiros passos deste exemplo. A primeira

parte da �gura representa a rota 1. Na segunda parte da �gura é feita a tentativa de

colocar o par k e k + n antes de i. Na terceira parte da �gura o nó k é �xado antes de i

e movimenta somente o nó k + n, em que a tentativa é colocá-lo antes de j. Na quarta

parte da �gura o nó k continua antes de i e movimenta-se novamente o nó k + n, em que

a tentativa é colocá-lo antes de i + n. Depois, ambos k e k + n são testados antes do nó

j, e assim sucessivamente. Assim, o algoritmo encontrará a melhor rota com o melhor

saving, correspondente à economia de se eliminar a rota de um único par ao inserir os nós

dessa rota em outra já existente.

6.3.2 Heurísticas de melhoria

Esta subseção descreve as heurísticas de melhoria utilizadas para melhorar as rotas

já existentes. Depois de geradas todas as rotas pela heurística construtiva, as heurísticas

de melhoria são chamadas para melhorar tais rotas. Foram implementadas três tipos de

heurísticas de melhoria.

• Incluir um novo par de clientes a uma rota já existente:

Nesta heurística de melhoria, tenta-se incluir um novo par coleta/entrega a uma rota

já existente. Todos as rotas com custo relativo negativo geradas por essa heurística

são acrescentadas à lista de rotas geradas, ou seja, às colunas do problema mestre.

Para veri�car se um par de coleta e entrega pode ser acrescido à rota existente,

temos que considerar adjacência, precedência, janelas de tempo, capacidade, atra-

cação, calado �exível e posicionamento dinâmico. Primeiro, seleciona-se um par
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Figura 43: Exemplo de como a heurística para gerar rotas iniciais é executada.
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de coleta e entrega. Depois, tenta-se colocar este par na primeira posição da rota,

primeiramente juntos, digamos i, i+n. Depois, o nó de entrega varia na rota para ou-

tras posições, enquanto que o nó de coleta permanece na primeira posição. Quando

a rota termina para esta primeira veri�cação, o par de coleta e entrega é testado

na segunda posição da rota, e assim sucessivamente. Depois de todas as tentativas

com esse par de coleta e entrega, outro par é testado nesta mesma rota. Temos que

garantir que o par testado não esteja na rota já existente.

• Retirar um par de clientes de uma rota já existente:

Nesta heurística tenta-se retirar um par de coleta e entrega de uma rota já existente.

Sendo assim, somente as rotas que forem melhoradas (custo relativo mais negativo)

serão acrescidas às colunas do problema mestre. Somente as coletas são veri�cadas,

desta maneira, se uma coleta for retirada, sua respectiva entrega também tem de

ser retirada da rota. Precisa-se veri�car a adjacência dos nós da rota. A prece-

dência, capacidade, janelas de tempo, atracação, calado �exível e posicionamento

dinâmico não precisam ser veri�cadas, já que ao retirar um par de coleta/entrega

estas características não serão alteradas.

• Trocar dois nós consecutivos de uma rota já existente:

Nesta heurística tenta-se trocar dois nós adjacentes, ou seja, se temos uma rota com

os nós s− t−u− v, tentamos trocar os nós t e u para resultar na rota s−u− t− v.
Apenas as rotas com custo reduzido mais negativo são acrescidas à lista de rotas

geradas.

As janelas de tempo, adjacência, atracação, calado �exível e posicionamento dinâ-

mico precisam ser veri�cadas em todos os casos. A precedência somente precisa ser

veri�cada no caso em que t é a coleta de u, neste caso a troca não pode ser realizada.

Quanto à capacidade, esta deve ser veri�cada no caso em que t é uma entrega e u

é uma coleta (DP). Neste caso, se a troca for realizada pode ser que a capacidade

seja violada, pois se s for uma coleta ao se juntar com a demanda de u, pode violar

a capacidade do navio.

• Heurística primal (MIP):

O uso desta heurística no método branch-and-price foi motivado pelo fato de que

a estrutura da formulação de particionamento de conjuntos é adequada para a im-

plementação de heurísticas MIP. Podemos tentar obter uma solução inteira factível

combinando algumas colunas do PMR impondo a integralidade das variáveis do pro-
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blema mestre, e resolvendo este problema através de um software de otimização de

propósito geral como, por exemplo, o CPLEX. A �m de garantir que esta heurística

seja rápida, limitamos o tempo em que o solver é executado para encontrar uma

solução inteira factível. A solução obtida pode não ser a ótima para o problema

original, mas alguns estudos da literatura mostraram que as soluções obtidas por

esta heurística são bons limitantes superiores para o método.

6.4 Estratégias de Rami�cação

Diferentes estratégias de rami�cação foram implementadas. Tais estratégias são dadas

de forma hierárquica: primeiro o método tenta rami�car no número de navios, se não

conseguir, o próximo passo é tentar rami�car em um navio especí�co, se não for possível,

então a rami�cação é feita nos arcos. Estas três estratégias de rami�cação estão detalhadas

abaixo:

1. Rami�cação no número de navios: em um determinado nó, se a solução do problema

mestre for fracionária, então veri�ca-se a quantidade de navios utilizada. Se esta

quantidade for fracionária, então a rami�cação é feita no número de navios, isto é,

dado ȳr o valor fracionário de cada variável yr da solução ótima do problema mestre

linear, seja nV o número de navios utilizados nesta solução, então nV =
∑
k∈K

∑
r∈Ωk

ȳr.

Se nV for fracionário, então a rami�cação é feita criando dois nós �lhos em que

adiciona-se uma das seguintes inequações diretamente ao problema mestre de cada

um: ∑
k∈K

∑
r∈Ωk

ȳr ≤ bnV c ,

∑
k∈K

∑
r∈Ωk

ȳr ≥ dnV e ;

2. Rami�cação no veículo: se o valor nV for inteiro, então a rami�cação é feita em

um navio especí�co. Seja nKk o número de vezes que o navio do tipo k é utilizado

na solução ótima do problema mestre linear, com nKk =
∑
r∈Ωk

ȳr. Se algum nKk

for fracionário para k ∈ K, então seleciona-se a variável nKk mais próxima do

valor 0,5 para que a rami�cação seja realizada. Em um nó �lho será �xado que o

navio especí�co seja utilizado e no outro, será �xado que o navio especí�co não seja

utilizado, ou seja, em cada nó �lho, é adicionado uma das seguites inequações ao
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problema mestre: ∑
r∈Ωk

ȳr ≤ bnKkc ,

∑
r∈Ωk

ȳr ≥ dnKke ;

3. Rami�cação nos arcos: se o valor de nKk for inteiro para todo k ∈ K, então

a rami�cação é feita nos arcos da rede. Dada uma solução fracinária do pro-

blema mestre ȳr, a solução em termos dos arcos de cada navio k é dada por

x̄ijk =
∑
r∈Ωk

x̄rijkȳr,∀k ∈ K, i,j ∈ N , em que x̄rijk = 1 se e somente se, na rota

r ∈ Ωk, o navio k viaja diretamente do nó i para o nó j e x̄rijk = 0, caso contrário. O

valor x̄ijk pode ser fracionário devido ao ȳr fracionário. Sendo assim, a rami�cação

é feita para algum k ∈ K, cujo valor x̄ijk seja fracionário, em que em um dos nós

�lhos é imposto x̄ijk = 0 e no outro, é imposto x̄ijk = 1. Note que neste tipo de

rami�cação, a imposição dos arcos é feita somente no subproblema k referente ao

x̄ijk fracionário, e não mais diretamente no problema mestre.

6.5 Experimentos Computacionais

Apresentamos nesta seção os resultados computacionais para o método branch-and-

price proposto neste capítulo. Os testes foram realizados com os mesmos exemplares

reais fornecidos pela empresa do estudo de caso e analisados nos capítulos anteriores.

Cada caso teste foi subdividido em exemplares menores, com o mesmo número de coletas

e entregas dos testes com o modelo matemático e com os métodos branch-and-cut. O

computador utilizado foi o mesmo já mencionado no texto, ou seja, um PC Core i7 3.40

GHz, 16 GB de memória RAM, o sistema operacional é outro, agora utilizamos do Linux

Ubuntu. O solver utilizado na heurística primal (MIP) foi o CPLEX versão 12.4. O tempo

computacional limite foi o mesmo utilizado nos outros métodos dos capítulos anteriores,

ou seja, de 5 horas de processamento.

6.5.1 Detalhes da Implementação

Nesta subseção, abordamos alguns detalhes importantes da implementação do método

branch-and-price. Usualmente em trabalhos que envolvem o método branch-and-price, o

método simplex é utilizado para resolver o problema mestre restrito na geração de colunas.

Porém, este método pode prejudicar o desempenho da geração de colunas, uma vez que
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a oscilação entre os pontos extremos de uma iteração a outra pode resultar em uma

convergência mais lenta. Sendo assim, estratégias com soluções não-extremais tem sido

aplicadas como, por exemplo, o método primal-dual de pontos interiores (GONDZIO et al.,

2013).

O algoritmo branch-and-price desta tese foi derivado de um framework implementado

na linguagem C, em que os autores utilizam da técnica primal-dual de pontos interiores na

geração de colunas (MUNARI; GONDZIO, 2013). Os autores desenvolveram um algoritmo

branch-price-and-cut de pontos interiores para o problema de roteamento de veículos com

janelas de tempo. A rami�cação é feita antes de se obter a solução ótima do problema

mestre restrito. Isto é feito porque o método de pontos interiores encontra uma solução

próxima da solução ótima rapidamente, mas necessita de grande esforço computacional

para obter a solução ótima. A seguinte estratégia é realizada: a rami�cação é feita em

duas fases. Na primeira, o objetivo é encontrar uma solução sub-ótima do problema

mestre restrito do nó atual com tolerância ε = 10−3. Se o nó não for elegível para ser

eliminado da árvore branch-and-bound, então a rami�cação é feita e a segunda fase não

é necessária. Caso contrário, a segunda fase é iniciada e o problema mestre restrito é

resolvido otimamente. Além disso, simpli�cações são feitas para que cada subproblema

seja resolvido mais rapidamente, isto é, a dominância é veri�cada em um número limitado

de nós, o número de labels é limitado e cada label é estendido até um certo número de nós

(MUNARI; GONDZIO, 2013).

6.5.2 Resultados

As Tabelas 12 e 13 mostram os resultados para o método branch-and-price completo,

ou seja, com todas as características descritas neste capítulo. Nas colunas 2 a 4 de cada

tabela é mostrado o melhor resultado de cada exemplar para o método branch-and-cut,

apresentando-se o melhor valor da solução (UB), junto com o tempo dado em segundos e

com o gap dado em porcentagem, extraídos do Capítulo 5. Se mais de um método obteve

a melhor solução, então o critério de desempate foi o de melhor tempo, seguido do melhor

gap. As outras colunas das tabelas mostram os resultados para o método branch-and-

price. Temos o valor da solução (UB), o tempo total dado em segundos, o gap dado em

porcentagem, a relaxação linear (RL), o tempo em que o método demorou para encontrar

a melhor solução, número de nós, número de colunas, tempo total gasto para resolver o

problema mestre (segundos) e o tempo total gasto para gerar as colunas (segundos). Os

espaçamentos em branco indicam que o método não encontrou solução factível no tempo
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limite estipulado e o símbolo − indica que o método parou por limite de tempo, mas com

solução factível.

Para o caso teste 1, o método branch-and-cut resolveu otimamente e em pouco tempo

computacional exemplares com até 20 pares de coleta e entrega. Porém, para os exempla-

res C1N25 e C1N30, o método encontrou solução factível em 5 horas de processamento,

mas terminou com gap maior que zero. Por outro lado, o método branch-and-price re-

solveu otimamente até o exemplar C1N50, ou seja, 50 pares de coleta e entrega, sendo

que com até 45 pares de coleta e entrega, os exemplares foram resolvidos em menos de

1 hora de processamento. Para os demais exemplares (C1N55 até C1N80), o método

encontrou solução factível, mas não provou ser a solução ótima, terminando com gap po-

sitivo. Um importante resultado é que os gaps não ultrapassaram os 4% para este caso,

ou seja, as soluções estão relativamente próximas da solução ótima. Cabe dizer que para a

maioria desses exemplares, o método encontrou a melhor solução inteira em pouco tempo

computacional, exceto para o C1N75, a qual demorou mais de 14000 segundos.

Para o caso teste 2, os resultados são um pouco diferentes. O método branch-and-cut

resolve otimamente exemplares com até 20 pares de coleta e entrega, sendo que o exemplar

C2N20 é resolvido otimamente em tempo computacional menor, comparado ao método

branch-and-price (445 do primeiro contra 3190 do segundo). Para o C2N25, ambos os mé-

todos encontram a mesma solução inteira, e nenhum método prova sua otimalidade. Para

os demais exemplares C2N30 até C2N80, somente o método branch-and-price encontra

solução factível em 5 horas de processamento. O gap ao �nal de 5 horas de processamento

para este caso não ultrapassa os 3%, com maior gap de 2,79% para o C2N50. Sendo as-

sim, para ambos os casos teste, o método branch-and-price encontra solução factível para

todos os exemplares.

Em relação ao número de nós e o número de colunas, os exemplares do Caso 1 possuem

menor número comparados aos exemplares do Caso 2. Por exemplo, o exemplar do Caso

1 com o maior número de nós é o C1N55, com 124 nós, comparado ao C2N25, com 5172

nós. Além disso, o exemplar com maior número de colunas do Caso 1 é o C1N70, com

9461 colunas, comparado ao C2N20, com 19727 colunas. Para todos os exemplares de

ambos os casos, em geral o tempo para resolver o problema mestre é muito menor que o

tempo total para gerar as colunas, o que não comprometeu o valor da relaxação linear.

Este fato se deve ao tempo gasto na programação dinâmica e também nas heurísticas

construtivas e de melhoria.

Outro teste realizado foi com o método branch-and-price sem as heurísticas do subpro-
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blema das Seções 6.3.1 e 6.3.2, ou seja, sem as heurísticas iniciais e de melhoria descritas

neste capítulo. O intuito destes testes foi analisar o quão importante era o uso destas

heurísticas no método. As Tabelas 14 e 15 descrevem estes resultados A primeira coluna

mostra o nome do exemplar, a segunda o valor da solução (UB), a terceira coluna mostra

a razão entre o valor UB do resultado sem as heurísticas e o valor UB do resultado com as

heurísticas (Tabelas 12 e 13). A quarta coluna mostra o tempo total dado em segundos,

seguido do gap dado em porcentagem, do tempo para encontrar a melhor solução (segun-

dos), do número de nós, número de colunas, tempo gasto no problema mestre dado em

segundos e o tempo gasto para gerar as colunas (segundos).

Para o caso de teste 1, os resultados foram parecidos até o exemplar C1N45, ou seja,

o método com as heurísticas e sem as heurísticas resolveu otimamente em pouco tempo

computacional os exemplares com 10 a 45 pares de coleta e entrega. Para o C1N50, o

método sem as heurísticas resolveu otimamente em menor tempo computacional, 1693

comparado ao método com as heurísticas, que resolveu em 5386 segundos. Para C1N55

até C1N65, ambos os métodos encontraram a mesma solução no tempo estipulado de 5

horas. Para C1N70 e C1N80, o método sem as heurísticas encontrou uma solução melhor

e para C1N75, o método com as heurísticas encontrou uma solução melhor, isto pode ser

visto na coluna �razão� da tabela. Em relação às médias do tempo total gasto, gap, tempo

para encontrar a melhor solução, número de colunas, tempo gasto no problema mestre e

tempo gasto para gerar as colunas, o método sem as heurísticas obteve resultado melhor.

O método completo (com as heurísticas - Tabela 12) obteve melhor média somente no

número de nós.

Para o caso de teste 2, os resultados foram diferentes, uma vez que para vários exem-

plares o método sem as heurísticas obteve resultados diferentes. Para os exemplares

C2N60, C2N70 e C2N75, o método com as heurísticas obteve melhores resultados. Para

C2N35, C2N45, C2N65 e C2N80, o método sem as heurísticas obteve soluções melho-

res no limite de 5 horas de processamento (coluna �razão� da tabela). Para os demais

exemplares, ambos os métodos obtiveram resultados iguais ou semelhantes em relação

ao tempo computacional. Quanto as médias, o Caso 2 obteve resultados diferentes em

relação ao Caso 1. O método sem as heurísticas obteve média superior ao método com as

heurísticas somente em relação ao gap e também ao tempo gasto para encontrar a melhor

solução. Em relação às outras colunas da tabela, o método com as heurísticas obteve

melhor média.

Estes resultados mostraram que, para alguns exemplares, o método sem as heurísticas
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foi melhor que o método com as heurísticas. Isto pode ter ocorrido devido ao tempo gasto

com as heurísticas em cada iteração, uma vez que estas são chamadas para cada navio na

resolução do subproblema. Algumas melhorias poderiam ainda ser feitas para que este

tempo computacional seja menor e assim, fazer com que os resultados do método com as

heurísticas se sobreponha em todos os exemplares ao método sem as heurísticas.

O objetivo da próxima tabela foi comparar as diferentes estratégias de rami�cação

aplicadas. Para esta análise, somente os exemplares do Caso 1 foram testados. Na Tabela

16 são mostrados os resultados para o Caso 1 com o código completo (dados da Tabela 12),

resultados com a rami�cação somente nos arcos (Rami�cação 1), rami�cação no número

de navios (Rami�cação 2) e rami�cação em um navio especí�co (Rami�cação 3). Note que

a rami�cação nos arcos é a única que garante cortar todas as soluções com x fracionário,

então nas Rami�cações 2 e 3 a Rami�cação 1 também está presente, caso se tenha a soma

de ȳ (variável do problema mestre) inteiro para o número de navios e também para um

navio especí�co, a rami�cação é feita nos arcos. Em cada uma das situações é mostrado

o valor da solução para cada exemplar (UB), o tempo em segundos e também o gap em

porcentagem. Os melhores resultados para cada exemplar estão destacados em negrito na

tabela.

Os resultados da Tabela 16 mostram que os resultados com o código completo, ou

seja, com as três estratégias de rami�cação juntas, obtém os melhores resultados para o

Caso 1, uma vez que para todos os exemplares deste caso, exceto para o C1N80, obtém a

melhor solução no tempo estipulado e a média do tempo gasto é menor (7650,86). Embora

a média dos gaps não tenha sido a melhor a diferença não é grande uma vez que a média

para o código completo é de 0,44 e a média dos gaps para a Rami�cação 1 é de 0,43.

A abordagem com todas as rami�cações juntamente com a Rami�cação 2 (número total

de navios) foram os únicos métodos capazes de encontrar e provar a solução ótima em

menos de 5 horas para os exemplares C1N10 até C1N50. Portanto, uma boa estratégia

é considerar as três estratégias de rami�cação, isto é, no número total de navios, em um

navio especí�co e também nos arcos.

As próximas análises foram feitas de acordo com as Tabelas 3, 4 e 5 para analisar

porquê o Caso de teste 1 obtém melhores resultados, ou seja, tentar identi�car quais

características de cada exemplar que resultam no método resolver um maior número de

exemplares para o Caso 1 do que para o Caso 2.

Acredita-se que um dos principais motivos pelo o qual o método branch-and-price

resolve mais exemplares para o Caso 1 (do que o Caso 2) seja o número de navios (Tabela
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3). No primeiro caso, são 25 navios quando comparado ao segundo caso, que são 31 navios.

Um maior número de navios faz com que o método branch-and-cut tenha mais restrições e

variáveis e, quanto ao método branch-and-price, faz com que mais subproblemas tenham

de ser resolvidos, uma vez que resolve-se um subproblema para cada navio em cada nó

da árvore branch-and-bound. Outro motivo pode estar relacionados às janelas de tempo.

Analisando as Tabelas 4 e 5, nota-se que as janelas de tempo do Caso 2 são mais abertas,

comparadas as do Caso 1. Janelas de tempo mais apertadas em geral fazem com que o

método branch-and-price seja mais e�caz, uma vez que não são muitas as colunas factíveis

encontradas.

Do ponto de vista prático, os resultados com o método branch-and-price são aceitáveis,

uma vez que resolve otimamente em pouco tempo computacional exemplares com até 50

pares de coleta e entrega para o Caso 1 e 20 pares de coleta e entrega para o Caso 2.

Além disso, encontra solução factível para até 80 pares de coleta e entrega para ambos os

casos. Embora os tempos computacionais sejam elevados para vários exemplares (18000 de

processamento), na prática este tempo limite poderia ser menor, dependendo da tolerância

do usuário, o que mostra as Tabelas 17 e 18. O tempo limite os resultados mostrados

nestas tabelas são de 1800 segundos, ou seja, em meia hora o método é capaz de encontrar

boas soluções para todos os exemplares com média dos gaps de 0,54 para o Caso 1 e

1,31 para o Caso 2. Além disso, a coluna �razão� mostra os resultados dos limitantes

superiores (colunas �UB� das Tabelas 12 e 13) em relação aos limitantes superiores dados

em meia hora, isto é, podemos observar que as soluções são próximas, e sendo assim, os

resultados são aceitáveis na prática. Uma vez encontrada uma solução factível com gap

aceitável, cabe aos operadores da empresa decidir entre adotar esta solução, ou permitir

que o método seja executado por maior tempo na expectativa de encontrar uma solução

melhor.

Portanto, o método branch-and-price resolve um maior número de exemplares compa-

rado aos outros métodos aqui explorados (branch-and-cut e modelo matemático resolvido

pelo solver CPLEX). Conforme mencionado, para os exemplares do Caso 1, o método

branch-and-price obteve soluções ótimas com até 50 pares de coleta e entrega. Para o

Caso 2, o método foi capaz de obter soluções ótimas de exemplares com até 20 pares de

coleta e entrega. Um resultado importante é que o método encontra solução factível para

todos os exemplares testados, ou seja, com até 80 pares de coleta e entrega para ambos os

casos de teste reais. Desta maneira, os objetivos propostos nesta tese foram alcançados

de forma satisfatória, uma vez que o método branch-and-price é capaz de resolver exem-

plares de tamanho moderado em pouco tempo computacional e assim, tem potencial para
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resolver problemas reais de empresas petrolíferas.
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7 Conclusão

O objetivo deste trabalho foi estudar o problema do transporte de óleo cru de platafor-

mas o�shore para os terminais localizados na costa brasileira e propor modelos e métodos

para sua solução. Dessa forma, foi realizado um estudo de caso com uma empresa brasi-

leira que realiza esta operação de extração e transporte do óleo cru e foram desenvolvidos

métodos de solução do tipo branch-and-cut e branch-and-price especializados para esse

problema. Um modelo de programação inteira mista foi proposto, baseado no problema

de coleta e entrega com janelas de tempo (ROPKE; CORDEAU, 2009), e considerando vá-

rias restrições especí�cas desse problema, por exemplo, múltiplos depósitos, atracação dos

navios nos terminais, calado �exível, dispositivos de posicionamento dinâmico, dentre ou-

tras. Não foram encontrados trabalhos na literatura nesta linha de pesquisa que englobem

todas estas características especí�cas desse problema de roteamento na indústria petrolí-

fera. Uma contribuição importante dessa tese é o estudo e a proposta de abordagens de

solução para otimização deste problema na prática, com foco em métodos exatos, para

ajudar a preencher essa lacuna na literatura.

Este problema foi inicialmente modelado na linguagem OPL, da IBM CPLEX e resol-

vido pelo solver CPLEX versão 12.5.1. Para o desenvolvimento dos testes computacionais

a empresa desse estudo disponibilizou exemplares reais referentes a diferentes meses de

operação, denominados casos de teste 1 e 2, respectivamente. Os resultados mostraram

que para ambos os casos o modelo obteve soluções similares: para o Caso 1, o modelo

resolveu otimamente em tempo computacional razoável exemplares com até 20 pares de

coleta e entrega. A partir de 25 pares de coleta e entrega, o solver atingiu o limite de

tempo de 5 horas de processamento com gap de otimalidade positivo. Após 25 pares de

coleta e entrega, não foram encontradas soluções factíveis (inteiras) em 5 horas de proces-

samento. Para o Caso 2, o modelo resolveu otimamente exemplares com até 15 pares de

coleta e entrega. Para 20 e 25 pares, o modelo encontrou soluções factíveis, mas terminou

com gap positivo após o tempo limite de processamento. Acima de 25 pares de coleta

e entrega, o modelo matemático não encontrou soluções factíveis no tempo estipulado.



Sendo assim, o modelo matemático teve di�culdades em resolver exemplares de tamanhos

mais realistas, e alguns fatores que podem ter acarretado isto foi o elevado número de

variáveis binárias, a relaxação linear relativamente fraca e a simetria do problema. Isto

motivou o desenvolvimento de métodos de solução do tipo branch-and-cut e branch-and-

price para resolver otimamente o problema de coleta e entrega com janelas de tempo na

indústria petrolífera.

Foram propostos cinco métodos branch-and-cut, alguns baseados em modelos com va-

riáveis de 2-índices e outros baseados em modelos com variáveis de 3-índices. Os modelos

baseados em variáveis de 2-índices consideram frota homogênea e, sendo assim, um artifí-

cio nos dados de entrada e no grafo do modelo permitiu considerar a heterogeneidade dos

navios em relação à capacidade, juntamente com os múltiplos depósitos. Vários conjuntos

de desigualdades válidas foram implementados, dentre eles: caminhos infactíveis para as

limitações de atracação, calado �exível e posicionamento dinâmico, precedência, restrição

de capacidade, eliminação de sub-rota, restrição de ordem generalizada, caminhos infac-

tíveis para janelas de tempo e restrições de alcance. Os testes computacionais realizados

para os métodos branch-and-cut foram feitos com o mesmo conjunto de dados reais. Os

resultados mostraram que os métodos baseados em modelos com variáveis de 3-índices,

Métodos 4 e 5, foram os que apresentaram os melhores resultados, e tiveram desempe-

nhos superiores ao solver CPLEX para resolver o modelo matemático. Além disso, os

cortes que tiveram maior impacto no valor do limitante inferior foram os cortes do tipo

alcance. Entretanto, os métodos branch-and-cut tiveram algumas limitações em resolver

exemplares com mais de 30 pares de coleta e entrega. Este fato nos motivou a também

desenvolver outro tipo de método exato especí�co para o problema de coleta e entrega na

indústria petrolífera, baseado no método branch-and-price.

Foi desenvolvido um método branch-and-price especí�co para o problema, baseado em

uma formulação por particionamento de conjuntos com frota heterogênea. Essa formula-

ção possui um número bastante reduzido de restrições em relação às outras formulações,

ao custo de um número extremamente grande de variáveis, o que requer o uso da técnica

de geração de colunas. Os testes computacionais foram realizados com o mesmo conjunto

de dados reais fornecidos pela empresa. Os resultados mostraram que o método branch-

and-price tem desempenho bem superior aos demais métodos branch-and-cut para tratar

esse problema, sendo capaz de resolver exemplares com até 50 pares de coleta e entrega

para o Caso 1, e com até 20 pares de coleta e entrega para o Caso 2. Além disso, encontra

soluções factíveis para todos os exemplares, ou seja, para exemplares com até 80 pares de

coleta e entrega em ambos os casos. Este método obteve os melhores resultados para o
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conjunto de dados reais, uma vez que resolveu exemplares maiores e encontrou soluções

factíveis para todos os exemplares de teste. Os resultados com o método branch-and-price

são aceitáveis na prática, embora alguns tempos computacionais sejam elevados (18000

segundos), o método encontra solução factível dos exemplares em pouco tempo compu-

tacional, e caberia aos operadores da empresa decidir entre utilizar uma solução factível

encontrada em pouco tempo computacional, ou executar o método por mais tempo para

encontrar uma solução de melhor qualidade.

Conforme discutido no Capítulo 1, os objetivos propostos nesta tese foram alcançados,

uma vez que um estudo de caso foi realizado com uma empresa petrolífera e modelos e

métodos de solução exatos foram propostos para resolver tal problema. Os resultados

mostraram que os métodos têm potencial para resolver problemas em situações reais,

notadamente o método branch-and-price, que foi o mais bem sucedido.

Ainda é possível fazer várias melhorias nos métodos aqui apresentados. Nos métodos

branch-and-cut, pode-se incluir e analisar novos cortes (do tipo garfo, outros cortes de

capacidade, eliminação de sub-rota, outros cortes de caminhos infactíveis etc). O corte

do tipo garfo obteve resultados muito bons na melhoria dos limitantes inferiores para

problemas de coleta e entrega na literatura (ROPKE et al., 2007). Pode-se testar outras

possibilidades, como o uso de strong branching (ACHTERBERG et al., 2005), heurísticas

iniciais para gerar boas soluções iniciais e considerar como um limitante superior, explorar

simpli�cações do modelo, dentre outras. Outros tipos de pré-processamento podem ser

incluídos para melhorar o desempenho dos métodos, tais como apertar os limitantes das

variáveis de tempo e acúmulo de carga (CORDEAU, 2006). Portanto, acredita-se que

os resultados podem ainda ser melhorados com a aplicação dessas ideias para tornar os

métodos branch-and-cut mais competitivos com o método branch-and-price, e aumentar

seu potencial para resolver problemas realistas em tempo computacional aceitável.

Quanto ao método branch-and-price, pode-se melhorar as heurísticas implementadas:

inicial e de melhorias, para que o método seja mais e�caz, pode-se também testar outras

formas de rami�cação e implementar um pré-processamento e�caz. Além disso, uma

importante pesquisa futura seria unir os métodos branch-and-cut e branch-and-price aqui

apresentados, ou seja, incluir as desigualdades válidas no branch-and-price para melhorar

os limitantes inferiores e fazer com que o método resultante (branch-cut-and-price) resolva

um maior número de exemplares em tempos computacionais menores. Além disso, no

método branch-cut-and-price pode-se também considerar eliminar um ou mais recursos

da programação dinâmica (por exemplo, capacidade, janelas de tempo, dentre outros) e
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incluir cortes para que a solução seja factível de acordo com tais recursos não considerados.

Quanto ao modelo matemático aqui proposto, pode-se incluir restrições práticas adi-

cionais como, por exemplo, atracação nos berços dos terminais, considerando de maneira

mais detalhada o número de berços de cada terminal e suas limitações para atracação de

cada tipo de navio, a compartimentalização dos navios e a consideração de produtos incom-

patíveis nestes compartimentos do navio, dentre outras. O modelo matemático também

pode ser estendido para tratar de particionamento da carga (splitting delivery) e situações

em que a quantidade carregada não precisa estar de�nida a priori, mas ser uma decisão do

problema, como no problema de roteamento com controle de estoques (inventory routing

problem). Além disso, o Modelo 3 considerado no Método branch-and-cut 3, é uma nova

estratégia para problemas de coleta e entrega com frota heterogênea, constituindo mais

uma contribuição desta tese. Este modelo também pode ser útil para outros problemas de

roteamento e esta pode ser uma pesquisa futura promissora, ou seja, o estudo de outras

variantes com frota heterogênea que poderiam ser modeladas apropriadamente de acordo

com o modelo matemático aqui proposto. Desta maneira, os métodos branch-and-cut e

branch-and-price também poderiam ser adaptados para estas novas versões do modelo

matemático, ou seja, incluir nestes métodos outras características da indústria petrolífera

ou outras, com novas estratégias de modelagem.

Uma linha de pesquisa futura seria explorar métodos híbridos, em que heurísticas e

meta-heurísticas são utilizadas no método branch-and-price para gerar e melhorar as rotas

para o problema mestre. Métodos híbridos tem-se mostrado bastante promissores para a

resolução de problemas de roteamento de veículos e suas variantes, conforme observado

mais recentemente na literatura (SUBRAMANIAN et al., 2013).

Uma importante pesquisa futura é a validação na prática de empresas petrolíferas

das abordagens aqui propostas. Para tanto, estudos de caso poderiam ser desenvolvidos

especialmente com esse objetivo, utilizando diversos exemplares reais, e serem resolvidos

pelos métodos propostos nesta tese. Uma comparação e análise detalhada das soluções

obtidas pelos métodos com as soluções utilizadas na prática das empresas deveriam ser

realizadas, para se veri�car melhor a adequação e efetividade dessas abordagens em situ-

ações reais. Além da qualidade das soluções, seria interessante comparar o tempo total

gasto para obter tais soluções e o trade-o� entre o tempo e a qualidade das mesmas.
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APÊNDICE A -- Restrições de Alcance

Segue abaixo todas as possibilidades que devem ser analisadas para que um arco entre

ou não no conjunto A−.

•Se i,j,k são nós de coleta (PPP):

�Os três nós precisam ser diferentes;

∗(s0,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,i+ n,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qk ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,j + n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qk ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qj + qk ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qi + qk ≤ Cap.

•O nó i é de entrega e os nós j e k são de coleta (DPP):

�i− n 6= j e i− n 6= k;

∗(s0,...,i− n,...,i,j,...k) e capacidade: qi−n ≤ Cap e qj + qk ≤ Cap;

∗(s0,...,i− n,...,i,j,...,j + n,...k) e capacidade: qi−n ≤ Cap e qj ≤ Cap e

qk ≤ Cap.

•Os nós i e j são nós de entrega e o nó k é nó de coleta (DDP):

�i− n 6= k e j − n 6= k;

Duas opções de janela de tempo:

∗(s0,...,i− n,...,j − n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap e qk ≤ Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i− n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap e qk ≤ Cap.

•Os três nós são de entrega (DDD):



�Os três nós precisam ser diferentes;

Temos que analisar 8 opções de janela de tempo:

∗(s0,...,i− n,...,j − n,...k − n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,i− n,...,k − n,...j − n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i− n,...j − n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,k − n,...,j − n,...i− n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,j − n,...,k − n,...i− n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i− n,...k − n,...i,j,...k) e capacidade qi−n + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i− n,...i,j,,...,k − n,...k) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap e

qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i− n,...,j − n,...i,j,,...,k − n,...k) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap e

qk−n ≤ Cap.

•O nó i é de coleta e os nós j e k são de entrega (PDD):

�Se j − n 6= i e k − n 6= j:

∗(s0,...,j − n,,...,k − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj−n + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,j − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj−n + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i,j,...,k − n,...,k) e capacidade qi+ qj−n ≤ Cap e qk−n+ qi ≤
Cap;

∗(s0,...,j − n,...,k − n,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,k − n,...,j − n,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj−n + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i,j,...,i+ n,...,k − n,...,k) e capacidade qi + qj−n ≤ Cap e

qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i,j,...,k − n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj−n ≤ Cap e

qk−n + qi ≤ Cap.
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�Se j − n = i:

Temos duas possibilidades:

∗(s0,...,k − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k − n,...,k) e capacidade qi ≤ Cap e qk−n ≤ Cap.

�k − n = i:

∗(s0,...,j − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj−n ≤ Cap.

•Os nós i e j são de coleta e o nó k é de entrega (PPD):

�Se k − n 6= i e k − n 6= j:

∗(s0,...,k − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k − n,...,k) e capacidade qi + qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i,j,...,i+ n,...,j + n,...,k) e capacidade qi+ qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i,j,...,j + n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi+ qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k − n,...,j + n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi+ qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k − n,...,i+ n,...,j + n,...,k) e capacidade qi+ qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,i+ n,...,k − n,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qj +

qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,i+ n,...,j + n,...,k − n,...,k) e capacidade qi+qj ≤ Cap e qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,i,j,...,j + n,...,i+ n,...,k − n,...,k) e capacidade qi+qj ≤ Cap e qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,i,j,...,j + n,...,k − n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi+qj ≤ Cap e qk−n+

qi ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i,j,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,i+ n,...,k − n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qk−n + qj ≤
Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k − n,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,j + n,...,k − n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap e qk−n + qi ≤
Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k − n,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj + qk−n ≤ Cap.

�Se k − n = i:
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∗(s0,...,i,j,...,j + n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap.

�Se k − n = j:

∗(s0,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap;

∗(s0,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qj ≤ Cap.

•Os nós i e k são nós de coleta e o nó j é um nó de entrega (PDP):

�Se j − n 6= k e j − n 6= i:

∗(s0,...,j − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi + qk ≤ Cap e qi + qj−n ≤ Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i,j,...,i+ n,...,k) e capacidade qi + qj−n ≤ Cap e qk ≤ Cap.

�Se j − n = i e j − n 6= k:

Temos apenas uma opção para analisar:

∗(s0,...,i,j,...,k) e capacidade qi ≤ Cap e qk ≤ Cap.

•Os nós i e k são nós de entrega e o nó j é nó de coleta (DPD):

�Se i− n 6= j e k − n 6= j:

∗(s0,...,i− n,...,k − n,...,i,j,...,k) e capacidade qi−n + qk−n ≤ Cap e qj +

qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i− n,...,i,j,...,k) e capacidade qi−n + qk−n ≤ Cap e qj +

qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i− n,...,i,j,....,k − n,...,k) e capacidade qi−n ≤ Cap e qj + qk−n ≤
Cap;

∗(s0,...,i− n,...,k − n,...,i,j,....,j + n,...,k) e capacidade qi−n + qk−n ≤ Cap e

qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,k − n,...,i− n,...,i,j,....,j + n,...,k) e capacidade qi−n + qk−n ≤ Cap e

qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i− n,...,i,j,....,j + n,...,k − n,...,k) e capacidade qi−n ≤ Cap e qj ≤
Cap e qk−n ≤ Cap;

∗(s0,...,i− n,...,i,j,....,k − n,...,j + n,...,k) e capacidade qi−n ≤ Cap e qj +

qk−n ≤ Cap.

�Se i− n 6= j e k − n = j:

Apenas uma opção para analisar:
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∗(s0,...,i− n,...,i,j,...,k) e capacidade qi−n ≤ Cap e qj ≤ Cap.

Temos que analisar agora quando o nó i = s0, ou seja, se for o depósito inicial:

•i = s0, j é um nó de coleta e k é um nó de entrega (s0PD):

�Se k − n 6= j:

∗(s0,j,...,k − n,...,k) e capacidade qj + qk−n ≤ Cap;

∗(s0,j,...,j + n,...,k − n,...,k) e capacidade qj ≤ Cap e qk−n ≤ Cap;

∗(s0,j,...,k − n,...,j + n,...,k) e capacidade qj + qk−n ≤ Cap.

�Se k − n = j:

Apenas uma opção:

∗Janela de tempo: (s0,j,....,k) e capacidade qj ≤ Cap.

•i = s0, j e k são nós de coleta (s0PP ):

�j 6= k;

∗(s0,j,...,k) e capacidade qj + qk ≤ Cap;

∗(s0,j,...,j + n,...,k) e capacidade qj ≤ Cap e qk ≤ Cap.

Agora, temos que analisar se j = k:

•Se o nó i for de coleta e o nó j for de entrega (PD):

�Se k − n 6= i:

Apenas uma opção:

∗(s0,...,k − n,...,i,k) e capacidade qk−n + qi ≤ Cap.

�Se k − n = i:

Apenas uma opção:

∗(s0,...,i,j) e capacidade qi ≤ Cap.

•Se os nós i e j são nós de entrega (DD):

�i 6= j;

Temos duas opções:
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∗(s0,...,i− n,...j − n,...,i,j) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap;

∗(s0,...,j − n,...,i− n,...,i,j) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap.

•Os nós i e j são nós de coleta (PP):

�i 6= j;

Apenas uma opção:

∗(s0,...,i,j) e capacidade qi + qj ≤ Cap.

•O nó i é um nó de entrega e o nó j é um nó de coleta (DP):

�i− n 6= j;

Apenas uma opção:

∗(s0,...,i− n,...,i,j) e capacidade qi−n ≤ Cap e qj ≤ Cap.

•Por último, temos que analisar quando i = s0 e j = k e j é um nó de coleta:

Temos apenas uma opção:

�(s0,j) e capacidade qj ≤ Cap.

Segue abaixo todas as possibilidades que devem ser analisadas para que um arco entre

ou não no conjunto A+.

•Os três nós são nós de coleta (PPP):

�Os três nós são diferentes (i 6= j 6= k):

∗(k,...,k + n,...i,j,...,j + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi+qj ≤
Cap;

∗(k,...,k + n,...i,j,...,i+ n,...,j + n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi+qj ≤
Cap;

∗(k,...i,j,...,k + n,...,i+ n,...,j + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

∗(k,...i,j,...,k + n,...,j + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

∗(k,...i,j,...,j + n,...,k + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

∗(k,...i,j,...,j + n,...,i+ n,...,k + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

∗(k,...i,j,...,i+ n,...,j + n,...,k + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap;

∗(k,...i,j,...,i+ n,...,k + n,...,j + n,...,en0) e capacidade qi + qj + qk ≤ Cap.
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•k é um nó de entrega e i e j são nós de coleta (DPP):

�Os três nós são diferentes k − n 6= i 6= j:

∗(k,...i,j,...,i+ n,...,j + n,...,en0) e capacidade qk−n ≤ Cap e qi + qj ≤ Cap;

∗(k,...i,j,...,j + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qk−n ≤ Cap e qi + qj ≤ Cap.

•Os nós k e i são de entrega e o nó j é de coleta (DDP):

�Os três nós são diferentes: k − n 6= i− n 6= j:

∗(k,...,i− n,...,i,j,...,j + n,...,en0) e capacidade qk−n ≤ Cap e qi−n ≤ Cap e

qj ≤ Cap;

∗(k,...,i,j,...,j + n,...,en0) e capacidade qk−n + qi−n ≤ Cap e qj ≤ Cap.

•Os três nós são de entrega (DDD):

�Os três nós são diferentes: k − n 6= i− n 6= j − n:

∗(k,...,i,j,...,en0) e capacidade qk−n + qi−n + qj−n ≤ Cap;

∗(k,...,i− n,...,j − n,...,i,j,...,en0) e capacidade qk−n ≤ Cap e qi−n + qj−n ≤
Cap;

∗(k,...,j − n,...,i− n,...,i,j,...,en0) e capacidade qk−n ≤ Cap e qi−n + qj−n ≤
Cap;

∗(k,...,j − n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qk−n ≤ Cap e qi−n + qj−n ≤
Cap;

∗(k,...,i− n,...,i,j,...,en0) e capacidade qj−n + qk−n ≤ Cap e qj−n + qi−n ≤
Cap.

•O nó k é um nó de coleta e os nós i e j são nós de entrega (PDD):

�Os três nós são diferentes k 6= i− n 6= j − n:

∗(k,...,i− n,...,j − n,...,i,j,...,k + n,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n + qk ≤
Cap;

∗(k,...j − n,...,i− n,...,i,j,...,k + n,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n + qk ≤
Cap;

∗(k,...,k + n,...,j − n,...,i− n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap

e qk ≤ Cap;
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∗(k,...,k + n,...,i− n,...,j − n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap

e qk ≤ Cap;

∗(k,...,i− n,...,j − n,...,k + n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n + qk ≤
Cap;

∗(k,...,i− n,...,k + n,...,j − n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qk ≤ Cap e

qi−n + qj−n ≤ Cap;

∗(k,...,j − n,...,k + n,...,i− n,...,i,j,...,en0) e capacidade qk + qj−n ≤ Cap e

qj−n + qi−n ≤ Cap;

∗(k,...,j − n,...,i− n,...,k + n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n + qk ≤
Cap;

∗(k,...,i,j,...,k + n,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n + qk ≤ Cap;

∗(k,...,k + n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n + qk ≤ Cap;

∗(k,...k + n,...i− n,...,i,j,...,en0) e capacidade qj−n + qk ≤ Cap e qj−n +

qi−n ≤ Cap;

∗(k,...i− n,...k + n,...,i,j,...,en0) e capacidade qj−n + qk + qi−n ≤ Cap;

∗(k,...i− n,...,i,j,...,k + n,...,en0) e capacidade qj−n + qk + qi−n ≤ Cap;

∗(k,...k + n,...j − n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qk ≤ Cap e qj−n +

qi−n ≤ Cap;

∗(k,...j − n,...k + n,...,i,j,...,en0) e capacidade qj−n + qk + qi−n ≤ Cap;

∗(k,..j − n,...,i,j,...,k + n,...,en0) e capacidade qj−n + qk + qi−n ≤ Cap.

�Se k = i− n:

∗(k,...j − n,...,i,j,...,en0) e capacidade qj−n + qk ≤ Cap;

∗(k,...,i,j,...,en0) e capacidade qj−n + qk ≤ Cap.

�Se k = j − n:

∗(k,...i− n,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qk ≤ Cap;

∗(k,...,i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qk ≤ Cap.

•Os nós k e i são nós de coleta e o nó j é um nó de entrega (PPD):

�Os três nós são diferentes k 6= i 6= j − n:

∗(k,...,k + n,...,i,j,...,i+ n,...,en0) e capacidade qj−n+qk ≤ Cap e qi+qj−n ≤
Cap;

∗(k,...,i,j,...,i+ n,...k + n,...,en0) e capacidade qj−n + qk + qi ≤ Cap;
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∗(k,...,i,j,...,k + n,...i+ n,...,en0) e capacidade qj−n + qk + qi ≤ Cap;

∗(k,...,k + n,...,j − n,...,i,j,...,i+ n,...,en0) e capacidade qj−n + qi ≤ Cap e

qk ≤ Cap;

∗(k,...,j − n,...,k + n,...,i,j,...,i+ n,...,en0) e capacidade qj−n + qi ≤ Cap e

qk + qj−n ≤ Cap;

∗(k,...,j − n,...,i,j,...,i+ n,...,k + n,...,en0) e capacidade qj−n+qi+qk ≤ Cap;

∗(k,...,j − n,...,i,j,...,k + n,...,i+ n,...,en0) e capacidade qj−n+qi+qk ≤ Cap.

�Se k = j − n:

∗(k,...,i,j,...,i+ n,...,en0) e capacidade qk + qi ≤ Cap.

�Se i = j − n:

∗(k,...,k + n,....,i,j,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi ≤ Cap;

∗(k,....,i,j,...,k + n,...,en0) e capacidade qk + qi ≤ Cap.

•Os nós k e j são nós de coleta e o nó i é um nó de entrega (PDP):

�Os três nós diferentes: k 6= j 6= i− n:

∗(k,...,k + n,...,i,j,...,j + n,...,en0) e capacidade qk+qi−n ≤ Cap e qj ≤ Cap;

∗(k,...,i,j,...,j + n,...,k + n,...,en0) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap e qj + qk ≤
Cap;

∗(k,...,i,j,...,k + n,...,j + n,...,en0) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap e qj + qk ≤
Cap;

∗(k,...,k + n,...,i− n,...,i,j,...,j + n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qj ≤
Cap e qi−n ≤ Cap;

∗(k,...,i− n,...,k + n,...,i,j,...,j + n,...,en0) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap e

qj ≤ Cap;

∗(k,...,i− n,...,i,j,...,j + n,...,k + n,...,en0) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap e

qk + qj ≤ Cap;

∗(k,...,i− n,...,i,j,...,k + n,...,j + n,...,en0) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap e

qk + qj ≤ Cap.

�Se k = i− n:

∗(k,...,i,j,...,j + n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qj ≤ Cap.

•Os nós k e j são nós de entrega e o nó i é um nó de coletea (DPD):
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�Os três nós são diferentes k − n 6= i 6= j − n:

∗(k,...,i,j,...,i+ n,...,en0) e capacidade qk + qj−n ≤ Cap e qi + qj−n ≤ Cap;

∗(k,...,j − n,...,i,j,...,i+ n,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi + qj−n ≤ Cap,

�Se i = j − n:

∗(k,...,i,j,...,en0) e capacidade qk ≤ Cap e qi ≤ Cap.

Agora, temos que analisar quando j = en0:

•k é um nó de coleta e i um nó de entrega (PD):

�Se k 6= i− n:

∗(k,...,k + n,...,i− n,...,i,j) e capacidade qk ≤ Cap e qi−n ≤ Cap;

∗(k,...,i− n,...,k + n,...,i,j) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap;

∗(k,...,k + n,...,i,j) e capacidade qk + qi−n ≤ Cap.

�Se k = i− n:

∗(k,...,i,j) e capacidade qk ≤ Cap.

•Se k e i são nós de entrega (DD):

�Os nós dois nós são diferentes k − n 6= i− n:

∗(k,...,i,j) e capacidade qk−n + qi−n ≤ Cap;

∗(k,...i− n,...,i,j) e capacidade qk−n ≤ Cap e qi−n ≤ Cap.

Agora, precisamos analisar quando k = i:

•Se i é um nó de coleta e j é um nó de entrega (PD):

�Se i 6= j − n:

∗(i,j,....,i+ n,...,en0) e capacidade qi + qj−n ≤ Cap.

�Se i = j − n:

∗(i,j,...,en0) e capacidade qi ≤ Cap.

•Se i e j são nós de entrega (DD):

�Os dois nós são diferentes i− n 6= j − n:
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∗(i,j,...,en0) e capacidade qi−n + qj−n ≤ Cap.

•Os dois nós são de coleta (PP):

�Os dois nós são diferentes i 6= j:

∗(i,j,....,i+ n,....,j + n,...,en0) e capacidade qi + qj ≤ Cap;

∗(i,j,....,j + n,....,i+ n,...,en0) e capacidade qi + qj ≤ Cap.

•O nó i é um nó de entrega e o nó j é um nó de coleta (DP):

�Os nós nós são diferentes i− n 6= j:

∗(i,j,....,j + n,...,en0) e capacidade qi−n ≤ Cap e qj ≤ Cap,

•Por último, temos que analisar se j = en0 e i = k e i é um nó de entrega:

�(i,en0) e capacidade qi−n ≤ Cap.
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