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Resumo

Este trabalho é dividido em duas partes: na primeira parte, estudamos a convergência de uma

certa sequência de soluções aproximadas para uma solução da Lei de Conservação estocástica,

nos casos aditivo e multiplicativo.

Na segunda parte, obtemos resultados de existência, unicidade e propriedades de regula-

ridade da solução para a equação de Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) estocástica,

também nos casos aditivo e multiplicativo.

Palavras Chave: Lei de conservação estocástica, Equação BBMB estocástica.



Abstract

This work is divided in two parts: In the first part, we study the convergence of a sequence

of approximating solutions to a solution of the stochastic conservation law, in the additive and

multiplicative case. In the second part, we obtain existence, uniqueness and regularity results

to a solution of the Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) stochastic equation.

Key Words: Stochastic conservation law, BBMB stochastic equation.
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Lista de Símbolos

Notações Gerais

B(X) σ−álgebra dos borelianos do espaço X.

1A Função característica do conjunto A.

a∧b Mínimo entre a e b.

supp( f ) Suporte da função f .

f− A parte negativa da função f .

L n Medida de Lebesgue em Rn.

X ′ Dual do espaço X .

〈 f ,u〉X ′,X Aplicação de dualidade, ou seja, f ∈ X ′,u ∈ X e 〈 f ,u〉X ′,X = f (u).
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Espaços de Funções

C∞
0 (R) O espaço das funções f ∈C∞(R) com suporte compacto.

C2,1(R) O subespaço de C2(R) formado pelas funções f tais que, para m = 0,1,2,
Dm f é Lipschitz contínua.

M(A) O espaço das medidas de Radon sobre A.

W−1,p
loc (A) O espaço das funções f tais que, para todo aberto limitado B com B⊂ A,

temos f �B∈W−1,p(B).

H−1
loc (A) O espaço das funções f tais que, para todo aberto limitado B com B⊂ A,

temos f �B∈ H−1(B).

N 2
ω (0,T ;L2(R)) O espaço de Banach dos processos predizíveis a valores em L2(R) munido

com a norma ‖X‖N 2
ω (0,T ;L2(R)) =

(
E
[∫ T

0
‖X(s)‖2

L2(R)ds
]) 1

2

.



Introdução

O estudo das equações diferenciais estocásticas tem se tornado mais comum nos últimos

anos, e algumas razões para tal podem ser encontradas na literatura especializada. Segundo

Oksendal ([18]), existem várias razões pelas quais nós deveríamos aprender mais sobre equa-

ções diferenciais estocásticas, e uma delas é que "... o assunto tem se desenvolvido como um

fascinante campo de pesquisa com muitas questões interessantes sem resposta."(OKSENDAL,

2000, p. XV, tradução nossa).

Outra motivação, segundo Bauzet ([1]), é que o modelo estocástico muitas vezes descreve

melhor a realidade do fenômeno a ser estudado, e também que "... certos fenômenos que se

deseja descrever por modelos são inerentemente não determinísticos. Por isso, a escolha de

um modelo estocástico parece mais consistente."(BAUZET, 2013, p. 10, tradução nossa). Na

introdução do trabalho citado, a autora descreve alguns exemplos que justificam tal afirmação.

Neste trabalho, nosso objetivo é obter resultados de convergência para a equação pseudo-

viscosa estocástica e resultados de existência e regularidade para a equação BBM-Burgers es-

tocástica nos casos aditivo e multiplicativo. Uma equação estocástica é aditiva quando o termo

estocástico não depende da solução da equação. Caso o termo estocástico dependa da solução,
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a equação é multiplicativa.

O primeiro problema consiste no seguinte: mostraremos, por meio de um método de com-

pacidade compensada, a existência de uma solução para a Lei de conservação Estocástica

ut +( f (u))x = σ
dW
dt

em [0,T ]×R×Ω, (1)

u(0, ·) = u0, (2)

onde W = {(Wt ,Gt);0 ≤ t ≤ T} é um Movimento Browniano padrão unidimensional (ver De-

finição 1.11 na página 19) definido no espaço de probabilidade (Ω,G ,P) (ver Definição 1.1

página 15), e as funções f ,σ e u0 satisfazem certas hipóteses apropriadas (ver página 32). Esse

método de compacidade consiste em obter a convergência, quando ε → 0+, das soluções do

problema pseudoviscoso

ut +( f (u))x = ε ((β (ux))x +uxx)+σε

dW
dt

em [0,T ]×R×Ω, (3)

u(0, ·) = u0,ε , (4)

para uma solução do problema (1)-(2). As funções σε e u0,ε são definidas através de convolução

das funções σ e u0 com um mollifier padrão (ver (2.5) e (2.10)), e β tem as propriedades listadas

na página 37.

As soluções do problema pseudoviscoso serão obtidas por meio da equação regularizada

ut +( fn(u))x = ε ((β (ux))x +uxx)+σε

dW
dt

em [0,T ]×R×Ω, (5)

u0 = u0,n,ε , (6)

onde fn é definida por meio de uma localização da função f (conforme (2.3)) e é tal que

fn −−−→
n→∞

f fracamente em L2(R), e u0,n,ε é definida por meio de uma localização de u0,ε , con-

forme (2.6).
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Depois, estudaremos a existência e propriedades de regularidade das soluções da equação

ut +( f (u))x = σε

dW
dt

+ εuxx +δuxxt em [0,T ]×R×Ω (7)

com dado inicial

u(0,x) = u0,ε(x), x ∈ R, (8)

nos casos aditivo e multiplicativo. No caso aditivo, modificamos a hipótese sobre f (ver pá-

gina 71) e no caso multiplicativo modificamos também a hipótese sobre σ (ver página 99) e a

definição de σε (conforme (4.1)).

No artigo [14], C. Kondo e C. M. Webler estudaram a equação de BBM-Burgers generali-

zada:

ut + f (u)x = δuxxt +
N

∑
n=1

(−1)n+1
γn∂

2n
x u, (x, t) ∈ R×R+. (9)

Notemos que o caso N = 1 é a equação determinística associada a (7) (ou seja, quando σε ≡ 0

em (7)). No artigo citado acima, os autores obtêm resultados de existência e regularidade de

soluções e usam um método de compacidade compensada para estabelecer a convergência de

tais soluções, quando os coeficientes tendem a zero, para uma solução da Lei de Conservação

ut +( f (u))x = 0.

Quanto à Lei de Conservação Estocástica (1), vários trabalhos tratam de aplicar um pro-

cesso semelhante ao descrito acima, de compacidade compensada, para diferentes equações.

Os principais trabalhos estudados foram [12], [9], [1] e [4], brevemente descritos a seguir.

Em [12], J. U. Kim usa compacidade compensada para provar, por meio de um método de

viscosidade nula, que as soluções de

ut +( f (u))x = σ
dW
dt

+ εuxx

convergem, em um sentido apropriado, para uma solução entrópica de (1).

No artigo [9], J. Feng e D. Nualart estenderam os resultados de [12] em duas direções:



14

consideraram o problema multiplicativo e também multidimensional (x ∈ Rd). Eles obtiveram

resultados de existência e regularidade, bem como estimativas uniformes para as soluções da

equação aproximada. A seguir, aplicaram um método de compacidade compensada para mos-

trar a existência (apenas no caso x ∈ R) e unicidade (no caso multidimensional) da solução

entrópica estocástica forte para a Lei de Conservação

∂tu(t,x)+divx( f (u(t,x))) =
∫

z∈Z
σ(x,u;z)∂tW (t,dz),

onde Z é um espaço métrico.

Posteriormente, G.Q. Chen, Q. Ding e K. H. Karlsen, no artigo [4], adicionando uma hipó-

tese de limitação BV no dado inicial, provaram que o problema multiplicativo

∂tu(t,x)+divx( f (u(t,x))) = σ(u(t,x))∂tW (t)

é bem posto em Lp.

Em um trabalho mais recente, C. Bauzet, em sua tese de doutorado [1], também considerou

o problema multiplicativo e multidimensional relacionado com o problema estudado em [12], e

obteve nesses casos resultados de existência e unicidade da solução entrópica estocástica para a

lei de conservação. Além disso, a autora obteve esses resultados para o problema de Dirichlet

correspondente.

Por fim, quanto à abordagem pseudoviscosa, no artigo [17], os autores P. Marcati e R.

Natalini estudam a convergência de soluções do problema pseudoviscoso para uma solução da

lei de conservação no caso determinístico.

No presente trabalho, os resultados do Capítulo 2 estendem o trabalho de [12] por meio da

adição do termo (β (ux))x e por considerar o caso multiplicativo, que é também o caso estudado

em [1] sem o termo (β (ux))x. Já os resultados dos capítulos 3 e 4 estendem o trabalho de

existência e unicidade feito em [23] para o caso estocástico.



CAPÍTULO 1

Pré-requisitos

1.1 Cálculo Estocástico

As definições e resultados desta seção foram extraídos das referências: [5], [11], [18] e

especialmente de [15].

1.1.1. Definições Básicas

Definição 1.1 Dizemos que (Ω,G ,P) é um espaço de probabilidade completo se Ω é um con-

junto, G é uma σ−álgebra sobre Ω e P é uma medida de probabilidade completa em (Ω,G ),

isto é,

A⊂ B ∈ G e P(B) = 0⇒ A ∈ G .

Daqui por diante, (Ω,G ,P) denota um espaço de probabilidade completo.

Definição 1.2 Seja (Σ,F ) um espaço mensurável. Dizemos que uma função Y : Ω → Σ é
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mensurável se, para todo A ∈F , Y−1(A) := {ω ∈Ω : Y (ω) ∈ A} ∈ G .

Uma variável aleatória a valores em Σ ou simplesmente variável aleatória X é uma função

mensurável X : Ω→ Σ.

Se X é uma variável aleatória a valores em um espaço de Banach separável, dizemos que a

Esperança de X é o número

E[X ] :=
∫

Ω

X(ω)dP(ω).

Se X ∈ L1(Ω,G ) e G1 ⊂ G é uma sub-σ -álgebra, definimos a Esperança Condicional de X em

relação a G1, denotada por E[X |G1] como a única (a menos de um conjunto de medida nula)

variável aleatória Y satisfazendo as duas condições seguintes:

1. Y é G1-mensurável;

2.
∫

A
XdP =

∫
A

Y dP, ∀ A ∈ G1.

Definição 1.3 Sejam Xi : Ω→ Rn(i = 1, . . .) variáveis aleatórias. Dizemos que elas são inde-

pendentes se, para qualquer inteiro k ≥ 2 e todos os borelianos B1,B2, . . . ,Bk ⊂ Rn, temos:

P(X1 ∈ B1,X2 ∈ B2, . . . ,Xk ∈ Bk) = P(X1 ∈ B1) ·P(X2 ∈ B2) · . . . ·P(Xk ∈ Bk).

Definição 1.4 Seja Σ um espaço de Banach separável munido com a σ -álgebra B(Σ) . Um

processo estocástico a valores em Σ é uma coleção parametrizada de variáveis aleatórias

{Xt}t∈I definidas em (Ω,G ,P) e assumindo valores em Σ. Usualmente, I é um intervalo contido

em [0,∞), o que nos permite uma conveniente interpretação da variável t como tempo.

Note que, para todo t ∈ I fixado, temos uma variável aleatória

Xt : Ω→ Σ.

Por outro lado, fixando ω ∈Ω, podemos considerar a função

t 7→ Xt(ω), t ∈ I,

que é denominada caminho, trajetória ou realização do processo estocástico Xt em ω .
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Podemos denotar o processo estocástico {Xt}t∈I também por Xt ,X(t),Xt(ω), X(t)(ω) ou

ainda X(t,ω).

Destacaremos duas situações particulares que aparecerão durante este trabalho. Primeira-

mente, seja Σ = Rn. Um processo estocástico a valores em Rn é uma coleção parametrizada

de variáveis aleatórias {Xt}t∈I, onde

Xt : Ω→ Rn.

Já um processo estocástico a valores em L2(R) é uma coleção parametrizada de variáveis

aleatórias {Xt}t∈I, onde

Xt : Ω→ L2(R),

o que significa que, fixando (t,ω) ∈ I×Ω, a imagem Xt(ω) é uma função de x ∈ R, e temos

∫
R
[Xt(ω)(x)]2dx < ∞.

Definição 1.5 O processo estocástico {Xt}t∈I é mensurável se, para todo A∈B(Σ), o conjunto

{(t,ω);Xt(ω) ∈ A} pertence à σ−álgebra produto B(I)⊗G , ou seja, a aplicação

(t,ω) 7→ Xt(ω),

onde

Xt(ω) : (I×Ω,B(I)⊗G )→ (Σ,B(Σ))

é mensurável.

Definição 1.6 Uma filtração em (Ω,G ) é uma família não decrescente {Gt}t∈I de sub−σ−

álgebras de G , ou seja, uma coleção de σ−álgebras Gt ⊂ G tal que

0≤ s < t⇒ Gs ⊂ Gt .

Neste trabalho, assumiremos que todas as σ−álgebras {Gt} são completas.
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Definição 1.7 Um processo estocástico {Xt} é adaptado à filtração {Gt} se, para cada t ∈ I,

Xt é uma variável aleatória Gt-mensurável.

Definição 1.8 Dizemos que o processo estocástico X é progressivamente mensurável com re-

lação à filtração {Gt} se, para todo t ∈ [0,T ], a aplicação

X : [0, t]×Ω→ Σ, (s,ω) 7→ X(s,ω)

é B([0, t])×Gt-mensurável.

Notemos que todo processo progressivamente mensurável é adaptado.

Definição 1.9 Seja Xt um processo estocástico adaptado à filtração {Gt} com E[|Xt |]<∞, ∀t ∈

I. Dizemos que Xt é um martingale com relação a {Gt} se, para todo s≤ t,s ∈ I,

E[Xt |Gs] = Xs, q. t. p. ω ∈Ω.

Definição 1.10 Fixemos uma filtração {Gt}t∈I que é contínua à direita, isto é,

Gt =
∞⋂

n=1

Gt+ 1
n
.

Denotemos por A a coleção dos processos estocásticos mensuráveis X(t,ω) que satisfazem as

duas condições seguintes:

i. {Xt} é adaptado à filtração {Gt};

ii. Todas as trajetórias de X são contínuas à esquerda.

Seja P a menor σ -álgebra de subconjuntos de I×Ω com relação à qual todos os processos

estocásticos em A são mensuráveis. Dizemos que o processo X(t) é predizível se a função

(t,ω) 7→ X(t,ω) é P-mensurável.

Observação 1.1 Muitas vezes durante este trabalho, principalmente quando tratarmos de in-

tegrais, omitiremos a varíavel ω do processo estocástico.
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1.1.2. Movimento Browniano

Definição 1.11 Um Movimento Browniano (padrão unidimensional) é um processo estocás-

tico mensurável e adaptado W = {(W (t),Gt); t ∈ I} definido em um espaço de probabilidade

(Ω,G ,P) a valores em R com as seguintes propriedades:

i. P{ω : W (0,ω) = 0}= 1.

ii. Para 0 ≤ s < t, a variável aleatória W (t)−W (s) é normalmente distribuída com média

zero e variância t− s, ou seja, para a < b,

P{a≤W (t)−W (s)≤ b}= 1√
2π(t− s)

∫ b

a
e
−x2

2(t−s) dx.

iii. W (t) tem incrementos independentes, isto é, se 0≤ t1 < t2 < · · ·< tn, as variáveis aletó-

rias

W (t1),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tn)−W (tn−1)

são independentes.

iv. Quase todas as trajetórias de W (t) são funções contínuas, ou seja,

P{ω : W (·,ω) é contínua }= 1.

1.1.3. Integral de Itô

Fixemos um Movimento Browniano W = {(W (t),Gt); t ∈ [0,T ]}.

Usaremos L2
ad([0,T ]×Ω) para denotar o espaço de todos os processos estocásticos X(t,ω),

t ∈ [0,T ],ω ∈Ω satisfazendo:

(i) X(t,ω) é adaptado à filtração {Gt};

(ii)
∫ T

0
E[|X(t)|2]dt < ∞.
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Definiremos a seguir a integral estocástica

I(X) =
∫ T

0
X(t)dW (t), X ∈ L2

ad([0,T ]×Ω).

A definição dessa integral segue a ideia da definição da Integral de Lebesgue e será dividida

em três passos: começaremos definindo-a para um processo estocástico escada, a seguir vere-

mos um resultado de aproximação e por fim generalizaremos a definição para todo processo

estocástico em L2
ad([0,T ]×Ω).

Suponhamos inicialmente que X é um processo estocástico escada em L2
ad([0,T ]×Ω), ou

seja:

X(t,ω) =
n

∑
i=1

ξi−1(ω)1[ti−1,ti)(t),

onde 0 = t0 < t1 < t2 < .. . < tn = T,ξi−1 é Gti−1−mensurável e E[ξ 2
i−1] < ∞. Neste caso, defi-

nimos

I(X) =
∫ T

0
X(t)dW (t) :=

n

∑
i=1

ξi−1(W (ti)−W (ti−1)). (1.1)

Lema 1.1 Seja I(X) definida por (1.1). Então

a. Para quaisquer a,b ∈ R e X ,Y processos estocásticos escada, temos:

I(aX +bY ) = aI(X)+bI(Y ).

b. E[I(X)] = 0.

c. E[|I(X)|2] =
∫ T

0
E[|X(t)|2]dt.

Demonstração: Ver Kuo [15], página 44.

Lema 1.2 Seja X ∈ L2
ad([0,T ]×Ω). Então existe uma sequência {Xn(t);n ≥ 1} de processos

estocásticos escada em L2
ad([0,T ]×Ω) tal que:

lim
n→∞

∫ T

0
E[|X(t)−Xn(t)|2]dt = 0. (1.2)
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Demonstração: Ver Kuo [15], páginas 45-47.

Agora podemos generalizar a definição de integral estocástica. Sejam X ∈ L2
ad([0,T ]×Ω) e

{Xn} a sequência dada pelo Lema 1.2. Para cada n, a integral I(Xn) já está definida. Aplicando

o Lema 1.1 - item c, temos

E[|I(Xn)− I(Xm)|2] =
∫ T

0
E[|Xn(t)−Xm(t)|2]dt→ 0, quando n,m→ ∞.

Portanto, a sequência {I(Xn)} é de Cauchy em L2(Ω). Usamos isso para definir:

Definição 1.12 Sejam X ∈ L2
ad([0,T ]×Ω) e {Xn} a sequência dada pelo Lema 1.2. Então a

Integral de Itô de X, com a mesma notação de (1.1), é definida por:

I(X) =
∫ T

0
X(t)dW (t) := lim

n→∞
I(Xn) em L2(Ω).

Teorema 1.1 Sejam X ,Y ∈ L2
ad([0,T ]×Ω). Então a Integral de Itô é uma variável aleatória e

valem:

a. Para quaisquer a,b ∈ R:

I(aX +bY ) = aI(X)+bI(Y ).

b. E[I(X)] = 0.

c. E[|I(X)|2] =
∫ T

0
E[|X(t)|2]dt.

Demonstração: Ver Kuo [15], página 48.

Notemos que, por este teorema, a Integral de Itô I : L2
ad([0,T ]×Ω)→ L2(Ω) é uma isome-

tria. Outra importante propriedade desta integral está no teorema a seguir.

Teorema 1.2 Seja X ∈ L2
ad([0,T ]×Ω). Então o processo estocástico

It =
∫ t

0
X(s)dW (s), 0≤ t ≤ T
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é um martingale com respeito à filtração {Gt}.

Demonstração: Ver Kuo [15], página 53.

Observação 1.2 A Integral de Itô pode ser estendida para uma classe maior de integrandos,

Lad(Ω,L2[0,T ]), que denota o espaço de todos os processos estocásticos X(t,ω), t ∈ [0,T ],

ω ∈Ω satisfazendo:

(i) X(t,ω) é adaptado à filtração {Gt};

(ii)
∫ T

0
|X(t)|2dt < ∞, q. t. p. ω ∈Ω.

Observemos que L2
ad([0,T ]×Ω)⊂Lad(Ω,L2[0,T ]). Para fazer tal extensão da integral de Itô,

necessitamos do conceito de tempo de parada.

Definição 1.13 Uma variável aleatória τ : Ω→ [0,T ] é um tempo de parada com respeito à

filtração {Gt ;0≤ t ≤ T} se {ω : τ(ω)≤ t} ∈ Gt ,∀ t ∈ [0,T ].

Seja X ∈Lad(Ω,L2[0,T ]). Para cada n fixo, definimos:

τn(ω) =


inf
{

t;
∫ t

0
|X(s,ω)|2ds > n

}
, se

{
t;
∫ t

0
|X(s,ω)|2ds > n

}
6= /0,

T, se
{

t;
∫ t

0
|X(s,ω)|2ds > n

}
= /0.

Então τn é um tempo de parada e definimos

It∧τn =
∫ t∧τn

0
X(s)dW (s) =

∫ T

0
1[0,t∧τn](s) f (s)dW (s), 0≤ t ≤ T.

Definição 1.14 Um processo estocástico Gt-adaptado Xt ,0≤ t ≤ T , é um martingale local com

relação a {Gt} se existe uma sequência de tempos de parada τn,n = 1,2, ..., tal que:

1. τn é monotonicamente crescente para T quando n→ ∞;

2. Para cada n,Xt∧τn é um martingale com respeito a Gt .
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Através de um resultado de densidade estendemos a integral estocástica de Lad(Ω,L2[0,T ]) para

Lad(Ω,L2[0,T ]) e temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 Seja X ∈Lad(Ω,L2[0,T ]). Então o processo estocástico It =
∫ t

0
X(s)dW (s) é um

martingale local com respeito a {Gt}.

Demonstração: Ver Kuo [15], página 71.

1.1.4. Fórmula de Itô

Nesta seção enunciaremos a Fórmula de Itô, que é a fórmula do cálculo estocástico equiva-

lente à regra da cadeia.

Observação 1.3 Usamos a notação Lad(Ω,L1[0,T ]) para denotar o espaço de todos os pro-

cessos estocásticos X(t) que são {Gt}− adaptados e tais que
∫ T

0
|X(t)|dt < ∞, q. t. p. ω ∈Ω.

Definição 1.15 Um processo de Itô é um processo estocástico da forma

Xt = X0 +
∫ t

0
g(s)dW (s)+

∫ t

0
h(s)ds, 0≤ t ≤ T, (1.3)

onde X0 é G0−mensurável, g ∈Lad(Ω,L2[0,T ]) e h ∈Lad(Ω,L1[0,T ]).

Podemos reescrever a equação (1.3) na forma de equação diferencial estocástica:

dXt = g(t)dW (t)+h(t)dt.

Teorema 1.4 [Fórmula de Itô] Seja Xt um processo de Itô dado por:

Xt = X0 +
∫ t

0
g(s)dW (s)+

∫ t

0
h(s)ds, 0≤ t ≤ T.

Seja θ(t,x) uma função contínua com derivadas parciais
∂θ

∂ t
,
∂θ

∂x
e

∂ 2θ

∂x2 contínuas. Então
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θ(t,Xt) também é um processo de Itô e vale

θ(t,Xt) =θ(0,X0)+
∫ t

0

∂θ

∂x
(s,Xs)g(s)dW (s)+∫ t

0

[
∂θ

∂ t
(s,Xs)+

∂θ

∂x
(s,Xs)h(s)+

1
2

∂ 2θ

∂x2 (s,Xs)(g(s))2
]

ds. (1.4)

Demonstração: Ver Kuo [15], página 103.

Observação 1.4 Se o processo de Itô é tal que X0 e h tomam valores em um espaço de Hil-

bert H e a função θ(t,x) : [0,T ]×H → R é contínua com derivadas parciais
∂θ

∂ t
,
∂θ

∂x
e

∂ 2θ

∂x2

uniformemente contínuas em subconjuntos limitados de [0,T ]×H, então vale

θ(t,Xt) =θ(0,X0)+
∫ t

0

〈
∂θ

∂x
(s,Xs),g(s)dW (s)

〉
+∫ t

0

[
∂θ

∂ t
(s,Xs)+

〈
∂θ

∂x
(s,Xs),h(s)

〉
+

1
2

〈
∂ 2θ

∂x2 (s,Xs),(g(s))2
〉]

ds, (1.5)

conforme DaPrato [5], página 106.

1.1.5. Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

Teorema 1.5 [Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy] Para todo m > 0, existe uma cons-

tante Cm tal que:

E

( sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0
X(s)dW (s)

∣∣∣∣
)2m

≤CmE
[(∫ T

0
|X(t)|2dt

)m]
.

Demonstração: Ver Chen [4], página 712.

1.2 Resultados envolvendo os espaços Lp(I,X)

Os resultados desta seção foram extraídos do livro [2].

Definição 1.16 Sejam X um espaço de Banach e I um intervalo real. Para todo p ∈ [1,+∞),
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denotamos por Lp(I,X) o conjunto das funções Lebesgue mensuráveis definidas em I e com

valores em X tais que t 7→ ‖ f (t)‖p
X é integrável em I. O espaço L∞(I,X) é constituído pelas

funções Lebesgue mensuráveis definidas em I com valores em X tais que supesst∈I ‖ f (t)‖X <∞.

Teorema 1.6 Os espaços Lp(I,X) são de Banach, ∀ p ∈ [1,+∞], com as normas:

‖ f‖Lp(I,X) =

(∫
I
‖ f (t)‖p

X dt
) 1

p

, 1≤ p <+∞,

‖ f‖L∞(I,X) = supesst∈I ‖ f (t)‖X .

Demonstração: Ver Boyer [2], página 92.

Teorema 1.7 Se p < +∞, então o conjunto das funções contínuas em I com valores em X é

denso em Lp(I,X).

Demonstração: Ver Boyer [2], página 92.

Teorema 1.8 Sejam V e H dois espaços de Hilbert tais que V está mergulhado em H de forma

contínua e densa. Então o espaço

E2,2 =

{
u ∈ L2((0,T ),V ),

du
dt
∈ L2((0,T ),V ′)

}

está continuamente mergulhado em C([0,T ],H).

Demonstração: Ver Boyer [2], página 101.

Teorema 1.9 Sejam B0 ⊂ B1 ⊂ B2 três espaços de Banach tais que B0 está continuamente

mergulhado em B1 e B1 está compactamente mergulhado em B2, e p,r tais que 1≤ p,r ≤+∞.

Para T > 0, definimos:

Ep,r =

{
v ∈ Lp((0,T ),B0),

dv
dt
∈ Lr((0,T ),B2)

}
.

Então:
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i) Se p <+∞, o mergulho de Ep,r em Lp((0,T ),B1) é compacto.

ii) Se p =+∞ e r > 1, o mergulho de Ep,r em C0([0,T ],B1) é compacto.

Demonstração: Ver Boyer [2], páginas 102-105.

1.3 Transformada de Fourier

As definições e propriedades da transformada de Fourier citadas nesta seção podem ser

encontradas em [6].

Definição 1.17 Se u ∈ L1(Rn), definimos sua transformada de Fourier

û(ξ ) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−ix·ξ u(x)dx, ξ ∈ Rn

e sua transformada inversa por

ǔ(x) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eiξ ·xu(ξ )dξ , x ∈ Rn.

Teorema 1.10 [Teorema de Plancherel] Se u ∈ L1(Rn)∩L2(Rn), então û, ǔ ∈ L2(Rn) e

‖û‖L2(Rn) = ‖ǔ‖L2(Rn) = ‖u‖L2(Rn). (1.6)

Demonstração: Ver Evans [6], página 183.

Observação 1.5 Em virtude da igualdade (1.6) podemos definir a transformada de Fourier e a

inversa para uma função u ∈ L2(Rn), conforme Evans [6], página 184.

Teorema 1.11 [Propriedades da transformada de Fourier] Sejam u,v ∈ L2(Rn). Então

(i)
∫
Rn uvdx =

∫
Rn ûv̂dξ ;

(ii) D̂αu = (iξ )α û para cada multi-índice α tal que Dαu ∈ L2(Rn);
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(iii) Se u,v ∈ L1(Rn)∩L2(Rn) então (u∗ v)̂ = (2π)
n
2 ûv̂;

(iv) Além disso, u = (û)̌.

Demonstração: Ver Evans [6], página 184.

1.4 Outros resultados

Teorema 1.12 [Teorema de Young] Sejam f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn), com 1 ≤ p ≤ ∞. Então,

q. t. p. x ∈ Rn, a função x 7→ f (x− y)g(y) é integrável em Rn. Definindo

( f ?g)(x) :=
∫
Rn

f (x− y)g(y)dy,

temos ( f ?g) ∈ Lp(Rn) e vale a seguinte desigualdade

‖ f ?g‖Lp(Rn) ≤ ‖ f‖L1(Rn)‖g‖Lp(Rn). (1.7)

Demonstração: Ver Brezis [3], página 104.

Observação 1.6 A Desigualdade de Jensen, enunciada a seguir, encontra-se demonstrada em

alguns livros (por exemplo, em Evans [6], página 621) para o caso em que E é um aberto

limitado do Rn e µ é a Medida de Lebesgue. Para constar, fazemos a demonstração de modo

análogo para (E,µ) um espaço de medida finita.

Teorema 1.13 [Desigualdade de Jensen] Sejam (E,µ) um espaço de medida finita, ϕ : R→R

uma função convexa e f ∈ L1(E). Então:

ϕ

(
1

µ(E)

∫
E

f (x)dx
)
≤ 1

µ(E)

∫
E

ϕ( f (x))dx.

Demonstração: Note que a desigualdade acima é imediata se (ϕ ◦ f ) /∈ L1(E). Consideremos

então (ϕ ◦ f ) ∈ L1(E). Sendo ϕ uma função convexa, para cada p ∈ R, existe r ∈ R tal que

ϕ(q)≥ ϕ(p)+ r(q− p), ∀q ∈ R.
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Tomando p = 1
µ(E)

∫
E f (x)dx e q = f (x), temos

ϕ( f (x))≥ ϕ

(
1

µ(E)

∫
E

f (x)dx
)
+ r
(

f (x)− 1
µ(E)

∫
E

f (x)dx
)
, ∀q ∈ R.

Integrando com relação a x sobre E, obtemos

∫
E

ϕ( f (x))dx≥ µ(E)ϕ
(

1
µ(E)

∫
E

f (x)dx
)
+ r
(∫

E
f (x)dx−

∫
E

f (x)dx
)
,

como queríamos.

Definição 1.18 Seja X um espaço de Banach. Uma função f : [0,T ]→X é fortemente mensurá-

vel se existe uma sequência ( fk)k∈N de funções simples fk : [0,T ] → X tal que

fk(x)−−−→
k→∞

f (x), ∀ x ∈ [0,T ].

Teorema 1.14 [Teorema de Bochner] Seja X um espaço de Banach. Uma função fortemente

mensurável f : [0,T ]→ X é somável se e somente se t 7→ ‖ f (t)‖X é somável. Neste caso,∥∥∥∥∫ T

0
f (t)dt

∥∥∥∥
X
≤
∫ T

0
‖ f (t)‖X dt.

Demonstração: Ver Evans [6], página 650.

Teorema 1.15 [Lema de Gronwall] Seja ϕ ∈ L1[a,b] satisfazendo:

ϕ(t)≤ f (t)+β

∫ t

a
ϕ(s)ds, ∀ t ∈ [a,b],

onde f ∈ L1[a,b] e β é uma constante positiva. Então:

ϕ(t)≤ f (t)+β

∫ t

a
f (s)eβ (t−s)ds.

Em particular, se f (t) é constante, digamos f ≡ α , então:

ϕ(t)≤ αeβ (t−a), ∀ t ∈ [a,b].
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Demonstração: Ver Kuo [15], página 188.

Teorema 1.16 [Lema de Murat] Sejam A um aberto limitado do Rn com fronteira suave e M(A)

o espaço das medidas de Radon sobre A. Seja { fk}∞
k=1 uma sequência limitada em W−1,p

loc (A),

para algum p > 2, tal que fk = gk+hk (k = 1,2, . . .), onde {gk} é uma sequência pré-compacta

em H−1
loc (A) e {hk} é uma sequência limitada em M(A). Então { fk} é pré-compacta em H−1

loc (A).

Demonstração: Ver Frid [10], página 33.

Teorema 1.17 Sejam f e u0 suficientemente regulares, e suponhamos que não existe intervalo

no qual f é afim. Se uε é uma sequência de soluções aproximadas da Lei de Conservação (1),

então, para todo compacto K ⊂ [0,T ]×R, existe uma subsequência uεm tal que

uεm −→ u fortemente em Lr(K), 1 < r ≤ 2N +4,

onde N é tal que

| f (x)|+ | f ′(x)|+ | f ′′(x)| ≤C|x|N +C,∀x ∈ R.

Demonstração: Ver Lu [16], Lema 3.3, página 357.

Definição 1.19 Seja Y em espaço de Banach. Dizemos que uma função u : [0,T ]→ Y é fraca-

mente contínua se, ∀ ψ ∈ Y ′, a função definida por t ∈ [0,T ] 7→ 〈ψ,u(t)〉Y ′,Y ∈ R é contínua.

Se Y = L2(R), dizemos que u é fracamente contínua em [0,T ] a valores em L2(R) se, para toda

sequência {tn} ⊂ [0,T ] tal que lim
n→∞

tn = t, temos que u(tn, ·)→ u(t, ·) fracamente em L2(R), ou

seja, ∫
R

u(tn,x)φ(x)dx→
∫
R

u(t,x)φ(x)dx, ∀ φ ∈ L2(R), quando tn→ t.

Teorema 1.18 Sejam V e Y espaços de Banach, V reflexivo, V um subconjunto denso de Y e

tais que a aplicação inclusão de V em Y é contínua. Então

L∞([0,T ],V )∩Cw(0,T ;Y ) =Cw(0,T ;V ),

onde Cw(0,T ;Y ) denota o conjunto das funções fracamente contínuas de [0,T ] em Y , conforme

a definição acima.
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Demonstração: Ver Strauss [21], Teorema 2.1, página 544.

Observação 1.7 O próximo resultado está enunciado em Kim [12], página 241, e demonstrado

para o caso 1≤ p < ∞. Abaixo fazemos o caso p = ∞.

Lema 1.3 Sejam X um Espaço de Banach e {un} uma sequência limitada em Lp(Ω;X), para

algum p∈ [1,∞]. Suponhamos que existam Ω̃⊂Ω com P(Ω̃)= 1, e uma função u G -mensurável

a valores em X tal que, para todo ω ∈ Ω̃, toda subsequência limitada de {un(ω)} possui uma

subsequência que converge fracamente em X para u(ω). Então u ∈ Lp(Ω;X).

Demonstração: Sejam p = ∞, ω ∈ Ω̃ e {un(ω)} uma subsequência que converge fracamente

em X para u(ω). Então:

‖u(ω)‖X ≤ liminf
n→∞

‖un(ω)‖X

supessω∈Ω ‖u(ω)‖X ≤ supessω∈Ω liminf
n→∞

‖un(ω)‖X ≤C,

o que prova que u ∈ L∞(Ω;X).

1.5 Definições e Hipóteses

Quando estudamos equações diferenciais estocásticas, um importante passo é definir o que

entendemos por solução da mesma, que é o que faremos a seguir.

Definição 1.20 Um par de funções suaves (η ,ψ) : R→ R×R é chamado de par de entropia

associado à Lei de Conservação (1) se ψ ′ = η ′ f ′ e a função η é afim fora de um conjunto

compacto. Dizemos que o par é convexo se η é convexa. Um conjunto especial de entropias

que desempenhará um papel importante na nossa análise é

E ={η ∈C2,1(R) com as seguintes características:

η é não negativa, convexa,

η(0) = 0 e existe δ > 0 tal que

η
′(x) = 1, se x > δ e η

′(x) =−1, se x <−δ .} (1.8)
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Definição 1.21 (Solução Entrópica) Seja T > 0 dado. Dizemos que um processo estocástico

u a valores em L2(R) e adaptado à filtração Gt é uma solução entrópica da equação (1) com

dado inicial (2) se, para quase todo ω ∈Ω, temos

u é fracamente contínua em [0,T ] a valores em L2(R) (Ver Definição 1.19, página 29); (1.9)

u ∈ L∞([0,T ],Lp(R)), ∀ p ∈ [2,∞).

(1.10)

Além disso, para toda função não negativa ϕ ∈C∞
0 ([0,T ]×R), k ∈R e η ∈ E , para quase todo

ω ∈Ω, temos

µη ,k(ϕ) :=
∫
R

η(u0− k)ϕ(0)dx+
∫ T

0

∫
R
[η(u− k)ϕt−Fη(u,k)ϕx]dxdt (1.11)

+
∫ T

0

∫
R

η
′(u− k)σϕdxdW (t)+

1
2

∫ T

0

∫
R

η
′′(u− k)σ2

ϕdxdt ≥ 0,

onde

Fη(u,k)≡
∫ u

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ . (1.12)

Definição 1.22 (Solução Entrópica a Valores de Medida) Seja T > 0 dado. Um processo es-

tocástico u ∈N 2
ω (0,T ;L2(R× (0,1)))∩L∞(0,T ;L2(Ω×R× (0,1))) é uma solução entrópica

a valores de medida de Young da equação (1) com dado inicial (2) se, para toda função não-

negativa ϕ ∈C∞
0 ([0,T ]×R), k ∈ R e η ∈ E ,

∫ 1

0
µη ,k(ϕ)dα ≥ 0, q. t. p. ω ∈Ω.

Observação 1.8 Na integral acima, a medida µη ,k depende de α porque u depende (ver Apên-

dice A, página 110).

Assumiremos as seguintes hipóteses sobre as funções f , σ e o dado inicial u0:
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(H1) A função f é de classe C2, com:

f ′′(x) 6= 0, q.t.p. x ∈ R. (1.13)

Além disso, para algum inteiro N ≥ 2 e para alguma constante positiva C,

| f (x)|+ | f ′(x)|+ | f ′′(x)| ≤C|x|N +C,∀x ∈ R (1.14)

(H2) A função σ(t,x) : [0,∞)×R−→R é tal que σ(t,x) = 0, se (t,x) /∈ [0,∞)× [−M,M], para

algum M ∈ (0,∞). Além disso,

σ ∈C([0,∞);W 1,∞(R)). (1.15)

(H3) A condição inicial u0 é um processo G0 mensurável a valores em Lp(R)∩ L1(R), para

cada 1 < p < ∞, e tal que:

0 < E
(
‖u0‖p

Lp(R)

)
+E

(
‖(u0)x‖p

Lp(R)

)
< ∞, 1≤ p < ∞. (1.16)

Agora notemos que, definindo J(t,x,ω) =
∫ t

0
σ(s,x,ω)dW (s) e U = u− J, podemos rees-

crever (7) como:

∂tU +∂x( f (U + J))− ε∂
2
xxU−δ∂

3
xxtU = ε∂

2
xxJ+δ∂

3
xxtJ. (1.17)

Observação 1.9 Com a hipótese (H2) acima, obtemos, para quase todo ω ∈ Ω, para todo
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0 < γ < 1
2 e para t1, t2 ∈ [0,T ] com t1 ≤ t2 (o outro caso é análogo):

|J(t2,x,ω)− J(t1,x,ω)| ≤
∫ t2

t1
|σ(s,x,ω)|dW (s)

≤
∫ t2

t1
‖σ(s,ω)‖L∞(R)dW (s)≤

∫ t2

t1
‖σ(s,ω)‖W 1,∞(R)dW (s)

≤ sup
s∈[0,T ]

‖σ(s,ω)‖W 1,∞(R)

∫ t2

t1
dW (s)≤C(T,ω,γ)|t2− t1|γ .

Na última desigualdade acima, usamos o fato do Movimento Browniano ser Hölder contínuo.

Fazendo o cálculo análogo para
∂J
∂x

, obtemos:

‖J(t2,ω)− J(t1,ω)‖W 1,∞(R) ≤C(T,ω,γ)|t2− t1|γ . (1.18)

1.6 Principais Resultados

A seguir, enunciamos os resultados principais deste trabalho.

No Capítulo 2, provamos que:

Teorema 1.19 Sob as hipóteses (H1)-(H2)-(H3) (ver página 32), existe uma solução entrópica

de  ut +( f (u))x = σ
dW
dt

,

u(0, ·) = u0, em (0,T )×R×Ω.
(1.19)

Teorema 1.20 Sob as hipóteses (HM1)-(HM2)-(H3) (ver página 66), existe uma solução en-

trópica a valores de medida de

 ut +( f (u))x = σ(u)
dW
dt

,

u(0, ·) = u0, em (0,T )×R×Ω.
(1.20)

O resultado principal do Capítulo 3 é:

Teorema 1.21 Suponhamos que u0, f e σ satisfazem as hipóteses (H1*)-(H2)-(H3) (ver página
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71). Então o Problema de Cauchy

ut +( f (u))x− εuxx−δuxxt = σε

dW
dt

(1.21)

u(0, ·) = u0,ε , (1.22)

onde

σε(t,x) =
∫
R

σ(t,x− y)
1√
ε

ρ

(
y√
ε

)
dy, ρ(x)≥ 0,∀ x ∈ R, e ρ(x) = 0 para |x| ≥ 1,

ρ(x) = ρ(−x),∀ x ∈ R, e ‖ρ‖L1(R) = 1,

admite uma única solução local

u ∈C([0,T ];H1(R)),

onde T depende de δ e ‖u0‖H1(R).

Por fim, no Capítulo 4, provamos que:

Teorema 1.22 Suponhamos que u0, f e σ satisfazem as hipóteses (H1*)-(H2*)-(H3) (ver pá-

gina 99). Então o Problema de Cauchy

ut +( f (u))x− εuxx−δuxxt = σε(u)
dW
dt

(1.23)

u(0, ·) = u0,ε , (1.24)

onde

σε(u(t,x)) =
∫
R

σ(u(t,x− y))
1√
ε

ρ

(
y√
ε

)
dy,

admite uma única solução local

u ∈C([0,T ];H1(R)),

onde T depende de δ e ‖u0‖H1(R).



CAPÍTULO 2

Convergência de Soluções do Problema

Pseudoviscoso para a Solução da Lei de

Conservação Estocástica

Consideremos a Lei de Conservação Estocástica Aditiva

 ut +( f (u))x = σ
dW
dt

,

u(0, ·) = u0, em (0,T )×R×Ω,
(2.1)

onde W = {(Wt ,Gt);0 ≤ t ≤ T} é um Movimento Browniano padrão unidimensional definido

no espaço de probabilidade (Ω,G ,P), e as funções f ,σ e u0 satisfazem as hipóteses (H1)-(H3)

enunciadas no final do capítulo anterior (ver página 32).

Nosso objetivo é mostrar a convergência de soluções do problema pseudoviscoso com dados

iniciais regularizados (descrito adiante) para a solução entrópica de (2.1) (ver Definição 1.21,
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página 31). A unicidade da solução entrópica para (2.1) pode ser encontrada em vários artigos,

tanto no caso aditivo quanto no caso multiplicativo. Citamos, por exemplo, Kim [12], Bauzet

[1] e Feng [9].

Seja ρ ∈C∞
0 (R) satisfazendo:

 ρ(x)≥ 0,∀ x ∈ R, e ρ(x) = 0 para |x| ≥ 1,

ρ(x) = ρ(−x),∀ x ∈ R, e ‖ρ‖L1(R) = 1.
(2.2)

Vamos definir fn ∈C2
0(R), σε ∈C∞

0 (R) e u0,n,ε , para ε > 0, n≥ 1, tais que:

fn(y) = f (y)αn(y), (2.3)

onde:

αn(y) =


1, |y| ≤ n,

0≤ αn(y)≤ 1, |α ′n(y)| ≤ 2,∀y,αn ∈C∞
0 (R),

0, |y| ≥ n+1,

(2.4)

e

σε(t,x) =
∫
R

σ(t,x− y)
1√
ε

ρ

(
y√
ε

)
dy, (2.5)

u0,n,ε(x,ω) =
∫
|y|≤n

u0(y,ω)
1
ε

ρ

(
x− y

ε

)
dy. (2.6)

Observação 2.1 As afirmações sobre convolução e suporte feitas a seguir referem-se à variável

x. Note que, como

σε = σ ?ρ√ε ,

temos

supp(σε)⊂ supp(σ)+ supp(ρ√ε).

Como supp(σ)⊂ [−M,M] e, para ε < 1, supp(ρ√ε)⊂ [−1,1], então

supp(σε)⊂ [−M−1,M+1].
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Consideraremos o seguinte problema, para quase todo ω , fixados n≥ 1 e 0≤ ε ≤ 1:

ut +( fn(u))x = ε ((β (ux))x +uxx)+σεdW em [0,T ]×R×Ω, (2.7)

u(0, ·) = u0,ε,n, (2.8)

onde a função β : R→ R é tal que:

i. β é não-decrescente e β (0) = 0;

ii. |β ′(u)| ≤ K,∀ u ∈ R.

Observação 2.2 Note que a hipótese [i.] acima implica que xβ (x)≥ 0,∀x ∈ R.

Mostraremos primeiramente, que quando n→ ∞, a sequência de soluções (uε
n(t,x,ω)) de

(2.7)-(2.8) converge, em um espaço adequado, para uma solução do problema:

 ut− [ε((β (ux))x +uxx)− ( f (u))x] = σε

dW
dt

,

u(0, ·) = u0,ε , em (0,T )×R×Ω,
(2.9)

onde

u0,ε :=
∫
R

u0(y)
1
ε

ρ

(
x− y

ε

)
dy. (2.10)

Depois mostraremos que, quando ε→ 0+, as soluções de (2.9) convergem para uma solução da

Lei de Conservação Estocástica (2.1).

Começaremos obtendo estimativas uniformes em n para as soluções de (2.7)-(2.8) nos es-

paços Lp, p≥ 2.

2.1 Estimativas em Lp, para p≥ 2

Durante esta seção, a fim de simplificar a notação, omitiremos os índices, denotando uε
n

simplesmente por u. Também usaremos a mesma letra C para denotar diferentes constantes.

Conforme já citado, nosso objetivo aqui é obter estimativas uniformes em n para as soluções de
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(2.7)-(2.8) nos espaços Lp, p≥ 2. Precisamente, mostraremos que:

εE
[∫ T

0

∫
R

up−2u2
xdxds

]
≤C(p),

εE
[∫ T

0

∫
R

β (ux)uxdxds
]
≤C,

E
[
‖u‖p

Lp((0,T )×R

]
≤C(p),

εE
[
‖u‖2

L2(0,T ;H1(R))

]
≤C,

E
[
‖u‖p

Lp((0,T )×R

]
≤C(p),

E
[
‖ fn(u)x‖L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C,

εE
[
‖uxx‖2

L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C,

εE
[
‖(β (ux))x‖L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C.

Sejam u a solução de (2.7)-(2.8) e p um inteiro par, p ≥ 2. Seja Qk o conjunto de todos os

t ∈ [0,T ] que satisfazem uma das seguintes condições:

‖u(t, ·)‖Lp(R) ≥ k, (2.11)∫ t

0
‖u(s, ·)p−1( fn(u(s, ·)))x‖L1(R)ds≥ k, (2.12)∫ t

0
‖u(s, ·)p−1(u(s, ·))xx‖L1(R)ds≥ k, (2.13)∫ t

0
‖u(s, ·)p−2((u(s, ·))x)

2‖L1(R)ds≥ k, (2.14)∫ t

0
‖u(s, ·)p−1(β (ux(s, ·)))x‖L1(R)ds≥ k, (2.15)∫ t

0
‖u(s, ·)p−2

β (ux(s, ·))ux(s, ·)‖L1(R)ds≥ k, (2.16)∫ t

0
‖u(s, ·)p−1‖2

L2(R)ds≥ k, (2.17)∫ t

0
‖u(s, ·)p−2

σ
2
ε (s, ·)‖L1(R)ds≥ k. (2.18)
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A seguir, definimos um tempo de parada Tk da seguinte forma

Tk(ω) =


0, se ‖u0,n,ε‖Lp(R) ≥ k,

inf Qk se ‖u0,n,ε‖Lp(R) < k e Qk 6= /0,

T, se ‖u0,n,ε‖Lp(R) < k e Qk = /0.

(2.19)

Vamos aplicar a Fórmula de Itô para (u(t,x))p. Obtemos

u(t,x)p =u(0,x)p +
∫ t

0
p(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)

+
∫ t

0
p(u(s,x))p−1[ε((β (ux))x +uxx)− ( fn(u))x]ds

+
1
2

∫ t

0
p(p−1)(u(s,x))p−2

σ
2
ε (s,x)ds, ∀t ∈ [0,T ]. (2.20)

Aplicando a fórmula acima para t ∧Tk e integrando em x ∈ R,

‖u(t ∧Tk, ·)‖p
Lp(R) = ‖u0,n,ε‖p

Lp(R)−
∫
R

∫ t∧Tk

0
p(u(s,x))p−1( fn(u))xdsdx

+ ε

∫
R

∫ t∧Tk

0
p(u(s,x))p−1uxxdsdx

+ ε

∫
R

∫ t∧Tk

0
p(u(s,x))p−1(β (ux))xdsdx

+
1
2

∫
R

∫ t∧Tk

0
p(p−1)(u(s,x))p−2

σ
2
ε (s,x)dsdx

+
∫
R

∫ t∧Tk

0
p(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)dx. (2.21)

Estudaremos a Esperança de cada uma das integrais acima, começando pela última parcela.

Com o objetivo de usar o Teorema de Fubini para a função
∫ t∧Tk

0
(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)

no espaço Ω×R, mostraremos que essa função está em L1(Ω×R). Temos

(
E
[∫

R

∣∣∣∣∫ t∧Tk

0
u(s,x)p−1

σε(s,x)dW (s)
∣∣∣∣dx
])2

=

usando o Teorema de Tonelli e o fato que, na variável x, o suporte de σε está contido em
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[−M−1,M+1] (conforme Observação 2.1 na página 36), obtemos

=

(∫ M+1

−M−1
E
[∣∣∣∣∫ t∧Tk

0
u(s,x)p−1

σε(s,x)dW (s)
∣∣∣∣]dx

)2

pela Desigualdade de Jensen (Teorema 1.13, página 27)

≤ (2M+2)
∫ M+1

−M−1
E
[∫ t∧Tk

0
u(s,x)p−1

σε(s,x)dW (s)
]2

dx

pelo Teorema 1.1, item c. (página 21)

= (2M+2)
∫ M+1

−M−1
E
[∫ t∧Tk

0
u(s,x)2(p−1)

σ
2
ε (s,x)ds

]
dx

≤ (2M+2)‖σε‖2
L∞((0,T )×R)

∫ M+1

−M−1
E
[∫ t∧Tk

0
u(s,x)2(p−1)ds

]
dx

≤ (2M+2)‖σε‖2
L∞((0,T )×R)E

[∫ t∧Tk

0
‖u(s, ·)p−1‖2

L2(R)ds
]

≤ (2M+2)‖σε‖2
L∞((0,T )×R)E [k] = (2M+2)k‖σε‖2

L∞((0,T )×R) < ∞.

Com isso, podemos mudar a ordem de integração e obter

E
[∫

R

∫ t∧Tk

0
u(s,x)p−1

σε(s,x)dW (s)dx
]
=
∫
R

E
[∫ t∧Tk

0
u(s,x)p−1

σε(s,x)dW (s)
]

dx = 0,

(2.22)

pelo Teorema 1.1, item b. (página 21)

Agora, escrevendo

Ak ≡ {(s,ω) ∈ [0, t]×Ω;s≤ Tk(ω)∧ t} e Bk ≡ {(s,ω) ∈ [0, t]×Ω;s≤ Tk(ω)}
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temos Ak = Bk, e assim

E
[∫

R

∫ t∧Tk

0
u(s,x)p−1( fn(u))xdsdx

]
=
∫

Ω×(0,t∧Tk(ω))

∫
R

u(s,x)p−1( fn(u))xdxdsdω

=
∫

Ω×(0,t)
1Ak(s,ω)

∫
R

u(s,x)p−1( fn(u))xdxdsdω

=
∫

Ω×(0,t)
1Bk(s,ω)

∫
R

u(s,x)p−1( fn(u))xdxdsdω

=
∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R

u(s,x)p−1( fn(u))xdx
]

ds. (2.23)

Notemos que, considerando qn(u) =
∫ u

0
vp−1 f ′n(v)dv, temos q′n(u) = up−1 f ′n(u) e portanto

∫
R

up−1( fn(u))xdx =
∫
R

up−1 f ′n(u)uxdx =
∫
R

q′n(u)uxdx =
∫
R
(qn(u))xdx = 0. (2.24)

Logo,

E
[∫

R

∫ t∧Tk

0
up−1( fn(u))xdsdx

]
= 0. (2.25)

Agora, sendo p≥ 2 um inteiro par, e usando a igualdade up−1uxx =(up−1ux)x−(p−1)up−2(ux)
2,

obtemos

E
[∫

R

∫ t∧Tk

0
up−1uxxdsdx

]
=
∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R

up−1uxxdx
]

ds =

=−
∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R
(p−1)up−2(ux)

2dx
]

ds≤ 0.

Similarmente, usando que

up−1(β (ux))x = (up−1
β (ux))x− (p−1)up−2uxβ (ux),
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obtemos

E
[∫

R

∫ t∧Tk

0
up−1(β (ux))xdsdx

]
=
∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R

up−1(β (ux))xdx
]

ds =

=−
∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R
(p−1)up−2

β (ux)uxdx
]

ds≤ 0.

(2.26)

Observação 2.3 No próximo resultado, usaremos o seguinte fato, válido para p par, p ≥ 2, e

a,b ∈ R:

ap−2b2 = |a|p−2|b|2 ≤ (max{|a|, |b|})p−2(max{|a|, |b|})2 = (max{|a|, |b|})p ≤ |a|p + |b|p.

(2.27)

Temos

E
[∫ t∧Tk

0

∫
R

up−2
σ

2
ε dxds

]
= E

[∫ t

0
1Bk(s,ω)

∫
R

up−2
σ

2
ε dxds

]
≤ E

[∫ t

0
1Bk(s,ω)

∫
R
(|u|p + |σε |p)dxds

]
= E

[∫ t

0
1Bk(s,ω)

(
‖u(s, ·)‖p

Lp(R)+‖σε(s, ·)‖p
Lp(R)

)
ds
]

≤
∫ t

0
E
[
‖u(s∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
ds+T‖σε‖p

C([0,T ];Lp(R)). (2.28)

Substituindo estes resultados em (2.21), obtemos

E
[
‖u(t ∧Tk, ]·)‖p

Lp(R)

]
+ ε p(p−1)

∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R

up−2(ux)
2dx
]

ds

+ ε p(p−1)
∫ t

0
E
[
1Bk(s,ω)

∫
R

up−2
β (ux)uxdx

]
ds

≤ E
[
‖u0,n,ε‖p

Lp(R)

]
+

1
2

p(p−1)T‖σε‖p
C([0,T ];Lp(R))

+
1
2

p(p−1)
∫ t

0
E
[
‖u(s∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
ds. (2.29)
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Portanto, temos

E
[
‖u(t ∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
≤ E

[
‖u0,n,ε‖p

Lp(R)

]
+

1
2

p(p−1)T‖σε‖p
C([0,T ];Lp(R))

+
1
2

p(p−1)
∫ t

0
E
[
‖u(s∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
ds. (2.30)

Pelo Lema de Gronwall (Teorema 1.15, página 28), concluímos que

E
[
‖u(t ∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
≤C(p), ∀t ∈ [0,T ]. (2.31)

Agora notemos que, para quase todo ω ∈ Ω,Tk(ω)→ T quando k → ∞. Portanto, pelo

Lema de Fatou,

E
[
‖u(t, ·)‖p

Lp(R)

]
= E

[
liminf

k→∞
‖u(t ∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
≤ liminf

k→∞
E
[
‖u(t ∧Tk, ·)‖p

Lp(R)

]
<C(p), ∀t ∈ [0,T ]. (2.32)

Analogamente,

εE
[∫ T

0

∫
R

up−2u2
xdxds

]
≤C(p), (2.33)

εE
[∫ T

0

∫
R

β (ux)uxdxds
]
≤C(p). (2.34)

Tomando p = 2 nestas duas últimas desigualdades, obtemos

εE
[∫ T

0

∫
R

u2
xdxds

]
= εE

[
‖ux‖2

L2(0,T ;L2(R))

]
≤C, (2.35)

εE
[∫ T

0

∫
R

β (ux)uxdxds
]
= εE

[
‖β (ux)ux‖L1([0,T ]×R)

]
≤C. (2.36)

Juntando (2.35) com (2.32) para p = 2, obtemos

εE
[
‖u‖2

L2(0,T ;H1(R))

]
≤C. (2.37)
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Também, de (2.32), obtemos

E
[
‖u‖p

Lp((0,T )×R

]
≤C. (2.38)

Notemos que, pelas propriedades de β (ver página 37) e por (2.35), temos também

εE
[∫ T

0

∫
R
(β (ux))

2dxds
]
≤ KεE

[∫ T

0

∫
R

u2
xdxds

]
≤C. (2.39)

Mostraremos a seguir que

‖ fn(u(t,x))− fn(0)‖L2((0,T )×R) ≤C
[
‖u‖N+1

L2N+2((0,T )×R)+‖u‖L2((0,T )×R)

]
.

De fato,

‖ fn(u(t,x))− fn(0)‖2
L2((0,T )×R) =

∫ T

0

∫
R
( fn(u(t,x))− fn(0))2dxdt

≤
∫ T

0

∫
R
(| f ′n(αu(t,x)||u(t,x)|)2dxdt ≤C

∫ T

0

∫
R
(|(αu(t,x))N +1||u(t,x)|)2dxdt

≤C
∫ T

0

∫
R
((|u(t,x)|N +1)|u(t,x)|)2dxdt =C

∫ T

0

∫
R
(|u(t,x)|N+1 + |u(t,x)|)2dxdt

≤C
∫ T

0

∫
R

(
|u(t,x)|2N+2 + |u(t,x)|2

)
dxdt.

Portanto

‖ fn(u(t,x))− fn(0)‖L2((0,T )×R) ≤C
(∫ T

0

∫
R

(
|u(t,x)|2N+2 + |u(t,x)|2

)
dxdt

) 1
2

≤C

[(∫ T

0

∫
R
|u(t,x)|2N+2dxdt

) 1
2

+

(∫ T

0

∫
R
|u(t,x)|2dxdt

) 1
2
]

≤C

[(∫ T

0

∫
R
|u(t,x)|2N+2dxdt

) N+1
2N+2

+

(∫ T

0

∫
R
|u(t,x)|2dxdt

) 1
2
]

=C
[
‖u‖N+1

L2N+2((0,T )×R)+‖u‖L2((0,T )×R)

]
.
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Concluímos, de (2.38), que

E
[
‖ fn(u(t,x))− fn(0)‖L2((0,T )×R)

]
≤C.

Portanto

E
[
‖ fn(u)x‖L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C. (2.40)

Também temos, de (2.37)

εE
[
‖uxx‖2

L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C, (2.41)

εE
[
‖(β (ux))x‖L2(0,T ;H−1(R))

]
≤ εKE

[
‖uxx‖L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C. (2.42)

Essas três últimas estimativas nos dão

E

[∥∥∥∥ ∂

∂ t

(
u−

∫ T

0
σεdW

)∥∥∥∥
L2(0,T ;H−1(R))

]
≤C (2.43)

Observação 2.4 Notemos que as estimativas provadas nesta seção para p par, estendem-se,

por interpolação, para todo p≥ 2.

Para finalizar essa seção, mostraremos que

E[‖u(t)‖p
L∞([0,T ];Lp(R))]≤C. (2.44)

Integrando a Fórmula de Itô (2.20) para x ∈ R, obtemos

‖u(t)‖p
Lp(R) = ‖u(0)‖

p
Lp(R)−

∫
R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1( fn(u))xdsdx

+ ε

∫
R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1uxxdsdx

+ ε

∫
R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1(β (ux))xdsdx

+
1
2

∫
R

∫ t

0
p(p−1)(u(s,x))p−2

σ
2
ε (s,x)dsdx

+
∫
R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)dx. (2.45)
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Pelos cálculos feitos anteriormente, temos

E
[∫

R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1( fn(u))xdsdx

]
= 0

εE
[∫

R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1uxxdsdx

]
=−ε

∫ t

0
E
[∫

R
(p−1)up−2(ux)

2dx
]

ds≤ 0.

εE
[∫

R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1(β (ux))xdsdx

]
=−ε

∫ t

0
E
[∫

R
(p−1)up−2

β (ux)uxdx
]

ds≤ 0.

Substituindo em (2.45), obtemos

‖u(t)‖p
Lp(R) ≤ ‖u(0)‖

p
Lp(R)

+
1
2

∫
R

∫ t

0
p(p−1)(u(s,x))p−2

σ
2
ε (s,x)dsdx

+
∫
R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)dx. (2.46)

Portanto

sup
0≤t≤T

‖u(t)‖p
Lp(R) ≤ ‖u(0)‖

p
Lp(R)

+ sup
0≤t≤T

1
2

∫
R

∫ t

0
p(p−1)(u(s,x))p−2

σ
2
ε (s,x)dsdx

+ sup
0≤t≤T

∫
R

∫ t

0
p(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)dx. (2.47)

A Esperança da segunda parcela do lado direito pode ser estimada usando (2.32) e (2.28). Para

a terceira parcela, temos

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫R
∫ t

0
(u(s,x))p−1

σε(s,x)dW (s)dx
∣∣∣∣
]

= E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

∫
R
(u(s,x))p−1

σε(s,x)dxdW (s)
∣∣∣∣
]
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Pela Desigualdade de Burkholder Davis Gundy (Teorema 1.5, página 24) com m=
1
2

, obtemos

≤CE

(∫ T

0

(∫
R
(u(s,x))p−1

σε(s,x)dx
)2

ds

) 1
2
≤C(p),

por (2.38) e pela limitação de ‖σε‖C([0,T ];L∞(R)). Substituindo em (2.47), concluímos que, para

todo p ∈ [2,∞), vale

E
[
‖u‖p

L∞([0,T ];Lp(R))

]
≤C(p). (2.48)

2.2 Existência de Solução de (2.9)

Nesta seção, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 2.1 Sejam T > 0 dado e uε
n(ω) uma sequência de soluções suaves de (2.7)-(2.8). Sob

as hipóteses (H1)-(H2)-(H3), existe uma subsequência uε
nk
(ω) tal que uε

nk
(ω)→ uε , onde uε é

solução de 2.9 e, para quase todo ω ∈Ω,

uε(ω) ∈C([0,T ];L2(R))∩L∞(0,T ;L2(R))∩L2(0,T ;H1(R)), (2.49)

uε é progressivamente mensurável com respeito a Gt e assume valores em L2(R). Além disso,

uε é também G -mensurável a valores em L∞(0,T ;Lp(R)), ∀ p≥ 2, e satisfaz

E
[
‖uε‖p

L∞(0,T ;Lp(R))

]
+ εE

[
‖uε‖2

L2(0,T ;H1(R))

]
≤C(p), (2.50)

onde C é uma constante positiva independente de ε .

2.2.1. Convergência

Observação 2.5 Daqui por diante, para simplificar a escrita, usaremos as seguintes notações:

J =
∫ T

0
σdW e Jε =

∫ T

0
σεdW.
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Comecemos definindo

E (v) = ‖v‖L∞(0,T ;Lp(R))+

∥∥∥∥ ∂

∂ t
(v− Jε)

∥∥∥∥
L2(0,T ;H−1(R))

(2.51)

+
√

ε‖v‖L2(0,T ;H1(R)),

e consideremos o conjunto

Ω̃ε =
∞⋂

p=2

∞⋃
L=1

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m
{ω ∈Ω : E (uε

n(ω))≤ L} . (2.52)

Pelas estimativas (2.37), (2.43) e (2.48), temos

P(Ω̃ε) = 1. (2.53)

Modificando Ω̃ε , se necessário, por um conjunto com medida P nula, podemos assumir que,

para cada ω ∈ Ω̃ε , e cada n ∈ N, valem: (1.18), (2.7)-(2.8), e u0 ∈ Lp(R), para todo p ∈ [1,∞).

Notemos que

Ω̃ε =
∞⋂

p=2

∞⋃
L=1

(
limsup

n→∞

{ω : E (uε
n(ω))≤ L}

)
,

e lembremos que

limsup
n→∞

{ω : E (uε
n(ω))≤ L}= {ω : ω ∈ {E (uε

n)≤ L} , para infinitos n’s.}

Portanto, para todo ω ∈ Ω̃ε , existe um inteiro positivo L(p,ω) e uma subsequência (que

também depende de p e de ω), que continuaremos denotando por {uε
n}, tal que

E (uε
n)≤ L(p,ω), ∀ n ∈ N. (2.54)

Assim, dado qualquer compacto K ⊂ R, temos

‖uε
n‖L∞(0,T ;Lp(K)) ≤ L(p,ω), (2.55)
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∥∥∥∥ ∂

∂ t
(uε

n− Jε)

∥∥∥∥
L2(0,T ;H−1(K))

≤ L(p,ω), (2.56)

‖uε
n‖L2(0,T ;H1(K)) ≤ L(p,ω). (2.57)

Como

H1(K) ↪→ L2(K) ↪→ H−1(K)

e

Lp(K) ↪→ L2(K) ↪→ H−1(K),

onde a primeira inclusão é contínua e a segunda é compacta em cada uma das sequências acima,

pelo Teorema 1.9, podemos extrair uma nova subsequência, ainda denotada por {uε
n}, tal que,

para alguma função uε(ω), temos

uε
n→ uε(ω) fortemente em L2(0,T ;L2

loc(R)), (2.58)

uε
n→ uε(ω) fortemente em C([0,T ];H−1

loc (R)), (2.59)

( fn(uε
n)− fn(0))→ ( f (uε(ω))− f (0)) fracamente em L2((0,T )×R). (2.60)

Observação 2.6 Dizer que uε
n → uε(ω) fortemente em L2(0,T ;L2

loc(R)) significa dizer que,

dado um aberto limitado com fronteira Lipschitz A ⊂ R, temos uε
n → uε(ω) fortemente em

L2(0,T ;L2(A)), e analogamente para a segunda convergência.

Assim uε(ω) satisfaz, no sentido das distribuições:

uε
t +( f (uε))x− εuε

xx− ε(β (uε
x))x = σε

dW
dt

em (0,T )×R, (2.61)

uε(0, ·) = u0,ε em R, (2.62)

E (uε(p,ω))≤ L(p,ω), (2.63)

onde u0,ε é dada por (2.10).
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2.2.2. Regularidade do Limite

Como u(ω) é única (pelo Teorema 2.2, página 51), segue que ela é independente da escolha

da subsequência escolhida satisfazendo (2.58), (2.59) e (2.60). Pelo Teorema 1.8 (página 25)

com V = H1(R) e H = L2(R), vemos que, para todo ω ∈ Ω̃ε ,

u(ω) ∈C([0,T ];L2(R)). (2.64)

Agora, fixemos s ∈ (0,T ], e consideremos

Es(v) = ‖v‖L∞(0,s;L1(R)∩L2(R))+

∥∥∥∥ ∂

∂ t
(v− Jε)

∥∥∥∥
L2(0,s;H−1(R))

(2.65)

+
√

ε‖v‖L2(0,s;H1(R)).

Seja br(w) a bola aberta de centro w e raio r em H−1(R). (Se r≤ 0, br(w) denota o conjunto

vazio.)

Consideremos ψ ∈ C∞
0 (R) tal que 0 ≤ ψ(x) ≤ 1, ∀ x, e ψ(x) = 1 se |x| ≤ 1. Denotemos

ψν(x) = ψ

( x
ν

)
,ν > 0.

Sejam a > 0 e w ∈ H−1(R). Pelo procedimento acima para a obtenção de u(ω) e pela

unicidade da solução, vemos que

∞⋃
k=1

∞⋃
L=1

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

(
{Es(un)≤ L}∩

{
ψνun(s) ∈ ba− 1

k
(w)
}
∩ Ω̃ε

)
= (2.66)

= Ω̃ε ∩{ψνu(s) ∈ ba(w)}.

Isso mostra que ψνu(s) é Gs-mensurável a valores em H−1(R). Assim, dado um Boreliano

B em H−1(R), (ψνu(s))−1(B)∈ Gs. Consideremos agora uma bola B̃ fechada em L2(R). Como

L2(R) ⊂ H−1(R), B̃ é um Boreliano de H−1(R). Logo, (ψνu(s))−1(B̃) ∈ Gs. Isso mostra

que ψνu(s) é Gs-mensurável a valores em L2(R). Fazendo ν → ∞, concluímos que u(s) é

também Gs-mensurável a valores em L2(R). Assim, segue de (2.64) que u é progressivamente
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mensurável com respeito à filtração {Gt} assumindo valores em L2(R). Consideremos agora

uma bola fechada G em Lp(R), p > 2. Como, para cada ω ∈ Ω̃ε ,

u(ω) ∈C([0, t];L2(R))∩L∞(0, t;Lp(R)), ∀ t ∈ [0,T ],

segue que

u−1(G)∩ ([0, t]× Ω̃ε) = u−1(G∩L2(R))∩ ([0, t]× Ω̃ε).

Como G∩L2(R) é um boreliano de L2(R), vemos que u é também progressivamente mensurável

com valores em Lp(R). Considerando, de forma similar a (2.66), bolas abertas em L2((0,T )×

R), provamos que u é G -mensurável a valores em L2((0,T )×R), e considerando bolas fechadas

em L∞(0,T ;Lp(R)), u é G -mensurável a valores em L∞(0,T ;Lp(R), p ≥ 2. Agora, usando o

Lema 1.3 (página 30), concluimos, das estimativas (2.37) e (2.48), que a função u satisfaz (2.50),

∀ 2≤ p < ∞. Vemos assim que u satisfaz as condições de regularidade do Teorema 2.1 (página

47), para quase todo ω .

2.3 Unicidade da Solução Aproximada

Teorema 2.2 Fixemos ε > 0, ω ∈Ω tal que J ∈C([0,T ];W 1,∞(R)) e 4N ≤ p < ∞. Sejam u1 e

u2 duas soluções de

ut +( f (u))x = [ε((β (ux))x +uxx)]+(Jε)t (2.67)

no sentido das distribuições sobre (0,T )×R com a mesma condição inicial

u1(0, ·) = u0 = u2(0, ·).

Suponhamos ainda que

ui ∈ Lp((0,T )×R)∩L2((0,T );H1(R)), i = 1,2. (2.68)

Então u1 = u2.
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Demonstração: Inicialmente notemos que

Lp((0,T )×R)∩L2((0,T );H1(R))⊂ Lq((0,T );W α,p(R)),

onde

α =

(
1
2
+

1
p

)
θ , 0 < θ < 1, e

1
q
=

θ

2
+

1−θ

p
.

Assim, como p≥ 4N, temos

1
q
=

θ

2
+

1−θ

p
≤ θ

2
+

1−θ

4N
=

θ(2N−1)+1
4N

≤ 1
2N

,

para θ suficientemente pequeno. Logo, q≥ 2N e temos W α,p(R)⊂ L∞(R).

Como u1 e u2 são soluções, temos

(u1−u2)t = ε(u1−u2)xx + ε(β ((u1)x−β ((u2)x))x− ( f (u1)− f (u2))x.

Multiplicando por (u1−u2), obtemos

(u1−u2)t(u1−u2) =

ε(u1−u2)xx(u1−u2)+ ε(β ((u1)x−β ((u2)x))x(u1−u2)− ( f (u1)− f (u2))x(u1−u2),

ou seja

1
2
(
(u1−u2)

2)
t =

ε(u1−u2)xx(u1−u2)+ ε (β ((u1)x)−β ((u2)x))x (u1−u2)− ( f (u1)− f (u2))x(u1−u2).

Integrando em (0, t)×R e usando integração por partes em x, obtemos, para todo t ∈ [0,T ],

1
2
‖(u1−u2)(t)‖2

L2(R)

≤
∫ t

0

∫
R

[
|( f (u1)− f (u2))x(u1−u2)|− ε ((u1−u2)x)

2
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− ε (β ((u1)x)−β ((u2)x))(u1−u2)x

]
dxds

≤
∫ t

0

∫
R
|( f (u1)− f (u2))x(u1−u2)|dxds. (2.69)

Agora, notemos que

sup
0≤α≤1

‖ f ′(u1 +α(u2−u1))‖2
L∞(R) ≤C‖u1 +α(u2−u1)‖2N

L∞(R)+C

≤C
(
‖u1‖2N

L∞(R)+‖u2‖2N
L∞(R)

)
+C. (2.70)

Substituindo em (2.69), obtemos

‖(u1−u2)(t)‖2
L2(R) ≤ 2

∫ t

0

∫
R
|( f (u1)− f (u2))x(u1−u2)|dxds

≤ 2
∫ t

0

∫
R

sup
0≤α≤1

‖ f ′(u1 +α(u2−u1))‖L∞(R)|u1−u2|2dxds

=
∫ t

0
θ(s)‖(u1−u2)(s)‖2

L2(R)ds,

com θ(s) ∈ L1([0,T ]). Portanto, ‖(u1−u2)(t)‖2
L2(R) = 0, o que prova que u1 = u2.

2.4 Convergência quando ε → 0

O objetivo dessa seção é provar a existência de uma solução no sentido da Definição 1.21

para o problema (2.1). Como já citado anteriormente, a unicidade dessa solução pode ser en-

contrada em vários trabalhos, por exemplo, [1], [9] e [12].

Teorema 2.3 Sob as hipóteses (H1)-(H2)-(H3) (ver página 32), existe uma solução entrópica

de (2.1).

A técnica utilizada será a seguinte: já sabemos que existe uma única solução uε para o pro-

blema aproximado (2.9) com a condição inicial (2.10). Provaremos que, quando ε → 0+, essa

sequência de soluções converge em um sentido apropriado para uma solução de (2.1). Para tal,

usaremos, entre outros, alguns resultados conhecidos - como o Lema de Murat - e as estimativas
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provadas anteriormente.

Sejam Φ ∈C2(R) tal que |Φ(y)|+ |Φ′(y)|+ |Φ′′(y)| é uniformemente limitada, e Θn dada

por

Θn(s) =
∫ s

0
Φ
′(z) f ′n(z)dz.

Seja uε
n a solução de (2.7)-(2.8) obtida no capítulo anterior. Pela Fórmula de Itô aplicada a

Φ(uε
n), obtemos, no sentido das distribuições sobre (0,T )×R e para todo n = 1,2, . . .,

∂

∂ t
Φ(uε

n)+
∂

∂x
Θn(uε

n) = ε∂x(Φ
′(uε

n)∂xuε
n)− εΦ

′′(uε
n)(∂xuε

n)
2

+ ε∂x(Φ
′(uε

n)β ((u
ε
n)x))− εΦ

′′(uε
n)β ((u

ε
n)x)(uε

n)x

+
1
2

Φ
′′(uε

n)σ
2
ε +

∂

∂ t

∫ t

0
Φ
′(uε

n)σεdW.

Da seção anterior, sabemos que existe um conjunto Ω̃ε ⊂Ω com P(Ω̃ε) = 1 e tal que, para

todo ω ∈ Ω̃ε existe uma subsequência, que continuaremos a denotar por (uε
n) com

uε
n −→ uε fortemente em L2((0,T )×K),

para cada compacto K ⊂ R, quando n→ ∞. Além disso,

ε‖(uε
n)x‖2

L2((0,T )×R) ≤C(ω),

onde C(ω) é uma constante independente de ε e n.

Pela Desigualdade de Burkhölder-Davis-Gundy (Teorema 1.5, página 24), obtemos

E

[
sup

t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t

0

(
Φ
′(uε

n)−Φ
′(uε)

)
σεdW

∥∥∥∥2

L2(R)

]
(2.71)

≤CE
[∫ T

0

∥∥(Φ′(uε
n)−Φ

′(uε)
)

σε

∥∥2
L2(R) dt

]
,
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onde a constante C é independente de ε e n. Como

E
[∫ T

0

∥∥(Φ′(uε
n)−Φ

′(uε)
)

σε

∥∥2
L2(R) dt

]
n→∞−→ 0,

podemos extrair uma subsequência, ainda denotada por (uε
n), tal que, para quase todo ω ,

∫ t

0
Φ
′(uε

n)σεdW →
∫ t

0
Φ
′(uε)σεdW em L∞(0,T ;L2(R)). (2.72)

Assim, excluindo de Ω̃ε os elementos de um conjunto de medida nula que depende de Φ, e

fazendo

Θ(s) =
∫ s

0
Φ
′(z) f ′(z)dz, (2.73)

temos, para cada ω ∈ Ω̃ε ,

∂

∂ t
Φ(uε)+

∂

∂x
Θ(uε) = ε∂x(Φ

′(uε)∂xuε)− εΦ
′′(uε)(∂xuε)2 (2.74)

+ ε∂x(Φ
′(uε)β (uε

x))− εΦ
′′(uε)β (uε

x)u
ε
x

+
1
2

Φ
′′(uε)σ2

ε +
∂

∂ t

∫ t

0
Φ
′(uε)σεdW

no sentido das distribuições sobre (0,T )×R.

Agora, escolhamos funções Ik(y),Φk(y) e Λk(y) ∈C2(R) satisfazendo

Ik(y) =


y, |y| ≤ k,

|Ik(y)| ≤ |y|, |I′k(y)| ≤ 2, |I′′k (y)| ≤ 2,

0, |y| ≥ 2k,

(2.75)

Φk(y) =
∫ y

0
I′k(ξ ) f ′(ξ )dξ , Λk(y) =

∫ y

0
I′k(ξ )( f ′(ξ ))2dξ , (2.76)
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e consideremos

vε,k(t) =
∫ t

0
I′k(u

ε)σεdW, (2.77)

wε,k(t) =
∫ t

0
I′k(u

ε) f ′(uε)σεdW. (2.78)

Segue de (2.50) e das propriedades do movimento Browniano que, para cada 0 < α < 1,

temos

E

[∫ T

0

∫ T

0

‖vε,k(t2)− vε,k(t1)‖2
L2(R)

|t2− t1|1+α
dt1dt2

]
≤C1, (2.79)

E

[∫ T

0

∫ T

0

‖wε,k(t2)−wε,k(t1)‖2
L2(R)

|t2− t1|1+α
dt1dt2

]
≤C2, (2.80)

onde C1 e C2 são constantes positivas independentes de k e de 0 < ε ≤ 1.

Para ver isso, suponhamos inicialmente t1 < t2. Temos

‖vε,k(t2)− vε,k(t1)‖2
L2(R) =

∫
R

∣∣∣∣∫ t2

t1
I′k(u

ε)σεdW
∣∣∣∣2 dx

≤
∫
R

(∫ t2

t1
|I′k(uε)||σε |dW

)2

≤
∫ M

−M

(∫ t2

t1
2|σε |dW

)2

≤C‖σε‖2
C([0,T ];W 1,∞(R))|t2− t1|2γ ,

para algum γ ∈
(

0,
1
2

)
. Nesta última desigualdade usamos a Holder continuidade do Movi-

mento Browniano, de forma análoga ao que fizemos na prova da desigualdade (1.18). Assim,

E

[∫ T

0

∫ T

0

‖vε,k(t2)− vε,k(t1)‖2
L2(R)

|t2− t1|1+α
dt1dt2

]

≤ E
[
C
∫ T

0

∫ T

0

|t2− t1|2γ

|t2− t1|1+α
dt1dt2

]
≤C1.

Os demais casos são provados de forma semelhante.
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Tomando α = 1
2 em (2.79) e (2.80), obtemos

E

[
∞

∑
k=1

2−k‖vε,k‖2

H
1
4 (0,T ;L2(R))

]
≤C1, (2.81)

E

[
∞

∑
k=1

2−k‖wε,k‖2

H
1
4 (0,T ;L2(R))

]
≤C2. (2.82)

Observação 2.7 Lembrando que, para uma função a(t,x) e 0 < γ < 1, temos

‖a‖Hγ (0,T ;L2(R)) =

(∫ T

0
‖a(t, ·)‖L2(R)dt +

∫ T

0

∫ T

0

‖a(s, ·)−a(t, ·)‖2
L2(R)

|s− t|1+2γ
dsdt

) 1
2

.

Agora escolhemos uma sequência {εm} ⊂ (0,1] que converge a zero, e definimos

Ω̂ =
∞⋃

L=1

∞⋂
j=1

∞⋃
m= j

{
Πp(uεm)≤ L

}
, (2.83)

onde

Πp(uε) =‖uε‖L∞(0,T ;Lp(R))+
√

ε‖uε‖L2(0,T ;H1(R)) (2.84)

+
∞

∑
k=1

2−k‖vε,k‖2

H
1
4 (0,T ;L2(R))

+
∞

∑
k=1

2−k‖wε,k‖2

H
1
4 (0,T ;L2(R))

.

Segue então de (2.50), (2.81) e (2.82) que

P(Ω̂) = 1. (2.85)

Tomemos agora

Ω̃ =
∞⋂

m=1

Ω̃εm, (2.86)

onde Ω̃εm foi definido anteriormente e modificado por um conjunto negligível para que (2.74)

seja válida. Notemos que P(Ω̃) = 1. Para todo ω ∈ Ω̃, (2.74) segue com Φ = Ik e também com
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Φ = Φk, ∀ k ≥ 1, isto é,

∂

∂ t
Ik(uε)+

∂

∂x
Φk(uε) = ε∂x(I′k(u

ε)∂xuε)− εI′′k (u
ε)(∂xuε)2 (2.87)

+ ε∂x(I′k(u
ε)β (uε

x))− εI′′k (u
ε)β (uε

x)u
ε
x

+
1
2

I′′k (u
ε)σ2

ε +
∂

∂ t

∫ t

0
I′k(u

ε)σεdW =
6

∑
i=1

Σi

e

∂

∂ t
Φk(uε)+

∂

∂x
Λk(uε) = ε∂x(Φ

′
k(u

ε)∂xuε)− εΦ
′′
k (u

ε)(∂xuε)2 (2.88)

+ ε∂x(Φ
′
k(u

ε)β (uε
x))− εΦ

′′
k (u

ε)β (uε
x)u

ε
x

+
1
2

Φ
′′
k (u

ε)σ2
ε +

∂

∂ t

∫ t

0
Φ
′
k(u

ε)σεdW =
6

∑
i=1

∆i.

Fixemos agora ω ∈ Ω̂∩ Ω̃. Então existe uma subsequência, ainda denotada por {uεm} tal que

Π2N+4(uεm) é uniformemente limitada. Portanto, segue que:

{uεm} é uniformemente limitada em L2N+4((0,T )×R), (2.89)

∂

∂ t
vεm,k e

∂

∂ t
wεm,k são uniformemente limitadas em H−

3
4 ((0,T )×R). (2.90)

Analisemos agora os limites de cada uma das parcelas em (2.87). Pelas propriedades de

Ik,Φk,σ , juntamente com (2.89) e (2.90), concluímos que as parcelas Σ2,Σ4,Σ5 e Σ6 são unifor-

mente limitadas. Agora, usando as desigualdades (2.35) e (2.36), provamos que as outras duas

parcelas convergem a zero, conforme feito a seguir.

Seja ϕ ∈C∞
0 ([0,T ]×R). Temos:

|〈Σ1,ϕ〉| ≤ε

∫ T

0

∫
R

∣∣∂x(I′k(u
ε)∂xuε)ϕ

∣∣dxdt

=ε

∫ T

0

∫
R

∣∣I′k(uε)∂xuε
ϕx
∣∣dxdt

≤2ε

∫ T

0

∫
R
|∂xuε

ϕx|dxdt
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≤2ε‖ϕx‖L2((0,T )×R)‖∂xuε‖L2((0,T )×R).

|〈Σ3,ϕ〉| ≤ε

∫ T

0

∫
R

∣∣∂x(I′k(u
ε)β (uε

x))ϕ
∣∣dxdt

=ε

∫ T

0

∫
R

∣∣(I′k(uε)β (uε
x))ϕx

∣∣dxdt

≤2ε

∫ T

0

∫
R
|β (uε

x))ϕx|dxdt

≤2ε‖ϕx‖L2((0,T )×R)‖β (uε)x‖L2((0,T )×R).

De forma análoga, estimamos as parcelas de (2.88). Logo, pelo Lema de Murat (Teorema 1.16,

página 29), existem compactos Ak,Bk ⊂ H−1
loc ((0,T )×R) tais que

∂

∂ t
Ik(uεm)+

∂

∂x
Φk(uεm) ∈ Ak,∀ m≥ 1, (2.91)

∂

∂ t
Φk(uεm)+

∂

∂x
Λk(uεm) ∈ Bk,∀ m≥ 1. (2.92)

Por um resultado de Lu [16] (Teorema 1.17, página 29), podemos extrair uma subsequência,

ainda denotada por {uεm} tal que {εm}→ 0 e

uεm → u fortemente em L2N+4((0,T )×K), (2.93)

para todo compacto K ⊂R. (Notemos que o problema é aditivo e ω está fixado em um conjunto

de medida total, por isso podemos usar esse resultado). Como Π2N+4(uεm) é uniformemente

limitada, segue que

∂ (uεm− Jεm)

∂ t
é uniformemente limitada em L2(0,T ;H−1(R)). (2.94)

Consequentemente,

uεm− Jεm → u− J fortemente em C([0,T ];H−1
loc (R)). (2.95)
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Ainda pela limitação uniforme de Π2N+4(uεm), temos

u ∈ L∞(0,T ;Lp(R)), ∀ 2≤ p≤ 2N +4, (2.96)

e
∂ (u− J)

∂ t
∈ L2(0,T ;H−1(R)). (2.97)

Concluímos com isso que u(t) é L2(R)-fracamente contínua em t, por um resultado de Strauss

(Teorema 1.18, página 29).

A seguir, mostraremos que u satisfaz a condição (1.11).

2.4.1. Formulação Entrópica

Fixemos ω ∈ Ω̂∩ Ω̃. Sejam ϕ ∈C∞
0 ([0,T ]×R) uma função não negativa, η ∈ E , e k ∈ R.

Aplicaremos a Fórmula de Itô ((1.4) e Observação 1.4, página 24) à função

Ψ : [0,T ]×L2(R)→ R

(t,v) 7→
∫
R

η(v− k)ϕ(t,x)dx.

Observemos que, para quaisquer v,g ∈ L2(R),

Ψt(s,v) =
∫
R

η(v− k)ϕt(s,x)dx, (2.98)

〈Ψv(s,v),g〉=
∫
R

η
′(v− k)ϕ(s,x)g(x)dx, (2.99)

〈Ψvv(s,v),g〉=
∫
R

η
′′(v− k)ϕ(s,x)g(x)dx. (2.100)

Devido à regularidade de η e de ϕ , as derivadas acima são uniformemente contínuas em sub-

conjuntos limitados de [0,T ]×L2(R), o que nos permite aplicar a Formula de Itô. Obtemos

0≤Ψ(T,uεm(T )) = Ψ(0,uεm
0 )+

∫ T

0
Ψt(s,uεm)ds

+
∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),εmuεm

xx + εm(β (uεm
x ))x− ( f (uεm))x〉ds
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+
∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),σεm(s,x)〉dW (s)

+
1
2

∫ T

0
〈Ψvv(s,uεm),σ2

εm
(s,x)〉ds. (2.101)

Usando (2.98), obtemos

∫ T

0
Ψt(s,uεm)ds =

∫ T

0

∫
R

η(uεm− k)ϕt(s,x)dxds. (2.102)

Agora, usando (2.99), temos

∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),εmuεm

xx 〉ds = εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)uεm

xx ϕ(s,x)dxds

= εm

∫ T

0

∫
R
(η ′(uεm− k)uεm

x )xϕ(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)(uεm

x )2
ϕ(s,x)dxds

=−εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)uεm

x ϕx(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)(uεm

x )2
ϕ(s,x)dxds. (2.103)

Analogamente,

∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),εm(β (uεm

x ))x〉ds = εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)(β (uεm

x ))xϕ(s,x)dxds

=−εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)β (uεm

x )ϕx(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)uεm

x β (uεm
x )ϕ(s,x)dxds. (2.104)

Obtemos ainda

∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),( f (uεm))x〉ds =

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)( f (uεm))xϕ(s,x)dxds

=−
∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k) f (uεm)ϕx(s,x)dxds

−
∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)uεm

x f (uεm)ϕ(s,x)dxds. (2.105)
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Agora, notemos que

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)uεm

x f (uεm)ϕ(s,x)dxds =
∫ T

0

∫
R

ϕ(s,x)
∂

∂x

[∫ uεm

k
η
′′(ζ − k) f (ζ )dζ

]
dxds

=−
∫ T

0

∫
R

ϕx(s,x)
[∫ uεm

k
η
′′(ζ − k) f (ζ )dζ

]
dxds.

Substituindo em (2.105), obtemos

∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),( f (uεm))x〉ds =−

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k) f (uεm)ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

ϕx(s,x)
[∫ uεm

k
η
′′(ζ − k) f (ζ )dζ

]
dxds

=
∫ T

0

∫
R

[
−η
′(uεm− k) f (uεm)

+
∫ uεm

k
η
′′(ζ − k) f (ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

=−
∫ T

0

∫
R

[∫ uεm

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds, (2.106)

onde, na última passagem, usamos a fórmula de integração por partes.

Ainda usando (2.99), temos

∫ T

0
〈Ψv(s,uεm),σεm(s,x)〉dW (s) =

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)σεm(s,x)ϕ(s,x)dxdW (s). (2.107)

Por fim, usando (2.100), obtemos

∫ T

0
〈Ψvv(s,uεm),σ2

εm
(s,x)〉ds =

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)σ2

εm
(s,x)ϕ(s,x)dxds. (2.108)

Substituindo (2.102), (2.103), (2.104), (2.106), (2.107) e (2.108) em (2.101), obtemos

0≤
∫
R

η(uεm
0 − k)ϕ(0)dx+

∫ T

0

∫
R

η(uεm− k)ϕt(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)uεm

x ϕx(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)(uεm

x )2
ϕ(s,x)dxds
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− εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)β (uεm

x )ϕx(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)uεm

x β (uεm
x )ϕ(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

[∫ uεm

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)σεm(s,x)ϕ(s,x)dxdW (s)

+
1
2

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)σ2

εm
(s,x)ϕ(s,x)dxds. (2.109)

Portanto

0≤
∫
R

η(uεm
0 − k)ϕ(0)dx+

∫ T

0

∫
R

η(uεm− k)ϕt(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)uεm

x ϕx(s,x)dxds

− εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)β (uεm

x )ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

[∫ uεm

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)σεm(s,x)ϕ(s,x)dxdW (s)

+
1
2

∫ T

0

∫
R

η
′′(uεm− k)σ2

εm
(s,x)ϕ(s,x)dxds. (2.110)

Nosso objetivo agora é passar o limite quando m→ ∞ na desigualdade acima. De (2.35) e

(2.39), concluímos que (
√

εuε
x)ε>0 e (

√
ε(β (uε))x)ε>0 são limitadas em L2([0,T ]×R). Assim,

como

|η ′(uεm− k)ϕx(s,x)| ≤C1

temos

lim
m→∞

εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)uεm

x ϕx(s,x)dxds = lim
m→∞

√
εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)ϕx(s,x)

√
εmuεm

x dxds = 0,
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e

lim
m→∞

εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)β (uεm

x )ϕx(s,x)dxds

= lim
m→∞

√
εm

∫ T

0

∫
R

η
′(uεm− k)ϕx(s,x)

√
εmβ (uεm

x )dxds = 0.

Assim, por (2.93) e pelos limites acima, obtemos, passando o limite quando m→∞ em (2.110),

0≤
∫
R

η(u0− k)ϕ(0)dx+
∫ T

0

∫
R

η(u− k)ϕt(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

[∫ u

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

η
′(u− k)σ(s,x)ϕ(s,x)dxdW (s)

+
1
2

∫ T

0

∫
R

η
′′(u− k)σ2(s,x)ϕ(s,x)dxds, (2.111)

o que prova que u satisfaz (1.11).

2.4.2. Conclusão do Problema Aditivo

Notemos agora que, da unicidade de solução, temos: para cada ω ∈ Ω̂∩ Ω̃, toda subsequên-

cia {uεm} com Πp(uεm), 2N + 4 ≤ p < ∞ uniformemente limitada converge para u. Portanto,

(1.10) é satisfeita. Ainda pela unicidade e usando (2.95), podemos chegar a uma igualdade se-

melhante a (2.66) e repetir o argumento que se segue para mostrar que u(t) é Gt-mensurável a

valores em L2(R), o que completa a prova do Teorema 2.3.

Para concluirmos essa seção, provemos que uma solução entrópica de (2.1) é também uma

solução fraca, seguindo [1].

Proposição 2.1 Toda solução entrópica (no sentido da Definição 1.21) é uma solução fraca.

Demonstração: Sejam ϕ ∈C∞
0 ([0,T )×R) não negativa, η ∈ E e k ∈ R. Suponhamos inici-

almente k < 0. Temos

µη ,k(ϕ) =
∫
(0,T )×R

[(u− k)ϕt− ( f (u)− f (k))ϕx]dxdt
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+
∫
R
(u0− k)ϕ(0)dx

+
∫
(0,T )×R

([η(u− k)−u+ k]ϕt− [Fη(u,k)− f (u)+ f (k)]ϕx)dxdt

+
∫
R
[η(u0− k)−u0 + k]ϕ(0)dx

−
∫ T

0

∫
R

ϕt(t,x)η ′(u− k)σdxdW (t)

+
1
2

∫
(0,T )×R

σ
2
η
′′(u− k)ϕdxdt :=

6

∑
j=1

I j.

Agora, como ∫
R

∫
(0,T )

kϕtdtdx =
∫
R
[kϕ(T )− kϕ(0)]dx

e ∫
R

f (k)ϕxdx = 0,

obtemos

I1 + I2 =
∫
(0,T )×R

[uϕt− f (u)ϕx]dxdt +
∫
R

u0ϕ(0)dx.

Também temos

|Fη(u,k)− f (u)+ f (k)|=
∣∣∣∣∫ u

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ − ( f (u)+ f (k))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ u

k
[η ′(ζ − k)−1] f ′(ζ )dζ

∣∣∣∣
≤ c( f ′)

∣∣∣∣∫ u

k
[1−η

′(ζ − k)]dζ

∣∣∣∣
= c( f ′)

∣∣∣∣∫ u−k

0
[1−η

′(ζ )]dζ

∣∣∣∣
≤ c( f ′)

[
δ +2(u− k)−

]
,

onde δ é o parâmetro associado com η na definição de E (Definição 1.20).

Agora, quando k→−∞,

η(u− k)− (u− k) =
∫ u−k

0
[η ′(r)−1]dr→

∫
∞

0
[η ′(r)−1]dr =

∫
δ

0
[η ′(r)−1]dr = η(δ )−δ .
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Assim,

lim
δ→0

lim
k→−∞

(I3 + I4) = 0.

Temos também

lim
k→−∞

I6 = 0.

Por fim, notemos que

lim
k→−∞

I5 =−
∫ T

0

∫
R

ϕt(t)
∫ t

0
σ(u)dW (α)dxdt.

Concluimos então, que, para toda função não negativa ϕ ∈C∞
0 ([0,T )×R),

∫
(0,T )×R

([
u−

∫ t

0
σ(u)dW (α)

]
ϕt− f (u)ϕx

)
dxdt +

∫
R

u0ϕ(0)dx≥ 0.

A desigualdade oposta pode ser provada tomando k > 0, usando (k− u) no lugar de (u− k) e

considerando o limite quanto k→+∞. Portanto, u é uma solução fraca.

2.5 O Problema Multiplicativo

Consideremos agora o problema

 ut− [ε((β (ux))x +uxx)− ( f (u))x] = σ(u)
dW
dt

,

u(0, ·) = u0,ε , em (0,T )×R×Ω,
(2.112)

onde

u0,ε :=
∫
R

u0(y)
1
ε

ρ

(
x− y

ε

)
dy, (2.113)

com as seguintes hipóteses:

(HM1) f : R−→ R é uma função de Lipschitz e f (0) = 0;

(HM2) σ : R−→ R é uma função de Lipschitz e σ(0) = 0.
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O nosso objetivo aqui é mostrar a convergência, quando ε → 0+, de soluções apropriadas de

(2.112)-(2.113) para uma solução entrópica a valores de medida (conforme Definição (1.22))

da Lei de Conservação Estocástica Multiplicativa:

 ut +( f (u))x = σ(u)
dW
dt

,

u(0, ·) = u0, em (0,T )×R×Ω.
(2.114)

Seja {uε} ⊂ N 2
ω (0,T,L2(R)) uma sequencia de soluções de (2.112)-(2.113). Da seção

passada, temos, para toda função não negativa ϕ ∈C∞
0 ([0,T ]×R), η ∈ E e k ∈ R,

0≤
∫
R

η(uε
0− k)ϕ(0)dx+

∫ T

0

∫
R

η(uε − k)ϕt(s,x)dxds

− ε

∫ T

0

∫
R

η
′(uε − k)uε

xϕx(s,x)dxds

− ε

∫ T

0

∫
R

η
′(uε − k)β (uε

x)ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

[∫ uε

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

+
∫ T

0

∫
R

η
′(uε − k)σ(uε)ϕ(s,x)dxdW (s)

+
1
2

∫ T

0

∫
R

η
′′(uε − k)σ2(uε)ϕ(s,x)dxds. (2.115)

Tomando a Esperança na desigualdade acima, temos, para todo A ∈ G ,

0≤ E
[∫

R
1Aη(uε

0− k)ϕ(0)dx
]
+E

[
1A

∫ T

0

∫
R

η(uε − k)ϕt(s,x)dxds
]

− εE
[∫ T

0

∫
R
1Aη

′(uε − k)uε
xϕx(s,x)dxds

]
− εE

[∫ T

0

∫
R
1Aη

′(uε − k)β (uε
x)ϕx(s,x)dxds

]
+E

[∫ T

0

∫
R
1A

[∫ uε

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

]
+E

[∫ T

0

∫
R
1Aη

′(uε − k)σ(uε)ϕ(s,x)dxdW (s)
]

+
1
2

E
[∫ T

0

∫
R
1Aη

′′(uε − k)σ2(uε)ϕ(s,x)dxds
]
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= I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7. (2.116)

Como uε é uma sequência limitada em N 2
ω (0,T,L2(R)) e ϕ tem suporte compacto em R, a

sequência de medidas de Young associada uε possui uma subsequência (que continuará sendo

denotada da mesma maneira) que converge para um processo entrópico denotado por u ∈

L∞(0,T,L2(Ω×R× (0,1))). Vamos analisar o limite de cada uma das integrais em (2.116).

Para I1, usamos as propriedades de η e ϕ e o fato que uε
0→ u0 em L2(R), quando ε → 0+.

Obtemos, pelo Teorema da Convergência Dominada,

I1 = E
[∫

R
1Aη(uε

0− k)ϕ(0)dx
]
−−→
ε→0

E
[∫

R
1Aη(u0− k)ϕ(0)dx

]
.

Analisemos agora a segunda integral. Considerando a função de Carathéodory (veja a Defi-

nição (A.1))

Ψ(·,uε) := η(uε − k)ϕt ,

que é limitada em L2(Ω× [0,T ]×R), temos

I2 −−→
ε→0

E
[∫ T

0

∫
R

∫ 1

0
1Aη(u(α, ·)− k)ϕtdαdxdt

]
.

Para a terceira integral, usamos o fato que (
√

εuε
x) é limitada em L2(Ω× [0,T ]× R) e

|η ′(uε − k)ϕx| ≤C . Assim,

|I3| ≤ εE
[∫ T

0

∫
R

∣∣1Aη
′(uε − k)uε

xϕx(s,x)
∣∣dxds

]
≤C
√

εE
[∫ T

0

∫
R

∣∣√εuε
x
∣∣dxds

]
−−→
ε→0

0.

De forma análoga mostramos que I4 −−→
ε→0

0, uma vez que |
√

εβ (uε
x)| ≤M|(

√
εuε

x)|.

Para a quinta integral, procedemos da seguinte forma: definimos

g(uε) =
∫ uε

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ .
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Então, como |η ′(ζ −α) f ′(ζ )| ≤C, a função g é de Lipschitz. Assim,

|1Aϕxg(x)| ≤C(|x|+C̃).

Pela teoria das medidas de Young, temos

I5 = E
[∫ T

0

∫
R
1A

[∫ uε

k
η
′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
ϕx(s,x)dxds

]
−−→
ε→0

E
[∫ T

0

∫
R

∫ 1

0
ϕx(s,x)

[∫ u(α,·)

k
1Aη

′(ζ − k) f ′(ζ )dζ

]
dαdxds

]
.

Analisemos agora I6. Vamos começar definindo

vε = η
′(uε − k)σ(uε)ϕ.

Notemos que vε é limitada em L2(Ω× [0,T ]×R), logo converge fracamente nesse espaço, ou

seja, existe v ∈ L2(Ω× [0,T ]×R) tal que, para toda χ ∈ L2(Ω× [0,T ]×R),

E
[∫ T

0

∫
R

vε χ(t,x,ω)dxdt
]
−−→
ε→0

E
[∫ T

0

∫
R

vχ(t,x,ω)dxdt
]
.

Como uε é limitada em L2(Ω× [0,T ]×R), existe u ∈ L2(Ω× [0,T ]×R× (0,1)) tal que existe

uma subsequência de uε , denotada da mesma maneira com uε → u no sentido das medidas de

Young. Dada a função de Carathéodory

Ψ(t,x,ω,λ ) := η
′(λ − k)σ(λ )ϕχ(x, t,ω),

Ψ(·,uε) é uniformemente integrável. Portanto, pelas propriedades das medidas de Young (Ver

A), no limite temos

E
[∫ T

0

∫
R

vε χ(t,x,ω)dxdt
]
−−→
ε→0

E
[∫ T

0

∫
R

∫ 1

0
η
′(u(α, ·)− k)σ(u(α, ·))ϕdαχdxdt

]
.
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Pela unicidade do limite fraco em L2(Ω× [0,T ]×R), temos

v =
∫ 1

0
η
′(u(α, ·)− k)σ(u(α, ·))ϕdα.

Agora, pelo fato da integral estocástica ser linear e contínua de L2(Ω× [0,T ]×R) em L2(Ω×R),

concluímos que ela é fracamente contínua nesses espaços. Como vε ⇀ v em L2(Ω× [0,T ]×R),

então ∫ t

0
vεdW (s)⇀

∫ t

0
vdW (s)

em L2(Ω×R). Tomando χ = 1A1supp(ϕ), temos

I6 −−→
ε→0

E
[∫ T

0

∫
R

∫ 1

0
1Aη

′(u(α, ·)− k)σ(u(α, ·))ϕdαχdxdW (t)
]
.

Finalmente, para a análise de I7, notemos inicialmente que, como o suporte de η ′′(· − k)’

é compacto, então η ′′(uε − k)σ2(uε) ≤ C(k) e daí a função 1Aη ′′(uε − k)σ2(uε)ϕ é limitada

em L2(Ω× [0,T ]×R), com essa limitação dependendo de k. Como k é um número real fixo,

concluímos, pela teoria das medidas de Young, que

I7 −−→
ε→0

1
2

E
[∫ T

0

∫
R

∫ 1

0
1Aη

′′(u(α, ·)− k)σ2(u(α, ·))ϕdαdxdt
]
.

O que acabamos de provar foi o seguinte

Teorema 2.4 Sob as hipóteses (HMA)-(HM2)-(H3), existe uma solução entrópica a valores

de medida de  ut +( f (u))x = σ(u)
dW
dt

,

u(0, ·) = u0, em (0,T )×R×Ω.
(2.117)



CAPÍTULO 3

A Equação BBM-Burgers Estocástica

Aditiva

Neste capítulo, estudamos a existência e as propriedades de soluções para a equação (7) no

caso aditivo (ou seja, quando σ não depende de u) com dados iniciais regularizados. Substituí-

mos a hipótese (H1) por

(H1*) f ∈C2(R) é uma função de Lipschitz com f (0) = 0.

Sejam σε ∈C∞
0 (R) e u0,ε como definidos no Capítulo 2.

Passaremos a considerar o seguinte problema:

ut +( f (u))x− εuxx−δuxxt = σε

dW
dt

(3.1)

u(0, ·) = u0,ε . (3.2)
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Mostraremos a existência e unicidade de solução local para o problema (3.1)-(3.2). Depois,

provaremos um resultado sobre a regularidade de tal solução e uma estimativa a priori.

3.1 Existência Local

Denotamos por F (u) a transformada parcial de Fourier de u com relação a x e F−1 a

transformada inversa de F . Assim, formalmente, de (3.1) e (3.2) segue que

F (ut−δuxxt− εuxx) = F (σεW (dt)− ( f (u))x).

Assim

(1+δξ
2)F (u)t + εξ

2F (u) = F (σεW (dt))−F (( f (u))x). (3.3)

Logo, [
exp
{

εξ 2t
1+δξ 2

}
F (u)

]
t
=

exp
{

εξ 2t
1+δξ 2

}
F (σεW (dt)− ( f (u))x)

1+δξ 2 .

Integrando em [0, t],obtemos

exp
{

εξ 2t
1+δξ 2

}
F (u)−F (u0,ε) =

∫ t

0

exp
{

εξ 2s
1+δξ 2

}
1+δξ 2 F (σε)W (ds)

−
∫ t

0

exp
{

εξ 2s
1+δξ 2

}
1+δξ 2 F (( f (u))x)ds,

de onde segue que

F (u) = exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0,ε)

+
∫ t

0

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
F (σε)

1+δξ 2 W (ds)−
∫ t

0

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x)

1+δξ 2 ds. (3.4)
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Tomando F−1, obtemos

u = F−1
(

exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0,ε)

)

+
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
F (σε)

1+δξ 2

W (ds)

−
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x)

1+δξ 2

ds.

Portanto, uma equação integral da solução é

u(t,x) = G(t)u0,ε −
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
W (ds), (3.5)

sendo

G(t)v = F−1
(

exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (v)

)
.

Essa família de operadores também satisfaz as propriedades de semigrupo, como mostramos

a seguir.

i) G(0) = I pois G(0)v = F−1(F (v)) = v = I(v);

ii) Para t ≥ 0, s≥ 0 temos

G(t)G(s)v = G(t)F−1
(

exp
{
−εξ 2s
1+δξ 2

}
F (v)

)
= F−1

(
exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F

[
F−1

(
exp
{
−εξ 2s
1+δξ 2

}
F (v)

)])
= F−1

(
exp
{
−εξ 2(t + s)

1+δξ 2

}
F (v)

)
= G(t + s)v.

Para simplificar a notação, denotaremos u0,ε simplesmente por u0 e usaremos a notação
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u(t, ·) = u(t).

Definimos o operador

L u(t) = G(t)u0−
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds+

∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
W (ds),

em:

AT ≡
{

u ∈C([0,T ];H1(R));E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
, t ∈ [0,T ]

}
,

e a norma em AT como

‖u‖AT = ‖u‖C([0,T ];H1(R)) ≡ sup
0≤t≤T

‖u(t)‖H1(R).

No apêndice deste capítulo, demonstramos que AT é um subespaço fechado de

C([0,T ];H1(R)), logo é um espaço de Banach. Veja o Teorema 3.3.

Lema 3.1 Sejam f ,σε e u0 satisfazendo as hipóteses enunciadas. Seja u(t) ∈C([0,T ];H1(R))

tal que:

E[‖u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)]≤ E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ]. (3.6)

Se T > 0 é suficientemente pequeno então vale, q. t. p. ω ∈Ω:

i. L u(t) ∈ H1(R) com

E[‖L u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)]≤ E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ] (3.7)

e E[‖L u(t)‖2
H1(R)]≤ 4E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ]; (3.8)

ii. AT é invariante por L ;

iii. L é uma contração na norma ‖.‖AT em AT .

Demonstração:
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i. Seja A a constante de Lipschitz de f . Durante a demonstração, usaremos, entre outros

resultados, as propriedades da Transformada de Fourier, o Teorema de Plancherel e as

seguintes desigualdades:

exp
{
−εξ 2θ

1+δξ 2

}
≤ 1 (θ > 0) , (3.9)(

−εξ 2

1+δξ 2

)2

=
ε2ξ 4

1+2δξ 2 +δ 2ξ 4 ≤
ε2ξ 4

δ 2ξ 4 =
ε2

δ 2 , (3.10)

ξ 2

(1+δξ 2)2 =
ξ 2

1+2δξ 2 +δ 2ξ 4 ≤
1

2δ
e (3.11)

ξ 4

(1+δξ 2)2 =
ξ 4

1+2δξ 2 +δ 2ξ 4 ≤
1

δ 2 . (3.12)

Temos

E
[
‖G(t)u0‖2

H1(R)

]
= E

[∫
R
|G(t)u0|2dx

]
+E

[∫
R

∣∣∣∣ d
dx

G(t)u0

∣∣∣∣2 dx

]

= E

[∫
R

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

))2

dx

]

+E

[∫
R

(
d
dx

F−1
(

exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

))2

dx

]

= E
[∫

R
exp
{
−2εξ 2t
1+δξ 2

}
|F (u0)|2dξ

]
+E

[∫
R

exp
{
−2εξ 2t
1+δξ 2

}
|F ((u0)x)|2dξ

]
≤ E

[∫
R
|F (u0)|2dξ

]
+E

[∫
R
|F ((u0)x)|2dξ

]
= E

[∫
R
|u0|2dx

]
+E

[∫
R
|(u0)x|2dx

]
= E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
.

Juntando essa desigualdade com (3.6), obtemos, ∀ t ∈ [0,T ]

E
[
‖u(t)‖2

H1(R)

]
≤ E

[(
‖u(t)−G(t)u0‖H1(R)+‖G(t)u0‖H1(R)

)2
]
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≤ 2E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)+‖G(t)u0‖2
H1(R)

]
= 2

(
E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
+E

[
‖G(t)u0‖2

H1(R)

])
≤ 2

(
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
+E

[
‖u0‖2

H1(R)

])
= 4E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
.

Integrando em t ∈ [0,T ] e usando o Teorema de Fubini, obtemos

E
[∫ T

0
‖u(t)‖2

H1(R)dt
]
≤ 4E

[∫ T

0
‖u0‖2

H1(R)dt
]
= 4T E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
. (3.13)

Também temos

L u(t)−G(t)u0 =−
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F ( f (u)x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

= I + II.

Então

E[‖L u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)] = E[‖I + II‖2

H1(R)]≤ E[(‖I‖H1(R)+‖II‖H1(R))
2]

≤ 2(E[‖I‖2
H1(R)]+E[‖II‖2

H1(R)]). (3.14)

Estimaremos separadamente cada uma das parcelas. Para a primeira, temos

E[‖I‖2
H1(R)] = E

[∥∥∥∥−∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F ( f (u)x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

]

= E


∥∥∥∥∥∥
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (( f (u))x)]

ds

∥∥∥∥∥∥
2

H1(R)
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usando o Teorema de Bochner (Teorema 1.14, página 28)

≤ E



∫ t

0

∥∥∥∥∥∥F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (( f (u))x)]

∥∥∥∥∥∥
H1(R)

ds


2


pela Desigualdade de Jensen (Teorema 1.13, página 27)

≤ tE

∫ t

0

∥∥∥∥∥∥F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (( f (u))x)]

∥∥∥∥∥∥
2

H1(R)

ds


pelo Teorema de Plancherel e as propriedades da transformada de Fourier (Teoremas

1.10 e 1.11, página 26)

= tE

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
|F (( f (u))x)|2

(1+δξ 2)2 dξ ds


+ tE

∫ t

0

∂

∂x

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
|iξF (( f (u))x)|2

(1+δξ 2)2 dξ

ds


= tE

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
|F ( f (u))|2ξ 2

(1+δξ 2)2 dξ ds


+ tE

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
|F ( f (u))|2ξ 4

(1+δξ 2)2 dξ ds


usando (3.9), (3.11) e (3.12)

≤ t
(

E
[

1
2δ

∫ t

0

∫
R
|F ( f (u))|2 dξ ds

]
+E

[
1

δ 2

∫ t

0

∫
R
|F ( f (u))|2 dξ ds

])

pelo Teorema de Plancherel

= t
(

E
[

1
2δ

∫ t

0

∫
R
| f (u)|2 dxds

]
+E

[
1

δ 2

∫ t

0

∫
R
| f (u)|2 dxds

])



3. A Equação BBM-Burgers Estocástica Aditiva 78

agora usamos o fato de f ser Lipschitz com constante A

≤ tA2
(

E
[

1
2δ

∫ t

0

∫
R
|u|2 dxds

]
+E

[
1

δ 2

∫ t

0

∫
R
|u|2 dxds

])
= tA2

(
E
[

1
2δ

∫ t

0
‖u(s)‖2

L2(R)ds
]
+E

[
1

δ 2

∫ t

0
‖u(s)‖2

L2(R)ds
])

= tA2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[∫ t

0
‖u(s)‖2

L2(R)ds
]

≤ TA2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[∫ T

0
‖u(s)‖2

H1(R)ds
]

usando (3.13)

≤ 4T 2A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
≤ 1

4
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
,

se T ≤ 1
4A

√
2δ 2

δ +2
.

Para a segunda parcela, usamos também a seguinte propriedade da Integral de Itô (Teo-

rema 1.1, item c., página 21):

E

[(∫ t

0
XdW (s)

)2
]
= E

[∫ t

0
X2ds

]
. (3.15)

Obtemos

E[‖II‖2
H1(R)] = E

[∥∥∥∥∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

= E


∥∥∥∥∥∥
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

H1(R)


= E

∫
R

∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

2

dx
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+E

∫
R

 ∂

∂x

∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

2

dx


usando (3.15), as propriedades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

= E

∫
R

∫ t

0

F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

2

dsdx


+E

∫
R

∫ t

0

F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)x]

2

dsdx


= E

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
(1+δξ 2)2 |F (σε)|2

dξ ds


+E

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
ξ 2

(1+δξ 2)2 |F (σε)|2
dξ ds


por (3.9) e (3.11)

≤ E
[∫ t

0

∫
R
|F (σε)|2dξ ds

]
+E

[
1

2δ

∫ t

0

∫
R
|F (σε)|2dξ ds

]

novamente usando o Teorema de Plancherel

=

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

0

∫
R
|σε |2dxds

]
=

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

0
‖σε(s, ·)‖2

L2(R)ds
]

pela Desigualdade de Young (1.7) (página 27)

≤
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t

0
‖σ(s, ·)‖2

L2(R)‖ρ√ε‖
2
L1(R)ds

]
≤
(

1+
1

2δ

)
‖σ‖2

C([0,∞);W 1,∞(R))E
[∫ t

0
1ds
]

≤ T
(

1+
1

2δ

)
‖σ‖2

C([0,∞);W 1,∞(R)) ≤
1
4

E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
,
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se T ≤
δE
[
‖u0‖2

H1(R)

]
2(1+2δ )‖σ‖2

C([0,∞);W 1,∞(R))
.

Portanto, tomando

T = min

 1
4A

√
2δ 2

δ +2
,

δE
[
‖u0‖2

H1(R)

]
2(1+2δ )‖σ‖2

C([0,∞);W 1,∞(R))


e substituindo as desigualdades obtidas para os termos I e II em (3.14), obtemos (3.7).

Também temos

E[‖L u(t)‖2
H1(R)]≤ 2

(
E[‖G(t)u0‖2

H1(R)]+E[‖L u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)]

)
≤ 4E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ],

o que finaliza a prova do item i.

ii. Precisamos apenas mostrar que se u ∈ C([0,T ];H1(R)) então L u ∈ C([0,T ];H1(R)),

para quase todo ω ∈Ω.

Fixemos t0 ∈ [0,T ]. Como L (u)(0) = u0 ∈C([0,T ];H1(R)), podemos tomar t0 > 0. Seja

t ∈ (0,T ] e, sem perda de generalidade, suponhamos t0 < t. Temos

E
[
‖L u(t)−L u(t0)‖2

H1(R)

]
= E [‖G(t)u0−G(t0)u0

−
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t0

0
G(t0− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

−
∫ t0

0
G(t0− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

]
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fazendo mudanças de variáveis e reescrevendo, obtemos

= E [‖(G(t)u0−G(t0)u0)

+
∫ t

t0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr

−
∫ t0

0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t0− r))x− f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
ds

−
∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (s)

+
∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

]
≤ 5

(
E
[
‖G(t)u0−G(t0)u0‖2

H1(R)

]
+E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr
∥∥∥∥2

H1(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t0− r))x− f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H1(R)

])
= 5(III + IV +V +V I +V II) .

Analisaremos cada parcela separadamente. Os teoremas, desigualdades e propriedades

usadas são, na maioria da vezes, análogos aos que usamos na demonstração do item

anterior. Destacaremos quando usarmos algum outro resultado. Temos

III = E
[∫

R
|G(t)u0−G(t0)u0|2 dx

]
+E

[∫
R

∣∣∣∣ ∂

∂x
(G(t)u0−G(t0)u0)

∣∣∣∣2 dx

]

= E
[∫

R

∣∣∣∣F−1
(

exp
{
−εξ 2t

(1+δξ 2)

}
F (u0)

)
−F−1

(
exp
{
−εξ 2t0
1+δξ 2

}
F (u0)

)∣∣∣∣2 dx

]
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+E
[∫

R

∣∣∣∣ ∂

∂x

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

)
−F−1

(
exp
{
−εξ 2t0
1+δξ 2

}
F (u0)

))∣∣∣∣2 dx

]

= E

[∫
R

∣∣∣∣F−1
((

exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
− exp

{
−εξ 2t0
1+δξ 2

})
F (u0)

)∣∣∣∣2 dx

]

+E

[∫
R

∣∣∣∣F−1
((

exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
− exp

{
−εξ 2t0
1+δξ 2

})
F ((u0)x)

)∣∣∣∣2 dx

]

= E

[∫
R

(
exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
− exp

{
−εξ 2t0
1+δξ 2

})2

|F (u0)|2 dξ

]

+E

[∫
R

(
exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
− exp

{
−εξ 2t0
1+δξ 2

})2

|F ((u0)x)|2 dξ

]

usando o Teorema do Valor Médio aplicado à função exponencial, obtemos

≤ E

∫
R

((
−εξ 2

1+δξ 2

)2

exp
{
−εξ 2θ

1+δξ 2

})2

|t− t0|2|F (u0)|2 dξ


+E

∫
R

((
−εξ 2

1+δξ 2

)2

exp
{
−εξ 2θ

1+δξ 2

})2

|t− t0|2|F ((u0)x)|2 dξ


≤ E

[∫
R

ε2

δ 2 |t− t0|2|u0|2 dx
]
+E

[∫
R

ε2

δ 2 |t− t0|2|(u0)x|2 dx
]

=
ε2

δ 2 |t− t0|2E
[
||u0||2H1(R)

]
.

Para a segunda parcela, temos

IV = E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr
∥∥∥∥2

H1(R)

]

≤ (t− t0)

E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
ξ 2|F ( f (u(t− r)))|2

(1+δξ 2)2 dξ dr


+E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
ξ 4|F ( f (u(t− r)))|2

(1+δξ 2)2 dξ dr
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≤ (t− t0)
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[∫ t

t0

∫
R
| f (u(t− r))|2 dxdr

]
≤ A2(t− t0)

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t

t0

∫
R
|u(t− r)|2 dxdr

]
= A2(t− t0)

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t

t0
‖u(t− r)‖2

L2(R) dr
]

≤ A2(t− t0)
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[∫ t

t0
‖u(t− r)‖2

H1(R) dr
]

≤ 4A2(t− t0)
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ t

t0
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
dr

= 4A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
|t− t0|2E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
.

Para a terceira parcela, obtemos

V = E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t0− r))x− f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr
∥∥∥∥2

H1(R)

]

≤ t0E
[∫ t0

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
(ξ 2 +ξ 4)|F ( f (u(t0− r))− f (u(t− r)))|2

(1+δξ 2)2 dξ dr
]

≤ t0

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t0

0

∫
R
| f (u(t0− r))− f (u(t− r))|2dxdr

]
≤ A2t0

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t0

0

∫
R
|u(t0− r)−u(t− r)|2dxdr

]
= A2t0

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t0

0
‖u(t0− r)−u(t− r)‖2

L2(R)dr
]

≤ A2t0

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t0

0
‖u(t0− r)−u(t− r)‖2

H1(R)dr
]

:= L.

Pelo Teorema da Convergência Dominada, L → 0 quando |t − t0| → 0, pois

u ∈C([0,T ];H1(R)) e (t0− r) ∈ [0,T ].

As últimas duas parcelas envolvem integrais estocásticas e faremos uso novamente da

isometria de Itô (3.15). Temos

V I = E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H1(R)

]
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= E

[∫
R

(∫ t

t0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

+E

[∫
R

(∫ t

t0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F ((σε(t− r))x)

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

= E

[∫
R

∫ t

t0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

})
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)2

dr dx

]

+E

[∫
R

∫ t

t0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

})
iξF (σε(t− r))

1+δξ 2

)2

dr dx

]

= E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
(1+δξ 2)2 |F (σε(t− r))|2dξ dr


+E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
(1+δξ 2)2 ξ

2|F (σε(t− r))|2dξ dr


≤C

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

t0

∫
R
|σε(t− r)|2dxdr

]
≤C1

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

t0
‖σε(r)‖2

L∞(R) dr
]

≤C1

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

t0
sup
r∈R
‖σ(r)‖2

L∞(R) dr
]

≤C1

(
1+

1
2δ

)
|t− t0|E

[
||σ ||2C([0,∞);L∞(R))

]
.

Para a última parcela, temos

V II = E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

= E

[∫
R

(∫ t0

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

+E

[∫
R

(∫ t0

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F ((σε(t0− r))x− (σε(t− r))x)

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

= E

[∫
R

∫ t0

0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

))2

dr dx

]
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+E

[∫
R

∫ t0

0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F ((σε(t0− r))x− (σε(t− r))x)

1+δξ 2

))2

dr dx

]

= E
[∫ t0

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
|F (σε(t0− r)−σε(t− r))|2

(1+δξ 2)2 ξ dr
]

+E
[∫ t0

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
ξ 2|F (σε(t0− r)−σε(t− r))|2

(1+δξ 2)2 dξ dr
]

≤
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t0

0

∫
R
|F (σε(t0− r)−σε(t− r)|2dξ dr

]
≤
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t0

0

∫
R
|F (σε(t0− r)−σε(t− r)|2dxdr

]
=C

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t0

0
‖(σε(t0− r)−σε(t− r)‖2

L∞(R)dx
]
−→ 0

quando |t− t0| −→ 0, pelo Teorema da Convergência Dominada.

Mostramos com isso que E
[
‖L u(t)−L u(t0)‖2

H1(R)

]
−→ 0 quando t −→ t0. Assim,

dado µ > 0, existe ν > 0 tal que:

|t− t0|< ν ⇒ E
[
‖L u(t)−L u(t0)‖2

H1(R)

]
< µ.

Daí temos que

|t− t0|< ν ⇒‖L u(t)−L u(t0)‖2
H1(R) < µ.

Caso contrário, existe t com |t− t0|< ν e ‖L u(t)−L u(t0)‖2
H1(R) ≥ µ, de onde temos

E
[
‖L u(t)−L u(t0)‖2

H1(R)

]
≥ E[µ] = µ,

o que é uma contradição. Portanto, temos

‖L u(t)−L u(t0)‖2
H1(R) −→ 0 quando t −→ t0,

de modo que

‖L u(t)−L u(t0)‖H1(R) −→ 0 quando t −→ t0.
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iii. Sejam u, v ∈AT . Temos

‖L u(t)−L v(t)‖2
H1(R) =

=

∥∥∥∥−∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x− ( f (v))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

=

∥∥∥∥∫ t

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x− ( f (v))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

≤
∫ t

0

∫
R

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x− ( f (v))x)

1+δξ 2

))2

dxds

+
∫ t

0

∫
R

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))xx− ( f (v))xx)

1+δξ 2

))2

dxds

usando as propriedades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

=
∫ t

0

∫
R

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
iξF (( f (u))− ( f (v)))

1+δξ 2

)2

dξ ds

+
∫ t

0

∫
R

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
−ξ 2F (( f (u))− ( f (v)))

1+δξ 2

)2

dξ ds

por (3.9), (3.11) e (3.12)

≤
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ t

0

∫
R
(F ( f (u)− f (v)))2dξ ds

usando novamente o Teorema de Plancherel e o fato de f ser Lipschitz

=

(
1

2δ
+

1
δ 2

)∫ t

0

∫
R
( f (u)− f (v))2dxds

≤ A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ t

0

∫
R
(u− v)2dxds

= A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ t

0
‖u(s)− v(s)‖2

L2(R)ds

≤ A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ t

0

(
‖u(s)− v(s)‖2

H1(R)

)
ds

≤ A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ T

0

(
‖u(t)− v(t)‖2

H1(R)

)
ds
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≤ A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)∫ T

0
sup

0≤t≤T

(
‖u(t)− v(t)‖2

H1(R)

)
ds

= TA2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
‖u− v‖2

AT
.

Logo

sup
0≤t≤T

‖L u(t)−L v(t)‖H1(R) <

√(
TA2

(
1

2δ
+

1
δ 2

))
‖u− v‖AT .

Assim,

‖L u−L v‖AT < ρ‖u− v‖AT (ρ < 1),

se T <
2δ 2

A2(δ +2)
.

Observação 3.1 No resultado acima, o espaço C([0,T ];H1(R)) poderia ter sido substituído

por L2([0,T ];H1(R)).

Teorema 3.1 Suponhamos que u0, f e σε satisfazem as mesmas hipóteses do Lema 3.1. Então

o Problema de Cauchy (3.1)-(3.2) admite uma única solução local

u ∈C([0,T ];H1(R)),

onde T depende de δ e ‖u0‖H1(R).

Demonstração: Sejam u0 ≡ 0 e uk ≡ L (uk−1). Por indução, as estimativas do Lema 3.1

seguem para cada uk. Esse lema também garante que AT é invariante por L e que L é uma

contração. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equação integral (3.5) possui uma única

solução u ∈C([0,T ];H1(R)).

3.2 Regularidade da Solução

Nesta seção, estabeleceremos um resultado de regularidade da solução obtida na seção an-

terior. Observemos, que como consequência da definição, temos u0,ε ∈ H2(R).
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Teorema 3.2 Suponhamos que u0, f e σε satisfazem as mesmas hipóteses do Lema 3.1. Então

a solução de (3.1)-(3.2) dada pelo Teorema 3.1 é tal que

u ∈C([0,T ];H2(R)) com ut ∈ L2([0,T ];H2(R)).

Demonstração: Mostremos que u ∈C((0,T ];H2(R)). Temos, para t ∈ [0,T ],

E[‖u(t)‖2
H2(R)]≤ 3

(
E
[
‖G(t)u0‖2

H2(R)

]
+E

[∥∥∥∥−∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F ( f (u)x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H2(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H2(R)

])
= 3(I + II + III).

Estimaremos cada parcela da soma acima separadamente. Para a primeira parcela, temos

I = E
[
‖G(t)u0‖2

H2(R)

]
= E

[∥∥∥∥F−1
(

exp
{
−εξ 2t0
1+δξ 2

}
F (u0)

)∥∥∥∥2

H2(R)

]

= E

[∥∥∥∥exp
{
−εξ 2t0
1+δξ 2

}
F (u0)

∥∥∥∥2

H2(R)

]
≤ E

[
‖F (u0)‖2

H2(R)

]
= E

[
‖u0‖2

H2(R)

]
.

Para a segunda parcela, obtemos

II = E

[∥∥∥∥−∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F ( f (u)x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

]

+E

[∥∥∥∥− ∂ 2

∂x2

∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F ( f (u)x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

L2(R)

]
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≤ 4T 2A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]

+ tE

∫ t

0

∫
R

F−1

ξ 2 exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (( f (u))x)]

2

dxds


= 4T 2A2

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]

+ tE

∫ t

0

∫
R

ξ 2 exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (( f (u))x)]

2

dξ ds


≤ 4T 2A2

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
+ t

1
δ 2 E

[∫ t

0

∫
R
[F (( f (u))x)]

2dξ ds
]

= 4T 2A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
+ t

1
δ 2 E

[∫ t

0

∫
R
(( f (u))x)

2dxds
]

≤ 4T 2A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
+ t

1
δ 2 E

[∫ t

0

∫
R
| f ′n(u)|2|ux|2dxds

]
≤ 4T 2A2

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
+ tC

1
δ 2 E

[∫ t

0

∫
R
|ux|2dxds

]
≤ 4T 2A2

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
+4T 2C

1
δ 2 E

[
‖u0‖2

H1(R)dxds
]

=

(
4T 2A2

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
+4T 2C

1
δ 2

)
E
[
‖u0‖2

H1(R)dxds
]
.

Para a terceira parcela, temos

III = E

[∥∥∥∥∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H2(R)

]

= E


∥∥∥∥∥∥
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

H2(R)


= E


∥∥∥∥∥∥
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

H1(R)


+E


∥∥∥∥∥∥ ∂ 2

∂x2

∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

L2(R)
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≤ T
(

1+
1

2δ

)
‖σ‖C([0,∞);W 1,∞(R))

+E


∥∥∥∥∥∥
∫ t

0
F−1

ξ 2 exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε)]

dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

L2(R)


≤ T

(
1+

1
2δ

)
‖σ‖C([0,∞);W 1,∞(R))+T

1
δ 2‖σ‖C([0,∞);W 1,∞(R)).

Juntando essas três estimativas, obtemos

sup
0≤t≤T

‖u(t)‖H2(R) < ∞.

Agora, sejam t0, t ∈ (0,T ] e suponhamos, sem perda de generalidade, t0 < t. Temos

E
[
‖L u(t)−L u(t0)‖2

H2(R)

]
= E [‖G(t)u0−G(t0)u0

−
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t0

0
G(t0− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

−
∫ t0

0
G(t0− s)F−1

(
F (σε)

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H2(R)

]

fazendo mudanças de variáveis e reescrevendo, obtemos

= E [‖(G(t)u0−G(t0)u0)

+
∫ t

t0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr

−
∫ t0

0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t0− r))x− f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
ds

−
∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (s)

+
∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H2(R)

]
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≤ 5
(

E
[
‖G(t)u0−G(t0)u0‖2

H2(R)

]
+E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr
∥∥∥∥2

H2(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t0− r))x− f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H2(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H2(R)

]

+E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H2(R)

])
= 5(IV +V +V I +V II +V III) .

Analogamente ao que fizemos na demonstração do item ii. do Lema 3.1, obtemos

IV = E
[∫

R
|G(t)u0−G(t0)u0|2 dx

]
+E

[∫
R

∣∣∣∣ ∂

∂x
(G(t)u0−G(t0)u0)

∣∣∣∣2 dx

]

+E

[∫
R

∣∣∣∣ ∂ 2

∂x2 (G(t)u0−G(t0)u0)

∣∣∣∣2 dx

]

≤ ε2

δ 2 |t− t0|2E
[
||u0||2H2(R)

]
.

Também

V = E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr
∥∥∥∥2

H2(R)

]

≤ (t− t0)

E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
|F (( f (u(t− r)))x)|2

(1+δξ 2)2 dξ dr


+E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
ξ 2|F (( f (u(t− r)))x)|2

(1+δξ 2)2 dξ dr


+E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
ξ 4|F (( f (u(t− r)))x)|2

(1+δξ 2)2 dξ dr





3. A Equação BBM-Burgers Estocástica Aditiva 92

≤ 4C
(

1+
1

2δ
+

1
δ 2

)
|t− t0|2E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
.

Para a terceira parcela, obtemos

V I = E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F ( f (u(t0− r))x− f (u(t− r))x)

1+δξ 2

)
dr
∥∥∥∥2

H2(R)

]

≤ t0E
[∫ t0

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
(1+ξ 2 +ξ 4)|F (( f (u(t0− r)))x− ( f (u(t− r)))x)|2

(1+δξ 2)2 dξ dr
]

≤Ct0

(
1+

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[∫ t0

0
‖u(t0− r)−u(t− r)‖2

H1(R)dr
]
→ 0,

pelo Teorema da Convergência Dominada.

Temos ainda

V II = E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H2(R)

]

≤C1

(
1+

1
2δ

+
1

δ 2

)
|t− t0|E

[
||σ ||2C([0,∞);L∞(R))

]
.

Finalmente

V III = E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(t0− r)−σε(t− r))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H2(R)

]

≤C
(

1+
1

2δ
+

1
δ 2

)
E
[∫ t0

0
‖(σε(t0− r)−σε(t− r)‖2

L∞(R)dx
]
−→ 0

quando |t− t0| −→ 0, pelo Teorema da Convergência Dominada.

Provemos agora a regularidade de ut . Da equação (3.3), temos

F (ut) =−
εξ 2

1+δξ 2 F (u)+
F (σε)W (dt)−F (( f (u))x)

1+δξ 2 .

Usando (3.4), obtemos, para t ∈ [0,T ]

ut(t) =−F−1
[

εξ 2

1+δξ 2 exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

]
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−
∫ t

0
F−1

[
εξ 2

(1+δξ 2)2 exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε)

]
W (ds)

+
∫ t

0
F−1

[
εξ 2

(1+δξ 2)2 exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x)

]
ds

+F−1
[

F (σε)

1+δξ 2

]
W (dt)−F−1

[
F (( f (u))x)

1+δξ 2

]
.

Assim,

E
[∫ T

0
‖ut‖2

H1(R)dt
]

≤ 5

(
E

[∫ T

0

∥∥∥∥F−1
(

εξ 2

1+δξ 2 exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

)∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

+E

[∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0
F−1

[
εξ 2

(1+δξ 2)2 exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε)

]
W (ds)

∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

+E

[∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0
F−1

[
εξ 2

(1+δξ 2)2 exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x)

]
ds
∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

+E

[∫ T

0

∥∥∥∥F−1
[

F (σε)

1+δξ 2

]∥∥∥∥2

H1(R)
W (dt)

]

+ E

[∫ T

0

∥∥∥∥F−1
[
F (( f (u))x)

1+δξ 2

]∥∥∥∥2

H1(R)
dt

])
= 5(B+D+F +G+H).

Temos

B = E

[∫ T

0

∥∥∥∥F−1
(

εξ 2

1+δξ 2 exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

)∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

= E

[∫ T

0

∥∥∥∥ εξ 2

1+δξ 2 exp
{
−εξ 2t

1+δξ 2

}
F (u0)

∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

≤ ε2

δ 2 E
[
‖(u0)‖2

L2([0,T ];H1(R))

]
.
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Também

D = E

[∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0
F−1

[
εξ 2

(1+δξ 2)2 exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε)

]
W (ds)

∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

≤ T 2
(

1+
1

2δ

)
‖σ‖2

C([0,∞);W 1,∞(R)).

Ainda

F = E

[∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0
F−1

[
εξ 2

(1+δξ 2)2 exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x)

]
ds
∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

≤ 4T 2A2
(

1
2δ

+
1

δ 2

)
E
[
‖(u0)‖2

L2([0,T ];H1(R))

]
.

Temos também, pelas propriedades da Integral de Itô,

G = E

[∫ T

0

∥∥∥∥F−1
[

F (σε)

1+δξ 2

]∥∥∥∥2

H1(R)
W (dt)

]
= 0.

Finalmente

H = E

[∫ T

0

∥∥∥∥F−1
[
F (( f (u))x)

1+δξ 2

]∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]
= E

[∫ T

0

∥∥∥∥F (( f (u))x)

1+δξ 2

∥∥∥∥2

H1(R)
dt

]

≤ E
[∫ T

0
‖( f (u))x‖2

H1(R) dt
]
≤ 4TCE

[
‖u0‖2

L2([0,T ];H1(R))

]
.

3.3 Estimativa a priori

O objetivo nesta seção é provar uma estimativa para a solução obtida.

Lema 3.2 Seja u(t,x) uma solução de (3.1)-(3.2) em [0,T ]. Então, para todo 0≤ t ≤ T , vale

E
[
‖u(t, ·)‖2

L2(R)

]
+δE

[
‖ux(t, ·)‖2

L2(R)

]
≤ E

[
‖u0(·)‖2

L2(R)

]
+δE

[
‖(u0)x(·)‖2

L2(R)

]
+C(T ),

(3.16)
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onde C é uma constante que depende apenas do tamanho do intervalo. Em particular, C é

independente de t.

Demonstração: Aplicando a Fórmula de Itô para (u(t,x))2, obtemos

u(t,x)2 =u(0,x)2 +
∫ t

0
2(u(s,x))σε(s,x)dW (s)

+
∫ t

0
2(u(s,x))[εuxx(s,x)+δuxxs(s,x)+( f (u(s,x)))x]ds

+
1
2

∫ t

0
2σ

2
ε (s,x)ds, ∀t ∈ [0,T ]. (3.17)

Integrando para x ∈ R,

‖u(t, ·)‖2
L2(R) =‖u0(·)‖2

L2(R)+
∫

R

∫ t

0
2(u(s,x))σε(s,x)dW (s)dx

+
∫

R

∫ t

0
2(u(s,x))[εuxx(s,x)+δuxxs(s,x)− ( f (u(s,x)))x]dsdx

+
∫

R

∫ t

0
σ

2
ε (s,x)dsdx, ∀t ∈ [0,T ]. (3.18)

Estimaremos agora a esperança das integrais do lado direito da equação acima. Temos

E
[∫

R

∫ t

0
2(u(s,x))σε(s,x)dW (s)dx

]
=
∫

R
E
[∫ t

0
2(u(s,x))σε(s,x)dW (s)

]
dx = 0, (3.19)

pelo item [b.] do Teorema 1.1. Na primeira igualdade acima, pudemos trocar a ordem de

integração porque
∫ t

0 2(u(s,x))σε(s,x)dW (s) ∈ L1(Ω×R), conforme mostrado abaixo.

(
E
[∫

R

∣∣∣∣∫ t

0
u(s,x)σε(s,x)dW (s)

∣∣∣∣dx
])2

=

usando o Teorema de Tonelli e o fato que, na variável x, o suporte de σε está contindo em

[−M−1,M+1](conforme Observação 2.1), obtemos

=

(∫ M+1

−M−1
E
[∣∣∣∣∫ t

0
u(s,x)σε(s,x)dW (s)

∣∣∣∣]dx
)2
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pela Desigualdade de Jensen

≤ (2M+2)
∫ M+1

−M−1
E
[∫ t

0
u(s,x)σε(s,x)dW (s)

]2

dx

pela propriedade da Integral de Itô (3.15)

= (2M+2)
∫ M+1

−M−1
E
[∫ t

0
u(s,x)2

σ
2
ε (s,x)ds

]
dx

≤ (2M+2)‖σε‖2
L∞((0,T )×R)

∫ M+1

−M−1
E
[∫ t

0
u(s,x)2ds

]
dx≤

≤ (2M+2)‖σε‖2
L∞((0,T )×R)E

[∫ t

0
‖u(s, ·)‖2

L2(R)ds
]
≤

≤ t(2M+2)‖σε‖2
L∞((0,T )×R)E

[
‖u0(·)‖2

L2(R)

]
< ∞.

Para as demais integrais, temos

E
[∫

R

∫ t

0
σ

2
ε (s,x)dsdx

]
≤ E

[∫ t

0
‖σε(s)‖2

L∞(R)ds
]
≤ E

[∫ T

0
‖σ(t)‖2

L∞(R)‖ρ√ε‖
2
L1(R)dt

]
≤ E

[∫ T

0
sup

0≤t≤∞

‖σ(t)‖2
L∞(R)ds

]
= T‖σ‖2

C([0,∞);W 1,∞(R)). (3.20)

Também

E
[∫

R

∫ t

0
2(u(s,x))( f (u(s,x)))xdsdx

]
= E

[∫ t

0

∫
R

2(u(s,x))( f (u(s,x)))xdxds
]
= 0, (3.21)

pois, considerando q(u) =
∫ u

0
v f ′(v)dv, temos q′(u) = u f ′(u) e portanto

∫
R

u( f (u))xdx =
∫
R

u f ′(u)uxdx =
∫
R

q′(u)uxdx =
∫
R
(q(u))xdx = 0.

Usando a igualdade uuxx = (uux)x− (ux)
2, obtemos

2εE
[∫

R

∫ t

0
u(s,x)uxx(s,x)dsdx

]
=−2εE

[∫ t

0

∫
R
(ux)

2(s,x)dxds
]
. (3.22)
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Analogamente, usando uuxxs = (uuxs)x−uxuxs = (uuxs)x−
(u2

x)s

2
, temos

2δE
[∫

R

∫ t

0
u(s,xuxxs(s,x)dsdx

]
=−2δE

[∫
R

∫ t

0

(u2
x)s

2
(s,x)dsdx

]
=−δE

[∫
R
(ux)

2(t,x)− ((u0)x)
2(x)dx

]
. (3.23)

Substituindo (3.19), (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23) na esperança da fórmula (3.18), obtemos

E
[
‖u(t, ·)‖2

L2(R)

]
+2εE

[∫ t

0

∫
R
(ux)

2(s,x)dxds
]
+δE

[∫
R
(ux)

2(t,x)dx
]

≤ E
[
‖u0(·)‖2

L2(R)

]
+E

[∫
R
((u0)x)

2(x)dx
]
+T‖σ‖C([0,∞);W 1,∞(R)), (3.24)

e assim temos a estimativa (3.16).

Observação 3.2 Uma vez que o lado direito da nossa estimativa depende do tamanho do inter-

valo, ela não nos permite estender a solução globalmente. É necessário obter uma estimativa

de modo que o lado direito independa de ε e δ .

3.4 Apêndice

Teorema 3.3 O espaço

AT ≡
{

u ∈C([0,T ];H1(R));E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
, t ∈ [0,T ]

}
com a norma ‖u‖AT = ‖u‖C([0,T ];H1(R)) ≡ sup

0≤t≤T
‖u(t)‖H1(R) é de Banach.

Demonstração: Seja (un) ⊂ AT tal que ‖un − u‖AT → 0 quando n → ∞. Como

C([0,T ];H1(R)) é um espaço de Banach, temos u ∈C([0,T ];H1(R)) e

sup
0≤t≤T

‖u(t, ·)−un(t, ·)‖H1(R)→ 0.
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Mostremos que u ∈AT . Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

sup
0≤t≤T

‖u(t, ·)−un(t, ·)‖H1(R) ≤ ε, ∀ n≥ N.

Então, ∀ t ∈ [0,T ],∀ n≥ N, temos

E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
= E

[
‖u(t)−un(t)+un(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ E

[(
‖u(t)−un(t)‖H1(R)+‖un(t)−G(t)u0‖H1(R)

)2
]

= E
[
‖u(t)−un(t)‖2

H1(R)

]
+2E

[
‖u(t)−un(t)‖H1(R)‖un(t)−G(t)u0‖H1(R)

]
+E

[
‖un(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ ε

2 +2εE
[
‖un−G(t)u0‖H1(R)

]
+E

[
‖un(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
.

Se ‖un−G(t)u0‖H1(R) ≤ 1, então

E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ ε

2 +2ε +E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
.

Caso contrário, temos E
[
‖un−G(t)u0‖H1(R)

]
≤ E

[
‖un−G(t)u0‖2

H1(R)

]
e portanto

E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ ε

2 +(2ε +1)E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
.

Como ε > 0 é arbitrário, vemos que

E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
,∀ t ∈ [0,T ]

o que prova que u ∈AT .



CAPÍTULO 4

A Equação BBM-Burgers Estocástica

Multiplicativa

Consideraremos agora a equação (7) multiplicativa, isto é, com o termo estocástico σ de-

pendendo de u. Neste caso, substituímos a hipótese (H2) por:

(H2*) A função σ : R−→ R é uma função de Lipschitz com σ(0) = 0 e constante de Lipschitz

M.

Sejam ρ, f e u0,ε como no capítulo anterior. Definimos

σε(u(t,x)) =
∫
R

σ(u(t,x− y))
1√
ε

ρ

(
y√
ε

)
dy. (4.1)

Observação 4.1 Com essas hipóteses para a função σ , temos, se u ∈ L2(R), a seguinte desi-

gualdade:

‖σε(u)‖L2(R) ≤ ‖σ(u)‖L2(R)‖ρ√ε‖L1(R) ≤M‖u‖L2(R).
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Como anteriormente, passaremos a considerar o problema:

ut +( f (u))x− εuxx−δuxxt = σε(u)
dW
dt

(4.2)

u(0, ·) = u0,ε . (4.3)

4.1 Existência de Solução

Seguiremos a mesma ideia do capítulo anterior, mas neste caso a norma adequada para o

espaço das soluções é outra, como ficará claro posteriormente.

Repetindo os cálculos, vemos que uma equação integral da solução é

u(t,x) = G(t)u0,n,ε −
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds

+
∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε(u))
1+δξ 2

)
W (ds), (4.4)

sendo G a mesma família de operadores dada anteriormente.

Definimos o operador

L u(t)=G(t)u0−
∫ t

0
G(t−s)F−1

(
F (( f (u))x)

1+δξ 2

)
ds+

∫ t

0
G(t−s)F−1

(
F (σε(u))
1+δξ 2

)
W (ds),

em:

AT ≡
{

u ∈C([0,T ];H1(R));E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
, t ∈ [0,T ]

}
,

e a norma em AT como

‖u‖AT ≡ sup
0≤t≤T

√
E
[
‖u(t)‖2

H1(R)

]
.

Notemos a inclusão da esperança na norma de AT em relação ao problema aditivo.

No apêndice deste capítulo, demonstramos que AT com a norma acima é um espaço de

Banach. Veja o Teorema 4.1.
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Lema 4.1 Sejam f ,σ e u0 satisfazendo as hipóteses (H1*), (H2*) e (H3). Seja

u(t) ∈C([0,T ];H1(R)) tal que:

E[‖u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)]≤ E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ]. (4.5)

Se T > 0 é suficientemente pequeno então vale, q. t. p. ω ∈Ω:

i. L u(t) ∈ H1(R) com

E[‖L u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)]≤ E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ] (4.6)

e E[‖L u(t)‖2
H1(R)]≤ 4E[‖u0‖2

H1(R)],∀t ∈ [0,T ]; (4.7)

ii. AT é invariante por L ;

iii. L é uma contração na norma ‖.‖AT em AT .

Demonstração: Faremos as contas apenas para o termos que envolvem integrais estocásticas.

i. Temos a desigualdade

E[‖L u(t)−G(t)u0‖2
H1(R)] = E[‖I + II‖2

H1(R)]≤ E[(‖I‖H1(R)+‖II‖H1(R))
2]

≤ 2(E[‖I‖2
H1(R)]+E[‖II‖2

H1(R)]). (4.8)

Para a segunda parcela, obtemos

E[‖II‖2
H1(R)] = E

[∥∥∥∥∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε(u))
1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

= E


∥∥∥∥∥∥
∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε(u))]

dW (s)

∥∥∥∥∥∥
2

H1(R)


= E

∫
R

∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε(u))]

dW (s)

2

dx
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+E

∫
R

 ∂

∂x

∫ t

0
F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε(u))]

dW (s)

2

dx


usando (3.15), as propriedades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

= E

∫
R

∫ t

0

F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε(u))]

2

dsdx


+E

∫
R

∫ t

0

F−1

exp
{
−εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
1+δξ 2 [F (σε(u))x]

2

dsdx


= E

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
(1+δξ 2)2 |F (σε(u))|2

dξ ds


+E

∫ t

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2(t−s)

1+δξ 2

}
ξ 2

(1+δξ 2)2 |F (σε(u))|2
dξ ds


por (3.9) e (3.11)

≤ E
[∫ t

0

∫
R
|F (σε(u))|2dξ ds

]
+E

[
1

2δ

∫ t

0

∫
R
|F (σε(u))|2dξ ds

]

novamente usando o Teorema de Plancherel e a seguir a Observação 4.1

=

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

0

∫
R
|σε(u)|2dxds

]
≤M2

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

0

∫
R
|u|2dxds

]
≤M2

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ T

0
‖u‖2

H1(R)ds
]

≤ 4M2
(

1+
1

2δ

)
T E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
≤ 1

4
E
[
‖u0‖2

H1(R)

]
,

se T ≤ δ

8M2(1+2δ )
.
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Portanto, tomando

T = min

 1
4A

√
2δ 2

δ +2
,

δ

8M2(1+2δ )

 ,

obtemos (4.6).

ii. Seguindo o capítulo anterior, obtemos

E
[
‖L u(t)−L u(t0)‖2

H1(R)

]
= 5(III + IV +V +V I +V II) ,

e precisamos analisar as duas últimas parcelas. Temos

IV = E

[∥∥∥∥∫ t

t0
G(r)F−1

(
F (σε(u(t− r)))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

= E

[∫
R

(∫ t

t0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F (σε(u(t− r)))

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

+E

[∫
R

(∫ t

t0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F ((σε(u(t− r)))x)

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

= E

[∫
R

∫ t

t0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

})
F (σε(u(t− r)))

1+δξ 2

)2

dr dx

]

+E

[∫
R

∫ t

t0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

})
iξF (σε(u((t− r))

1+δξ 2

)2

dr dx

]

= E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
(1+δξ 2)2 |F (σε(u(t− r)))|2dξ dr


+E

∫ t

t0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
(1+δξ 2)2 ξ

2|F (σε(u(t− r)))|2dξ dr


≤
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t

t0

∫
R
|σε(u(t− r))|2dxdr

]
≤M2

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

t0

∫
R
|(u(t− r))|2dxdr

]
≤ 4M2

(
1+

1
2δ

)
|t− t0|E

[
||u0||2H1(R)

]
.
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Para a última parcela, temos

V = E

[∥∥∥∥∫ t0

0
G(r)F−1

(
F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))

1+δξ 2

)
dW (r)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

= E

[∫
R

(∫ t0

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

+E
[∫

R

(∫ t0

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
×

F ((σε(u(t0− r)))x− (σε(u(t− r)))x)

1+δξ 2

)
dW (r)

)2

dx

]

= E

[∫
R

∫ t0

0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))

1+δξ 2

))2

dr dx

]

+E

[∫
R

∫ t0

0

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2r
1+δξ 2

}
F ((σε(u(t0− r)))x− (σε(u(t− r)))x)

1+δξ 2

))2

dr dx

]

= E
[∫ t0

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
|F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))|2

(1+δξ 2)2 ξ dr
]

+E
[∫ t0

0

∫
R

exp
{
−2εξ 2r
1+δξ 2

}
ξ 2|F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))|2

(1+δξ 2)2 dξ dr
]

≤
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t0

0

∫
R
|F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))|2dξ dr

]
≤
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t0

0

∫
R
|F (σε(u(t0− r))−σε(u(t− r)))|2dxdr

]
=

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t0

0
‖(σε(u(t0− r))−σε(u(t− r))‖2

L2(R)dx
]
−→ 0

quando |t− t0| −→ 0, pelo Teorema da Convergência Dominada.

iii. Na demonstração deste item está a maior diferença em relação à equação aditiva. No

caso anterior, quando calculamos a norma de L u(t)−L v(t), o termo estocástico se

anula, uma vez que o mesmo não depende de u. Portanto, no presente caso, temos um

termo a mais para estimar. O que vale é o seguinte: Sejam u, v ∈AT . Temos

‖L u(t)−L v(t)‖2
H1(R) ≤
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≤ 2

(∥∥∥∥−∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x− ( f (v))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

+

∥∥∥∥∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

)

= 2

(∥∥∥∥∫ t

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (( f (u))x− ( f (v))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

+

∥∥∥∥∫ t

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

)

Estimaremos a esperança da segunda parcela do lado direito. Temos

E

[∥∥∥∥∫ t

0
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

≤ E

[∫ t

0

∫
R

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

))2

dxds

]

+E

[∫ t

0

∫
R

(
F−1

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F ((σε(u))x− (σε(v))x)

1+δξ 2

))2

dxds

]

usando as propriedades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

≤ E

[∫ t

0

∫
R

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
F (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

)2

dxds

]

+E

[∫ t

0

∫
R

(
exp
{
−εξ 2(t− s)

1+δξ 2

}
iξF (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

)2

dxds

]

por (3.9) e (3.11)

≤ E
[(

1+
1

2δ

)∫ t

0

∫
R
(F (σε(u)−σε(v))2dξ ds

]

usando novamente o Teorema de Plancherel e a Observação 4.1

=

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

0

∫
R
(σε(u)−σε(v))2dxds

]
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≤M2
(

1+
1

2δ

)
E
[∫ t

0

∫
R
(u− v)2dxds

]
≤M2

(
1+

1
2δ

)
E
[∫ t

0
‖u(s)− v(s)‖2

H1(R)ds
]

≤M2
(

1+
1

2δ

)∫ t

0
sup

0≤s≤t
E
[
‖u(s)− v(s)‖2

H1(R)

]
ds

≤ T M2
(

1+
1

2δ

)
sup

0≤t≤T
E
[
‖u(t)− v(t)‖2

H1(R)

]
.

Assim, obtemos

sup
0≤t≤T

√√√√E

[∥∥∥∥∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (σε(u)−σε(v))

1+δξ 2

)
dW (s)

∥∥∥∥2

H1(R)

]

≤

√
T M2

(
1+

1
2δ

)
sup

0≤t≤T

√
E
[
‖u(t)− v(t)‖2

H1(R)

]
.

Do capítulo anterior, temos

sup
0≤t≤T

√√√√E

[∥∥∥∥−∫ t

0
G(t− s)F−1

(
F (( f (u))x− ( f (v))x)

1+δξ 2

)
ds
∥∥∥∥2

H1(R)

]

≤

√
TA2

(
1

2δ
+

1
δ 2

)
sup

0≤t≤T

√
E
[
‖u(t)− v(t)‖2

H1(R)

]
.

Juntando as duas estimativas acima, obtemos

‖L u(t)−L v(t)‖AT < ρ‖u− v‖AT (ρ < 1),

se T < min
{

δ 2

8A2
n(δ +2)

,
δ

8M2
ε (1+2δ )

}
.

Observação 4.2 Os resultados de existência local e a estimativa a priori seguem de forma

análoga ao capítulo anterior. Quanto à regularidade, neste caso temos

u ∈C([0,T ];H1(R)) com ut ∈ L2([0,T ];H1(R)).
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4.2 Apêndice

Teorema 4.1 O espaço

AT ≡
{

u ∈C([0,T ];H1(R));E
[
‖u(t)−G(t)u0‖2

H1(R)

]
≤ E

[
‖u0‖2

H1(R)

]
, t ∈ [0,T ]

}
com a norma

‖u‖AT ≡ sup
0≤t≤T

√
E
[
‖u(t)‖2

H1(R)

]
é de Banach.

Demonstração: Seja (un)⊂AT tal que ‖un−u‖AT → 0 quando n→ ∞.

Mostraremos que un→ u em C([0,T ];H1(R)), q.t.p. ω ∈Ω.

De fato, suponhamos que existam ε > 0 e Ω̃⊂Ω com P(Ω̃)> 0 e

sup
0≤t≤T

‖un(t,ω)−u(t,ω)‖H1(R) > ε, ∀ω ∈ Ω̃.

Então existe s ∈ [0,T ] tal que

‖un(s,ω)−u(s,ω)‖H1(R) >
ε

2
, ∀ω ∈ Ω̃.

Assim

E
[
‖un(t,ω)−u(t,ω)‖2

H1(R)

]
≥
∫

Ω̃

‖un(s,ω)−u(s,ω)‖2
H1(R)dP≥ ε2

4
P(Ω̃),

o que contradiz o fato de

sup
0≤t≤T

√
E
[
‖un(t)−u(t)‖2

H1(R)

]
→ 0.

Portanto un→ u em C([0,T ];H1(R)) e o restante da demonstração segue como no Teorema 3.3.



APÊNDICE A

Medidas de Young

Os resultados aqui citados estão em [1], [20] e [22].

A.1 Definições

Definição A.1 Sejam (Ω,G ,P) um espaço de probabilidade e X ,Y espaços topológicos. Uma

função f : Ω×X −→ Y é uma função de Carathéodory se:

1. Para todo x ∈ X , a função f x = f (·,x) : Ω−→ Y é (P,B(Y ))−mensurável.

2. Para todo ω ∈Ω, a função f ω = f (ω, ·) : X −→ Y é contínua.

Definição A.2 Seja (Ω,G ,P) um espaço de probabilidade. Um subconjunto K de L1(Ω) é

uniformemente integrável se

lim
c→∞

sup
f∈K

∫
{| f |>c}

| f |dP = 0,

108
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ou seja, dado ε > 0, existe cε > 0 tal que, para todo c > cε ,
∫
{| f |>cε} | f |dP≤ ε, ∀ f ∈ K.

A.2 Espaços de Medida Finita

Consideremos o espaço L1(Θ,µ,R), onde (Θ,F ,µ) é um espaço de medida, e µ é uma

medida positiva e finita.

A medida de Young associada a u ∈ L1(Θ,µ,R) é τu, a medida em Θ×R que é a imagem

de µ através da aplicação

x α−→ (x,u(x)).

Lembrando que, se (X ,F ,µ) é um espaço de medida, (Y,G ) é um espaço mensurável e

α : X → Y é uma aplicação mensurável, a imagem de µ pela aplicação α é a medida ν em

G dada por µ ◦α−1, ou seja,

ν(B) = µ(α−1(B)), ∀ B ∈ G .

Assim, a medida de Young associada a u ∈ L1(Θ,µ,R) é tal que, se A ∈F e B é um boreliano

de R, então

τu(A×B) = µ(A∩u−1(B)).

Notemos também que, dada ϕ : Θ×R→R mensurável e não negativa ou τu−integrável, temos

∫
Θ×R

ϕ(x,y)dτu =
∫

Θ

ϕ(x,u(x))µ(dx).

Uma medida de Young geral é uma medida positiva τ em Θ×R tal que, para todo A ∈F ,

τ(A×R) = µ(A).

Uma maneira de descrever uma medida de Young τ é pelo seu fatiamento, que é a única

família de medidas de probabilidade em R, (dτx)x∈Θ, tal que, para qualquer função mensurável

e não negativa ou τ-integrável ψ , temos

∫
Θ×R

ψdτ =
∫

Θ

[∫
R

ψ(x,λ )dτx(λ )

]
µ(dx).
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Portanto, se τ = τu é a medida de Young associada com a função u acima, então τx = δu(x), a

medida de Dirac em u(x). A existência de tal fatiamento é provada, por exemplo, em [7].

Outra maneira de definir medidas de Young em Θ×R é considerar a noção de processo

entrópico ũ ou de solução a valores de medida u, dadas, respectivamente, em [8] e [19]. Para

uma medida de Young τ em Θ×R, as funções ũ e u são definidas em Θ× (0,1) por

ũ(x,α) = sup{t ∈ R,τx((−∞, t))< α}, u(x,α) = inf{t ∈ R,τx((−∞, t))> α}. (A.1)

Nos trabalhos citados, os autores provam que essas funções são µ ×L mensuráveis em Θ×

(0,1), e, para qualquer função de Carathéodory positiva ψ ,

∫
Θ

∫
R

ψ(x,λ )dτx(λ )µ(dx) =
∫

Θ

∫ 1

0
ψ(x,u(x,α))dαµ(dx) =

∫
Θ

∫ 1

0
ψ(x, ũ(x,α))dαµ(dx).

A.2.1. Convergência

Dizemos que uma sequência de medidas de Young (τn)n converge estritamente para τ se∫
Θ×Rψdτn converge para

∫
Θ×Rψdτ , para toda função de Carathéodory limitada ψ .

Consideremos agora (un)n ⊂ L1(Θ,µ,R), e denotemos por τn as medidas de Young associ-

adas. Se a sequência (un)n é limitada em L1(Θ,µ,R), o Teorema de Prohorov para medidas de

Young (ver, por exemplo, [22], Teorema 7, página 368) assegura que existem uma subsequência

(τnk)k de (τn)n e uma medida de Young τ tais que τnk converge estritamente para τ . Além disso

([20], página 347), temos

1. Para toda função de Carathéodory ψ tal que a sequência de funções {ψ(·,un(·))}n é

uniformemente integrável, temos

∫
Θ

ψ(x,un)µ(dx)−→
∫

Θ×R
ψ(x,λ )dτ.

2. Se a sequência (un)n é uniformemente integrável, a convergência do item anterior segue

se |ψ(x,λ )| ≤ α(x)+ k|λ |, onde k ≥ 0 e α ∈ L1(Θ).
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3. Para toda função mensurável ψ , semicontínua inferiormente com relação à segunda va-

riável e tal que {ψ(·,un(·))−}n é uniformemente integrável, temos

liminf
n→∞

∫
Θ

ψ(x,un)µ(dx)≥
∫

Θ×R
ψ(x,λ )dτ.

A.3 [0,T ]×R×Ω

Consideremos agora uma sequência limitada (un)n ⊂N 2
ω (0,T ;L2(R)). Dado M > 0, deno-

temos QM = (0,T )×B(0,M). Então un é limitada em L2(QM×Ω), logo possui uma subsequên-

cia, que continuaremos a denotar por (un), que converge no sentido das medidas de Young para

τM em QM×Ω.

Tomando K > M, podemos extrair uma subsequência da subsequência acima que converge

no sentido das medidas de Young para τK em QK×Ω. Portanto, para quaisquer v∈ L1(QM×Ω)

(estendida por 0 em (QK\QM)×Ω) e f uma função real contínua limitada, temos

∫
QM×Ω

v
(∫

R
f (λ )dτ

M(λ )−
∫
R

f (λ )dτ
K(λ )

)
dxdtdP = 0.

Assim,
∫
R f (λ )dτM(λ ) =

∫
R f (λ )dτK(λ ) em QM×Ω e τM = τK restrita a QM×Ω.

Logo, por um processo diagonal de extração de subsequências, existe uma medida de Young

τ em (0,T )×R×Ω×R com a seguinte propriedade: se ψ : (0,T )×R×Ω×R→ R é tal que

ψ(·,un) é uniformemente integrável, então

E
[∫ T

0

∫
R

ψ(·,un)dtdx
]
−→ E

[∫ T

0

∫
R

∫
R

ψ(·,λ )dτ(t,x,ω)dtdx
]
.

Antes de provar isso, vamos definir integrabilidade uniforme em um espaço de medida in-

finita. Uma sequência limitada ψ(·,un) em L1((0,T )×R×Ω) é uniformemente integrável

quando:
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1. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

(L 2⊗P)(A)< δ =⇒ sup
n∈N

∫
A
|ψ(·,un)|dxdtdP < ε.

2. Dado ε > 0, existe Mε > 0 tal que

sup
n∈N

∫
([0,T )×R]\QMε )×Ω

|ψ(·,un)|dxdtdP < ε.

Observação A.1 A primeira das condições acima é equivalente à definição vista no início deste

apêndice e a segunda é necessária porque estamos trabalhando com uma medida não finita, no

caso a medida de Lebesgue em R2.

Seja ε > 0. Pela integrabilidade uniforme, dado K > 0, |ψ(·,un)| é uniformemente integrá-

vel em QK×Ω e ∫
QK×Ω

|ψ(·,un)|dxdtdP−→
∫

QK×Ω×R
|ψ|dτ.

Em particular, para todo K > Mε ,

∫
[QK\QMε ]×Ω

|ψ(·,un)|dxdtdP−→
∫
[QK\QMε ]×Ω×R

|ψ|dτ,

e também ∫
[QK\QMε ]×Ω×R

|ψ|dτ ≤ ε.

Assim, pelo Teorema da Convergência Monótona,

∫
([(0,T )×R]\QMε )×Ω×R

|ψ|dτ ≤ ε.

Usando a notação u, temos ψ(·,u) ∈ L1((0,T )×R×Ω× (0,1)) e∣∣∣∣∫
(0,T )×R×Ω

ψ(·,un)dxdtdP−
∫
(0,T )×R×Ω×(0,1)

ψ(·,u)dαdxdtdP
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫QMε×Ω

ψ(·,un)dxdtdP−
∫

QMε×Ω×(0,1)
ψ(·,u)dαdxdtdP

∣∣∣∣
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+
∫
([(0,T )×R]\QMε )×Ω

|ψ(·,un)|dxdtdP+
∫
([(0,T )×R]\QMε )×Ω×(0,1)

|ψ(·,u)|dαdxdtdP.

Portanto,

limsup
n→∞

∣∣∣∣∫
(0,T )×R×Ω

ψ(·,un)dxdtdP−
∫
(0,T )×R×Ω×(0,1)

ψ(·,u)dαdxdtdP
∣∣∣∣≤ 2ε.

Como ε é arbitrário, temos o resultado enunciado.

Suponhamos agora que (ψ(t,x,ω,λ )) é limitada em Lp((0,T )×R×Ω), para algum 1 <

p≤∞. Então ψ(·,un) possui um subsequência que converge fracamente para
∫ 1

0
ψ(·,u)dα em

Lp((0,T )×R×Ω) (ou fracamente-* se p = ∞). Usaremos a mesma notação para a subsequên-

cia e denotaremos o limite por χ. Seja q o conjugado de p. Se ϕ ∈ Lq((0,T )×R×Ω), então

(ϕψ(·,un)) é uniformemente integrável. Portanto, no limite,

∫
(0,T )×R×Ω

ϕχdxdtdP =
∫
(0,T )×R×Ω×(0,1)

ψ(·,u)dαϕdxdtdP.

Assim, o limite é identificado e a subsequência não é mais necessária. Em particular, se (un) é

uma sequência limitada em Lp((0,T )×R×Ω), então u ∈ Lp((0,T )×R×Ω× (0,1)).
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