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Resumo

Neste trabalho é apresentado um estudo com algumas estratégias de ensino na
tentativa de fortalecer a relacao entre a matematica e a fisica no ensino médio.
Através de problemas simples em temas da mecanica classica como aplicacoes da
segunda lei de Newton e movimentos retilineo e circular uniformes, é discutida a
importancia de se quantificar matematicamente fenomenos fisicos para a descrigao
e predicao de situacoes que podem ser observadas no dia a dia dos alunos.
Para isso foi utilizada uma matematica simples e adequada para o ensino médio
explorando conceitos como funcoes, versores, vetores e suas projecoes, sistemas
de coordenadas e graficos. A forma com que os exercicios foram tratados pode ser
um passo importante para abordar topicos mais avancados e modernos da fisica
em que a matematica é imprescindivel, como a relatividade e a mecanica quantica,
ou até mesmo favorecer o entendimento de conceitos mais abstratos como o de
campo em eletromagnetismo e a modelagem de sistemas em que a execucgao de
experimentos ou a observagao seja inviavel, como o movimento de planetas ou
o comportamento dos atomos em um gas. Esta proposta foi aplicada em uma
escola da rede particular da cidade de Braganca Paulista, estado de Sao Paulo,
em uma turma do 3° ano do ensino médio com aproximadamente 35 alunos.
Vérios cédlculos e explicagoes desenvolvidos pelos estudantes sao apresentados,
mostrando que a proposta foi muito bem recebida pelos alunos e bem sucedida.
O produto educacional proveniente da aplicacao desta proposta consiste de um
material paradidatico no formato de um pequeno livro contendo todos os deta-
lhes e a importancia de se quantificar fenomenos fisicos através da modelagem

matematica.

Palavras-chave: Ensino de fisica, mecénica classica, matematizagao.



Abstract

In this work a study is presented using some teaching strategies in order to
strengthen the relationship between mathematics and physics in high school. It
is shown how important it is to describe mathematically a physical phenomenon
to motivate students in the description and prediction of situations that can be
observed in their daily lives. For this purpose, simple examples are considered
in classical mechanics, such as Newton’s second law applications and uniform
rectilinear and circular motions. The physical phenomena were explored through
mathematical concepts which are suitable for high school level such as functions,
unit vector, vectors and their projections, coordinate systems and graphs. The
approach considered here can be an important step for addressing more advanced
and modern topics in physics in which mathematics is imperative, such as relati-
vity and quantum mechanics. It can also favor the understanding of more abstract
concepts such as the electromagnetic field, and the modeling of systems in which
the performance of experiments or its observation is impracticable, such as the
movement of planets or the behavior of atoms in a gas. This proposal was applied
to 35 students in the third year of high school in the Braganca Paulista city, state
of Sao Paulo. Several calculations and the explanations developed by the students
are presented, showing that the proposal was successful, being very well received
by the students. The outcome educational product from this proposal consists
of a booklet containing all details and the importance of quantifying physical

phenomena through mathematical modeling.

Keywords: Physics teaching, classical mechanics, mathematics.
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Capitulo 1

Introducao

A evolugao das ideias de um cientista da area de exatas, em seus estudos
sobre os fenomenos naturais, pode ser concebida a partir de dois métodos bem
conhecidos: o da experimentacao e da observagao e o método do raciocinio
matematico. O primeiro é baseado na coletanea e analise de dados obtidos a partir
da observacao dos fendmenos que ocorrem na natureza ou daqueles que sao re-
produzidos e controlados em laboratorios. O segundo, além de auxiliar na anélise
dos dados obtidos através do primeiro método, possibilita inferir resultados sobre
experimentos que ainda nao foram executados ou mesmo predizer fenomenos
nunca observados. Nao existe nenhuma razao légica do porqué o segundo método
ser possivel. Essa concepcao poderosa, que é a matematica, revela a infinidade
de padroes e simetrias existentes na natureza, podendo fornecer respostas a quem

tem o dominio da mesma que um observador casual nao suspeitaria [Dirac 1939].

Percebe-se pelo exposto acima, que a mateméatica nao é s6 uma mera fer-
ramenta. Ela é parte das ciéncias e nos fornece a forma de expressar os fendmenos
naturais de maneira universal, ou seja, é uma linguagem tnica utilizada no mundo
todo. Nas palavras de Eugene Wigner, “o milagre da adequacdo da linguagem da
matemadtica para a formulacao das leis da natureza € um dom maravilhoso que
nao entendemos nem merecemos” [Wigner 1960]. E muito dificil dizer o que é
a matematica ¢ descrever o scu papel e importancia nas ciéncias. Para nés a
matematica estd para a fisica, e vice versa, assim como a partitura estd para a

musica. Vocé pode ser um musico nato, tocar um instrumento reproduzindo tudo
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que ouve e até mesmo criar novos estilos ou obras incriveis. Mas se vocé quiser
compartilhar a sua genialidade e ver sua obra ganhar espaco diante de um ptblico
cada vez maior ou entao tocar obras que vocé nunca ouviu, inevitavelmente voce
recorrera as partituras. De outra forma todo o seu conhecimento e evolugao de
conceitos nao poderd ser reproduzido e nem acessado por outras pessoas. Claro
que muitos irao dizer que, se colocarmos dessa forma, pode parecer que o papel da
matematica se reduz apenas a comunicagao do conhecimento cientifico. De fato
precisamos reconhecer que a matematica vai muito além disso, pois possui uma
estrutura prépria que nos permite sermos bons inquiridores sobre os fenomenos
da natureza mesmo que a experimentacao esteja fora do alcance tecnoldgico da
época. Como exemplo podemos citar a teoria da relatividade de Einstein, a
deteccao das ondas gravitacionais e do béson de Higgs, a simetria das equagoes
de Maxwell entre outros. Por estes e outros exemplos é que acreditamos que a

fisica e a matematica sao inseparaveis e precisam caminhar juntas.

Portanto, a matematica é, indiscutivelmente, indispensavel para quem
trabalha com ciéncias. Mas o mesmo argumento é vélido para alunos do ensino
basico? Quando se trata deste publico é muito comum os seguintes questiona-
mentos: Qual a necessidade de aprender matematica para ensinar fisica? Pois os
alunos, em sua maioria, nao irao seguir uma carreira de fisico ou outra area das
ciéncias. Afinal de contas, por que aprender essa alianca entre fisica e matematica,
que dizem ser tao poderosa, se o interesse nao for puramente cientifico? Para a
maioria dos alunos a fisica e a matemaética sao meros obstaculos para passar no
vestibular ou para a formacao bésica, porque faz parte do curriculo escolar. A
falta de utilidade, vista pelos alunos, seria entdo o motivo de tanta rejeicao e

desmotivacao em aprender tais disciplinas?

Os motivos desta grande rejeicdo muitas vezes sao desconhecidos do
professor, pois sua profissao acaba sendo solitaria, com pouca ou nenhuma relagao
com os profissionais das outras arcas. Diagnosticar a defasagem em fisica pela
falta de pré-requisitos matematicos que deveriam ter sido aprendidos em séries
anteriores torna-se uma maneira mais simples de aceitar o fracasso no ensino de
fisica. Isso acaba eximindo o professor de qualquer culpa que caiba uma reflexao

em sua metodologia sobre a maneira que a fisica possa atingir o aluno, mesmo
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aquele que nao apresenta afinidades com as ciéncias exatas.

O desinteresse dos alunos em aprender fisica exige que repensemos nossa
atuagdo enquanto professores em nossas atividades de docéncia. Nao é facil
para um professor reconhecer que esta despreparado para abordar determina-
dos assuntos e que seria necessario procurar outros colegas mais experientes
para tirar duvidas. O ego na academia as vezes acaba impedindo que isso seja
feito e que parcerias promissoras possam ser estabelecidas. Além disso, existem
exigéncias curriculares, é preciso cumprir determinados contetidos para aprovagao
dos cstudantes nos vestibulares. Essa ¢ a prioridade nos dias de hoje ¢ nao
o desenvolvimento de habilidades, aprendizagem de conceitos e a aplicacao do
conhecimento. Tudo isso colabora para o distanciamento de uma ciéncia voltada
para o mercado de trabalho ou que tenha alguma conexao com a vida diaria dos
alunos. De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB), a
educagao basica “tem por finalidade desenvolver o educando, assequrando-lhe uma
formacgao indispensdvel para o exercicio da cidadania, fornecendo-lhe os meios
necessdrios para o seu progresso nos estudos superiores e na vida profissional”

[Brasil 1996]. Para isso, as ciéncias e a matematica sao indispenséveis.

Neste trabalho pretendemos apresentar ao leitor a importancia de se
conduzir a matematica em consonancia com as aulas de fisica, apresentando
um produto inovador que nao se encontra nos materiais didaticos convencionais,
tornando a matematica e a fisica mais atraentes. Esta proposta foi aplicada
junto a alunos do 3° ano do ensino médio do Colégio Santa Barbara em Braganca
Paulista, Sao Paulo. Diversos conceitos foram explorados, tanto da fisica quanto
da matematica, através da andlise e modelagem de simples sistemas fisicos relaci-
onados com o dia a dia dos alunos. Ao final da aplicacao da proposta foi elaborado
um material paradidatico detalhado para auxiliar professores de fisica do ensino
médio a motivar seus alunos a enxergar a importancia da matematica nao s6 para
o melhor entendimento da fisica, tornando-as disciplinas mais atraentes e tteis,
mas também como uma disciplina essencial para a formacao pessoal dos mesmos,

podendo ser 1til para qualquer arca do conhecimento.



Capitulo 2

Revisao da Literatura e

Justificativa

“O matemadtico nao deve ser para o fisico um simples fornecedor de formulas; €
preciso que haja entre eles uma colaboracao mais intima. A fisica matemdtica e
a andlise pura nao sao apenas poténcias limitrofes, que mantém relagoes de boa

vizinhanca; penetram-se mutuamente, e seu espirito € o mesmo.”

Henri Poincaré !

2.1 A Matematizacao no Ensino de Fisica

E muito comum professores de fisica e alguns autores de livros didaticos
colocarem a matemadtica como uma mera ferramenta ou como a linguagem da
fisica, ou seja, como se a matematica s6 fosse legitimada ao ser aplicada nas
ciéencias. Talvez a grande quantidade de exercicios fechados e numéricos dos
materiais didaticos corrobore com esse raciocinio, além das avaliagoes de ves-
tibulares que exigem um exagerado formalismo matematico. Comum também
sao professores de fisica atribuirem baixo rendimento na disciplina pela falta de

requisitos basicos de matematica, dando a ideia de que sé se aprende fisica com

'H. Poincaré. “O Valor da Ciéncia”. Traducio de Maria Helena Franco Martins. Rio de
Janeiro: Contraponto, 1995.



2. Revisao da Literatura e Justificativa 5

a utilizacao frequente da matematica, que deveria ter sido ensinada por outro
professor, isentando-os da responsabilidade de ensinar qualquer tépico adicional

referente a matemaética.

A relacao entre os desenvolvimentos na fisica e na matematica é muito
mais complicada do que parece e ha muito mais interrelagao entre elas do que
alguém ingenuamente espera. Por isso, nao faz sentido reduzirmos uma destas
disciplinas como sendo apenas uma aplicagdo ou ferramenta da outra. Deixe-nos

mencionar Wigner novamente,

“F verdade, ¢ claro, que a fisica escolhe certos conceitos matemdaticos
para a formulacao das leis da natureza, e certamente somente uma
fragcao de todos os conceitos da matemdtica € utilizada em fisica. E
também wverdade que os conceitos que foram escolhidos, nao foram
selecionados arbitrariamente a partir de uma lista de termos ma-
temdticos, mas foram desenvolvidos, em muitos se nao na maioria
dos casos, independentemente pelo fisico e reconhecidos como tendo

sido concebidos antes pelo matemdtico.” [Wigner 1960].

Segundo Karam, um matemaético ao ser questionado sobre a importancia
da fisica para a matematica “possivelmente associard esta a uma aplicacao de
sua atividade ao mundo ‘real’, porém deizard muito claro que a Matemdtica é
independente da realidade concreta e defenderd arduamente que os objetos ma-
temdticos sao criacoes, abstracoes, produtos do pensamento humano, dissociados

do mundo da experiéncia” [Karam 2007].

Portanto, no contexto escolar, nao se trata de abolir a matematica ou
rebaixa-la a um instrumento no ensino de fisica, mas sim de comunicar aos alunos
quais tépicos da mesma sao importantes para determinados desenvolvimentos na
tentativa de estabelecer uma conexao entre as duas disciplinas. A interrelacdo
entre os professores de matematica e fisica é importante para a evolucao cognitiva
dos alunos. Esta pode propiciar oportunidades de utilizar novas abordagens para
ensinar o conteudo, associando a fisica do mundo do trabalho e do cotidiano com a

matematica que esta sendo ensinada. O professor de fisica terd mais facilidade em
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ensinar aos alunos os calculos envolvidos na determinacao das grandezas fisicas
com o auxilio do professor de matematica, assim como o professor de matematica
tera condigoes de aplicar os conceitos matematicos utilizando situagoes cotidianas
da fisica. Por exemplo, o professor pode preparar sua aula sobre funcoes do
2° grau e seus graficos utilizando conceitos e situagdes-problema que envolvam
movimento uniformemente variado. Esses profissionais ao definirem uma lingua-
gem em comum nas duas disciplinas tornarao a tarefa de fazer o aluno aprender

conceitos de fungoes mais facil tanto na matematica quanto na fisica.

Karam ainda exemplifica algumas situacoes que mostram que as ex-
periéencias fisicas foram utilizadas como ponto de partida para os matematicos
procurarem respostas para certas questoes, como o advento das derivadas para o
entendimento dos movimentos. Por outro lado, verificamos também casos em que
construgoes matematicas originaram novos conceitos e indagagoes na fisica, como
as previsoes das equacoes de Maxwell, em que calculos mateméticos mostraram
que a velocidade das ondas eletromagnéticas é igual a da luz, e a posterior emissao

e deteccao das mesmas por Hertz [Karam 2007].

Alguns conceitos ensinados no ensino médio podem ser compreendidos
com maior facilidade pelos alunos sem sua matematizagdo, uma vez que em si-
tuagoes cotidianas alguns fenémenos podem ser submetidos a um simples exercicio
mental. Dessa forma os alunos podem avaliar se o mesmo é possivel de ocorrer ou
se esta dimensionado corretamente. A matematizacao acaba sendo inevitavel em
algumas situacoes que envolvam dimensoes muito grandes ou muito pequenas,
como no caso de o professor dizer para o aluno que fétons emitidos por uma
fonte de luz amarela podem produzir efeito fotoelétrico em uma placa de sédio
metalizado. Nestes casos podemos nos deparar com conceitos abstratos, como o
foton, que tem uma definicao operacional em termos de operadores de aniquilagao
e destruicao para os fisicos tedricos, enquanto que para os experimentalistas o
foton ¢é definido como um “click” em um detector. Desta forma fica praticamente
impossivel tratar o conceito de féton intuitivamente. Uma abordagem razoavel
para o ensino basico seria dizer que o foton é uma particula elementar que compoe
o campo eletromagnético cuja energia é dada matematicamente por £ = hf,

em que h é a constante de Planck e f a frequéncia da luz. Nestas situagoes a
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matematica serda a responsavel por uma analise mais satisfatéria para o aluno
compreender melhor e também criticar a forma com que o fenémeno em questao
é tratado. Poincaré ainda afirma que “o objetivo da fisica matemdtica nao € so
o de facilitar ao fisico o cdlculo numérico de certas constantes, ou a integra¢ao
de certas equagoes diferenciais. Mas ele é, sobretudo, o de facultar ao fisico o

conhecimento da harmonia oculta das coisas, fazendo com que as veja sob uma

nova perspectiva” [Poincaré 1995].

Para Pietrocola “ndo se trata apenas de saber matemdtica para poder
operar as teorias fisicas que representam a realidade, mas saber apreender teori-

camente o real através de uma estruturagao matemdtica” [Pietrocola 2002].

Professores de fisica e matematica trabalham sem nenhuma inter-relagao,
mesmo os alunos percebendo que sao areas correlacionadas. Os estudos de Paulino
ct al. [Paulino 2007] mostram que 90% dos 200 alunos entrevistados de escolas
publicas de trés cidades do interior da Paraiba, disseram que para aprender fisica é
necessario saber matematica. Os livros didaticos representam um outro problema
a ser considerado, pois colaboram muito pouco para que as disciplinas sejam
integradas. Geralmente nao hé adequacoes dos conteidos para uma conexao

entre as mesmas.

Um exemplo de situacao ideal seria ministrar aulas de fisica direcionadas
a ensinar movimento retilineo e uniforme, enquanto que nas aulas de matematica
os alunos trabalhassem com o conceito de funcao afim e suas representacoes
graficas. Isso faria com que o aluno percebesse essa integracao. Como diz
Pietrocola, seria perfeito para o professor de fisica se os alunos chegassem a
sala de aula com os pré-requisitos matematicos completos. Infelizmente o que
vemos ¢ uma divergéncia onde os professores de Matematica e Fisica nao estabe-
lecem colaboracoes de modo que as disciplinas sao geralmente desarticuladas e o
conteido de uma nao se adequada ao contetido da outra de maneira concomitante

[Pietrocola 2002].

Toda essa discussao nos leva a crer que nao se trata apenas de adequacao
de materiais didaticos ou condicoes de trabalho, mas trata-se também da falta

de colaboracao entre os profissionais dessas disciplinas. Pois se assim nao fosse,
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bastaria seguirmos as regras e orientacoes estabelecidas nos Parametros Curricu-
lares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), os quais corroboram com a ideia

de integracao destas disciplinas ao afirmar que,

“As caracteristicas comuns a Biologia, a Fisica, a Quimica e a Ma-
temdtica recomendam uma articulacao diddtica e pedagdgica interna
a sua drea na conducao do aprendizado, em salas de aula ou em
outras atividades dos alunos. [...] Uma organizagdo e estrutura¢do
conjuntas dos temas e topicos a serem enfatizados em cada etapa
também facilitarao acoes integradas entre elas, orientadas pelo projeto

pedagdgico da escola” [Brasil 2002].

Essa falta de colaboracao entre os profissionais pode ter origem nas
proprias universidades, pois os cursos de licenciatura em matemaética e fisica,
responsaveis pela formacao de professores nestas areas, geralmente trabalham
de maneira isolada. Isso acaba consolidando a ideia de que o professor um
profissional solitario sem comunicacao com outras areas. Além disso, existem
outros problemas como auseéncia de objetivos educacionais claros e adequados,
caréncia em estrutura e recursos didaticos, aumento da quantidade de informagao
a ser executada, entre outros [Tricario 1989]. Portanto, é muito dificil exigir que,
os professores de fisica ou matematica do ensino béasico, proponham qualquer
atividade integradora com professores de outras disciplinas, uma vez que nao
foram preparados para essas atividades. Uma possivel alternativa, que vem
tentando amenizar esta falha dos cursos de graduacao, é a criacao recente dos
mestrados profissionais em ensino de fisica e matematica, que apresentam um
enfoque na atuacao do professor que estimula a aprendizagem e participagao dos

alunos.

E importante deixar claro que a formacao deficiente de um professor
nao ¢ desculpa para impossibilita-lo de buscar novas alternativas de abordagem
para favorecer a integragao entre as areas do conhecimento. Para isso o professor
deve se prontificar a fazer algo diferente, sempre tentando inovar sua atividade
docente para fazer com que os alunos se tornem mais interessados e ativos em

suas atividades.
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2.2 Justificativa

Além do exposto acima, a justificativa para a escolha do tema deste
trabalho esta evidenciada nos resultados do Programa Internacional de Avaliagao
de Alunos de 2015, ou PISA (Programme for International Student Assessment),
divulgados em Dezembro de 2016. O PISA é o exame educacional mais importante
do mundo e é elaborado a cada trés anos pela Organizacao para a Cooperagao
e Desenvolvimento Economico (OCDE) com o objetivo de aferir a qualidade,
equidade e eficiéncia dos sistema escolares. Este mostrou mais uma vez que os

alunos brasileiros ocupam as ultimas posigoes do ranking [PISA 2015].

Cerca de 540 mil estudantes de 15 anos de idade de 72 paises foram
testados no PISA 2015. Nas trés areas avaliadas, ciéncias, leitura e matematica,
os estudantes brasileiros tiveram desempenho abaixo da média da OCDE. Dentre
os 72 paises o Brasil ocupa a 63 posicao em ciéncias, a 59* em leitura e a 66* em
matematica. Em ciéncias, os alunos brasileiros obtiveram 401 pontos contra 493
pontos da média da OCDE, em leitura, 407 pontos ante 493, e em matematica,
377 pontos contra 490. No quadro geral, cerca de 56% dos alunos pontuaram
abaixo do nivel considerado como adequado em ciéncias enquanto que a area de
matematica revelou o quadro mais critico, com 70,25% dos alunos estando abaixo

do esperado.

Como ja discutido, a deficiéncia em matematica pode ser extremamente
prejudicial para a aprendizagem dos alunos nas areas de ciéncias exatas como
fisica, quimica e engenharias em geral. A articulacdo entre a matematica e a fisica
proposta neste trabalho pode ser promissora até mesmo para as universidades,
pois este problema ja se estendeu nos cursos de graduacao e estd cada vez mais
presente nos cursos de poés-graduacao. Para suprir as deficiéncias de aprendizado
do ensino basico, universidades, como a Universidade Federal de Sao Carlos
(UFSCar), campus de Sorocaba, e a Universidade de Brasilia (UnB), criaram
disciplinas extras de revisao como Matematica Elementar 1 e 2 e Pré-célculo, e

Introducao a Fisica e Fisica 0, respectivamente.



Capitulo 3

Fundamentacao Tedrica e
Preparacao do Produto

Educacional

Todas as evidéncias que conhecemos nos levam a suspeitar que as generalizagoes
podem ser feitas, embora € claro que, complexidades irdo surgir no processo e
alguns conselhos precisarao ser revisados a medida que aprendemos mais. Qual
¢ a desvantagem de aplicar na sala de aula o que sabemos agora, mesmo se o

conhecimento nao € perfeito?

Roediger e Pyc !

3.1 Utilizando a Matematica para Ensinar Fisica

Qualquer professor que tenha preparado seriamente um curso sabe que
os estudantes nao formam um grupo homogeéneo. Eles chegam em nossos cursos
com diferentes niveis de conhecimento sobre o contetido da matéria em questao,
uma diversidade de habilidades intelectuais e técnicas e uma variedade de crengas

e atitudes apresentadas durante o desenvolvimento do curso, como consequéncia

'H. L. Roediger and M. A. Pyc. “Applying cognitive psychology to education: Complezities and
prospects”. Journal of Applied Research in Memory and Cognition, 1, 263-265, 2012.
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de suas vivéncias e experiéncias préprias. De fato, os preconceitos dos alunos
sao fatores que podem influenciar significativamente em sua aprendizagem e
desenvolvimento cognitivo, pois naturalmente, esses conceitos prévios entram em
choque com conceitos estabelecidos por outras pessoas, concebidos de uma forma

completamente diferente daquela que eles pensavam.

Diante deste cenario a primeira questao que nés nos deparamos foi: Como
ensinar a maioria dos alunos, com toda essa diversidade de habilidades, conhe-
cimentos e interesses, que a matemadtica pode auxiliar de maneira fundamental
no avanco do nosso conhecimento cientifico, particularmente nas aulas de fisica?
Para isso nés utilizamos conceitos de matematica que, a principio, ja estavam

pré-estabelecidos para os alunos, como fungoes, vetores e geometria.

A escolha de uma introducgao adequada para o curso é fundamental. Pois,
se os alunos nao tiverem um conhecimento prévio acurado, suficiente e apropriado
sobre o assunto, ficard mais dificil para os mesmos desenvolverem habilidades
mais complexas e construirem seu aprendizado nesta base. Isto pode tornar todo
o trabalho do professor apenas em um exercicio de memorizacao para realizagao
de provas. Desta forma os alunos perderao o interesse no curso, transformando-o

em um obstaculo chato e sem sentido para sua formacao.

Utilizando um discurso socratico, conduzindo um didlogo com perguntas
simples, iniciamos demonstrando aos alunos como a matemética pode auxiliar de
forma avassaladora a nossa intuicao, sem que fiquemos limitados a um “achismo”

sem fundamentacao ou argumentos fortes.

Para isso nés utilizamos um exemplo do célebre livro de geometria analitica
do Paulo Boulos [Boulos 1987]. Considerando a circunferéncia de uma moeda de
1 real envolvida por um barbante de maneira bem ajustada, os alunos tiveram
que responder se, apés aumentarmos 1 metro no comprimento do barbante, dado
pelo comprimento da circunferéncia da moeda, a folga entre a moeda e o barbante
¢ maior, menor ou igual a folga entre um barbante e o planeta Terra nas mesmas
condigoes. Em todos os cenarios que utilizamos este exemplo, a maioria dos alunos
responderam que a folga entre o raio da Terra e o barbante, apds o acréscimo de

1 metro em sua circunferéncia, é muito menor que no caso da moeda.
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As respostas geralmente estao alicercadas no argumento de que 1 metro
é uma distancia muito pequena diante da dimensao do raio do planeta Terra,
enquanto que para a moeda é muitas vezes maior que o seu raio. Apds um pouco
de discussao os proprios alunos se convenceram de que era necessario apelarmos
para algum tipo de equacionamento para chegarmos a uma conclusao, pois os
argumentos baseados apenas na intuicao eram pouco convincentes e insuficientes

para um desfecho satisfatorio do problema.

Se chamarmos o raio da moeda de r,,, o raio da Terra de r e os novos
raios, apos o acréscimo de 1m no comprimento da circunferéncia de ambos, de

R,, e Rr, respectivamente, tem-se para a moeda,

21r, +1=21R,,
1
o

(3.1)

Rm —Tm

em que R, —r, é a folga entre a moeda e o barbante. Realizando o mesmo
procedimento para o planeta Terra, obtemos para a folga entre a Terra e o
barbante Ry — rp = 1/2w. Ou seja, a folga é a mesma nas duas situacoes
e mede em torno de 16cm. O resultado matematico nos diz que a folga ¢é
independente do raio da circunferéncia do corpo envolvido pelo barbante. Ou
seja, se realizarmos o experimento envolvendo a circunferéncia de uma bola de
futebol ou a circunferéncia de qualquer outro objeto ou planeta com um barbante,

o resultado sera sempre o mesmo.

Este resultado chocou muitos alunos que, mesmo diante de um proce-
dimento bem elaborado matematicamente, resistiam em acreditar que nao havia
diferenca. Este tipo de resisténcia e conflito ¢ muito comum no ensino de ciéncias,
porque os alunos possuem suas préprias concepgoes. Foi necessario realizar a re-
visao dos calculos mais de uma vez para que houvesse a compreensao do resultado.
Com este exemplo, foi possivel concluir, portanto, a necessidade de confirmarmos
formalmente ideias intuitivas, independentemente da area do conhecimento. Nas
ciéncias isso é imprescindivel, pois em muitos casos nao é possivel realizarmos o
experimento de imediato para confirmarmos nossas hipoteses, seja por questoes
financeiras ou por limitagoes tecnolégicas da época. Como um aluno poderia

envolver o plancta Terra com um barbante utilizando apenas suas habilidades
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motoras e de observacao, para comprovar sua hipotese sobre o tamanho da folga
obtida em comparagao com a mesma utilizando-se uma moeda? Felizmente,
nada nos impede de tratar o sistema matematicamente e chegar a uma conclusao

plausivel.

O segundo passo foi mostrar que é possivel abstrair uma enorme quan-
tidade de informacgoes sobre o fenomeno em estudo a partir de sua modelagem
matematica, mesmo que os alunos nao tenham observado o fenéomeno em uma
aula pratica ou no dia a dia. Iniciamos com a discussao sobre o primeiro postulado
da teoria da relatividade restrita de Einstein. Este é o principio da constancia da
velocidade da luz que diz que, a velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢
em todos os referenciais inerciais, independentemente do movimento relativo da
fonte e do observador. Este exemplo é pertinente porque Albert Einstein é uma
figura popular e conhecido por todos. Apds a contextualizacao sobre referenciais
inerciais e movimento relativo perguntamos aos alunos como Einstein poderia ter
chegado a conclusao de que a velocidade limite do universo é ¢ e por qual razao
esta é uma constante. A maioria das respostas foi, porque Einstein era um génio
e sabia muito sobre fisica. Ficou claro o quao forte é a iconizagdo na ciéncia. A
maioria dos alunos pensam que, para aprender ciéncias é necessario ser um genio.

Veja como desmistificamos isso.

A partir das equagoes de Maxwell do eletromagnetismo é possivel concluir
que a luz é uma onda eletromagnética através do resultado obtido matematica-
mente, que nos diz que ¢ = 1/,/jgo. Este é precisamente a velocidade da Iuz no
vécuo obtida experimentalmente (¢ ~ 300.000km/s) e os parametros fiy e € sa0
constantes da natureza que nos diz o quao permedvel é o vacuo para linhas de
campos magnéticos e elétricos, respectivamente. Com esta contextualizacao, nao
foi dificil para os alunos concluirem que se g e € sao constantes, necessariamente

¢ também é uma constante da natureza.

Para mostrar que a velocidade da luz é a velocidade limite do universo
para transmissao de informagao nos utilizamos a férmula da contragao de Lorentz,

dada por:
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a qual especifica a relacao entre o comprimento L de um objeto, que se move a uma
velocidade v com relagao a um observador, e seu comprimento Ly, medido quando
0 objeto estda em repouso. Fizemos uma analise mateméatica da raiz quadrada da
eq.(3.2) mostrando que, para obten¢ao de um niimero real e diferente de zero para
L, necessariamente precisamos ter v < ¢. Essa condicao é necessaria, pois como o
comprimento é uma propriedade fisica, este deve ser expresso por numeros reais.
Mesmo que a raiz exista para v = ¢, nao tem sentido fisico a particula desaparecer
(L = 0) porque sua velocidade é igual a velocidade da luz, ou seja, isto mostra
claramente a necessidade da matematica e da fisica caminharem juntas. Se v > ¢
teremos uma raiz negativa, portanto nao expressa a realidade fisica do objeto.
Logo, a conclusao é que a velocidade do objeto serd sempre menor que a velocidade
da luz, v < ¢, ficando assim demonstrado matematicamente que a velocidade ¢ é

uma velocidade limite.

Note a quantidade de informagdes e conclustes que conseguimos obter
a partir de uma simples equacao envolvendo uma raiz quadrada. Com este
exemplo os alunos puderam chegar nas conclusdes de um dos maiores cientistas
do século XX, tornando evidente a necessidade da utilizacao da matematica para
a interpretacao de resultados que podem ser de extrema importancia para a
ciéncia e, consequentemente, o desenvolvimento de novas tecnologias. Isso foi

extremamente motivador para os alunos.

Neste tltimo exemplo também fica clara a importancia de trabalharmos
com fungbes na fisica. Uma fungdo fornece um unico valor de f(z) para cada
valor do parametro x, de modo que, no exemplo da contracao de Lorentz temos
uma funcao que fornece um tnico valor para o comprimento L para cada valor da
velocidade v, ou seja, L = L(v). Portanto, é possivel concluir que as fungoes sao

utilizadas em ciéncias para estabelecermos relagoes entre propriedades fisicas.

Na préxima segao mostraremos de forma mais elaborada como alguns
contetudos da Fisica, aliados a Matematica, foram adaptados para serem adequa-

damente tratados no ensino médio.
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3.2 Conteudo de Fisica

Para mostrarmos como a relacao entre a fisica e a matematica pode ser
fortalecida no ensino de fisica, nds escolhemos trabalhar com a fisica cldssica.
Esta inclui as equagoes de Newton para o movimento de particulas, a teoria de
Maxwell-Faraday dos campos eletromagnéticos e a teoria da relatividade geral de
Einstein. Quando dizemos que alguma area da fisica, como as leis de Newton do
movimento, pertence a fisica classica, significa que esta é descrita por um conjunto
de principios e regras obtidos através de uma logica subjacente que governa todos
os fenomenos nos quais a incerteza quantica nao é importante. E instrutivo que
esse conjunto de regras e principios, descrito em maiores detalhes no apéndice
dessa dissertacao, seja evidenciado quando a fisica classica for tratada em sala
de aula. Esta nao pode ser tratada meramente como um conjunto de teorias
especificas de fenomenos especificos descritos por equagoes que sao tiradas da
cartola sem muito significado ou qualquer tipo de elaboracao. Se o aluno tiver
um conhecimento minimo das regras e principios que regem a fisica classica a
introducao da fisica quantica sera mais facil, pois ficara mais evidente a ruptura
de pensamento, e consequentemente as mudancas que precisam ser feitas nestes

principios, durante a transicao de uma teoria para outra.

Note que a fisica classica possui uma infinidade de assuntos interessantes.
Qual topico seria o mais conveniente para iniciarmos um curso de fisica? Aquele
que o professor achar mais conveniente, desde que seja possivel trabalhar os

elementos principais da fisica para uma boa aprendizagem e interesse dos alunos.

Acreditamos que todos que tenham cursado a disciplina de fisica no en-
sino basico tenham estudado, ou pelo menos ouvido falar, no movimento retilineo
uniforme. Alguns alunos e até ndés mesmos, as vezes nos perguntamos de forma
preconceituosa, por que estudar uma forma tao arcaica de movimento em pleno
século XXI se hoje nds temos onibus espaciais, a fisica quantica, a relatividade e a
descoberta de uma infinidade de novas particulas? Por que nao estudar a fisica do
século XX que nds vemos todos os dias nos diversos meios de comunicagao, a qual
vem carregada de sensacionalismo e experimentos desenvolvidos com equipamen-

tos super modernos? Para nés a resposta é imediata. Nés queremos comecar pela
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forma mais simples e facil de movimento da matéria e que tras toda informacao
necessaria sobre as regras e principios da mecanica cléssica. Como qualquer
outra area do conhecimento, geralmente tentamos introduzir um assunto da forma

menos complicada possivel.

A simplicidade quando conduzida de forma apropriada pode ser extrema-
mente 1til para o aprendizado dos alunos e até despertar o interesse dos mesmos
para uma futura carreira. O produto educacional desenvolvido nesta dissertacao
tem por objetivo guiar o professor neste caminho simples e repleto de informacoes
uteis para o ensino de fisica utilizando alguns poucos tépicos da mecanica classica

reforcados com uma matematica adequada para o ensino médio.

Um dos papéis da mecanica classica ¢é predizer o futuro. Isso significa que
se nos sabemos tudo sobre um sistema em um determinado instante de tempo, e
sc nds sabemos as equagoes que governam como o sistema muda no tempo, entao
noés poderemos predizer o futuro do mesmo. Dessa forma teremos condigoes de
dizer onde o sistema estard em um tempo posterior. E isso que significa dizer que
as leis da fisica classica sao deterministicas. Esta é uma palavra chave essencial
para introduzir topicos mais abstratos da fisica, como a mecanica quantica. Da
mesma forma, se for possivel descrever o passado do sistema utilizando os mesmos
procedimentos e equacoes, nés dizemos que o sistema é reversivel. Ou seja, a
mecanica cldssica nos permite dizer para onde o sistema vai e de onde o sistema

veio utilizando as mesmas leis de movimento.

Para obtermos as equacoes de evolucao de um sistema precisamos de
uma lei fisica. Um sistema que evolui no tempo é chamado de sistema dinamico.
Portanto, nds precisamos de uma lei dinamica que nos fornecera as regras sobre
como predizer o futuro do sistema. Ou seja, nés queremos descobrir para qual

estado o sistema evoluira a partir de um estado inicial conhecido.

Para resolucao de problemas sobre dinamica utilizamos a segunda lei de

Newton,

—

F =md, (3.3)

em que a forga resultante F é dada pelo produto da massa m do objeto pela

sua aceleracao @. Em outras palavras, a forca ¢é igual a massa vezes a taxa com
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que a velocidade do objeto muda, uma vez que @ = Av/At. Uma informagao
importante que pode ser abstraida da eq.(3.3) é, se ndo ha forca aplicada em
um corpo, nao ha mudanga em sua velocidade. Mas esta informacao s6 pode ser
obtida a partir da forma matemédtica da eq.(3.3). Esta é uma equagao vetorial,

pois ambas a forga e a aceleragdo sao vetores.

Matematicamente, um vetor é definido como um seguimento de reta
orientado no espago. Em ciéncia ¢ muito comum descrevermos certas propriedades
utilizando vetores, de modo que estas sao apresentadas através de sua magnitude,
direcao e sentido. O tamanho da scta fornece a magnitude da propriedade em
estudo e é representada por um nimero. Quando este nimero, acompanhado de
uma unidade, é suficiente para descrever uma propriedade fisica, como no caso
da massa, da temperatura, do tempo, etc. estamos trabalhando com grandezas
escalares. Por outro lado, para descrevermos uma forca ou a aceleracao de um
corpo, precisamos acrescentar ao escalar a sua direcao e o seu sentido, pois estas
sao grandezas vetoriais. E por isso que a forca resultante em um corpo possui
a direcao de seu movimento, pois a equagao vetorial dada por (3.3) nos diz
que o vetor forca é diretamente proporcional ao vetor aceleracao. Portanto, a
existéncia de forca sendo aplicada em um sistema significa que o vetor velocidade
estd mudando. Isso implica que a forca pode ocasionar apenas uma mudanca na
direcao da velocidade, ou do movimento, e nao necessariamente na sua magnitude,

como ocorre no caso da forga centripeta em um movimento circular uniforme.

Para representar a magnitude, a direcao e o sentido das propriedades de
um corpo em movimento, por exemplo, é necessario um sistema de coordenadas.
Sua construgao comeca com a escolha de um ponto do espago para ser a origem
do sistema de coordenadas. Isso é chamado de referencial. O movimento do
corpo sera representado e descrito matematicamente com relacao a esta posigao
de referéncia. A escolha desta referéncia é arbitraria, isto significa que a origem
do sistema de coordenadas pode ser colocada em qualquer posicao. Geralmente
tal escolha ¢ feita para fazer com que as equacoes de movimento se tornem o mais
simples possivel. O proximo passo ¢ escolher trés cixos perpendiculares. Estes
também podem ser colocados em qualquer posicao, desde que os mesmos sejam

perpendiculares. Os eixos sao usualmente chamados de x, y e z, mas também
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podem ser chamados de x1, x5 € x3, de a, b e ¢, ou qualquer outro nome desejado.
Este sistema de eixos é chamado de sistema de coordenadas cartesiano. Na Fig.3.1
é representado o vetor velocidade de um objeto localizado na posigao (z,y, z) de

um sistema de coordenadas cartesianas com relagao a origem (0,0, 0).

SIS

- Diregéo
; | v |
| | Magnitude
| (ys2)

FIGURA 3.1: Mgnitude e direcio do vetor velocidade ¢ de um objeto localizado na posi¢ao
(z,y,z) de um sistema de coordenadas cartesianas com relagio a origem (0, 0,0).

Fonte: Autor.

Para entender melhor o significado fisico da segunda lei de Newton va-
mos elaborar matematicamente uma lei de movimento baseada nas ideias de
Aristoteles. Nos vivemos em um mundo dominado pela fricgdo. Se tentar-
mos mover uma cadeira na sala de aula precisamos aplicar uma forga sobre a
mesma. Quanto maior a forca aplicada maior sera a velocidade da cadeira, mas
se pararmos de empurra-la ela cessa o movimento rapidamente. De acordo com
Aristételes, um objeto s6 pode se mover enquanto existir uma forca resultante
diferente de zero aplicada sobre ele. Naturalmente, a direcao do movimento sera
a mesma da aplicacao da forca. Logo, a lei de movimento de Aristételes pode ser

escrita matematicamente como,

F = m, (3.4)

N

em que Féa forca total aplicada e, de acordo com Aristételes, a resposta a
aplicacao desta forca seria o vetor velocidade v. Com um pouco de reflexao nao é
dificil concluir que o fator de proporcionalidade, dado por m, é a massa do objeto,
pois quanto maior m menor é a velocidade do objeto. A lei expressa pela eq.(3.4)

parece fazer muito sentido para a maioria dos estudantes, pois é o que vemos no
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caso da cadeira. Por que entéo a lei de newton, dada pela eq.(3.3), diz que a forga
é proporcional a aceleracao do objeto e nao a velocidade? Por que Aristételes
estava errado? Aristételes, assim como a maioria de nds quando estamos iniciando
nossos estudos sobre movimento, chegou a algumas conclusoes erradas por nao
entender que o atrito, ou friccao, ¢ uma forga. Portanto, a forca total aplicada na
cadeira é aquela necessaria para superar a for¢a de atrito para colocar a cadeira
em movimento ¢ nao necessariamente para produzir o movimento da mesma. E

quando a forga de atrito é insignificante, o que acontece?

O engano de Aristételes fica evidente nesta situagdo. Se colocarmos
a cadeira sobre uma pista de gelo, a cadeira continua a se mover em linha
reta mesmo apos cessarmos a aplicacao da forca sobre a mesma. Isso estda em
contradigao com a lei dada pela eq.(3.4), pois para F' = 0 deverfamos ter v = 0.
Note como a equacao matematica pode nos auxiliar na descricao do fenomeno.
Por outro lado, se tivermos F' = 0 na lei de Newton, eq.(3.3), a aceleracdo é igual
a zero, o que significa que a velocidade do objeto nao varia, mas o mesmo pode
estar em movimento se v # 0. Ou seja, para existir movimento nao é necessario

que exista uma forca aplicada no objeto o tempo todo.

Para predizer o futuro do objeto em movimento através das leis de
Aristoteles e de Newton vamos considerar que o “mundo” do objeto é composto
por uma linha. Isso significa que estamos tratando o problema em uma tunica
dimensao. Essa dimensao, ou linha, pode ser o eixo x, y ou z do nosso sistema
de coordenadas. Vamos tratar o movimento no eixo x. Como nds nao estamos
considerando forgas de atrito, podemos assumir que a cadeira ou o objeto em
questao é uma particula. A forma geométrica do objeto nao importa nesta
situacao. Sendo a velocidade do objeto dada por v = Ax/At e o tempo inicial

to = 0 podemos escrever a eq.(3.4) como,

Az F

em que o € a posi¢ao da particula no tempo inicial ¢t =ty = 0. Essa equagao nos
diz que a posi¢ao da particula em um tempo qualquer, x(), ou seu estado futuro,
pode ser obtido se conhecermos sua posi¢ao inicial xy, a forga total aplicada F

e sua massa m. Em outras palavras, qualquer que seja a posicao da particula
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no tempo ty, no proximo instante de tempo sua posicao sera deslocada de uma
quantidade definida. No caso de uma forca constante e positiva a particula se
moverd na dire¢ao positiva do eixo x por uma quantidade F't/m. Note que, se a
forga aplicada for nula, teremos z(t) = x, e a particula permanece em repouso,

como discutido anteriormente.

Para obtencao da equacao de movimento de Newton vamos considerar
que a particula possui uma aceleracao constante dada por a = Av/At = (v—up)/t.
Isto significa que a particula é acelerada a partir de sua velocidade inicial vy, em
to = 0, até a velocidade final v em um tempo total ¢, sem qualquer alteracao de

sua diregao, veja Fig.3.2, de modo que,

v(t) = vy + at. (3.6)

Velocidade

0 Tempo

FIGURA 3.2: Gréfico da velocidade em fungdo do tempo para uma particula com aceleragao
constante a, dada pela inclinacao da reta, ou seja, a = [v(t) — vg] /t.

Fonte: Autor.

O deslocamento da particula é dado por,

Az vy +v(t)

o [vo +v(®)]
At 2

:>l‘(t):1’0+ 5

t, (3.7)

pois [vg + v(t)] /2 é a velocidade média da particula no tempo total ¢. Combi-

nando as equagoes (3.6) e (3.7) para eliminar v(t) obtemos:

(’UO + vy + Clt)

[E(t) =9+ B

t = 2(t) = 20+ vot + th. (3.8)

Utilizando a segunda lei de Newton, eq.(3.3), em que a = F/m, obtemos final-

mente a equacao que nos permite predizer o futuro da particula segundo esta lei,
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ou seja,

F

Note que se a forca resultante for nula (F' = 0) neste caso, temos x(t) =
zo+uvot. Diferentemente da lei de movimento de Aristételes, a eq.(3.9) nos diz que
uma particula se movera em linha reta com velocidade constante vy # 0, mesmo
quando F' = 0. Este é o movimento retilineo uniforme que mencionamos no inicio
desta secao. Este resultado nos conduz a primeira lei de Newton que diz que, um
corpo permanecera em seu estado de repouso ou movimento retilineo uniforme
quando a forca resultante aplicada no mesmo for nula. Estes resultados estao
em perfeito acordo com o que observamos na pratica para corpos macroscopicos,
conferindo as leis de Newton do movimento total credibilidade para estes casos.
Note como a matematica nos auxiliou nestas conclusoes. Além de obtermos a
equacao de movimento do sistema, ndés demonstramos matematicamente o erro
de Aristoteles e conseguimos abstrair a primeira lei de Newton do resultado obtido

quando consideramos F' = 0.

Nas situagoes descritas acima foi possivel obter as leis de movimento da
particula utilizando uma matematica simples ¢ adequada para o ensino médio. E
para o caso de sistemas em que a forca aplicada nao é nem constante e nem nula,
seria possivel proceder da mesma maneira para obtencao das leis de movimento?
Se considerarmos o caso de um oscilador harmonico em uma dimensao, como o
sistema massa-mola ilustrado na Fig.3.3, em que temos uma forca varidavel dada
pela lei de Hooke I' = —kx, como podemos convencer os estudantes de que a lei

de movimento deste sistema é dada por,
z(t) = Acos(wt + @), (3.10)

em que A é a amplitude do movimento, w a frequéncia angular de oscilacao e ¢

a fase inicial do movimento?

De fato nao é nada trivial dizer para um estudante que um movimento
pode ser descrito por uma fungao senoidal. Ainda mais se este tipo de funcao

nao for familiar aos alunos.
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FIGURA 3.3: Sistema massa-mola descrito pela lei de Hooke F(z) = —kz, mostrando que

quando a massa m se desloca de sua posigao de equilibrio estavel (z = 0), a forca restauradora
F(z) fornecida pela mola de constante eldstica k faz com que a mesma retorne a z = 0. A
contante A ou —A descreve a amplitude do movimento.

Fonte: Autor.

Se os estudantes do ensino médio soubessem célculo diferencial e integral
e nimeros complexos a resolugdo da equagao diferencial F' = —kx seria imediata
e nao terfamos muitos problemas em tratar sistemas desse tipo. O aluno poderia

proceder como segue.

Sendo F' = ma tem-se:

ma = —kuzx,
d*x(t) k
proaii —Ex(t). (3.11)

Logo, a equagao diferencial do oscilador harmonico para oscilagoes livres é dada
por [Moysés 2002],

d*x(t)
dt?

w?z(t) =0, (3.12)

em que w? = k/m. Se um nimero complexo z é escrito como uma funcao do
tempo t, z(t) = x(t) + iy(t), sendo i = v/—1 por definicio, podemos obter a
solugao da eq.(3.12). Esta é dada pela parte real de z, ou seja, Re{z(t)} = =(t).

Considerando uma solugao da forma z(t) = Ce?', sendo C e p constantes
que podem ser complexas, a operacao de derivagao com relacao a t pode ser
substituida pela multiplica¢ao por p, ou seja, d/dt «— p, de modo que a equagao

diferencial (3.12) pode ser reduzida a uma equagao algébrica dada por,
p*+w?=0. (3.13)

Esta é chamada de equacao caracteristica, cuja solucao neste caso é p = +iw.

Podemos escolher qualquer uma das duas raizes. Escolhendo a raiz positiva ¢
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escrevendo a constante C' na forma trigonométrica C' = Ae™®, temos que z(t) =

Ae!@t9)  Utilizando a forma de Euler € = cos(6) + isen(f), obtemos:

2(t) = A’ = Alcos(wt + ¢) + isen(wt + ¢)] . (3.14)

Como a fungao incognita que estamos procurando é dada por z(t) =
Re {z(t)}, a solugdo da equagdo diferencial do oscilador harménico (3.12) tem a

forma
z(t) = Acos(wt + ¢), (3.15)

como descrito na eq.(3.9). Poderfamos ir além e mostrar que a velocidade e
a aceleragdo do oscilador harmonico sao dadas, respectivamente, por v(t) =
—wAsen(wt+¢) e a(t) = —w?Acos(wt+¢). Para isto bastaria derivar a eq.(3.15).
Note a infinidade de conceitos matematicos que precisariam ser trabalhados para
a obtencao da lei de movimento de um sistema um pouco mais complexo, em que
consideramos uma forg¢a variavel com forma linear. Qualquer professor do ensino
médio ird dizer que obter a eq.(3.15) é completamente invidvel para alunos do

ensino médio, pois a maioria destes possui um ferramental matematico limitado.

Vamos demonstrar agora como a matematica pode auxiliar o ensino de
fisica mesmo nesta situacao em que a principio, seria inconcebivel no nivel de
ensino em questao. Para isso utilizaremos conceitos familiares para os alunos
do ensino médio, como geometria, movimento retilineo e circular uniformes e

projecao de vetores.

Para obtencao da equacao de movimento do oscilador harmonico tentare-
mos visualizar este tipo de movimento como projecao de outro tipo de movimento
que conhecemos e conseguimos equacionar facilmente. Se considerarmos um
objeto em movimento circular uniforme (MCU) em uma trajetéria circular de
raio R, como ilustrado na Fig.3.4(a), temos que a sombra ou a proje¢ao do objeto
no eixo r realiza 0 mesmo movimento que uma massa presa a uma mola. Ou seja,
este realiza um movimento de vai e vem peridodico com um deslocamento maximo,
ou amplitude, dado por R. Antes da obtencao da lei de movimento da projecao
da particula, que executa um movimento harmonico simples (MHS), vamos obter

a equacao de movimento da particula na trajetoria circular.
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Vamos considerar que a trajetoria circular é dada por s. Se a particula
completar uma volta na circunferéncia, ela tera percorrido a distancia do com-
primento da circunferéncia do mesmo, ou seja, s = 27w R. O fator 2w é o angulo
total, dado por 360°, contido na circunferéncia de raio R. Naturalmente, se a
particula percorrer apenas um arco da trajetéria circular teremos s = §R. Note
que para a circunferéncia completa 6§ = 2. Para obter a equagao de movimento

deste sistema vamos recorrer ao que nés ja sabemos sobre o movimento retilinco

uniforme (MRU).

y
() 5 (b)
A_v. MRU X
R s
/ 0
-R Q /‘ R] x
2n
MCU

FIGURA 3.4: (a) Particula em movimento circular uniforme com velocidade ¥, mostrando a
trajetéria circular s de raio R e angulo 6. (b) Se curvarmos a trajetéria retilinea dada pelo

eixo £ no MRU obtemos a trajetdria circular s do MCU. Em ambos os casos temos um grau de
liberdade.
Fonte: Autor.

Estes dois movimentos tem muito em comum e podem ser descritos basi-
camente pela mesma equagao. Ambos os movimentos sao uniformes. Isso significa
que a magnitude da velocidade de ambos os sistemas é constante. Observe que
falamos sobre a magnitude da velocidade, pois como ja discutido, a velocidade
¢ um vetor e no caso circular ela muda sua direcao o tempo todo porque existe
uma forga centripeta mantendo a particula em uma trajetéria circular. Ja no

caso retilineo tanto a magnitude quanto a direcao da velocidade sao constantes.

Para aproveitar a equacao do movimento retilineo uniforme para des-
crever o movimento circular uniforme precisamos recorrer ao que chamamos na

fisica de grau de liberdade. Isto se refere a liberdade de movimento de um sistema
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fisico, ou seja, é a variavel de movimento do sistema. No caso do MRU em uma
dimensao, vimos que o “mundo” da particula é uma linha dada pelo eixo .
Logo, a particula s6 pode se mover para frente e para tras em x. Portanto, este
sistema possui um unico grau de liberdade que é dado por . No caso do MCU
a maioria dos alunos respondem que o sistema possui dois graus de liberdade,
porque o movimento se da em um plano, no nosso caso ry. Neste caso temos
um sistema bidimensional. Mas observe que a particula ainda estd confinada a se
mover em uma linha, dada pela trajetoria s, pois o raio da trajetdria circular nao
varia. Ou seja, apesar deste ser descrito em duas dimensoes, continuamos com
um sistema de um grau de liberdade, dado pelo angulo # ou por s, pois ambos
estao relacionados por s = AR. E interessante notar que se a trajetoria retilinea
dada pelo eixo £ no MRU for curvada, teremos automaticamente a trajetéria s

do MCU, como mostra a Fig.3.4(b).

Dessa forma podemos utilizar a equagao do MRU dada por s(t) = so+vt,
obtida da eq.(3.9) quando F' = 0 e trocando x por s, para obten¢ao da equagao

do MCU. Utilizando a relacao s = R e como R nao varia com o tempo obtemos:

So v
= — + =t. 3.16
7t g (3.16)

s(t
0(t) = ﬁ = 0(t)
Note que a expressao acima nos permite descrever como o angulo 6 varia no
tempo. Ainda utilizando a relacao entre s e 6, podemos identificar so/R como
a posicao angular inicial 6y da particula na trajetéria circular. Mas ainda falta
identificar a razao v/R. Se fizermos a variacao de s no tempo e lembrando que a

velocidade linear da particula é dada por As/At e o raio R da trajetéria circular

é constante tem-se,

As  A(RO) A6 B

O parametro w = Af/At é a velocidade angular da particula a qual é dada em
rad/s, ou seja, ela nos fornece a taxa com que a posi¢ao angular 6 da particula
varia no tempo. Neste caso ela é constante, porque estamos trabalhando com
movimento uniforme. Logo, a equacao que descreve o movimento da particula na

trajetoria circular é dada por:

O(t) = O + wi. (3.18)
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Note a semelhanga da eq.(3.18) para o MCU com a equagdo do MRU. O que néds
temos é uma conversao de variaveis dinamicas lineares para variaveis dinamicas
angulares, ou seja, s — # e v — w. O mesmo procedimento pode ser realizacao

para obtencao da aceleracao angular.

Agora que sabemos a equacao que rege o movimento da particula na
trajetoria circular, podemos analisar sua projecao para obtermos a equacao de

movimento do oscilador harmonico.

<!

=
t

FIGURA 3.5: Particula em movimento circular uniforme com velocidade ¥, mostrando a
projecao do vetor R no eixo x, dada por Z(t) = Reos[0(t)] (2), para obtencgao da equacdo
de movimento do oscilador harmoénico.

Fonte: Autor.

Projetando a posicao da particula no eixo x, dada pelo vetor ﬁ, veja

Fig.3.5, temos que
Z(t) = Reos [0(t)] (3). (3.19)

Note que apareceu uma novidade na expressdo acima, dada pelo versor i. Um
versor ¢ um vetor de magnitude unitaria que indica a direcao e o sentido do vetor
que estd sendo tratado. No nosso caso, o versor ¢ indica a direcio e o sentido de
Z. Quando um aluno pergunta para o outro onde fica a cantina da escola por
exemplo, o outro aluno apenas aponta o dedo em direcao ao local desejado. Este
aluno esta fornecendo o versor do deslocamento entre eles ¢ a cantina, pois cle
esta indicando apenas a direcao e o sentido que o colega que perguntou precisa

seguir. Portanto, o versor ¢ estd indicando que a projecao do vetor R no eixo =z,
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a qual descrevemos por ¥, aponta para o sentido positivo de x, como mostrado

na Fig.3.5. Substituindo 6(t) dado pela eq.(3.18) em (3.19), obtemos:

x(t) = Rcos(wt + 6p). (3.20)

Se trocarmos as letras que descrevem a amplitude R do movimento e a
fase inicial 8y por A e ¢, respectivamente, obtemos a mesma expressao dada pela
eq.(3.15), a qual descreve a equagao de movimento do oscilador harmonico. Note
que nao foi preciso resolvermos a equagao diferencial dada por F' = —kx através
de ntimeros complexos ou qualquer outro método. Utilizamos apenas conceitos

matematicos basicos e acessiveis a qualquer aluno do ensino médio.

No produto educacional proveniente desta dissertagao (ver apéndice)
sao apresentados maiores detalhes de outros exemplos de aplicacao das leis de
Newton, como a obtencao de equagoes particulares de diversas situagoes fisicas
de um fenomeno a partir de uma equacao geral, além de todo o desenvolvimento
para a obtencao da posicao, da velocidade e da aceleracao do oscilador harmonico
a partir do MCU utilizando uma matematica simples e adequada para o ensino

médio, juntamente com descri¢oes graficas dos fenomenos.

3.3 Referencial Teorico

Dentre as teorias de aprendizagem que conhecemos, a que mais se ade-
quou ao nosso trabalho e forma de pensar foi a teoria de Bruner. Esta afirma
que ¢é possivel ensinar qualquer assunto para qualquer aluno em qualquer estagio
do desenvolvimento, desde que a abordagem do assunto seja adequada para o
estagio de desenvolvimento do aluno [Bruner 1973]. Aqui nds estamos utilizando
uma matematica acessivel aos alunos do ensino médio para tornar a fisica mais

atraente visando um melhor aprendizado e interesse pelas ciéncias.

A ideia de utilizar os movimentos retilineo e circular uniformes, os quais
sao representacoes mais simples e faceis de equacionar, para introduzir formas
mais complexas de movimento, como a obten¢ao de equacoes particulares de um

fenomeno em diferentes condigoes a partir de uma equagao geral, ou a obtencao
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do movimento harmonico simples, vai de encontro com o curriculo espiral de
Bruner. Pois, o aluno esta vendo os mesmos topicos da fisica, particularmente da,
mecanica classica, através de diferentes representagoes matematicas em diferentes
niveis de profundidade. Isso significa que o aluno utiliza o que ja aprendeu, através
da compreensao das informagcoes iniciais fornecidas, para executar tarefas mais
complexas a medida que o mesmo se desenvolve. Portanto, nosso objetivo é fazer
com que o aluno tenha condicoes de construir uma estrutura cognitiva através da

elaboragao de hipoteses e tomada de decisoes para a solugao de problemas.



Capitulo 4

Descricao da Metodologia e

Aplicacao do Produto

Nossa proposta foi aplicada em uma escola da rede particular da cidade
de Braganca Paulista, estado de Sao Paulo, em uma sala do terceiro ano do ensino

médio contendo 35 alunos.

Quanto a estrutura da escola, esta possui apenas laboratério de quimica.
Se o professor de fisica desejar fazer alguma experimentacao terd que levar o seu
proprio equipamento para a sala de aula. As salas de aula sao arejadas com pisos

de granito e possuem computadores com conexao com a internet e projetores.

Nao tivemos nenhum problema para aplicar nossa proposta de mestrado
na escola. O coordenador deu respaldo para que o trabalho fosse desenvolvido
sempre que possivel, desde que o contetido da apostila fosse cumprido até a data
do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Em um sistema apostilado o
professor trabalha independentemente de outros professores, mesmo que sejam
da mesma disciplina. A sala em que a proposta foi aplicada tinha trés professores
de fisica. Naquele momento ficamos responsaveis pelo conteido de mecanica
(frente 1) enquanto que os outros dois professores lecionavam sobre termologia e
cletricidade (frente 2) ¢ dtica e ondulatéria (frente 3). Estes provavelmente nem
ficaram sabendo da aplicacao desta proposta, pois era dificil encontra-los devido

os horarios das respectivas aulas serem em dias diferentes. Ou seja, nenhum

29
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contato foi estabelecido durante semanas.

A preparacao para o vestibular é o foco principal do material didatico da
escola em que a proposta foi aplicada. Eram realizados simulados mensais para
treinar os alunos para as provas. Infelizmente nossa proposta nao pode ser uma
prioridade nas aulas lecionadas e portanto, teve que ser aplicada de acordo com

a disponibilidade do calendario escolar.

Dividimos a proposta em 5 atividades realizadas no segundo semestre
de 2015, as quais foram aplicadas entre os dias 03/09 a 12/11/2015 seguindo
as etapas apresentadas no nosso produto educacional, ver apéndice. Estas sao

apresentadas de maneira sucinta a seguir.

4.1 Atividade 1: A matematica como objeto

auxiliador de nossa intuicao

A primeira atividade foi sobre a necessidade de desenvolvermos o fer-
ramental matematico para auxiliar nossa intuicao sobre o que observamos ou
quando estamos diante de um problema de dificil analise ou execucao. Mostramos
para os alunos a importancia e a necessidade de confirmarmos formalmente ideias
intuitivas através do experimento envolvendo um barbante e uma moeda, secao

A.2 do apendice. A atividade foi introduzida da seguinte forma:

“Considere uma moeda de raio r,, envolvida por um barbante de forma
bem ajustada. Se aumentarmos o comprimento do barbante, dado pelo compri-
mento da circunferéncia da moeda (27r,,) em 10 c¢m, e envolvermos novamente a
moeda teremos uma nova circunferéncia de raio R,, formada pelo barbante, como
tlustrado na Fig.4.1. Imagine que pudéssemos realizar o mesmo experimento
envolvendo um barbante em torno do planeta Terra, considerando-o circular de
raio v, e acrescendo os mesmos 10 ¢cm ao comprimento do barbante dado pelo
comprimento da circunferéncia da Terra (2mry). Vocé acha que a folga entre a
moeda e o barbante (R, —r,,) serd maior, menor ou igual a folga entre o planeta

Terra e o barbante dada por Ry — ro? Explique o seu raciocinio.”
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FIGURA 4.1: A esquerda ilustramos uma moeda de raio r,, envolvida por um barbante de
forma bem ajustada e a direita mostramos a nova circunferéncia de raio R,, formada pelo
barbante apds acrescentarmos 10 cm em seu comprimento. O ponto de interrogacao é a folga
R, —r», que os alunos precisaram discutir se era maior, menor ou igual a folga entre o barbante
e o planeta Terra nas mesmas condicoes.

Fonte: Autor.

Nesta parte da atividade o foco da discussao era fornecer hipdteses e
argumentos preliminares, sem qualquer equacionamento, sobre se a folga entre a
moeda e o barbante era maior, menor ou igual a folga entre o planeta Terra e o
barbante nas mesmas condicoes. A turma em questao ficou dividida e participou
ativamente das discussoes. Alguns alunos defenderam que a folga entre o barbante
e a Terra seria igual, com o argumento de que como o aumento no comprimento
do barbante foi o0 mesmo, a folga também seria, enquanto que outros defenderam

que a folga seria menor, ja que a Terra é bem maior do que a moeda.

Nesta atividade utilizamos uma moeda e um cesto de lixo cilindrico que
estava na sala, para que os alunos pudessem realizar experimentos para trabalhar
suas hipoteses com relacao ao planeta Terra. Apds a realizacao dos experimentos
todos notaram que a folga entre o barbante e a moeda e entre o barbante e o
cesto de lixo eram as mesmas, causando certo alvoroco no grupo que defendia
essa ideia, que comemoraram a comprovagao experimental de suas hipéteses. Por
outro lado, alguns alunos que defendiam que a folga seria menor levantaram a
possibilidade de o experimento com a moeda e o cesto estar errado, uma vez
que foi realizado com um objeto com dimensoes bem diferentes do planeta Terra.
Isso permitiu ao professor discutir a eficiéncia e precisao do experimento realizado

com a turma. Em certo ponto da discussao, um aluno se levantou e comentou
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que, “se a intuicao e a experiéncia estiverem erradas, a gente vai ficar discutindo
a manha toda sem resolver nada”. E foi a partir desse comentario que alguns
alunos disseram “que era necessdrio fazer a conta pra comprovar”. Foi curioso
observar que a comprovacao matematica do problema passou a ser a tnica fonte
confidvel para a turma, que tentou encontrar a solu¢do com muito empenho para

chegar a uma resposta correta e indiscutivel.

Muitos alunos tentaram comparar a Terra com a moeda, obtendo al-
gumas respostas equivocadas. Por exemplo, alguns encontraram que o raio da

moeda era igual ao raio da Terra da seguinte forma,

CTerra = C'moecla,

2rry +10 = 27r,, + 10

o= Ty

Alguns até raciocinaram corretamente, comparando a Terra antes e de-
pois de acrescentar os 10 cm ao comprimento da circunferéncia, mas cometeram

erros matematicos como,

2n(re +10) = 27rp = f
(re +10) —rp = f
rp+10—rp = f

f = 10cm.

Outros conseguiram chegar corretamente a conclusao de que as folgas
seriam iguais, com destaque para a resposta de um aluno que apresentou um

raciocinio direto e simples,

C’folga = 27TRfolga

10 = 277Rfolga

10
Rfolga = %cm.

Ao ser questionado sobre sua resolugao, o aluno respondeu com certa timidez,
talvez com receio de ter respondido equivocadamente a questao. “Professor, se a

folga aumenta 10 cm, esse é o comprimento dela. A7 eu pus na formula e achei



4. Descricao da Metodologia e Aplicacao do Produto 33

o rato da folga.” Nota-se um pouco de confusao em sua resposta, pois o que
aumenta é o comprimento da circunferéncia e nao a folga. Mas ele quis dizer que
uma folga de 10 cm ¢ criada no comprimento inicial da circunferéncia e isso esta

perfeitamente correto.

A comprovagao matematica convenceu a todos que a folga seria a mesma
tanto para a moeda quanto para a Terra, pois o resultado é independente do raio
do objeto envolvido pelo barbante. Isso permitiu aos alunos pensarem sobre a
pergunta seguinte, em que era questionado se as folgas continuariam iguais se
o aumento do comprimento fosse diferente de 10 cm. Tivemos como resultado
respostas plausiveis, tais como “continuariam iguais, pois nao dependem do raio”
e ‘“nao mudariam, assim como os 10 ¢cm nao mudaram, nenhuma outra medida

faria a folga ser diferente entre ambos”.

No encerramento da atividade, a relevancia da matematica como fer-
ramenta auxiliadora da fisica foi discutida entre a turma que, sem excecao,
admitiu que a matemaética é fundamental para a explicacao de fenomenos fisicos.
A confianga nas respostas mostrou que a atividade foi executada e assimilada
de forma satisfatéria, com algumas merecendo destaque, tais como “a fisica é
constituida pela parte teorica e pela parte matemdtica e sendo assim a fisica €
dependente da matemdtica e da parte tedrica, nao consequindo existir sem uma
das duas partes, pois o cdlculo serve para comprovar as teorias da fisica”. Alguns
foram mais sucintos, escrevendo que “a matemdtica € a prova concreta do que
realmente € a verdade na fisica”, “a matemdtica € importante na fisica para

comprovar teorias” ou ainda que “ela traz a exatidao aos experimentos fisicos”.

4.2 Atividade 2: A importancia das funcoes na
ciéncia
Na atividade 2 nés discutimos a importancia das fungoes na ciéncia

juntamente com o conceito de vetores, versores e suas propriedades e sistemas

de coordenadas, se¢oes A.4 e A.5 do apéndice.
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Apo6s uma breve revisao sobre funcgoes nos fizemos algumas questoes
como: O que esse tipo de relacdo, dada por funcdes, tem a ver com ciéncias? Por
que € tao importante utilizarmos funcgoes para estudar ciéncias? As respostas
foram variadas tais como, “Pois assim como nas fungoes, a ciéncia também tem
termos que dependem de outros termos varidveis” e “Esse tipo de relacao pode

trazer para o papel aquilo que o mundo natural, diariamente, faz diante de nossos

olhos”.

O comentario de um aluno sobre esse assunto, ao dizer que, nas palavras
dele, “as funcoes sao importante porque a gente conseque enzergar melhor o que
estd acontecendo quando se monta o grafico”, foi 1til para o professor introduzir
os conceitos de sistemas de coordenadas. Apds algumas discussdes o professor
mostrou para os alunos uma ilustracao em duas dimensoes do sistema de coorde-
nadas cartesianas, dados por x e y, e o sistema de coordenadas polares descrito

por um raio R e um angulo 6, como mostrado na Fig.4.2.

b
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FIGURA 4.2: (a) Sistema de coordenadas cartesianas em que um vetor @ é descrito em duas
dimensoes pelas coordenadas x e y. Também foi discutido a possibilidade de uma terceira
dimensao dada pelo eixo z. (b) Sistema de coordenadas polares em que @ ¢ descrito por um
raio R e um angulo 6.

Fonte: Autor.

Alguns questionamentos foram feitos, tais como se eles ja conheciam
tais sistemas de coordenadas e por que eram diferentes. Obtivemos respostas
interessantes como, “Um € o sistema cartesiano, com coordenadas x, y e z. O
outro é o de coordenadas polares, analisando através de um raio e um angulo
de uma circunferéncia”, “Coordenadas cartesianas e polares, existem vdarios tipos
para oferecer diversidade e praticidade no cdlculo” e “O primeiro € o cartesiano

e o sequndo € o sistema polar. Porque cada sistema é mais conveniente a alguma
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parte das ciéncias”. Cabe ressaltar que o sistema de coordenadas polares nao faz
parte do conteido programatico do material do ensino médio, o que obrigou o

professor a dar uma explanagao mais detalhada sobre o assunto.

O conceito de versor ja era conhecido pelos alunos. Eles forneceram
algumas definigoes para versores como, “sao partes menores que um vetor”, “vetor
unitario de mesma direcao e sentido”, “€ um vetor com unidade 1”7 e “através de
um versor constroi-se um vetor”. Partindo para as operagoes vetoriais, a turma
demonstrou facilidade ao se deparar com a questao que pedia para se determinar
a magnitude do vetor resultante @ dada por |@| = 3|m|, sendo que o vetor i era
dado por m = (3,4). Eles fizeram a decomposicao de m e rapidamente observaram
o triangulo pitagdrico para obtenc¢ao da magnitude do mesmo dada por |73| = 5. A
maioria simplesmente apresentou como resposta o produto 5 x 3 = 15, mostrando

que este calculo era trivial.

Os alunos se mostravam interessados nas atividades realizadas em sala
de aula, se concentrando e discutindo as resolucoes com os colegas de turma.
Infelizmente isso nao era observado quando o professor passava atividades para
serem realizadas em casa. Uma delas foi a determinacao da distancia entre
dois pontos arbitrarios da cidade utilizando um mapa virtual ou impresso. Eles
deveriam utilizar os conceitos de versores, distancia entre dois pontos e escala de
referéncia fornecida no mapa para obtencao da dire¢ao, do sentido e do médulo
do deslocamento entre esses dois pontos, considerando de preferéncia, a origem
do sistema de coordenadas como sendo a casa deles. Um ntmero pequeno de
alunos realizou esta atividade e os resultados foram, de forma geral, como os
apresentados na Fig.4.3. Como estas tarefas eram realizadas sem a supervisao do
professor, era muito comum que os resultados fossem apresentados de maneira
incompleta. A justificativa daqueles que nao realizavam as tarefas era sempre a
mesma. Eles diziam que as avaliagoes se aproximavam e que precisavam estudar.
Os estudantes geralmente estudam porque precisam, como uma moeda de troca,
a maioria deles nao vé os estudos como algo benéfico e engrandecedor para eles

no futuro.

Ao voltar ao ambiente escolar reiniciamos o assunto de sistemas de co-
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ordenadas perguntando se a Fisica (resultados) de um fenomeno descrito em um
sistema de coordenadas cartesianas era diferente da Fisica do mesmo em um

sistema de coordenadas polares.

FIGURA 4.3: Representacao da distancia entre dois pontos arbitrarios da cidade em que
os alunos moram utilizando mapas para obtencao da direcdo, do sentido ¢ do médulo do
deslocamento entre esses dois pontos.

Fonte: Autor e alunos.

Obtivemos respostas coerentes tais como, “Ndo, os resultados em ambos
08 €asos sao os mesmos porém por serem feitos de diferentes jeitos, o mesmo
resultado apresenta forma escrita diferente” e “Nao, porque sdo mecanismos
diferentes para a resolucao de um problema que no final terd o mesmo resul-
tado. Sao apenas caminhos diferentes”. Porém, a maioria da turma apresentou
equivocadamente como resposta que a fisica seria diferente. De maneira geral eles

responderam que, “Sim, pois um € cartesiano e outro polar”.

4.3 Atividade 3: Aplicacoes da segunda lei de

Newton

O objetivo desta atividade foi fazer com que os alunos aplicassem os

conceitos apreendidos nas atividades 1 e 2 durante a resolucao de problemas em
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que era necessario utilizar a segunda lei de Newton. Eles tinham que resolver
matematicamente o que se pedia e abstrair informacoes fisicas do resultado, veja

secoes A.3 e A.5 do apéndice.

Apos a contextualizacao sobre a segunda lei de Newton, F = md, oS
alunos tiveram que resolver alguns exercicios para obtencgao da forca resultante
aplicada no sistema, como o apresentado na Fig.4.4. Neste os alunos tinham que
obter o valor da magnitude da forga resultante e sua direcdo. Em seguida eles
deveriam imaginar que dois colegas estavam puxando uma carteira nas mesmas

condicoes da Fig.4.4, ¢ como cles poderiam otimizar o deslocamento da carteira.

FIGURA 4.4: Representacdo de duas forgas sendo aplicadas em uma caixa em dire¢oes
diferentes, com |}*:"1| = 200N fazendo um angulo de 60° com uma linha horizontal que separa
as duas forgas, enquanto que |ﬁ2| = 120N §é aplicada numa dire¢ao de 45° com a mesma linha.

Fonte: Autor.

Muitos alunos deixaram em branco essa questao, enquanto que outros
desistiram pois a questao apresentava numeros decimais. Como o colégio nao
permite a utilizacao de maquinas calculadoras eles nao puderam chegar na res-
posta final. Outros até tentaram utilizar a lei dos cossenos, mas nao conseguiram
pois tinham que desenvolver a lei para cos(105°). Alguns alunos simplesmente
apresentaram como resposta a adicao das forcas 200 + 120 = 320N. Nota-se que
a medida que tornamos a atividade um pouco mais complexa, do ponto de vista
matematico, os alunos simplesmente a abandonam e nao fazem muita questao de

finalizar a mesma.

Outro exercicio foi elaborado para verificar se os alunos entendiam o
significado fisico da equacao vetorial dada pela segunda lei de Newton. Eles
tiveram que analisar a forca resultante que agia em uma bicicleta em movimento

retilineo uniforme (MRU). Observamos muitos enganos semelhantes as ideias de
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Aristételes para o movimento, veja se¢ao A.5 do apéndice, tais como “a forca nao
€ zero, porque a bicicleta nao estd parada” ou “Fxiste forca resultante, porque ela
tem wvelocidade”. Outros responderam analisando a relacdo matemaética entre
forca e aceleracao dada pela segunda lei, afirmando que a “for¢a resultante é
zero, pois todos os vetores se anulam”, “Fr=0, pelo fato de ser uma velocidade
constante” e “Fr=0, porque nao hd variacao de velocidade, nem direcao nem
sentido, portanto nao hd aceleracao”. Na sequéncia, os alunos tiveram que
discutir o problema utilizando a lei da Inércia como justificativa, proporcionando
afirmagoes como “um corpo que estda em movimento uniforme tende a ficar neste
mesmo movimento”, “pois com o vetor forca resultante tendo maédulo nulo, nao hd
nada que interfere no sistema, sendo assim, o movimento se conserva” e “inércia
¢ quando o corpo tende a continuar em repouso ou MRU se ja estiver acontecendo
um desses casos. Como a bicicleta estd em MRU, ela tende a continuar em MRU

pois ‘nao hd forcas’ interferindo”.

Pelas respostas observamos que as deficiéncias conceituais e técnicas
(operacionais) dos alunos do terceiro ano sao semelhantes a de alunos que estao
iniciando seus estudos sobre MRU e segunda lei de Newton. Ou seja, nota-se
que nao houve aprendizado sobre os conceitos tratados mesmo para estes alunos
que tem trabalhado constantemente ha mais de dois anos nestes temas com o
objetivo de passar no vestibular. Qual serd o problema? O método apostilado
conteudista? A falta de interdisciplinaridade entre a matemética e a fisica na
descricao dos conteidos? O simples desinteresse dos alunos pelo assunto? Sao
muitas variaveis, o que torna o trabalho de diagnosticar as deficiéncias para propor

uma solucao ainda mais dificil.

Continuando com os exercicios, resolvemos aplicar um, comumente uti-
lizado em todos os livros e apostilas didaticas para trabalhar a decomposicao de
forcas com os alunos, o plano inclinado. Mas na nossa atividade nés fornecemos
uma contextualizacao mais real para o problema, considerando um trené descendo

uma rampa de gelo, com inclinacao #, sem atrito.

Nos discutimos sobre a melhor escolha para colocar os eixos coordenados

para a decomposicao da forca peso. A escolha foi colocar o eixo x paralelo ao
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deslocamento do trend, mas com o trend se deslocando no sentido negativo de
x, como mostra a Fig.4.5. Apesar da representagao da decomposicao de forcas
e a parte de geometria que trata da localizagao do angulo # nas proximidades
do vetor forca peso nao terem sido problema, nota-se que ainda existem grandes
dificuldades para os alunos trabalharem com operacao de vetores. Quando eles
tiveram que encontrar a forca resultante nas direcoes x e y, foi muito comum
encontrarmos operagoes do tipo “ﬁRy = N - ﬁy”. Ou seja, eles ainda nao
entendiam, ou pelo menos nao sabiam equacionar, que a forca resultante em
uma determinada direcao é a soma vetorial de todas as forcas aplicadas no corpo
naquela direcao. No caso do trend, como a resultante em y é nula, a maioria deles

continuaram a operagao de forma incorreta da seguinte forma,

ﬁRy = N__,y
0 = N-P,
N = P,

FIGURA 4.5: Representacao dos eixos coordenados z e y para o sistema composto por um
trené deslizando numa pista de gelo inclinada por um angulo §. Note as decomposi¢oes do
vetor forga peso P em suas componentes B, e ]3y realizadas pelos alunos.

Fonte: Autor e alunos.

Eles simplesmente chegavam na resposta desejada porque sabiam qual era
e portanto manipulavam a operacao. A insisténcia na discussao sobre versores

auxiliou bastante a melhorar operagoes vetoriais como estas, pois ficou mais
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evidente o surgimento dos sinais nas forgas, pois
Fry = N+P,
0 = N(j)+Py(~))
0 = N-P,
N = P,

4.4 Atividade 4: Abstraindo informacoes sobre
o fendmeno fisico a partir de sua modelagem

matematica

Nesta atividade nds seguimos a ideia apresentada na secao A.3 do apéndice,
abstraindo informacoes sobre os fendmenos em estudo a partir de sua modelagem
matematica. Para isso nds exploramos principalmente os movimentos retilineo

uniforme (MRU) e circular uniforme (MCU).

Utilizamos diversos exemplos de situagoes cotidianas dos alunos, como
o apresentado na Fig.4.6, para tornar a analise dos fenomenos a partir dos
resultados matematicos mais faceis. Na Fig.4.6(a) é apresentada a reacdo normal
]\71 de uma superficie curva, com raio de curvatura R, em um veiculo de peso mg
se movendo com uma velocidade ¢, como se o motorista estivesse passando no
ponto mais alto de um morro. A contextualizagao também poderia ser um aluno
em uma bicicleta passando por uma lombada. Na Fig.4.6(b) temos o mesmo
veiculo passando agora pelo ponto mais baixo de um declive com o mesmo raio

de curvatura e reacao normal da superficie dada por Ns.

O ponto de partida para essa atividade foi o exemplo de um veiculo
executando um MRU, ou seja, velocidade constante ¢ e resultante nula, em uma
superficie plana. Neste caso foi facil mostrar que a reacao normal da superficie
é igual a forca peso do veiculo, ou seja, N = mg. Em seguida perguntamos: E
no caso de uma supercifie curva, como na Fig.4.6, como devemos proceder? Note

que estamos introduzindo uma forma um pouco mais complexa de movimento
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Centro de
Curvatura

Curvatura

FIGURA 4.6: (a) Veiculo com velocidade ¥ se movendo em uma superficie com raio de curvatura
R ¢ (b) ilustramos o mesmo veiculo passando por um declive com mesmo raio de curvatura.
Sao apresentadas a reacao normal da superficie Ni e N, para (a) e (b), respectivamente, e a
forga peso mg.

Fonte: Autor.

contextualizada por uma forma de movimento mais simples que eles ja conhecem,

no caso o MRU.

Neste exemplo nao foi necessario considerarmos que o movimento circular
executado pelo veiculo era uniforme, pois nés abordamos apenas o movimento no
ponto mais alto da trajetdria, em (a), e mais baixo, em (b). Como o movimento
é circular a resultante agora é a forga centripeta F' = mv?/R. Considerando os
eixos coordenados x e y na direcao da velocidade e da normal, respectivamente,
temos pela segunda lei de Newton para a Fig.4.6(a) que,

ﬁRy = Nl"’mg
2

v A A A
mp(=g) = Ni(g) +mg(=))
02
Ny = mg —m—. (4.1)

Analisando o resultado matematico obtido, observamos que nesta si-
tuacao a reacao normal da superficie é menor que a forca peso, diferentemente
do resultado obtido para o veiculo se movendo em uma superficie plana, em que

N = myg. Os alunos foram questionados se este resultado fazia sentido.

E no caso da Fig.4.6(b) o que temos? Utilizando o mesmo procedimento
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obtemos,

FRy = J\72+m§

V4o~ ~ ~

mp () = Na(j) +mg(=j)
Ny, = mg—f—m%. (4.2)

Obsevamos agora que a for¢a normal é maior que a forgca peso por um
fator dado pela resultante centripeta. Note que nesta situacao o sinal da forca
centripeta é positivo, pois esta aponta na direcao positiva do nosso eixo coorde-
nado y. Continuamos com os questionamentos: Mas este resultado matematico

faz sentido? Quais informagoes fisicas podemos abstrair dessas duas situagoes?

Na situacao (a) obtemos N; < mg enquanto que em (b), Ny > mg. Se
a forca normal for menor que a forga peso, pode existir uma condi¢ao em que
o veiculo perdera o contato com a superficie, ou seja, N; = 0. Na verdade essa
condicao existe e ¢ dada pela velocidade v = /gR, conforme eq.(4.1) quando
fazemos N; = 0. Quem nunca rampou com uma bicicleta em uma lombada?
O resultado matemdtico nos diz que isso é possivel. E no caso (b) serd que
é possivel ramparmos no declive, ou seja, Ny = 07 Naturalmente os alunos
respondem que isso é impossivel, pois praticamente todos ja experimentaram
essa situagao quando passam por um declive. Eles notam que o veiculo fica
mais “colado” na pista, fato explicado pelo resultado Ny > mg. Se 0 nosso
modelo matematico for bom o suficiente para descrever a realidade, precisamos
necessariamente abstrair essa informacao do resultado. Considerando Ny = 0
em (4.2), obtemos v = \/—gR. Portanto, o resultado matemé&tico nos diz que
¢ impossivel obtermos uma velocidade de modo que o veiculo perca o contato
com a superficie no ponto mais baixo do declive, pois a raiz negativa nao tem
significado fisico. Isto esta em perfeito acordo com o que observamos, pois como

ja discutido, o veiculo adere a pista ainda mais, uma vez que Ny > mg.

Note a quantidade de informagoes que conseguimos obter a partir da
modelagem matematica do sistema. Isso mostra aos alunos que a fisica, auxiliada
por uma matemaética adequada, pode ser muito util para previsao de diversos

fenomenos. Uma aplicacao direta dos resultados obtidos foi dada ao apresen-



4. Descri¢ao da Metodologia e Aplicagao do Produto 43

tarmos um video mostrando um dos maiores toboaguas do mundo, o Verriickt,
situado no parque Schlitterbahn, na cidade de Kansas City, nos Estados Unidos.
A atracao foi inaugurada em 2014 e é considerada o maior tobodgua com boia
do mundo com uma altura maxima de 51m e capacidade para levar até 3 pessoas
na boia utilizada no brinquedo, veja Fig.4.7. A discussao que surgiu foi sobre o
perigo que existia no ponto mais alto C' da trajetdria, ja que a boia nao estava
presa aos trilhos e poderia perder o contato com a superficie do tobodgua. Neste
caso as pessoas poderiam ser lancadas para fora dos trilhos. Ja para o ponto
mais baixo B este perigo nao existe, a principio, pois a boia iria ficar ainda mais
presa aos trilhos. O professor pode ir além nesta discussao e estimar a velocidade
méxima v = y/gR para que a boia nao perca o contato com os trilhos, ou seja,
N = 0. Nesta situacao a altura do ponto A é essencial, pois a energia potencial
nesta posicao sera convertida em energia cinética para a boia chegar até B. Por
questoes de segurancga é necessario que se realizem testes considerando o peso e
a altura minima das pessoas para andarem no brinquedo. Outra discussao que
pode aparecer é o porqué do ponto C' estar a uma posicao mais baixa que o ponto
A. Com este exemplo o professor pode introduzir o papel das dissipagoes, como o
atrito, no movimento de sistemas reais. Para que a boia possa subir até o ponto
C e percorrer toda a trajetoria, o ponto A precisa estar mais alto para compensar

as perdas de energia no decorrer do trajeto.

FIGURA 4.7: Foto do Verriickt, um dos maiores tobodguas do mundo inaugurado em 2014
nos Estados Unidos, mostrando os pontos mais altos A e C, e mais baixo B. Neste exemplo
os alunos analisaram o movimento da boia segundo os resultados obtidos pela modelagem do

sistema nos pontos B e C utilizando a segunda lei de Newton. Foto extraida de [Verruckt 2014].

Continuamos com as discussoes sobre MRU e MCU utilizando varios
outros exemplos do cotidiano, seguindo uma analise parecida com o que fizemos

anteriormente. Ao serem questionados sobre exemplos desses tipos de movimento
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FIGURA 4.8: Circuito de Interlagos utilizado para os alunos representarem os vetores forca
F e velocidade ¥ dos carros em alguns pontos especificados pelo professor. Figura extraida
de [Interlagos 2007]. No trecho A foi considerado que os carros se moveriam com velocidade
constante. Sdo apresentados também respostas de alguns alunos. O circulo vermelho no canto
inferior esquerdo da figura foi inserido para destacar a representacao do vetor forga no trecho

em que temos MRU.

os alunos responderam “um avido voando com velocidade constante e sem fazer
curvas”, “locomotiva em trilho reto” e a “luz sem ac¢dao da gravidade” para o
movimento retilineo uniforme e “satélites em orbita”, “disco rigido” e “ventilador
ligado” para o movimento circular uniforme, mostrando familiaridade com o

assunto.

Para ver se os alunos sabiam relacionar os vetores forca e velocidade no
MRU e MCU nés utilizamos uma ilustragao do circuito de Interlagos, mostrado na
Fig.4.8. A representagao dos vetores foi realizada em alguns pontos especificados
pelo professor e nds consideramos que os carros deveriam percorrer o trecho A

com velocidade constante. Alguns resultados também sao mostrados na Fig.4.8.

Neste exercicio tivemos boas respostas com os alunos representando os
vetores forca e velocidade na mesma direcao para trechos em que os carros estavam

acelerados e perpendiculares entre si nos trechos curvos, com a forca apontando
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para o centro de curvatura e a velocidade na diregao tangente a curva. Foi também
observado que as ideias de Aristételes ainda persistem nas respostas de alguns
alunos, pois eles representavam o vetor forca no trecho A em que é considerado
MRU, veja Fig.4.8. Para estes alunos, a concepgao de que é necessario aplicar uma,

forca no sistema para colocé-lo em movimento ainda nao tinha sido abandonada.

Ainda utilizando o circuito de Interlagos, os alunos preencheram uma
tabela com uma das trés respostas - varia (V), constante (C) ou nula (N) - para
descreverem as propriedades, tais como modulo, direcao e sentido, dos vetores
forca resultante ¢ velocidade no MRU e MCU. Os resultados sao apresentados na
tabela 4.1, onde mostramos o nimero de alunos que consideraram as respostas
V, C e N para cada situacao. Os resultados na tabela mostram que a anélise
dos movimentos retilineo e curvilineo uniformes foi feita de forma coerente pelos
alunos, com excecao do sentido de F para o MRU. De maneira geral os resultados

nos permitiram avancar para outros exercicios e discussoes.

Finalizamos essa atividade com a andlise do movimento de um motoci-
clista no interior de um globo da morte. Este sistema é interessante porque foi
possivel trabalhar todos os conceitos apresentados anteriormente em um tnico
exercicio. Iniciamos com a representacao das forcas que atuavam na motocicleta
em diferentes pontos da trajetoria, mostrando que a forca centripeta sempre
se mantinha na dire¢ao do raio do globo. Prosseguimos perguntando para a
turma qual seria a velocidade minima necessaria para que o motociclista pudesse
completar o ciclo passando pelo ponto mais alto do globo sem sofrer uma queda.
Esta é a situagao em que N = 0 e o valor da velocidade para esta condicao é
v = 1/gR, da mesma forma como no exemplo da Fig.4.6(a). O indice de acertos
em todas as perguntas e o comprometimento dos alunos neste exercicio foram
muito bons, mostrando que todo o nosso trabalho realizado até o momento tinha

sido assimilado de maneira satisfatoria pelos alunos.
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TABELA 4.1: Propriedades dos vetores for¢a F e velocidade @ no movimento retilineo uniforme

(MRU) e movimento curvilineo uniforme (MCU). As siglas V, C e N significam varia, constante

e nula, respectivamente. Os ndmeros correspondem ao ntimero de alunos, num total de 22, que

forneceram as respectivas respostas.

Propriedades de F e # MRU MCU
V=2 V=6
kil C=20 C=16
N=0 N=0
V=4 V=19
Direcao de v C=18 C=
N = N =
V= V=20
Sentido de v C=17 C=2
N=0 N=
V = V =
|F| C=6 C=13
N=15 N=5
V = V =
Direcio de F C=18 C=16
N=1 N=3
V= V=
Sentido de F C= C=16
N=15 N-=
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4.5 Atividade 5: Tratamento de sistemas mais

complexos e utilizacao de graficos

Nao tivemos tempo hébil para introduzir formas de movimento mais
complexas decorrentes de forcas variaveis, como o movimento harmonico simples
descrito na secao A.7 do apéndice. Mas nés aumentamos um pouco mais a
dificuldade dos exercicios inserindo a forca de atrito nos mesmos, sendo este o
principal tema da atividade 5. Nesta atividade nés também utilizamos gréaficos
para auxiliar os alunos na andlise e descricao do movimento, como sugerido nas

secoes A.6 e A.8 do apéndice.

Iniciamos analisando a resultante centripeta de um dos brinquedos mais
emocionantes de alguns parques de diversao, o rotor. Este consiste de um dis-
positivo que gira em torno de seu préprio eixo acoplado a um grande cilindro
vertical de raio R, veja ilustracao na Fig.4.9(a). As pessoas ficam de pé apoiadas
na parede interna deste cilindro. Quando colocado em rotagao o piso é removido
e as pessoas continuam apoiadas na parede sem escorregar, pois a forca peso da
pessoa (mg) é equilibrada pela forca de atrito estatico. Assumindo que o cilindro
gira com velocidade constante v e a lei de Coulomb para o atrito estatico sendo
dada por f,; = p.N, em que p. é o coeficiente de atrito estatico da superficie que
compoe a parede interna do cilindro e N a reacao normal da parede na pessoa,

os alunos tiveram que determinar a velocidade do rotor em funcao de p., g € R.

Apenas seis alunos obtiveram uma resposta de forma satisfatéria. Estes
consideraram que a resultante centripeta era igual a forcao normal e que a forca
peso seria equilibrada pela forca de atrito estatico, ou seja, P = fu, como
mostra a Fig.4.9(b). Nas Figs.4.9(b) e (c) mostramos dois erros cometidos de
forma geral pelos alunos, em que a forga peso é equilibrada pela normal e a
resultante centripeta é considerada na mesma direcao das forgas peso e de atrito,

respectivamente.

Ao final da atividade, o professor comentou os possiveis erros cometidos
pelos alunos e resolveu corretamente o problema na lousa. O objetivo desta

pratica foi tentar esclarecer os eventuais erros cometidos para que pudéssemos
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continuar a atividade com maior confianca.

ol = B
R

FIGURA 4.9: (a) Rotor de raio R girando em torno do seu préprio eixo com velocidade
v constante. Uma pessoa apoiada na parede interna do cilindro vertical permanece apoiada
mesmo depois que o piso é removido, pois sua forca peso é equilibrada pela forca de atrito da
parede sobre a pessoa. Mostramos também o desenvolvimento dos calculos de forma correta
em (b) e alguns erros cometidos pelos alunos em (c) e (d).

Fonte: Autor e alunos.

Prosseguimos chamando a atencao dos alunos para o fenomeno fisico do
sistema e as implicagoes que poderiamos abstrair a partir do calculo obtido. Os
alunos foram questionados sobre o valor da for¢ca normal quando v = 0. A resposta
foi basicamente “seria igual a zero” pela maioria, uma vez que matematicamente
temos N = mwv?/R. Outra questdo foi se seria possivel o brinquedo funcionar
se nao existisse atrito entre a pessoa e a parede do rotor. Dentre as respostas
temos, “Nao, porque o atrito faz com que a pessoa fique fiza”, “Nao, pois sem o
fat, @ pessoa cairia por nao estar apoiado em nada” e “Ndo, pois com a auséncia
de atrito a normal nao se encontraria na posicao de forga centripeta devido ao
apoio dos pés no brinquedo. E se a for¢a centripeta for nula, o brinquedo ndo
funciona”. Um aluno que equivocadamente obteve o resultado /R/g respondeu
que “Sim, jd que o atrito nao entra na equacdo”. Apesar de incorreta, essa

resposta ¢ interessante porque mostra uma tentativa do aluno de conciliar o
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resultado matematico com a andlise do fenomeno, que é o objetivo da nossa

proposta.

Continuamos a atividade analisando o movimento de automdveis em
duas situagoes distintas. Na primeira consideramos a acao da forca de atrito no
movimento dos veiculos em curvas planas e horizontais. Em seguida aumentamos
um pouco a complexidade do sistema ao considerar que as curvas eram inclinadas
por um angulo 6 sem atrito e com atrito para comparacgoes. A atividade foi 1til
para orientar os alunos sobre os perigos de realizar curvas com um veiculo em alta
velocidade. Os alunos tiveram que determinar a velocidade méaxima permitida
para que a curva fosse realizada com seguranca em fun¢ao de parametros como,
o raio de curvatura R, a aceleracao da gravidade g quando for o caso, e o
coeficiente de atrito cinético entre os pneus e a pista 1 quando a forca de atrito era
considerada. Os resultados obtidos foram bastante satisfatorios, com a maioria

da turma resolvendo os problemas corretamente.

Na Fig.4.10 mostramos o raciocinio de alguns alunos ao considerar o
movimento curvilineo de um veiculo sob a acao da forca de atrito. Eles obtiveram
com éxito o valor da velocidade maxima v = /guR para que a curva pudesse ser
realizada sem que o automovel perdesse o tracado da mesma. Apods a discussao
dos resultados com a turma, nos analisamos a situacao de 3 carros percorrendo
a mesma velocidade 3 curvas planas e horizontais com 3 raios de curvatura
diferentes, como mostrado a esquerda da Fig.4.10. Foi perguntado qual deles
faria a curva com maior seguranca. Esperavamos que os alunos respondessem
de imediato o carro 3, pois quanto maior o raio de curvatura maior a velocidade
permitida para realizar a curva com seguranca uma vez que v < v R. Cerca de
metade da turma respondeu de forma correta, mostrando que os alunos ainda
estavam relutantes em utilizar o resultado matemaético para analisar o fenémeno
fisico. As respostas obtidas foram variadas tais como, “o raio grande é melhor
para fazer a curva, pois tem mais espago pra andar”, “a trajetoria 3 ¢ melhor
porque tem maior raio”. Um aluno descreveu o fenomeno corretamente mas nao
se atentou para a identificagdo do carro, “Com wma maior curva a velocidade
maxima aumenta, entao a pessoa tem uma janela maior de velocidade que pode

chegar antes de derrapar, portanto maior sequranca. Resposta: 2”. Outro aluno
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utilizou o resultado obtido para a velocidade méaxima de forma incorreta, afir-
mando que o mais seguro seria “O carro 1, pois sequndo a férmula, quanto menor
o raio, menor serd a velocidade, realizando entdo a curva com maior sequranca”.
Isso mostra que ele nao se atentou que estavamos considerando 3 veiculos a mesma

velocidade neste caso.

Curvatura

.."k. ’
(;] Centro de
3

~ e
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FIGURA 4.10: A esquerda ilustramos trés veiculos percorrendo trés trajetérias circulares
horizontais com raios de curvatura diferentes sob o efeito da forca de atrito f;t. A direita
apresentamos os calculos de alguns alunos para obtencao da velocidade méxima para os veiculos
fazerem as curvas sem perderem o tracado da mesma, sendo dada por v = \/guR.

Fonte: Esquerda autor e direita alunos.

Prosseguimos a atividade discutindo algumas medidas de seguranca como
a manutencao adequada dos pneus de um automével. Baseado em nosso resultado
matematico foi questionado qual das grandezas da equacgao deveriamos analisar
neste caso. O indice de acertos foi alto, com destaque para algumas respostas
como “Quanto maior o coeficiente de atrito, maior poderd ser a sua velocidade
sem o deslizamento”, “a grandeza relevante é o coeficiente de atrito (1) dinamico
que existe de forma considerdvel tanto na experiéncia quanto na matemdtica,
gragas aos pneus e suas rugosidades que, ao entrarem em contato com o solo,
exercem uma forca de atrito juntamente com a normal, responsdvel por tornar
efetivo e controle do automdovel em manobras como frenagens e curvas. Dessa
forma, € importante manter os pneus sempre adequados em relagcao a rugosidade
e ranhuras” e “Se () do pneu com a pista diminuir, a for¢a de atrito também
diminuird aumentando a chance de derrapagem”. Poucas respostas foram in-

corretas, mas uma em especial nos chamou a atenc¢ao, pois mesmo depois de
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tanta discussao e insisténcia na explicacao do significado fisico dos parametros da
equacao obtida, o aluno afirmou que “Se a velocidade for alta, o pneu deve ter
um rato grande, sendo proporcional a esta e garantindo a sequranc¢a”, ou seja, ele

considerou que a grandeza R, que representa o raio da curva, era o raio do pneu.

O préximo passo foi considerar que a trajetoria circular era inclinada por
um angulo ¢ na auséncia de qualquer forca de atrito, ou seja, querfamos analisar
apenas o efeito da inclinacdo da pista no valor da velocidade limite para manter
o automovel na trajetéria horizontal. Os alunos nao tiveram nenhum problema
para resolver este exercicio. A partir da decomposicao do vetor forca normal
eles obtiveram o resultado de forma correta, sendo dado por v = /Rgtanf. Se
compararmos esse resultado com o resultado para a curva horizontal com atrito
obtemos p = tanf. Note que se § = 0 obtemos p = 0 e portanto o veiculo nao
conseguiria fazer a curva, pois v = 0, como esperado. Portanto, a inclinacao
da pista faz o papel da forca de atrito na trajetéria horizontal para manter o
veiculo na curva. Este fenomeno é comumente explorado em circuitos fechados de
ciclismo e corridas de carros, por exemplo, para que os ciclistas ou pilotos atinjam
velocidades maiores na competicao. Infelizmente nenhum aluno se atentou para

isso e nem cogitaram em fazer a comparagao entre os resultados.

Apés algumas discussoes, o professor forneceu alguns valores para os
parametros para obtengao numérica de v. Considerando g = 10m/s®> e R = 100m
os alunos tiveram que determinar a velocidade limite para as seguintes inclinagoes
f =5,71°, 84,3° e 100°. Todos os alunos obtiveram corretamente os resultados
para a velocidade, sendo dados respectivamente por v = 10m/s, 100m/s e
v/—=5670m/s. Em seguida a turma teve que definir em qual destas inclinacoes
nao existia uma velocidade segura para a realizacao da curva, justificando ma-
tematicamente através da equacao da velocidade limite. Os alunos responderam
adequadamente a questao, enfatizando que na inclinagao de 100° nao teria uma
velocidade segura, “pois nao existe raiz negativa”. Esta andlise foi encerrada com
os alunos representando, através de uma figura, a situacao em que o angulo de
inclinagao era de 100°, explicando o porqué da impossibilidade de realizar a curva.

Veja alguns exemplos na Fig.4.11.
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FIGURA 4.11: Representagao do automével se movendo em uma pista inclinada por um angulo
0 = 100° mostrando a justificativa dos alunos da impossibilidade de realizar o movimento.

Fonte: Alunos.

Ap6s um intervalo de duas semanas, em razao do periodo de avaliagoes
do colégio, apresentamos a tltima etapa da quinta atividade. Nos exploramos os
conceitos anteriores, considerando agora carros em curvas inclinadas sob a agao
de forcas de atrito. Nesse dia, aproximadamente 60% da turma estava presente,
pois a atividade foi aplicada no dia posterior a ultima avaliacdo escolar e alguns
alunos preferiram descansar nesse dia. O professor revisou alguns conceitos,
como decomposicao de forcas, antes da atividade ser iniciada. Nés apresentamos
aos alunos uma ilustracdo semelhante a mostrada na Fig.4.12(a). Nesta, nds
apresentamos duas situagoes em que a forca de atrito deveria ser considerada,
para dentro da curva f_ﬂ) e para fora da curva f_g) Se considerassemos 6 = 0
terifamos apenas f_(g), que € a responsavel por manter o carro na curva. No caso
da pista inclinada, analisamos diversas possibilidades para o angulo de inclinagao
0, de 0 < 0 < 7/2 e também angulos 6 > 7/2. Por esta razao consideramos a
forca f;f), pois a medida que aumentamos # o carro podera deslizar para baixo
devido ao seu peso, como no caso do trené em uma pista de gelo inclinada.
A principal questao a ser analisada nesta etapa foi: Sera que é possivel obter
matematicamente para qual valor de 6 a forga f;(f ) comeca a se tornar relevante
€1 comparacao com f_;tl)? Nés mostramos isso tanto matematicamente quanto

graficamente.

— —

Considerando os eixos coordenados x e y paralelos aos vetores F,. e P,
respectivamente, o professor comegou orientando os alunos sobre a decomposigao
de forgas. Em seguida ele disse aos alunos que eles deveriam obter a velocidade v

em funcao dos parametros do sistema e que as expressoes matematicas deveriam
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ser da seguinte forma:

Situacao 1, féfl) = uN:

B sin(#) + pcos(6)
o=y H Los(@) — usin(&)]' (4:3)
Situacao 2, féf) = uN:
B sin(#) — pcos(0)
v2 =4/ 4 LOS(H) + ,usin(&)] ' (4.4)

Note que em ambas situacoes consideramos o mesmo coeficiente de atrito

{4, OU Scja, fé,}) = féf) Se compararmos as eqs.(4.3) e (4.4) a unica diferenga é o

sinal de f.

T ¥ T 4
i

~ —Situaggo 1 A

--=- Situagdo 2 I |
]

."....

v (m/s)

0 (rad)

FIGURA 4.12: (a) Ilustragdo de um carro em uma pista inclinada por um angulo 6 e todas
as forgas relevantes para nossa analise, sendo ﬁc a resultante centripeta, N a reagao normal da
pista no carro, P sua forca peso, R o raio de curvatura com relagdo ao centro de curvatura CV
e duas situagoes diferentes consideradas para a forga de atrito. Na situagdo 1 consideramos féi )
para dentro da curva e na situagao 2 consideramos fg) para fora da curva. (b) Mostramos
os respectivos gréficos da velocidade do carro v em funcao do angulo # para ambas situagoes,
obtidos a partir da decomposicdo de forgas para cada caso. Para este grafico nds consideramos
g=9,81m/s?>, R=10me u=1.

Fonte: Autor.

A aparéncia da expressao da velocidade assustou os alunos de modo que
eles alegaram que o exercicio era muito dificil antes mesmo de comecar. Eles co-

mentaram que nunca teriam capacidade de chegar ao resultado, com comentarios
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como “nao sei nem como comecar” ou “nao vou nem perder meu tempo”. Mesmo
o professor dizendo que os auxiliaria caso precisassem nao impediu que grande
parte da turma deixasse de tentar resolver o exercicio. Outros alunos alegaram
estarem cansados, pois acabaram de sair da semana de avaliagoes da escola e que
nao teriam condigoes de se concentrarem na questao. Por fim, apenas 6 alunos
consideraram a resolugao do problema, sendo que quatro conseguiram realizar
sem qualquer auxilio do professor e os outros dois necessitaram de pequenas
dicas para a resolucao do problema. Na Fig.4.13 mostramos o raciocinio seguido

pelos alunos para a resolucao da situacao 1.

FIGURA 4.13: Desenvolvimento dos cdlculos dos alunos para obtengao de vy, (4.3).

Fonte: Alunos.

A atividade prosseguiu considerando o caso em que a forca de atrito
era para fora da curva, ou seja, os alunos deveriam considerar féf) no diagrama
de forcas apresentado na Fig.4.12(a). Para obtencao de vy os alunos tiveram
que resolver o problema sem qualquer auxilio do professor. Segundo eles esta
situacao foi mais dificil porque a resultante centripeta é dada pela subtracao das
componentes horizontais da reagao normal e da forca de atrito. Trés alunos foram

coerentes e obtiveram vy, dada pela eq.(4.4), corretamente.

Apobs a obtencao de vy e vy nds analisamos os resultados para alguns
valores particulares do angulo de inclinagéo 6. Se fizermos os limites das eqs.(4.3)

e (4.4) para 6 tendendo a zero obtemos:

Situagao 1, fétl) = uN:

cos(0) — psin(0)

(1}_]% o — \/Rg [sin(O) + ucos(O)] _ /R (4.5)
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Situacao 2, fg) = uN:

, B sin(0) —pcos(0)] 55—
élgcl) v2 =/ B [COS(O) + usin(O)} B Rgp. (4.6)

Note que em ambas situagoes consideramos a forca de atrito como sendo pV.

Todos os alunos que se propuseram a resolver essa questao obtiveram
o resultado correto. A maioria comentou que a situagao 2 para § = 0 nao
seria possivel, pois foi obtida uma raiz quadrada negativa como resultado, e
portanto nao descrevia a realidade do sistema fisico. Para a situagao 1 eles
lembraram do resultado obtido anteriormente e comentaram que o resultado
correspondia a velocidade limite obtida para o veiculo na curva horizontal. A
obtencao do resultado anterior foi motivo de alvoroco entre os alunos permitindo
alguns comentarios do tipo “entdo estd provado que essa equacdo gigante estd
certa mesmo” e “a outra equacao da atividade estd certa também”. A atividade fez
com que os alunos se atentassem para a importancia da utilizacao da matematica
na analise de problemas envolvendo fenomenos fisicos, deixando o professor seguro

quanto ao interesse dos alunos para prosseguir com a atividade.

Novamente pedimos para os alunos calcularem v, e vy, mas agora conside-
rando que a forca de atrito seja nula, © = 0. Um aluno se manifestou rapidamente
e disse que “agora ficou fdcil, porque se estd inclinada e nao tem atrito vai ser
a formula da tangente”. Este foi apoiado de maneira unanime pelos colegas.
A partir dai os alunos se empenharam para provar que o comentario feito pelo
aluno estava correto, mostrando grande satisfacao e até alguns gritos de alegria no
momento em que chegaram ao resultado esperado, dado em ambas situacoes por
v = y/Rgtan0, uma vez que f.) e f?) sdo nulas. Foi interessante a observagio
de um dos alunos que considerou # = 0 e ¢ = 0 em seus calculos obtendo uma
velocidade nula. O professor aproveitou para comentar o resultado com a turma
pedindo para que os alunos comentassem o resultado. Um dos alunos disse que
“se nao tem nem atrito nem angulo, € impossivel o carro nao sair da curva”, o
que causou argumentos como “se fosse impossivel, a raiz daria negativa e nao
zero”. Uma aluna encerrou a questao ao dizer que “sem atrito e angulo, o unico
jeito do carro nao sair da curva € ficar parado, por isso a velocidade € zero”. Esse

tipo de debate ¢ justamente o que gostariamos de observar, os alunos interagindo
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entre si e expondo os seus argumentos com base tanto no fenémeno em estudo

quanto nos resultados matematicos obtidos.

Os alunos perceberam que a interpretagao fisica dos resultados pode ser
muito diferente com a alteracao das variaveis envolvidas nas equacoes obtidas.
Comentarios como “manda mais uma, Professor!” por um aluno com rendi-
mento mediano e “estou me sentindo uma engenheira!” realizado por uma aluna
que prestaria geografia nos vestibulares, mostraram que a atividade evoluia de
maneira muito produtiva e agradavel. Diante desta empolgacao pedimos aos
alunos que eles analisassem vy € vy para o caso em que a inclinagao fosse 6 = 7/2.
Novamente o aluno que notou que a equagao sem atrito reproduziria um resultado
anterior também se manifestou para esta situacao com um intenso ‘ ‘Ah, esse vai
dar o do rotor!” Esta hipétese tornou a visualizacao do exercicio mais simples

para os outros alunos. Se fizermos os limites de v; e vy para § — /2 obtemos
v =+/—Rg/p e vy =+/Rg/p.

Todos os alunos conseguiram obter estes resultados sem maiores proble-
mas concluindo de maneira geral que vy era a mesma velocidade limite obtida

) 1) deri dorad . -
para o rotor e que f,,’ nao poderia ser considerado nesta situagao, uma vez que

isso conduzia a uma raiz negativa no resultado de v;. Nas palavras deles, “nao
tem como o carro sair por cima”. Um aluno resolveu a questao sem realizar
os calculos. Assim como o0s outros ele percebeu que seria impossivel o veiculo
sair por cima se a inclinagao fosse de 90°. Ele concluiu que a forga de atrito
atuando no sistema nao poderia ser para baixo afirmando que, “se é impossivel
ter atrito para bairo, deve dar raiz negativa”. Fste caso é interessante porque
o aluno hipotetizou qual o resultado matematico deveria ser obtido a partir da

andalise do fenomeno. Nota-se com isso uma mudanca de postura por parte dos

alunos ao analisar as situagoes fisicas, aliando a fisica e a matematica.

O encerramento da atividade foi realizado com os alunos analisando
(2)

um grafico para as situagoes em que foram consideradas fé: ) e a - O gréfico
é apresentado na Fig.4.12(b) onde nds representamos as velocidades v; (linha
sélida vermelha) e vy (linha pontilhada-tracejada azul) em func¢ao do angulo de

inclinagao da pista 6 para g = 9,81m/s*, R = 10m e u = 1. Eles tiveram que
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(2)

. . . 1
responder para quais intervalos de 8 deverfamos considerar fét) e far -

Os alunos trocaram muitas informagoes mostrando o grafico uns para os
outros e fazendo bastante barulho na sala, o que chamou a atencao do inspetor
de alunos. Mas tudo correu normalmente e os alunos conseguiram realizar com
certa facilidade a leitura do grafico. Na Fig.4.14 mostramos algumas analises. A
maioria concordou que para 6 = 45° a forca de atrito féf) comeca a se tornar

relevante e precisa ser considerada neste problema.

FIGURA 4.14: Respostas de alguns alunos para a andlise do gréfico apresentado na Fig.4.12(b).

Fonte: Alunos.

Com esta tltima atividade mostramos que é possivel tratar sistemas mais
complexos e préximos da realidade, pois forgas dissipativas estao por toda parte.
Infelizmente, a importancia devida para este tépico nao é dada nas aulas de fisica

do ensino médio.

4.6 Fechamento das Atividades

Ao final das atividades o professor pediu aos alunos que listassem suas
principais dificuldades em aprender fisica e matematica. A maioria das respostas

indicavam limitacoes em compreender os enunciados. Além da dificuldade rela-
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tada em iniciar e desenvolver os calculos ha também o problema da interpretagao
de textos. Alguns alunos apresentaram que possuem dificuldades mais especificas,
tais como aplicagdo de férmulas, resolucao de equacoes com fragoes, analisar o
resultado para ver se as equagoes obtidas estao corretas, aplicar a segunda lei
de Newton e realizar decomposi¢ao de forgas, entre outros. A resposta de um
aluno nos intrigou, porque ele disse que o que dificultou foi “Ter perdido a base
do conhecimento, ou seja, os primeiros conceitos, dificultando o aprofundamento

de qualquer assunto”.

Sem duvida é necessario que haja uma sequencia didética bem estabe-
lecida pelos professores de uma escola. A base do conhecimento deve ser bem
definida. Isso significa que um bom curriculo na disciplina de fisica pode nao
ser bem aproveitado pelo aluno se nao houver uma parceria com professores
de outras disciplinas, como a de matematica, para ajudar a formar essa base.
A intedisciplinaridade é fundamental para o bom desenvolvimento cognitivo dos
alunos. Infelizmente nessa proposta nao tivemos tempo de tentar formar parcerias

com outros professores, mas certamente sera algo que tentaremos no futuro.

Ainda na tultima aula, foi criado um ambiente de discussao e debate
pelos préprios alunos para exporem suas opinioes sobre a atividade desenvolvida.
Vale lembrar que nossa proposta foi praticada de forma extracurricular, pois o
material apostilado deveria ser seguido de maneira rigorosa para a preparagao
dos vestibulares e ENEM. Os alunos que sempre tiveram facilidade com as exatas
deram opinides ja esperadas, do tipo “Foi muito legal, consequi avanc¢ar ainda
mais na matemdtica”, “foi show de bola, matemdtica na fisica é muito mais
interessante pra aprender” e “agora sempre que olhar uma corrida de Formula 1
na televisao vou pensar nessas atividades e tentar calcular”. Os alunos que nao se
sentiam confiantes nas atividades que envolviam os cédlculos matematicos fizeram
colocagoes interessantes, afirmando que “ainda ndo consigo entender muito bem,
mas ja nao odeio tanto essa matéria”. Outra aluna afirmou que “se a gente que
€ aluno conseque calcular essas coisas, imagina os caras que sao bons de verdade
nisso. Deve sair cada coisa sensacitonal”. Um aluno que prestaria artes cénicas
colocou que “Até hoje achava que a matemdtica era s6 um monte de formula”.

Esse comentério fez com que o professor lhe perguntasse no que a matematica
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tinha se transformado para ele. A resposta foi, “A matemdtica nos exercicios
de curva que a gente fez mostra que nao adianta so saber formula, mas a gente
também tem que pensar e ver o que € impossivel”. Isso mostra que o aluno
conseguiu abstrair algo a mais a partir da relacao entre a fisica e a matematica
que nos estabelecemos nas atividades. Outro comentario que mereceu destaque
foi que “a matemdtica sozinha sé serve para calcular o x, nem sei quem € ele! Jad
na fisica o x pode ser velocidade, forca, wm monte de coisas que a gente tem que

analisar pra ver se aquilo pode acontecer mesmo”.

O professor encerrou as atividades agradecendo a todos pela participacao
e seriedade que encararam esse desafio. Ficamos muito satisfeitos com os resulta-
dos obtidos e a evolugao da turma como um todo, ja que os alunos que gostavam
de fisica e matematica aprofundaram seus conhecimentos e se sentiram desafiados
com as atividades, resolvendo-as de maneira agradavel. Os alunos que preferiam
as areas de humanas ou biolégicas perceberam a importancia da matematizagao
para a construcao do conhecimento cientifico, e que mesmo com suas limitagoes
conseguiram evoluir e entender alguns conceitos que até entao eram impossiveis,
na opinido deles, de entender. A satisfacao de dever cumprido pelo professor veio
no discurso de formatura da turma, em que a nossa proposta foi citada como
“uma grande preparagcdao para entender as incognitas da vida nova que estaria

por vir”.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

A preparacao deste material foi realizada com base na experiéncia que o
professor tinha com a turma em que a proposta foi aplicada. Ele ministrava aulas
para a mesma desde o primeiro ano do ensino médio e sabia das dificuldades e
habilidades individuais dos alunos. Ou seja, toda a experiéncia do professor é
valida para inovar e tentar atingir um ndmero cada vez maior de alunos para

aprender e se interessar pela disciplina que estd sendo ministrada.

Esta proposta foi aplicada inteiramente em uma escola particular do
estado de Sao Paulo com bons alunos. Apesar de serem bons, observamos que
muitas deficiéncias béasicas ainda prevalecem, como interpretacao dos problemas,
calculo com fragoes ou nimeros decimais, definicao e representacao dos vetores
de um sistema fisico, entre outros. Nao esperavamos observar tantas deficiéncias
basicas no terceiro ano do ensino médio. Isso significa que os alunos ingressarao
nas universidades despreparados impedindo que a universidade cumpra o seu
papel. Quais seriam as razoes destas deficiencias? Os dados do PISA 2015
mostram como ponto critico mais o Ensino Fundamental do que o Médio, pois
os alunos que fazem a prova tém 15 anos. Talvez seria interessante a aplicacao
de propostas como estas ja no Ensino Fundamental para melhorar o diagnéstico

para uma possivel reforma no ensino de ciéncias e matematica.

A aplicagao da proposta mostrou-se extremamente efetiva com resultados

muito produtivos, pois foi observado o aumento do interesse dos alunos em

60



5. Consideracoes Finais 61

aprender matematica e fisica. Acreditamos que isso se deve principalmente pelo
fato desta proposta ser desafiadora. A sensacao de capacidade dos alunos fez com
que aumentasse sua auto confianca no decorrer das atividades. Alunos confiantes

e dispostos a aprender trazem uma enorme satisfacdo ao professor.

Outro ponto importante a ser levantado é se a nossa proposta seria viavel

para alunos do ensino médio ptblico, onde o problema ¢ ainda maior.

Esperamos que esta seja 1til para melhorar as aulas de fisica do professor
do ensino basico e que este material possa servir como instrumento de reflexao
para contribuir para encontrarmos as respostas para a melhoria das deficiéncias

dos alunos em matematica e fisica nos diversos niveis escolares.
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Apeéendice A

Produto Educacional

Este produto educacional foi desenvolvido para motivar o professor de
fisica do ensino médio a utilizar a mateméatica nao sé6 como uma ferramenta,
mas como algo intrinseco e inseparavel da fisica. Nos tltimos anos as ideias e
técnicas desenvolvidas na fisica tem mudado dramaticamente e o que tem sido
exposto para os alunos, através dos meios de comunicacao, ¢ um mundo de
tecnologias que resolvem tudo bastando apertar alguns botoes para a solugao
de problemas. Na verdade o que estd por tras disso sao andlises criteriosas em
laboratério e modelagens de sistemas, ambos utilizando, na maioria dos casos,
técnicas computacionais, tedricas e experimentais avancadas em que a matematica

tem um papel fundamental.

Este material estd organizado de forma a trabalhar a matematica em
cada etapa de um curso introdutério de fisica utilizando alguns poucos exemplos
da mecanica classica, como leis de Newton, a obtencao de uma lei de movimento
seguindo as ideias de Aristételes, descrigao da equagao de movimento de sistemas
mais complexos, como o movimento de um carro em uma pista inclinada com
atrito e o oscilador harmonico simples, e a analise do movimento destes sistemas
através de graficos. Antes da apresentacao e discussao destes sistemas, apresenta-
mos na primeira se¢ao algumas sugestoes de como este produto pode ser aplicado
em sala de aula. Além disso, nos preocupamos em deixar claro para o professor
na segunda secao, como a matemdatica pode ser essencial para auxiliar a nossa

intuicao, com o objetivo de motivar o aluno a desenvolver argumentos funda-
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mentados e sélidos para justificar suas ideias. Tudo foi desenvolvido utilizando
uma linguagem acessivel para o aluno do ensino médio abordando tépicos basicos
sobre fungoes, vetores e suas projegoes, versores, o significado fisico de equagoes
vetoriais e sistema de coordenadas cartesiano. Esperamos que o professor de fisica
utilize este material como um objeto norteador em suas atividades e que possa

estender a proposta para outros topicos da fisica.

A.1 Sobre a aplicacao do produto

Durante o desenvolvimento dos capitulos deste produto nés tentamos
expressar nossas ideias da forma como este foi aplicado na sala de aula. Vocé
perceberd que nés conduzimos os temas através de perguntas. Atualmente os
alunos sao muito passivos de modo que, se nds esperarmos as perguntas partirem
deles, nés nos decepcionaremos. O proprio professor pode conduzir os alunos a
algumas perguntas a medida que o tema ¢ desenvolvido em sala de aula. Em
algumas situagoes, tentamos colocar os alunos em contradicao para ver se eles

realmente entendiam o assunto.

Em um primeiro momento vocé pode fornecer as respostas acompanhadas
de um “serd”. Por exemplo, serd que a projecao da posicao da particula em mo-
vimento circular uniforme no eixo x é dada por um cosseno? E necessdrio tomar
cuidado nesses momentos, porque a medida que forem estabelecidas perguntas que
fornecem a resposta correta ao problema os alunos simplesmente confirmarao a
pergunta com um balancar positivo de cabega por comodidade. E nesse momento
que é possivel coloca-los em contradicao para forga-los a pensar. Portanto, em
vez de um cosseno, voce poderia perguntar, sera que a projecao da posicao
da particula em movimento circular uniforme no eixo x é dada por um seno?
Independente da resposta, nés sempre damos seguimento a discussao com um

por qué?

Quando crianca, todos nds temos a tendéncia de estabelecer uma cadeia
de porqueés incessante ao questionar tudo o que vemos. A medida que os pais

respondem um outro porqué surge e assim por diante, até que os pais ou outros se
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cansam e respondem porque sim! Nas escolas nao é diferente. Em varias situagoes
o professor responde ao aluno com um porque sim ou porque esta no livro, ou
ainda gera algum constrangimento pela pergunta feita, etc. Isso acaba destruindo
a maravilhosa cadeia de porqueés dos alunos, tornando-os completamente passivos
e envergonhados. O que nds fizemos nesta proposta foi recriar essa cadeia,
estimulando o questionamento em todas as situagoes convencendo os alunos de
que, aluno bom ¢ aquele que pergunta. Nao existem perguntas idiotas ou vazias.
Pelo contrario, se o aluno faz uma pergunta completamente sem sentido e fora
de contexto com o que o professor esta discutindo, este é o momento perfeito
para o professor diagnosticar problemas de contextualizacdo e de entendimento

do assunto em questao.

Estas sao apenas algumas sugestoes que podem ser consideradas para a
aplicacao desta proposta. Esperamos que o professor do ensino basico aproveite
este material e que o mesmo seja 1til para melhorar suas aulas de fisica com o

auxilio da matematica, assim como foi para nés.

A.2 A matematica e nossa intuicao: uma com-

binacao poderosa

Ideias e imaginacao sao produtos da nossa mente criativa. Descobrir
novas ideias e aplicagoes pode ser muito recompensador. Encontrar a resposta
certa é somente uma parte do pensamento cientifico e esta pode desencadear uma
variedade de novos caminhos e descobertas. Em ciéncias geralmente comecamos
com uma hipotese para solucao de problemas. Nés “achamos” que uma aplicacao
pode dar certo ou nao, que um modelo pode descrever determinados dados
experimentais ou que alguma analise no laboratério pode estar incorreta. Uma
hipdtese precisa vir acompanhada de fundamentacao para que nossos argumentos
se tornem robustos o bastante para que possamos convencer outras pessoas a
investirem nao sé dinheiro e tempo em algumas ideias, mas também para criar

meios para que essas ideias evoluam. Para isso a matematica é essencial.

Mostraremos isso com um exemplo muito simples em que, a principio,
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é inviavel realizar o experimento para comprovarmos uma hipotese. A funda-

mentagao que precisamos sera fornecida pela matematica.

Considerando a circunferéncia de uma moeda qualquer envolvida por um
barbante de maneira bem ajustada, pergunte aos alunos se, apds aumentarmos
1 metro no comprimento do barbante, dado pelo comprimento da circunferéncia
da moeda, a folga entre a moeda e o barbante é maior, menor ou igual a folga
entre um barbante e o planeta Terra nas mesmas condigbes. Para facilitar a

visualizacao do problema utilize ilustracoes como as mostradas na Fig.A.1.

FIGURA A.l: (a) Hustragdo de uma moeda de raio r,, envolvida por um barbante de
forma bem ajustada mostrando a nova circunferéncia de raio R,, formada pelo barbante apds
acrescentarmos 1m em seu comprimento. O ponto de interrogagéo é a folga R,, — rm que 0s
alunos precisam discutir se serd maior, menor ou igual a folga entre o barbante e o planeta
Terra nas mesmas condigoes (b).

Fonte: Autor.

Em todos os cenarios que utilizamos este exemplo, a maioria dos alunos
responderam que a folga entre o raio da Terra e o barbante, apds o acréscimo de 1
metro em sua circunferéncia, é muito menor que no caso da moeda. As respostas
geralmente estao alicergadas no argumento de que 1 metro é uma distancia muito
pequena diante da dimensao do raio do planeta Terra, enquanto que para a moeda
¢ muitas vezes maior que o seu raio. A ideia aqui é convencer os alunos de que é
necessario apelarmos para algum tipo de equacionamento para chegarmos a uma
conclusao plausivel, pois os argumentos baseados apenas na intui¢ao sao pouco

convincentes e insuficientes para um desfecho satisfatério do problema.

Se chamarmos o raio da moeda de r,,, o raio da Terra de rr e 0s novos

raios, apos o acréscimo de 1m no comprimento da circunferéncia de ambos, de
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R,, e Ry, respectivamente, tem-se para a moeda,

21r, +1=21R,,
1
o

(A.1)

Rm —Tm

em que R, —r, ¢ a folga entre a moeda e o barbante. Realizando o mesmo
procedimento para o planeta Terra, obtemos para a folga entre a Terra e o
barbante Ry —rp = 1/2m. Ou seja, a folga é a mesma nas duas situagoes e mede
em torno de 16cm. O resultado mateméatico nos diz que a folga ¢ independente
do raio da circunferéncia do corpo envolvido pelo barbante. Portanto, a eq.(A.1)
nos diz que se realizarmos o experimento envolvendo a circunferéncia de uma
bola de futebol ou a circunferéncia de qualquer outro objeto ou planeta com um
barbante, o resultado serd sempre o mesmo. Isso pode ser confirmado em sala de
aula através de experimentos simples utilizando uma moeda e outros objetos que
tenham simetria esférica ou cilincrica, como um copo, uma garrafa ou um cesto

de lixo.

Este resultado geralmente choca muitos alunos que, mesmo diante de um
procedimento bem elaborado matematicamente, resistem em acreditar que nao ha
diferenca. Este tipo de resisténcia e conflito é muito comum no ensino de ciéncias,
porque os alunos possuem suas proprias concepgoes. Este é apenas um exemplo
de que é possivel chamar a atencao dos alunos para a necessidade de confirmarmos
formalmente ideias intuitivas, independentemente da area do conhecimento. Nas
ciéncias isso é imprescindivel, pois em muitos casos nao ¢ possivel realizarmos o
experimento de imediato para confirmarmos nossas hipoteses, seja por questoes
financeiras ou por limitagoes tecnolégicas da época. Como um aluno poderia
envolver o planeta Terra com um barbante utilizando apenas suas habilidades
motoras e de observacao, para comprovar sua hipétese sobre o tamanho da folga
obtida em comparacao com a mesma utilizando-se uma moeda? Felizmente,
nada nos impede de tratar o sistema matematicamente e chegar a uma conclusao

plausivel.
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A.3 Abstraindo informacoes sobre o fenomeno

fisico a partir de sua modelagem matematica

A partir da modelagem de um fenémeno fisico em estudo é possivel abs-
trair uma enorme quantidade de informacoes, mesmo que os alunos nao tenham
observado o fendbmeno em uma aula pratica ou no dia a dia. Para isso podemos
utilizar exemplos de qualquer area da fisica, como o primeiro postulado da teoria
da relatividade restrita de Einstein. Este trata do principio da constancia da
velocidade da luz que diz que, a velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢
em todos os referenciais inerciais, independentemente do movimento relativo da
fonte e do observador. Este exemplo é pertinente porque Albert Einstein é uma
figura popular e conhecido por todos. A possibilidade do aluno estar em contato
com a teoria de um cientista tao famoso e brilhante pode despertar o interesse

no assunto.

Apos a contextualizacao sobre referenciais inerciais e movimento relativo
pergunte aos alunos como Finstein poderia ter chegado a conclusao de que a
velocidade limite do universo é ¢ e por qual razao esta é uma constante. A
utilizagao de teorias de cientistas famosos também pode ser muito 1util para
mostrar para os alunos que o conhecimento cientifico pode ser acessado por todos
e nao apenas por alguns poucos com uma genialidade, que eles acreditam ser

inalcancavel. Veja como a matemédtica pode nos auxiliar neste caso.

A partir das equagoes de Maxwell do eletromagnetismo € possivel concluir
que a luz é uma onda eletromagnética através de um resultado obtido matemati-
camente, que nos diz que ¢ = 1/,/io€o. Este é precisamente a velocidade da luz
no vacuo obtida experimentalmente (¢ =~ 300.000km/s) e os parametros g e £g
sao constantes da natureza que nos diz o quao permeavel é o vacuo para linhas
de campos magnéticos e elétricos, respectivamente. Com esta contextualizagao,
nao ¢ dificil concluir que se pg e €y sa@o constantes, necessariamente ¢ também é

uma constante da natureza.

Para mostrar que a velocidade da luz é a velocidade limite do universo

para transmissao de informacgao pode-se utilizar a féormula da contragao de Lo-
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rentz, dada por:
L=Lp/1-—— (A.2)

a qual especifica a relacao entre o comprimento L de um objeto que se move a
uma velocidade v com relagao a um observador, ¢ scu comprimento Lg, medido
quando o objeto esta em repouso. Fazendo uma analise matematica da raiz
quadrada da eq.(A.2) é possivel mostrar que, para obten¢do de um numero real
e diferente de zero para L, necessariamente precisamos ter v < c¢. Essa condigao
é necessaria porque o comprimento do objeto é uma propriedade fisica, ou seja,
este deve ser expresso por nimeros reais. Mesmo que a raiz exista para v = ¢, nao
tem sentido fisico a particula desaparecer (L = 0) porque sua velocidade é igual a
velocidade da luz. Isto mostra claramente a necessidade da matematica e da fisica
caminharem juntas. Se v > ¢ teremos uma raiz negativa, portanto nao expressa
a realidade fisica do objeto. Logo, a conclusao é que a velocidade do objeto
sera sempre menor que a velocidade da luz, v < ¢, ficando assim demonstrado
matematicamente que a velocidade ¢ é uma velocidade limite. Existem varios
experimentos com particulas que comprovam este resultado e que podem ser
mencionados para trazer ainda mais credibilidade a necessidade do tratamento

matematico de sistemas em um curso de fisica.

Este tipo de andlise também pode ser feita a partir de exemplos do
cotidiano dos alunos, como o ilustrado na Fig.A.2. Na Fig.A.2(a) é apresentada
a reacao normal ]\71 de uma superficie curva, com raio de curvatura R, em um
veiculo de peso mg se movendo com uma velocidade ¥, como se o motorista
estivesse passando no ponto mais alto de um morro. A contextualizacao também
pode ser um aluno em uma bicicleta passando por uma lombada. Na Fig.A.2(b)
temos o mesmo veiculo passando agora pelo ponto mais baixo de um declive com

o mesmo raio de curvatura e reacao normal da superficie dada por Ns.

Antes de iniciar os calculos é importante deixar claro para os alunos
que, se o veiculo estiver executando um movimento retilineo uniforme (MRU), ou
seja, se movendo com velocidade constante v e resultante nula, em uma superficie
plana, a reacao normal da superficie é igual a forca peso do veiculo, N = myg. E

interessante provocar os alunos com perguntas para continuar a discussao, como



A. Produto Educacional 71

por exemplo: E no caso de uma supercifie curva, como na Fig.A.2, como devemos
proceder? Note que estamos introduzindo uma forma um pouco mais complexa
de movimento contextualizada por uma forma de movimento mais simples que

eles ja conhecem, que é o MRU.

Neste exemplo nao é necessario considerarmos que o movimento circular
executado pelo veiculo seja uniforme, pois nds estamos abordando apenas o
movimento no ponto mais alto da trajetéria, em (a), e mais baixo, em (b). Como

o movimento é circular a resultante agora é a forca centripeta F' = mv?/R.

(b)
Centro de
Curvatura
”

¥
Centro de
Curvatura

FIGURA A.2: (a)Veiculo com velocidade ¥ se movendo em uma superficie com raio de curvatura
R, passando pelo ponto mais alto da superficie. (b) Ilustramos o mesmo vefculo passando pelo
ponto mais baixo de um declive com mesmo raio de curvatura. Sao apresentadas a reagao
normal da superficie N1 e No, para (a) e (b), respectivamente, e a forca peso mg.

Fonte: Autor.

Considerando os eixos coordenados = e y na direcao da velocidade e
da forca normal, respectivamente, temos pela segunda lei de Newton para a

Fig.A.2(a) que,

ﬁRy = N1+m§

—mﬁ = Ny —mg
02
Ny = mg— m- (A.3)

Analisando o resultado matematico obtido, observe que nesta situagao a
reacao normal da superficie ¢ menor que a forca peso, diferentemente do resultado
obtido para o veiculo se movendo em uma superficie plana, em que N = mg.

Questione os alunos se este resultado faz sentido.
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Prossiga realizando perguntas: E no caso da Fig.A.2(b) o que temos?

Utilizando o mesmo procedimento obtemos,

ﬁRy = ]\72—|—m§

m% = Ny—mg
02
Ny = mg+m—. (A.4)

R

Observe que agora a forca normal é maior que a forca peso por um
fator dado pela resultante centripeta. Note que nesta situacao o sinal da forca
centripeta é positivo, pois esta aponta na direcao positiva do eixo coordenado
y. Continue questionando: Mas este resultado matematico faz sentido? Quais

informagoes fisicas podemos abstrair dessas duas situacoes?

Na situacdo (a) obtemos N; < mg enquanto que em (b), Ny > mg. Se
a forga normal for menor que a forca peso, pode existir uma condi¢ao em que
o veiculo perdera o contato com a superficie, ou seja, N; = 0. Na verdade essa
condigao existe e é dada pela velocidade v = /gR, conforme eq.(A.3) quando
fazemos N; = 0. Quem nunca rampou com uma bicicleta em uma lombada? O

resultado matematico nos diz que isso é possivel.

E no caso (b) sera que é possivel ramparmos no declive, ou seja, Ny = 07
Naturalmente os alunos respondem que isso é impossivel, pois praticamente todos
ja experimentaram essa situacao quando passam por um declive. Eles notam
que o veiculo fica mais “colado” na pista, o que explica o resultado Ny > mg.
Se o nosso modelo matematico for bom o suficiente para descrever a realidade,
precisamos necessariamente abstrair essa informacao do resultado. Considerando
N, =0 em (A.4), obtemos v = /—gR. Portanto, o resultado matematico nos diz
que ¢ impossivel obtermos uma velocidade de modo que o veiculo perca o contato
com a superficie no ponto mais baixo do declive, pois a raiz negativa nao tem
significado fisico. Isto estd em perfeito acordo com o que observamos, pois como

ja discutido, o veiculo adere a pista ainda mais, uma vez que Ny > mg.

Note a quantidade de informagodes que conseguimos obter a partir da
modelagem matematica do sistema. Isso mostra aos alunos que a fisica, auxiliada

por uma matematica adequada, pode ser muito 1til para previsao de diversos
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fenomenos. Outros exemplos sobre a abstracao de informacoes de um fendmeno

fisico a partir de sua modelagem matematica serao dados nas se¢oes que seguem.

A.4 A utilidade das funcoes na ciéncia

Matematicamente falando, uma fungao fornece um unico valor de f(x)
para cada valor do parametro x. No exemplo da contracao de Lorentz, descrito na
segao anterior, temos uma fungao que fornece um tnico valor para o comprimento
L para cada valor da velocidade v, ou seja, L = L(v). Portanto, é possivel
concluir que as fungoes sao utilizadas em ciéncias para estabelecermos relagoes

entre propriedades fisicas.

Estas podem ser de diversas formas, lineares, polinomiais, exponenciais,
senoidais, etc. nos fornecendo muita informagao sobre o comportamento de
algumas propriedades fisicas quando modificamos alguns parametros do sistema,

como velocidade, forca, temperatura, pressao, energia, entre outros.

Além das fungoes que descrevem o comportamento dos sistemas que estao
sendo tratados em determinada aula, utilize outras de outros tépicos da fisica ou
mesmo outras areas do conhecimento como a biologia ou quimica, pois a ideia é
mostrar a utilidade das fungoes nas ciéncias. Como exemplo podemos considerar
a equacao que descreve a lei dos gases ideais dada por PV = nRT', em que P
¢ a pressao no gas, V o seu volume, n o numero de mols do gas, R a constante
universal dos gases e T' a sua temperatura. Se quisermos saber como o volume de
um gas ideal se comporta a medida que variamos a pressao aplicada no mesmo,

podemos escrever

nRT
V= 5 (A.5)

ou seja, temos a fungao V' = V(P). Essa relacao entre V' e P nos mostra que se
considerarmos um processo em que a temperatura 7' do gas é mantida constante,
o volume do mesmo diminuird (aumentard) se aumentarmos (diminuirmos) a

pressao aplicada no gas.

A eq.(A.5) também fornece a funcdo V' = V(T') se considerarmos um
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(b)

Volume
Volume

V=CT

0 Pressao 0 Temperatura

FIGURA A.3: (a) Esbogo do grifico do volume pela pressdo para um processo isotérmico (T =
cte) obtido a partir da funcao descrita na eq.(A.5). A fungao neste caso é uma hipérbole com
constante C; = nRT. (b) Mostramos o volume em fun¢io da temperatura para um processo
isobérico (P = cte). A funcido agora é linear com coeficiente angular dado por Co = nR/P.

Fonte: Autor.

processo em que a pressao ¢ constante. Neste caso a medida que a temperatura
do gés aumenta (diminui) o seu volume também aumenta (diminui). As fungoes
descritas nestes dois processos sao uma hipérbole e uma reta, respectivamente, e

estao esbocadas nos gréficos da Fig.A.3.

Conhecer essas relagoes pode nos permitir até mesmo prever o compor-

tamento de sistemas nunca observados na natureza ou no laboratério.

A.5 Prevendo o futuro de um sistema a partir

de uma lei fisica: Newton vs. Aristoteles

Nesta secao algumas regras e principios da mecéanica cléssica serdao apre-
sentadas através da elaboragao de uma lei de movimento a partir das ideias de
Aristételes e da segunda lei de Newton. Ao final vamos comparar as duas leis de

movimento para mostrar quais foram os enganos cometidos por Aristoteles.

O papel da mecanica classica é predizer o futuro. Isso significa que se
nos sabemos tudo sobre um sistema em um determinado instante de tempo, e se
nos sabemos as equagoes que governam como o sistema muda no tempo, entao
no6s poderemos predizer o futuro do mesmo. Dessa forma teremos condigoes de

dizer onde o sistema estard em um tempo posterior. E isso que significa dizer que
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as leis da fisica cldssica sao deterministicas. Esta é uma palavra chave essencial
para introduzir tépicos mais abstratos da fisica, como a mecanica quantica. Da
mesma forma, se for possivel descrever o passado do sistema utilizando os mesmos
procedimentos e equacoes, nés dizemos que o sistema é reversivel. Ou seja, a
mecanica classica nos permite dizer para onde o sistema vai e de onde o sistema

veio utilizando as mesmas leis de movimento.

Para obtermos as equacoes de evolucao de um sistema precisamos de
uma lei fisica. Um sistema que evolui no tempo é chamado de sistema dinamico.
Portanto, nds precisamos de uma lei dinamica que nos fornega as regras sobre
como predizer o futuro do sistema. Ou seja, ndés queremos descobrir para qual
estado o sistema evoluird a partir de um estado inicial conhecido. Este estado
inicial fica completamente determinado se soubermos a posicao e a velocidade
do sistema. Os alunos ainda podem perguntar, mas o que é um sistema? Um
sistema pode ser um ou uma colecao de objetos dados por particulas, campos,

ondas entre outros.

Para resolucao de problemas sobre dinamica utilizamos a segunda lei de

Newton,
F =ma, (A.6)

em que a forga resultante F ¢ dada pelo produto da massa m do objeto pela sua
aceleracao @. Em outras palavras, a forca ¢é igual a massa vezes a taxa com que
a velocidade do objeto muda, uma vez que @ = Av/At. Note que nés podemos
abstrair uma informagao muito importante da eq.(A.6). Se nao hé forca aplicada
em um corpo, nao ha mudanca em sua velocidade, ou seja, nao ha mudanca
no estado de movimento do corpo. Mas esta informagao sé pode ser obtida se
olharmos para a forma matemética da eq.(A.6). Note que esta é uma equagao

vetorial, pois ambas a forca e a aceleracao sao vetores.
Mas o que € um vetor?

Para um matematico as vezes é suficiente dizer que o comprimento de um
seguimento de reta ¢ cinco. Um fisico ou engenheiro ou até mesmo uma pessoa
de outra area do conhecimento iria querer saber, “Cinco o qué?”. Cinco metros,

cinco milimetros ou cinco anos luz? Ou seja, em ciéncias precisamos fornecer as
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unidades das grandezas fisicas. Expressamos a forga em newtons (N), a massa em
quilogramas (kg), o tempo em segundos (s), entre outros. Quando um numero e
uma unidade de medida é suficiente para descrever uma propriedade fisica, como
no caso da massa, da temperatura, do tempo, etc. estamos trabalhando com uma
grandeza escalar. Por outro lado, para descrevermos uma forga ou a aceleragao
de um corpo, precisamos acrescentar ao escalar, que descreve a magnitude da
grandeza, a sua direcao ¢ o scu sentido. Isso ¢ um wvetor. E por isso que
dizemos que a forca resultante em um corpo possui a direcao de seu movimento,
pois a equagao vetorial dada por (A.6) nos diz que o vetor forga é diretamente
proporcional ao vetor aceleracao. Portanto, se existir alguma forga resultante
sendo aplicada em um sistema significa que o vetor velocidade do mesmo esta
mudando. Isso implica que a forga pode provocar apenas uma mudanca na direcao
da velocidade, ou do movimento, e nao necessariamente na sua magnitude. Como

exemplo, podemos citar a forca centripeta em um movimento circular uniforme.

Para representarmos a magnitude, a direcao e o sentido das propriedades
fisicas de um corpo em movimento, por exemplo, nds precisamos de um sistema de
coordenadas. Sua construcao comeca com a escolha de um ponto do espago para
ser a origem do sistema de coordenadas. E isso que nés chamamos de referencial.
O movimento do corpo sera representado e descrito matematicamente com relacao
a esta posicao de referéncia. A escolha desta referéncia é arbitraria, isso significa
que a origem do seu sistema de coordenadas pode ser colocada em qualquer
lugar. Geralmente a escolha da origem é feita para fazer com que as equacoes de
movimento se tornem o mais simples possivel. O proximo passo é escolher trés
eixos perpendiculares. Estes também podem ser colocados em qualquer posigao,
desde que os mesmos sejam perpendiculares. Os eixos sao usualmente chamados
de z, y e z, mas nés também podemos chamé-los de 1, x5 e x3, de a, b e c,
ou qualquer outro nome que vocé queira atribuir aos mesmos. Este sistema de
eixos ¢ chamado de sistema de coordenadas cartesiano. O professor também pode
mencionar a existéncia de outros tipos de sistemas de coordenadas como polares,
cilindricas, esféricas e outros que sao explorados de acordo com a simetria do

problema para facilitar os calculos.

Apés a escolha de um referencial podemos representar nao sé o valor da
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velocidade de um objeto, por exemplo, mas também a direcao e o sentido em
que o mesmo esta se deslocando, como ilustrado na Fig.A.4. O mesmo ocorre
quando descrevemos a posi¢ao de um navio no oceano, a de um aluno na sala de
aula ou mesmo uma localizagao arbitraria utilizando um GPS ( Global Positioning

System).

ide

FIGURA A.4: Magnitude e direcao do vetor velocidade ¥ de um objeto localizado na posi¢ao
(2,9, 2z) de um sistema de coordenadas cartesianas com relagio a origem (0,0, 0).

Fonte: Autor.

Para entender melhor o significado fisico da segunda lei de Newton e se
a mesma faz sentido vamos elaborar matematicamente uma lei de movimento

baseada nas ideias de Aristételes.

Nés vivemos em um mundo dominado pela friccao. Se tentarmos mover
uma cadeira na sala de aula precisamos aplicar uma forca sobre a mesma. Quanto
maior a forca aplicada maior serd a velocidade da cadeira, mas se pararmos de
empurra-la ela cessa o movimento rapidamente. De acordo com Aristételes, um
objeto s6 pode se mover enquanto existir uma forga resultante diferente de zero
aplicada sobre ele. Naturalmente, a direcao do movimento serd a mesma da
aplicagado da forca. Logo, a lei de movimento de Aristételes pode ser escrita

matematicamente como,
F =m7, (A7)

em que Féa forca total aplicada e, de acordo com Aristoteles, a resposta a
aplicagao desta forga seria o vetor velocidade ¥. Com um pouco de reflexao nao

¢ dificil concluir que o fator de proporcionalidade, dado por m, é a massa do
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objeto, pois quanto maior m menor é a velocidade do mesmo.

A lei expressa pela eq.(A.7) parece fazer muito sentido para a maioria dos
estudantes, pois é o que vemos no caso da cadeira e em muitas outras situagoes
do dia a dia. Por que entao a lei de Newton, dada pela eq.(A.6), diz que a forca é
proporcional a aceleracao do objeto e nao a velocidade? Por que Aristételes estava
errado? Aristételes, assim como a maioria de nés quando estamos iniciando nossos
estudos sobre movimento, chegou a algumas conclusoes erradas por nao entender
que o atrito, ou friccao, é uma forca. A forca total aplicada na cadeira é aquela
necessaria para superar a forga de atrito para colocar a cadeira em movimento e
nao necessariamente para produzir o movimento da mesma. E quando a forca de

atrito é insignificante, o que acontece?

O engano de Aristoteles fica evidente nesta situacao. Se colocarmos
a cadcira sobre uma pista de gelo, a cadeira continua a se mover em linha
reta mesmo apoOs cessarmos a aplicacao da forca sobre a mesma. Isso estd em
contradi¢ao com a lei dada pela eq.(A.7), pois para F' = 0 deverfamos ter v = 0.
Note como a relagao matematica pode nos auxiliar na descri¢ao do fenomeno. Por
outro lado, se tivermos F' = 0 na lei de Newton, eq.(A.6), a aceleragao é igual
a zero, o que significa que a velocidade do objeto nao varia, mas o mesmo pode
estar em movimento retilineo uniforme se v # 0. Ou seja, para existir movimento

nao é necessario que exista uma forcga aplicada no objeto o tempo todo.

Mas como podemos predizer o futuro do objeto em movimento através

das leis de Aristoteles e de Newton?

Para facilitar os nossos célculos vamos considerar que o “mundo” do
objeto é composto por uma linha. Isso significa que estamos tratando o problema
em uma unica dimensao. Essa dimensao, ou linha, pode ser o eixo x, y ou z do
nosso sistema de coordenadas. Vamos tratar o movimento no eixo z. Como nds
nao estamos considerando forcas de atrito, podemos assumir que a cadeira ou o
objeto em questao é uma particula. A forma geométrica do objeto nao importa
nesta situagao. Sendo a velocidade do objeto dada por v = Ax/At e o tempo

inicial ¢y = 0 podemos escrever a eq.(A.7) como,

Ax F
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em que xo € a posi¢ao da particula no tempo inicial ¢t =ty = 0. Essa equagao nos
diz que a posi¢ao da particula em um tempo qualquer, z(), ou seu estado futuro,
pode ser obtida se conhecermos sua posi¢ao inicial xy, a forga total aplicada F
e sua massa m. Em outras palavras, qualquer que seja a posicao da particula
no tempo ty, no préximo instante de tempo sua posicao serd deslocada de uma
quantidade definida. No caso de uma forca constante e positiva a particula se
moverd na diregao positiva do cixo z por uma quantidade Ft/m. Note que, sc a
forga aplicada for nula, teremos z(¢) = xg, e a particula permanece em repouso

em qualquer instante ¢ posterior, como discutido anteriormente.

Para obtencao da equacao de movimento de Newton vamos considerar,
por simplicidade, que a particula possui uma aceleracao constante dada por a =
Av/At = [v(t) — vo] /t. Isto significa que a particula é acelerada a partir de sua
velocidade inicial vg, em ty = 0, até a velocidade final v em um tempo total ¢,

sem qualquer alteracao de sua direcao, veja Fig.A.5. Logo,

v(t) = vy + at. (A.9)

e
3 i
< 1
:9 ]
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> |

v 1 |
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FIGURA A.5: Gréfico da velocidade em funcao do tempo para uma particula com aceleragao
constante a, dada pela inclinacao da reta, ou seja, a = [v(t) — vo] /t.

Fonte: Autor.

O deslocamento da particula é dado por,
Az vg+ v(t) [vg + v(t)]
= _ 2D 20y
At 2 2

pois [vg + v(t)] /2 é a velocidade média da particula no tempo total t. Combi-

= 2(t) = 2o + (A.10)

nando as equagoes (A.9) e (A.10) para eliminar v(t) obtemos:

t
(1}0+U—20+a)t = x(t) = xo + vot + 2, (A.11)

I(t) =9+ 9
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Utilizando a segunda lei de Newton, eq.(A.6), em que a = F'/m, obtemos final-
mente a equacao que nos permite predizer o futuro da particula segundo esta lei,

ou seja,

F
x(t) = xo + vot + %tz. (A.12)

Note que se a forga resultante for nula (F = 0) neste caso, teremos
x(t) = xo + vot. Diferentemente da lei de movimento de Aristételes, a eq.(A.12)
nos diz que uma particula se moverda em linha reta com velocidade constante
vg # 0, mesmo quando F' = 0. Este é o movimento retilineo uniforme ou
MRU. Este resultado nos conduz a primeira lei de Newton que diz que, um
corpo permanecera em seu estado de repouso ou movimento retilineo uniforme
quando a forca resultante aplicada no mesmo for nula. Estes resultados estao
em perfeito acordo com o que observamos na pratica para corpos macroscopicos,
conferindo as leis de Newton do movimento total credibilidade para estes casos.
Note como a matematica nos auxiliou nestas conclusoes. Além de obtermos a
equagao de movimento do sistema, ndés demonstramos matematicamente o erro
de Aristoteles e conseguimos abstrair a primeira lei de Newton do resultado obtido

quando consideramos F' = 0.

A.6 Equacao geral e seus casos particulares: mo-

vimento com atrito

Em Fisica é muito comum obtermos equagoes que descrevem o compor-
tamento de um sistema de forma geral, ou seja, considerando varios tipos de
forcas aplicadas e condigoes em que o mesmo é submetido. Diferentes situacoes
particulares podem ser analisadas a partir destas equagoes gerais quando anu-
lamos determinadas forcas ou alteramos tais condi¢oes. A obtencao deste tipo
de equacao pode ser extremamente vantajosa para os alunos aprenderem a fazer
analises, visualizar situacoes e chegar a conclusoes mais gerais. Estas dificilmente
sao concebidas a partir de situagoes particulares, nas quais sao descritas apenas

por equacoes especificas, pois raramente sao feitas correlagoes entre resultados
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nestes casos. Isso faz com que o aluno tenha que memorizar uma infinidade de
equacoes para a descricao do mesmo fenomeno tratado com diferentes condigoes,
podendo tornar a Fisica em um obstaculo de memorizacao e aplicacao de férmulas.
Se for mostrado aos alunos a possibilidade de obter uma equagao geral para o
problema e que, a partir desta é possivel derivar as equagoes particulares para
diferentes condi¢oes em que o fenomeno é considerado, é possivel que os alunos
comecem a analisar situagoes diversas por conta prépria, apenas pela curiosidade
de predizer o que pode acontecer com o sistema a partir do resultado matematico.

Nos observamos isso durante a aplicacao deste produto.

Para a situacao que estudamos é interessante analisar primeiramente
alguns casos particulares de movimento circular uniforme (MCU) sob o efeito
ou nao de forgas de atrito para verificar e explorar todas estas vantagens. Nos
sugerimos que a consideragao do problema geral, em que todas as situagoes sao
tratadas ao mesmo tempo para obtencao de uma tunica equacao geral para o
problema, seja feita posteriormente. Essa ordem foi escolhida porque verificamos
que os alunos se mostram mais entusiasmados ao perceberem que a escolha de
determinadas condi¢oes na equagao geral fornecia casos particulares do problema
que eles ja conheciam. A percepcao de tais condigoes pode trazer grande alegria
e motivacao aos estudantes. Todos os cédlculos podem ser realizados de forma
literal, porém, é aconselhavel que o professor fornega valores numéricos para as

grandezas para os alunos terem um noc¢ao melhor do resultado obtido.

Como primeiro caso particular vamos analisar a resultante centripeta de
um dos brinquedos mais emocionantes de alguns parques de diversao, o rotor.
Este consiste de um dispositivo que gira em torno de seu préprio eixo acoplado
a um grande cilindro vertical de raio R, veja ilustragao na Fig.A.6(a). As
pessoas ficam de pé apoiadas na parede interna deste cilindro. Quando colocado
em rotagao o piso é removido e as pessoas continuam apoiadas na parede sem
escorregar, pois a forca peso da pessoa (mg) é equilibrada pela forga de atrito
estatico. Assumindo que o cilindro gira com velocidade constante v e a lei
de Coulomb para o atrito estatico sendo dada por fo; = p.N, em que p. ¢
o coeficiente de atrito estatico da superficie que compoe a parede interna do

cilindro e N a reacao normal da parede na pessoa, os alunos precisam determinar
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a velocidade do rotor em funcao de ., g e R.

Os calculos podem ser conduzidos de forma usual. Considerando as forgas
resultantes nos eixos x e y temos,

— —

F, = N (A.13)

8

T
|

far +mg (A.14)

A forca resultante em x neste caso é a forca centripeta, de modo que
N = mv?/R. Da resultante em y obtemos que p,N = mg. Isolando a forga

normal N em ambas expressoes obtemos para a velocidade do rotor,

V= @, (A.15)
Lhe

que ¢ o resultado desejado. Este resultado mostra que quanto maior o raio do
rotor, ou seja, mais distante a pessoa estiver do eixo de simetria do rotor, maior

sera sua velocidade.

(@) =l

'Q.&- g
Centro de
=a Curvatura
1

iy
oo

W

FIGURA A.6: (a) Rotor de raio R girando em torno do seu préprio eixo com velocidade
v constante. Uma pessoa apoiada na parede interna do cilindro vertical permanece apoiada
mesmo depois que o piso é removido, pois sua for¢ca peso ¢ equilibrada pela forca de atrito da
parede sobre a pessoa. (b) Ilustracdo de trés veiculos percorrendo trés trajetérias circulares
horizontais com raios de curvatura diferentes sob o efeito da forca de atrito f_(;,g.

Fonte: Autor.

O resultado da eq.(A.15) pode ficar ainda mais evidente se o professor
utilizar analogias, como mostrar as diferentes velocidades em pontos localizados
em diferentes posi¢oes sobre o raio de um disco rigido em rotagao, ou o condici-

onamento de guia de 360° realizado com cavalos, em que o domador e o animal
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se comunicam através de uma guia para se movimentarem circularmente. Neste,
o domador fica proximo do centro de rotacao caminhando lentamente enquanto
que o cavalo, localizado na outra extremidade da guia a uma distancia maior
do centro de rotacao, precisa se movimentar a uma velocidade bem maior para
acompanhar o domador. Estas analogias podem ser muito tuteis nao s6 para o
entendimento do resultado, mas também para motivar os alunos a observar com
um olhar diferenciado fenomenos a volta deles e a possibilidade de descrever os

mesmos matematicamente.

Para continuar com a anélise de situagoes particulares vamos considerar o
movimento de automoveis em duas situagoes distintas. Na primeira trataremos a
acao da forca de atrito no movimento dos veiculos em curvas planas e horizontais.
Em seguida aumentaremos um pouco a complexidade do sistema ao considerar
que as curvas sao inclinadas por um angulo € sem atrito e com atrito para
comparacoes. Nestes casos, os alunos precisam determinar a velocidade méxima
permitida para que a curva seja realizada com seguranca em fung¢ao de parametros
como, o raio de curvatura R, a aceleracao da gravidade g quando for o caso, e o
coeficiente de atrito cinético entre os pneus e a pista p, quando a forga de atrito

for considerada.

Na Fig.A.6(b) mostramos trés veiculos percorrendo trés trajetorias circu-
lares horizontais com raios de curvatura diferentes sob o efeito da forga de atrito
f:;t. Quando um automével faz uma curva a uma determinada velocidade v, a
forca de atrito entre os pneus e a pista impede que o mesmo perca o tracado da
curva. Porém, para que o automével possa realizar a curva com seguranga existe
uma velocidade limite ou velocidade maxima v,,,,. Esta é a razao de vermos
placas de sinalizacao indicando a velocidade méaxima de determinados trechos de
uma rodovia. Esta velocidade pode ser obtida através da resultante centripeta,
que neste caso é igual a forga de atrito, ou seja, mv?/R = uN. Como o movimento
do automével se dd em uma pista horizontal a reacdo normal é igual a forca peso,

N = mg. Com essas duas expressoes podemos obter o valor de v,,,, que é dado

por,

Umaz = \/ Rgp. (A.16)
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Note que ¥4, depende do raio da curvatura R. Por esta razao que
utilizamos uma figura (Fig.A.6b) com trés veiculos percorrendo trés trajetdrias
circulares com raios diferentes. Os alunos podem notar que em uma curva mais
aberta, maior R, o veiculo podera atingir velocidades maiores sem que perca o
tragado da curva. Isso é amplamente observado em corridas de férmula 1 ou de
outras modalidades e até mesmo no dia a dia dos alunos. Outra pergunta que
pode ser feita é, se os trés veiculos percorrerem as respectivas curvas a mesma
velocidade, qual deles fara a curva com maior seguranca? A partir da eq.(A.16)

os alunos terao condigoes de analisar o problema de maneira adequada.

Outro caso particular muito interessante é considerar que a trajetoria
circular ¢ agora inclinada por um angulo 6, como na Fig.A.7. E conveniente tratar
primeiramente o problema com auséncia de qualquer forga de atrito para mostrar
para os alunos somente o efeito da inclinacao da pista no valor da velocidade
limite, responsavel por manter o automével na trajetéria horizontal. Neste caso é
necessario considerar fé: ) e f(g ) iguais a zero na Fig.A.7. Para resolver o problema
é preciso decompor o vetor forca normal na diregao da forca centripeta e na direcao

da for¢a peso, de modo que N sin(f) = mv?/R e N cos(f) = myg, respectivamente.

Combinando as duas equacoes para eliminar N obtemos para a velocidade limite,

v = +/Rgtan(0). (A.17)

Esta equacao é muito interessante porque mostra que o valor de v é dado por
uma raiz negativa para valores de # maiores que 7/2, como esperado, pois o
carro ird cair e portanto nao ha velocidade limite para este caso. E sempre
interessante o professor fornecer alguns valores numéricos para os parametros ao
final dos calculos para fazer com que os alunos tenham uma percepcao maior das
possibilidades que a equagao matematica pode fornecer, para que comparagoes
com a realidade sejam feitas. Como vimos na secao A.2, ndo é sempre que um
resultado puramente matematico representa uma realidade fisica. E por isso que

precisamos da matematica e da fisica para andlise dos fenomenos.

Neste ponto ja é possivel fazer algumas correlagoes entre os resultados
obtidos até o momento. Se compararmos a eq.(A.17) com a eq.(A.16), obtida para

a curva horizontal com atrito, tem-se que p = tan(f). Portanto, a inclinagao
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da pista faz o papel da forca de atrito na trajetoria horizontal para manter o
veiculo na curva. Este fenomeno é comumente explorado nos circuitos ovais
e velédromos para possibilitar maior velocidade e maior aderéncia de carros e
bicicletas nas pistas. E interessante notar também que se inclinarmos a pista
de um angulo préximo de 90° seria necessario velocidades muito grandes para
garantir a aderéncia necessaria para manter o carro na curva. Este resultado pode
instigar os alunos ao desafio de conseguir tal feito. Quao grande deveria ser o valor
dessa velocidade para um carro popular que tem uma massa em torno de 1300kg?
Seria necessario alguma condicao especial para o carro ou a pista para que uma
corrida em uma pista inclinada de 90° com relagao ao solo pudesse ser realizada
na realidade? Uma dificuldade imediata que pode ser abstraida do nosso modelo
para a engenharia dessa pista é que a forga centripeta deve necessariamente ser
constante. Isso implicaria em construir uma pista perfeitamente circular, o que
¢ muito dificil em termos praticos. Note como é possivel conduzir o aluno a
um mundo cheio de desafios quando um simples problema de fisica é tratado
matematicamente de forma adequada. A alianca entre estas disciplinas nos
permite imaginar as possibilidades de se realizar uma corrida na parede. Grandes

feitos tecnoldgicos podem surgir a partir de ideias e andlises como esta.

yT—- ﬁ f(Z)

at

FIGURA A.7: Tlustragdo de um carro em uma pista inclinada por um angulo 6 e todas as
forgas relevantes para a obtencao da equagao geral para a velocidade limite do veiculo, sendo
F’; a resultante centripeta, N a reacao normal da pista no carro, P sua forga peso, R o raio
de curvatura com relagdo ao centro de curvatura CV e duas situagdes diferentes consideradas
para a forca de atrito. Na situacdo 1 consideramos fii ) para dentro da curva e na situagao 2
consideramos fg) para fora da curva.

Fonte: Autor.

A obtencao da equacao geral do sistema pode ser feita a partir de duas
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situagoes em que a forca de atrito deve ser considerada, para dentro da curva ffli )

7(2)

e para fora da curva f,;’, como ilustrado na Fig.A.7. Note que se considerarmos

f# = 0 teremos apenas fﬂ)

.t » que é a responsavel por manter o carro na curva.

No caso da pista inclinada, diversas possibilidades podem ser analisadas para o
angulo de inclinacdo 6, de 0 < 6 < 7/2, e também angulos maiores que /2.
Por esta razao consideramos a forga fftz), pois a medida que aumentamos 6 o
carro podera deslizar para baixo devido ao seu peso, como no caso de um bloco
deslizando para baixo sob o efeito da gravidade em um plano inclinado. Diante
dessa possibilidade pode-se abordar ainda a seguinte questao: Serd que ¢é possivel
obter matematicamente o valor de # para o qual a forca f;(f ) comeca a se tornar

~ 1
relevante em comparagao com fzt)?

Como neste caso mais geral sao tratadas diversas forcas, os alunos usual-
mente ficam um pouco reticentes para iniciar os céalculos das velocidades limites
para as duas situagoes. Uma maneira conveniente para fazer com que todos
participem pelo menos da andlise da equagao geral é apresentar a expressao final

da velocidade limite para cada situacao e pedir para eles chegarem no resultado.

_ . . . 1 2
Considerando o mesmo coeficiente de atrito p, ou scja, fét) = fét) = ulV,
é possivel mostrar, utilizando o mesmo procedimento descrito anteriormente para

os casos particulares, que:

Situagao 1:

B sin(0) + pcos(6)
= \/Rg LOS(@) — usin(&)]' (A.18)

Situacdao 2:

. \/ g [Sin(ﬁ) - ,ucos(@)]. (A19)

cos(#) + psin(6)

Se compararmos as eqs.(A.18) e (A.19) a tnica diferenga é o sinal de p.
Ao apresentar estas expressoes é provavel que muitos alunos desistirao de obter
tais resultados, geralmente pelo tamanho da equacao. Muitos desistem antes
mesmo de tentar. Como ja dissemos, isso nao impede que estes alunos também

possam fazer a analise destas relacoes para diferentes condigoes.
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Apos a obtencao de vy e vy pelos alunos, inicie a andalise dos resultados
para alguns valores particulares do angulo de inclinacao 6. Se for feito o limite

das eqs.(A.18) e (A.19) para 6 tendendo a zero tem-se:

Situacdo 1:

éi_{% o — \/Rg [sin(()) + ucos(O)] — /R (A.20)

cos(0) — psin(0)

Situacdao 2:

}g% vy — \/Rg [sin(()) - ucos(())] _ /o (A.21)

cos(0) + psin(0)

Na situagao 1 foi reproduzido o resultado da pista horizontal dado pela
eq.(A.16). Neste caso nao faz sentido considerarmos uma forca de atrito para
fora da curva, pois o que mantém o veiculo na curva é a forca centripeta dada
pela forca de atrito. Por esta razao obtém-se uma raiz quadrada negativa para a

situacao 2 em que féf) # 0.
Considerando agora os limites de vy e vy para § — 7/2 obtemos,

U1 = —@, (A22)

v
v

Novamente, reproduzimos um resultado conhecido em que vy é precisamente a
velocidade limite para o rotor dado pela eq.(A.15). A raiz negativa obtida em
v1 também fornece um resultado importante, porque os alunos percebem rapida-
mente que isso seria equivalente a velocidade limite para o carro nao ascender a
pista verticalmente, o que acaba sendo um absurdo uma vez que o veiculo tende

a cair verticalmente sob o efeito da gravidade.

Outra condicao pode ser feita com relagao a forca de atrito. Se fizermos

1 = 0 obtemos:

v; =/ Rgtan(6), (A.24)

para ambas situagoes, ¢ = 1,2. Este resultado é o mesmo obtido na eq.(A.17)

para a pista inclinada sem atrito.
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Nesta etapa o professor pode provocar os alunos ao considerar as condicoes
0 =0epu=0. O resultado para ambas situagoes ¢ v = 0. Isso pode gerar uma
infinidade de discussoes. Alguns alunos irao criticar o modelo com afirmacoes
sobre a impossilidade do veiculo realizar uma curva nestas condi¢oes, uma vez
que o mesmo estd parado. Com um pouco de discussdo e reflexdo os alunos
perceberao que se tanto o atrito quanto o angulo de inclinacao forem nulos, a
unica forma do carro nao sair da curva ¢ ficar parado, por isso que o modelo
matematico fornece uma velocidade nula nestas condicoes. Vale ressaltar que
esta sendo calculada a velocidade limite para o carro se manter no tracado da

curva.

O leitor pode estar se perguntando, se o proposito aqui é obter uma

= ] S0 ey ©) . 5 i
equacao geral, por que entao nao tratamos f,;” e f,;’ na mesma equagao, consi-
derando uma tunica situagao em vez de duas como foi feito? Essa separacao foi
feita para facilitar a visualizacao dos resultados quando as condigoes particulares
sao utilizadas nas situagoes 1 e 2. Podemos tratar as duas situagoes em uma so

sem maiores problemas.

Considerando fé? = u;N, para i = 1,2, pode-se demonstrar que a

velocidade limite neste caso é dada por,

Yy \/Rg [sin(@) + (f11 — po) cos(0) ‘ (A.25)

cos(#) — (u1 — p2) sin(6)
Este resultado é praticamente o mesmo obtido para as situacoes 1 e 2, eqs.(A.18)
e (A.19). Isso fica mais evidente se substituirmos (p; — p) por um coeficiente
de atrito efetivo p na situacao 1 e —p na situagao 2. E interessante notar ainda
na eq.(A.25) que se tivermos p; = o obtemos a velocidade limite para a pista
inclinada sem atrito, 4 = 0, dada pela eq.(A.17). Ou seja, como as forgas de

atrito sao iguais elas se anulam e o efeito é como se o atrito nao existisse.

Note a infinidade de discussoes que podem ser conduzidas a partir da
obtengao de uma equagao geral para um problema de fisica. Como os alunos
ja conheciam as situagoes particulares, a andlise da equagao geral a partir de
determinadas condicoes pode se tornar um exercicio motivador para eles. Todo o
raciocinio apresentado nesta se¢ao estd resumido na tabela A.1 para as diferentes

condicoes consideradas.
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TABELA A.1: Equagoes especificas reproduzidas a partir de condi¢oes particulares para alguns
parametros do sistema, como o angulo de inclinacao 6 e o coeficiente de atrito pu, inseridas
nas equagoes gerais (A.18) e (A.19) para as velocidades limite v; e vy, respectivamente, de um

veiculo em movimento numa pista inclinada.

Geral Condicao Especifica Fenémeno Fisico
0=0 vV Rgp Pista horizontal com
atrito eq.(A.16)
o = \/Rg a9z ~Ba i existe v,
pw=70 Rgtan(f) Pista inclinada sem
atrito eq.(A.17)
=0 vV—Rgp Nao existe vy
in(6)—p cos(0 x R
vy = \/Rg [%] 0=7% L Rotor eq.(A.15)
pw="0 Rgtan(f) Pista inclinada sem

atrito eq.(A.17)

Para responder a pergunta que fizemos anteriormente, sobre o valor do

angulo de inclinacao # da pista em que a forga j‘T(EtZ ) comeca a se tornar relevante

em comparagao com f(l)

., € instrutivo a utilizagdo dos gréficos de vy e vo em

fungao do angulo #. Com o grafico é possivel analisar todos os angulos possiveis

para a velocidade limite em qualquer intervalo desejado.

Na Fig.A.8 representamos as velocidades v; (linha sélida vermelha) e
vy (linha pontilhada-tracejada azul) em fun¢ao do angulo de inclina¢ao da pista
0 para g = 9,81m/s?>, R = 10m e u = 1 no intervalo de 0 < 6 < 37/2 ou
equivalentemente de 0 < 6 < 135°. Utilizamos um passo de 7/4 (45°) no eixo 6.
Ao observarem o gréfico a maioria dos alunos concordam que para ¢ = 7/4, ou
45°, a forca de atrito féf) comega a se tornar relevante e precisa ser considerada
no problema. Neste angulo é possivel observar também, através de vy, que se féf )
nao fosse considerada, seria necessario uma velocidade v; muito grande para o
veiculo se manter na pista. Com a utilizacao do grafico o professor pode fazer

variacoes da mesma pergunta como, para quais intervalos de 6 devemos considerar

JD e r2?
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Uma questao muito interessante que pode ser levantada junto a turma
é a possibilidade de existir uma velocidade limite vy para angulos maiores que
7/2, correspondente a drea hachurada do grafico da Fig.A.8. Como no exemplo
da contracao de Lorentz na relatividade, apresentado na secao A.3, observamos
um resultado matematicamente possivel mas que nao tem possibilidade fisica
nas condic¢oes consideradas, pois o carro ird cair verticalmente para 6 > /2.
Portanto, chamamos a atengao mais uma vez sobre as vantagens de se trabalhar

as disciplinas de fisica e matematica de maneira indissociavel.

Na secao A.8 falaremos um pouco mais sobre as vantagens de se utilizar

graficos para auxiliar na anélise de um problema.

40
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FIGURA A.8: Gréficos das velocidades do carro nas situagoes 1 (v1) e 2 (va), ilustradas na
Fig.A.7, em funcao do angulo de inclinagdo da pista 6. Estes sao obtidos das eqs.(A.18) e
(A.19) em que foram consideradas as forgas de atrito f,g} ) e f(gf), respectivamente, utilizando
os parametros g = 9,81m/s?, R = 10m e p = 1. A drea hachurada é para destacar angulos
maiores que /2 para a velocidade limite vs.

Fonte: Autor.
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A.7 Lei de movimento de um sistema com forca

variavel: Movimento Harmoénico Simples

Nas situagoes descritas na segao anterior foi possivel obter as leis de
movimento do sistema e situacoes limite utilizando uma matematica simples e
adequada para o ensino médio. E para o caso de sistemas em que a forca aplicada
nao é nem constante e nem nula, seria possivel proceder da mesma maneira
para obtencao das leis de movimento? Se considerarmos o caso de um oscilador
harmonico em uma dimensao, como o sistema massa-mola ilustrado na Fig.A.9,
em que temos uma forga varidvel dada pela lei de Hooke F(z) = —kz, como
podemos convencer os estudantes de que a lei de movimento deste sistema é dada

pOr,
x(t) = Acos(wt + ¢), (A.26)

em que A é a amplitude do movimento, w a frequéncia angular de oscilacao e ¢ a
fase inicial do movimento? Este movimento é denominado Movimento Harmonico
Simples (MHS), significando que a posigao x da particula é uma fungao senoidal

do tempo.

k
W 7
T X
Fx) | F(x)
wly ¥l
[ : 1
A 0 A

FIGURA A.9: Sistema massa-mola descrito pela lei de Hooke F'(z) = —kx, mostrando que
quando a massa m se desloca de sua posigao de equilibrio estdvel (x = 0), a forca restauradora
F(x) fornecida pela mola de constante eldstica k faz com que a mesma retorne a z = 0. E por
isso que esta forca é chamada de restauradora, pois ela age no sentido de restaurar a posicao
de equilibrio estdvel do sistema. A contante A ou —A descreve a amplitude do movimento.

Fonte: Autor.

De fato nao é nada trivial dizer para um estudante que um movimento

pode ser descrito por uma funcao senoidal. Ainda mais se este tipo de funcao
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nio for familiar aos alunos. A primeira vista, pode parecer muito complicado
obter a eq.(A.26) através de uma matematica acessivel para os alunos do ensino
médio. A forma mais direta seria utilizar técnicas de calculo diferencial e integral
e nimeros complexos para resolver a equacao diferencial F' = —kx, ou seja, a

principio seria completamente inviavel para alunos do ensino médio.

Vamos demonstrar agora como a matematica pode auxiliar o ensino
de fisica mesmo nesta situacao. Utilizando conceitos familiares para os alunos
do ensino médio, como geometria, movimento retilineo e circular uniformes e
projegao de vetores, mostraremos como obter a posicao do oscilador harmonico

no tempo, dada pela eq.(A.26), sua velocidade e aceleracao.

Para isso, uma das alternativas seria visualizar o movimento do oscilador
harmonico como uma projecao de outro tipo de movimento que conhecemos e
conseguimos equacionar facilmente. Se considerarmos um objeto em movimento
circular uniforme (MCU) em uma trajetéria circular de raio R, como ilustrado
na Fig.A.10(a), nota-se que a sombra ou a projegdo do objeto no eixo x realiza
0 mesmo movimento que uma massa presa a uma mola. Ou seja, este realiza um
movimento de vai e vem periddico com um deslocamento maximo, ou amplitude,
dado por R. Antes da obtencao da lei de movimento da projecao da particula,
que executa um MHS, vamos obter a equacao de movimento da particula na

trajetoria circular.

Vamos considerar que a trajetoria circular é dada por s. Se a particula
completar uma volta no circulo, ela tera percorrido a distancia do comprimento da
circunferéncia do mesmo, ou seja, s = 2rR. O fator 27 é o angulo total, dado por
360°, contido no circulo de raio R. Naturalmente, se a particula percorrer apenas
um arco da trajetoria circular teremos s = § R. Note que para o circulo completo
0 = 2n. Para obter a equagdo de movimento deste sistema vamos recorrer ao
que nos ja sabemos sobre o movimento retilineo uniforme (MRU). Vocé poderia
perguntar, mas o que estes movimentos tém em comum se um € circular e o outro

é retilineo?

Na verdade estes dois movimentos tem muito em comum e podem ser

descritos basicamente pela mesma equagao. Vamos ver como isso pode ocorrer.
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FIGURA A.10: (a) Particula em movimento circular uniforme com velocidade ¥, mostrando
a trajetdria circular s de raio R e dngulo 0. (b) Se curvarmos a trajetdria retilinea dada pelo
eixo £ no MRU obtemos a trajetdria circular s do MCU. Em ambos os casos temos um grau de
liberdade.

Fonte: Autor.

Ambos os movimentos sao uniformes. Isso significa que a magnitude da velocidade
de ambos os sistemas é constante. Observe que falamos sobre a magnitude da
velocidade, pois como ja discutido, a velocidade é um vetor e no caso circular
ela muda sua direcao o tempo todo porque existe uma forga centripeta mantendo
a particula em uma trajetéria circular. Ja no caso retilineo tanto a magnitude
quanto a direcao da velocidade sao constantes. Mas como podemos aproveitar
a equacao do movimento retilineo uniforme para descrever o movimento circular

uniforme?

Para isso precisamos recorrer ao que chamamos na fisica de grau de
liberdade. Isto se refere a liberdade de movimento de um sistema fisico, ou seja,
é a variavel de movimento do sistema. No caso do MRU em uma dimensao, vimos
que o “mundo” da particula é uma linha reta dada pelo eixo x. Logo, a particula
s6 pode se mover para frente e para tras em x. Portanto, este sistema possui um
unico grau de liberdade que é dado por x. No caso do MCU, quantos graus de
liberdade nés temos? A maioria dos alunos respondem 2, porque o movimento se
déd em um plano, no nosso caso ry. Este é um exemplo de sistema bidimensional.
Geralmente os alunos confundem o nimero de dimensoes com o nimero de graus

de liberdade do sistema. Este exemplo é 6timo para mostrar a diferenca entre
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os mesmos. Observe que a particula, apesar de estar se movendo em um plano,
ainda esta confinada a se mover em uma linha, dada pela trajetéria s, pois o
raio da trajetéria circular nao varia. Ou seja, apesar deste ser descrito em duas
dimensoes, continuamos com um sistema de um grau de liberdade apenas. E que
grau de liberdade é esse? Este pode ser descrito tanto por s quanto por 6, pois
ambos estao relacionados por s = 0R. E interessante notar que se a trajetoria
retilinea dada pelo eixo x no MRU for curvada, teremos automaticamente a

trajetéria s do MCU, como mostra a Fig.A.10(b).

Dessa forma podemos utilizar a equagdo do MRU dada por s(t) = so+vt,
obtida da eq.(A.12) quando F' = 0 e trocando x por s, para obten¢ao da equagao

do MCU. Utilizando a relagao s = R e como R nao varia com o tempo obtemos:

o) = S gy = ‘%0 + %t. (A.27)

Note que a expressao acima nos permite descrever como o angulo 6 varia no
tempo. Ainda utilizando a relagao entre s e 6, podemos identificar sy/R como a
posi¢ao angular inicial 6y da particula na trajetéria circular. E a razéo v/R o que
é? Se fizermos a variacao de s no tempo e lembrando que a velocidade linear da

particula é dada por As/At e o raio R da trajetéria circular é constante tem-se,

As  ARO)  AD
N AL S RE — v = Ruw. (A.28)

O parametro w = Af/At é a velocidade angular da particula a qual é dada em
rad/s, ou seja, ela nos fornece a taxa com que a posi¢ao angular # da particula
varia no tempo. Neste caso ela é constante, porque estamos trabalhando com
movimento uniforme. Logo, a equacao que descreve o movimento da particula na

trajetoria circular é dada por:
0(t) = Oy + wt. (A.29)

Note a semelhanca da eq.(A.29) para o MCU com a equagao do MRU. O que néds
temos ¢ uma conversao de variaveis dinamicas lineares para variaveis dinamicas
angulares, ou seja, s — # e v — w. O mesmo procedimento pode ser realizacao

para obtencao da aceleracao angular.

Agora que sabemos a equacao que rege o movimento da particula na

trajetoria circular, podemos analisar sua projecao para obtermos a equacao de
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movimento do oscilador harmonico. Projetando a posicao da particula no eixo x,

dada pelo vetor ﬁ, veja Fig.A.11, temos que
Z(t) = |R| cos [0(t)] (2). (A.30)

Note que apareceu uma novidade na expressio acima, dada pelo versor 7. Um
versor ¢ um vetor de magnitude unitaria que indica a direcao e o sentido do vetor
que estd sendo tratado. No nosso caso, o versor ¢ indica a direcio e o sentido de
Z. Quando um aluno pergunta para o outro onde fica a cantina da escola por
exemplo, o outro aluno apenas aponta o dedo em direcao ao local desejado. Este
aluno esta fornecendo o versor do deslocamento entre eles e a cantina, pois ele
esta indicando apenas a direcao e o sentido que o colega que perguntou precisa
seguir, ¢ nao a distancia. Portanto, o versor 7 est4 indicando que a projecio do
vetor R no eixo x, a qual descrevemos por T, aponta para o sentido positivo de

x, como mostrado na Fig.A.11. Substituindo 6(¢) dado pela eq.(A.29) em (A.30),

obtemos:
x(t) = Rcos(wt + 6p), (A.31)

em que utilizamos a notacao |]?€| = R para o valor absoluto, ou a magnitude,
de R. Se trocarmos as letras que descrevem a amplitude R do movimento e a
fase inicial 6y por A e ¢, respectivamente, obtemos a mesma expressao dada pela
eq.(A.26), a qual descreve a equagao de movimento do oscilador harmoénico. Os
alunos ou vocé mesmo pode estar se perguntando por que trocar as letras? Esta é
uma boa oportunidade para introduzir o conceito de variaveis mudas aos alunos.
Nao importa a letra, o importante é o seu significado fisico. Consideramos A e ¢
ao final do procedimento porque esta é a notagao comumente utilizada nos livros

didaticos.

Vimos entao que nao foi preciso resolvermos a equacao diferencial dada
por F(x) = —kx através de nimeros complexos ou qualquer outro método.
Utilizamos apenas conceitos matematicos béasicos e acessiveis a qualquer aluno
do ensino médio, mostrando que nao é necessario nos limitarmos ao tratamento
de movimentos simples, como o MRU, neste nivel de ensino, com a justificativa da

limitagao matematica dos alunos para o tratamento de sistemas mais complexos.
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FIGURA A.11: Particula em movimento circular uniforme com velocidade v, mostrando a
projecdo do vetor R no eixo x, dada por Z(t) = |R|cos [0(t)] (2), para obtencio da equagdo de
movimento do oscilador harmonico.

Fonte: Autor.

Vamos utilizar o mesmo procedimento para obtengao da velocidade v(t)
e da aceleracao a(t) do oscilador harmonico. Para isso precisamos determinar a
projecao de ambos no eixo x, pois estamos analisando o movimento da projecao

da particula neste eixo.

No caso da velocidade é necessario ver como o angulo 6 estd disposto
com relagao ao vetor ¥, pois este nao comega na origem do nosso sistema de
coordenadas, como o vetor R. Pela Fig.A.12(a) podemos tirar a seguinte relagao

entre os angulos «, (3 e 6,
a+ 5 =90°
a+60=90°

—

Note que utilizamos o fato do vetor velocidade ¢ ser perpendicular ao vetor R.
Subtraindo as equacoes acima obtemos 8 = #. Agora podemos decompor o vetor
velocidade nas suas componentes paralelas aos eixos coordenados, ou seja, U, e
0,y como mostrado na Fig.A.12(b). A componente de interesse para nds é v,, de

modo que,
v, = | 0] sin(0)(—1) = v, = —wRsin(h), (A.32)

onde nds utilizamos a relagdo v = wR obtida em (A.28). Note que neste caso

o vetor 7, é descrito pelo versor —i, pois 7, aponta na direcao negativa do eixo
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x. Como nés ja obtemos como o angulo # varia no tempo, eq.(A.29), podemos

concluir de forma direta que,

Uz (t) = —wRsin(wt + 0p), (A.33)

Para obtencao da aceleracao do oscilador harmonico precisamos consi-
derar a resultante centripeta na direcao radial dada por F' = mac, em que
ac = v*/R é a aceleragao centripeta da particula. Esta forga é a responsavel
por manter a particula em movimento circular uniforme. Ela provoca apenas

uma mudanca na direcao do vetor velocidade.

(a) (b) v .
by v I Il by v
Bl i o|v
IRLIN11 Wcascat<ClRLAN 4 b AU iR A wi(liiniA
o .
}_é E S R : S
i : f I
0 ——F=x 7 ™

FIGURA A.12: (a) Disposi¢ao do dngulo 6 em torno do vetor velocidade ¢. (b) Decomposigao
de ¥ em suas componentes v, e ¥. (c) Decomposi¢do do vetor aceleragio centripeta dc em
suas componentes deg € dey.

Fonte: Autor.

Como o vetor aceleragdo centripeta (d¢) esta na diregdo do raio da
trajetéria circular, sua projecao no eixo x pode ser visualizada facilmente, veja

Fig.A.12(c), de modo que,

2
G = |ac:| cos(0)(—1) = e = —% cos(6). (A.34)

Utilizando novamente a relacdo v = wR e a expressao (A.29) para 0(t) obtemos

finalmente,

e (t) = —w? R cos(wt + 6y). (A.35)

Note que, assim como para a componente em x da velocidade, a com-
ponente d., da aceleragao também aponta na direcao negativa do eixo z. Se

trocarmos a amplitude R e a fase inicial 6y por A e ¢, respectivamente, e omitirmos
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os subindices da velocidade e da aceleracao podemos escrever as equagoes de

movimento do oscilador, o qual executa um movimento harmonico simples, como:

x(t) = Acos(wt + ¢), (A.36a)
v(t) = —wAsin(wt + ¢) (A.36b)
a(t) = —w?Acos(wt + ). (A.36¢)

Portanto, fica demonstrado que é possivel obter as equagdes de movi-
mento de sistemas mais complexos, como o do oscilador harmoénico o qual esta
sujeito a uma forca varidvel, utilizando apenas a matematica acessivel para os
alunos do ensino médio. Na proxima se¢do mostraremos como o movimento

harmonico simples pode ser analisado através dos gréficos das equagoes (A.36).

A.8 Analise do Movimento Harmoénico Simples

através de graficos

A andlise de um fenomeno fisico através de graficos de funcoes que
relacionam suas propriedades pode ser muito vantajosa para os estudantes em
qualquer nivel de ensino. Ao ver como o sistema se comporta quando algum
parametro interno ou externo do mesmo varia, pode permitir ao aluno fazer
predigoes ao considerar limites assintoticos ou mesmo em intervalos de interesse
e discutir a validade de modelos através de dados experimentais. Novamente, a

matematica desempenha o seu papel fundamental para o ensino de fisica.

A descricao do movimento do oscilador harmoénico através de graficos
é essencial para que os estudantes entendam melhor o comportamento de uma
funcao senoidal. Estas fungoes descrevem muito bem movimentos oscilatérios,
pois sao fungoes periédicas definidas em um dominio simétrico que fornece a

amplitude, ou o valor méximo, de uma propriedade fisica.

Voceé pode estar se perguntando, por que nés estamos insistindo tanto

no tema oscilador harmonico? Nos iniciamos este tema para mostrar que é
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possivel obter as equagoes de movimento de um sistema com forca variavel,
mesmo com as limitagoes matematicas de um aluno do ensino médio. Por que
entao nao fornecer outros exemplos para enriquecer ainda mais o ensino de
fisica neste nivel? Na verdade estudar tal sistema é fornecer aos alunos uma
infinidade de exemplos de sistemas presentes na natureza e de convivio do dia a
dia deles. Apesar da simplicidade da lei de Hooke, em que a forga restauradora
aplicada no sistema é proporcional ao negativo do seu deslocamento, F'(x) = —kz,
esta pode descrever com boa aproximacao um sistema massa-mola real ou um
péndulo executando pequenas oscilagoes, um oscilador torsional, alguns circuitos
elétricos, vibragoes sonoras, vibracoes moleculares, alguns fenomenos quanticos
e incontaveis outros sistemas presentes em diversas areas do conhecimento. O
entendimento de oscilagdes é requerido para o entendimento de ondas. Ondas
harmonicas sao produzidas por oscilagoes harmonicas. Por estas e outras razoes
que o oscilador harmonico é tao importante na fisica, justificando assim nossa

insisténcia no tema.

Antes de esbocarmos os graficos que descrevem o movimento do oscila-
dor harmoénico é importante entendermos algumas propriedades do movimento
oscilatério. Este é periddico e portanto possui uma frequéncia, ou nimero de
oscilagoes que sao completadas em cada segundo. O simbolo para a frequéncia que
medimos no laboratério ou quando sintonizamos uma estacao de radio geralmente
¢ dado por f e sua unidade no Sistema Internacional de Unidades (SI) é o hertz,

abreviado como Hz. Uma oscilacao ou ciclo por segundo equivale a 1 Hz = 1571

O periodo T' do movimento, que é o tempo necessario para completar uma
oscilagdo, estd relacionado com a frequéncia por 7= 1/f, ou seja, é o inverso da
frequéncia sendo dado em segundos (s). Qualquer movimento que se repita em
intervalos regulares é chamado movimento peridédico ou movimento harmonico
simples (MHS). E interessante notar que a frequéncia que aparece nas expressoes
para o deslocamento, a velocidade ¢ a aceleragao do oscilador, obtidos na segao
anterior, € a frequéncia angular w e nao f. E possivel relacionar o periodo 71" e a

frequéncia f com a frequéncia angular w?

Para isso vamos utilizar a eq.(A.36a), que fornece a posi¢ao do oscilador
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x(t) = Acos(wt + ¢). A fungdo cosseno, assim como o seno, possui periodo de
27, ou seja, cos(f + 2m) = cos(f). Isso significa que devemos ter xz(t +T') = x(t)
ao considerarmos o periodo temporal ¢ = T. Assumindo uma fase inicial nula

¢ = 0, por simplicidade, temos que

t+T) = a(t),
Acos(wt +wT) = Acos(wt) = wT =27,

27

T = (A.37)

w
Como T = 1/f podemos obter de forma direta que f = w/2r. Com estes

resultados fica bem mais facil esbocarmos os graficos que descrevem o MHS.

Se considerarmos multiplos do periodo 7T para o tempo, no nosso caso
T'/4, e substituirmos nas egs.(A.36) podemos construir tabelas como a tabela A.2.
Para isso noés consideramos a fase inicial ¢ = 0, por simplicidade, e a expressao do
periodo dada por (A.37). A importancia de utilizarmos esta expressao esta no fato
de podermos eliminar w nos calculos. Dessa forma nao é necessario atribuirmos

valores numéricos para w e T'. Veja o exemplo para t = T'/4:

T T 2m T
x (t = Z) = Acos (UJZ +0> = Acos (WE> = Acos (5) =0,
T . T ) 21 A
v (t = Z) = —wAsin (wz +0> = —wAsin (wﬂ> = —wAsin <§> = —wA,
_ Ty 2 T _ o (TN _
a<t—z> = wAcos(w4+0>— wx(4)—0.

TABELA A.2: Valores da posicao z(t), da velocidade v(t) e da aceleragdo a(t) do oscilador

harmoénico para ¢ = 0 e considerando miltiplos de T'/4 para o tempo t.

3T/4 0 wA 0
T A 0 —w?A

Na Fig.A.13 nds plotamos os graficos da posicao z(t), da velocidade v(t) e

da aceleragao a(t) em fungao do tempo ¢ para dois periodos de oscilagao utilizando



A. Produto Educacional 101

as mesmas condicoes da tabela A.2.

Como o dominio das fungoes seno e cosseno ¢é o intervalo fechado [—1, 1],
as amplitudes destas propriedades ficam caracterizadas pelos parametros que mul-
tiplicam essas funcoes, sendo dadas por A, wA e w?A para a posicao, a velocidade
e a aceleracao, respectivamente. A partir destes graficos varias discussoes podem
ser conduzidas com os alunos com relacao ao papel dos parametros A, w e ¢ nas
eqs.(A.36). Os gréficos sdo essenciais para entender o significado fisico destes
parametros, pois é visivel o aumento ou diminuicao da amplitude A no eixo
y, o aumento ou diminui¢ao das oscilacoes em um periodo aumentando-se ou
diminuindo-se w e o deslocamento dos graficos pela atribuicao de valores para a

fase inicial ¢.
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FIGURA A.13: Gréficos da posigio z(t), da velocidade v(t) e da aceleragao a(t) como fungoes
do tempo t, de uma particula realizando um movimento harmonico simples para dois periodos
de oscilagao. No eixo do tempo sao exibidos multiplos de um quarto do periodo T = 27 /w.
Note que as amplitudes ou valores maximos da posicao, da velocidade e da aceleragao, sao
dados, respectivamente, por A, wA e w?A.

Fonte: Autor.

Se considerarmos o sistema composto por uma massa presa a uma mola
de constante elastica k os graficos também podem ser tteis na determinacao

da frequéncia de oscilacao deste sistema. Formalmente esta frequéncia é obtida
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quando substituimos a eq.(A.36a) na equagao diferencial do sistema massa-mola,

de modo que,

ma(t) = —kx(t),
d?a(t
m CZE ) = —kx(t)
d*[A k
[ CO;(:t +¢)] = _EA cos(wt + ¢)
—w?Acos(wt + ¢) = —%A cos(wt + ¢)
k
W= E (A‘SS)

A maioria dos alunos do ensino médio nao conseguiriam obter esta ex-
pressao pela substituigao de z(t) na equagao diferencial do sistema. Mas pelas

eqs.(A.36) e pelos graficos da Fig.A.13 o aluno pode perceber facilmente que

a(t) = —w?z(t). Substituindo esta expressao na segunda lei de Newton obtemos,
ma(t) = —kx(t),
k
—wz(t) = ——ux(t
alt) = —a(r),
k
w o= \/—
m

e portanto, o aluno podera obter a mesma expressao (A.38) sem a necessidade de

derivar qualquer equagao.

Os graficos podem ser também muito uteis para o entendimento do
fenomeno se o mesmo for esbogcado junto com um diagrama do sistema fisico. A
esquerda da Fig.A.14 é mostrado a projecao da particula, executando movimento
circular uniforme, no eixo horizontal x. Logo abaixo do circulo projetamos as
mesmas posicoes da particula evoluindo no tempo para um periodo de oscilagao.
O tempo é representado por um eixo vertical apontando para baixo. Note que
a forma senoidal do movimento pode ser literalmente desenhada pelo préprio
sistema a medida que o mesmo evolui no tempo. Se para vocé isso é ébvio é
porque vocé entende o resultado matemdtico dado por x(t) = Acos(wt + ¢).
Infelizmente, para a maioria dos alunos nao ¢, porque estes nao conseguem
relacionar a matematica obtida para a descrigao do sistema fisico com o fenémeno

em estudo. Se eles conseguirem estabelecer essa ponte, fica evidente que o
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movimento da projecao da particula é limitado pelo raio da circunferéncia, por

exemplo, ou seja, que a amplitude do movimento em x é dada por R.
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FIGURA A.14: A esquerda mostramos uma particula em movimento circular uniforme com
velocidade ¥ e sua projegdo (cinza) no eixo z. Note que a particula se desloca em x entre —R ¢
R, ou seja, a amplitude do movimento é dada por R. Abaixo é mostrado a evolugdo no tempo
desta projecao, x(t) vs. t. A direita observa-se que o movimento da projegao da particula no
eixo x, mostrado a esquerda, é o mesmo de uma massa presa a uma mola se movendo entre —A
e A. Em ambos os casos o eixo do tempo t foi colocado na vertical apontando para baixo, com
o sistema evoluindo em um tempo total de um periodo T, ou seja, de tg =0at="1T.

Fonte: Autor.

No6s utilizamos a proje¢ao no eixo x do movimento circular da particula
para tornar a obtencao das equacgoes do MHS mais viavel, em termos matematicos,
para o aluno do ensino médio. A direita da Fig.A.14 mostramos que um sistema
massa-mola executa exatamente o mesmo movimento da projecao da particula
em z, bastanto mudar o parametro que descreve a amplitude do movimento de
R para A. Neste, fica evidente a acao da forga restauradora F'(z) = —kx que
age na massa m no sentido de restaurar a posicao de equilibrio estavel x = 0.
Como nés estamos tratando apenas as ocilagoes livres do sistema, a consequéncia

disso ¢ que a massa fica oscilando em torno de z = 0 com frequéncia angular w
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constante.

A analise que fizemos para as oscilagoes livres do MHS pode ser estendida
para sistemas mais reais em que € possivel considerar o sistema amortecido,
forcado ou ambos. Nestes casos o equacionamento torna-se um pouco mais
complicado, mas é possivel introduzir as equagoes de movimento aos alunos para
discutir os movimentos graficamente e comparar com fenomenos observados no

dia a dia deles.

Para o oscilador amortecido, por exemplo, acrescentamos o termo de
amortecimento dado por —pv na lei de Hooke, ou seja, F' = —kx — pv. Neste
caso o professor deve conduzir uma discussao sobre tudo que aparece de novo com
relagdo a descricao do movimento para oscilagoes livres. A posigao do oscilador

amortecido com relagao ao tempo é dada por,

z(t) = A2 cos(wt + ¢). (A.39)

Note que agora a amplitude do movimento depende do tempo, sendo
dada por Ae 3!, e diminui exponencialmente. Esta seria uma oportunidade para
discutir o papel da funcao exponencial em modelos matematicos que descrevem
diversos outros sistemas. A frequéncia w neste caso serd diferente da frequéncia
das oscilacoes livres, mas de que forma? Poderiamos introduzir também as
oscilacgoes forcadas ou forcadas-amortecidas e discutir o fendmeno de ressonancia
em ambos os casos. Poderiamos estender o assunto ainda mais descrevendo a
energia do oscilador e sua conservacao nestas diferentes situagoes, entre muitas
outras possibilidades. Ou seja, com um tnico sistema fisico é possivel cobrir

muitos topicos sobre mecanica classica.

Acreditamos que o aprendizado no ensino médio est4 alicercado no desen-
volvimento de técnicas e habilidades do aluno e nao na quantidade de contetido
transmitida. As vezes nao hé tempo viavel para transmitir todo o conteudo
necessario para prestar o vestibular ou o Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), que é o foco principal deste nivel de ensino na maioria das escolas.
Porém, se o aluno aprender a analisar criticamente um problema e saber utilizar
as técnicas necessarias com o auxilio da matemaéatica com apenas alguns tépicos

sobre o assunto, ja tera valido a pena.



