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que é a alegria da nossa famı́lia. Agradeço também a minha sogra Fátima e meu sogro

Jaime (in memoriam) que deram a vida a uma pessoa tão especial para mim, meu
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Resumo

Neste trabalho, mostramos relações entre invariantes de germes de aplicações. Pri-

meiro, consideramos um germe de função anaĺıtica f : (X, 0)→(C, 0) sobre uma singu-

laridade determinantal isolada e apresentamos uma relação entre a obstrução de Euler

de f e o número de Milnor determinantal de f . No caso particular em que (X, 0) é uma

interseção completa com singularidade isolada, obtemos um modo simples de calcular

a obstrução de Euler de f como a diferença entre dimensões de duas álgebras. Depois,

trabalhamos com germes de aplicações f : (X, 0)→(C2, 0), onde (X, 0) é uma curva

plana com singularidade isolada. Introduzimos o número de Milnor da imagem para

estes germes de aplicações e apresentamos uma resposta positiva para a conjectura de

Mond neste contexto. A conjectura de Mond propõe uma desigualdade entre outros

dois invariantes, a Ae-codimensão e o número de Milnor da imagem, para o caso de

germes de aplicações f : (Cn, 0)→(Cn+1, 0) quando as dimensões (n, n + 1) estão nas

boas dimensões de Mather. A conjectura é verdadeira para n = 1, 2, e para os casos

n ≥ 3 é um problema em aberto.

Palavras-chave: obstrução de Euler de uma função, número de Milnor deter-

minantal, singularidade determinantal isolada, Ae-codimensão, número de Milnor da

imagem, curvas singulares.





Abstract

In this work, we show relations between invariants of map germs. First, we consider

an analytic function germ f : (X, 0)→(C, 0) on an isolated determinantal singularity

and we present a relation between the Euler obstruction of f and the determinantal

Milnor number of f . In the particular case where (X, 0) is an isolated complete inter-

section singularity, we obtain a simple way to calculate the Euler obstruction of f as

the difference between the dimension of two algebras. After, we work with map germs

f : (X, 0)→(C2, 0), where (X, 0) is a plane curve with isolated singularity. We intro-

duce the image Milnor number to these map germs and we present a positive answer

to the Mond’s conjecture in this context. The Mond’s conjecture proposes an inequa-

lity between two other invariants, the Ae-codimension and the image Milnor number,

in the case of map germs f : (Cn, 0)→(Cn+1, 0) when the dimensions (n, n + 1) is in

Mather’s nice dimensions. The conjecture is true for n = 1, 2, and for the cases n ≥ 3

is an open problem.

Keywords: Euler obstruction of a function, determinantal Milnor number, isolated

determinantal singularity, Ae-codimension, image Milnor number, curve singularities.
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Introdução

Em Teoria de Singularidades é comum associar invariantes a germes de aplicações e de

variedades que reflitam as propriedades de tais germes. Dentre eles está um importante

invariante, a saber, o número de Milnor. Este conceito foi introduzido por Milnor

([42]) para o caso de germes de hipersuperf́ıcies com singularidade isolada, desde então,

muitos autores buscam formas de generalizá-lo. H. A. Hamm ([35]) abordou o caso para

interseções completas com singularidade isolada e obteve o número de Milnor neste

caso. Posteriormente, Buchweitz e Greuel ([10]) definem este conceito para curvas com

singularidade isolada. Recentemente, foi apresentada uma generalização do número

de Milnor para o caso de singularidades determinantais isoladas, a qual foi estudada

independentemente por vários autores, Damon, Pike ([15]), Nuño-Ballesteros, Oréfice-

Okamoto, Tomazella ([50]) e Pereira, Ruas ([59]).

Muitas abordagens foram realizadas sobre este conceito, destacamos também a

generalização do número de Milnor para germes de funções com singularidade isolada

sobre germes de variedades. Para um germe de função finita sobre uma curva reduzida

o número de Milnor foi definido por Goryunov ([27]) para curvas em C3 e por Mond,

van Straten ([48]) para o caso geral. No caso de germes de funções sobre uma interseção

completa com singularidade isolada, o número de Milnor pode ser considerado através

da conhecida fórmula de Lê-Greuel (ver [39]). Lê D. T. ([61]), generaliza o número

de Milnor para germes de funções anaĺıticas sobre um germe de variedade anaĺıtica

complexa satisfazendo que a profundidade homotópica retificada é igual à sua dimensão,

esta generalização é conhecida como o número de Milnor-Lê. No caso de germes de

funções sobre uma singularidade determinantal isolada, o número de Milnor foi definido

por Nuño-Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella ([50]), ao qual nos referimos como

o número de Milnor determinantal de uma função.

Um invariante para um germe de variedade anaĺıtica complexa foi introduzido por

12
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MacPherson em ([40]), a obstrução de Euler local, ou simplesmente obstrução de Eu-

ler. Para germes de funções sobre um germe de variedade anaĺıtica complexa, um outro

invariante é a obstrução de Euler de uma função, definida por Brasselet, Massey, Para-

meswaran e Seade em ([5]). Neste mesmo artigo, os autores demonstram um resultado

que compara a obstrução de Euler e a obstrução de Euler de uma função.

Dados invariantes definidos para um mesmo germe, um dos objetivos na Teoria de

Singularidades é buscar relações entre eles. Um exemplo disto é a relação dada por

Nuño-Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella ([50]) entre a obstrução de Euler e a

caracteŕıstica de Euler evanescente (a qual é a generalização do número de Milnor para

o caso de singularidades determinantais isoladas). Outro exemplo é um resultado de

Seade, Tibăr e Verjovsky em ([56]), considerando germes de funções anaĺıticas com

singularidade isolada sobre uma interseção completa com singularidade isolada, os au-

tores mostram uma relação entre a obstrução de Euler de uma função e o número de

Milnor-Lê. Estas relações nos motivaram a encontrar uma relação entre o número de

Milnor determinantal de uma função e a obstrução de Euler de uma função sobre uma

singularidade determinantal isolada.

Novamente no caso de interseção completa com singularidade isolada, denotada por

(X, 0), podemos considerar, além do número de Milnor, o qual é o número de esferas na

fibra de Milnor de (X, 0), um outro invariante definido por Tjurina em ([63]), o número

de Tjurina, o qual é o número mı́nimo de parâmetros necessários em uma deformação

versal de (X, 0). Greuel em ([29]), mostrou que o número de Tjurina é igual ao número

de Milnor se, e somente se, (X, 0) é quase homogênea. Looijenga e Steenbrink em

([38]), mostraram que o número de Tjurina é menor ou igual ao número de Milnor.

No caso particular em que (X, 0) é um germe de hipersuperf́ıcie com singulari-

dade isolada, também o número de Tjurina é menor ou igual ao número de Milnor,

com igualdade se, e somente se, (X, 0) é quase homogênea. Inspirados por esse resul-

tado, alguns autores obtiveram uma desigualdade similar no contexto de germes de

aplicações. Considerando germes de aplicações f : (Cn, 0)→(Cn+1, 0) (com (n, n + 1)

nas boas dimensões de Mather), podemos considerar para estes germes dois invarian-

tes: a Ae-codimensão definida e abordada nos artigos de Mather (ver [64]), a qual é o

número mı́nimo de parâmetros necessários em uma deformação versal de f e o número

de Milnor da imagem definido por Siersma ([58]) e Mond ([43]), o qual é definido consi-

derando fs uma estabilização de f , então Xs, a imagem de fs, tem o tipo de homotopia
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de um bouquet de esferas de dimensão real n e o número de Milnor da imagem foi

definido como o número de esferas no bouquet.

Mond em ([44]) considera o caso n = 1 e demonstra que a Ae-codimensão é menor

ou igual ao número de Milnor da imagem com igualdade se, e somente se, f é quase

homogênea. Para n = 2 este mesmo resultado foi demonstrado independentemente

por De Jong e Van Straten ([18]) e Mond ([43]). Para n ≥ 3, esta desigualdade é um

problema em aberto, conhecida como a Conjectura de Mond.

Motivados pelo trabalho de Mond ([44]), estudamos o caso de germes de aplicações

entre curvas planas. Mais precisamente, introduzimos para estes germes de aplicações,

o número de Milnor da imagem e utilizando a definição de Ae-codimensão dada por

Mond e Montaldi ([46]), obtivemos uma resposta positiva para a conjectura de Mond

neste contexto.

Para facilitar a compreensão deste trabalho, buscamos apresentar no Caṕıtulo 1

algumas das definições utilizadas. Observamos que este trabalho possui duas partes

independentes, ligadas apenas pelo fato de serem formas de obter relações entre inva-

riantes de germes de aplicações.

No Caṕıtulo 2, consideramos germes de aplicações com singularidade isolada sobre

uma singularidade determinantal isolada, denotamos por f : (X, 0)→C. Para esses ger-

mes Nuño-Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella em ([50]) definem a caracteŕıstica

de Euler evanescente da fibra, denotada por ν(X ∩ f−1(0), 0). Nesse trabalho, mostra-

remos uma caracterização para a caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra, a partir

deste resultado demonstramos a seguinte igualdade

Euf,X(0) = (−1)d(ν(X ∩ f−1(0), 0)− ν(X ∩ p−1(0), 0)), (1)

onde Euf,X(0) denota a obstrução de Euler de f e p : CN→C é uma função linear

genérica.

A partir do resultado (1), mostramos uma fórmula que apresenta o número de

Brasselet, definido por Dutertre e Grulha , Jr. em ([20]), em termos da caracteŕıstica

de Euler evanescente da fibra

Bf,X(0) = (−1)d−1ν(X ∩ f−1(0), 0) + 1.

Também utilizando (1) e uma fórmula do tipo Lê-Greuel, dada por Nuño-Ballesteros,

Oréfice-Okamoto, Tomazella em ([50]), demonstramos a relação entre o número de
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Milnor determinantal de uma função, µD(f), e a obstrução de Euler de uma função,

Euf,X(0), a saber,

Euf,X(0) = (−1)d(µD(f)−md(X, 0)),

ondemd(X, 0) é a d-ésima multiplicidade polar definida neste caso por Nuño-Ballesteros,

Oréfice-Okamoto, Tomazella em ([50]).

Como consequência dos resultados citados acima, considerando o caso particular

em que (X, 0) é uma curva reduzida, relacionamos a obstrução de Euler de f com o

número de Milnor como definido por Goryunov ([27]). E para o caso em que (X, 0) é

uma interseção completa com singularidade isolada, obtivemos uma forma de calcular

a obstrução de Euler de f a partir das dimensões de duas álgebras.

No Caṕıtulo 3, demonstramos um resultado que estende a conjectura de Mond

para o caso de germes de aplicações entre curvas planas. Fazemos primeiramente um

estudo sobre a Ae-codimensão, Ae- codim(X, f), utilizando resultados dados por Mond

e Montaldi ([46]) para o caso mais geral de germes de aplicações f : (X, 0)→Cp, onde

(X, 0) é uma interseção completa com singularidade isolada. Nosso objetivo é dar uma

caracterização para a Ae-codimensão de f : (X, 0)→(C2, 0) onde (X, 0) é uma curva

plana com singularidade isolada.

Em seguida, introduzimos o número de Milnor da imagem, µI(f), através da to-

pologia da imagem de uma perturbação estável de f . A imagem de uma perturbação

estável de f tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas de dimensão real 1 e

definimos o número de Milnor da imagem como sendo o número de esferas no bouquet.

A partir desses resultados para a Ae-codimensão e para o número de Milnor da

imagem, obtemos o resultado que generaliza a conjectura de Mond neste contexto,

mais precisamente, sendo (X, 0) uma curva plana com singularidade isolada e f :

(X, 0)→(C2, 0) uma aplicação finita de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0), então,

Ae- codim(X, f) ≤ µI(f),

com igualdade se, e somente se, (Y, 0) é quase homogênea.

Finalizamos o caṕıtulo com alguns exemplos apresentando os cálculos destes inva-

riantes.

O Apêndice A apresenta uma outra forma de demonstrar a igualdade entre a Ae-

codimensão e o número de Milnor da imagem, no caso particular em que (X, 0) é

uma curva irredut́ıvel e ambas (X, 0) e f : (X, 0)→(C2, 0) são quase homogêneas com
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mesmos pesos. Observamos que a leitura deste apêndice não é necessária para a com-

preensão do trabalho, no entanto, resolvemos anexá-lo, pois este caso particular nos

permitiu entender melhor o problema e nos preparou para o caso geral.

Ressaltamos que os resultados do caṕıtulo 2 compõem o artigo [2] e os do caṕıtulo

3 pertencem ao artigo [1].
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Caṕıtulo 1

Pré-Requisitos

Temos como objetivo para este caṕıtulo apresentar alguns conceitos e resultados que

utilizaremos neste trabalho, buscando facilitar a compreensão do tema que abordare-

mos.

1.1 Anéis Cohen-Macaulay

Nesta seção, apresentamos a definição de sequência regular e de anéis Cohen-Macaulay,

para mais detalhes sugerimos ([31]).

Definição 1.1.1. Dizemos que um anel A é um anel local se A tem exatamante um

ideal maximal M. Denotamos um anel local por (A,M).

Definição 1.1.2. Sejam A um anel e M um A-módulo. Uma sequência de elementos

em A, a1, · · · , an, é uma sequência regular com respeito à M , ou uma M -sequência, se

• ai não é um divisor de zero de M
〈a1,··· ,ai−1〉M para i = 1, · · · , n;

• M 6= 〈a1, · · · , an〉M .

Definição 1.1.3. Sejam A um anel, I ⊂ A um ideal e M um A-módulo. Se M 6= IM ,

então o comprimento máximo n de uma M -sequência a1, · · · , an ∈ I é chamada a I-

profundidade de M e denotada por depth(I,M). Se M = IM então a I-profundidade

de M é por convenção ∞. Se (A,M) é um anel local, então a M-profundidade de M

é simplesmente chamada a profundidade de M , i.e., depth(M) := depth(M,M).

18



1.1 Anéis Cohen-Macaulay 19

Definição 1.1.4. Seja A um anel. Seja C(A) o conjunto de todas as cadeias de ideais

primos estritamente crescentes em A, ou seja,

C(A) := {P = (P0 ⊂ · · · ⊂ Pm ⊂ A);Pi ideal primo} .

Seja P = (P0 ⊂ · · ·Pm ⊂ A) ∈ C(A), definimos lenght(P) := m.

A dimensão de Krull de A é definida como

dim(A) := sup {lenght(P);P ∈ C(A)} .

Seja P ⊂ A um ideal primo e seja C(A,P ) o suconjunto de C(A) que contém todas

as cadeias de ideais primos estritamente crescentes terminando em P , ou seja,

C(A,P ) := {P = (P0 ⊂ · · · ⊂ Pm) ∈ C(A);Pm = P} .

Definimos ht(P ) := sup {lenght(P);P ∈ C(A,P )} .
Para um ideal I ⊂ A arbitrário, ht(I) = inf {ht(P );P ⊃ I, P primo} e a dimensão

de Krull de I é definida como

dim(I) := dim(A/I).

Para M um A-módulo, a dimensão de Krull de M é definida por

dim(M) := dim(A/Ann(M)),

onde Ann(M) denota o ideal anulador de M .

Definição 1.1.5. Sejam (A,M) um anel local, M um A-módulo finitamente gerado.

Dizemos que M é um módulo Cohen-Macaulay se M = 0 ou M 6= 0 e

depth(M) = dim(M).

Dizemos que A é um anel Cohen-Macaulay se ele é Cohen-Macaulay como um A-

módulo.

Lema 1.1.6 ([31], Proposição 7.7.9). Seja (A,M) um anel local Cohen-Macaulay e

seja x1, · · · , xn ∈M. Então são equivalentes:

1. x1, · · · , xn é uma A-sequência;

2. ht(〈x1, · · · , xi〉) = i, para todo 1 ≤ i ≤ n;

3. ht(〈x1, · · · , xn〉) = n;

4. x1, · · · , xn é parte de um sistema de parâmetros de A.
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1.2 Germes de aplicações

Nesta seção, apresentaremos algumas definições da teoria de singularidades que serão

utilizados no decorrer deste trabalho. Como referência para este assunto, recomenda-

mos ([62, 64]).

Definição 1.2.1. Sejam S = {p1, · · · , pr} um subconjunto de Cn e aplicações f :

U→Cp e g : V→Cp, definidas em U, V ⊂ Cn vizinhanças abertas de S. Dizemos que f

é equivalente à g, e denotamos f ∼ g, se e somente se, existe uma vizinhança aberta

de S, W ⊂ U ∩ V tal que f |W = g|W .

As classes de equivalência segundo esta relação são chamadas de multigermes de

aplicações em S e denotadas por f : (Cn, S) → Cp além disso, chamamos (Cn, S) de

fonte e Cp de meta. Quando S consiste de um único elemento x ∈ Cn as classes são

chamadas germes de aplicações em x e denotadas por f : (Cn, x)→ Cp.

A coleção dos germes de aplicações anaĺıticas em x é denotada por Ox(n, p). Se

x = 0, escrevemos O(n, p). Além disso, se p = 1, escrevemos simplesmente On.

Observamos que, com as operações usuais de soma e multiplicação das aplicações

representantes, On é um anel comutativo com elemento unidade, noetheriano e local,

cujo ideal maximal é dado por Mn = {f ∈ On : f(0) = 0}.
Dado um germe f = (f1, · · · , fp) ∈ O(n, p), denotamos por Jf(x) :=

(
∂fi
∂xj

(x)
)

a

matriz jacobiana de f em x, onde (x1, · · · , xn) é um sistema de coordenadas em Cn.

O ideal jacobiano de f , denotado por Jf , é o ideal gerado pelos menores de ordem

máxima da matriz jacobiana de f .

Definição 1.2.2. Dizemos que x ∈ Cn é um ponto singular de f se Jf(x) não tem

posto máximo. Se x é o único ponto singular de f em uma vizinhança de x em Cn,

então dizemos que f tem uma singularidade isolada em x.

1.3 Germes de variedades anaĺıticas

Nesta seção, introduzimos o conceito de germes de variedades anaĺıticas, para mais

detalhes sugerimos ([33, 30]).

Para isso, consideramos a relação de equivalência.
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Definição 1.3.1. Sejam X e Y subconjuntos de Cn com 0 ∈ X ∩Y . Dizemos que X e

Y são equivalentes na origem se existe uma vizinhança U de 0 tal que X ∩U = Y ∩U .

Uma classe de equivalência segundo esta relação é chamada germe de conjunto na

origem e denotado por (X, 0), onde X é um representante do germe.

Definição 1.3.2. Definimos um germe de variedade anaĺıtica (X, 0) como o germe na

origem de um conjunto da forma

X = {z ∈ Cn; f1(z) = . . . = fr(z) = 0},

para f1, . . . , fr ∈ On.

Quando

X = {z ∈ Cn; f(z) = 0},

chamamos (X, 0) um germe de hipersuperf́ıcie.

Definição 1.3.3. Dado um ideal I de On, definimos a variedade de I por

υ(I) = {x ∈ Cn; f(x) = 0,∀f ∈ I},

e definimos o ideal de um germe de variedade X por

ı(X) = {f ∈ On : f(x) = 0, ∀x ∈ X}.

Definição 1.3.4. Dizemos que um germe de variedade X é irredut́ıvel, quando para

quaisquer germes X1 e X2 tais que X = X1 ∪X2 então X = X1 ou X = X2.

Proposição 1.3.5. Seja X um germe de variedade, então existem um inteiro positivo

p e X1, . . . , Xp variedades irredut́ıveis, com Xi não contida em Xj, para todo i 6= j,

tais que X = X1 ∪ . . . ∪Xp. Essas variedades são unicamente determinadas, a menos

da ordem, e são chamadas de componentes irredut́ıveis de X.

Definição 1.3.6. Seja X um germe de variedade anaĺıtica, dizemos que um ponto z de

X é um ponto regular ou suave, se para alguma vizinhança U de z, o conjunto V ∩X
pode ser descrito como o conjunto dos zeros de um número finito de funções anaĺıticas

em V que possuem z como ponto regular. Um ponto de X não regular é chamado de

ponto singular de X. Quando um ponto x é o único ponto singular em uma vizinhança

de X, dizemos que x é uma singularidade isolada.
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Definição 1.3.7. Seja (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica em (Cn, 0), definimos o

anel local de (X, 0) por

OX,0 =
On
ı(X)

.

Agora apresentamos a definição de hipersuperf́ıcie quase homogênea, para mais

detalhes sugerimos ([30]).

Definição 1.3.8. Um polinômio

f =
∑
α∈Nn

aαx
α ∈ C [x] ,

onde x = (x1, · · · , xn), é quase homogêneo do tipo (w1, · · · , wn; d), se w1, · · · , wn, d são

inteiros positivos satisfazendo

w1α1 + · · ·+ wnαn = d

para cada α ∈ Nn com aα 6= 0. Os números wi são chamados os pesos e d é chamado

o grau de f .

Observamos que um polinômio quase homogêneo f do tipo (w1, · · · , wn; d) satisfaz

a relação de Euler

d.f =
n∑
i=1

wixi
∂f

∂xi
em C [x]

e a relação

f(tw1x1, · · · , twnxn) = td.f(x1, · · · , xn) em C [x, t] .

Definição 1.3.9. Uma hipersuperf́ıcie com singularidade isolada (X, 0) ⊂ (Cn, 0) é

chamada quase homogênea se existe um polinômio quase homogêneo f ∈ C [x1, · · · , xn]

tal que

OX,0 ∼=
C{x}
〈f〉

.

Observamos que se (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase homogêna, o número de

Milnor e o número de Tjurina coincidem. A rećıproca foi demonstrada por Saito em

([55]), logo (X, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase homogêna se, e somente se, o número

de Milnor é igual ao número de Tjurina.
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1.4 Curvas planas

Para mais detalhes sobre o tema abordado nesta seção, sugerimos ([30]).

Uma curva plana reduzida com singularidade isolada, é um germe de hipersuperf́ıcie

1-dimensional com singularidade isolada, dada por uma série de potências reduzida

f ∈M ⊂ C {x, y}.
Mais especificamente, uma curva plana (C, 0) é um germe de variedade anaĺıtica

dado por

(C, 0) := υ(f) ⊂ (C2, 0),

onde f ∈ M ⊂ C {x, y} é uma série de potências e υ(f) denota o germe do conjunto

de zeros de f , tal f é chamada uma equação local para (C, 0).

Além disso, se f = fn1
1 · · · fnr

r é uma decomposição irredut́ıvel de f ⊂ C {x, y},
então,

υ(f) = υ(f1) ∪ · · · ∪ υ(fr)

e para i = 1, · · · , r, chamamos (Ci, 0) = υ(fi) um ramo de (C, 0), o qual é reduzido se

ni = 1. O germe (C, 0) é reduzido se, e somente se, para todo i = 1, · · · , r, tem-se ni

igual a 1. Temos que f é irredut́ıvel se, e somente se, r = 1 e n1 = 1. Logo, uma série de

potências irredut́ıvel f define um germe irredut́ıvel e reduzido (C, 0). Para simplificar

a notação, sempre que nos referirmos a um germe irredut́ıvel, estamos considerando

que o germe é irredut́ıvel e reduzido.

Agora, apresentamos a definição de parametrização de uma curva plana com sin-

gularidade isolada.

Definição 1.4.1 ([30]). Seja (C, 0) uma curva plana irredut́ıvel com singularidade iso-

lada. Uma parametrização de (C, 0) é um germe de aplicação anaĺıtica φ : (C, 0)→(C2, 0)

dado por t 7→ (x(t), y(t)), tal que φ(C, 0) ⊂ (C, 0) e satisfaz a propriedade da fato-

rização universal, isto é, todo germe de aplicação anaĺıtica ψ : (C, 0)→(C2, 0) tal que

ψ(C, 0) ⊂ (C, 0), fatora φ de modo único, ou seja, existe uma única aplicação anaĺıtica

ψ̄ : (C, 0)→(C, 0) satisfazendo φ = ψ ◦ ψ̄−1.

Se (C, 0) se decompõe em vários ramos, então uma parametrização de (C, 0) é um

sistema de parametrizações dos ramos.
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1.5 Interseção completa com singularidade isolada

Nesta seção apresentamos as definições de interseção completa com singularidade iso-

lada, para mais detalhes sugerimos ([39]).

Seja f : Cn+k→Ck uma aplicação holomorfa e consideremos X = f−1(0).

Definição 1.5.1. Dizemos que X é uma interseção completa geométrica se dimCX = n

e X for definida como o conjunto comum de zeros de k funções anaĺıticas. Dizemos

que X é uma interseção completa se o ideal ı(X) é gerado por k funções anaĺıticas.

Proposição 1.5.2. Sejam f : Cn+k→Ck uma aplicação holomorfa e X = f−1(0).

Então, X é uma interseção completa geométrica se, e somente se, é uma interseção

completa.

Quando X tem singularidade isolada, ou seja, X é uma interseção completa com

singularidade isolada, abreviamos por ICIS.

1.6 Transversalidade

Segundo o Teorema da Transversalidade de Thom (ver [25, Corolário 4.12]), se X e Y

são variedades suaves com W uma subvariedade de Y , o conjunto das aplicações suaves

de X em Y que interseptam W transversalmente é denso em C∞(X, Y ).

Lema 1.6.1 ([25], Lema 4.6 - página 53). Sejam X, B e Y variedades suaves com W

uma subvariedade de Y . Seja j : B→C∞(X, Y ) uma aplicação e defina φ : X ×B→Y
por φ(x, b) = j(b)(x). Supondo que φ é suave e que φ é tranversal a W , o conjunto

{b ∈ B; j(b)é tranversal a W} é denso em B.

Lema 1.6.2 ([4], Lema 4.2). Sejam f : (Cn, 0)→(Cp, 0) um germe de aplicação e J

um ideal de Op tal que Op

J
é um anel regular. Seja I = f ∗(J) e suponhamos que υ(I)

e υ(J) tenham a mesma codimensão. Então, as seguintes condições são equivalentes:

• f é tranversal a υ(J);

• On

I
é regular;

• On

I
tem multiplicidade 1.
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1.7 Aplicações finitas

Sejam X e Y espaços topológicos e f : X→Y uma aplicação. Dizemos que f é fechada

se a imagem de cada conjunto fechado em X é também fechado em Y . E dizemos que

f é finita se f é cont́ınua, fechada e f−1{y} é um conjunto finito, para todo y em Y .

Lema 1.7.1 ([17]). Seja f : (X, x)→(Y, y) uma aplicação entre germes de variedades

anaĺıticas. São equivalentes:

• f é finita;

• OX,x é um OY,y- módulo finitamente gerado;

• OX,x
MY,yOX,x

é um C-espaço vetorial de dimensão finita;

• f−1(y) = {x}.

Lema 1.7.2 ([28]). Se V ⊂ (Cn, 0) é um germe de variedade anaĺıtica e π : V→(Cp, 0)

é uma aplicação finita, então π(V ) é uma variedade anaĺıtica.

1.8 Ae-codimensão

Nesta seção apresentamos resultados relacionados a Ae-codimensão, para mais detalhes

sugerimos [46, 64].

Definição 1.8.1. Dois germes f, g : (Cn, S)→(Cp, 0) são A -equivalentes se existem

germes de difeomorfismos ϕ : (Cn, S)→(Cn, S) e ψ : (Cp, 0)→(Cp, 0) tais que g =

ψ ◦ f ◦ ϕ−1.

O grupo A é o conjunto

{(ϕ, ψ);ϕ : (Cn, S)→(Cn, S), ψ : (Cp, 0)→(Cp, 0)}

dos pares de difeomorfismos com a operação de composição.

Apresentaremos a seguir a definição de germe estável, para isto apresentamos a

definição de desdobramento de um germe.

Definição 1.8.2. Seja f : (Cn, S)→(Cp, 0) um germe de aplicação. Um desdobramento

à r-parâmetros de f é um germe de aplicação F : (Cn × Cr, S × {0})→(Cp × Cr, 0)

dada por F (x, u) = (fu(x), u) tal que f0 = f .
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Na definição a seguir, damos a noção de A -equivalência para dois desdobramentos.

Definição 1.8.3. Dizemos que dois desdobramentos F : (Cn×Cr, S×{0})→(Cp×Cr, 0)

e G : (Cn × Cr, S × {0})→(Cp × Cr, 0) são A -equivalentes (como desdobramen-

tos) se existem difeomorfismos Φ : (Cn × Cr, S × {0})→(Cn × Cr, S × {0}) e Ψ :

(Cp × Cr, 0)→(Cp × Cr, 0) as quais são desdobramentos da identidade em Cn e Cp,

respectivamente, tais que

G = Ψ ◦ F ◦ Φ−1.

Dadas essas definições, podemos definir germe estável.

Definição 1.8.4. Dizemos que um desdobramento F é A -trivial se é A -equivalente

à um desdobramento constante f × id : (Cn ×Cr, S × {0})→(Cp ×Cr, 0). O germe de

aplicação f : (Cn, S)→(Cp, 0) é estável se todo desdobramento é A -trivial.

Observamos que se f é estável, então o quociente

T 1(f) :=

{
d
dt
ft|t=0 : f0 = f

}{
d
dt

(ψt ◦ f ◦ φ−1
t )|t=0 : φ0 = id, ψ0 = id

} ,
é igual a 0. Em geral, T 1(f) é um espaço vetorial cuja dimensão, a Ae-codimensão de

f , mede a falha da estabilidade.

Em outras palavras, se Θ(f) é o On-módulo dos germes de campos de vetores ao

longo de f , Θn é o On-módulo dos campos de vetores em (Cn, 0), tf : Θn→Θ(f) é o

morfismo de On-módulos dado por tf(ξ) = df ◦ ξ e ωf : Θp→Θ(f) é o morfismo de

Op-módulos dado por ωf(η) = η ◦ f (onde Θ(f) é considerado como um Op-módulo

via f ∗ : Op→On). Então, a Ae-codimensão de f é dada por

Ae- codim(f) = dimC
Θ(f)

tf(Θn) + ωf(Θp)
.

Dizemos que f é A -finito se esta dimensão é finita. Denotamos

TAef = tf(Θn) + ωf(Θp),

o qual é chamado de espaço tangente estendido.

Definição 1.8.5. Dizemos que um desdobramento F é uma estabilização de f , se para

todo u 6= 0, fu : (Cn, S)→(Cp, 0) é estável .
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Consideramos a definição e o resultado a seguir, para mais detalhes, sugerimos [14].

Definição 1.8.6 ([14]). Seja f : (Cn, S)→(Cp, 0) germe de aplicação, definimos

Lift(f) = (ωf)−1(tf(Θn)),

ou seja, dado ξ ∈ Θp, temos ξ ∈ Lift(f) se, e somente se, existe η ∈ Θn tal que

ξ ◦ f = df ◦ η, logo, ωf(ξ) = tf(η), consequentemente, ξ ∈ (ωf)−1(tf(Θn)).

Lema 1.8.7 ([14]). Seja f : (Cn, S)→(Cp, 0) germe de aplicação com n < p, A -finito.

Então,

Lift(f) = Derlog(Im f),

onde Derlog(Im f) é o Op-submódulo de Θp consistido de todos os campos de vetores

tangentes à imagem de f .

Agora analisamos o caso em que f : (X, 0)→(Cp, 0) é um germe de aplicação

anaĺıtica e (X, 0) ⊂ (Cn, 0) é um germe de variedade anaĺıtica, e apresentamos re-

sultados os quais foram adaptados da teoria clássica de Thom-Mather quando (X, 0) é

suave.

Definição 1.8.8. Dois germes de aplicações f, g : (X, 0)→(Cp, 0) são A -equivalentes

se existem difeomorfismos φ e ψ tais que o seguinte diagrama é comutativo:

(X, 0)
f //

φ
��

(Cp, 0)

ψ

��
(X, 0)

g // (Cp, 0)

Definição 1.8.9. Um desdobramento à r-parâmetros de f : (X, 0)→(Cp, 0) é um par

(F, π) onde F : (X , 0)→(Cr × Cp, 0) e π : (X , 0)→(Cr, 0) é um desdobramento flat de

(X, 0), tal que o diagrama

(X , 0)

π

��

F // (Cr × Cp, 0)

p1xx
(Cr, 0)

comuta e p2 ◦ F |X = f , onde p1, p2 são as projeções naturais de Cr × Cp a Cr,Cp

respectivamente. Para simplificar, assumimos que (X , 0) ⊂ (Cr×Cn, 0) e que π(u, x) =

u. Então, F (u, x) = (u, fu(x)) e f0 = f . Para cada u ∈ Cr, escrevemos Xu = π−1(u) e

fu = (F |Xu) : Xu→Cp.
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Definição 1.8.10. Dois desdobramentos F : (X , 0)→(Cr ×Cp, 0) e G : (X̃ , 0)→(Cr ×
Cp, 0) são A -equivalentes (como desdobramentos) se existem difeomorfismos Φ e Ψ

tais que o diagrama

(X , 0) F //

Φ
��

(Cr × Cp, 0)

Ψ
��

(X̃ , 0) G // (Cr × Cp, 0)

comuta e, além disso, Φ e Ψ são desdobramentos de suas respectivas aplicações identi-

dades.

Definição 1.8.11. Dizemos que um desdobramento F é A -trivial se é A -equivalente à

um desdobramento constante id× f : (Cr×X, 0)→(Cr×Cp, 0). O germe de aplicação

f : (X, 0)→(Cp, 0) é estável se todo desdobramento é A -trivial.

Definição 1.8.12. Dizemos que um desdobramento F é uma estabilização de f , se

para todo u 6= 0, fu : (Xu, 0)→(Cp, 0) é estável, isto é, Xu é suave e fu é estável no

sentido usual.

Definição 1.8.13. Dada F : (X , 0)→(Cr × Cp, 0) um desdobramento de f e h :

(Cs, 0)→(Cr, 0) um germe de aplicação anaĺıtica, o pull-back de F por h é o desdobra-

mento h∗F definido pelo diagrama

(Cs ×Cr X , 0)

π′

��

h∗F // (Cs × Cp, 0)

p1vv
(Cs, 0)

onde Cs ×Cr X = {(v, (u, x)) ∈ Cs ×X : h(v) = u}, π′(v, (u, x)) = v e h∗F (v, (u, x)) =

(v, fh(v)(x)). Dizemos que F é versal se todo desdobramento de f é A -equivalente à

h∗F para algum h.

Definição 1.8.14. A Ae-codimensão de f : (X, 0)→(Cp, 0) é definida como

Ae- codim(f) = dimC
Θ(f)

tf(ΘX,0) + ωf(Θp)
,

onde OX,0 = On/I(X, 0) é o anel local de (X, 0) sendo I(X, 0) o ideal de On das funções

que se anulam em X, Θ(f) é o OX,0-módulo dos campos de vetores ao longo de f , i.e.,
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germes holomorfos ξ : (X, 0)→TCp tal que π ◦ ξ = f (onde π : TCp→Cp é a projeção

canônica), ΘX,0 é o OX,0-módulo dos campos de vetores em (X, 0), i.e.,

ΘX,0
∼=

Derlog(X, 0)

ı(X, 0)Θn

,

onde Derlog(X, 0) é o On-submódulo de Θn consistido de todos os campos de vetores

tangentes à X, Θn é o On-módulo dos campos de vetores em (Cn, 0), tf : ΘX,0→Θ(f)

é o morfismo de OX,0-módulos dado por tf(ξ) = df ◦ ξ e ωf : Θp→Θ(f) é o morfismo

de Op-módulos dado por ωf(η) = η ◦ f (onde Θ(f) é considerado como um Op-módulo

via f ∗ : Op→OX,0). Dizemos que f é A -finito se esta dimensão é finita. Dizemos que

f é do tipo finito se

dimC
Θ(f)

tf(ΘX,0) + (f ∗mp)ΘX,0

<∞.

Observamos que a Ae-codimensão de f : (X, 0)→(Cp, 0), foi denotada da mesma

forma que a Ae-codimensão de f : (Cn, 0)→(Cp, 0), por isso sempre deixaremos claro

a fonte da aplicação para a qual estamos considerando a Ae-codimensão.

No caso em que (X, 0) é uma ICIS também podemos considerar a Ae-codimensão

no sentido de Mond e Montaldi [46]: Ae-codim(X, f) é igual ao número mı́nimo de

parâmetros em um desdobramento versal (onde deformamos simultaneamente X e f),

temos os seguintes resultados de Mond e Montaldi.

Observação 1.8.15. Sejam (X, 0) uma ICIS e f : (X, 0)→(Cp, 0) é do tipo finito.

Denotamos por h : (Cn+k, 0)→(Ck, 0) o germe de aplicação tal que X = h−1(0) e

denotamos por f̃ : (Cn+k, 0)→(Cp, 0) uma extensão holomorfa de f . Então, por Mond

e Montaldi ([46]), existe um desdobramento estável G : (Cn+k ×Cr, 0)→(Ck+p×Cr, 0)

de (h, f̃) : (Cn+k, 0)→(Ck+p, 0), tal que o diagrama

(Cn+k × Cr, 0)
G−−−→ (Ck+p × Cr, 0)

i

x γ

x
(X, 0)

f−−−→ (Cp, 0)

comuta, onde i(x) = (x, 0) e γ(u) = (0, u, 0). Além disso,

Ae- codim(X, f) = dimC
Θ(γ)

tγ(Θp) + γ∗DerlogD(G)
,

onde D(G) denota o discriminante do germe de aplicação G.
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Teorema 1.8.16 ([46]). Seja (X, 0) uma ICIS e f : (X, 0)→(Cp, 0) é do tipo finito. O

número mı́nimo de parâmetros em um desdobramento versal de f é igual ao número

Ae- codim(X, f) = Ae- codim(f) + τ(X, 0),

onde τ(X, 0) é o número de Tjurina de (X, 0), isto é, o número mı́nimo de parâmetros

em um desdobramento versal de (X, 0).

Deste teorema segue o seguinte resultado, no qual a segunda afirmação é uma

generalização do critério de Mather-Gaffney (ver [64]).

Corolário 1.8.17. Seja (X,S) uma ICIS e f : (X,S)→(Cp, 0) um multigerme do tipo

finito.

1. f é estável se, e somente se, X é suave e f é estável no sentido usual.

2. f é A -finito se, e somente se, f tem instabilidade isolada (i.e., existe um re-

presentante f : X→Bε tal que para todo y ∈ Bε \ {0}, o multigerme de f em

f−1(y) ∩ S é estável).

Outra consequência do Teorema 1.8.16 é a existência de uma estabilização para

germes de aplicações anaĺıticas f : (X, 0)→(Cp, 0) quando f é A -finito e (d, p) estão

nas boas dimensões de Mather (d = dim(X, 0)).

1.9 Obstrução de Euler

O objetivo nesta seção é expor alguns resultados da obstrução de Euler. Como re-

ferência básica para esse assunto sugerimos [7].

A obstrução local de Euler, ou simplesmente obstrução de Euler, foi introduzida

por MacPherson em [40] como uma de suas principais ferramentas na demonstração

da conjectura de Deligne e Grothendieck sobre a existência e unicidade de classes

caracteŕısticas de variedades singulares. Uma definição equivalente deste conceito foi

dada por Brasselet e Schwartz em [6] utilizando teoria de obstrução, neste trabalho os

autores provaram que as classes de Schwartz de uma variedade singular coincide com

as classes de MacPherson.

Usando a definição de MacPherson, a obstrução de Euler não é facilmente calculada,

o que motivou a obtenção de fórmulas que facilitassem o seu cálculo. Em [8], Brasselet,
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Lê e Seade apresentaram uma fórmula de natureza topológica para a obstrução de

Euler.

Definição 1.9.1. Uma forma linear complexa genérica (com respeito a X) é uma

forma linear complexa p : U→C tal que 0 ∈ p−1(0) e Ker(p) é transversal a todos os

limites de espaços tangentes {TxnVi}, para todo estrato Vi e toda sequência {xn} ⊂ Vi

convergindo a 0.

Teorema 1.9.2 ([8], Teorema 3.1). Sejam (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica

complexa e {Vi} uma estratificação de Whitney de X. Seja p : U→C uma forma linear

genérica, onde U é uma vizinhança aberta de 0 em Cn. Temos então:

EuX(0) =
∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ p−1(t0)).EuX(Vi),

onde Bε é uma pequena bola fechada em torno da origem em Cn, t0 ∈ C\{0} tal que

‖t0‖ << 1 e EuX(Vi) é a obstrução de Euler de X em qualquer ponto do estrato Vi.

Uma sequência natural deste resultado é o trabalho [5], de Brasselet, Massey, Pa-

rameswaran e Seade, no qual os autores introduzem um novo conceito, a obstrução de

Euler de uma função e demonstram um resultado que compara a obstrução de Euler e

a obstrução de Euler de uma função pela fórmula:

EuX(0) =

(∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Vi)

)
+ Euf,X(0).

Observação 1.9.3. Algumas propriedades importantes da obstrução de Euler:

• A obstrução de Euler em um ponto regular é igual à 1.

• A obstrução de Euler em um ponto de uma curva é exatamente a multiplicidade

do ponto sobre a curva [26].

• A obstrução de Euler é constante ao longo de cada estrato de uma estratificação

de Whitney.

• EuX×Y (a, b) = EuX(a) · EuY (b), ∀a ∈ X, ∀b ∈ Y .
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1.10 Obstrução de Euler de uma função

Como observado na seção anterior, a obstrução de Euler de uma função f foi intro-

duzida por Brasselet, Massey, Parameswaran e Seade em [5]. Em certos aspectos, a

obstrução de Euler de uma função é uma generalização do importante invariante da

Teoria de Singularidades, o número de Milnor. O resultado a seguir apresenta uma

comparação entre a obstrução de Euler e a obstrução de Euler de uma função.

Teorema 1.10.1 ([5], Teorema 3.1). Seja f : (X, 0)→(C, 0) com singularidade isolada

na origem e {Vi} uma estratificação de Whitney de X. Então,

EuX(0) =

(∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Vi)

)
+ Euf,X(0)

onde ε é suficientemente pequeno, t0 ∈ C\{0} é tal que ‖t0‖ << 1 e EuX(Vi) é a

obstrução de Euler de X em qualquer ponto do estrato Vi.

Observação 1.10.2 ([5], Observação 3.4). Se X = Cd e f : (Cd, 0)→(C, 0) é uma

função anaĺıtica com singularidade isolada na origem e número de Milnor µ(f), então

Euf,Cd(0) = (−1)dµ(f).

O caso em que (X, 0) tem uma singularidade isolada

Quando (X, 0) é uma variedade anaĺıtica com singularidade isolada, segue dos Teoremas

1.9.2 e 1.10.1 e da observação 1.9.3, as seguintes equações

EuX(0) = χ(X ∩ p−1(t0)) (1.1)

e

Euf,X(0) = EuX(0)− χ(X ∩ f−1(t0)). (1.2)

De fato, do Teorema 1.9.2 temos

EuX(0) =
∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ p−1(t0)).EuX(Vi),

(X, 0) tem singularidade isolada, então os estratos são {X \ {0}, {0}}, logo

EuX(0) = χ({0} ∩ Bε ∩ p−1(t0)).EuX({0}) + χ(X \ {0} ∩ Bε ∩ p−1(t0)).EuX(X \ {0}),
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como p−1(t0) não contém a origem temos

{0} ∩ p−1(t0) = ∅ e χ({0} ∩ Bε ∩ p−1(t0)) = 0.

Também, da observação 1.9.3, segue que EuX(X \ {0}) = 1 e ainda, como p−1(t0) não

contém a origem então X \ {0} ∩ p−1(t0) = X ∩ p−1(t0).

Portanto,

EuX(0) = 0.EuX({0}) + χ(X ∩ p−1(t0)).1 = χ(X ∩ p−1(t0)).

Da mesma forma, do Teorema 1.10.1 temos

EuX(0) =

(∑
i

χ(Vi ∩ Bε ∩ f−1(t0)).EuX(Vi)

)
+ Euf,X(0),

das observações feitas anteriormente e do fato que f−1(t0) não contém a origem, temos

EuX(0) = 0.EuX({0}) + χ(X ∩ f−1(t0)).1 + Euf,X(0).

Portanto,

Euf,X(0) = EuX(0)− χ(X ∩ f−1(t0)).



Caṕıtulo 2

Número de Milnor determinantal e

obstrução de Euler de uma função

Nosso objetivo neste caṕıtulo é apresentar uma fórmula que relaciona o número de

Milnor determinantal à obstrução de Euler de uma função.

O número de Milnor determinantal foi definido por Nuño-Ballesteros, Oréfice-

Okamoto, Tomazella em ([50]), para germes de funções sobre uma singularidade de-

terminantal isolada. Neste mesmo artigo, os autores apresentam uma relação entre a

obstrução de Euler e a caracteŕıstica de Euler evanescente. Um resultado de Seade,

Tibăr e Verjovsky em ([56]), mostra uma relação entre a obstrução de Euler de uma

função e o número de Milnor-Lê no caso de germes de funções anaĺıticas com singulari-

dade isolada sobre uma interseção completa com singularidade isolada. Estas relações

nos motivaram a encontrar uma relação entre o número de Milnor determinantal e a

obstrução de Euler de uma função.

Para melhor compreensão do resultado que relaciona a obstrução de Euler de uma

função ao número de Milnor determinantal, começaremos este caṕıtulo, introduzindo

definições a respeito das variedades determinantais.

Uma variedade determinantal com singularidade isolada é um tipo de variedade

anaĺıtica que pode ser naturalmente considerado como uma generalização para ICIS.

Estes germes de variedades em CN são dados como zeros de certos menores de matrizes

cujos elementos são germes de função em ON .

Variedades determinantais aparecem de maneira natural em teoria de singularida-

des. Um exemplo é o conjunto dos pontos singulares, S(f), de um germe de aplicação
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f : (Cn, 0)→(Cp, 0), o qual é dado pelos menores de ordem maximal da matriz jacobiana

de f . Muitos autores estudaram estas variedades ([15, 22, 24, 34, 50, 59]).

Nosso objetivo é apresentar a definição de singularidade determinantal isolada

(SDI), um tipo especial de variedade determinantal e apresentar alguns resultados

relacionados a SDI, para mais detalhes sugerimos ([3, 50]).

Consideramos 0 < s ≤ m ≤ n números inteiros, denotamos por Mm,n o conjunto

das matrizes complexas de ordem m×n e por M s
m,n o subconjunto de Mm,n que contém

as matrizes com rank menor que s. O conjunto M s
m,n é uma subvariedade algébrica

irredut́ıvel de Mm,n com codimensão igual a (m − s + 1)(n − s + 1) e é chamado

a variedade determinantal genérica do tipo (m,n; s). Seja F : (CN , 0)→(Mm,n, 0) o

germe de aplicação definido por F (x) = (fij(x)) com fij ∈ ON , para 0 ≤ i ≤ m e

0 ≤ j ≤ n. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) o germe anaĺıtico dado por (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0).

Dizemos que (X, 0) é uma variedade determinantal do tipo (m,n; s) em (CN , 0) se

a dimensão de (X, 0) é igual a

N − (m− s+ 1)(n− s+ 1).

Seja (X, 0) uma variedade determinantal do tipo (m,n; s) em (CN , 0) satisfazendo

a condição

s = 1 ou N < (m− s+ 2)(n− s+ 2). (*)

Dizemos que tal (X, 0) é uma singularidade determinantal isolada (SDI) se X é suave

em x e rankF (x) = s− 1, para todo x 6= 0 em uma vizinhança da origem.

Observamos que se s = 1, então a condição (*) é automaticamente satisfeita e neste

caso (X, 0) é uma SDI se, e somente se, (X, 0) é uma ICIS.

Seja (X, 0) uma SDI, para uma matriz A ∈ Mm,n, seja FA : (CN , 0)→Mm,n a

aplicação definida por FA(x) = F (x) + A, denotamos XA := F−1
A (M s

m,n).

A caracteŕıstica de Euler evanescente de (X, 0) é definida em ([50]) por

ν(X, 0) := (−1)d(χ(XA)− 1),

onde d = dimX e A é tal que XA é suave e rank(FA(x)) = s− 1 para todo x ∈ XA.

Como observado em ([50]) a caracteŕıstica de Euler evanescente de uma SDI ge-

neraliza o número de Milnor. Porém não é posśıvel garantir que ν(X, 0) é igual ao

d-ésimo número de Betti de (X, 0), o que geralmente se pede do número de Milnor

µ(X, 0) para os demais casos.
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Agora, considere (X, 0) uma SDI e f : (CN , 0) → (C, 0) um germe de função

anaĺıtica tal que f |X tem singularidade isolada na origem, a caracteŕıstica de Euler

evanescente da fibra (X ∩ f−1(0), 0) é definida em ([50]) por

ν(X ∩ f−1(0), 0) := (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1),

com (a,A, c) ∈ CN ×Mm,n × C genérico, tal que, XA é suave e rank(FA(x)) = s − 1

para todo x ∈ XA; fa é função de Morse e c é um valor regular de fa|XA
.

Observamos que se (X, 0) é uma ICIS, então ν(X, 0) e ν(X ∩ f−1(0), 0) são iguais

aos números de Milnor µ(X, 0) e µ(X ∩ f−1(0), 0), respectivamente, como definido por

Hamm em ([35]).

No caso em que (X, 0) é uma SDI e f : (X, 0) → (C, 0) é um germe de função

anaĺıtica com singularidade isolada, o número de Milnor determinantal de f é definido

em ([50]) por

µD(f) := #Σ (fa|XA
) ,

com A ∈Mm,n e a = (a1, . . . , aN) ∈ CN genéricos tal que fa|XA
: XA→C é uma função

de Morse, onde fa(x1, . . . , xN) = f(x1, . . . , xN)+a1x1 +· · ·+aNxN e #Σ (fa|XA
) denota

o número de pontos cŕıticos da aplicação fa|XA
.

Em [50], aparece uma fórmula do tipo Lê-Greuel para o caso em que (X, 0) é uma

SDI.

Teorema 2.0.3 ([50]). Dada f : (X, 0)→(C, 0) um germe de função com singularidade

isolada e (X, 0) uma SDI. Então,

µD(f) = ν(X, 0) + ν(X ∩ f−1(0), 0).

Pelo teorema 2.0.3 e pela fórmula de Lê-Greuel, se (X, 0) é uma ICIS definida pela

aplicação (φ1, · · · , φk) : (Cn, 0)→(Ck, 0) , então

µD(f) = dimC
On

〈φ1, · · · , φk〉+ J(φ1, · · · , φk, f)
.

Ainda no caso em que (X, 0) é uma ICIS, Gaffney em ([23]) define a d-ésima mul-

tiplicidade polar de (X, 0) (onde d é a dimensão de X) como

md(X, 0) = dimC
ON

〈φ1, · · · , φk〉+ J(φ1, · · · , φk, p)
,
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onde (X, 0) = ((φ1, · · · , φk)−1(0), 0) ⊂ (CN , 0) e p : (CN , 0) → C é uma aplicação

linear genérica.

Seguindo isto, em ([50]), foi definida a d-ésima multiplicidade polar de uma SDI

por

md(X, 0) := #Σ(p|XA
),

então, md(X, 0) = µD(p), onde p : (X, 0)→C é uma aplicação linear genérica.

Se (X, 0) é uma SDI por [50] existe uma relação entre a obstrução de Euler e a

caracteŕıstica de Euler evanescente.

Teorema 2.0.4 ([50]). Seja (X, 0) uma SDI de dimensão d. Então,

EuX(0) + (−1)dmd(X, 0) = 1 + (−1)dν(X, 0).

A seguir, apresentaremos o resultado que relaciona a obstrução de Euler de uma

função ao número de Milnor-Lê, dado por Seade, Tibăr e Verjovsky em ([56]).

Em [61], Lê D. T. generaliza o número de Milnor para funções anaĺıticas definidas

em (X, 0) um germe de variedade anaĺıtica complexa tal que a profundidade homotópica

retificada de X em 0, denotada por rhd(X, 0) satisfaz

rhd(X, 0) = dimC(X, 0).

Sendo X um representante suficientemente pequeno de (X, 0), a fibra de Milnor da

função anaĺıtica complexa f , definida em X, com singularidade isolada na origem, tem

o tipo de homotopia de um bouquet de esferas. O número de Milnor-Lê denotado por

µL(f) é definido como o número de esferas no bouquet.

No caso em que (X, 0) é uma ICIS e f : (X, 0)→C é um germe de função anaĺıtica

com singularidade isolada, em [56], os autores mostram uma relação entre a obstrução

de Euler de f e o número de Milnor-Lê de f .

Teorema 2.0.5 ([56]). Sejam (X, 0) uma ICIS de dimensão d, f : (X, 0) → C um

germe de função anaĺıtica com singularidade isolada e p uma forma linear genérica.

Então,

Euf,X(0) = (−1)d[µL(f)− µL(p)].

Um dos objetivos na seção 2.1 é provar um resultado do tipo do teorema anterior

quando (X, 0) é uma SDI. Para isto, observamos que a obstrução de Euler de uma



2.1 Relacionando µD(f) e Euf,X(0) 38

função é definida para germes de função f : (X, 0)→C com singularidade isolada para

qualquer variedade anaĺıtica (X, 0). E em [50] os autores definem um análogo ao

número de Milnor-Lê do germe f : (X, 0)→C quando (X, 0) é uma SDI, a chamada

caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra X ∩ f−1(0).

2.1 Relacionando o número de Milnor determinan-

tal à obstrução de Euler de uma função

Nesta seção, relacionamos o número de Milnor determinantal à obstrução de Euler de

uma função. Os resultados desta seção foram apresentados no artigo [2].

A caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra ν(X ∩ f−1(0)) foi definida em [50].

Com os resultados a seguir damos uma caracterização para a caracteŕıstica de Euler

evanescente da fibra, ou seja, mostraremos que

ν(X ∩ f−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(X ∩ f−1(c))− 1),

onde c é um valor regular de f suficientemente próximo da origem. Utilizaremos esta

caracterização, para mostrar a relação entre a obstrução de Euler de uma função e a

caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra.

Seja (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI. Para uma matriz A ∈Mm,n, seja

FA : (CN , 0)→Mm,n a aplicação definida por FA(x) = F (x) + A, denotamos XA :=

F−1
A (M s

m,n). Seja f : (X, 0)→ (C, 0) é um germe de função anaĺıtica com singularidade

isolada. Para a = (a1, . . . , aN) ∈ CN seja fa|XA
: XA→C, definida por fa(x1, . . . , xN) =

f(x1, . . . , xN) + a1x1 + · · ·+ aNxN .

Lema 2.1.1. Sejam (X, 0) uma SDI e f : (X, 0)→ (C, 0) um germe de função anaĺıtica

com singularidade isolada. Então, existe um aberto de Zariski não vazio W ⊂ CN ×
Mm,n×C tal que para todo (a,A, c) ∈ W temos XA∩f−1

a (c) suave e rank(FA(x)) = s−1,

para todo x ∈ XA ∩ f−1
a (c).

Demonstração. Escolhemos uma bola aberta B ⊂ CN tal que para todo x ∈ B\{0},
temos X suave em x, rank(F (x)) = s− 1 e f regular em x. Denotamos

C̃ = {(a,A, c, x) ∈ CN ×Mm,n × C× CN : x ∈ XA ∩ f−1
a (c) e ou x é um

ponto singular de XA ∩ f−1
a (c) ou rank(FA(x)) < s− 1}.



2.1 Relacionando µD(f) e Euf,X(0) 39

e
C = {(a,A, c) ∈ CN ×Mm,n × C : XA ∩ f−1

a (c) não é regular ou

rank(FA(x)) < s− 1, para algum x ∈ XA ∩ f−1
a (c)}.

Então, C̃ é uma subvariedade anaĺıtica de CN ×Mm,n × C× CN . De fato,

C̃ = v(IcodimX+1(Ja,A,c) + 〈g1A, · · · , gkA, h〉) ∪ v(Is−1(FA(x)) + 〈g1A, · · · , gkA, h〉),

onde g1A, · · · , gkA ∈ ON+mn são os menores de ordem s de F +A, Ir(M) denota o ideal

gerado pelos menores de ordem r da matriz M , h : CN × C× CN → C é definido por

h(a, c, x) = fa(x)− c e

Ja,A,c =


∂g1A
∂x1

· · · ∂g1A
∂xN

...
. . .

...
∂gkA
∂x1

· · · ∂gkA
∂xN

∂h
∂x1

· · · ∂h
∂xN

 .

Agora, consideramos:

π : (C̃, 0) → (CN ×Mm,n × C, 0)

(a,A, c, x) 7→ (a,A, c)

Temos π−1(0) = {0}, pois se rank(F (x)) < s−1 ou x é ponto singular de X∩f−1(0),

então x = 0. Assim, pelo Lema 1.7.1, π é uma aplicação finita e, pelo Lema 1.7.2,

C = π(C̃) é uma subvariedade anaĺıtica de CN ×Mm,n × C.

Tomamos o aberto de Zariski W = CN ×Mm,n × C \ C. Precisamos mostrar que

W é não vazio.

De fato, dado (0, 0, c) ∈ CN×Mm,n×C, com c um valor regular de f suficientemente

próximo da origem. Temos X ∩ f−1(c) suave, pois S(X ∩ f−1(c)) ⊂ S(f), f tem

singularidade isolada na origem e X ∩ f−1(c) não contém a origem. Temos também

que rank(F (x)) = s− 1, para todo x ∈ X ∩ f−1(c), pois X é uma SDI.

Portanto, (0, 0, c) pertence a W e, consequentemente, W é um conjunto não vazio.

Lema 2.1.2. Seja φ : CN ×Mm,n × C × CN → Mm,n × C a aplicação definida por

φ(a,A, c, x) = (FA(x), fa(x) − c). Denotamos φa,A,c : CN → Mm,n × C a aplicação

φa,A,c(x) = φ(a,A, c, x). Se (a,A, c) pertence a W , o aberto de Zariski dado pelo Lema

2.1.1, então φa,A,c é transversal a Σs−1 × {0}.
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Demonstração. Podemos identificar Mm,n×C ≡ Cmn×C com sistema de coordenadas

((xij)m×n, z).

Fixamos um representante (a,A, c) ∈ W , então pelo Lema 2.1.1, XA ∩ f−1
a (c) é

suave e posto(FA(x)) = s − 1, para todo x ∈ XA ∩ f−1
a (c). Mostremos que φa,A,c é

transversal a Σs−1 × {0}.
Seja (B, 0) ∈ φa,A,c(CN)∩ (Σs−1×{0}). Como Σs−1×{0} é aberto em M s

m,n×{0},
então o anel local

O(mn+1,(B,0))

i(Σs−1×{0}) é igual ao anel local
O(mn+1,(B,0))

J
, onde

J = Is((xij)m×n)+ < z >.

Assim,
O(mn+1,(B,0))

J
é um anel regular e ON

I
é regular, onde I = φ∗a,A,c(J), pois

XA ∩ f−1
a (c) é suave e rank(FA(x)) = s− 1, para todo x ∈ XA ∩ f−1

a (c).

Portanto, pelo Lema 1.6.2, φa,A,c é transversal a Σs−1 × {0}.

Para relacionar a obstrução de Euler de uma função à caracteŕıstica de Euler eva-

nescente da fibra, precisamos mostrar que a caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra

pode ser escrita como

ν(X ∩ f−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(X ∩ f−1(c))− 1).

Observamos que a caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra foi definida em ([50])

por

ν(X ∩ f−1(0), 0) := (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1),

com (a,A, c) ∈ CN ×Mm,n × C genérico, tal que, XA é suave e rank(FA(x)) = s − 1

para todo x ∈ XA; fa é função de Morse e c é um valor regular de fa|XA
. Estes valores

(a,A, c) ∈ CN ×Mm,n×C satisfazendo essas condições, pertencem ao aberto de Zariki

W dado pelo Lema 2.1.1.

Então, precisamos provar que χ(XA ∩ f−1
a (c)) independe de (a,A, c) no aberto de

Zariski dado pelo Lema 2.1.1.

Proposição 2.1.3. Sejam (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI e f : (X, 0)→

(C, 0) um germe de função anaĺıtica com singularidade isolada. Então, χ(XA∩f−1
a (c))

não depende de (a,A, c) pertencente ao aberto de Zariski W dado pelo Lema 2.1.1.

Demonstração. Seja W o aberto de Zariski não vazio dado pelo Lema 2.1.1. Conside-

ramos a aplicação,

π : φ−1(Σs−1 × {0}) → W

(a,A, c, x) 7→ (a,A, c).
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Então, π é uma submersão. De fato, dado (a,A, c) ∈ W , então φa,A,c é transversal

a Σs−1 × {0}, pelo Lema 2.1.2. Logo, para cada x ∈ φ−1
a,A,c(Σ

s−1 × {0}),

dφa,A,c|x(TxC
N) + Tφa,A,c(x)(Σ

s−1 × {0}) = Tφa,A,c(x)(Mm,n × C).

Então,

dφ|(a,A,c,x)(0× 0× 0× TxCN) + Tφ(a,A,c,x)
(Σs−1 × {0}) = Tφ(a,A,c,x)(Mm,n × C).

Temos

dπ|(a,A,c,x) : T(a,A,c,x)φ
−1(Σs−1 × {0}) → T(a,A,c)(CN ×Mm,n × C).

Logo,

T(a,A,c,x)(CN ×Mm,n × C× CN) = (dφ|(a,A,c,x))
−1(Tφ(a,A,c,x)CN ×Mm,n × C)

= 0× 0× 0× TxCN + (dφ|(a,A,c,x))
−1(Tφ(a,A,c,x)Σ

s−1 × {0})

= 0× 0× 0× TxCN + T(a,A,c,x)φ
−1(Σs−1 × {0}).

Assim,

dπ|(a,A,c,x)(T(a,A,c,x)φ
−1(Σs−1 × {0})) = T(a,A,c)(CN ×Mm,n × C).

Portanto, (a,A, c) é um valor regular de π. Logo, π é submersão e, consequente-

mente, π é uma fibração sobre o conexo W . Como,

π−1(a,A, c) = {(a,A, c, x);x ∈ φ−1(Σs−1 × {0})}

= {(a,A, c, x);φ(a,A, c, x) ∈ Σs−1 × {0}}

= {(a,A, c, x);φa,A,c(x) ∈ Σs−1 × {0}}

= {(a,A, c, x);x ∈ XA ∩ f−1
a (c)})

= {(a,A, c)×XA ∩ f−1
a (c)}),

temos,

χ(XA ∩ f−1
a (c)) = χ({(a,A, c)×XA ∩ f−1

a (c)}) = χ(π−1(a,A, c)).

Portanto, χ(XA ∩ f−1
a (c)) não depende de (a,A, c) ∈ W .

Observamos que sendo W complementar de um conjunto anaĺıtico, segue que W é

conexo (ver [32]).
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Corolário 2.1.4. Sejam (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI e f : (X, 0) →

(C, 0) um germe de função anaĺıtica com singularidade isolada. Dado c valor regular

de f suficientemente próximo da origem, a caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra

X ∩ f−1(0) é dada por

ν(X ∩ f−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(X ∩ f−1(c))− 1).

Demonstração. Por definição, a caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra X∩f−1(0)

é

ν(X ∩ f−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1),

onde (a,A, c) ∈ CN ×Mm,n×C são valores genéricos tais que XA é suave, fa|XA
é uma

função de Morse e c é um valor regular de fa|XA
. Então, (a,A, c) pertence ao aberto

de Zariski W , dado pelo Lema 2.1.1.

Logo, pela Proposição 2.1.3, a caracteŕıstica de Euler evanescente da fibraX∩f−1(0)

não depende de (a,A, c) pertencente a W .

Assim, dado (0, 0, c) ∈ CN ×Mm,n × C, com c um valor regular de f : (X, 0)→ C,

então (0, 0, c) pertence a W , logo

ν(X ∩ f−1(c)) = (−1)d−1(χ(X ∩ f−1(c))− 1).

Recordamos as equações 1.1 e 1.2, as quais são válidas quando (X, 0) tem singula-

ridade isolada

EuX(0) = χ(X ∩ p−1(t0)) e Euf,X(0) = EuX(0)− χ(X ∩ f−1(t0)),

estas equações serão utilizadas nos próximos resultados.

Agora podemos demonstrar o principal resultado desta seção, o qual relaciona a

obstrução de Euler de uma função à caracteŕıstica de Euler evanescente da fibra.

Teorema 2.1.5. Sejam (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI, f : (X, 0) → C

um germe de função anaĺıtica com singularidade isolada e p : (X, 0) → C é uma

aplicação linear genérica. Então,

Euf,X(0) = (−1)d(ν(X ∩ f−1(0), 0)− ν(X ∩ p−1(0), 0)).
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Demonstração. Pelas equações 1.1 e 1.2, obtemos,

Euf,X(0) = χ(X ∩ p−1(t0))− χ(X ∩ f−1(t0)).

Pelo Corolário 2.1.4,

ν(X ∩ f−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(X ∩ f−1(t0))− 1)

e

ν(X ∩ p−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(X ∩ p−1(t0))− 1),

portanto,

Euf,X(0) = (−1)d(ν(X ∩ f−1(0), 0)− ν(X ∩ p−1(0), 0)).

Segue deste resultado, a relação entre a obstrução de Euler de uma função e o

número de Milnor determinantal.

Pelo Teorema 2.0.3 e pelo Teorema 2.1.5, temos

Euf,X(0) = (−1)d(ν(X ∩ f−1(0), 0)− ν(X ∩ p−1(0), 0))

= (−1)d(ν(X ∩ f−1(0), 0) + ν(X, 0)− ν(X, 0)− ν(X ∩ p−1(0), 0))

= (−1)d(µD(f)−md(X, 0)),

o que demonstra o corolário a seguir.

Corolário 2.1.6. Sejam (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI e f : (X, 0) →

(C, 0) um germe de função anaĺıtica com singularidade isolada. Então,

Euf,X(0) = (−1)d(µD(f)−md(X, 0)).

Para germes (X, 0) ⊂ (CN , 0) e f : (X, 0)→C, o número de Brasselet foi definido

por Dutertre e Grulha Jr ([20]). Em particular, quando f tem singularidade isolada, o

número de Brasselet é igual a

Bf,X(0) = EuX(0)− Euf,X(0).

Das equações 1.1 e 1.2, sabemos que

EuX(0)− Euf,X(0) = χ(X ∩ f−1(c)),
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para c um número complexo genérico. Além disso, pelo corolário 2.1.4, temos

χ(X ∩ f−1(c)) = (−1)d−1ν(X ∩ f−1(0), 0) + 1.

Assim, temos a seguinte proposição, a qual relaciona o número de Brasselet à ca-

racteŕıstica de Euler evanescente da fibra.

Proposição 2.1.7. Sejam (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI e f : (X, 0)→ (C, 0) um germe

de função anaĺıtica com singularidade isolada. Então,

Bf,X(0) = (−1)d−1ν(X ∩ f−1(0), 0) + 1.

Podemos, também, relacionar a obstrução de Euler de uma função Euf,X(0) ao

número de Milnor µ(f), para um germe de função finita f : (X, 0)→(C, 0), onde X é

uma curva reduzida e µ(f) é o número de Milnor como definido por Goryunov ([27]) e

Mond, van Straten ([48]). Pelas equações 1.1 e 1.2, temos

Euf,X(0) = χ(X ∩ p−1(c))− χ(X ∩ f−1(c)),

onde p é uma aplicação linear genérica e c é um número complexo genérico. Observamos

que χ(X ∩p−1(c)) é igual a multiplicidade de (X, 0), m0(X, 0) e χ(X ∩f−1(c)) é o grau

de f , deg f . Nuño-Ballesteros e Tomazella ([51]) provam que

deg f = µ(f)− µ(X, 0) + 1,

onde µ(X, 0) é o número de Milnor da curva como definido por Buchweitz e Greuel

([10]). Além disso, temos (ver [51])

m0(X, 0) = 1 +m1(X, 0)− µ(X, 0),

onde m1(X, 0) é a primeira multiplicidade polar como definida em [51]. Portanto,

Euf,X(0) = m0(X, 0)− deg f

= 1 +m1(X, 0)− µ(X, 0)− µ(f) + µ(X, 0)− 1

= m1(X, 0)− µ(f)

= (−1)[µ(f)−m1(X, 0)].

Obtemos a seguinte proposição.

Proposição 2.1.8. Seja f : (X, 0)→(C, 0) um germe de função finita com singulari-

dade isolada em uma curva reduzida (X, 0). Então,

Euf,X(0) = (−1)[µ(f)−m1(X, 0)] e Bf,X(0) = deg(f).
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2.2 Alguns exemplos e aplicações

Exemplo 2.2.1. Seja F : (C4, 0)→M2,3 o germe de aplicação definido por

F (x, y, z, w) =

(
x y z

y z w

)

e considere (X, 0) = F−1(M2
2,3). Seja também f : (X, 0)→C dado por f(x, y, z, w) =

x2 + y2 + zw.

Considerando, por exemplo,

A =
1

100

(
6 −8 5

1 8 7

)
,

p = 2x− 3y + 4z − w e fazendo os cálculos com o Mathematica, obtemos

m2(X, 0) = #Σ(p|XA
) = 3 e µD(f) = 10.

Portanto,

Euf,X(0) = 10− 3 = 7.

Exemplo 2.2.2. Seja F : (C4, 0)→M2,3 o germe de aplicação definido por

F (x, y, z, w) =

(
x y z

y z w

)

e considere (X, 0) = F−1(M2
2,3). Seja também f : (X, 0)→C dado por f(x, y, z, w) =

x4 + y2 + w.

Fazendo os cálculos com o Mathematica, obtemos

m2(X, 0) = 3 e µD(f) = 9.

Portanto,

Euf,X(0) = 9− 3 = 6.

Observação 2.2.3. No exemplo 2.2.2, (X, 0) é uma superf́ıcie tórica. Dalbelo, Grulha

Jr. e Pereira ([13]) provam uma fórmula para calcular m2(X, 0) neste caso. Também,

de acordo com [13, Exemplo 5.1], a obstrução de Euler de f , no exemplo 2.2.2, pode

ser calculada usando a fórmula Euf,X(0) = n2 − n, com n = 3.
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Exemplo 2.2.4. Seja F : (C5, 0)→M2,4 o germe de aplicação definido por

F (x, y, z, w, v) =

(
x y z w

y z w v

)
e considere (X, 0) = F−1(M2

2,4). Seja também f : (X, 0)→C dado por f(x, y, z, w, v) =

x3 + v + yz.

Considerando, por exemplo,

A =
1

100

(
−1 9 −7 −4

−4 7 −8 −5

)
,

p = 4x+ 6y − 5z + 8w − 8v e fazendo os cálculos com o Mathematica, obtemos

m2(X, 0) = #Σ(p|XA
) = 4 e µD(f) = 12.

Portanto,

Euf,X(0) = 12− 4 = 8.

Exemplo 2.2.5. Seja F : (C5, 0)→M2,3 o germe de aplicação definido por

F (x, y, z, w, v) =

(
x y z

z w v

)
e considere (X, 0) = F−1(M2

2,3). Seja também f : (X, 0)→C dado por f(x, y, z, w, v) =

x2 + y2 + z2 + w2 + v2.

Fazendo os cálculos com o Mathematica, obtemos

m3(X, 0) = 0 e µD(f) = 10.

Portanto,

Euf,X(0) = −10.

Quando (X, 0) é uma ICIS definida pela aplicação φ : (Cn, 0)→(Ck, 0), então

µD(f) = dimC
On

〈φ〉+ J(φ, f)

e

md(X, 0) = dimC
On

〈φ〉+ J(φ, p)
.

Portanto, no caso em que (X, 0) é uma ICIS, aplicamos o Corolário 2.1.6 e obte-

mos uma maneira fácil de calcular a obstrução de Euler de um germe de função com

singularidade isolada definida em uma ICIS.
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Teorema 2.2.6. Seja (X, 0) = (φ−1(0), 0) ⊂ (Cn, 0) uma ICIS e seja f : (X, 0)→(C, 0)

um germe de função com singularidade isolada. Então,

Euf,X(0) = (−1)d
(

dimC
On

〈φ〉+ J(f, φ)
− dimC

On
〈φ〉+ J(p, φ)

)
,

onde p : (X, 0)→C é uma aplicação linear genérica.

Exemplo 2.2.7. Considere (X, 0) ⊂ C3 o germe definido como os zeros da função

φ(x, y, z) = x2 + y3 − z5 e f : (X, 0)→C o germe de função f(x, y, z) = x2 + y2 + z10.

Podemos calcular a obstrução de Euler de f usando o teorema anterior. Para isto,

tomamos uma aplicação linear genérica, por exemplo, p(x, y, z) = 2x+ 3y− 2. Usando

o software Singular [19], calculamos as dimensões das álgebras

dimC
O3

〈φ〉+ J(f, φ)
= 25 e dimC

O3

〈φ〉+ J(p, φ)
= 10.

Portanto,

Euf,X(0) = (−1)2(25− 10) = 15.

Exemplo 2.2.8. Considere (X, 0) ⊂ C4 o germe definido como os zeros da função

φ(x, y, z, w) = x2 + y3 − z5 + w2 e f : (X, 0)→(C, 0) o germe de função f(x, y, z) =

x2 + y3 + z2 − wx.

Tomamos uma aplicação linear genérica p(x, y, z) = x + y + 7z − 5w. Usando o

software Singular, calculamos as dimensões das álgebras

dimC
O4

〈φ〉+ J(f, φ)
= 21 e dimC

O4

〈φ〉+ J(p, φ)
= 10.

Portanto,

Euf,X(0) = (−1)3(21− 10) = −11.

Também, podemos aplicar o resultado

Euf,X(0) = (−1)d(µD(f)−md(X, 0)),

para mostrar que o número de Milnor determinantal ser constante para uma famı́lia é

equivalente a obstrução de Euler de uma função ser constante para a famı́lia.

Proposição 2.2.9. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI e G : (CN×Cr, 0)→ C uma famı́lia

de funções com singularidade isolada, denote G(x, u) = gu(x). Então são equivalentes:
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1. Eugu,X(0) é constante para a famı́lia;

2. µD(gu) é constante para a famı́lia.

Observamos que no caso em que (X, 0) é ICIS, o resultado anterior foi provado por

Grulha Jr. ([16]).
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Caṕıtulo 3

Conjectura de Mond para

aplicações entre curvas planas

A conjectura de Mond propõe uma desigualdade entre dois invariantes definidos para

germes de aplicações f : (Cn, 0)→(Cn+1, 0) quando (n, n+ 1) estão nas boas dimensões

de Mather. Estes invariantes são a Ae-codimensão, Ae- codim(f), a qual é o número

mı́nimo de parâmetros necessários em uma deformação versal de f e o número de

Milnor da imagem, µI(f), definido por Siersma ([58]) e Mond ([43]), o qual é definido

considerando fs uma estabilização de f , então Xs, a imagem de fs, tem o tipo de

homotopia de um bouquet de esferas e o número de Milnor da imagem foi definido

como o número de esferas no bouquet.

A conjectura foi inspirada pela desigualdade entre dois invariantes definidos para

germes de hipersuperf́ıcie com singularidade isolada (X, 0), o número de Tjurina, o qual

é o número mı́nimo de parâmetros necessários em uma deformação versal de (X, 0) e

o número de Milnor, o qual é o número de esferas na fibra de Milnor de (X, 0). Neste

caso, o número de Tjurina é menor ou igual ao número de Milnor, com igualdade se, e

somente se, (X, 0) é quase homogênea.

Seguindo isto, a conjectura de Mond sugere a seguinte desigualdade,

Ae- codim(f) ≤ µI(f),

com igualdade se, e somente se, f é quase homogênea.

Mond em ([44]) demonstra a conjectura no caso n = 1. Para n = 2, foi demonstrada

independentemente por De Jong e Van Straten ([18]) e Mond ([43]). Para n ≥ 3, ainda

50
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é um problema em aberto, a qual é suportada por muitos exemplos e em alguns casos

particulares foi resolvida (por exemplo, [11, 12, 36, 37, 49, 53, 57]). Para mais detalhes

sobre a conjectura de Mond, sugerimos [45].

Motivados pelo trabalho de Mond ([44]), estudamos o caso de germes de aplicações

entre curvas planas. Neste caṕıtulo, introduzimos o número de Milnor da imagem para

germes de aplicações f : (X, 0)→(C2, 0), onde (X, 0) uma curva plana com singulari-

dade isolada. Damos uma caracterização, baseados em [44], para a Ae-codimensão e

finalizamos o caṕıtulo apresentando o teorema que responde afirmativamente a conjec-

tura de Mond neste contexto.

3.1 Ae-codimensão para aplicações entre curvas pla-

nas

Nesta seção, consideramos germes de aplicações entre curvas planas e mostramos uma

relação para a Ae-codimensão, isto nos permitirá relacionar a Ae-codimensão com o

número de Milnor da imagem, o que será feito na seção seguinte. Observamos que a

relação para Ae-codimensão dada por Mond na demonstração do Teorema 2.3 ([44])

nos motivou a obtermos um resultado similar. A fórmula dada por Mond para germes

de aplicações f : (C, 0)→(C2, 0) é a seguinte,

Ae- codim(f) = dimC ker(ev) + dimC
JgO1

JgOY,0
,

onde (Y, 0) é a imagem de f , a qual é definida pelo germe de função g : (C2, 0)→C,

ou seja, (Y, 0) = (g−1(0), 0), denotando por (u, v) as coordenadas na meta de f , temos

Jg = 〈 ∂g
∂u
, ∂g
∂v
〉 o ideal jacobiano de g e

ev :
Θ(f)

tf(Θ1) + ωf(Θ2)
→ JgO1

JgOY,0
,

é definida por ev([α]) = [α(g)], onde α = α1
∂
∂u

+ α2
∂
∂v
∈ Θ(f) e α(g) = α1

∂g
∂u
◦ f +

α2
∂g
∂v
◦ f ∈ JgO1.

A partir deste ponto, consideramos nesta seção f : (X, 0)→(C2, 0) onde (X, 0) é

uma curva plana com singularidade isolada. Consideramos f : (X, 0)→(C2, 0) um

germe de aplicação finita de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0), onde o grau da aplicação

é o número de imagens inversas de um valor genérico. Observe que pelo Corolário
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1.8.17, f é estável se, e somente se, X é suave e f é uma imersão com somente pontos

duplos transversais, chamados nós. Consequentemente, f é A -finito se, e somente se,

f é finita e tem grau 1 sobre sua imagem.

Denotamos por (x, y) e (u, v) as coordenadas em C2 na fonte e na meta, res-

pectivamente. Assumimos que f é a restrição de um germe de aplicação holomorfa

f̃ = (f1, f2) : (C2, 0)→(C2, 0). Consideramos g, h ∈ O2 tais que g(u, v) = 0 e

h(x, y) = 0 são as equações reduzidas de (Y, 0) e (X, 0), respectivamente. Se f é

A -finito, então X é suave e f é regular fora da origem. Então,

dimC
OX,0
J(h, f)

<∞,

onde J(h, f) é o ideal jacobiano de (h, f), i.e., é o ideal em OX,0 generado pelos menores

de ordem 2 da matriz jacobiana de (h, f1, f2). Denotamos estes menores por,

J0 =

∣∣∣∣∣ ∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∣∣∣∣∣ , J1 =

∣∣∣∣∣ ∂h
∂x

∂h
∂y

∂f1
∂x

∂f1
∂y

∣∣∣∣∣ , J2 =

∣∣∣∣∣ ∂h
∂x

∂h
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∣∣∣∣∣ .
Seja Jg o ideal jacobiano de g. Consideramos a aplicação avaliação

ev :
Θ(f)

tf(ΘX,0) + ωf(Θ2)
→JgOX,0
JgOY,0

definida por ev([ξ]) = [ξ(g)], para cada campo de vetor ξ ∈ Θ(f). Temos ξ = a ∂
∂u

+b ∂
∂v

,

com a, b ∈ OX,0, então ξ(g) = a ∂g
∂u
◦ f + b∂g

∂v
◦ f .

Recordamos, ver seção 1.8, a definição da Ae-codimensão de f neste caso,

Ae- codim(f) = dimC
Θ(f)

tf(ΘX,0) + ωf(Θ2)
.

Proposição 3.1.1. Sejam (X, 0) uma curva plana e f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de

aplicação finita. Então, a aplicação ev está bem definida e é sobrejetora, logo

Ae- codim(f) = dimC ker(ev) + dimC
JgOX,0
JgOY,0

.

Demonstração. Primeiramente, observamos que JgOY,0 ⊂ JgOX,0. De fato,

JgOX,0 =

{
a

(
∂g

∂u
◦ f
)

+ b

(
∂g

∂v
◦ f
)

; a, b ∈ OX,0
}
.

Considerando f̄ : X→Y a restrição de f à imagem, logo f̄ ∗ : OY,0→OX,0. E

consideramos a inclusão i : Y→C2, logo i∗ : O2→OY,0. Então,

JgOY,0 =

{
(a ◦ f̄)

((
∂g

∂u
◦ i
)
◦ f̄
)

+ (b ◦ f̄)

((
∂g

∂v
◦ i
)
◦ f̄
)

; a, b ∈ OY,0
}
.
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Portanto JgOY,0 ⊂ JgOX,0.

A aplicação ev está bem definida. De fato, seja ξ ∈ tf(ΘX,0) + ωf(Θ2).

Se ξ ∈ tf(ΘX,0), então ξ = tf(η), η ∈ ΘX,0 = Derlog(X, 0)/(〈h〉Θ2), com η(h) = 0

em OX,0. Lembramos que g é a equação que define Y = f(X) e esta satisfaz g◦ f̃ = µh,

para alguma função µ ∈ O2. Assim,

ξ(g) = tf(η)(g) = (df̃ ◦ η)(g) = η(g ◦ f̃) = η(µh) = 0.

Se ξ ∈ ωf(Θ2), então ξ = ζ ◦ f , ζ ∈ Θ2. Escrevemos ζ = ã ∂
∂u

+ b̃ ∂
∂v

, com ã, b̃ ∈ O2.

Logo,

ξ = ζ ◦ f = (ã ◦ f)
∂

∂u
+
(
b̃ ◦ f

) ∂

∂v
.

Assim,

ξ(g) = (ã ◦ f)
∂g

∂u
◦ f +

(
b̃ ◦ f

) ∂g
∂v
◦ f =

=
(
(ã ◦ i) ◦ f̄

)((∂g
∂u
◦ i
)
◦ f̄
)

+
((
b̃ ◦ i

)
◦ f̄
)((∂g

∂v
◦ i
)
◦ f̄
)
,

com (ã ◦ i) ,
(
b̃ ◦ i

)
∈ OY,0.

Portanto, se ξ ∈ tf(ΘX,0) +ωf(Θ2), então ξ(g) ∈ JgOY,0. Logo, a aplicação ev está

bem definida.

Agora, seja

a
∂g

∂u
◦ f + b

∂g

∂v
◦ f ∈ JgOX,0,

Logo, tomando ξ = a ∂
∂u

+ b ∂
∂v
∈ Θ(f), obtemos

ξ(g) = a
∂g

∂u
◦ f + b

∂g

∂v
◦ f.

Portanto, ev é sobrejetora.

A aplicação avaliação não é injetiva em geral. Então precisamos conhecer seu

núcleo para obter uma caracterização para a Ae-codimensão de f . No Teorema 3.1.4,

mostraremos um isomorfismo entre ker(ev) e ker(ẽv), onde a aplicação

ẽv :
Θ(f)

tf(ΘX,0)
→JgOX,0,

é definida por ẽv([ξ]) = ξ(g). Observamos que pela prova do Lema 3.1.1 segue que

ẽv está bem definida e é sobrejetora. A vantagem de se trabalhar com ẽv é o fato da

aplicação ser um morfismo de OX,0-módulos.
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Para mostrar o isomorfismo, necessitamos de alguns lemas.

Da observação 1.8.15, existe G uma deformação estável da aplicação

(h, f̃) : (C2, 0)→(C3, 0),

denotamos por (Z, 0) a imagem de G e o seguinte diagrama é comutativo:

(C2 × Cr, 0)
G−−−→ (C3 × Cr, 0)

i

x γ

x
(X, 0)

f−−−→ (C2, 0)

onde i(x) = (x, 0) e γ(u, v) = (0, u, v, 0).

Seja C(G) o ideal condutor de O2+r em OZ,0, o qual é o maior ideal de OZ,0 que

também um ideal em O2+r. Por R. Piene ([54]), C(G) é gerado em O2+r por λG tal

que
∂H

∂wi
◦G = (−1)iλG det(dG1, · · · , dGi−1, dGi+1, · · · , dG3+r),

onde H : C3+r→C é a equação impĺıcita de (Z, 0) e i = 1, · · · , 3 + r.

Definimos λf = λG ◦ i ∈ OX,0 e denotamos por C(f) o ideal gerado por λf em OX,0.

Lema 3.1.2. Com estas notações, temos

∂g

∂u
◦ f = λfJ2 e

∂g

∂v
◦ f = −λfJ1.

Demonstração. Da observação 1.8.15, γ ◦ f = G ◦ i, então,

∂H

∂w2

◦G ◦ i =
∂H

∂w2

◦ γ ◦ f =
∂g

∂u
◦ f e

∂H

∂w3

◦G ◦ i =
∂H

∂w3

◦ γ ◦ f =
∂g

∂v
◦ f.

Logo,
∂g

∂u
◦ f = (λG ◦ i) det(dG1, dG3, · · · , dG3+r) ◦ i

e
∂g

∂v
◦ f = −(λG ◦ i) det(dG1, dG2, dG4, · · · , dG3+r) ◦ i.

Por outro lado,

det(dG1, dG3, · · · , dG3+r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂G1

∂x
∂G3

∂x
0 · · · 0

∂G1

∂y
∂G3

∂y
0 · · · 0

∂G1

∂s1

∂G3

∂s1
1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
∂G1

∂sr
∂G3

∂sr
0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂G1

∂x

∂G3

∂y
− ∂G1

∂y

∂G3

∂x
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e

det(dG1, dG2, dG4, · · · , dG3+r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂G1

∂x
∂G2

∂x
0 · · · 0

∂G1

∂y
∂G2

∂y
0 · · · 0

∂G1

∂s1

∂G2

∂s1
1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
∂G1

∂sr
∂G2

∂sr
0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂G1

∂x

∂G2

∂y
− ∂G1

∂y

∂G2

∂x
.

Assim,

det(dG1, dG3, · · · , dG3+r) ◦ i =
∂G1

∂x
◦ i ∂G3

∂y
◦ i− ∂G1

∂y
◦ i ∂G3

∂x
◦ i =

=
∂h

∂x

∂f2

∂y
− ∂h

∂y

∂f2

∂x
= J2

e

det(dG1, dG2, dG4, · · · , dG3+r) ◦ i =
∂G1

∂x
◦ i ∂G2

∂y
◦ i− ∂G1

∂y
◦ i ∂G2

∂x
◦ i =

=
∂h

∂x

∂f1

∂y
− ∂h

∂y

∂f1

∂x
= J1.

Consequentemente,
∂g

∂u
◦ f = (λG ◦ i)J2 = λfJ2

e
∂g

∂v
◦ f = −(λG ◦ i)J1 = −λfJ1.

Lema 3.1.3. Seja f : (X, 0)→(C2, 0) finita e de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0). Então,

ωf(Derlog(Y, 0)) ⊆ tf(ΘX,0).

Demonstração. Consideramos α : (C, S)→(X, 0) uma parametrização de (X, 0), então

a composição f ◦ α : (C, S)→(C2, 0) é também finita e tem grau 1 sobre sua imagem

(Y, 0), logo é A -finita. Aplicamos o Lema 1.8.7 para f ◦ α, como Lift(f ◦ α) =

Derlog(Y, 0), temos

t(f ◦ α)(Θ1) ⊇ ω(f ◦ α)(Derlog(Y, 0)).

Para cada ξ ∈ Derlog(Y, 0), existe η ∈ Θ1 tal que t(f ◦α)(η) = ω(f ◦α)(ξ), ou seja,

d(f ◦ α) ◦ η = ξ ◦ (f ◦ α) e pela regra da cadeia,

df ◦ dα ◦ η = ξ ◦ f ◦ α.
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Definimos σ em ΘX,0 por σx = dα(ηt), onde x = α(t), i.e., dα◦η = σ ◦α. Obtemos,

df ◦ σ ◦ α = ξ ◦ f ◦ α, consequentemente,

tf(σ) = df̃ ◦ σ = ξ ◦ f = ωf(ξ).

Então, ωf(ξ) ∈ tf(ΘX,0).

Teorema 3.1.4. Seja (X, 0) uma curva plana e seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de

aplicação A -finito. Então,

ker(ev) ∼= ker(ẽv).

Demonstração. Definimos o morfismo ker(ẽv)→ ker(ev) por [ξ] 7→ [ξ], onde as classes

são consideradas nos seus respectivos quocientes. Como tf(ΘX,0) ⊆ tf(ΘX,0)+ωf(Θ2),

o morfismo está bem definido e é sobrejetor. Para ver que o morfismo é injetor, temos

que provar que se [ξ] ∈ ker(ẽv) é tal que ξ ∈ tf(ΘX,0) + ωf(Θ2), então ξ ∈ tf(ΘX,0).

De fato, seja ξ = ξ1 + ξ2, com ξ1 ∈ tf(ΘX,0) e ξ2 ∈ ωf(Θ2). Consequentemente,

0 = ξ(g) = ξ1(g) + ξ2(g) e como ξ1(g) = 0, segue que ξ2(g) = 0. Consideramos ζ ∈ Θ2

tal que ξ2 = ωf(ζ), onde ζ = α ∂
∂u

+ β ∂
∂v

, para algum α, β ∈ O2. Então,

0 = ξ2(g) = α ◦ f ∂g
∂u
◦ f + β ◦ f ∂g

∂v
◦ f =

(
α
∂g

∂u
+ β

∂g

∂v

)
◦ f.

Assim, ζ(g) ◦ f = 0, o que implica que ζ(g) = κg, para algum κ ∈ O2. Por definição,

segue que ζ ∈ Derlog(Y, 0) e pelo Lema 3.1.3,

ξ2 = ωf(ζ) ∈ tf(ΘX,0).

Portanto, ξ ∈ tf(ΘX,0).

Pelo Teorema 3.1.4, obtemos

dimC ker(ev) = dimC ker(ẽv).

Usando a igualdade acima mostraremos que,

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− dimC ker(ev) = τ(X, 0),

onde τ(X, 0) é o número de Tjurina de (X, 0) definido por Tjurina em ([63]).

Para isto, necessitamos dos seguintes lemas.
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Lema 3.1.5. Seja (X, 0) uma curva plana e seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de

aplicação A -finito. Então, λf não é um divisor de zero de OX,0.

Demonstração. Observamos que O2 é Cohen-Macaulay, pois é regular. Logo, podemos

aplicar Lema 1.1.6.

Mostraremos que ht(〈h, λf〉) = 2. Então, pelo Lema 1.1.6, teremos que h, λf é

uma sequência regular em O2. Consequentemente, λf não é um divisor de zero de

OX,0 = O2

〈h〉 . Temos ht(〈h, λf〉) = 2, de fato, segue de ([31], Corolário 7.7.10) que,

dimO2 = ht(〈h, λf〉) + dim
O2

〈h, λf〉
,

como dimO2 = 2, basta mostrar que dim O2

〈h,λf 〉
= 0. Observamos que dim O2

〈h,λf 〉
= 0 se,

e somente se, dimC
O2

〈h,λf 〉
< ∞. Agora veremos que dimC

OX,0

〈λf 〉
< ∞. Isto é equivalente

a mostrar que λf não é identicamente nulo em cada ramo (Xi, 0) de (X, 0). Seja

α : (C, 0)→(Xi, 0) uma parametrização do ramo. Aplicamos o resultado de Piene à α,

então o ideal condutor de OXi,0 em O1 é gerado por λα em O1 tal que

∂h

∂x
◦ α = λαα

′
2,

∂h

∂y
◦ α = −λαα′1.

Por outro lado, como g ◦ f̃ = µh para alguma função µ ∈ O2, pela regra da cadeia,

µ
∂h

∂x
=
∂(g ◦ f̃)

∂x
=

(
∂g

∂u
◦ f
)
∂f1

∂x
+

(
∂g

∂v
◦ f
)
∂f2

∂x
= λf

(
J2
∂f1

∂x
− J1

∂f2

∂x

)
.

Compondo com α,

(µ ◦ α)
∂h

∂x
◦ α = (λf ◦ α)

(
J2
∂f1

∂x
− J1

∂f2

∂x

)
◦ α = (λf ◦ α)

(
J0
∂h

∂x

)
◦ α.

Mas isto implica que λf ◦ α não pode ser identicamente nulo.

Para simplificar a notação, usaremos as coordenadas na fonte e na meta para identi-

ficar ΘX,0 ⊂ O2
X,0 e Θ(f) ∼= O2

X,0. Com estas identificações, o morfismo tf : ΘX,0→Θ(f)

é identificado com a restrição do morfismo tf : O2
X,0→O2

X,0, cuja matriz na base

canônica é a matriz jacobiana de f .

Lema 3.1.6. Seja (X, 0) uma curva plana e seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de

aplicação A -finito. Denotamos por E o epimorfismo E : O2
X,0→〈J2,−J1〉 dado por

E(a, b) = aJ2 − bJ1. Então,

ker(ev) ∼=
ker(E)

tf(ΘX,0)
.
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Demonstração. Considere a aplicação, φ : O2
X,0→JgOX,0, dada por

(a, b) 7→ a
∂g

∂u
◦ f + b

∂g

∂v
◦ f.

Do Teorema 3.1.4, temos ker(ev) ∼= ker(ẽv), então,

ker(ev) ∼=
ker(φ)

tf(ΘX,0)
.

Resta mostrar que ker(φ) = ker(E). Seja (a, b) ∈ ker(E), então aJ2− bJ1 = 0. Pelo

Lema 3.1.2, temos
∂g

∂u
◦ f = λfJ2 e

∂g

∂v
◦ f = −λfJ1.

Como aJ2 − bJ1 = 0, então,

0 = λf (aJ2 − bJ1) = aλfJ2 − bλfJ1 = a
∂g

∂u
◦ f + b

∂g

∂v
◦ f,

portanto, (a, b) ∈ ker(φ). Por outro lado, seja (a, b) ∈ ker(φ), logo a ∂g
∂u
◦f+b∂g

∂v
◦f = 0.

Então,

0 = a
∂g

∂u
◦ f + b

∂g

∂v
◦ f = aλfJ2 − bλfJ1 = λf (aJ2 − bJ1).

Pelo Lema 3.1.5, λf não é um divisor de zero em OX,0, portanto, aJ2− bJ1 = 0. Logo,

(a, b) ∈ ker(E).

Observação 3.1.7. Podemos assumir sem perda de generalidade que

dimC
OX,0
〈J0〉

<∞. (3.1)

Consequentemente, J0 não é um divisor de zero em OX,0.

De fato, como OX,0 é 1-dimensional e (J0, J1, J2) é um ideal de definição, para

valores genéricos a, b, c ∈ C, a combinação linear aJ0 + bJ1 + cJ2 define um ideal de

parâmetros, i.e.,

dimC
OX,0

(aJ0 + bJ1 + cJ2)
<∞,

(ver [41, Teorema 14.14]). Sendo verdade para valores genéricos a, b, c, podemos esco-

lher tais valores com a condição adicional a 6= 0. Agora definimos

f̂ = (λ11f1 + λ12h, λ21f2 + λ22h),

para λij ∈ C. A restrição de f̂ à (X, 0) é um germe de aplicação o qual é A -equivalente

à f . Agora, o determinante Jacobiano J̃0 de f̂ é

J̃0 = λ11λ21J0 − λ11λ22J1 + λ12λ21J2,

então é suficiente tomar λ11 = 1, λ21 = a, λ22 = −b e λ12 = c/a.
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Lema 3.1.8. Seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de aplicação satisfazendo (3.1).

Então,

dimC coker(tf) = dimC
OX,0
〈J0〉

.

Demonstração. Consideramos primeiramente o caso em que (X, 0) é suave e f é regular.

Isto implica que J(h, f) = OX,0 e assim, um dos geradores Ji, i = 0, 1, 2 deve ser uma

unidade em OX,0. Se J0 é uma unidade, então OX,0 = 〈J0〉, mas tf é um isomorfismo,

então coker(tf) = 0 e temos a igualdade. Suponha agora que J1 é uma unidade, o caso

para J2 será análogo. Então, J1(0) 6= 0 e então, (f1, h) tem posto 2. Depois de uma

mudança de coordenadas holomorfa em (C2, 0), podemos assumir que (f1, h)(x, y) =

(x, y). Então,

O2
X,0

tf
(
O2
X,0

) =
O2
X,0

OX,0

{(
1

∂f2
∂x

)
,

(
0

∂f2
∂y

)} ∼= OX,0
〈∂f2
∂y
〉

=
OX,0
〈J0〉

.

Agora, provamos a igualdade no caso geral. Seja F : (X , 0)→(C3, 0) uma esta-

bilização de f . Denotamos F = (ft, t), assim f0 = f e ft : Xt→C2 é estável para

todo t 6= 0. Em particular, Xt é suave e ft é regular se t 6= 0. A existência de tal

estabilização é garantida pelo Teorema 1.8.16.

Denotamos por t̃F : O2
X ,0→O2

X ,0 o morfismo de OX ,0-módulos induzido pela matriz

Jacobiana de ft (com respeito as variáveis x, y). Seja M = coker(t̃f) então, por hipótese

dimC
M

〈t〉M
= dimC coker(tf) <∞,

consequentemente M tem dimensão ≤ 1. Desde que (X , 0) é Cohen-Macaulay de di-

mensão 2 e M tem uma representação sobre OX ,0 por uma matriz 2×2, M é um módulo

determinantal no sentido de Buchsbaum-Rim [9]. Portanto, M é Cohen-Macaulay e

temos a propriedade da conservação da multiplicidade. Isto significa que para todo

t 6= 0:

dimC coker(tf) =
∑
x∈Xt

dimC coker({tft : O2
Xt,x→O

2
Xt,x}).

Mas, o mesmo argumento pode ser aplicado ao módulo N = OX ,0/〈J0(ft)〉, onde

J0(ft) é o determinante Jacobiano de ft. Por um lado,

dimC
N

〈t〉N
= dimC

OX,0
〈J0〉

<∞,
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então N tem dimensão ≤ 1. Por outro lado, assuma que (X , 0) = V (H) para algum

H ∈ O3, então N ∼= O3/〈H, J0(ft)〉 e assim, N é uma interseção completa. Novamente,

N é Cohen-Macaulay e temos a coservação da multiplicidade:

dimC
OX,0
〈J0〉

=
∑
x∈Xt

OXt,x

〈J0(ft)〉
,

para todo t 6= 0. O resultado segue então da primeira parte da prova.

Teorema 3.1.9. Seja (X, 0) uma curva plana e seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de

aplicação A -finito. Então,

dimC ker(ev) = dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− τ(X, 0).

Demonstração. Pela observação 3.1.7, podemos supor que f satisfaz a condição (3.1).

Definimos a aplicação F : O2
X,0→〈∂h∂x ,

∂h
∂y
〉 dada por

F (a, b) = a
∂h

∂x
+ b

∂h

∂y
.

Consideremos o diagrama:

0 −−−→ ker(F ) −−−→ O2
X,0

F−−−→ 〈∂h
∂x
, ∂h
∂y
〉 −−−→ 0

α

y tf

y γ

y
0 −−−→ ker(E) −−−→ O2

X,0
E−−−→ 〈J2,−J1〉 −−−→ 0

onde α é a restrição de tf e γ(a∂h
∂x

+ b∂h
∂y

) = J0(a∂h
∂x

+ b∂h
∂y

). Veremos que o diagrama é

comutativo. Primeiramente, temos γ ◦ F = E ◦ tf , de fato,

E(tf(1, 0)) = E

(
∂f1

∂x
,
∂f2

∂x

)
=
∂f1

∂x
J2 −

∂f2

∂x
J1

=
∂f1

∂x

(
∂h

∂x

∂f2

∂y
− ∂h

∂y

∂f2

∂x

)
− ∂f2

∂x

(
∂h

∂x

∂f1

∂y
− ∂h

∂y

∂f1

∂x

)
=

(
∂f1

∂x

∂f2

∂y
− ∂f2

∂x

∂f1

∂y

)
∂h

∂x
= J0

∂h

∂x

= γ

(
∂h

∂x

)
= γ(F (1, 0)),

e analogamente para (0, 1). Portanto, γ ◦ F = E ◦ tf .
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Além disso, temos tf(ker(F )) ⊂ ker(E). De fato, se F (a, b) = 0, temos

0 = a
∂h

∂x
+ b

∂h

∂y

= aλf

(
J2
∂f1

∂x
− J1

∂f2

∂x

)
+ bλf

(
J2
∂f1

∂y
− J1

∂f2

∂y

)
= λf

[(
a
∂f1

∂x
+ b

∂f1

∂y

)
J2 −

(
a
∂f2

∂x
+ b

∂f2

∂y

)
J1

]
= λfE(tf(a, b)).

Como λf não é divisor de zero (Lema 3.1.5), E(tf(a, b)) = 0 então tf(a, b) ∈ ker(E).

As filas são sequências exatas e o diagrama é comutativo, então pelo Lema da

Serpente (ver, por exemplo, [31]), temos a sequência exata:

0 −→ ker(α) −→ ker(tf) −→ ker(γ) −→ coker(α) −→ coker(tf) −→ coker(γ) −→ 0.

Temos que γ é injetora. De fato, dado a∂h
∂x

+ b∂h
∂y
∈ ker(γ),

γ

(
a
∂h

∂x
+ b

∂h

∂y

)
= J0

(
a
∂h

∂x
+ b

∂h

∂y

)
= 0,

J0 não é um divisor de zero de OX,0 pela condição 3.1, portanto, a∂h
∂x

+ b∂h
∂y

= 0.

Então, obtemos a sequência exata curta

0 −→ coker(α) −→ coker(tf) −→ coker(γ) −→ 0.

Temos

coker(α) =
ker(E)

tf(ΘX,0)
, coker(tf) =

O2
X,0

tf(O2
X,0)

, coker(γ) =
〈J2,−J1〉
J0〈∂h∂x ,

∂h
∂y
〉
.

Agora, pelo Lema 3.1.6 e pelo Lema 3.1.8, temos

ker(ev) =
ker(E)

tf(ΘX,0)
= coker(α) e coker(tf) =

O2
X,0

tf(O2
X,0)

=
OX,0
〈J0〉

.



3.1 Ae-codimensão para aplicações entre curvas planas 62

Dessas observações, obtemos

dimC ker(ev) = dimC coker(α)

= dimC coker(tf)− dimC coker(γ)

= dimC
OX,0
〈J0〉

− dimC
〈J2,−J1〉
J0〈∂h∂x ,

∂h
∂y
〉

= dimC
OX,0
〈J0〉

− dimC
OX,0

J0〈∂h∂x ,
∂h
∂y
〉

+ dimC
OX,0
〈J2,−J1〉

= dimC
OX,0
〈J0〉

− dimC
OX,0
〈J0〉

− dimC
OX,0
〈∂h
∂x
, ∂h
∂y
〉

+ dimC
OX,0
〈J2,−J1〉

= − dimC
OX,0
〈∂h
∂x
, ∂h
∂y
〉

+ dimC
OX,0
〈J2,−J1〉

= dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− τ(X, 0).

Do Teorema 3.1.9, segue uma fórmula para a Ae-codimensão.

Corolário 3.1.10. Seja (X, 0) uma curva plana e seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe

de aplicação A -finito. Então,

Ae- codim(X, f) = dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
OX,0
〈J1, J2〉

.

Demonstração. Do Teorema 1.8.16, do Lema 3.1.1 e do Teorema 3.1.9, segue que

Ae- codim(X, f) = Ae- codim(f) + τ(X, 0)

= dimC ker(ev) + dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ τ(X, 0)

= dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
OX,0
〈J1, J2〉

.

Observação 3.1.11. Quando (X, 0) é suave, podemos assumir X = C, logo J1 = f ′1

e J2 = f ′2. Neste caso, o ideal gerado por J1, J2 é igual ao ideal de ramificação de f .

Para germes de aplicações f : (C, 0)→(C2, 0), Mond na demonstração do Teorema 2.3

([44]) mostra o seguinte isomorfismo,

ker(ev) ∼=
O1

〈f ′1, f ′2〉
,
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sendo ev : Θ(f)
tf(Θ1)+ωf(Θ2)

→ JgOC,0
JgOY,0

. Logo, para germes de aplicações f : (C, 0)→(C2, 0),

Mond obtém a seguinte fórmula para a Ae-codimensão,

Ae- codim(f) = dimC
JgO1

JgOY,0
+ dimC

O1

〈f ′1, f ′2〉
.

Portanto, para o caso em que (X, 0) é suave, a fórmula dada no Corolário 3.1.10,

Ae- codim(X, f) = dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
OX,0
〈J1, J2〉

.

coincide com o resultado de Mond citado acima.

No caso em que (X, 0) é singular, o ideal de ramificação de f é gerado por J0, J1, J2,

mas não é verdade em geral que este é igual ao ideal gerado por J1, J2 (ver Exemplo

3.1.12).

Exemplo 3.1.12. Seja (X, 0) uma curva plana definida por h(x, y) = x2 − y4 e consi-

dere f : (X, 0)→(C2, 0) a aplicação dada por f(x, y) = (x, y3). Então a imagem (Y, 0)

é a curva definida por g(u, v) = u6 − v4.

Mostraremos que,

Ae- codim(X, f) = dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
OX,0
〈J1, J2〉

.

Para isto, considere G : (C2 × C3, 0)→(C3 × C3, 0), dada por

G(x, y, s, p, q) = (x2 − y4 + py2 + sy, x, y3 + qy, s, p, q),

uma deformação estável de (h, f̃) : (C2, 0)→(C3, 0).

Segundo Mond e Montaldi (ver Observação 1.8.15),

Ae- codim(X, f) = dimC
Θ(γ)

tγ(Θ2) + γ∗DerlogD(G)
.

Usando o software Singular [19], obtemos

Ae- codim(X, f) = 9.

Por outro lado,

dimC
JgOX,0
JgOY,0

= dimC
OX,0
OY,0

+ dimC
OY,0
JgOY,0

− dimC
OX,0
JgOX,0

= 6 + 15− 17 = 4.
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Neste caso, J1 = 4y3 e J2 = 6xy2, assim,

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

= dimC
O2

〈x2 − y4, y3, xy2〉
= dimC

O2

〈x2, xy2, y3〉
= 5.

Portanto,

Ae- codim(X, f) = 9 = 4 + 5 = dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
OX,0
〈J1, J2〉

.

Para completar, temos J0 = 3y2, logo

dimC
OX,0

〈J0, J1, J2〉
= dimC

O2

〈x2 − y4, y2, y3, xy2〉
= dimC

O2

〈x2, y2〉
= 4 6= dimC

OX,0
〈J1, J2〉

.

Exemplo 3.1.13. Seja f : (X, 0)→(C2, 0) o germe de aplicação dado por f(x, y) =

(x, y3), onde (X, 0) é a curva plana definida por h(x, y) = x5 + y6 + x2y2. A imagem

(Y, 0) tem equação

g(u, v) = u15 + 3u10v2 + 3u5v4 + u6v2 + v6.

Como no exemplo 3.1.12, usamos o mesmo método para calcular Ae- codim(X, f).

Neste caso, a deformação estável G é dada por

G(x, y, s, p, q) = (x5 + y6 + x2y2 + sy2 + py, x, y3 + qy, s, p, q),

e obtemos Ae- codim(X, f) = 24.

Temos

dimC
JgOX,0
JgOY,0

= dimC
OX,0
OY,0

+ dimC
OY,0
JgOY,0

− dimC
OX,0
JgOX,0

= 17 + 41− 48 = 10.

Neste exemplo, J1 = −6y5 − 2x2y e J2 = 15x4y2 + 6xy4, logo

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

= 14.

Portanto,

Ae- codim(X, f) = 24 = 10 + 14 = dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
OX,0
〈J1, J2〉

.
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3.2 Número de Milnor da imagem para aplicações

entre curvas planas

Para obtermos o número de Milnor da imagem para aplicações entre curvas planas,

precisamos de dois conceitos: o número de Milnor para uma curva plana e o delta

invariante da aplicação.

A definição de número de Milnor para curva plana com singularidade isolada foi

definida por Milnor em ([42]), observando que a curva plana é um caso particular de

hipersuperf́ıcie. O seguinte resultado foi apresentado por Milnor em ([42]) para curvas

planas, uma generalização pode ser encontrada em ([10]).

Proposição 3.2.1 ([42]). Seja (X, 0) uma curva plana com singularidade isolada.

Então,

µ(X, 0) = 2δ(X, 0)− r(X, 0) + 1,

onde δ(X, 0) é o delta invariante de (X, 0) e r(X, 0) é o número de componentes irre-

dut́ıveis de (X, 0).

O delta invariante de f foi introduzido em [52] para aplicações de grau 1 entre

curvas.

Definição 3.2.2. Seja f : (X, 0)→(Y, 0) uma aplicação anaĺıtica de grau 1 entre curvas

(X, 0) e (Y, 0). O delta invariante de f é a dimensão

δ(f) = dimC
OX,0

f ∗(OY,0)
.

Observamos que o delta invariante de f satisfaz

δ(Y, 0) = δ(X, 0) + δ(f).

Nuño-Ballesteros e Tomazella em ([52]), demonstram o seguinte resultado sobre o

delta invariante.

Teorema 3.2.3 ([52]). Seja f : (X, 0)→(Y, 0) uma aplicação anaĺıtica de grau 1 entre

curvas irredut́ıveis. Então,

µ(Y, 0) = µ(X, 0) + 2δ(f).
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Em ([47]), Mond e Pellikaan apresentam o seguinte resultado.

Teorema 3.2.4 ([47]). Seja (X, 0) um germe de curva reduzida e f : (X, 0)→(C2, 0)

finita e de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0). Então,

δ(Y, 0) = δ(X, 0) + dimC
O2

F1(f)
,

onde F1(f) é o primeiro ideal de Fitting da representação de OX,0 como um O2-módulo

via f ∗.

Deste resultado obtemos que, quando (Y, 0) é uma curva plana

δ(f) = dimC
O2

F1(f)
.

Agora, seja (X, 0) uma curva plana e f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de aplicação

finita de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0). Como observado anteriormente, pelo Corolário

1.8.17, f é estável se, e somente se, X é suave e f é uma imersão com somente pontos

duplos transversais, chamados nós. Consequentemente, f é A -finito se, e somente se,

f é finita e tem grau 1 sobre sua imagem. Suponha também que f é do tipo finito.

Segue do Teorema 1.8.16 que f admite uma estabilização F : (X , 0)→(C×C2, 0), dada

por F (s, x) = (s, fs(x)), com fs : Xs→Bε estável, para todo s 6= 0 suficientemente

pequeno, onde Bε é uma pequena bola centrada na origem em C2. Assim, a imagem

Ys = fs(Xs) tem o tipo de homotopia de um buquê de 1-esferas.

Definição 3.2.5. Definimos o número de Milnor da imagem µI(f) como o número de

1-esferas em Ys.

Com o resultado a seguir, demonstramos que µI(f) está bem definido, isto é, inde-

pende da estabilização e do representante escolhidos.

Teorema 3.2.6. Seja f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação finita de grau 1 sobre a sua

imagem (Y, 0), onde (X, 0) é uma curva plana. Então,

µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f).

Demonstração. Por resultados de Buchweitz e Greuel ([10]), temos

µI(f) = dimCH
1(Ys,C) = µ(Y, 0)−

∑
y∈S(Ys)

µ(Ys, y),
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ondeH1(Ys,C) denota o primeiro grupo de cohomologia de Ys e S(Ys) denota o conjunto

dos pontos singulares de Ys. Mas, Ys tem somente singularidades do tipo nó, então a

soma
∑

y∈S(Ys) µ(Ys, y) é o número de nós de Ys. Segue de Mond e Pellikaan [47], que o

número de nós em Ys é igual à dimC
O2

F1(f)
. Lembramos que este número é igual à δ(f)

quando (Y, 0) é uma curva plana. Portanto,

µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f).

Observação 3.2.7. Se (X, 0) é uma curva irredut́ıvel, então pelo Teorema 3.2.3,

µ(Y, 0) = µ(X, 0) + 2δ(f).

Logo, do Teorema 3.2.6,

µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f) = µ(X, 0) + δ(f).

Observação 3.2.8. Quando (X, 0) é suave, podemos assumir X = C. Para germes

de aplicações f : (C, 0)→(C2, 0), Mond no Lema 2.2 em ([44]) demonstra o seguinte

resultado,

µI(f) = δ(Y, 0)− r(Y, 0) + 1,

onde (Y, 0) é a imagem de f .

Logo, no caso em que (X, 0) é suave, a igualdade

µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f),

do Teorema 3.2.6, coincide com o resultado de Mond citado acima.

Para o próximo resultado, lembramos que denotamos por C(f) o ideal gerado por

λf em OX,0 e segundo o Lema 3.1.2, λf satisfaz,

∂g

∂u
◦ f = λfJ2 e

∂g

∂v
◦ f = −λfJ1.

Lema 3.2.9. Sejam (X, 0) uma curva plana e f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação finita

de grau 1 sobre sua imagem. Então,
OX,0

〈J1,J2〉 e C(f)
JgOX,0

são isomorfos.
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Demonstração. A multiplicação por λf define um isomorfismo φ : OX,0→C(f), já que

λf não é um divisor de zero de OX,0 (ver Lema 3.1.5). Além disso, do Lema 3.1.2,

segue que φ(〈J1, J2〉) = JgOX,0 e portanto, φ induz um isomorfismo

OX,0
〈J1, J2〉

−→ C(f)

JgOX,0
.

Após introduzirmos a definição de número de Milnor da imagem para aplicações

entre curvas planas e considerando a fórmula para a Ae-codimensão dada na seção 3.1,

apresentamos uma resposta positiva para a conjectura de Mond neste contexto.

Teorema 3.2.10. Seja (X, 0) uma curva plana e f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação

finita de grau 1 sobre sua imagem. Então,

Ae- codim(X, f) + µ(Y, 0)− τ(Y, 0) = µI(f).

Demonstração. Pelo Corolário 3.1.10 e pelo Lema 3.2.9,

Ae- codim(X, f) = dimC
JgOX,0
JgOY,0

+ dimC
C(f)

JgOX,0
.

Como JgOY,0 ⊂ JgOX,0 ⊂ C(f), temos a sequência exata,

0 −→ JgOX,0
JgOY,0

−→ C(f)

JgOY,0
−→ C(f)

JgOX,0
−→ 0,

logo,

Ae- codim(X, f) = dimC
C(f)

JgOY,0
.

Agora, seja C a pré-imagem de C(f) em O2 com respeito a projeção quociente

π : O2→OY,0. Então, por Mond e Pellikaan [47] e pelo Teorema 3.2.6,

dimC
C

Jg
= dimC

O2

Jg
− dimC

O2

C
= µ(Y, 0)− δ(f) = µI(f).

Observamos que C(f)/(JgOY,0) = C /(〈g〉+ Jg). Assim,

Ae- codim(X, f) = dimC
C(f)

JgOY,0
= dimC

C

〈g〉+ Jg

= dimC
O2

〈g〉+ Jg
− dimC

O2

C
.
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Então,

Ae- codim(X, f)− τ(Y, 0) = − dimC
O2

C

e

µI(f)− µ(Y, 0) = − dimC
O2

C
.

Portanto,

Ae- codim(X, f) + µ(Y, 0)− τ(Y, 0) = µI(f).

Observação 3.2.11. Observamos que se (Y, 0) é quase homogênea, então τ(Y, 0) =

µ(Y, 0) e temos a igualdade Ae- codim(X, f) = µI(f).

Corolário 3.2.12. Seja (X, 0) uma curva plana e f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação

finita de grau 1 sobre sua imagem. Então,

Ae- codim(X, f) ≤ µI(f),

com igualdade se, e somente se, (Y, 0) é quase homogênea.

Demonstração. Da demonstração do Teorema 3.2.10,

Ae- codim(X, f) = dimC
C(f)

JgOY,0
= dimC

C

〈g〉+ Jg
≤ dimC

C

Jg
= µI(f).

Além disso, a igualdade segue se, e somente se, g ∈ Jg, o qual é equivalente à (Y, 0)

ser quase homogênea por Saito [55].

Observação 3.2.13. Observamos que se (X, 0) e f são quase homogêneas com os

mesmos pesos, então (Y, 0) é quase homogênea e temos a igualdade no corolário.

Exemplo 3.2.14. Seja (X, 0) uma curva plana definida por h(x, y) = x2 − y4 e consi-

dere f : (X, 0)→(C2, 0) a aplicação dada por f(x, y) = (x, y3). Então a imagem (Y, 0)

é a curva definida por g(u, v) = u6 − v4. No exemplo 3.1.12, obtemos,

Ae- codim(X, f) = 9.

Observamos que (X, 0) é quase homogênea de pesos (2, 1) e grau 4. Também, f é

quase homogênea de pesos (2, 1) e graus (2, 3). Então (X, 0) e f são quase homogêneas

com os mesmos pesos, logo (Y, 0) é quase homogênea. Mostraremos que,

Ae- codim(X, f) = µI(f).
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Temos µ(X, 0) = 3, µ(Y, 0) = 15 e δ(f) = 6. Pelo Teorema 3.2.6,

µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f) = 15− 6 = 9.

Portanto,

Ae- codim(X, f) = 9 = µI(f).

Exemplo 3.2.15. Seja f : (X, 0)→(C2, 0) o germe de aplicação dado por f(x, y) =

(x, y3), onde (X, 0) é a curva plana definida por h(x, y) = x5 + y6 + x2y2. A imagem

(Y, 0) tem equação

g(u, v) = u15 + 3u10v2 + 3u5v4 + u6v2 + v6.

No Exemplo 3.1.13, obtemos,

Ae- codim(X, f) = 24.

Neste exemplo, µ(X, 0) = 12, τ(X, 0) = 11 e µ(Y, 0) = 46, τ(Y, 0) = 41, logo (X, 0)

e (Y, 0) não são quase homogêneas. Temos, δ(f) = 17 e pelo Teorema 3.2.6,

µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f) = 46− 17 = 29.

Portanto,

Ae- codim(X, f) = 24 < 29 = µI(f).

3.3 Exemplos

Nesta seção, apresentamos exemplos com os detalhes dos cálculos utilizando o software

Singular [19].

Exemplo 3.3.1. Seja (X, 0) ⊂ (C2, 0) uma curva definida por h(x, y) = x2 − y3 e

f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação definida por f(x, y) = (x, y2). Então, (X, 0) é quase

homogênea do tipo (3, 2; 6). Considerando (Y, 0) a imagem de f , então (Y, 0) é uma

curva plana definida por g(u, v) = u4 − v3.

Temos µ(X, 0) = 2 e µ(Y, 0) = 6, então δ(f) = 2 e µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f) = 6−2 =

4. Veremos que Ae- codim(X, f) = µI(f).

Lembrando que (observação 1.8.15),

Ae- codim(X, f) = dimC
Θ(γ)

tγ(Θ2) + γ∗(DerlogD(G))
,
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onde G : C3→C4 é dada por G(x, y, s) = (x, y2, x2 − y3 + sy, s) é estabilização da

aplicação (f̃ , h) : C2→C3, dada por (f̃ , h)(x, y) = (x, y2, x2−y3). Observamos que neste

caso, D(G) = Im(G), pois G não é sobrejetora, então DerlogD(G) = Derlog Im(G).

Para calcular Ae- codim(X, f), devemos encontrar H : C4→C tal que Im(G) =

H−1(0). Para isto usaremos o software Singular. Método para encontrar H:

ring r = 0, (x, y, s, u, v, z, w), ds;

ideal i = u− x, v − y2, z − x2 + y3− sy, w − s;
ideal i1 = eliminate(i, xys);

ring r1 = 0, (u, v, z, w), ds;

ideal i2 = imap(r, i1);

poly H = i2[1];

H;

z2− v3− 2u2z + 2v2w − vw2 + u4

Portanto, H(u, v, z, w) = z2 − v3 − 2u2z + 2v2w − vw2 + u4.

Agora encontramos Derlog Im(G) usando H:

ideal j = jacob(H);

module m = syz(j);

print(m);

1, 0, 0, 0,

0, 2v, 0, 2z − 2u2,

2u, 0,−v2 + vw, 3v2− 4vw + w2,

0, 3v − w, z − u2, 0

Obtemos uma matriz 4 × 4. Temos, γ : C2→C4 definida por γ(u, v) = (u, v, 0, 0).

Então

tγ(Θ2) =

{
∂

∂u
,
∂

∂v
, 0, 0

}
e

Θ(γ) =

{
∂

∂u
,
∂

∂v
,
∂

∂z
,
∂

∂w

}
.

Agora, para calcular

dimC
Θ(γ)

tγ(Θ2) + γ∗(Derlog Im(G))
,

basta considerar as duas últimas linhas de Derlog Im(G) e fazer z = 0 e w = 0.



3.3 Exemplos 72

module mt = transpose(m);

module m1t = mt[3],mt[4];

module m1 = transpose(m1t);

print(m1);

2u, 0,−v2 + uw, 3v2− 4vw + w2,

0, 3v − w, z − u2, 0

module m2 = subst(m1, z, 0, w, 0);

ring r2 = 0, (u, v), ds;

module m3 = imap(r1,m2);

print(m3);

2u, 0,−v2, 3v2,

0, 3v,−u2, 0

vdim(std(m3));

4

Portanto,

Ae- codim(X, f) = dimC
Θ(γ)

tγ(Θ2) + γ∗(Derlog Im(G))
= 4 = µI(f).

Temos também

dimC
C(f)

JgOY
= Ae- codim(X, f).

Podemos calcular dimC
C(f)
JgOY

, usando o Singular. Para isto, vamos calcular

dimC
OY
C(f)

e dimC
OY
JgOY

.

LIB ′′Presmatrix.lib′′;

ring r = 0, (x, y), ds;

ring R = 0, (u, v), ds;

setring r;

map f = R, x, y2;

ideal i = x2− y3;

presmatrix(f, i);

//Generators = 1, y, y2

//Rh PM−→ Rh −→ Ox −→ 0;h = 3, R = R
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v, 0,−1,

−u2, v, 0,

0,−u2, v

//To access the presentation matrix PM, type: setring RTPr;PM ;

setring RTPr;

poly g = det(PM);

g;

v3− u4

ideal j = minor(PM, 2);

j = std(j);

j;

j [1] = v

j [2] = u2

qring q = std(g);

ideal j1 = u2, v;

ideal j2 = u3, v2;

vdim(std(j1));

2

vdim(std(j2));

6

Portanto, dimC
OY

C(f)
= 2 e dimC

OY

JgOY
= 6. Logo,

dimC
C(f)

JgOY
= 6− 2 = 4 = Ae- codim(X, f) = µI(f).

Exemplo 3.3.2. Seja (X, 0) ⊂ (C2, 0) uma curva definida por h(x, y) = x5 + y6 +x2y2

e f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação definida por f(x, y) = (x, y3), então (Y, 0) é uma

curva plana definida por g(u, v) = u15 + 3u10v2 + 3u5v4 + u6v2 + v6. Assim, µ(X, 0) =

12, τ(X, 0) = 11 e µ(Y, 0) = 46, τ(Y, 0) = 41, logo (X, 0) e (Y, 0) não são quase-

homogêneas. Temos δ(f) = 17 e µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f) = 46− 17 = 29.

Para calcular no Singular τ(X, 0) e µ(X, 0):

ring r = 0, (x, y), ds;

poly h = x5 + y6 + x2y2;
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ideal j = jacob(h);

ideal i = j + ideal(h);

vdim(std(i));

11

vdim(std(j));

12

Temos

Ae-codim(X, f) = dimC
C(f)

JgOY
.

LIB ′′Presmatrix.lib′′;

ring r = 0, (x, y), ds;

ring R = 0, (u, v), ds;

setring r;

map f = R, x, y3;

ideal i = x5 + y6 + x2y2;

presmatrix(f, i);

//Generators = 1, y, y2, y3, y4, y5

//Rh PM−→ Rh −→ Ox −→ 0;h = 6, R = R

v, 0, 0,−1, 0, 0,

0, v, 0, 0,−1, 0,

0, 0, v, 0, 0,−1,

u5, 0, u2, v, 0, 0,

0, u5, 0, u2, v, 0,

0, 0, u5, 0, u2, v

//To access the presentation matrix PM, type: setring RTPr;PM ;

setring RTPr;

poly g = det(PM);

g;

v6 + u6v2 + 3u5v4 + 3u10v2 + u15

ideal j = minor(PM, 5);

j = std(j);

j;

j [1] = u2v2 + u7
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j [2] = v4 + 2u5v2

j [3] = u4v

j [4] = u9

qring q = std(g);

ideal j1 = u9, u4v, v4 + 2u5v2, u2v2 + u7;

ideal j2 = 15u14 + 30u9v2 + 15u4v4 + 6u5v2, 6u10v + 12u5v3 + 2u6v + 6v5;

vdim(std(j1));

17

vdim(std(j2));

41

Então, C(f) = 〈u9, u4v, v4 + 2u5v2, u2v2 + u7〉, logo

dimC
OY
C(f)

= 17 e dimC
OY
JgOY

= τ(Y ) = 41

assim,

dimC
C(f)

JgOY
= dimC

OY
JgOY

− dimC
OY
C(f)

= 41− 17 = 24.

Para calcular Ae-codim(X, f).

Temos f̂ = (h, f̃)(x, y) = (x5 + y6 + x2y2, x, y3) e

∂f̂

∂x
=


5x4 + 2xy2

1

0

 e
∂f̂

∂y
=


6y5 + 2x2y

0

3y2


f̂M3 = I(f̂) = 〈x, y3〉

TKe(f̂) = O2




5x4 + 2xy2

1

0

 ,


6y5 + 2x2y

0

3y2


+〈x, y3〉




1

0

0

 ,


0

1

0

 ,


0

0

1


 .

Então, Θ(f̂)

TKe(f̂)
tem base sobre C dada por

y2

0

0

 ,


y

0

0

 ,


1

0

0

 ,


0

0

y

 ,


0

0

1


Os cálculos no Singular.
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ring r = 0, (x, y), ds;

module m1 = [5x4 + 2xy2, 1, 0], [6y5 + 2x2y, 0, 3y2];

ideal i = x, y3;

module m2 = [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1];

module m3 = i ∗m2;

module m4 = m1 +m3;

kbase(std(m4));

[1] = y2 ∗ gen(1)

[2] = y ∗ gen(1)

[3] = gen(1)

[4] = y ∗ gen(3)

[5] = gen(3)

Assim, G(x, y, s, p, q) = (x5 + y6 + x2y2 + sy2 + py, x, y3 + qy, s, p, q).

Observamos que se G : C2×Cr→C3×Cr, H : Cr×C3→C tal que H−1(0) = Im G,

temos

Derlog(Im G) = {ξ ∈ Θr+3; ξ(H) ∈ 〈H〉} ,

e

Derlog(H) = {ξ ∈ Θr+3; ξ(H) = 0} .

Quando H é quase-homogênea, temos

Derlog(Im G) = Derlog(H)⊕ 〈ε〉,

onde ε denota o campo de Euler de H.

Fazendo os cálculos com o Singular.

ring r = 0, (x, y, s, p, q, u, v, z, w, k, l), ds;

ideal i = z − x5− y6− x2y2− sy2− py, u− x, v − y3− qy, w − s, k − p, l − q;
ideal i1 = eliminate(i, xyspq);

ring r1 = 0, (u, v, z, w, k, l), ds;

ideal i2 = imap(r, i1);

poly H = i2[1];

H;

z3− 3v2z2− 3vzwk− vk3 + 2z2wl+ zk2l+ 3v4z− v2w3− 3u2vzk+ 3v3wk+ 2u2z2l+

2v2zwl − vw2kl + 5v2k2l + zw2l2− 7vzkl2 + 2z2l3− v6− 3u2v2w2 + 3u2v3k +
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2u2v2zl−4v4wl−2u2vwkl+2u2zwl2−2v2w2l2−5v3kl2+6v2zl3−2vwkl3+2zwl4−
3u5z2− 3u4v2w − 4u2v4l− u4vkl + u4zl2− 4u2v2wl2− 2u2vkl3 + 2u2zl4− v2wl4−
vkl5 + zl6− u6v2 + 6u5v2z+ 3u5vwk− 4u5zwl− u5k2l− 2u4v2l2− u2v2l4− 3u5v4 +

3u7vk− 4u7zl− 2u5v2wl−u5w2l2 + 7u5vkl2− 4u5zl3− 2u7v2l− 2u7wl2− 6u5v2l3−
2u5wl4 + 3u10z − u9l2− 2u7l4− u5l6− 3u10v2 + 2u10wl + 2u12l + 2u10l3− u15

ideal j = jacob(H);

ideal i3 = j + ideal(H);

module m = syz(i3);

print(m);

0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0,−2l2, 3v,m[2, 5], 0, 0,m[2, 8],

−z + v2 + u5, 5u4,m[3, 3], 6v2,m[3, 5],m[3, 6],m[3, 7],m[3, 8],

−w − u2− l2,−2u, 3k − 24vl,m[4, 4],m[4, 5],−k + 2vl,m[4, 7],m[4, 8],

−k + 2vl, 0,m[5, 3],−k + 12vl,m[5, 5],m[5, 6],m[5, 7],m[5, 8],

0, 0, 9v, 2l,m[6, 5], 0, 0, 27k,

3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

module m1 = transpose(m);

module m2 = m1[3..6];

module m3 = transpose(m2);

module m4 = subst(m3, z, 0, w, 0, k, 0, l, 0);

ring r2 = 0, (u, v), ds;

module m5 = imap(r1,m4);

vdim(std(m5));

24

Logo,

Ae-codim(X, f) = 24.

Portanto,

Ae-codim(X, f) = 24 < 29 = µI(f).



Apêndice A

O caso de curvas irredut́ıveis quase

homogêneas

Neste apêndice, consideramos o caso particular em que (X, 0) é uma curva plana com

singularidade isolada, irredut́ıvel e quase homogênea. O germe f : (X, 0)→(C2, 0) de

aplicação finita de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0) é também quase homogêneo com os

mesmos pesos.

Nosso objetivo é obter a igualdade

Ae- codim(X, f) = µI(f),

onde Ae- codim(X, f) foi dada por Mond e Montaldi (ver Teorema 1.8.16) e µI(f) é o

número de Milnor da imagem como na Definição 3.2.5.

Todos os resultados foram demonstrados de forma diferente da apresentada no

caṕıtulo 3, pois usamos em todos os resultados o fato da curva plana ser irredut́ıvel

e/ou o fato de ser quase homogênea.

Além disso, usando os resultados de D. Mond para aplicações de (C, 0) em (C2, 0)

(ver [44]), mostraremos que

µI(f) = µI(α) + µI(f ◦ α)

e

Ae- codim(f) = Ae- codim(f ◦ α)−Ae- codim(α),

onde α : (C, 0)→(C2, 0) é uma parametrização de (X, 0).

78
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Como (X, 0) é uma curva irredut́ıvel e quase homogênea, então (X, 0) é definida pela

equação h(x, y) = 0 em C2, para algum germe quase homogêneo h ∈ O2 = C{x, y}.
Denotamos por n,m os pesos das variáveis x, y respectivamente, com mdc(n,m) = 1.

Desconsiderando o caso em que (X, 0) é suave (o qual é um caso trivial), segue que

(X, 0) pode ser parametrizada por uma aplicação monomial α : (C, 0)→(C2, 0) da

forma

α(t) = (α1t
n, α2t

m), α1, α2 ∈ C \ {0}.

O anel local de (X, 0) neste caso é OX,0 = C{tn, tm}, o qual é um subanel de O2.

Denotamos por ΓX o semigrupo associado, isto é, ΓX = 〈n,m〉 = {an+bm : a, b ∈ N}.
O principal invariante de (X, 0) é o delta invariante, o qual é neste caso δX = (n−1)(m−
1)/2. Como (X, 0) é irredut́ıvel, o número de Milnor é µX = 2δX = (n − 1)(m − 1),

pela fórmula de Milnor.

Seja f : (X, 0)→(C2, 0) um germe de aplicação finita de grau 1 sobre sua imagem

(Y, 0), tal que f é também quase homogênea com os mesmos pesos. Isto significa que

f é a restrição de um germe de aplicação f̃ = (f1, f2) : (C2, 0)→(C2, 0), onde f1, f2 são

polinômios quase homogêneos. Denotamos por d1, d2 os graus de f1, f2 respectivamente,

com respeito aos pesos (n,m). Então, (Y, 0) é também uma curva plana irredut́ıvel

quase homogênea com pesos (d1, d2) e admite uma parametrização da forma

f(α(t)) = (β1t
d1 , β2t

d2), β1, β2 ∈ C \ {0}.

Temos OY,0 = C{td1 , td2} ⊂ OX,0, ΓY = 〈d1, d2〉 ⊂ ΓX e δY = (d1 − 1)(d2 − 1)/2.

Finalmente, assumimos que (Y, 0) é definida pela equação g(u, v) = 0, onde g ∈ C{u, v}
é quase homogênea e g ◦ f̃ = µh, para algum germe de função µ ∈ O2.

Através de uma mudança de coordenadas na fonte e na meta, podemos assumir, por

simplicidade, que α1 = α2 = β1 = β2 = 1. Então, h(x, y) = xm−yn e g(u, v) = ud2−vd1 .
Para obter os resultados citados anteriormente, mostraremos que a Ae-codimensão

satisfaz algumas relações. Para isto, utilizando o Lema 3.1.1, obteremos uma caracte-

rização para ker(ev). Lembramos que a aplicação avaliação

ev :
Θ(f)

tf(ΘX,0) + ωf(Θ2)
→JgOX,0
JgOY,0

é definida por ev([ξ]) = [ξ(g)], para cada campo de vetor ξ ∈ Θ(f).
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Teorema A.0.3. Consideramos a aplicação

ẽv :
Θ(f)

tf(ΘX,0)
→JgOX,0,

dada por ẽv([ξ]) = ξ(g). Então,

ker(ev) ∼= ker(ẽv).

Demonstração. Pela demonstração do Lema 3.1.1, a aplicação ẽv está bem definida e

é sobrejetora.

Definimos o morfismo ker(ẽv)→ ker(ev) dado por [ξ] 7→ [ξ], onde as classes são

consideradas em seus respectivos quocientes.

Observamos que se [ξ] ∈ ker(ev), existe um representante ξ tal que

ξ(g) = a
∂g

∂u
◦ f + b

∂g

∂v
◦ f = 0.

Pois, se [ξ] ∈ ker(ev), escolhemos um representante ξ = a ∂
∂u

+ b ∂
∂v

, a, b ∈ OX,0, assim,

ξ(g) = a ∂g
∂u
◦ f + b∂g

∂v
◦ f . Por outro lado, como [ξ] ∈ ker(ev), temos ξ(g) ∈ JgOY,0, logo,

ξ(g) =
(
ã ◦ i ◦ f̄

)((∂g
∂u
◦ i
)
◦ f̄
)

+
(
b̃ ◦ i ◦ f̄

)((∂g
∂v
◦ i
)
◦ f̄
)
,

com ã ◦ i, b̃ ◦ i ∈ OY,0. Obtemos,(
a− ã ◦ i ◦ f̄

)(∂g
∂u
◦ f
)

+
(
b− b̃ ◦ i ◦ f̄

)(∂g
∂v
◦ f
)

= 0.

Definimos ā = a− ã ◦ i ◦ f̄ , b̄ = b− b̃ ◦ i ◦ f̄ e ξ̄ = ā ∂
∂u

+ b̄ ∂
∂v

, assim,

ξ − ξ̄ = a
∂

∂u
+ b

∂

∂v
−
(
ā
∂

∂u
+ b̄

∂

∂v

)
=
(
ã ◦ i ◦ f̄

) ∂

∂u
+
(
b̃ ◦ i ◦ f̄

) ∂

∂v

= (ã ◦ f)
∂

∂u
+
(
b̃ ◦ f

) ∂

∂v
= ζ̃ ◦ f,

onde ζ̃ = ã ∂
∂u

+ b̃ ∂
∂v

, com ã, b̃ ∈ O2. Portanto, ξ − ξ̄ ∈ wf(Θ2), i.e., [ξ] = [ξ̄] com

ξ̄(g) = 0.

Agora, mostraremos que o morfismo está bem definido. De fato, seja [ξ] = [ξ̃] ∈
ker(ev), i.e., ξ + TAef = ξ̃ + TAef , então ξ − ξ̃ ∈ TAef , com ξ(g) = ξ̃(g) = 0.

Mostraremos que ξ − ξ̃ ∈ tf(ΘX,0).

Como ξ − ξ̃ ∈ TAef , então ξ − ξ̃ = df ◦ η + ρ ◦ f , η ∈ ΘX,0, ρ ∈ Θ2, com

0 = ξ(g)− ξ̃(g) = df ◦ η(g) + ρ ◦ f(g), sendo df ◦ η(g) = 0, então ρ ◦ f(g) = 0.
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Temos ρ =

(
a

b

)
, com a, b ∈ O2, assim, ρ ◦ f =

(
a ◦ f
b ◦ f

)
tal que (a ◦ f) ∂g

∂u
◦ f +

(b ◦ f)∂g
∂v
◦ f = 0. Logo, (

a
∂g

∂u
+ b

∂g

∂v

)
◦ f = 0, em OY

i.e.,

a
∂g

∂u
+ b

∂g

∂v
= λg, λ ∈ O2.

Como g é quase homogênea,

g = d1u
∂g

∂u
+ d2v

∂g

∂v
,

logo,

a
∂g

∂u
+ b

∂g

∂v
= λg = λ

(
d1u

∂g

∂u
+ d2v

∂g

∂v

)
,

(a− λd1u)
∂g

∂u
+ (b− λd2v)

∂g

∂v
= 0,

então,

(a ◦ f − (λ ◦ f)d1f1)
∂g

∂u
◦ f + (b ◦ f − (λ ◦ f)d2f2)

∂g

∂v
◦ f = 0.

Logo,

a ◦ f − (λ ◦ f)d1f1 = −∂g
∂v
◦ f

e

b ◦ f − (λ ◦ f)d2f2 =
∂g

∂u
◦ f

Portanto,

ρ ◦ f =

(
a ◦ f
b ◦ f

)
= λ ◦ f

(
d1f1

d2f2

)
+

(
−∂g
∂v
◦ f

∂g
∂u
◦ f

)
.

Como ambas (X, 0) e f são quase homogêneas, temos

λ ◦ f

(
d1f1

d2f2

)
∈ tf(ΘX),

mostraremos que (
−∂g
∂v
◦ f

∂g
∂u
◦ f

)
∈ tf(ΘX).
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Como ∂g
∂u
◦ f = λfJ2 e ∂g

∂v
◦ f = −λfJ1, então(
−∂g
∂v
◦ f

∂g
∂u
◦ f

)
=

(
λfJ1

λfJ2

)
∈ tf(ΘX),

também usando o fato de ambas (X, 0) e f serem quase homogêneas.

Portanto, ρ ◦ f ∈ tf(ΘX) e, consequentemente,

ξ − ξ̃ = df ◦ η + ρ ◦ f ∈ tf(ΘX).

Logo, obtemos que a aplicação está bem definida. Além disso, como

tf(ΘX) ⊆ tf(ΘX) + ωf(Θ2),

a aplicação é injetiva e sobrejetiva.

Podemos identificar Θ(f) com O2
X,0 = OX,0 ⊕OX,0. O módulo ΘX,0 pode ser visto

como o submódulo de O2
X,0 dos elementos (a, b), tais que ahx + bhy = 0. Como (X, 0)

é quase homogênea, ΘX,0 é um submódulo livre de posto 2 gerado pelo campo de

Euler ε = (nx,my) e por H(h) = (−hy, hx). Com estas identificações, o morfismo

tf : ΘX,0→Θ(f) é a restrição da aplicação tf : O2
X,0→O2

X,0, cuja matriz na base

canônica é a matriz Jacobiana de f .

Usando o fato de (X, 0) ser irredut́ıvel e ambas (X, 0) e f serem quase homogêneas,

é posśıvel descrever os elementos em ker(ẽv).

Lema A.0.4. Seja k = d2 − d1. Então,

ker(ẽv) ∼=
C
{

(d1t
r, d2t

r+k) : (tr, tr+k) ∈ O2
X,0, r ∈ N

}
〈(d1td1 , d2td1+k), (d1td1+µX−1, d2td1+µX−1+k)〉

.

Demonstração. Para cada (a, b) ∈ O2
X,0, temos:

ẽv([(a, b)]) = agu ◦ f + bgv ◦ f = ad2t
d1d2−d1 − bd1t

d1d2−d2 .

Então, [(a, b)] ∈ ker(ẽv) se,e somente se, (a, b) = c(d1t
d1d2−d2 , d2t

d1d2−d1) para algum

c ∈ OX,0. Segue que ker(ẽv) é gerado por pares de monômios da forma (d1t
r, d2t

r+k),

para algum r ∈ N tal que (tr, tr+k) ∈ O2
X,0.
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Desde que ΘX,0 é gerado em OX,0 por {ε,H(h)} então, tf(ΘX) é gerado em OX,0
por {df ◦ ε, df ◦ H(h)}, onde{(

(f1)x (f1)y

(f2)x (f2)y

)(
nx

my

)
,

(
(f1)x (f1)y

(f2)x (f2)y

)(
−hy
hx

)}

=

{(
(f1)xnx+ (f1)ymy

(f2)xnx+ (f2)ymy

)
,

(
−(f1)xhy + (f1)yhx

−(f2)xhy + (f2)yhx

)}

=

{(
d1f1

d2f2

)
,

(
J1

J2

)}
,

a última igualdade segue da fórmula de Euler para polinômios quase homogêneos.

Além disso, temos

J1 =

∣∣∣∣∣ mxm−1 −nyn−1

∂f1
∂x

∂f1
∂y

∣∣∣∣∣ = mxm−1∂f1

∂y
+ nyn−1∂f1

∂x
.

Como ν(xm−1) = n(m− 1), ν(yn−1) = m(n− 1), ν(∂f1
∂x

) = d1−n e ν(∂f1
∂y

) = d1−m,

então ν(J1) = d1+mn−m−n = d1+µX−1. Analogamente, ν(J2) = d2+mn−m−n =

d1 + µX − 1 + k.

Teorema A.0.5. Denotamos por s o número de elementos da forma (tr, tr+k) em O2
X,0

tal que 0 ≤ r < µX . Então,

dimC ker(ev) = d1 − δX + s− 1

e

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

= d1 + δX + s− 1.

Demonstração. Pelo Teorema A.0.3 e pelo Lema A.0.4,

ker(ev) ∼=
C
{

(d1t
r, d2t

r+k) : (tr, tr+k) ∈ O2
X,0, r ∈ N

}
〈(d1td1 , d2td1+k), (d1td1+µX−1, d2td1+µX−1+k)〉

.

Consideramos o conjunto Γ = {d1 + i : i ∈ ΓX} ∪ {d1 + µX − 1} o qual é um sub-

conjunto de ΓX . Denotamos por ΓX ⊕ΓX o semigrupo associado a O2
X,0 e tomamos os

seguintes conjuntos:

Γk = {(r, r + k) ∈ ΓX ⊕ ΓX} e ΓΘ = {(l, l + k) : l ∈ Γ} ⊂ Γk
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Podemos identificar os elementos de ker(ev) com os elementos de Γk \ΓΘ. Portanto,

vamos calcular o número de elementos em Γk \ ΓΘ.

Observamos que Γk é igual a

{(r, r + k) : 0 ≤ r < µX}︸ ︷︷ ︸
s elementos

∪{(µX , µX + k), (µX + 1, µX + 1 + k), · · · }︸ ︷︷ ︸
todos os elementos

e ΓΘ é igual a

δX elementos︷ ︸︸ ︷
{(d1 + p, d1 + p+ k) : 0 ≤ p < µX , p ∈ ΓX}

∪ {(d1 + µX − 1, d1 + µX − 1 + k), (d1 + µX , d1 + µX + k), · · · }︸ ︷︷ ︸
todos os elementos

.

Caso 1: d1 ≥ µX + 1.

Neste caso, Γk \ ΓΘ é igual a

s elementos︷ ︸︸ ︷
{(r, r + k) : 0 ≤ r < µX}∪

d1−µX elementos︷ ︸︸ ︷
{(µX , µX + k), · · · , (d1 − 1, d1 − 1 + k)}

∪ {(d1 + q, d1 + q + k) : 1 ≤ q < µX − 1 : q 6∈ ΓX}︸ ︷︷ ︸
δX−1 elementos

.

Portanto,

dimC ker(ev) = s+ d1 − µX + δX − 1 = d1 − δX + s− 1.

Caso 2: d1 = µX .

Neste caso, Γk \ ΓΘ é igual a

{(r, r + k) : 0 ≤ r < µX}︸ ︷︷ ︸
s elementos

∪{(µX + q, µX + q + k) : 1 ≤ q < µX − 1 : q 6∈ ΓX}︸ ︷︷ ︸
δX−1 elementos

.

Portanto,

dimC ker(ev) = s+ δX − 1 = d1 − δX + s− 1.

Caso 3: d1 < µX .

Neste caso, descrevemos Γk \ ΓΘ como

s elementos︷ ︸︸ ︷
{(r, r + k) : r ∈ ΓX}∪

d1−1 elementos︷ ︸︸ ︷
{(µX , µX + k), · · · , (d1 + µX − 2, d1 + µX − 2 + k)}
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\ {(d1 + p, d1 + p+ k) : 0 ≤ p < µX , p ∈ ΓX}︸ ︷︷ ︸
δX elementos

.

Portanto,

dimC ker(ev) = s+ d1 − 1− δX = d1 − δX + s− 1.

Agora, calculamos a dimensão de OX/〈J1, J2〉. Consideramos os conjuntos

ΓJ1 = {d1 + µX − 1 + i : i ∈ ΓX}

e

ΓJ2 = {d1 + µX − 1 + k + j : j ∈ ΓX}

os quais são subconjuntos de ΓX . Podemos identificar os elementos de OX/〈J1, J2〉
com os elementos de ΓX \ (ΓJ1 ∪ΓJ2). Portanto, calculamos o número de elementos em

ΓX \ (ΓJ1 ∪ ΓJ2).

Observamos que existem elementos comuns nos conjuntos ΓJ1 e ΓJ2 , então precisa-

mos conhecer estes elementos. Temos que todos os elementos após d1 + µX + µX + k

são elementos comuns em ΓJ1 e ΓJ2 . Então, consideramos os subconjuntos

A = {d1 + µX − 1 + i : 0 ≤ i ≤ µX + k, i ∈ ΓX}

e

B = {d1 + µX − 1 + k + j : 0 ≤ j < µX , j ∈ ΓX} .

Dados r e r + k em ΓX tais que 0 ≤ r < µX , os elementos comuns em A e B são os

elementos da forma:

d1 + µX − 1 + (r + k) = d1 + µX − 1 + k + r.

Como s é o número de elementos r ∈ ΓX , 0 ≤ r < µX , tal que r + k ∈ ΓX , então

A∩B contém s elementos. Temos que A contém δX + k+ 1 elementos e B contém δX

elementos, então A ∪B contém µX + k + 1− s elementos.

Assim, ΓX \ (ΓJ1 ∪ ΓJ2) é equivalente à

δX elementos︷ ︸︸ ︷
{j ∈ ΓX ; 0 ≤ j < µX}∪

d1+µX+k elementos︷ ︸︸ ︷
{µX , · · · , d1 + µX + µX + k − 1}

\ {d1 + µX − 1 + i : 0 ≤ i ≤ µX} ∪ {d1 + µX + j : 0 ≤ j < µX}︸ ︷︷ ︸
µX+k+1−s elementos

.
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Portanto,

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

= δX + d1 + µX + k − (µX + k + 1− s) = d1 + δX + s− 1.

Corolário A.0.6. Nestas condições, obtemos

Ae- codim(f) = dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− µX + dimC
JgOX,0
JgOY,0

.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.1,

Ae- codim(f) = dimC ker(ev) + dimC
JgOX,0
JgOY,0

.

E pelo Teorema A.0.5,

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− dimC ker(ev) = d1 + δX + s− 1− (d1 − δX + s− 1) = µX .

Portanto,

Ae- codim(f) = dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− µX + dimC
JgOX,0
JgOY,0

.

Exemplo A.0.7. Seja (X, 0) uma curva quase homogênea definida por h(x, y) = x2−y3

e f : (X, 0)→(C2, 0) uma aplicação dada por f(x, y) = (x, y2). Então, (Y, 0) é uma

curva plana quase homogênea definida por g(u, v) = u4 − v3. Temos µX = 2, OX,0 =

C{t2, t3}, J1 = 3t4 e J2 = 4t5. Assim,

dimC
OX,0
〈J1, J2〉

= 3.

Por outro lado, Jg = 〈u3, v2〉, então JgOX,0 = 〈t9, t8〉OX,0 = C{t8, t9, t10, t11, · · · }.
Temos OY = C{t3, t4}, logo JgOY,0 = 〈t9, t8〉OY,0 = C{t8, t9, t11, t12, t13, t14, t15, · · · }.
Assim,

dimC
JgOX,0
JgOY,0

= 1.

Portanto,

Ae- codim(f) = dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− µX + dimC
JgOX,0
JgOY,0

= 3− 2 + 1 = 2.
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Lema A.0.8. Denotamos λf = tµY −µX em OX,0, então λf satisfaz

gu ◦ f = λfJ2 e gv ◦ f = −λfJ1.

Demonstração. Por definição, obtemos

gu ◦ f = d2t
d1(d2−1) e J2 = d2t

d2+mn−m−n

gv ◦ f = −d1t
d2(d1−1) e J1 = d1t

d1+mn−m−n.

Portanto,

λf = td1d2−d1−d2−(mn−m−n) = tµY −µX .

Consideramos C(f) o ideal gerado por λf em OX,0. Na Proposição A.0.12, mostra-

remos que dimCOY,0/C(f) = δ(f). Para isto, utilizamos a definição e resultados sobre

semigrupos numéricos (ver [21]).

Definição A.0.9. Sejam s1, · · · , sn números naturais. Um semigrupo númerico é o

conjunto das combinações lineares {
∑n

i=1 aisi; ai ∈ N}, denotado por S = 〈s1, · · · , sn〉.
O maior inteiro não pertencente à S, é chamado o número de Frobenius de S e denotado

por g(S).

Lema A.0.10 ([60]). Sejam s1 e s2 dois números naturais primos entre si. Então,

g(S) = s1s2 − s1 − s2. Além disso, o intervalo [0, g(S)] contém exatamente tantos

elementos pertencentes à S quanto não pertencentes S. Quando S satisfaz esta propri-

edade é chamado simétrico.

Lema A.0.11 ([21]). Seja S um semigrupo numérico. Então S é simétrico se, e

somente se, para cada x ∈ Z temos x ∈ S ou g(S)− x ∈ S.

Proposição A.0.12. Seja C(f) o ideal gerado por λf em OX,0. Então,

dimC
OX,0
C(f)

= 2δ(f) e dimC
OY,0
C(f)

= δ(f).
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Demonstração. Suponha deg(λf ) = D, então

dimC
OX,0
C(f)

= dimC
OX,0
〈λf〉

= dimC
O2

〈h, λf〉
=
mnD

mn
= D.

Então, precisamos mostrar que deg(λf ) = D = 2δ(f). De fato, pelo Lema A.0.8 temos,

λf = tµY −µX = t2δ(f).

Portanto, deg(λf ) = D = 2δ(f) e

dimC
OX,0
C(f)

= 2δ(f).

Agora, precisamos mostrar que C(f) ⊂ OY,0. Para isto precisamos mostrar que σt2δ(f)

pertence àOY,0 para todo σ pertencente àOX,0. Consideramos os semigrupos numéricos

ΓX e ΓY . Temos mdc(m,n) = 1 e mdc(d1, d2) = 1, então pelo Lema A.0.10, ΓX e ΓY

são simétricos, além disso,

g(ΓX) = mn−m− n = µ(X, 0)− 1 e g(ΓY ) = d1d2 − d1 − d2 = µ(Y, 0)− 1.

Mostraremos que 2δ(f) pertence à ΓY assim t2δ(f) pertence à OY,0. De fato, pelo Lema

A.0.11, como ΓY é simétrico temos 2δ(f) em ΓY ou µ(Y, 0)−1−2δ(f) em ΓY . Suponha

µ(Y, 0)− 1− 2δ(f) em ΓY , então

µ(Y, 0)− 1− 2δ(f) = µ(Y, 0)− 1− µ(Y, 0) + µ(X, 0) = µ(X, 0)− 1 ∈ ΓY ⊂ ΓX .

Mas, µ(X, 0) − 1 é o número de Frobenius, então µ(X, 0) − 1 não pertence à ΓX .

Portanto, 2δ(f) pertence à ΓY , portanto t2δ(f) pertence à OY,0.

Agora, seja σ = tam+bn em OX,0 com a, b inteiros positivos, então 2δ(f) + am+ bn

pertence à ΓY . De fato, pelo Lema A.0.11 temos 2δ(f) + am+ bn em ΓY ou µ(Y, 0)−
1− (2δ(f) + am+ bn) em ΓY . Se µ(Y, 0)− 1− (2δ(f) + am+ bn) pertence à ΓY , então

µ(Y, 0)− 1− µ(Y, 0) + µ(X, 0)− (am+ bn) = µ(X, 0)− 1− (am+ bn) ∈ ΓY ⊂ ΓX .

Pelo Lema A.0.11 aplicado à ΓX , temos am + bn não pertencente à ΓX , mas σ =

tam+bn pertence à OX,0. Assim, µ(Y, 0) − 1 − (2δ(f) + am + bn) não pertence à ΓY e

consequentemente, 2δ(f) + am+ bn pertence à ΓY . Portanto, C(f) ⊂ OY,0. Obtemos,

dimC
OY,0
C(f)

= dimC
OX,0
C(f)

− dimC
OX,0
f ∗OY,0

= 2δ(f)− δ(f) = δ(f).
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Lema A.0.13. Sejam (X, 0) uma curva plana irredut́ıvel e f : (X, 0)→(C2, 0) um

germe de aplicação finita de grau 1 sobre a sua imagem (Y, 0), com ambas (X, 0) e f

quase homogêneas (com os mesmos pesos). Então,
OX,0

〈J1,J2〉 e C(f)
JgOX,0

são isomorfos.

Demonstração. A multiplicação por λf define um isomorfismo φ : OX,0→C(f). Além

disso, do Lema A.0.8, segue que φ(〈J1, J2〉) = JgOX,0 e portanto, φ induz um isomor-

fismo
OX,0
〈J1, J2〉

−→ C(f)

JgOX,0
.

Teorema A.0.14. Sejam (X, 0) uma curva plana irredut́ıvel e f : (X, 0)→(C2, 0) um

germe de aplicação finita de grau 1 sobre a sua imagem (Y, 0), com ambas (X, 0) e f

quase homogêneas (com os mesmos pesos). Então,

Ae- codim(f) = δ(f)

consequentemente,

Ae- codim(X, f) = µI(f).

Demonstração. Pelo Corolário A.0.6 e pelo Lema A.0.13, obtemos

Ae- codim(f) = dimC
OX,0
〈J1, J2〉

− µX + dimC
JgOX,0
JgOY,0

= dim
C(f)

JgOX,0
− µX + dimC

JgOX,0
JgOY,0

.

Temos a sequência exata,

0→JgOX,0
JgOY,0

→ C(f)

JgOY,0
→ C(f)

JgOX,0
→0,

usando esta sequência exata e a Proposição A.0.12, segue que

Ae- codim(f) = dimC
C(f)

JgOY,0
− µX

= dimC
OY,0
JgOY,0

− dimC
OY,0
C(f)

− µX

= µY − δ(f)− µX = δ(f).

Como (X, 0) é quase homogênea, temos µX = τ(X, 0), e usando o Teorema 3.2.6,

obtemos,

Ae- codim(X, f) = Ae- codim(f) + µX = δ(f) + µX = µI(f).
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No teorema a seguir, utilizaremos o resultado de Mond ([44]) para o número de

Milnor da imagem de germes de aplicações f : (C, S)→(C2, 0) A -finito, a saber,

µI(f) = δX − r(X, 0) + 1,

onde r(X, 0) é o número de ramos da curva (X, 0) definida por f . Além disso, também

por Mond ([44]), no caso em que f : (C, S)→(C2, 0) é quase homogênea temos a

igualdade,

Ae- codim(f) = µI(f).

Teorema A.0.15. Seja α : (C, 0)→(X, 0) uma parametrização de (X, 0). Então,

µI(f) = µI(α) + µI(f ◦ α)

e

Ae- codim(f) = Ae- codim(f ◦ α)−Ae- codim(α).

Demonstração. Utilizando os resultados de Mond citados acima para α : (C, 0)→(X, 0)

e f ◦ α : (C, 0)→(Y, 0) e utilizando o fato que (X, 0) e (Y, 0) são irredut́ıveis, ou seja,

r(X, 0) = 1 e r(Y, 0) = 1. Obtemos,

Ae- codim(α) = µI(α) = δX

e

Ae- codim(f ◦ α) = µI(f ◦ α) = δY .

Pelo Teorema 3.2.6,

µI(f) = µX + δ(f) = µX + δY − δX
= δX + δY = µI(α) + µI(f ◦ α).

Agora, pelo Teorema A.0.14,

Ae- codim(f) = δ(f) = δY − δX
= Ae- codim(f ◦ α)−Ae- codim(α).
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Exemplo A.0.16. Consideramos (X, 0) e f como no Exemplo A.0.7. Temos, µX = 2,

δX = 1, µY = 6 e δY = 3, então δ(f) = 2 e µI(f) = µ(Y, 0)− δ(f) = 6− 2 = 4.

Por Mond e Montaldi (ver Observação 1.8.15),

Ae- codim(X, f) = dimC
Θ(γ)

tγ(Θ2) + γ∗(DerlogD(G))
,

onde G : C3→C4 definida por G(x, y, s) = (x, y2, x2 − y3 + sy, s) é uma estabilização

da aplicação (h, f̄) : C2→C3, dada por (h, f̄)(x, y) = (x2 − y3, x, y2). Observamos que,

D(G) = Im(G), pois G não é sobrejetiva, então DerlogD(G) = Derlog Im(G). Para

calcular Ae- codim(X, f), encontramos H : C4→C tal que Im(G) = H−1(0). Fazemos

isto usando o software Singular [19],

H(z, u, v, w) = z2 − v3 − 2u2z + 2v2w − vw2 + u4.

Usamos a aplicação H para calcular Derlog Im(G) e então podemos calcular

dimC
Θ(γ)

tγ(Θ2) + γ∗(Derlog Im(G))
= 4.

Portanto,

Ae- codim(X, f) = 4 = µI(f).

e

Ae- codim(f) = Ae- codim(X, f)− µX = 4− 2 = 2 = δ(f).

Agora, consideramos α : (C, 0)→(X, 0), dada por α(t) = (t3, t2), a parametrização

de (X, 0). Então, Ae- codim(α) = µI(α) = δX = 1 e Ae- codim(f ◦ α) = µI(f ◦ α) =

δY = 3. Portanto,

µI(f) = µI(α) + µI(f ◦ α).

e

Ae- codim(f) = Ae- codim(f ◦ α)−Ae- codim(α).
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