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Resumo

Neste trabalho, introduzimos o conjunto frente de ondas W F,(u) de uma distribuigao
classica com respeito as classes de funcoes ultradiferenciaveis dos tipos Beurling e Romieu.

Nosso principal objetivo ¢ apresentar uma prova detalhada da inclusao
WF,(u) C WF,(Pu) U Char(P), Yu € D'(Q).

Na expressao acima, {2 é um aberto de R”, P é um operador diferencial parcial linear
com coeficientes em uma classe de fungoes ultradiferenciaveis adequada e Char(P) é o

conjunto caracteristico de P.






Abstract

In this work, we introduce the wave front set W F,(u) of a classical distribuition with
respect to the ultradifferentiable classes of Beurling and Romieu type. Our main goal is

to present a detailed proof of the inclusion
WF,.(u) C WF,(Pu)U Char P, Yu € D'(Q).

In the above expression, €2 is an open subset of R, P is a linear partial differential operator
with coeflicients in a suitable ultradifferentiable class and Char P is the characteristic set
of P.
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Introducao

Em 1945, Laurent Schwartz criava uma teoria que viria revolucionar o estudo das
equagoes diferenciais parciais (EDP’s). A generalizagao do conceito de func¢ao permitiu
com que os matematicos, fisicos e engenheiros trabalhassem em um universo ideal onde
"tudo valia", no sentido de que obtiveram um espaco em que a derivacao estava sempre
bem definida, as séries podiam ser derivadas ou integradas termo a termo sem alguma
restricao, etc. Tal generalizacao foi proporcionada pelo surgimento da teoria das distribui-
¢oes devida a Schwartz. Este avanco despertou, ao longo dos anos, o interesse de muitos
matematicos e contribuiu para que o estudo das equagoes diferenciais parciais se tornasse
uma das areas com mais intensa pesquisa em matematica da atualidade.

Providos desta teoria, os métodos para encontrar solugoes de EDP’s foram conside-
ravelmente ampliados, uma vez que o ambiente de procura por estas solugoes se tornou
mais vasto e repleto de significativas propriedades.

Esta nova ferramenta nos possibilita sair do contexto das chamadas solucoes classicas e
buscar obter solugoes de equacoes dadas por distribuicoes. Entretanto, se a EDP descreve
um problema fisico, o que significa tal solucao? Como estudar o seu comportamento?
Isto nos motiva a procurar as regioes onde uma distribuicao é uma funcao suave, o que
caracteriza o objetivo central dos nossos estudos: regularidade de solugoes. Estamos
interessados em uma andlise microlocal, que nos proporcionara nao so a identificacao das
singularidades, mas também encontrar as direcoes de alta frequéncia, isto ¢, as direcoes
em que se propagam estas singularidades.

Sabemos dos teoremas de Paley-Wiener que o decaimento no infinito da transformada
de Fourier de uma distribuicao é traduzido em regularidade da mesma. Para uma analise
microlocal, utilizamos a definicao de conjunto frente de ondas dada por Lars Hérmander
em 1970. O conjunto frente de ondas de uma distribuicao é constituido de pares ordenados,
nos quais a primeira coordenada é uma singularidade da distribuicao e a segunda é uma
direcao onde a transformada de Fourier nao possui decaimento rapido.

Neste trabalho, nos dedicamos a responder a seguinte questao: Se P é um operador di-
ferencial parcial linear com coeficientes em uma classe de funcoes C e u é uma distribuicao

definida em um aberto do R" e solucao da equacao

Pu=f



e se f também estd nesta classe C, é possivel inferir algum tipo de regularidade atrelada

a classe C' com respeito a distribuicao u? Mais precisamente, provaremos a inclusao
WF,(u) C WF,(Pu)U Char(P), (0.1)

em que Char(P) é o conjunto caracteristico do operador P e W F,(u) é o conjunto frente
de ondas da distribuicao u relacionado a classe C. A classe C' com a qual trabalharemos
serd as funcoes C'*° ou as funcoes ultradiferenciaveis tipo Beurling e tipo Romieu.

H4 duas maneiras para definir estes espacos de fungoes ultradiferenciaveis que sao fre-
quentemente utilizadas. A mais antiga, apresentada por Maurice Gevrey em 1918, consiste
em medir o comportamento do crescimento de funcoes em C'*° em termos de uma sequén-
cia peso (M,)yen. No caso das fungdes Gevrey de ordem s > 1, por exemplo, utilizamos
a sequéncia (p!®),en. Mais recentemente em 1991, Arne Beurling observou que também
podemos usar as chamadas funcoes peso para estudar o mesmo tipo de crescimento prove-
niente das sequéncias peso. Em [9] foi mostrado que sob fortes condi¢oes ambas defini¢oes
geram a mesma classe de ultradiferenciabilidade. Contudo, no caso geral, existem espagos
definidos por sequéncias peso que nao podem ser definidos por fungoes peso, e recipro-
camente. Encontramos em [3] um estudo comparativo sobre estes dois métodos. Neste
trabalho, adotamos as fungoes peso para caracterizar ultradiferenciabilidade.

O texto esta dividido em quatro capitulos. No primeiro, trazemos os conceitos basi-
cos, notacoes e alguns resultados que serao utilizados no decorrer do trabalho. O segundo
capitulo consiste da prova da inclusdo (0.1) no caso mais rudimentar, isto é, a classe con-
siderada é formada pelas funcoes infinitamente diferenciaveis. Apresentamos no terceiro
capitulo a definicao e principais propriedades das classes de funcoes ultradiferenciaveis
tipo Beurling e tipo Romieu. Por fim, com as ferramentas do capitulo 3, provamos a
inclusdo (0.1) para a classe das fung¢oes ultradiferenciaveis do tipo Beurling e do tipo

Romieu. Findamos os nossos estudos investigando algumas aplicagoes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos a teoria bésica necesséaria para a compreensao dos capi-
tulos subsequentes. Apresentaremos alguns resultados, sem demonstracao, os quais serao
utilizados livremente ao longo do texto. As referéncias [7], [8] e [14] retratam esta teoria

detalhadamente.

1.1 Notacoes e Conceitos Basicos

Uma n-upla com entradas inteiras e ndo negativas, isto é, o = (a1,...,0,) € Z7 é

chamada de multi-indice. O moédulo e o fatorial de um multi-indice « sao definidos por
lal=a1+...+a, e al=al... ),

respectivamente. Ainda, dados a e 3 em Z, dizemos que § < « se ocorrer 3; < vy, para

todo j = 1,...,n. Com isto, o coeficiente binominal entre dois multi-indices « e 3 com

£ < «a é dado por
() -GG - () - m
B)  \B)\B/)  \B _(a_ﬁ)!ﬁ!'
lal _ 9o an _ o
2 291 .2 (5)

Usaremos o fato que o total de multi-indices o que satisfazem |a| < k é igual a (
k+n71)
n—1 /"

Notemos que

k+n) ,

n

enquanto que o nimero de multi-indices o com |a| = k é dado por (

A cada multi-indice associamos o operador diferencial

o (5] Q
0% =07 -...- 0,
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em que 0, = 5. Denotando por D,, &E , obtemos que
.7
D* =D ... .. Do =i g,

Usando estas notacoes, a regra de Leibniz para a derivada do produto de duas funcgoes

assume o formato

() =3 ()1

BLa

Sejam f e g funcoes definidas em R com valores em R". Escrevemos
f(t) =0(g(t)), quando t — oo,

g(t)|, para
g(t)|, para

se, e somente se, existem constantes C' > 0 e ¢y € R satisfazendo |f(t)| < C|
qualquer t > to. Se, para cada € > 0 existir t. € R de modo que |f(t)| < €|

todo t > t., escrevemos
f(t) =o0(g(t)), quando ¢ — oco.

Se g( ) # 0 para ¢ suficientemente grande, a relacdo f(t) = o(g(t)) ¢ equivalente a
lim £ = 0.
t—o0 g( )

Se f e g estao em L'(R™), definimos a convolugao de f por g, a qual denotamos f * g,

da seguinte maneira

o= [Fte ot v B

Ainda, se f: R" =+ R e g: R™ — R, o produto tensorial de f por g, denotado por f ® g,

é definido como

(f®@g)(z,y) = f(x)g(y), Y(r,y) € R" x R™.

1.2 Funcoes Teste

Denotamos por C*(2), sendo ©Q um aberto de R", o espago vetorial das fungoes
f Q2 — C que sao continuas e possuem derivadas de todas as ordens. O suporte de uma

funcao continua f : 2 — C é definido por

supp f = {z € Q; f(x) # 0}.

O espacgo C§°(2) é constituido pelas fungdes em C*°(Q2) que possuem suporte compacto.

Tal espago ¢ comumente chamado de espaco das funcgoes teste.
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A seguir, enunciamos um resultado que garante a existéncia de funcgoes teste com

interessantes propriedades. Para a demonstracao da proxima proposi¢ao, consultar [12].

Proposicao 1.2.1. Sejam Q C R" aberto, K C Q compacto com int K # (). Dado um
aberto V tal que V. .C V C int K, eriste sequéncia {xn} C C5(Q) satisfazendo:

(1) xn(x) =1, para todo x € V;
(11) supp xny C K, para todo N € N ¢;

(iii) Para cada o € 77, existe Co, > 0 tal que

wyDM%W@ﬂgaﬂ%NthngeVNeN
e

em que C,, nao depende de N nem de 3.

Agora, trataremos de forma abreviada sobre as topologias de C*°(§2) e C§°(2) (para
mais detalhes e defini¢oes, ver [15]).
A cada compacto K C () e a cada inteiro nao negativo m, associamos a seguinte

seminorma em C*(£2)

Pmi(f) = sup  [0%f(x)].

|a|<m, zeK

Denotamos por P a familia formada por todas estas seminormas. A topologia em C*({2)

é definida pela seguinte base de vizinhancas
B=A{B,(f,r); f€C*(Q), r>0epeP},

em que B,(f,r) representa a semibola refente a seminorma p, isto ¢, B,(f,r) = {g €
C=(9Q); plf — g) < 7}

Topologias que advém de seminormas e preservam a estrutura vetorial do espago (ou
seja, as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar sao continuas) sao chamadas de
localmente convexas. O espago C(2) com a topologia descrita acima é um espago
localmente convexo.

Escrevendo ) = Ej K;, em que {K;} é uma familia crescente de compactos, podemos
gerar a topologia deziclyoo(Q) apenas com uma quantidade enumerével de seminormas, a
saber, {pm.k,; m,i € N}.

E conhecido da teoria de espacos vetoriais topologicos que espacos localmente convexos
definidos por uma quantidade enumeravel de seminormas é metrizavel. Desta forma, é
possivel concluir que C*(2) é um espago de Fréchet, ou seja, um espago localmente
convexo, metrizavel e completo. A convergéncia neste espago é caracterizada pela seguinte

definicao.
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Definicao 1.2.2. Uma sequéncia {fy} converge a 0 em C>() se, e somente se, as
sequéncias {0%fn}, para qualquer o € N", convergem uniformemente a 0 sobre cada
compacto K C ).

Neste momento, introduziremos a topologia do espaco C§°(2). Seja E um espaco

vetorial e sejam E; subespacos de E tais que
{0} =E,cE,Cc...E;Cc... ¢ |JE=E
j=1

Assumimos que cada £} possui uma topologia J; localmente convexa satisfazendo a con-
dicao
Ji ={UNE;_; UeJ}=3J-1
Ej—l
Definimos em E uma topologia J do seguinte modo: A base das vizinhancas da origem
¢ constituida pelos conjuntos V' C E tais que V N E; é uma vizinhan¢a da origem em FE;.

A topologia assim definida em E é chamada limite indutivo das topologias J;.

Dado K um compacto de €2, definimos o conjunto
Co(K) ={f € C*(Q); supp f C K},

o qual & um subespago vetorial de C§°(2). Ainda, conseguimos munir C§°(K’) com uma,
topologia que o torna espago de Fréchet.
Desta forma, a topologia que consideramos em C§°(£2) é a topologia limite indutivo

construida a partir de uma sequéncia de espagos de Fréchet contidos em C§°(€2), a saber,

{0} C Cgo(K,) € CP(K) C ..

o0
em que {K;} ¢ uma familia crescente de compactos com Q = [J K;. Descrevemos a

=1
convergéncia nesta topologia na definicao abaixo.

Definicao 1.2.3. Uma sequéncia {pn} em C§°(Q) converge a zero se, e somente se, as

duas condigoes se verificam:

1. Todas as funcoes oy tem suporte em um mesmo compacto K C €.

2. As funcoes pn, juntamente com suas derivadas, convergem uniformemente a zero.

1.3 Distribuicoes

Definigao 1.3.1. Seja 2 um aberto de R". Uma distribuicao sobre Q é definida como
sendo um funcional linear continuo sobre o espa¢o C§°(2). O dual (C§(R2))', denotado

por D'(Q), é chamado o espago das distribui¢oes sobre ).



1.3. Distribuicoes 7

Uma caracterizacao do espago D’(Q2) é dada por: Um funcional linear u : C§°(Q2) — C
é continuo se, e somente se, para cada compacto K C (), existem constantes C' > 0 e

M € N que dependem de K tais que

[{u, @) | <C Y sup|dp(x)], Ve € CFR(Q) (1.1)

laj<m €K

(usualmente denotamos (u, ) para indicar u(y)). Neste caso, chamamos de M a ordem
de v em vizinhanga de K.

De uma forma geral, quando ocorrer a desigualdade (1.1) para um M fixo que nao
depende do compacto K, dizemos que u tem ordem menor ou igual a M. O espago das
distribuigoes de ordem M ¢é denotado por DM (Q).

Para definirmos operacoes no espaco das distribuicoes, utilizamos o conceito de trans-
posto formal. Supomos que existam dois operadores lineares continuos L e L' de C§°(Q)
em C§°(2) tais que

Jwoatas = [ el T, Ve € OO,

Neste caso, dizemos que L’ é o transposto formal de L e denotamos L' = !L. Desta

forma, podemos estender L a um operador L : D'(Q) — D'(Q) dado por
<l~}u, go> = (u, 'Ly), Yu e D'(Q) e Vo € CF(Q).

Sendo assim, para cada f € C*(Q), consideremos L; : C5°(Q) — C3°(2) dado por
Lip = fo. E imediato que o transposto formal de Ly ¢ ele proprio e, portanto, o produto

de uma distribuigao u € D'(2) por f é definido como segue

(fu,0) = (u, fo), Vo € C5°(Q).

Similarmente, tomamos L = 0,,. Utilizando integragao por partes, vemos que tL = 0O,

e, deste modo, a derivacao de uma distribuicao u fica definida por

(Op,u, ) = — (u,0,,0) , Y € CF(Q).

Agora, supomos que u € D'(Q2) é igual a zero em um aberto U C {2 quando ocorrer

(u, p) = 0, para toda ¢ € C§°(£2) com supp ¢ C U. Posto isto, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.3.2. O suporte de uma distribuicao u € definido como sendo o complementar
do maior aberto onde u € igual a zero e denotado por suppu. Além disso, definimos o
suporte singular da distribuicao u € D'(2) como sendo o complementar do maior aberto

onde u € uma funcao C'*° e denotado por suppsing u.

O espaco das distribui¢oes em D’'(€2) com suporte compacto é representado por £'(£2).
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Também denotamos £ (Q) = D'M(Q)NE'(Q) o espago constituido das distribuigoes com

suporte compacto e ordem menor ou igual a M.

1.4 Transformada de Fourier

Dada uma funcao f integravel, definimos a transformada de Fourier de f por

~

(FHE) = Fle) = /e—”fﬂx)da:,

emque z-& =21 + ...+ 1€,

E conhecido da teoria das distribuicdes o fato que ndo é possivel definirmos a trans-
formada de Fourier de uma distribuicao qualquer. Como visto previamente, podemos
estender a D’(Q2) qualquer operador continuo definido em C§°(£2) que possua transposto
formal. Entretanto, a aplicacdo F ndo é um operador linear de C§°(£2) em C§°(f2), uma
vez que Fp nao tem suporte compacto a menos que ¢ = 0. Disto, surge a necessidade

em defiinirmos o espago de Schwartz S(R™).

Definigao 1.4.1. Denotamos por S(R™) o subespago formado pelas fungoes o € C°(R")

tais que

sup |22 DPp(z)| < 00, Va, B € ZT.
TER?

A topologia de S(R™) é dada pela cole¢ao enumeravel de seminormas

Pas(p) = sup 2*DPp(z)|, com a, B € Z7.
xeR™

A demonstracdo do proximo teorema pode ser encontrada em |8].

Teorema 1.4.2. A transformada de Fourier é um operador linear continuamente inversi-
vel de S(R™) em S(R™). Além disso, para quaisquer ¢ e em S(R™), ocorrem as segquintes

propriedades:
(a) Dp(E) = E23(€), para todo o € Z.
(b) zop(&) = (—1)B(€), para todo o € VAR

(¢) ¢ * D(E) = p(E)P(E).
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Definig¢ao 1.4.3. Um funcional linear continuo u : S(R™) — C ¢é chamado de distribuicdo

temperada. O espaco das distribui¢oes temperadas é denotado por S'(R™).

Observamos que o item (e) do Teorema 1.4.2 nos remete a ideia de transposto formal,
neste caso sobre o espaco de Schwartz. Em vista disto, definimos a transformada de uma

distribuicao temperada u por

(U, ¢) = (u, 9)

para qualquer p € S(R").
Como pode ser visto em [8], se u é uma distribui¢ao sobre R™ de suporte compacto,

entdo u € §’'(R") e, além disso,
ue C®R") com (&) = {u,e ™).

Para o proximo resultado, recordemos que um conjunto B é limitado em um espaco
vetorial topologico, se para cada vizinhanca da origem U existir A > 0 satisfazendo
B C AU. Na pagina 359 da referéncia [14| é apresentado o teorema abaixo, o qual

decorre do Principio da Limitacao Uniforme.

Teorema 1.4.4. Seja B um subconjunto limitado de E'(Y). FEzistem um compacto K de
Q e um inteiro M > 0 tais que B C E™(Q) e o suporte de cada distribuicdo em B estd

contido em K.

A seguir, exibimos uma importante consequéncia deste iltimo teorema, esta seré de

grande serventia nos principais teoremas deste trabalho.

Corolario 1.4.5. Se {uyn} é uma sequéncia limitada em E'(Q), entdo existem C > 0 e
M € N tais que

[an ()] < C1+ [gh™,

para todo N € N e todo £ € R".

Demonstracao. Segue do Teorema 1.4.4 que existem compacto K e inteiro postivo M tais
que {uy} C E™(Q) e suppuy C K, para todo natural N. Agora, sendo uy distribuicao
de suporte compacto e ordem M, obtemos que existe Cy > 0 que depende somente do

compacto K satisfazendo

[un (&) = | {un,e )]
< Co Y sup|Dg(e7%)]
jaj<m “EK

CL+1gh™,

IN

onde na tultima desigualdade utilizamos a regra da cadeia. [ |



10

1. Preliminares




Capitulo 2

O caso C%°

Neste capitulo mostraremos uma primeira versao do nosso principal resultado. Con-

cluiremos a inclusao
W F(u) C WF(Pu) U Char(P),

em que WF(u) é o conjunto frente de ondas C* da distribui¢do u, P um operador
diferencial parcial linear com coeficientes C* e Char(P) o conjunto caracteristico de P.
Veremos adiante que o caminho feito para provarmos este resultado nos auxiliara no caso
mais geral, quando consideraremos as classes de fungoes ultradiferenciaveis. Todo este

capitulo é baseado em [7].

2.1 O Conjunto Frente de Ondas C*

Esta secao tem como objetivo definir o conjunto frente de ondas C'*° de uma distri-
buicdo u € D'(R2), sendo 2 um aberto de R™. Para este fim, recordemos o Teorema
de Paley-Wiener, o qual ¢ importante ferramenta no estudo de singularidades de uma
distribuicao, uma vez que traduz decaimento da tranformada de Fourier em regularidade.

A demonstracdo do resultado a seguir pode ser encontrada em [7].

Teorema 2.1.1 (Paley-Wiener). Sejam Q um aberto em R" e u € £'(Q). Se para cada
N € N existe Cy tal que

@) < Cn(1+ €)™, VEeR™,

entdo u € C§°(Q).

Este resultado nos motiva a definir o conjunto frente de ondas de uma distribuicao.

Antes, necessitamos de alguns conceitos.

11
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Definigao 2.1.2. Se v € &'(R™), definimos ¥(v) como sendo o conjunto de todos os

pontos n € R™\ {0} que ndao possuem vizinhanga conica I' tal que é vdlido

)| <CnA+1E)N, YNeNeVeeT.

Observamos que o Teorema de Paley-Wiener garante que X(v) = () se, e somente se,
v e C°(R™). Ainda, os pontos 1 que nao estdo em (v) caracterizam as direcoes em que
a transformada de Fourier de v tem bom comportamento, ou seja, satisfaz a desigualdade

do Teorema de Paley-Wiener.

Definicao 2.1.3. Sejam Q@ C R” um aberto e u € D'(2). Para cada x € 2, definimos

Sa(u) = () S(ou).

pes
em que S = {¢ € C5°(Q) ; ¢(x) # 0}.

Por fim, se v é uma distribuicao sobre o aberto 2 de R™ definimos o seu conjunto

frente de ondas C* por

WE(u) ={(z,§) € 2 x (R"\{0}) ; § € Xa(u)}.

Os pontos do conjunto frente de ondas C'*° de u sao formados por um par ordenado,
em que a primeira coordenada ¢ uma singularidade de u e a segunda uma diregao a qual
caracteriza a propagacao da singularidade.

Notemos que (z9,&) ¢ W F(u) significa que existe ¢ € C5°(Q) com ¢(xo) # 0 e cone

aberto I' contendo &, de modo que
[Gu(©)] < On(1+1¢)™™, YN eNeVEeT,

Neste caso, dizemos que u é microrregular no ponto (zg,&o).

2.2 Propagacao de Singularidades

Dedicamos esta secao a demonstracao do teorema abaixo, o qual é o principal resultado

deste capitulo.

Teorema 2.2.1 (O caso C). Seja P um operador diferencial de ordem m com coefici-

entes em C*(Q)), sendo Q0 um aberto de R". Eniao,

WF(u) C WF(Pu)U Char(P), Yu € D'(Q).
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Definig¢ao 2.2.2 (Conjunto Caracteristico). Seja P = > ao,D* um operador diferencial
o] <m

parcial linear com a, € C®(R™), para todo |o| < m. Definimos o conjunto caracteristico

de P por
Char(P) = {(z,£) € 2 x (R"\ {0}) ; Bn(z,§) =0},

em que Pp(x,&) = > aq(z)&.

laj=m

Para nos auxiliar na prova do teorema acima, apresentamos o seguinte lema.
Lema 2.2.3. Se ¢ € Ci°(R") e v € E'(R™), entdo X(¢pv) C X(v).

Demonstracao. A transformada de Fourier de u = ¢v é dada por

A(E) = B0(€) = (2m) "G * B(E) = (2m)" / o — n)d.

Tomamos 0 < ¢ < 1 e dividimos a integral acima em duas partes
Jowat—man= [ st~ ndn+ [ Gt - nan
In|<clé| n|>clé]

Como v € &'(R"), segue do Teorema de Paley-Wiener que existem M € N e C > 0 tais

que
5(8)] < C(1+ DM, Ve e R™.

Desta forma, usando o fato que qg € S C L', obtemos

(2n)"[a(e)] < / Bt — n)ldn + / B)IB(E - m)ldn

Inf<cl¢] [n]=clé]

||$|1L1(sup Wé—n)l) [ 1mica -l -y

n|<clé|
In|>clé]

IA

Observamos que |n| > c|¢| implica em

(€ =0l < [l +[€] < Inl + ¢l = 1+ ),

(2m)"[u(§)] < H@Iu( sup !@(n)!)Jr /!3(n)|0(1+\77!(1+61))Md77

|€—n|<clé] nlSele]
< 13l (s w0l + [Bmica-+ e @)

[n|>clé]
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uma vez que
L+ 1+ <O+ )+ 1+ hnl =0+ + ).

Se & ¢ X(v), entdo existe um cone aberto I' contendo &, de modo que para cada N € N

existe C'y > 0 tal que
5(&)| < Cn(1+ €)Y, veeT.

Dado um cone fechado I'y € I' U {0} contendo &, é possivel escolhermos 0 < ¢ < 1 de

modo que 1 € I" sempre que £ € I'y e [€ — ] < ¢|{]. De fato, é suficiente tomarmos
0 < ¢ <min {dist(l'y N S™', R*\ I), 1},
pois £ €1 NS" 1 e |€—n| < €| =cimplicam que n € T e, assim,

el = [E—nl<cg = ‘%—%‘<c = el = nel.

e
€]
Dado N € N, queremos estimar [a(€)|(1 + [£])™ com £ € I'y. Para tanto, vamos analisar

os termos do lado direito da desigualdade (2.1). Se £ € I'y, ja sabemos que |§ —n| < ¢[¢|

implica em n € I', entao

(L+ 1™ sup [o(n)] < (1+[EN¥Cx sup (1+[n))~".

[§—n|<cl¢] [§—n|<c|¢]

Para |€ — n| < c[¢], temos que |n| > (1 — ¢)|£] e neste caso

(L+[h™ < (1 + 1'%‘) =2 (ﬂ FF

ou seja, (1+ |n))™ < (14 1¢))™(N + 1)(1 — ¢)~. Sendo assim,

<S(NHDA+ )Y -7,

(1+1eh™ S O] < On(N +1)(1 =)™ (2.2)

Quanto ao segundo termo, dado N’ = N + M +n+ 1, como ¢ € C§°(R"™), existe Cys > 0
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tal que
/ Bl < C / (L4 )™ (14 ) Mdn
[n|>clé] In|>cl€]
~ O / (1 + 7))~ (1 + [gl) "t
In|>cl€|
< Cwltree)™ [ @l an
[n|>clé|
Logo,
/ BENIC+ DML+ YNy < Oy (1 + )M eV (1 + 1), (2.3)
In|>cl€]

Unindo (2.1), (2.2) e (2.3), concluimos que

sup [@(6)|(1+ €)™ < O,
el
em que C}, ¢ uma constante positiva que depende apenas de N. A tltima desigualdade

nos garante que & ¢ X(¢v) finalizando a prova. |

O lema acima nos diz que se multiplicarmos uma distribuicdo v € D'(Q2) por uma
funcao C*° nao modificamos as direcoes de decaimento da transformada de Fourier, isto

é, as propagacoes das singularidades continuam as mesmas.

Demonstracao do Teorema 2.2.1. Tomamos (xg, &) ¢ (W F(Pu)U Char P). Em particu-
lar, P, (xo,&) # 0. Afirmamos que existe vizinhanga U C €2 de zy e um cone aberto
I' ¢ R*\ {0} contendo &, tal que

EI" < ClPn(z,8)|, VeeUeVEel,

para alguma constante C' > 0. De fato, como | Py, (z0,&0)|/|60|™ > 0 e

Pp(z,§)

(z,§) — e

¢ uma funcdo em C*(Q x R™\ {0}), segue que existem abertos limitados U C € e

V C R™\ {0} contendo zq e &, respectivamente, e constante B > 0 satisfazendo

[P (2, §))

IS

B < VeeUeVEeV.
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Consideremos I' = {An; A > 0 en € V}, desta forma se £ = An € I" temos que

Pp(x, &) = Z ao(z)(An)* = Z aa@))\'&‘na = Am( Z aa@ﬁf‘) = \"Pn(z,1n).

|a|=m |a|=m |a|=m

Assim, denotando C' = B!,
€™ = A [n|™ < XCO| P, m)] = C|Pu(z,€)|, Yo €U e V€T,

e nossa afirmacao esta demonstrada.
Seja ¢ € Cg°(U) com ¢(xo) # 0. Nosso objetivo é mostrar que (xo, &) ¢ W F(u), para

tanto vamos estimar |&L(§ )| quando ¢ € I'. Primeiramente notemos que

"Po(z) = Y (=1)*ID*(as0)(x)

laf=m

é o transposto formal de P, pois

(Pu, ) = Z (aoD%u, ) Z (u, (— DD (a o)) = (u'Pp), Yo € C(Q).

|ao| <m |a|<m

Com isto, se Pu = f, entdo (u,!Pp) = (f, ). Se encontrarmos 1) € C5°(Q) que satisfaz

"Py(x) = p(x)e ™, (2.4)
teremos que (f, ) = (u,'Py) = <u o(x _””5> gbu . Consideremos

w(m) —iag

Vo) = Pm(x £)’

com w a determinar. Supondo que 1 dada acima é solucao de (2.4), devemos ter

d(w)eE ='Pi(x) ='P (%) ’

ou seja,
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Usando a Regra de Leibniz podemos escrever

() - ()2 (g ) e

la|<m LB <B, 7#0
¢ ZEO) e (gig) -
Observamos q A
S, g A (5)-en (57) v >]
- B2, (e (et

la|<m Lp<a, p# laj<m
Por fim

LR T 2 (eve (2

lo|<m B<a, BF#0
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Definimos o operador R de modo que a expressao acima seja escrita da forma

o(r) = w(x) — Rw(z).

Assim, R = Ry +--- + R,;,, em que R; é dado por

e 2] £ Qe (5, Qo ()

la|<m fla <8, v#0
la|=|B|=m—j
b (e (D e |+ 3 S0
s<u b0, \P Fm(@,¢) jal=m jpm(l’,f)
o =8 =m—j

E simples notar que R; é um operador linear de ordem no maximo j e, além disso, £ R;
visto como uma func¢ao da variavel £ é homogénea de grau zero. Observamos, ainda, que
as derivadas em relagdo a x dos coeficientes de |]’R;, a menos de constantes, sio da

forma

Qg (x)

e 0 (o) com ol =191 =

Assim,

e (7g)| < | (e

e, portanto (diminuindo U se necessario), as derivadas em relacdo a x dos coeficientes de
|€) R; sdo limitadas em U x T.

o
Formalmente, a equacdo w — Rw = ¢ ¢é satisfeita por w = > RF¢. Contudo, nao
k=0

[e.e]
sabemos se Y R*¢ esta bem definido. Para contornar este problema, consideremos uma

k=0
soma, parcial desta série

N—-1
WN = Z Rk¢>

k=0

com N suficientemente grande. Temos que

N-1 N-1
wy — Rwy =Y R¢—> RM'4=¢- R, (2.5)
k=0 k=0

em que

RY=(Ri+...+R,)"= > R"'R®.. R

ni+...4+nm=N
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Como cada R; tem fator |£]77, segue que RY é uma soma na qual cada termo é da ordem
|€]7F para algum k& > N.

Pelos célculos acima, temos que

) —ix-&
et tp (—6 Iz (IiN;)@) = wy — Rwy.

A equacao (2.5) implica em

i (€ twy(x) _—iwE,  —izEpN
P(Sre) —eom RS

Denotando vy = (e"™*wy(z))/Pp(z, ) obtemos que
e”h = Poy + e TERN ¢
Assim,
@(f) = <u, ¢e”'“'5> = <u,thN> + <u, e’”'fRN@ = (f,on) + <u, e’”'éRN@ . (2.6)
Sendo supp ¢ compacto e u distribuicao, existem constantes B > 0 e p € N tais que

[(u,0)| <B Y sup [DY(x)|, Ve € C5o(Q),

ol <p PESUPPE

em particular,

|(u, e RY¢)| < B Z sup |D*(e” RN ¢)(z)|.

lal<p

Observamos que

« e—iz~§ N «Q a—0 e—ix-{ B N
Do (e RV )| < ;(ﬁ)w ()| | D7 (RVg)

Ba Y €] DP (RN g)).

B

IN

Como supp ¢ C U, as derivadas em relacio a x dos coeficientes de RY sao limitadas em

U x T' e os termos de RY possuem fatores da forma [£|7* com k > N, segue que
D (e =< RYG)| < O(*), e eT e el > 1. @.7)
De fato, basta observarmos que

1D (RN g)| < (€10 (€| *) com k> N,
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e entdo para todos 8 < «, |a] < e || > 1 obtemos que
€[PIDA (RN )| < [¢[O(gI™Y) < O(lg)).

Agora, (zo,&) ¢ WF(f) implica que existe ¢ € C°(Q) com ¢(xo) # 0 tal que
& ¢ S(of). Entdo, fazendo uso da demonstracio do Lema 2.2.3 temos que existem

vizinhanga conica I'y (a qual esta contida em T') de & e constante M € N tais que

Z?KVW7@MSC% > sup|D™|, VkeNe Vi e C(U),

|| <k+M

diminuindo U se necessario. Tomando ¢ = wy /P, (-, €), concluimos que

[(foon) | = [ (foe ™) | = [0 f(€)] < O(E ™), Yk eN.

Por fim, recordando que em (2.7) podemos tomar N suficientemente grande, obtemos de
(2.6) que

l6u(€)] < O(E]™), VEeT, e k=1,2,....

Portanto, (z¢,&y) ¢ W F(u) o que conclui o teorema. |

Vejamos a seguir duas classes de operadores.
Defini¢ao 2.2.4 (Operador Eliptico). Um operador P(x,D) = Y. a.(x)D* definido

la|<m
em ) C R™ € eliptico se ocorrer

Pu(z,6) = Y aa(@)€* #0, V(z,§) € @ xR\ {0},

|a|=m

ou seja, se Char(P) = ().
Defini¢ao 2.2.5 (Operador Hipoeliptico). Um operador P(z,D) = > a.(x)D* defi-

laj<m
nido em Q@ C R™ é C*°-hipoeliptico (ou apenas hipoeliptico) se ocorrer

suppsing Pu = suppsing u.
Agora, segue do Teorema 2.2.1 que se P é um operador eliptico, entao
WF(u) C WF(Pu).

Este fato implica que suppsing v C suppsing Pu. Sendo P um operador com coeficientes
em C*°(€), a inclusao suppsing Pu C suppsing u sempre ocorre. Desta forma, concluimos
que todo operador eliptico ¢ um operador hipoeliptico. Este resultado que motiva a

nomenclatura hipoeliptico.



Capitulo 3
Classes de Funcoes Ultradiferenciaveis

Apresentaremos neste capitulo as classes de funcoes ultradiferenciaveis tipo Romieu
e tipo Beurling, as quais denotamos por £g,;}(2) e E)(£2), respectivamente, definidas a
partir de uma func¢ao peso w.

Munidos da definicao e principais propriedades dos espacos £(,3(€2) e £w,)(£2), parti-
mos para a Secao 3.3, onde concentraremos nossos estudos no conjunto frente de ondas

relacionado a estes espagos.

3.1 Funcoes Peso

Nesta secao veremos a definicao e algumas propriedades das chamadas fungoes peso.

As referéncias utilizadas foram [1] e [10].

Definigao 3.1.1. Uma fun¢ao nao decrescente w : [0,00) — [0,00) € uma fun¢ao peso se

as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(I) Eziste constante L > 0 tal que w(2t) < L(w(t) + 1), Vvt > 0.
(II) w(t) = O(t) quando t — oo.
(I1I) log(t) = o(w(t)) quando t — oo.
(IV) ¢ :t — w(e') € convera.

Uma funcao f: R — R é convexa se

Dizemos que f é concava se a desigualdade acima ocorrer com “>” no lugar de “<”.

Exemplo 3.1.2. Alguns exemplos de fungoes peso sao:

(1) w(t) = t. De fato, as propriedades (I), (IT) e (IV) sdo imediatas. A propriedade (IIT)

também ¢é satisfeita, uma vez que tlim t~llogt = 0.
—00

21
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(2) w(t) =1t* 0 < a<1. Ora, w(2t) =2%* < 2*(w(t) + 1), o que garante (I). Quanto a

ta_l

(IT), basta observarmos que tlirn =0, pois 0 < a < 1. Ainda, usando a Regra de
— 00

L’Hospital, temos que
logt .. 1

lim =]lim — =0
t—oo 1™ t—oo vt

e, portanto, (IIT) é valido. Uma vez que propriedade (IV) é imedita, concluimos o

fato que w é funcao peso.

(3) w(t) = (log(1+1))",B > 1. Vejamos,

B
8 8 3 1
< < _ > 0.
(log(1+2t))"” < (log2+1log(1+1))" <log(l+1) <log(1+t)+1) , V>0

Visto que tlim (log(1 +t))~! = 0, existe constante L > 0 satisfazendo
—00

1 B
— 11 <L
<log(1 + 1) + > -

para todo t > 0. Desta forma, obtemos que (I) é realizada por w. Tomamos N o
menor natural maior que §. Aplicando a Regra de L’Hospital N vezes, mostramos
que
B B—N
(log(1+1)) . BB=1)...(8=N+1)(log(1+1))

lim A8 T8 gy —0,
t—o0 t t—o0 1+t

ou seja, a fungdo w também satisfaz (II). Com respeito a propriedade (III), basta
observarmos que

0 < logt < logt

" (log(1+1)" T (logt)”

— 0, quando t — o0,

desde que 8 > 1. Por fim, a funcao ¢(t) = w(e') possui segunda derivada dada por

¢ (t) = Be’ ((log(l + e"/))ﬁ_1 + (8 —1)(log(1+ t))ﬂ_2> >0, Vt>0,

0 que nos proporciona a convexidade de ¢. Em consequéncia disto, concluimos que w

¢ uma funcao peso.

Mais adiante, usaremos as funcoes peso para definirmos espacos de funcoes, a saber, as

funcgoes ultradiferenciaveis. Sera necessario identificarmos as fung¢oes peso que determinam

o mesmo espaco. Para tanto, introduzimos a seguinte relacao de equivaléncia.
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Definicao 3.1.3. Duas funcoes nao decrescentes wy e wo sao equivalentes, escrevemos

Wy ~ Wy, Se 0corre

t t
0 < liminf w(t) < lim sup w(t) < 00
t—oo  wy(t) t—oo Wo(t)
Exemplo 3.1.4. As fungoes peso w(t) = t e w,(t) = at sao equivalentes, para todo

a € (0,00). Enquanto que w nao € equivalente a o,(t) = t*, para qualquer 0 < a < 1,
po1Ss

t
lim wt) = lim t'7® = oc.
t—o0 T, (t) t—o00

Outro exemplo de fungdes peso nio equivalentes é dado por w e 9g(t) = (log(1+t))?, para
todo B > 1, uma vez que 9(t) = o(w(t)) quando t — oo (vide item (3) do Exemplo 3.1.2).

Proposicao 3.1.5. Seja w : [0,00) — [0,00) fun¢do ndo decrescente. As sequintes con-

digcoes sao equivalentes

(1) Existe fungdo nao decrescente wy : [0,00) — [0,00) tal que wy ~ w e wy € subaditiva,
ou seja, wo(t + s) < wo(t) + wo(s).

(2) sup (lim sup “’W)> < oo

A>1 \ tooo AW(E)

(3) Eziste fungao nao decrescente e concava wy : [0,00) — [0,00) com wy ~ w.

Demonstragao. (1) = (2). Para A > 1 escolhemos n € N tal que n < A < n+ 1. Como

wo ¢ nao decrescente e subaditiva
wo(At) <wo((n+1)t) < (n+ Dwo(t) < 2nwo(t) < 2Awp(t),

ou seja, wo(At) < 2Awp(t) para todot > 0e A > 1. Sendo wy ~ w, isto &,

lim sup w(M) < oo e liminf w(t)
tooo Wo(At) t—=oo wo(?)

> 0,

W(AL)  wo(At) [w(At)/wo(At) w(At) Jwo(At)
Nolt) Awo@)( () fen() )SQ( )

concluimos que

su (hmsu w()\t)) < 00
aon Y M (t)

Logo, (2) é satisfeito.
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(2) = (3). Por w ser ndo decrescente e satisfazer (2), temos que
w(s) < C’max{l, %} w(t), Vs,te (0,00),

para alguma constante C' > 0. Definimos

U.)o(t) = sup {Z )\ZW(tZ), m & N, Z)\Z = 1, Z)\Ztl =te )\1 2 O} .
i=1 i=1 i=1

Observamos que wy esta bem definida, pois
Aw(t) < C Aimax< 1, —sw(t) < C A+ — ANty | w(t) = 2Cw(t),
> h(t) £ €Y nma {1 Lot (Z > ><> ()

o que implica também

1 w(t)
% S Wo (t)

, YVt e [0,00).

Por outro lado, tomando m =1, A\ =1 e t; =t temos que

w(t)
Wo (t)

wolt) > Nw(t;) = w(t), Vt € [0,00), istoé, < 1,Vt € [0,00)
=1

e, portanto, wg ~ w. O fato que wy é concava e nao decrescente é imediato.

(3) = (1). Basta recordarmos que toda func¢do concava e nao negativa é subaditiva. De

fato, notemos primeiramente que
wo(At) = wo(At + (1 —¢)0) > Awp(t) + (1 — Nwe(0) > Awy(t),

para todo A >0 et > 0. Com isto,

wolt) +wols) = wo ((t—ks)tj_s)vao ((t+s)tjs)

S
wo(t + s wo(t + s
0(+)+t+5 ot + 5)

t+ s
= wo(t+ s),

para quaisquer s,t € [0, 00). [

Devido a esta proposi¢ao, concluimos que uma funcao peso w é equivalente a uma

funcao peso subaditiva se, e somente se, w satisfaz

sup (lim sup “’W)) < 0. (3.1)

A>1\ tooo AW(E)
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Observemos que todas as funcoes peso dadas no Exemplo 3.1.2 realizam a propriedade

acima.

Definic¢ao 3.1.6. Dada uma fun¢do peso w, definimos a conjugada de Young ¢* : [0,00) — R
da fungao ¢ : t — w(e') por

©"(s) = sup{st — p(t); t > 0}.

Nao h4 perda de generalidade em considerarmos w identicamente nula em [0,1]. De

fato, dada uma funcao peso w, tomamos

a qual ¢ uma fun¢io peso equivalente & w. Neste caso, p*(0) = sup{—wp(e); t >0} =0e

©* assume apenas valores nao negativos. Além disso, ocorrem as seguintes propriedades:
a) A fungdo ¢* é convexa. Com efeito,
O (As1+ (1 = AN)sa) = sup{(As1 + (1 — N)s2)t — p(t); t > 0}

< sup{Asit — Ap(t); t > 0} +sup{(1 — A)so + (1 — A)p(t); t > 0}
= Ap"(s1) + (1L = A)p"(s2).

¢ nao decrescente e lim = 00. Ora,

S—00 S

b) Temos que Ld S(S) 2 (s)

©*(s) _ sup{st — p(t); t > 0} — sup {t — go(t); t> O} :

S S

prs1) _ @i(s2)
S1 52
Observamos que (t — p(t)/s) — t quando s — oo, para todo ¢t > 0 fixo. Dado M > 0,

Se 0 < 51 < s9, entdao —p(t)/s1 < —p(t)/s2, para todo t > 0. Logo,

escolhemos ty = 2M, sabemos que existe s; > 0 tal que

t
s§>8 = —M+t0<t0—M<M—|—to
S

Assim, p*(s)/s = sup{t — p(t)/s; t > 0} > —M + ty = M para todo s > s.
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¢) ¢™ = . Observamos que, para todo s > 0,

o) = suplts = () =sup {15 suplrt - ()

— sup {ts +inf{—rt + w(r)}}

>0

= supinf{t(s —7r)+¢(r)}
t>0 r=0

stgg{t(s — )+ o(s)} = p(s).

v

Por outro lado, supomos que exista s > 0 tal que p**(s) > ¢(s). Entdo, existe

to € [0,00) tal que tos — ¢*(to) > ¢(s), ou seja,

tos — (s) > ¢"(to) = sup{tot — ¢(1); t > 0},

absurdo. Portanto, para todo s > 0, ¢**(s) < ¢(s) o que nos garante a igualdade
SO** — SO,

d) A funcao ¢* é superaditiva, isto &, ¢*(t) + ¢*(s) < ¢*(t + s) para todos t, s € [0, 00).
De fato, pela convexidade de ¢*,

©"(As) = " (As+ (1 = A)0) < A\p*(s), Vs >0eV0O< A<,

uma vez que ¢*(0) = 0. Sendo assim, para quaisquer t, s > 0,

CO 0= (Srn) e (Fern) <el o,

0 que prova a afirmacao.

3.2 Classes Beurling e Roumieu

Neste ponto, trabalharemos com a definicao dos espacos de funcoes ultradiferenciéveis
e abordaremos alguns dos importantes resultados desta teoria. Esta secao estd fundamen-
tada em [1].

Definicao 3.2.1. Seja w uma funcao peso. Para um aberto 2 C R™ definimos

En() = {felC™(Q); VK CCQeVA>0, ||fllxgr <o} e
£y (Q) = {feC™(Q); VK cC Q, 3N >0 tal que || f]xxr < oo},

chamado espago das fungoes w-ultradiferencidveis do tipo Beurling e do tipo Roumieu,
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respectivamente, em que

Il fllc.x = sup sup {\8af(x)\ exp (—)xgo* (Lﬂ)) }
zeK aEZi

A topologia que consideramos em &, (€2) é a topologia localmente convexa dada pela

familia de seminormas

{H-HKn,l; K,ccQ, Q=|JFK, e chKQC...},

n=1

a qual torna &,)(£2) um espaco reflexivo de Iréchet.

Sobre a topologia de £(,}(£2), consideremos

S{W}(K) = {f € C®(K); 3m € N tal que HfHK,% < oo} e
ENK) = {f € C(E); || fllxa < oo},

em que K C € é compacto de interior nao vazio e A > 0 sao quaisquer. O espago

ENK), assim definido, é um espaco de Banach, de modo que podemos equipar o espago
1

£} (K) com a topologia limite indutivo dos espagos {&;” (K)} . Por fim, a topologia

meN
em &,y () é dada pelo limite projetivo da seguinte sequéncia

{g{w}(Kn); K, ccQ, Q:UKn e K1CK2C---}.

n=1
Definicao 3.2.2. Dizemos que uma func¢ao peso € quaseanalitica se

o0

JELTE.

Quando w € quaseanalitica chamamos os elementos de &, (Q2) e &, () de funcionais

quaseanaliticos tipo Beurling e tipo Roumieu, respectivamente.

Quando w ¢ quaseanalitica, os elementos de £(2) e £,;3(©) que possuem suporte

compacto sao apenas os triviais. Entretanto, se w nao ¢ quaseanalitica temos que
Dw)(K) = Ew)( Q) NCF(K) # {0} e Diy(K) =y () NP (K) # {0},

para todo compacto K C () de interior nao vazio. Neste caso, os espacos duais Dgw)(Q)
e D’{w}(Q) sao chamados de espaco das ultradistribuicoes do tipo Roumieu e do tipo
Beurling, respectivamente. Para mais detalhes, consultar [4].

Afirmamos anteriormente que fungoes peso equivalentes determinariam os mesmos

espacos de fungoes. Validaremos este fato com a proxima proposicao.



28 3. Classes de Funcoes Ultradiferenciaveis

Proposicao 3.2.3. Sejam w e wy duas funcoes peso e 0 um aberto de R™.

(a) Se w(t) = O(wy(t)), quando t — oo, entao

Ewny () CEy(Q) e ) () C Ewy (D). (3:2)

(b) Sew e wy sio equivalentes, entio Epuy () = Ey () e Ewy) () = Ew ().
(c) Sew(t) =o(wo(t)), quando t — 0o, entio E,y () C Ewy)(Q). Além disso, se wy(t) =
t, para cada k € N, existe Cy > 0 tal que
slogs < s+ k¢* <£> + Ch,
para todo s > 1.

Demonstragao. Supomos que w(t) = O(wy(t)) quando t — oo, isto ¢, existem to > 0 e
A > 0 tais que w(t) < Awg(t), ¥t > to. Sendo w uma fungio nao decrescente e B = w(ty),

temos que
w(t) < Awo(t) + B, Vt >0, entdo ¢(t) < Apo(t) + B, Vit >0,
em que ¢(t) = w(e’) e o(t) = wo(e'). Assim, para todo s > 0,

ATl (As) = ATTsup{Ast — (1)} = sup{st —AT'p(0)}

t>0

> sup{st —o(t)} — BA™" = ¢} (s) — BA™.

>0

A desigualdade

1 A
C'exp </\<p3 <%)) < CeMA exp <%g0* (%)) , VA>0eVC >0,

garante as inclusoes em (3.2).
O item (b) é uma aplicacdo imediata do item anterior, uma vez que w e wy serem
equivalentes implica que w(t) = O(wy(t)) € wo(t) = O(w(t)), quando t — oo.
Com respeito ao item (c), consideremos f € &£g,}(22) e K C Q compacto. Existem
A > 0e C > 0 satisfazendo
veK

sup [0°f(x)| < Cexp (ch;; <%)> , YaeZ,

em que po(t) = wo(e’). Como w é nao decrescente e w(t) = o(w,(t)), quando t — oo,

segue que dado A > 0, existe ¢y, > 0 de modo que

w(t) < M w(t) + wltey), V> 0.
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Denotamos o(t) = w(e') e B = AA~!, temos que
B 'p*(Bs) = B 'sup{Bst— o(t)}

>0

> B™'sup{Bst — Byo(t) — w(to)}
>0

= o(s) — B_lw(toﬁ)\).

Entao, para todo o € Z7,

s 10| < Cen (36 (4]))

zeK

< (o (2))

o que conclui o fato que f € &,,(Q).
Agora, assumamos que w(t) = t. Como vimos acima, para todo B > 0 existe ty5 > 0

satisfazendo
vs(s) < B7'¢*(Bs) + B 'w(ty), Vs> 0.
Por outro lado, observamos que
wg(s) = sup{ts — po(t)} > slogs — ¢p(logs) = slogs — s, Vs> 1.
t>0
Logo, dado k£ € N e escrevendo B = % obtemos que
s
slogs < s+ ky* (E> + C,

para todo s > 1. [ |

Recordemos que f € C(Q2) é uma funcdo Gevrey de ordem s € [1,00), ou que

f € G*(Q), se para cada compacto K C € existir uma constante positiva C' tal que
o°f(z)] < ClPFY(|a)*l Yo e Z" e Vz € K.
+

A seguinte proposicao mostra que os espacos de fungoes ultradiferenciaveis tipo Roumieu

estendem os espagos Gevrey.
Proposicdo 3.2.4. Se s € [1,00) ew(t) =t* com a = s7", entao G*(Q) = 3 (Q).

Demonstragao. Seja f € E,y(Q). Dado um compacto K C , existem A > 0e C' > 0
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tais que

0% f(z)] < Cexp ()\go* (li/\|>), Vee K e YaeZl,

la]

em que ©*(s) = sup{ts — e*}. Para estimarmos o valor de ¢* (T)? vamos estudar o
£>0

maximo da fungdo o(t) = t% — e,
1

lo] _ at : A —

5= ae™™ isto &, ty = log

que tg é um ponto de maximo da funcao o. Ainda, para os multi-indices « satisfazendo

Observamos que o'(ty) = 0 se, e somente se,

lof | @

(E) . Como o”(t) = —a*e™ < 0, para todo t € R, segue

la] > Aa, temos que ty > 0. Portanto,

lal
. [l 1 lal @ ||
— = _1 1 - > .
© (Aa = o(to) 3 og gy o V]a| > Aa

Com isto obtemos que, para todo o € Z" e todo x € K,

0%f(z)] < Cexp ()\ <§log (%)'3)> exp (—)\%)

als
/ Ck| o als
() <cflale

IN

ou seja, f € G*(f2).
Reciprocamente, se f € G*(2) e K C  é um compacto qualquer, entdo existe C' > 0

(0 qual podemos tomar maior que 1) tal que
« al+1 als n
0°f(z)| < ClIFa|l*l) Vo € K e Va € Z1.

Para garantirmos que f € £,3(12), basta mostrarmos que existe A > 0 satisfazendo

Cleaflol < exp (/\90* (’%")) , Vo €Zi. (3.3)

J& sabemos que

la|s
exp ()\go* (%)) = (%) exp (—%) , Yol > Aa,

entao (3.3) ocorre para todo |a] > Aa se, e somente se,

-1 7—a
(/\a>|a|s < C7 1l exp (—M> , istoé, A< e ¢ )
a

a

Portanto, para 0 < A < se~1C~%,

|0 f ()] < Coexp ()\go* (%)) ., Vee Keaell,
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em que Cp > sup (sup |8“f(9c)|). Deste modo, concluimos a igualdade dos espacos
la|<da \ zeK

£y () = G*(Q). u

Outro fato importante sobre os espagos Gevrey ¢ que G'(€) coincide com o espago das
fungoes analiticas em 2. Como w(t) = O(t), quando t — oo, para qualquer fungao peso
w, segue das Proposicoes 3.2.3 e 3.2.4 que todas as classes de func¢oes ultradiferencidveis
tipo Roumieu contém o espaco das fungoes analiticas.

Apresentaremos, a seguir, alguns lemas que nos auxiliarao nos calculos futuros.

Lema 3.2.5. Seja w uma funcao peso. Denotamos por L € N a constante que aparece na
Definicao 3.1.1.

(a) p(x+j) <25L¥(1+p(z)), Vo >0 e Vj EN.

(b) Dadosp € N e k >0, existe m € N tal que

1 11
—o*(k < — .
ks@( y)+yp_2k+ms0 (ym)

Demonstra¢ao. Provaremos (a) por indugao em j. Ora,
olr+1) = wEe™™) <w(de”) < L1+ w(2e"))

< L1+ L1 4+ w(e®)) < L2 + w(e®))
< 2021 +w(e))

e, portanto, o caso j = 1 estd demonstrado. Supomos valido para j € N e mostremos o
resultado para j + 1. Pelo que fizemos acima, p(z + (j + 1)) < L*(2 + ¢(z + j)), usando

a hipotese de inducao obtemos que
P+ (G +1) < L2+ 2L (1 + ¢(x))) < 2(j + LI (1 + p(2)).

Quanto ao item (b), escolhemos m € N tal que m > 4pL*’k. Segue do item anterior

que, para todo x > p,

1 1 IpL%P
—p(r) = —px—p+p) <
m m

m 14+ —p) < %Jri(p(:c—p). (3.4)

Dado y > 0, consideremos zy = zo(y) > p o qual realiza sup{zy — s-p(z — p)} =
T>p

xToy — 2—1kg0(x0 — p). Observamos que py + icp*(?k:y) = SL;I(;; {y(x +p) — i@(x)} que por

sua vez é igual a

g )
su T — —plr— .
le; Y ZkSO D
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Assim, pela escolha de zq e por (3.4),

1, 1
Py + ﬁ@ (2ky) = woy — %90(950 —p)

1 1

Toy + ok 580(330)

1 1

ok + — <P “(ym).

IN

IN

Da convexidade de ¢* e do fato que ¢*(0) = 0, temos que ¢*(ty) < tp*(y), para todo
0<t<1etodoy > 0. Portanto,

1 1 2ky
—o*(ky) = —of [ 222
py+k<p( Y) Py + e ( 5

1
< —*(2k
) < py+ 5r¢" (2ky),
o que finaliza a prova. [ |

Lema 3.2.6. Sejam w uma fungao peso e f uma fun¢ao continua definida em um cone

' R™\ {0} com wvalores em [0,00). As sequinles afirmagdes sio equivalentes.
(i) Ezistem constantes C,e > 0 tais que f(¢) < Ce =) v¢ €T

(ii) FEriste constante C > 0 de modo que f(&§) < CNTINlw(|¢])™, VN e N e V¢ € T.
(iii) Eziste constante C' > 0 tal que f(§) < C (w(\il)) ,VNeNeVEel.

(iv) Ezistem constantes C > 0 e k € N satisfazendo |¢|N f(€) < Cer?® WK YN € N ¢
V¢ el

(v) Erzistem constantes C > 0 e k € N tais que [€]Nf(&) < CN*ler® Wb YN € N e
Ve eT.

Demonstragao. Inicialmente iremos mostrar que (i) < (ii) < (iii). Ora, para todo N € N,

oewlle) (i W) ! . <(5°"(]|V—§'|))N)_1 = (e YN Nlw(lg) N

|
=

e, portanto, (i) implica em (ii). O fato que (ii) garante (iii) ¢ imediato, uma vez que
N! < NV, Também, NV < eV N! mostrando que (iii) acarreta em (ii). Supomos valido
(i), ou seja, f(&)w(|E))N(CNN!)~t < C, para todo N € N. Se ¢ = (2C)7!, entdo

=~ 1f — C
&) explea(le) = 3 o LA < 57 O o
N=0 N=0

concluindo, assim, que o item (i) é satisfeito.
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Agora, para mostrarmos que (i) equivale a (iv) é suficiente garantirmos as seguintes

desigualdades

e—%w(lﬂ) < inf |§|_Ne%4p*(Nk) < e—%w(lﬁ\)—irloglé\ (35)
~ NeN B 7

para todo £ € I" com [¢| suficientemente grande. De fato, assumindo (3.5) e supondo que

(iv) é valido, temos
< inf —-N l@*(Nk) < flw(|§\)+10g|§\_
f(&) < € Inf 7T T < Cemx

Seja 0 < & < 1. Usando a propriedade log(t) = o(w(t)) quando ¢ — oo, segue que existe &
tal que log [¢] < (3 — €) w(|¢]), para todo [¢] > |&]. Desta forma, e rellEDHogle] < p—ew(lé)

o que implica em (i). Se (i) ocorre, escolhemos k € N tal que % < &, segue que

< —ew(lé]) « —rw(lé) < ; -N l(p*(Nk)‘
f(f) < (Ce < (Ce™ < C&fgf&’ﬂ ek

Logo, [N f(€) < C'ex? (VB para todo N € Ne £ € I'. A respeito de (3.5), notemos que
w(lel) = pllog [¢]) = ™ (log¢]) = sup{slog |¢] — ¢ (s)} = sup{Nklog |¢] — " (Nk)}

e, portanto,
LoeD = sup d Nlogle) — Lor (W) b, isto 6, — w(lE]) < inf 4 —Nloglé| + ~" (V)
oM = SR OIS TR » sto ¢, —w(i§l) = b glsl+ ¥ )

o que implica em e~ #+(&) < ]ivn% €| Nere ™R Por outro lado, para |¢] > 1,
S

w(lé) = ¢ (loglé]) = ssgg{slog €] — ¢ (s)}

= sup ( sup k{slog <1 = 90*<S)})

NeEN \ Nk<s<(N+1)
< sup{(N +1)klog[¢| — ¢"(Nk)}
NeN

1
= klog|&| + ksup {N10g|§] — —cp*(Nk)} .
NEN k

Logo, u(l¢]) ~ log €] < sup {NIog|¢] ~ ¢*(Nh)}. ou sefa
c

1 1 1 1
e 1. < 1 E (e|~N ket (VR) < o= tueD+og el
]%[réfl‘\]{ Nlog €] + i (Nk:)} < log [¢| kw(|£|) = J{{Ig\]Kl ek <ek

Concluimos, assim, as desigualdades em (3.5).
Por fim, resta mostrarmos que (v) acarreta em (iv), uma vez que (iv) implica em (v)

¢ imediato. Supomos que (v) é valido e tomamos p € N tal que C' < eP. Dado k € N,



34 3. Classes de Funcoes Ultradiferenciaveis

usando o Lema 3.2.5, temos que existe m € N satisfazendo

1

1 1
Zo*(k < — <
k@( y)+yp_mso (ym) +

* > .
o = e (ym)+1, Vy>0

3=

Fazendo y = N, segue que
F() < O N+ e (NK) < CeNrt7#™ (V) < (Ce)eiw*(Nm)’ VEeT

e, portanto, (iv) ocorre. [ |

Lema 3.2.7. Sejam w uma fun¢ao peso e f uma fun¢ao continua definida em um cone

' R™\ {0} com wvalores em [0,00). As sequintes afirmacgoes sio equivalentes.
(i) Para cada k € N, eziste Cy > 0 tal que f(€) < Cre ™) ve e T.

(i1) Para cada k € N, eziste Cy, > 0 tal que f(£) < CpN!(kw(|€]))™, VN e N e V€ € T.

N
(iii) Para cada k € N, existe Cy, > 0 tal que f(§) < Cy <%) ,VNeNeVEel.

(iv) Para cada k € N, eziste Cy, > 0 tal que €]V f(€) < C’kek@*(%), VN eNeVEel.

(v) Emziste C > 0 tal que dado k € N existe Cy, > 0 satisfazendo [N f(€) < C’kC’Nek“D*(%)7
VN eNeVEeT.

Demonstragao. As equivaléncias (i) < (ii) < (iii) sdo anélogas ao do lema anterior.

Por (3.5), temos que para todo k € N

e hellE) < inf |5‘—Nek<ﬂ*(%) e inf ‘ér’—Ne%so*(%)) < e~ 2kw(lgDHog ¢l (3.6)
NeN NeN
Ainda, como log(t) = o(w(t)), existe &, satisfazendo log || < kw(|£]), para todo [€] > |€k|.

Desta forma, se (iv) ocorre, entdo dado k € N

N

J(€) < Cox inf. 167N ek () < Cppem2kellEDoslel < o, o—hellel)
€

para todo |£| > |&|. Logo, (i) também acontece. Reciprocamente, basta usarmos a
primeira desigualdade em (3.6) para garantirmos que (i) implica em (iv).

Vejamos agora que (v) = (iv). Tomamos p € N satisfazendo C' < eP. Dado k € N, pelo
Lema 3.2.5, sabemos que existe m € N tal que l;:go*(N/;:_l) + Np < g + %go*(Nm), para
todo natural N, em que k = 4pL?’k. Observamos que na demonstracio do Lema 3.2.5,
podemos tomar qualquer m > 4pL?Pk~!, neste caso escolhemos m = 4pL2Pk~t = kL.

Com isto, obtemos que

- N N
ko™ <?> + Np < 2pL%k + ko* (?> , VN € N.



3.3. O Conjunto Frente de Ondas W F,(u) 35

Sendo assim, dado k£ € N,

N N

f(©) < GeN R () < eV R (B) < et (F), wN e N,

o que mostra (iv). Uma vez que (iv) = (v) é imediato, o lema esta demonstrado. |

3.3 O Conjunto Frente de Ondas W F,(u)

Para simplicar notacoes, escrevemos * para denotar {w} ou (w) quando ndo houver
diferencas entre estes dois casos. Similar & definicao de suporte singular C* de uma

distribuicao u, definimos também:

Definicao 3.3.1. O suporte x-singular de uma distribuicio uw € D'(QQ), denotado por

suppsing, u, € o complementar em € do maior conjunto aberto U C ) que realiza
u|U € &.(Q).
A proposicao seguinte nos traz uma caracterizacao dos pontos que nao estao no suporte
x-singular por meio do decaimento da transformada de Fourier.
Proposicao 3.3.2. Sejam Q C R"™ aberto, u € D'(Q), xg € Q e w fun¢ao peso.

(a) O ponto xo nao estd em suppsingg,, u se, e somente se, existem vizinhanga U C € de
xo e sequéncia limitada {un} C E'(Q) que satisfaz U'N}U = u e, para alguma constante
C >0 ealgum k € N,

€|V [ (€)] < Cere™ VB, (3.7)

para todo N € N e todo £ € R".

(b) Suponha que w(t) = o(t) quando t tende ao infinito. Nestas condigdes, o ponto xo nao
estd em suppsing,, u se, e somente se, eristem vizinhanga U C Q de xq e sequéncia

limitada {unx} C E'(Q) com uN|U =u e, para cada k € N, eziste C > 0 satisfazendo

€1V [an(6)] < Cret*' (%), (3.8)

para todo N € N e todo £ € R™.

Demonstra¢ao. Supomos que xy ¢ suppsingy,, entao existe aberto U C § contendo o,
o qual podemos escolher U = B(xg,3r), de modo que u € £3(U). Para cada N € N,
consideremos xy € C§°(2) satisfazendo yy = 1 em B(xg,r), supp xny C B(zo,2r) e

sup |0%n(x)] < (C’lN)‘O‘I, V|a| < N,

z€Q
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em que C depende apenas da dimensao de R".
Definimos uy = xyu € £'(2), mostremos que esta sequéncia (uy), a qual ja é limitada
por construcgdo, realiza a estimativa (3.7). Para todo N € N e todo |a| < N, segue da

Regra de Leibniz e da escolha de yy que

<X (5)r@lo ol < X () @) buta)l, vae o

Bla BLa
Desde que u € £,}(U), para K = B(x¢,2r) D supp uy, existem m € N e D, > 0 tais que
0%u(z)| < Dyen? o) v e 7 eNr € K.

Assim,

7)| < Z < ) C\N) Iﬂ\D em *(mla—pl)

B<a

Recordemos que ¢* ¢ superaditiva, desta forma ¢*(m|a — 8]) + ©*(|8]) < ¢*(m|al), para

quaisquer multi-indices § e a com [ < a. Entao, para |a| < N,

|0%un(z)] < Z (g) (CIN)\B\Dreiw*(mlal)e—%@*(mlﬂl)

B<a
< oND,em# mla) g {ewmloycw)—m*(mwn}
|BI<N
* ].
< DNt mlel) oxp [ = sup {log(C'lN)m|ﬁ| - go*(m|ﬁ|)} :
m gezn

No supremo acima trocamos m|f3| por t € R, obtemos

sup {log(C1N)m|B| — ¢*(m|B8])} < sup {log(C1N)t — ¢*(t)} = ™ (log C1 N) = w(CyN).

Bezn
Logo, para todo |a] < N,
a Nos « 1 * 1
(@) = 1Fun©l < [ IDur(elde < CDyexp (N4 Ly (mlal) + (G )
B(zo,2r)

em que C' é a medida da bola B(xg,2r). Agora, tomamos i tal que |§] = max €] e

a = Ne; (e; denota o i-ésimo termo da base canonica de R"). Assim, |£[V < (v/n)V[£9]

e, portanto,

6 v(€)] < n31€Tn(6)] < OD, exp (G logn+ N+ " (mlal) + L(Co) ).
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Podemos encontrar Cy > 0 de modo que w(t) < Cyt + Cy, para todo t > 0, basta
usarmos o fato que w(t) = O(t) quando ¢ tende ao infinito. Aplicando o Lema 3.2.5 para

p21+b%+%,temos

1 1 1
— (N Np < 0" (Nk) + —
mw( m) + p_kso( )+2m,

para algum k € N. Por fim,
N 1 1,
€Nan(€)] < CD,exp (N (% Tl 0201) +Cot (Nm))
1
< CD,exp (Np +Csy + —@*(Nm))
m
< (CDTeﬁ+C'2)e%<p*(Nk)

o que conclui a necessidade do item (a).
Quanto a suficiéncia de (a), notemos primeiramente que u € C*°(U). De fato, para

todo NV € N temos, por hipotese, que
€[N [a(e)| = €N [an ()] < Cet? VB = Oy

Deste modo, segue diretamente do Teorema de Paley-Wiener que u € C*(U). Por outro
lado, se N > |a| + n + 1, entdo

. ~ e ~ C
e ax(€)] < Iel*an(©)] < Il e av(e)] < et

e, portanto, {*uy(&) é integravel para todo N > |a| +n + 1. Assim, dado o € Z7,

escolhemos NV > |a| +n + 1 e temos que

1
(2m)"

D*u(2)] = |Dun(z)] = |F (€an(€)) ()] < / CavElde,  (3.9)

para todo x € U, em que F~! denota a transformada de Fourier inversa. Usando nova-
mente o Teorema de Paley-Wiener, para cada N € N, existem Dy > 0 e My € N tais
que [tn(€)] < Dn(1+ |€))M¥, V€ € R™. Sendo {uy} limitado, decorre do Corolario 1.4.5
a existéncia de C7 > 0 e M € N de modo que

[an(6)] < Ci(1+ €)Y, VE€R" e YN € N.

Retornando a (3.9), escrevemos

/ 2N (€)]de < /|£|'a'mN<£>rd£+ / 1@y (€)|de, (3.10)

R™\A
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com A = {¢ € R"; |¢] < eww? N} Temos que

/ el an (o)l < /eﬁv'w*<’“N>Cl<1+|§|>Md5
A A

|a

< (At ) sup Oy (1 + [¢))M
€A

o * * M
< m(A)C’wﬁw (kN) <1 + TN ® (kN)> :

em que m(A) é a medida de Lebesgue do conjunto A. Denotando r = eﬁw*(kN)7 segue

que

1<j<n

m(A) = m(B(0,7)) <m ({f € R"; max || < 7‘}) = (2r)" = 2nenE? (NR),

M M . )
Além disso, <1 + eﬁ“’*(’w)) =3 (y)eﬁ“"*(’“m < 2Mein kN Portanto, unindo estas
j=0
desigualdades e escolhendo N =n + |a| + M > |a| + n + 1, obtemos que

i < oo (SR )
A

1
= (012" exp (Ega* ((n + |a| + M)k)> :

Agora, queremos uma estimativa similar a esta para a segunda integral do lado direito
de (3.10). Para tanto, usaremos a desigualdade (3.7) da hipotese com N = n + |o| + M.

Seguindo desta forma, garantimos que

[ e an©ld < [ 16N eets g = ooy (i (kllal + 1+ 30) ).

Rm\ A Rm\ A

em que Cy =C [ Wdé. Denotamos Cs = max{2"™ ('}, Cy}, assim

[1em@le < coew (o (ktial +n s )

< Cyexp (% <¢*(2k\a\) + " (2k(n + M)))> :

uma vez que ¢* é convexa. Por fim, se m = 2k e ¢’ = (271)"Cyem® (mM) gogye de
(3.9) que

|Du(z)| < Clem® ™Mol vz e UeVa e 7y,

ou seja, u € £y (U). Isto nos permite concluir que xy ¢ suppsingy,,y u, o que finaliza a
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demonstracdo do item (a).
A prova do item (b) segue as mesmas ideias do item anterior, destacaremos os pontos
mais pertinentes. Da mesma forma, se xo ¢ suppsing, u, definimos uy = xyu com xn

satisfazendo as mesmas propriedades requeridas no item (a). Com isto, para cada k € N,

€)Y |t (€)] < m(B(xg, 2r))Cy exp (glogn + N + ko™ (%) + kw(ClN)) ,

para todo £ € R" e todo N € N. Agora, como w(t) = o(t), para cada k € N existe A, > 0
satisfazendo w(t) < %(t—i—Ak), qualquer que sejat > 0. Denotando C}, = m(B(xo, 2r))Cr Ay
e B= exp(l"% + 1+ (), obtemos que

€1V [an(€)] < CpBe* (£), ve e R™ e YN € N.

Decorre do Lema 3.2.7 que {uy} realiza (3.8). Em relagdo a reciproca de (b), com os

mesmos argumentos acima, temos que u € C*(U) e dado o € Z7}

1
| D%u(z)| <

- (2w)”/’§|'a‘ﬁw(£)|d£, YN > || +n+ 1.

Separamos a integral da seguinte maneira
[ielianids = fle @+ [ lelavelas
A Rn\A/

em que A’ = {5 e R™; €] <exp <%<p* <%)) } Novamente, sabemos que existem C; > 0

e M € N tais que |[uy(€)| < C1(1 + [£])M, para qualquer £ € R™ e qualquer natural N.

Neste caso, dado k£ € N, ocorre que

o Lol +n+ M
[D%u(x)] < Corexp (21{54,0 (HT>)

< Oy exp (kf%@* (%) +ky" <%>>

< Cpexp (lw(l%’)) ,
n+M

em que C = C’zkek“@*( R >, para todo z € U e todo multi-indice . Logo, u € &, (U), o

que conclui a prova de (b).

A proposicao acima nos motiva a definir o conjunto *-frente de ondas de uma distri-

buicao com respeito as classes de fungdes ultradiferenciaveis &,(€2).
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Definicao 3.3.3. Sejam Q C R™ aberto, u € D'(Q) e w uma funcao peso.

o O congunto {w}-frente de ondas de u, W Fy;y(u), € o complementar em €< (R™\{0})
do conjunto dos pontos (xg, &) tais que existem vizinhanca U C Q de xy, um cone

aberto T' contendo & e uma sequéncia limitada {uy} C E'(Q) com UN}U = u,
VN € N, e satisfazendo (3.7), para todo £ € T.

o O conjunto (w)-frente de ondas de u, W F,)(u), € o complementar em €2 x (R™\{0})
do conjunto dos pontos (xg,&o) tais que existem vizinhanga U C Q de xy, um cone
aberto T' contendo & e uma sequéncia limitada {uy} C &£'(Q) com uy|, = u,
VN € N, e satisfazendo (3.8), para todo § € T.

O préximo resultado ¢ uma versao analoga do Lema 2.2.3 no ambiente das funcoes

ultradiferenciaveis.

Lema 3.3.4. Sejam u € D'(Q), K CC Q com int K # (), F cone fechado em R", w
funcao peso e {xn} C C3°(?) satisfazendo, para todo oo € Z'y e todo N € N,

sup | D Py n(2)] < Co(C.N)P V|3 < N. (3.11)
zeK

Nestas condigoes, {xyu} € uma sequéncia limitada em E™(Q), em que M é a ordem de

u em vizinhanca de K. Além disso,

(a) Se WEy(u) N (K x F) = 0, entio existem C > 0 ¢ k € N tais que
11N [xvu(€)] < CNJFle%SO*(Nk)’

para todo € € F' e todo N € N.

b) Se WE,(u)N(K x F)=0 ew(t) = o(t) quando t — oo, seque que para cada k € N,
(w)

existe Cy > 0 satisfazendo
e Iwa(e)] < GeeNe (),

para quaisquer £ € F''e N € N,

Demonstragao. A desigualdade (3.11) implica em

sup |[D*xn(z)] £ Cy, VN €N eVaeZ'.
zeK

Desta forma, se u € D' (V) com V vizinhanga de K, usando Leibniz, obtemos que

| (xwvus @) | = [ {uxwe) | S C Y sup [ D*(xwve) ()] < Cut > sup|D%(x)],

laj<M *€ jaj<nr &K
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para toda ¢ € C5°(€2). Portanto, {xyu} é uma sequéncia limitada em £ ().
Agora, supomos que WFyy(u) e K x F sao disjuntos. Se (z0,&) € K x F, entao
existem U vizinhanca de g, cone aberto I" contendo & e sequéncia limitada {uy} C £'(Q)

que é igual a u em U e satisfaz
€V [an (€)] < Dyer® YR wN e Ne V¢ €T, (3.12)

para algum D; > 0 e algum k € N.
Assumamos, por enquanto, o caso mais especifico em que supp xy C U, para todo

N € N. Nestas condicoes, yyu = yyuy €, assim,

_ — | 1 ~ ~
()] = [T (O] = Gzl * WO < gy [ IRvGlIEn(E = k. (313)

para todo £ € R". Dividimos a integral acima da seguinte maneira,
[ Rsste ~nldn< [ Rlias - wlan+ [ Rl - nidn
In|<clé] n|>clé|
em que 0 < ¢ < 1 serd convenientemente escolhido.

Observamos que

Ryvl[an(€ = n)ldn < |Rnlle sup [an(E —n)| = [Rnllr sup [an(n)]
[nl<cl¢ In|<cl¢| |§—n|<cl¢]

Dado um cone fechado I'y € I' U {0} contendo &, tomamos 0 < ¢ < 1 tal que £ € I'y e
|€ — n| < c|¢] implicam em n € I'. Com isto, para todo £ € I'y, segue de (3.12) que

~ ~ ~ 1 % _
/lxN(n)HuN(é—n)\dn < |IXnllpDier? ™R sup 7N

[€—n|<cl¢]
Inl<cl¢]

< ONFlerr (R (1 4 jg)N, (3.14)

Por outro lado, o Teorema de Paley-Wiener garante, para cada N € N, a existéncia
de My € N e Ay > 0 tais que [un(€)| < An(1 + [€])M~, para qualquer £ € R™. Pelo
Corolario 1.4.5, existem Dy > 0 e M € N de modo que

[un ()] < Do(1+ €M, VE€R e VN € N.

Assim,

Rn(mllan(E —mldn < Da(l+c ™ / R ()1 + ) Mdn.  (3.15)

[n|>cl¢| In|>cl¢]
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Além disso, decorre da desigualdade (3.11) que

sup | D Py ()] < C’;(C&eﬁ“"*wm))w, VaeZ, V|| < NeVmeN. (3.16)
Te

De fato, existe A > 0 satisfazendo w(t) < At + A, para qualquer t > 0, uma vez que
w(t) = O(t) quando t tende ao infinito. Logo, para cada N € N,

¢ (N) () p(log N) A
_ P g N = PEB e N A L
N S;fi%’{t N [=® N =% N

Sendo assim,
1, % 1 *
N < eQAGWLp (V) < €2Aemgp (Nm)

9

pata todo m € N, e isto prova (3.16).
Notemos que, para todon € R" e N € N,

[N RN ()] = 'R ()| = C'|DaEx ()],

em que |a] = M +n+1e |5 = N. Entao, usando (3.16), obtemos que
] R ()] < C'/ D™y () |de < m(K)C'CY(Chene? VD),

K

Desde que o depende apenas de M e n, a constante D3 = max{1, m(K)C'C’ } ndo depende
de N e satisfaz

|77|N+M+n+1|>f<\N(n)| S DéV“(eﬁ@*(Nk))N
para todo N € N. Retornando em (3.15), temos que
R~ ldn < DD 1+ ek [ (1t gyt
In[>cl¢] In|>clé|
Como |n| > ¢|¢| implica em (1 + [€))Y < (1+c¢1)(1+ |n])V, conseguimos a estimativa
Rvl[ax(§ —mldy < I @0+ jg)™, vee R (3.17)
[n|>cl¢]

Portanto, fixado o € K e unindo (3.13), (3.14) e (3.17), mostramos que se supp xn
estd contido em U e & € F, existem cone aberto I'g, C F' contendo &, constante C' > 0
e k € N de modo que

€|V |xru(€)] < CNFler” VB ye e Ty e VN € N (3.18)
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Logo, F = |J Tg. Uma vez que FNS™! é compacto, sabemos que existem I'g,, - - - Le,
EoelF
tais que F N S* ! C U Ie, N S™!, 0 que implica em F C T'g, U...UT,. Para cada

j=1,...,p, existem C > 0 e k; € N satisfazendo
1ot (Nks
€ wu(e) < CNTLem T ) e e T e YN €N

Sendo C' > C; e k > kj, para todo j = 1,...,p, concluimos que (3.18) ocorre para
qualquer ¢ € F', desde que supp xny C U.

Para o caso geral, dado = € K existe vizinhanca U, tal que a desigualdade (3.18)
¢ satisfeita no cone F, para qualquer sequéncia {xny} C C§°(U,) que realiza (3.11).
A compacidade de K nos garante que K C U, U...UU,, . Desta forma, para cada
j = 1,...,q, escolhemos uma sequéncia {xn,;} C C5°(U,,) satisfazendo (3.11) e de modo

q

que > xyj=1lem K.

j=1

Por fim, seja {xn} uma sequéncia de fungdes em C{°(K) satisfazendo (3.11). Logo,
paracada j =1,...,¢, as fungbes xn; = xnxw,; também satisfazem (3.11) e, além disso,

supp Xn,; C U,,. Portanto, pelo feito acima, a desigualdade (3.18) acontece para todo
N

¢ € F com xy; no lugar de xn. O fato que xy = > Xn,; conclui a demonstracdo do
j=1
item (a).

A demonstragdo do item (b) segue os mesmos passos que fizemos em (a), exceto na

limitacao de |[Xn(7n)|. Como vimos acima, para todo n € R" e todo N € N, temos que
[ R ()] < €Dy | < Cm(K)Ca(CaN) P,

com |a] = M +n+1e || = N. Entao,

N
% N+1 N

Sl < O e 1R e VN EN.

Como w(t) = o(t) quando ¢ tendo ao infinito, segue da Proposicao 3.2.3 que dado k € N

existe A, > 0 satisfazendo

N
Nlog N < N + kp* (E) + Ax, VN € N.

. f(N
Com isto, temos que NV = eNlosN < N ke (%) e, portanto,

BN+1 B (%)
(L+ [n))¥

IXn(n)| < , VneR" e VN €N.

Com esta limitagao fazemos os mesmos célculos do item (a) e obtemos o desejado. |
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A Proposigao 3.3.2 e o Lema 3.3.4 proporcionam algumas propriedades do conjunto

x-frente de ondas, as quais apresentamos a seguir.

Teorema 3.3.5. Sejam Q C R" aberto e w fun¢do peso. Entdo, a projecio de W F,(u)
em ) € igual a suppsing, u, para qualquer u € D'(Q). No caso x = (w), adicionamos a

hipdtese w(t) = o(t) quando t — co.

Demonstracao. Denotamos por m; : R” x R® — R™ a projecao na primeira coordenada,
isto ¢, m(x,y) = x. Dado zy ¢ suppsingy,, u, mostraremos que o nao pertence a

W Fy(u) o que acarretara na seguinte inclusao
T1(W Fuy(u)) C suppsingg,, u.

Ora, decorre da Proposicao 3.3.2 que existe sequéncia limitada {uy} C £'(Q), igual a u
em vizinhanga de o, de modo que (3.7) é vélido, para todo £ € R™. Isto implica que
(w0,&) &€ WFy(u), para todo £ € R, ou seja, xg ¢ m (W Fy(u)).

Reciprocamente, se zy € 2\ m (W Fy,3(u)), existe vizinhanga compacta K C €2 de g
tal que K N (W Fy(u)) =0, uma vez que Q \ m (W Fyy(u)) é aberto em €. Entao,

(K X Rn) N WF{W}(U) = 0.

Segue do Lema 3.3.4 que existe sequéncia limitada {uy} C &£'(2) que é igual a u em
vizinhanga de zg e a desigualdade (3.7) acontece para todo £ € R". Usando novamente
a Proposicao 3.3.2, concluimos que xy ¢ suppsingy,y u. Isto finaliza a prova do caso

Roumieu. O caso Beurling ¢ totalmente analogo. |

Ressaltamos o fato que toda fungdo f € &£.(2) cujo suporte estd contido em um
compacto K C () satisfaz a desigualdade (3.11). Com efeito, se f € E,)(Q), entdo
D*f € £y (), para todo o € Z7. Assim, para cada multi-indice «, existem C, > 0 e
k. € N tais que

D% f(z)] = | DP(Df) ()] < Coeta® ®l) vy € K e B € 21

Agora, recordemos da desigualdade (3.5) obtida na demonstracao do Lema 3.2.6 a qual

garante que

1 * 1
Bienzfn 1718l o7 " (1Blka) < e—aw(t)—&-logt’ Vi > 1.
+

Entao, substituindo ¢ por N € N temos que

orn " (Blka) « ,—paw(N)Hog N prlfl — pfIBIHL,— g w(N)

Usando que log(t) = o(w(t)) quando t — oo, encontramos constante Ay, > 0 de modo
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que log N < k;'w(N) + Ay, para todo N € N. Por fim, concluimos que

sullz |DHPf(z)| < CuNIBHLemloe N+ Ak < o (" N)IAL
Te

para todo 3 € Z. Deste fato decorre a seguinte proposigao.

Proposi¢ao 3.3.6. Sejam Q C R"™ um aberto, u € D'(Q) e w uma fungio peso nao
quaseanalitica. Entdo, (x¢,&) € Q x (R™\ {0}) ndo estd em WF,(u) se, e somente se,
existem vizinhanca U C Q de xo, cone aberto I' contendo & e v € E.(Q) que € igual a u
em U e tem transformada de Fourier satisfazendo (3.7) ou (3.8), no caso em que * = {w}

ou * = (w), respectivamente.

Demonstracao. A suficiéncia é imedita pela propria definicao de conjunto *-frente de
ondas. Supomos que (zg,&y) ¢ W F,(u). Entdo, existem vizinhan¢a compacta K C Q de
xo e vizinhanca conica I' de & tal que K xI'NW F,(u) = 0. Tomamos f € E,(Q)NCF(K)
que é identicamente 1 em vizinhanca U C K de zy. Como vimos acima, a sequéncia
{xn = [} satisfaz as hipoteses do Lema 3.3.4. Logo, v = yyu = fu € E.(Q) esta nas

propriedades requeridas. [ |

Proposicao 3.3.7. Sejam Q C R"™ aberto e u € D'(QQ). Se w e o sdo fungdes peso tais
que w(t) = O(o(t)) quando t — oo, entao

WF{M}(u) C WF{U}(U) e WF(w) (u) C WF(@(U).

Demonstragao. Na Proposicao 3.2.3 mostramos que a hipotese w(t) = O(o(t)) quando ¢

tende ao infinito implica que, para cada A € R, existemn A > 0 e C, > 0 satisfazendo

exp ()«p: <¥>> < Cyexp (%(pz (NTA)) , VN € N.

A desigualdade acima garante as inclusoes desejadas. |

No proximo corolério, denotamos por W F4(u) o conjunto frente de ondas analitico
de uma distribuicao u, ou seja, WFa(u) = WFy,(u) quando w(t) =t (vide Proposicao
3.2.4).

Corolario 3.3.8. Sejam 2 C R™ aberto e u € D'(Q).
(a) As inclusoes WE(u) C WEFy(u) C WE4(u) ocorrem para qualquer funcao peso w.
(b) Se w(t) =o(t) quando t — oo, entao WF(u) C WF,(u) C WE)(u) C WE4(u).

Demonstra¢ao. A segunda inclusdo do item (a) segue da Proposigdo 3.3.2, uma vez que

w(t) = O(t) quando t — oo, para toda func¢ao peso w.
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Com respeito a primeira inclusao de (a), tomamos (z9, &) ¢ W F,3(u). Entdo, existem
vizinhanga U de xg, cone aberto I' contendo &, e sequéncia limitada {uy} C £'(Q2) com

uy = u em U satisfazendo
€N (€)] < Cex? VB ve eT e YN €N,

para algum C' > 0 e algum k € N. Observamos que C'y = Cer? (k) ¢ uma constante que

depende apenas de N. Portanto,

Cn

[ (©)] < e

VéE eT.

Retornando as notagoes do Capitulo 2, isto mostra que & ¢ X(uy), para todo N € N.
Segue do Lema 2.2.3 que & ¢ X(xuy), para qualquer x € C5°(R"™). Escolhemos x em
Ce(U) com x = 1 em vizinhanca U" C U de xy. Desta forma, yu = yuy, para todo
natural N. Ainda, existe cone aberto I' contendo & tal que, para cada N € N, existe

Ay > 0 satisfazendo

AN

Ty eeh

Xu(§)] <
uma vez que & ¢ X(xun). Logo, (zg,&) ¢ WF(u) e isto garante a primeira inclusao do
item (a).

Agora, sobre o item (b), a inclusdao WF(u) C WFy(u) é garantida pelo item (a) e
W Fp(u) C WE,) sempre ocorre. Resta mostrarmos que W F(u) C WF4(u).

Como vimos na Proposicao 3.2.3, o fato que w(t) = o(t) quando t — oo implica que,
fixados kg € N e C' > 0, para cada k € N, existem B, > 0 e C, > 0 de modo que

Cexp (kwg (Nk0>> < Cpexp (kBkgo* (%)) VN EN,

em que ©* estd associada a w e @ esta associada a wy(t) = t. Este fato é suficiente para
deduzirmos a inclusao W Fi,y(u) C WFa(u). |

Proposigao 3.3.9. Se Q2 € um aberto de R™ e S um cone fechado em Q2 x (R"\{0}), entao
eziste u € D'(Q) com WF(u) = WF,(u) =S (respectivamente WF(u) = WFy(u) =

S ), para toda fungdo peso w (respectivamente para toda w com w(t) = o(t) quandot — 00).

Demonstra¢ao. Do Teorema 8.4.14 de [7] sabemos que existe u € D'(2) tal que
WF(u) = WFy(u) = 5.

O resultado segue do Corolario 3.3.8. [ |
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Proposicao 3.3.10. Sejam Q aberto de R™, u € D'(Q) e w funcgdo peso.

(a) Se a € (), entao WFy(au) C WEy(u). Sea € E,)(Q) ew(t) =o(t) quando
t — 00, entio WEFy,)(au) C WEy)(u).

(b) A inclusao WF,(0,;u) C WF,(u) ocorre para todo j =1,...,n.

Demonstragao. Supomos que (xg,&) ¢ WF,(u). Entao, existe vizinhanga compacta K
de o contida em 2 e cone fechado I' contendo &, de modo que K x ' N W F,(u) = 0.

Seja {xn} C C°(K) uma sequéncia que vale 1 em vizinhanga U C K de zg e satisfaz
(3.11). Como a € &,(Q), temos que {axy} C C°(K) também satisfaz (3.11). Portanto,
segue do Lema 3.3.4 que a sequéncia {vy = axyu} realiza (3.7), se x = {w}, ou (3.8), no
caso em que * = (w). Logo, a sequéncia limitada {vy} em &'(€2), que é igual a au em
U, garante que (z¢,&) ¢ WF.(au). Desta forma, a inclusdio WF,(au) C WF,(u) esta
provada.

Quanto ao item (b), basta observarmos que se {uy} C &'(Q2) realiza a desigualdade
(3.7), entao

L —

aUN+1

8xj

<£>| = [t (€)] < Clefer? FID]g TN,

Da convexidade de ¢* obtemos ¢*((N + 1)k) < 2(¢*(2Nk) + ¢*(2k)) e, portanto,

—

Oun+1

< Cle| N Cpezr# GNP,

(€)

J

Sendo assim, a sequéncia {0,, un1} satisfaz (3.7). Donde, obtemos que W F(,1(0;,u) esta
contido em W Fyy(u). A inclusdo W F,)(0,,u) C WF,(u) é inteiramente andloga. |

Como consequéncia imedita desta tltima proposicao, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.11. Sejam 2 C R™ um aberto, w uma funcao peso e

P=P(x,D)= > an(x)D"

laj<m
um operador diferencial parcial linear com coeficientes em E,(X2). Entao,
(a) WEpn(Pu) C WEpy(u), para qualquer u € D'(Q).

(b) WFy(Pu) C WE(u), sempre que w(t) = o(t) quando t — oo e u € D'(Q).
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Capitulo 4
Os casos Beurling e Roumieu

Dedicamos este capitulo & demonstracao do nosso principal resultado, o qual é uma re-
leitura do Teorema 2.2.1 no ambiente da classe de fun¢oes ultradiferenciaveis tipo Beurling

e tipo Roumieu. Mais precisamente, mostraremos a inclusao
WF.(u) C WF,(Pu) U Char P,

em que * denota (w) ou {w}. Neste caso, P é um operador diferencial parcial linear com
coeficientes em uma certa classe de funcoes ultradiferencidveis. Todos os resultados aqui

apresentados foram baseados na referéncia [1].

4.1 O caso Beurling

Objetivamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1. Sejam Q C R™ aberto, o e w fungoes peso tais que o satisfaz (3.1) e

w(t) = o(o(t)) quando t — co. Seja

P=P(x,D)= > an(x)D"

la|<m

um operador diferencial parcial linear com coeficientes em Ery(Q2). Entao,
WF(W)(U) C WF(M)(PU) U Char(P),

para qualquer distribuicio u € D'(Q).

Seguiremos os mesmos passos da demonstracao do Teorema 2.2.1, o que demandara
algumas adaptacoes. Posto isto, apresentamos dois lemas que nos auxiliarao neste propo-
sito.

Antes, afim de evitarmos confusoes, fixamos as notacoes:

po(t) = o(e') e pu(t) =w(e).

49
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Lema 4.1.2. Sejam K C Q compacto, {xn} C C°(K) satisfazendo (3.11) e o uma

fungao peso com a propriedade (3.1). Se ay, ..., a; sao fungoes em Ery(QY) tais que

sup |[D%(z)| < Ce%@;(h‘o‘n, VaeZi eVs=1,...,7,
zeK

para algum C' > 0 e algum natural h € N. Entao, existe C; > 0 que depende somente de

C' e da sequéncia {xn} satisfazendo

aq (o7 (e 71 1 ] + ]. *
> Sl 00l < ¢ e (e nm). @
k1+...kj+1:j+1 |a¢\:k¢

para todo x € K e todo N > j+ 1.

Demonstragao. Como o(t) = O(t) quando ¢ — oo, existe A > 0 tal que o(t) < At + A,
para todo t > 0. Assim, para qualquer N € N,

0o(N) =sup{Nt — p,(t)} > Nlog N — p,(logN) > NlogN — AN — A.
>0

Desta forma, NV < C{e®>(™) para algum C, > 0 e qualquer N € N. Visto que {xn}
satisfaz (3.11), para a = 0 e |5 < N, temos que

|DPyn(z)| < Co(CoN)P < C(’)(e%“”;(m)wl, Vz € K.
Por outro lado, segue da hipdtese que

Sup [ D gy ()] < Cieheatibn),
rzeK

para todo m = 1,...,j e |ay| = ky. Agora, o numero de multi-indices «,, tais que

km+n—1
n—1

ki4+mn—1 ko+n—1 kj—i-l“f‘n—l
Ckl,...,kj+1 = n—1 . no1 1 ’

o total de (j + 1)-uplas (a1, ..., ;1) tais que |q,,| = ky,, para todo m =1,..., .

|| = Ky, € dado por ( ). Denotamos

Logo, denotando por A a soma do lado esquerdo de (4.1), podemos estimar

1 % 1 % X 1 % k.
J o5 e (hk1) 7 Pe(hki) v (7 ps (N) )i+l
A< E Chy,oo oy Cle%0 ... ehPelt CO( henN o ) ,
ki4..kjr1=j+1
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pois kj11 < 7+ 1 < N. Escrevemos a expressao acima da seguinte maneira

ok (@n (k)0 (hg) )

. k 1
. ] ,kj+1+1 Jj+ QD:.(N)
E Cho,otiyir k! k5 1C7 Gy P = .
ki4...4kj1=7+1 10w Rje

Afirmamos que

ok (e totos (k) L Les (b))

< .
kil ks G A1 =)

(4.2)

Ora, notemos que % (hky) + ¢ (hky) = sup{ht(ky + k2) — 2¢,(t)}. Usando que o é
>0

subaditiva (vide Proposicdo 3.1.5), obtemos que —2¢,(t) < —0(2¢!) = —p,(log2 + 1),
para todo t > 0. Entao,

©g(hk1) + @5 (hks) < sup{h(ki + k2)t — @5 (log2 + 1)}

t>0

= sup {h(k1 + k2)(s —log2) — ¢, (s)}

s>log2

= hlog2 ™*R) 4 o (h(ky + ka)).
De uma forma geral,

po(hk1) + ... + @5 (hk;)

IN

hlog (j—(k:1+...+kj)) + (pfr (h(k‘l +...+ kj))
hlog 27" F8) 4 o7 (h(j + 1 — k),

IN

o que implica em

ok (erk) 4t (k) g (hatthy)

<
kil k! = kil k]

oh €5 (h(G+1=kj41))

Recordemos que (I +m)! < 24™[lm! para quaisquer [,m € N. Assim,
(ky 4 .o 4 k)l < 2Rtethip okl

e, portanto, a desigualdade em (4.2) estd demonstrada.

Observamos que, para ky + ...+ kjp1 =7 + 1,

kl‘/{?]‘ o k1'k+1'(]—|—1)' . <j+].> ]431!...]6j+1! < 2j+1k’1!...k}j+1!

G+1—kis)! G+1—kp)ku!G+D! \kn/) G+ = (G+1)!
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Deste modo, por (4.2),

1
} (esh)+otos (b)) \
A < Y Cumn kil kO (CpRt| E e N es )

| k. k]
ki+...+kjr1=j+1

Lok (h(j+1—k; .
< Z Chypyn k! - - ;{;jycj(cé)kjﬂﬂ 6h.90 (h(j j+1)) ekjﬁlw;(N)
. j+1 .
< Z C%+2( 2+ 1)'/{31' R k'+1!0k1,...,kj+1 (6%@;(h(j+1_k‘j+l))) ekjjjlgo;(N)‘
J .

ki+..+kjr1=j+1

Como “’ZS(S) é nao decrescente, h(j + 1 — k;j11) < hN e N < Nh, obtemos que

9J+1
(7 + 1)

AL ox (hN
kil kj|Cry gy €8 22N,

A< oo

ki+..+kjr1=j+1

Visto que Ch,, k., < ok1t.kj1+(+D(n=1) — 9n(G+1) temog

Skl kG, < G520 (1),
ki4..4kj1=j+1

pois k1! . kj! < (k1 + ...+ kjp1)! = ( + 1)! e a soma acima ¢ finita. Por fim,

. i+l L, ' ) j+1
AL CJ+2— RN ‘Pa(hN)C 2”(J+1) 1) < CJ+2 *(hN
> 2 (j + 1)‘6 3 (.] + ) = 1 exXp hN 900'( ) )
ou seja, a desigualdade (4.1) é satisfeita. |

Lema 4.1.3. Sejam f € D'(2), w e o fungdes peso com w(t) = o(o(t)) quando t tende
ao infinito. Considere K C Q um conjunto compacto e I' C R™ \ {0} um cone fechado
tais que WF,)(f) N (K xT') = 0. Além disso, suponha que {0y} C C5°(K) realiza, para
algum By > 0 e algum h € N,

151

|DPOy(z)| < BY ™ exp (mgOZ(ZhN)) , V|B| <N, Y¢e€T com || > N. (4.3)

Nestas condicoes, existe Cy > 0 de modo que, para cada k € N, existe Cy, > 0 satisfazendo

’f/@\f(f)’ < GOy exp (/ﬂPZ(N — M/k_ "= 1)> ’f‘*N+M/+n+l,

para todo £ € T com || > N e N > M’ +n, em que M' é a ordem de f em vizinhanc¢a
de K.

Demonstracio. Pelo Lema 3.3.4, encontramos sequéncia {fy} C (€)M (Q) com fy = f

em vizinhanca de K e garantimos a existéncia de D > 0 tal que, para cada k € N, existe
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D, > 0 satisfazendo
Fa(ml < =¥ DDV (3), vy erewn e,
Entao, dnf = Uy fnr, em que N’ seré escolhido de forma conveniente. Assim,
NI ()] < 19w ()] = (2m)" I % Jov (€)]
Como {fx} C &M (Q) & limitada, temos que
vl < C+[h™, vneRr?,

para alguma constante C' > 0.

Prosseguimos como na demonstracao do Lema 3.3.4 e escrevemos

T * Fr(m)| < / D ()| Fav (€ — )l + / G ()| Fav (€ = m)ldn

Inl<cl¢| In|>clé]
< Wl sup [Ful€ =+ [ Dabnl(1+1€ - nl)
o ISl

Analogo ao que fizemos antes, dado um cone fechado I c T, aconstante 0 < ¢ < 1 é

escolhida de tal forma que se € € T e [€ — 1| < ¢/€], entdo n € T'. Assim,

~ ~ ~ -~ kN 2 * M _ N/
1Oxlh swp [Fv (€ —m)l < 10l swp | Fv () < [0l DeD™ R () (1 1 )=,
In|<cl¢| |€—n|<cl¢]

para todo n € . Por outro lado, segue da propriedade (4.3) que, para todo n € T com
Inl > N,

M) < VAP = ValDFIm)| < (Vaym(K) B+ exp (iw:,(zmv)) |

em que |$| = N. Desta forma,
. , 1. .
o [ 1anila+leaban < e (geeam) [ eV
n|>cl] n|>cl]

Agora, escolhemos N' = N — M’ —n — 1 e obtemos que

’_ 1"— n —-N' Ny
[ e [ < DY
In|>cl¢| In|>cl¢
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Com isto, concluimos que para cada k € N existe D > 0 tal que
’§|N/|ng\f(f)| < D;(D/)N <6k‘502(1\/£) + 62111803(2hN)> ’ (4.4)
para qualquer n € I com |€] > N. Da convexidade de ¢*, podemos escrever

1 1 1
Ak < * - I - A% /
thpo(QhN) < 4hgpg(4h(N M —n 1))+4h<,00(4h(M +n+1))

1 * /
= E@U<4hN ) + Cl-

Sabemos que, para todo k € N, existe D} > 0 tal que

!/

N
AhN') < DI + k¢, (—> , VN’ €N,

ESOU( L

uma vez que w(t) = o(o(t)) quando t — oco. Em consequéncia disto, segue de (4.4) que,

para cada k € N, existe (', > 0 satisfazendo

N-M-—-n-1
k

\19/@(5)\ < CCY exp (kgpi( )) || NHMEHL e € T com [€] > N,
para alguma constante Cy > 0. Visto que esta ultima desigualdade ocorre para qualquer

cone fechado I' € T, concluimos a prova. |
Enfim, partimos para a demonstragao do nosso principal objetivo.

Demonstragao do Teorema 4.1.1. Tomamos (x9,&o) ¢ W F(,)(Pu) U Char(P). Se § =0
é imediato que (xg,&y) ¢ WF)(u), entdo supomos & # 0. Como (x¢,y) nao esta em
Char P, segue que existem vizinhangas K CC Q de xg e V de & tais que P, (x,&) # 0,
para todo (z,&) € K x V. Definimos I' = {\§; £ € V e A > 0}, temos que

Pon(,€) #0, V(r,€) € K xT,

uma vez que P, (x, ) = A" P, (x,£). Por outro lado, usando que (xo,&) ¢ W F(,)(Pu),
podemos assumir K x I' N WE,)(Pu) = 0 (diminuindo K e I' se necessario).
Escolhemos sequéncia {xy} C C{°(K) que realiza (3.11) e tal que cada xy ¢ iden-
ticamente 1 em vizinhanca U C K de zy. Com esta escolha, temos que a sequéncia
{un = xanu} € limitada em £'(Q) e uxy = u em U, para todo N € N. O teorema estara
provado se mostrarmos que existe C' > 0 de modo que, para todo k € N, existe Cy > 0

satisfazendo
€]V [an (€)] < CuCNer (5)| Ve € T com [¢] > N e VN € N, (4.5)

De fato, para || < N argumentamos da seguinte maneira: Utilizando o Teorema de
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Paley-Wiener e o Corolario 1.4.5, obtemos
[an(€)] < (1 + €)Y, vE e RY,
para algum C7 > 0 e algum M € N. Entao, para N > M segue que
[an(§)] < Gl + 1) < Ci(1+ N)Y < CL(2N)™, Vg < N.

Sendo w(t) = o(t) quando t — oo, decorre da Proposi¢do 3.2.3 que para cada k € N,
existe A; > 0 de modo que

N

para qualquer N € N. Assim, para todo k£ € N,
Gn (€)] < Cre (2e)Neke(F) | wN > M.
Desta forma, basta provarmos (4.5) para que tenhamos
i (€)] < CLONere(Y) Ve e T e VN € N.

Em vista disto, seguira do Lema 3.3.4 que (9, &) nao estd em W F,)(u). Portanto, nosso
objetivo ¢ mostrar a desigualdade em (4.5).
Fixado £ € T, se 1 € C5°(Q) & tal que Py = yone ¢, entao

aN(g) - <uN7 e—im~f> = <U,7 XQNe_ix.§> = <u7tP1/)> = <PU’7 ¢> :
Prosseguimos para encontrar 1) € C§°(2) solucio de
Py = xane L (4.6)

Para tanto, escrevemos ¢(z) = (e7*w(z))/Pn(z,§), para todo z € K. Seguindo os

mesmos passos do Teorema 2.2.1, se 1) satisfaz (4.6), entdo w deve realizar
w — Rw = xan. (4.7)

Este operador diferencial R ¢ da forma R = Ry + ... + R,,, em que cada R;|¢{! ¢ um
operador diferencial com coeficientes em £ (£2) de ordem menor ou igual a j e homogéneo

de grau zero com respeito a variavel &.

oo
Uma solugao formal para (4.7) é dada por w = Y R’xay, porém nao sabemos se esta
j=0
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série converge. Denotamos por Ry o operador identidade e definimos
N—m
wN = E E Rj'Rj'...'RijQN .
k=1 \ji+..+jr<N—m
Notemos que
N—m
wy — Rwy = Xon — E E Rj - Rj,-...- Rjxan | = Xan —TN-
k=2 \jot+..JkSN—m<ji+...jk

Com efeito, se jo + ...y < N —m — ji, temos que o termo R;, - Rj, - ... Rj, xan estd na
expressao de wy e Rwy e, portanto, é eliminado quando fazemos wy — Rwy. Logo, em

wy — Rwy s6 restam os termos em que Jo, ..., < N —me
Jot+ ...+ >N—m—ygy, istoé, j1+jo+...+jr >N —m.

Com os mesmos calculos do Teorema 2.2.1, obtemos que

. —ix-£
e (%Né)) = wn(z,6) — Run(z,€) = xon — r(a,€).

— . —ix-£ .
Portanto, Xantu(£) = (u, xane @) = <u,tP (—e Pm(if\é)(x)>> + (u, e7™Ery(z,€)).
Doravante, nosso intuito é estimar as duas parcelas do lado direito de

)] < | (P (G2 )) |+ et )] (4.9

Com respeito ao segundo membro, observamos que supp (TN(-, f)) C K. Denotando por

M a ordem da distribuicao v em vizinhanca de K, temos

[(u, e rn(@,€)[ < B ) (1+[€)™ 1 sup | D (ru(x, €))]. (4.9)
la|<M zeK
Notemos que Dg(ry(z,€)) é uma soma de termos da forma D% (Rj, - Ry, . . .- Rj, xan ().

Para conseguirmos uma boa estimativa de D¢ (rn(z,§)), usaremos o seguinte lema:

Lema 4.1.4. Ezistem constantes h € N e C' > 0 tais que, para cada j = j1+ ...+ ji €
j+ Bl <2N,

Sup IDE(Rj, - ... Rjxan) (2)] < (CH)NT (exp <‘j22—]’\€|902(2hN)>) €],

para todo £ € I
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Demonstracao. Como j = j; + ... + Ji, temos que
(€7 [DE(Ry, - Ryoxon) (@) = |DF(IE1 Ry, - 1€ Ry, - ... - €1 Ry xan) ()]

Pela homogeneidade de [£]7 R;,, basta provarmos o caso em que |¢| = 1 o qual é consequén-
cia do Lema 4.1.2. Com efeito, sendo P, (x,&) # 0 para todo (z,§) € K x I', podemos

limitar |P,(z,&)|™! em K, para cada ¢ € T fixo, e concluir que PZM((::)@ € &y (K), para

qualquer |a| < m. Denotamos

(bi,.. by} = {%; lal gm}.

Uma vez que {by,...,b,} ¢ uma familia finita em £, (K), segue que existem constantes
C >1eh e N tais que

1
sup |D(z)| < Cexp <E¢;(hla|)> , YaoeZlel=1,...,m.

zeK

Notemos que R;, x2n €, a menos de constantes, uma soma finita de termos da seguinte

forma
Z Z Dby, D**xon | , com p < jp.
ri+r2=p ‘Ozi|=m

Quando aplicamos R;, , em R;, x2n, usando a Regra de Leibniz, obtemos uma soma finita

de parcelas dadas por
> > Dby, Db, D% xan |, com p < i + ji-
ritratrs=p \ |a;l=r;
De um modo geral, R;, -...- Rj, xon possui termos, a menos de constantes, dados por
Z Z Dby, Dby, ... D™ xon |, comp < j1 4+ ... 4k = J.
rit..F+rer1=p \ |og|=r;

Logo, a expressio D’ (Rj C e RijQN) é, a menos de constantes, uma soma finita

constituida por parcelas do seguinte tipo

Z Z DYy, ... Db, D™+ xan, | com p < j+ |0 (4.10)

rit.F+rer1=p \ |og|=r;
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Agora, para 11 + ... + 7g41 = p, definimos 140 = ... =1, =0, b, , =...=b,_, =1

Oéj, ]6{1,,/{)},
Vi = 07 ]€{k+177p_1}7

Qky1, J =D
Donde, a expressao em (4.10) pode ser escrita como
> | Y. Dby, Dy, Doy
rit..+rp=p \ |vi|=r;

Logo, segue do Lema 4.1.2 que existe C; > 1 tal que, para quaisquer j + |3 < 2N,

J+8l
D°(Rj, ... R < P exp (Lt (20N
s |D (R Rua)@)] < 364 exp (203 (2hN) )
< (i 14+5+|8] j+18] .
< (+1BDG exp | 5 @0 (2hN)
i+18l .
< ach¥en (L),
o que finaliza a prova do Lema 4.1.4. [ |

Retornando a desigualdade (4.9), vejamos quantos termos possui D%ry(x,§). Para

cada k = 2,...,m fixo, o nimero de possiveis escolhas de jo + ...+ i < N —m é dado
por (N*I\T,”jsfl). Destas escolhas, para cada 7, = 1,..., N —m, devemos eliminar aquelas

que realizam
]1++]k§N—m, iStOé, jg,...,ijN—m—jl.
Logo, para cada k fixo, temos um total de
z’”: N-m+k—-1 N-m-—j+k—-1
, N —m N-—m—7j
Jj1i=1

possiveis escolhas para ji, ..., j, satisfazendo jo+...+jx < N—m < j1+...+ ji. Assim,

D%ry(z ossui no maximo 23V termos, uma vez que
xT Y 9

(&N —m+k—1 N-m—ji+k—1 = /N—m+k—1
> - . < S m
; N—m N—m-—7j N —m
k=2 \ji=1 k=2
N—m
S 22m2N—m+k—1
k=2

S (N o m)22N7m71.
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Portanto, pelo Lema 4.1.4, para todo |a] + j < 2N segue que

N + |of
2hIN

Der(a € < @) e (S50 onm) ) @) ()
De fato, notemos que jo + ...7x < N —m implica que 7 < j;1 + N —m < N e, ainda,
como j > N —m é valido que —N +m > —j.

Tomamos N > M, com isto, a desigualdade (4.11) ocorre para todo |a| < 2N —j com
2N — j > M. Por fim, concluimos de (4.9) que

e ern(e )] < BECYHE Q) g esp (ol ereny)

ol <M

/ _ N+M |
< BMCHNTMEL( 4 g M Nexp( TS @U(QhN)>,

para todo N > M. Como ¢%(s)/s ¢ nao decrescente e ¥ é convexa, obtemos

N+ M
* < _ *
o #h(2hN) < 2h¢a<2h<N+M>>
< —pi(4 “(4

Desse modo, conseguimos a seguinte estimativa para o primeiro membro do lado direito
de (4.8)

| (u, e Ery(x,€))] < CoCN exp ( 41hsoa(4hN>) (L4 [y NP veel, (4.12)

para qualquer N > M. Agora, para N' = N + M + m obtemos que

e Srn )] < GO exp (e ahN) ) 1+ e

< COCN’exp(l *(8hN) +

< GHPHBIN) + g (ST +m) ) 1+ 16D~

8

onde usamos a convexidade de ¢}. Sabemos que, para todo k € N, existe d > 0 tal que

1 N
<
8hsog(8hN) di, + kg, (k> VN €N,

uma vez que w(t) = o(o(t)) quando t — oo. Com isto, concluimos que existe D > 0 tal

que, para cada k € N, existe D, > 0 satisfazendo

e Srote, )] < D¥Diesp (et () ) (16D (1.13

e, portanto, a primeira parcela de (4.8) esta bem estimada.
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Olhamos, agora, para o segundo membro de (4.8), isto &,

e~ Ewn (z) i R
(2 -l

Afirmamos que existe uma constante By > 0 satisfazendo, para todo |f| < N,

18]

Dun(a € < B o (00

gpi(QhN)) , Vee Keé el com || > N, (4.14)
ou seja, wy realiza a hipotese (4.3) do Lema 4.1.3. De fato, decorre do Lema 4.1.4 que,

para quaisquer j = j; + ...+ ji e |3| com j + |3| < 2N,

j+ 1B

sup [DX(Ry -+ Byoxan) ()] < (€ exp (0

zeK

¢ (2n) ) N,
para todo £ € I' com || > N. Recordemos que o(t) = O(t), quando t — oo, resulta em
¢7(N) = Nlog N — ¢(log N) > N — A — Ao(N),

para alguma constante A > 1. Logo,

N < Aenes®) isto 6, N7 < exp <;—§Vg0;(2hN)) ,

visto que ©*(s)/s é nao decrescente e (A’)™ < 1. Sendo assim,

sup |[DP(Rj, - ...« Ry xen)(z)] < (O exp (Z‘hi]‘\f(pj;@h]v)) .

zeK

Em consequéncia disto, para qualquer £ € I' com [£| > N,

sup |Dlwy(z,€)] < i ( Z sup |D?(Rj, ... Rjxan) (:z;)!)

reK 1 Jitetjr<N—m zeEK

Bl .
< Bév+1exp (Q‘h—]‘vgoa(QhN) ,

o que garante (4.14). Ainda, conseguimos uma limitacao para vy = wy /P, (x, &) similiar
a (4.14).

Para finalizar a prova, usaremos o Lema 4.1.3 com f = Pu e a sequéncia de fun¢oes em
Ci°(K) dada por ¥y = vn|&|™. Antes, observamos que sendo M a ordem da distribuicao
u em vizinhanca de K e P um operador diferencial de ordem m, segue que a ordem de
Pu em vizinhanca de K é M’ = M + m.

Desta forma, decorre do Lema 4.1.3 a existéncia de uma constante Cy > 0 tal que,
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para cada k € N, existe C}, > 0 satisfazendo

50 - 10, N—-—M—-n-1 ,
’Pu . UN(f)| < CkCéV exp (/{:ng( ? )> ’£|7N+M +n+1’

para todo £ € I com [ > N e N > M + m + n. Escolhemos N = N+ M +n+1e

concluimos que
[(Pu, e Cuyn)| < C,’CCéV”e%%(%), (4.15)

para todo £ € I" com [£| > N.
Portanto, unindo (4.8), (4.13) e (4.15) obtemos a estimativa

[un ()] < CC’,iVe%%(%), V¢ €T com €| > N,

ou seja, a desigualdade (4.5) ocorre para a sequéncia {ux~}. Isto é suficiente para con-

cluirmos que (9, &) ¢ W F,)(u) e, desta maneira, a inclusao
WF(w) (u) C WF(W)<PU) U Char(P)

estad demonstrada. [ |

Com este teorema finalizamos esta secao. Apesar da demonstracao do Teorema 4.1.1
ser facilmente adaptada para uma versao no caso Roumieu, com w uma fungdo peso
satisfazendo (3.1) e P um operador diferencial parcial linear com coeficientes em €.,y (2),
optamos por tragar um outro caminho no qual usaremos a Proposicao 4.2.1 (apresentada

na secao seguinte).

4.2 0O Caso Roumieu

Dadas duas funcoes peso wy e w tais que wy(t) = o(w(t)) quando t — oo, definimos o

conjunto
S = {o funcao peso ; wy < o =o(w)}. (4.16)

Destinamos esta secao a prova da seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.1. Sejam w e wy como acima. Nestas condigoes,

W Fy(u) = | WFg)(u), YueD(Q)

oeS

Neste momento, vamos apresentar alguns lemas que nos auxiliarao na demonstragao

da proposigao acima. A prova do proximo lema pode ser encontrada em [13].
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Lema 4.2.2. Se ¢ : [ — R € uma funcao convera, sendo I um intervalo de R, entao
@ € continua no interior de I e possui, em cada ponto, derivadas laterais a direita e a

esquerda, as quais satisfazem a sequinte desiqualdade

< o(y) — p(z)

P o (y) < &, ().

Lema 4.2.3. Seja w uma funcao peso. Existe uma funcao peso p equivalente a w e de
modo que ,0|(R 00) ¢ Ct, para algum R > 0.

Demonstra¢ao. Escolhemos uma fungao y > 0 com

x € C'(0,00), suppx C (0,log2) e /X(s)ds =1
Definimos

Y(logt), t>1;
0, 0<t<l.

U(x) = /go(s +2)x(s)ds, Vx €[0,00) e p(t)= {

E imediato que p € uma fungio nao decrescente e C'!' em (1,00), ji que ¢ ¢ continua em
(0,00) (isto segue do Lema 4.2.2).
Vejamos, agora, que p assim definida ¢ uma funcao peso equivalente a w. Notemos

que para todo x € [0, 00),

o(z) = /@(l‘)X(S)dS < / o(z + 5)x(5)ds = (z).

Por outro lado, sendo w uma fun¢ao nao decrescente e supp y C (0,log2), temos que

log 2

b(z) = /w<ex+8>x<s>ds < / w82y (s)ds = w(2e”) < L(1 + (),

0

onde na ultima desigualdade usamos a propriedade (I) da Defini¢ao 3.1.1. Devido a
lim p(z) = oo, existe zy > 0 tal que p(z) > 1, para todo x > xy. Assim, (z) < 2Lp(x),
T—00

para qualquer z > xy. Portanto, conseguimos a seguinte desigualdade

b(x)

1< < 2L, Vx € (xg,00),

ou ainda,
w(t) < p(t) < 2Lw(t),Vt > to,

em que to = e™. Disto decorre que w(t) = O(p(t)) e p(t) = O(w(t)) quando t — oo, ou
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seja, w e p sdo equivalentes. Além disso, para todo t > ¢, temos que

e, portanto, logt = o(p(t)) quando ¢t — oo, uma vez que logt = o(w(t)) quando t — oo.

Observamos também que
p2t) = [ols +log20x()ds = fwiee)(s)ds < [L{L+wlter))x(s)ds
- L( Jxtsias+ /¢<s+1ogt>x<s>ds> = L(1+ p(t)).
Ainda,
p(t) < 2Lw(t) < 2LCt, Vt > max{to, 1},

em que t; > 0 satisfaz w(t) < Ct sempre que ¢t > t;. Com isto, concluimos que as
propriedades (I), (IT) e (ITT) da Definigao 3.1.1 ocorrem para p. Para garantirmos que p
é, de fato, uma fungdo peso, resta mostrarmos que p também realiza (IV). Ora, sendo ¢

convexa temos que

Mo(s+2) + (1= Ne(s+y) > e(As+z)+(1—-N(s+y))
= oAz +As+ (1= N)s+ (1-N)y)
= gp(s—i—)\x—l—(l—)\)y),

para quaisquer z,y € [0,00) e A € [0,1]. Deste modo,

M)+ (1= o) = [Dels )+ (L= Nls + )] (s)ds

> /gp(s + Az + (1= N)y)x(s)ds

= w()\a:—l—(l —)\)y),
para todos z,y € [0,00) e A € [0, 1]. Portanto, p ¢ uma fungiao peso C! e ¢ equivalente a
w. |

Lema 4.2.4. Sejam w e o funcoes peso tais que o(t) = o(w(t)), quando t tende ao infinito.

Entao, existe uma funcao peso oy com as sequintes propriedades:
(a) o(t) = o(oo(t)), quando t — oo;
(b) oo(t) = o(w(t)), quando t — oo.

Demonstracao. Em vista do Lema 4.2.3, sem perda de generalidade, assumimos que w é

C! em (R, 00), para algum R > 0. Denotamos ¢ = @,
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Colocamos 1 = y; = z; = 0. Lembremos que o(t) = o(w(t)), portanto é possivel

escolhermos x5 > max{R, 2} de modo que

o(r)
22

¢ (x3) >0 e o(e”) < Vo > xo.
Como ¢ > 0 e o(0) = 0, temos que p(xs) > p(z1). Ainda, sendo ¢ convexa e C! em
(R, 00), temos que ‘Pll(R 00) é nao decrescente e continua. Em particular, usando a Regra
de L'Hospital e o fato que logt = o(w(t)), obtemos

x . logt

oo P (x) | amoe p(x) | tmos w(t)

Logo, lim ¢'(z) = oo o que resulta em ¢'([0,00)) D [¢/(R),00). Desta forma, podemos
T—00

tomar y, satisfazendo

©'(y2) = 2/ (22).

Com isto, obtemos que yo > w3, pois ¢'(y2) > ¢'(z2) e ¢’ & ndo decrescente. Como
¢ ¢ continua em [R,00) e lim ¢(z) = oo, também temos que ¢([0,00)) D [¢p(R).00).
T—00

Observamos que

20(23) — pl1a) + 20 — 1) (02) = (32 — 72) [2(*”(562) )+z¢<x2>—(9"<y2) )]

Yo — T2 Yo — T2
= (12— 22) { f(_xzx)Q + @' (y2) — (w(y;i - i}(@))}

jad que x5 < ys e ¢ é uma funcao convexa. Entao, é possivel escolhermos z, tal que

p(22) = 20(22) — p(y2) + 2(y2 — 72) ¢ (22).
Indutivamente definimos (), (y») e (z,) por
(I) 2> Rex, > yp1+mn

(IT) o(e*) < #(z) YV > zp;
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Afirmamos que z, < z, < y,. De fato, decorre do Lema 4.2.2 que

#ly) = p(ea)

< (y), Yy > . 417
P <¢(y), Vy>u= (4.17)

@' (zn) <

Desta forma, por (IV) e (V) temos que z,, < y, e

w _ _(n_1)<90(yn)_90($n)> +ng0'(xn)

Yn — T Yn — Tn
= (1) (wyn) - £l :f(”””)) > 0.

Logo, ¢(zn) > ¢(z,). Por outro lado,

PYn) —plan) _ (s@(yn) - w(%)) = () = n (w(yn) —elzn) 90/(%)) > 0.

Entao, ¢(y,) > ¢(2,) e, portanto, obtemos a seguinte desigualdade
p(xn) < @(2n) < ©(Yn)- (4.18)

Agora, supomos por absurdo que z, > y,. Neste caso, por (4.18) e pelo fato de ¢ ser nao
decrescente, segue que ¢(z,) = ©(y,). Logo, se w = Az, + (1 =Ny, € (Yn, 2,) para algum
A € (0,1), entao

ow) > oyn) e plw) < Ap(2,) + (1= A)e(Yn) = ©(Yn),

ou seja, p(w) = ¢(yn) = ¢(z,). Por outro lado, temos também que w € (z,, 2,) e, com
isto, existe A" € (0,1) de modo que w = N'z,, + (1 — X')z,. Desta forma,

0(zn) = p(w) < No(zy) + (1= N)e(2n),
e isto implica em
0 < XN(p(zn) — ¢(2a)), ou ainda, ¢(z,) < ().

Como z,, < y,, e ¢ é ndo decrescente, temos que ¢(z,) = ¢(z,) = p(yn). Agora, segue do

item (V) que

O(Yn) = np(zn) — (0 — 1)p(yn) + n(yn — )¢ (2n),

e, portanto, ¢'(z,) = 0 o que é um absurdo para n > 2. Desta forma, obtemos que

Zn < Yn. De modo andlogo, mostramos que z, < z, também nao ocorre concluindo,
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assim, o fato que z,, < z, < yp,.

Definimos 1) :

() =

[0,00) — [0, 00) por

n—2
ﬁ@(l'n) + Z ii_lH Qp(ziJrl) + %@l(xn)a Tp, ST < Yn;
‘ (i+1)
o1 (4.19)
%SO(I) + Z ﬁ@(%ﬁrl), Yn < < Tpga,
. (i+1)

para n > 2 e ¢(x) = 0 para todo x € [0,x2). Observamos que ¢ estd bem definida, pois

Tp > Yp_1 +n e x, — oco. Além disso, ¥ ¢ uma fungao C! em (5, 00). De fato, notemos

que

T—Yn

Agora, pelo item

Logo,

1 2 1 n -~ 4n g
lim (z) = ——p(an) + Zl T 1)90(zi+1) + yn _ﬁ ¢ ().

V),

¢(zn) e(@n)  oyn) | Yo —Tn)
nn—1 n—-1 n L #@n)

. o) | (z) 1 ,
Jm y) = = Ln T T 26+ 7y #(Fin)
olyn) = 1
) +;i(z’+1)“@(%“)
= lim+w(a: :

e isto garante que ¢ é continua em (z3,00) (a continuidade em cada z, é imediata).

Quanto a continuidade da derivada de 1, basta observarmos que

e, usando o item

Lo EE g, <<y
V(x) = /()
EL 0 Yy < < Tpya,

n

(IV),

Yy n—1 n x—)y;{'

Ademais, a convexidade de ¢ implica em ¢ ser também uma func¢ao convexa.

A partir disto, definimos oy : [0,00) — [0, 00) por

oo(t) = ¥ (max{0,logt}),
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a qual é uma fungao nao decrescente e C'! em (€2, 00) com oy(e?) convexa.

Mostraremos que, para todo n > 2,

Vo € [Ty, Tpii. (4.20)

1 2
— < < -+
n n
Tendo em vista o que fizemos no Lema 4.2.3, a desigualdade (4.20) implica que oy é uma

fungao peso. Para demonstrar (4.20), notemos que se = € [y,, T,11), entao

i(i + 1)g0<2”1> = @‘

b = PO S () + 2 )

n—1 &i(i+1) n—1
s Plan) (@ =) (w(x) - @(%)) _ pl2)
Agora, se = € [y, Tni1), temos que
wle) 1, «— 1 ez
p(z) no —i(i+1) ¢(z)
I S W2 O R < S S 2 C/T8))
S AT e TS THD e
L ) B
S R T o) T2 e
Usando o item (III) e o fato que z > y,, > 2, > x,, obtemos
U(x) _ 1 L o(za) | 1oz, _2 1 2, 1
gp(x)én—i_n(n—l)gp(x) n o(z) Sn—i_n(n—l)Sn—i_(n—l)7

para todo = € [y,,2n41). Por outro lado, se x € [z,,y,), decorre do item (III) e da
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convexidade de ¢ que

AN
3
|| =
—_
€ —~.—
© |5
R
_I_
S
ks
/N
S
S |8
2
~_—
+
B} P
|2%
=
pRES
\g\_/
/N
5
5 |2
[
58
S
2
S~

1 p(x) o(xy,)
= Lalans
n—1p(x) p(z)
< 1 1 < 2 . 1
~ n—-1 n — n n-—1

isto finaliza a prova da desigualdade (4.20).
Resta mostrarmos que oy satisfaz as propriedades (a) e (b). Ora, o item (II) e (4.20)
implicam em

o(t) o(t) a(t)

1
= <n < —, Vit e e, et
oo(®) ~ Dlogd) = "pllogt) ~n’ € |

Portanto, o(t) = o(0o(t)) quando t — co. Quanto & propriedade (b), segue de (4.20) que

t log ¢ 2 1
UO( ) — 1/1( 0og ) < Z + 7 Vt c [ea:n,exn+1]’

w(t) e(logt) = n  (n—1)

e com isto, temos que (b) também é satisfeito. |

O Lema 4.2.4 pode ser facilmente adaptado para a seguinte versao: Sejam w funcao
peso e g : [0,00) — [0,00) tais que g(t) = o(w(t)), quando t — oco. Entao, existe fun¢ao
peso oo com g(t) = o(oo(t)) e oo(t) = o(w(t)), quando t — oc.

Com isto, se escolhermos ¢(t) = log(1 +t), concluimos que para qualquer fungdo peso
w, existe fun¢do peso oy satisfazendo oy = o(w). Portanto, o conjunto S dado em (4.16)
estd bem definido, para toda funcao peso w. Partimos, agora, para a prova da Proposicao
4.2.1.

Demonstra¢ao da Proposicao 4.2.1. Como o = o(w), para qualquer o € S segue da Pro-

posicao 3.2.3 que

| WE(u) € WFy(u).

ogeS

Além disso, W Fy,y(u) é fechado o que implica em

U WF(U)(U) - WF{W} (u)

ogeS

Resta provarmos a inclusdo contraria. Denotamos I' = |J W F(,)(u) e tomamos (x, &)
o€eS
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em R"\ I". Sendo I' fechado, podemos considerar uma vizinhanga compacta K de zq e

uma vizinhanca fechada V' de &, tais que
KxVnT=0.

Agora, definindo ' = {\{; A >0 e £ € V} temos que K x FNT = (. Note que F é
uma vizinhanca conica de &.
Para cada N € N, escolhemos yy € C§°(K) com xy =1 em U (U vizinhanca aberta

de zy contida em K) e satisfazendo, para cada a € Z7,
| D Pyn| < Co(CaN)PI |8 < N.

Decorre do item (b) do Lema 3.3.4 que {xnyu} é uma sequéncia limitada em &'(R") de

modo que para cada o0 € S e k € N, existe C > 0 tal que
1Y [xvu(€)] < c;;e’w??(%), VECF e YN €N, (4.21)

Queremos mostrar que (4.21) resulta na existéncia de constantes Cy > 0 e h € N

satisfazendo
€N [XNu(E)] < Coer?s ™M) Ve e F e YN €N, (4.22)

isto garantird que (xo,&) ¢ W F.y(u) finalizando a prova da proposicao. Fixamos k € N

e o € 5. Para cada r > 0 definimos

gn(r) =7 sup  [xvu(§)].
|¢|=r, E€F

Por (4.21),

N
ay = log (supgN(r)) < k¢ (E) +log CY. (4.23)

r>0

Observamos que se existe h € N satisfazendo
1
ay < Eng(Nh) +C, VN €N, (4.24)

em que C' = log CY, entdo (4.22) sera valido. De fato, supondo que ocorra (4.24) temos

que

1
log(gn(r)) < ¢l (Nh) +C, YN €N e Vr >0,
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o que resulta em
_ 1
log (1¢]Y[xnvu(€)]) < E@Z(Nh) +C, VNeN e VE€F.

Portanto, escolhendo Cy = e obtemos que (4.24) implica em (4.22).
Para provarmos a desigualdade (4.24) seguiremos por absurdo. Assumamos que para
cada h € N existe N(h) € N de modo que

1
anty > 7L (N(B)R) + (4.25)

Podemos tomar {N(h)}n,eny uma sequéncia crescente. Ainda, de acordo com o Lema
4.2.3, & possivel considerarmos w uma fungao C' em (R, o0), para algum R > 0. Desta
forma, ¢ = ¢,, ¢ uma fungao C! em (R, 00) e, além disso, ¢’ é uma fungao continua que
satisfaz (¢'(R),00) C ¢'((0,00)). Consequentemente, existe sequéncia crescente {zp }ren

em (0, 00) satisfazendo
z, = oo e ¢ (xy)=N(h)h, Vh eN.

Procedendo como na prova do Lema 4.2.4, construimos sequéncias {h(n) }nen, {¥n }nen
e {Znfnen com R(1) =1, y1 = 21 = 21 = 0, yo = 22 = Xy(2) e satisfazendo, para todo
n >3,
N(h(n —1))h(n—1)
h(n — 3) ’

(I) N(h(n)) >
() Znm) > Yn—r +n5

. plx)
(HI) o(e”) < m7

_ h(n=1)p(znem) — h(n = 2)e(ys) + h(n = 1)(Yn — Tam) ' (@hm)
(V1) olm) = h(n— 1) — h(n — 2) |

Deste modo, temos que () < 2, < y,. Seguindo os mesmos passos da demonstragao do

Lema 4.2.4, definimos

n—2
h(i)—h(i—1 ~Th(n
ﬁ@(iﬂh(n)) + . ‘ WSO(%H) + 2(::}_(2)) O (Thn))s Thm) < T < Yn;
w(fﬂ) = n—1 =
h(i)—h(i—
h(nl,l)@(f) + . wﬂzm)a Yn ST < Thint1)s
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e a funcdo peso oy(t) = ¥(max{logt,0}). J& sabemos que o(t) = o(oy(t)) e oo(t) =
o(w(t)), quando t — oo.

Notemos, agora, que
@ (N(h(n))h(n)) = N(h(n))h(n)zrm) — ¢(Tawm), Yn €N. (4.26)

De fato, temos que se 0 < s < @y, entdo N(h(n))h(n) — ¢'(s) > 0, uma vez que
¢ (xpmy) = N(h(n))h(n) e ¢’ é ndo decrescente. Com isto, segue que a fun¢ao ,(s) =

N(h(n))h(n)s — ¢(s) é ndo decrescente em [0, Zp(n)] com 7,(0) = 0 e, além disso,

: o el
Slgglo Yn(s) = Slggos (N(h(n))h(n) . ) = —00
Entdo, Tx(n) ¢ um ponto de maximo da fungao v, e, portanto, (4.26) é valido.

A escolha da funcao ¢ nos permite deduzir que, para cada n € N,
(N (h(n))) = N(h(n))Gn — (), (4.27)

em que G, € [Yn—1, Tpw)] e satisfaz ' (¢,) = N(h(n)). Com efeito, §,(s) = N(h(n))s—1(s)
¢ C'! com derivada &), (s) = N(h(n))—1'(s). Neste caso, sendo 1’ nao decrescente, ¢'(s) > 0
sempre que N(h(n)) > 1¢'(s). Desde que 2?h_>r£1o Y'(x) = oo, podemos escolher (, de modo
que ¢'(,) = N(h(n)) e, assim, ¢, é um ponto de maximo da fun¢ao d,, ou seja, ¢, realiza

(4.27). Para garantirmos que ¢, € [Yn—1, Tn(n)], Observamos que se x € [yn_1, T, entao

¢ (Yn-1) / ' (Th(n))
i —2) =V S Gy
entretanto,
) __ hn=2 ~ N(h(n —1))h(n — 1)
hn—2) ~ W= 2 —3)¥ @) = —— oy < N((m)

@' (Thmy)  h(n)N(h(n))
Wn—2) ~ hin—g) = V)

Logo, se (n & [Yn—1, Th(n)) temos que

/ /
/ ¢ (Yn-1) / ¢’ (Zhm))
n) < ——= < N(h n) > ————= > N(h(n)),

o que contradiz a escolha de (,.
Como oy(t) = o(w(t)), segue do Lema 4.2.4 que existe uma func¢ao peso 9 satisfazendo
oo(t) = o(9(t)), ¥(t) = o(w(t)), quando t — oo. Donde, obtemos que ¥ € S e ¢ < py e
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isto implica que

py(t) < ¥ (1), (4.28)

para todo ¢ suficientemente grande. Entao, usando (4.23) e (4.25) temos que

ﬁ@*w’l(”))h(n)) +h(n) < angy < @5(N(A(n))) +log CY, ¥n € N.

Assim, por (4.28),

s (N (h)h(n) + hn) < 4" (N(h(n)) + 108 CY. ¥ € N

Segue de (4.26) e (4.27) que

N (b)) — 20 |y = ﬁwvm(n))h(n)) + h(n)
< Y*(N(h(n))) +log C?
= N(h(n))gn - Q/)(Cn) + log 019

Posto isto, obtemos que

N — G +hn) < 280 ) srogcy

(2i1)+ log CY

< 90%5‘)) - fl((f;)) +log C. (4.29)
Agora, sendo ¢’ nao decrescente,
Th(n)
“0(&%’) = i((%)) +logC? = / A ((;)) ds + log C?
¢n
< %Z/()n))(ﬁh(n) — () + log C?
= N(h(n))(@nm) — Ca) +log C7, (4.30)

para todo n € N. Unindo (4.29) e (4.30), concluimos que
h(n) <logCy, Vn €N,

o que é um absurdo, pois h(n) — oco. Desta maneira, estabelecemos a validade de (4.24)

e, com isto, a prova da proposicao esta terminada. [ |



4.2. O Caso Roumieu 73

A seguir, apresentamos um corolario imediato da Proposicao 4.2.1.

Corolario 4.2.5. Sejam w uma funcao peso satisfazendo (3.1) e Q um aberto de R™.
Entao,

(a) suppsing,y(u) = |J suppsing,, u
o€S

(b) Epnp () = DS Eo)(€2).

Demonstracao. Do Teorema 3.3.5 e da Proposicao 4.2.1, obtemos que

suppsing,u = m W Fpy(u)) = m (U W E oy > Um (W F U SUppSing ) u,

oeS ogeS ogeS

em que m; é a projecao de 2 x R™ em (2. Por outro lado, pela Proposicao 3.2.3, sabemos
que €y () C &) (), para toda o € S. Assim, suppsing,yu C suppsingy,,(u), para

qualquer o € S, e entao

U suppsing,,, u C suppsingy, (u),
oes
uma vez que suppsingy,, u ¢ fechado. Isto finaliza a prova do item (a).
Para provarmos (b), tomamos u € D'(§2). Temos que u € &y () se, e somente
se, suppsingy,y u € vazio. Mas, pelo item anterior, suppsingg,u = () é equivalente a
SUppsing,) u = 0, para qualquer o € S. Assim, u € E,}(2) se, e somente se, u € (1),

para toda fungao peso o € S e isto garante o item (b). |

Finalizamos esta secao com o principal resultado deste trabalho na versao Roumieu.

Uma vez provada a inclusao
WF,(u) C WF,(Pu)U Char(P),

no ambiente das func¢oes ultradiferenciaveis tipo Beurling, o caso Roumieu torna-se uma

aplicagao direta da Proposicao 4.2.1.

Teorema 4.2.6 (O caso Roumieu). Sejam w uma func¢ao peso satisfazendo (3.1) e Q um
aberto do R"™. Se P(x, D) é um operador diferencial parcial linear cujos coeficientes estao

em E,} (), entao
WF{W}(U> C WF{w}(Pu) U Char(P), Yu € 'D,(Q) (431)

Demonstracao. Ora, segue do Teorema 4.1.1 e da Proposicao 4.2.1 que

Wy (u) = | J WFo)(u) € | WFo)(Pu) UChar(P) = | ] WF)(Pu) U Char(P),

c€eS c€eS c€eS

e, portanto, a inclusao (4.31) ocorre. [ |
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4.3 Aplicacoes

Como aplicacao direta dos teoremas 4.1.1 e 4.2.6, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.3.1. Seja P = P(z, D) um operador diferencial parcial linear eliptico defi-

nido em um aberto ) de R™. Entao,

(a) Sew € uma funcao peso satisfazendo (3.1) e os coeficientes de P pertencem a Eg,(€2),

entao
W Fpn(u) = Wy (Pu), Yue D'(Q),
€ assim,

suppsingy,, u = suppsing,, Pu, Yu € D'(Q).

(b) Se w e o sdo fungoes peso tais que w satisfaz a propriedade (3.1) e w = o(0), € o0s

coeficientes de P pertencem a S{U}(Q), entio
WF(w)(U) = WF(w)(Pu), Vu € D'(Q),
e assim,

suppsing,, u = suppsing,, Pu, Vu € D'(Q).

Similar & definicao de operador C'*°-hipoeliptico, também temos a nocao de hipoelip-
ticidade tipo Beurling e tipo Roumieu.
Definicao 4.3.2 (Operador x-hipoeliptico). Um operador P(z,D) = > aq(z)D* defi-

la|<m
nido em Q C R"™ com a, € E.(QL) € x-hipoeliptico se ocorrer

suppsing, Pu = suppsing, u, Yu € D'(Q).

Assim como tinhamos no caso C*, o item (a) do Corolario 4.3.1 garante que elip-
ticidade implica em hipoelipticidade neste contexto das funcoes ultradiferencidveis tipo

Roumieu.

Observacao 4.3.3. Qutra importante consequéncia dos teoremas 4.1.1 e 4.2.6 € que se
f€&(Q) eue D(Q) satisfaz de Pu= f, entdo

W F,(u) C Char(P),

visto que W F,(Pu) = WF,(f) = 0. Neste caso, consequimos uma significativa localiza¢io

da regiao onde a distribuicao u é microrregular.



4.3. Aplicacgoes 75

Concluiremos este texto estudando o conjunto frente de ondas do seguinte operador

diferencial parcial linear em R"

0

- ox,,

P

Observamos que o conjunto caracteristico de P ¢ dado por
Char(P) = {(z,€) € R*; £, =0 ¢ £ #0}.

Além do mais, uma distribuicao u € D'(2) é solugao da equagao Pu = 0 se, e somente se,
u = v ® 1, para alguma distribuicao v € D'(R"1), em que 1 denota a fungao constante
igual a um na variavel z,, (para mais detalhes sobre este fato, consultar |7]).

Podemos, agora, afirmar o seguinte resultado.

Proposicao 4.3.4. Sejam w uma fungao peso nao quaseanalitica satisfazendo (3.1) eu €
D'(R™) uma solu¢do da equacao Pu = 0. Se (x9,&) € WF,(u), entdo (x¢,&) € Char(P)

e denotando R" 3 x = (2/,2,) = (21,...,Tn_1,T,), temos que
L = {(zf, 2, &0); ©n € R} C WE,(u).

Além disso, se w € nao quaseanalitica, para cada (xg,&) € Char(P) existe uma solu¢do

u € D(R™) de Pu=0 cujo conjunto *-frente de ondas é dado por
WF,(u) =L = {(x), 2., \0); 20 €ER e A > 0}.

Demonstracao. Faremos o caso Beurling, o caso Roumieu é inteiramente analogo. Dada

u € D'(R™) solugao de Pu = 0, temos que
W Fiy(u) € WFy(Pu)U Char P = Char P,
e ainda, u = v ® 1, para alguma v € D'(R""!). Afirmamos que
WF)(u) = {(z,§) € Char(P); («',§') € WF)(v)}. (4.32)

De fato, seja (7, &) € Char(P). Se (f’,f/) ¢ WF(v), entao existem U’ vizinhanca de @',
I" vizinhanca conica de € e sequéncia limitada {vy} C & (R"1) com vy = v em U’ e,

para cada k € N, existe C} > 0 satisfazendo
&M N(€)] < Cre® () e €T e VN €N. (4.33)

Tomamos x € C§°(R) com x = 1 em vizinhanca [ de 7,,. Entdo, uy = vy ® x forma
uma sequéncia limitada em £'(R™) de modo que uy = w em U = U’ x I e U contém

T = (T,Zn).
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Para algum Cy > 0, definimos o cone I' = {{ € R"; ¢ € TV e |&,| < C4/¢'|} o qual

contém &, pois & = (ZI, 0). Notemos que
I'n{€eR"\ {0}; & =0} =T x {0}.
Usando a defini¢do de produto tensorial de distribuicoes (vide |7]), obtemos que
Un(§) = (uy, e ™) = <UN ® x,e‘ix/f/e_”"f"> = <UN, e‘ix/'5/> (x, e ntny.

Portanto, un(§) = tn(£')X(&n). Deste modo, para todo £ € I' e todo k € N ocorre

(€' + 1€ ) ™ [ow (€)1R(&n)]
< 1+ C)YE T v (IR

N
< 1+ C)Yx|hCrep® (E) :

€1V [an (©)]

IN

Portanto, (T,£) ¢ W F(,(u) e isto conclui a inclusdo
WE(u) C {(x,€) € Char(P); (2,&') € WE)(v)}.
Reciprocamente, seja (7,£) € Char(P) tal que (7,&) ¢ WF(,)(u). Com isto, existem
vizinhanca U de T, vizinhanca conica I' de & e sequéncia {uy} C &(R") limitada com
uy =u em U e, para todo k € N, existe C}, > 0 tal que

€N N (6)] < Cret?'(F), Weel e NeN.

Sem perda de generalidade, podemos assumir uy = vy ® xn. Com efeito, como (T, €) ¢
W F(.(u), existem vizinhanca compacta K de T e cone fechado F tais que (7, eKxF
e K x FNWF(u) = (. Diminuindo K se necessario, escrevemos K = K’ x I com
K'Cc R"e I CR. Tomamos {xy} C C(K’) e {xn} C C5°(I) satisfazendo xy =1 em
UCK,xy=1lem JCI,

(DN € Car(Car NP, Vol € Z e |8 < N

DIy n| < Co, (Co, N, Vi €N e k< N.
Temos que
XN =Xy ® Xy € CP(K) @ Cy,00(I) € C(K) e |DPin| < Do(DuN)P,

para quaisquer o € Z" e || < N. Segue do Lema 3.3.4 que a sequéncia formada por
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uy = Xnu satisfaz (3.8). Mas,
Xvu = (X @ xw)(v @ 1) = (Xyv) © Xy = vn @ Xw,

com vy = x'yv = v em U'. Logo, podemos considerar uy = vy @ xn.

Desta forma, para todo k € N,

€N on (€ 1Rn (&) = €1V [an (€)] < Cre®® ()| we eT. (4.34)

Notemos que para todo N € N

(0 = [ 2 [xsle) =m() > 0

J

em que m(J) denota a medida de J. Definimos o cone IV = {¢’ € R*1\ {0}; (£,0) e T'}
o qual contém & = (E’, 0). Assim, por (4.34),

Cr
m(J)

Logo, (E’,El) ¢ WF)(v) o que finaliza a prova de (4.32).
Se (x0,&0) € WE ) (u), segue de (4.32) que (x(, &) € WFy(v) e, portanto, (x4, Zn, &)

pertence a W F(u), para todo z, € R". Com isto, concluimos que

€N [on (€] < Fe(F) we e,

L = {(z4,%,,%); x, € R"} C WE(u).

Agora, fixamos (z9,&) € Char(P). E possivel construirmos v € D’w)(]R”_l) satisfa-

zendo
WEu(v) = {(z',€) € R x (R"I\{0}); 2’ = 23,8 = A e A > 0}

(para esta construcdo consultar o Exemplo 1 de [5]). Definimos u = v ® 1, deste modo,
temos que u € DEW) (R™) e Pu = 0. Ainda, por (4.32),
WFw(u) ={(x,€); (¢,&") € WFw)(v)} = {(25, Tn, \o); 2n € Re A >0},

0 que termina a demonstracao. [ |
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