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Resumo

Dada uma variedade M"™ fechada, suave e de dimensao n, resolver o “problema da

. ~ . . 7 . . , n
imersao”para M™ significa encontrar o nimero i(M"), tal que M" imerge em R'™M")

~1. Sabemos, devido a um refinamento do famoso Teorema da

e nao imerge em R*M")
imersao de Whitney, feito por Ralph Cohen, que dada uma tal M™ arbitraria, esta imerge
em R? com p = 2n — a(n), em que a(n) é o numero de poténcias de 2 distintas, que
compoe a expansao binaria de n. E também conhecido que qualquer tal M™ nao imerge
em R”, ou seja, de maneira geral temos n + 1 < i(M") < 2n — a(n); mais ainda, esta
estimativa nao pode ser melhorada com tal grau de generalidade.

Neste trabalho, daremos uma contribuigao (original) nesta dire¢ao, computando i(M™)
para algumas especificas variedades de Dold e de Wall (vide defini¢ao nas paginas 31 e
45). Tal computagao serd efetuada calculando-se a inversa da classe tangencial de tais

variedades e juntando tais calculos com o Teorema de Cohen (pagina 238 em [[7]].
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Introducao

No capitulo 1, veremos o conceito geral de fibrado, uma nocao de equivaléncia entre
fibrados e um teorema, que basicamente nos diz quais ingredientes sao essenciais para
definir um fibrado a menos de equivaléncia. Posteriormente veremos algumas construgoes
uteis, como o conceito de pullback e fibrado restricao. Entao nos restringiremos aos
fibrados vetoriais, terminando o capitulo comentando sobre a soma de Whitney de dois
fibrados vetoriais.

O capitulo 2 é dedicado a dar alguns conceitos basicos em relacao a variedades dife-
renciaveis, algumas construgoes como soma conexa e cartesiano de variedades, construgoes
de algumas variedades quocientes, que serao usadas posteriormente para definirmos as
variedades de Wall e de Dold. E por fim, alguns comentarios sobre o problema da classi-
ficacao de variedades fechadas suaves e, em seguida, apresentamos o famoso problema da
imersao.

No capitulo 3, daremos uma nocao basica de cohomologia, produto cup, produto
cross, veremos a construgao do anel de cohomologia H*(X, R), de um espago topolégico
X com coeficientes em um anel R, e em seguida, comentamos algumas consequéncias de
se trabalhar com R = Z,, feito isso, suporemos no restante do trabalho que R = Z», a
menos de mencao contraria.

No capitulo 4, faremos a construgao de alguns objetos importantes deste trabalho,
como as variedades de Dold, o fibrado linha associado a uma involucao suave e sem pontos
fixos, o fibrado universal sobre o espaco BO(n), que é de suma importancia no modo como
vamos definir as classes de Stiefel-Whitney (nao faremos de maneira axiomadtica), e por
fim comentaremos sobre o teorema da classificacao de fibrados vetoriais sobre um espaco
paracompacto.

Finalmente, no capitulo 5, introduzimos o principal objeto deste trabalho, as clas-
ses de Stiefel-Whitney, em seguida faremos alguns comentarios sobre seu computo, em
alguns exemplos conhecidos, que em geral é um problema dificil e foge do escopo desta
monografia.

Por fim, no capitulo 6 veremos o resultado que relaciona a classe de Stiefel-Whitney
do fibrado normal a uma variedade fechada e suave, com sua nao imersao em um determi-
nado espaco euclidiano, em seguida mostraremos alguns exemplos em que tal resultado é
aplicado de maneira bastante eficiente, solucionando o problema da imersao para alguns

exemplos de variedades de Dold e Wall. E também alguns exemplos de espagos projetivos,
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em que o problema da imersao é parcialmente solucionado, restando duvida quanto sua

imersao em algumas dimensoes.



Capitulo 1

Fibrados

1.1 Motivacao para a definicao de fibrado

O fibrado mais simples é o produto X x Y, em que X e Y sao espacos topolégicos, X x Y

tem a topologia produto e p; : X x Y — X é a projecao (z,y) — x

{xXIxY X X Y

X XY é auniao de "fatias” {x} x Y indexadas em X, tais fatias serdo chamadas de

”fibras”.

Observe a seguinte situagao:

c
-

oY X x Y O A

Existe um homeomorfismo f, de X x Y em A | que leva cada fibra de X x Y homeo-
morficamente em sua fibra correspondente em A sobre f(z), esta é basicamente a nogao
de equivaléncia entre fibrados que definiremos depois.

Ainda informalmente, esperamos do objeto fibrado como sendo um espaco E, o qual
¢ uma uniao disjunta de subespagos F}, isto é, F = U,cx F, em que para cada x € X F},

¢ homeomorfo a um espaco topolégico Y fixado, denominado fibra.
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Neste caso, temos a funcao p : E — X dada por: dadoy € E, oz € X tal que y € F,

entao definimos p(y) = « e esperamos que p, denominada projegao, seja continua.

Definig¢ao 1.1. [Primeira definigdo de fibrado] Um fibrado é um espago topoldgico E com

0s sequintes ingredientes:

(i) Um espago topoldgico X, denominado espago base ou espaco indexador
(1) Uma aplicagao continua e sobrejetora p : E — X chamada proje¢do
(111) Um espago topolégico Y chamado fibra

(iv) Uma cobertura aberta de X, X = {V;}ics, denominada uma cobertura localmente
trivial de X, que satisfaz: Vi € J, existe homeomorfismo h; : p~1(V;) = Vi X Y tal

que o diagrama:

¢ comutativo, ou seja, p1 o h; = p. Intuitivamente isso diz que o homeomorfismo h;

preserva as fibras.

E f4cil verificar, usando a comutatividade do diagrama e o fato de h; ser homeo-
morfismo, que h;(p~'(x)) = {z} x Y. As vizinhangas V; sdo chamadas vizinhangas
localmente triviais. Note que se V C V; é um aberto de X, entao V também satisfaz

a propriedade de trivialidade local, basta restringir o homeomorfismo h;.

1.2 O grupo de um fibrado

Seja Y qualquer espago topolégico, considere H(Y) = {f : Y — Y| f é homeomorfismo},
H(Y) é um grupo com a operacao de composicao de fungoes.

Seja (E, X, p,Y,{V;}ics, {hi}ics) um fibrado como na defini¢ao 1.1. O fibrado dado
determina um subgrupo de H(Y'), o qual, nesse momento, serd denominado grupo do
fibrado.

De fato, seja (i,7) € J x J tal que V; NV; # (. Temos a composigao:

-1

h )
(ViN V) x Y == p  (Vin V) == (V;NV;) x ¥
1xT po
Y Y

na qual fixamos um = € U; N U; arbitrédrio, i,(y) = (z,y) e pa(x,y) = y. Portanto
podemos definir g;;(z) : Y — Y como g;;(2)(y) = pa o h; ' o h; 0i,(y). Com isso obtemos
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uma colegdo de homeomorfismos de Y em Y (um subconjunto de H(Y)) definida por
G=A{g;(x): Y =Y|VinV; #0ex e V,NnV,;}. Tais funcoes g;; sdo chamadas funcoes

de transigao do fibrado.
Afirmacao 1.1. (i) se (i,i) € J x J entao Y € V; NV, temos g;;(x) = Idy

(ii) se (i,7) € J x J € tal que V;NV; # 0, entao VY € V; N V; vale: g;;(x) = (gi;(x))

(homeomorfismo inverso)
(1i1) se x € V;NV; NV # 0 entao gij(x) o gjr(z) = gix(x)

Defini¢ao 1.2. [Primeira definigdo de grupo do fibrado] Eo subgrupo de H(Y') gerado
pelo congunto {g;j(x)|(i,7) € I x J,ViNnV; #£0 ex € V;NV;}

Exemplo 1.1. O produto cartesiano X XY (munido da topologia produto) de dois espagos
topologicos X, Y € um fibrado com espaco total X XY, espaco base X, fibra’Y, projecao p :
X xY — X definida por p(x,y) = x, cobertura localmente trivial {X} e homeomorfismo
h:p ' (X)=XxY — X xY dado por h = Idxyy. Nesse caso o grupo do fibrado ¢é
{Idy} C H(Y).

1.3 Acao de grupos em conjuntos

Sejam G grupo e X um conjunto. Uma acao de G em X é uma funcao ¢ : G x X — X

(denotamos ¢(g,x) = g - x) que satisfaz:

(i) e-z =2 V2 e X, em que e é o elemento neutro de G.
(i) (9-h)-z=9g-(h-z)Vg,he GexeX
Nesse caso, definimos a érbita de z por Orb(z) = {g - x|g € G} e é facil ver que:
Proposicao 1.1. A colecao de todas as orbitas de X € uma particio de X

Estaremos interessados em agoes efetivas e continuas de grupos topolégicos em espagos
topologicos. Um grupo topoldgico é um grupo GG, munido de uma topologia, de modo que
as funcoes (g, h) — g - h, de G x G em G (operagao do grupo), e g — g~ ', de G em G,
sejam continuas e uma agao ¢ : G x X — X é efetiva se ¢(g, ) = x Vo € X implicar em

g=e.

Exemplo 1.2. (i) G = S' € C com a topologia euclidiana, munido da multiplicagao
em C. Entdao temos uma acio S* x C — C dada pela multiplicacio complexa
(x,y) — x-y. Tal agdo € continua pois € restricao da multiplicagio em C, que é

uma func¢ao continua.
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(i1) Sejam X qualquer espacgo topoldgico e T : X — X qualquer aplicagdo continua de
graun > 2, ou seja, T" = Idx (lembrando que T™ = T(T"™') € definido recursiva-

mente, convencionando que T* =T e T° = Idx ).

Por exemplo, A : S™ — S", A(x) = —x € continua e tem grau 2 e T : [[_, X —
[[, X, em que [[;_, X € produto cartesiano e T(x1,...,Tn) = (Xa,..., Ty, T1) €

aplicacao continua de grau n.

Se T ¢é aplicagdo continua de grau n, entdo é homeomorfismo, pois T o T"1 =
T 1oT = Id e assim determina uma acdo continua do grupo topolégico Z,,, munido

da topologia discreta, em X, por (j,x) — T7(z)

(11i) ¥Yn > 2 considere Tex : S' — S a aplicagdo rotagio de dngulo %’r no sentido

2mi

n
anti-hordrio, especificamente T'(z) = e™n - x.

T é um exemplo de aplicacio de grau n e portanto determina acdo de Z, em S*.

(iv) Seja X qualquer espago topolégico e f: X — X qualquer homeomorfismo. Suponha
que f ndo tenha grau finito (por exemplo x +— x™, n impar) e considere Z com
a topologia discreta. FEntao f determina uma acgao efetiva de Z em X dada por
(n,z) — f*(z), convencionando que f~™(x) = (f~1)"(x) para n positivo. Recipro-
camente uma acao efetiva ¢ de Z em X dd origem a um homeomorfismo f de grau
infinito em X, definido por f(x) = ¢(1,z).

(v) Seja GL(n) = {A € M(nxn),R|A € inversivel } munido do produto matricial, com
a topologia euclidiana (induzida de R™ ). GL(n) atua em R™ por (A, ) — A-[2]na

em que [x]n1 € 0 vetor coluna com as coordenadas de x.

Considere ¢ : G x X — X acao continua do grupo topoldgico G no espaco topoldgico
X. Fixe g € G, podemos definir ¢, : X — X por ¢,(x) = ¢(g,z). Note que 9, é
homeomorfismo com inversa t,-1. Isso determina uma funcao ¥ : G — H(X) dada por
U(g) = 1y, a qual é ficil ver, usando a defini¢do de acdo, que é um homomorfismo de
grupos.

Note que a acao ¢ é efetiva se, e somente se U for injetora. Nesse caso, ¥ é um
isomorfismo sobre a imagem, portanto WU(G) é uma cépia algébrica de G contida em
H(X). Essa cépia algébrica se torna também uma cépia topoldgica se colocarmos em

U(G) a topologia induzida de G, que torna ¥ um homeomorfismo.

Observacgao 1.1. Fizado G, sua cdpia topologica V(G) C H(X), embora seja topologica-
mente e algebricamente semelhante a G, pode assumir diferentes subconjuntos de H(X),

visto que os elementos de V(G) dependem da ag¢do ¢ .

Exemplo 1.3. Considere Zy = {0,1} com a topologia discreta. E facil ver que uma
acao ¢ de Z, em X determina um homeomorfismo T : X — X de grau n definido por
T(z) = ¢(1,2), cuja inversa é T~ (x) = ¢(n —1,z). Sejam X =R" e J C {1,--- ,n},
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J # 0. Defina Ty : R® — R"™ por T(xy,-+x,) = (Y1, ,Yn) em que y; = x; sei # J e
y; = —x; set € J. Note que, para cada J a aplicagcao Ty € homeomorfismo de grau 2 que
determina uma acdao de Zo em X. Com isso determinamos 2™ — 1 acoes distintas de Zo
em X (uma para cada O #J C {1,--- ,n}).

Definigao 1.3. [Segunda definigao de fibrado] Um fibrado com espago base X, fibra Y e

grupo G (topoldgico) é um objeto matemdtico com os sequintes ingredientes:

1. Um espaco topologico E, chamado espago total.
2. Uma funcao p: E — X continua e sobrejetora, chamada projecao.

3. Uma agdo continua efetiva ¢ : G x Y — Y (o que define um grupo G C H(Y)

homeomorfo e isomorfo a G).

4. ¥z € X eziste aberto U de X e homeomorfismo hy : p~t(U) — U XY de modo que

o diagrama:

¢ comutativo. Nesse caso, U € denominado um aberto localmente trivial e

novamente, se V.C U € aberto em X, V também € localmente trivial.

5. SeU eV sao abertos de X tais que UNV # 0, entao Vo € UNV o homeomorfismo

1

UNV)xY e p (UNV) e (UnV) X Y

Y Y

pertence a G, o que equivale a dizer que ¥~ (py o hy o hal oiz) € G, em que ¥ € o

isomorfismo que define G.

6. SeU,V C X sao abertos localmente triviais com UNV # (), a funcao gyy : UNV —

G, que leva x € UNV no homeomorfismo gyy(x), deve ser continua.

Usualmente dizemos um fibrado n, se ja estiver subentendido todos os ingredientes em

questao, ou entao um fibrado n — X para explicitar que X é o espaco base.

Definicao 1.4. [Equivaléncia de fibrados|Sejam n = (E,p,X,Y,G,¢) ¢ n =
(E', 0, X,Y,G,¢) (fibrados com mesmo espago base X, mesma fibra' Y, mesmo grupo G e
mesma a¢ao ¢). Dizemos quen en' sao equivalentes se existe homeomorfismo F' : E — E’

tal que o diagrama
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¢ comutativo, o que equivale a pedir que F' preserve fibras, e se U e V' sao abertos local-

mente triviais paran e’ respectivamente, UNV # 0, entao Vr € UNV o homeomorfismo:

1 /
hV’

(UNV’") x YLpfl(U NV —Lsp{(UnV) 2 UNV)xY

Y Y

pertence a G, em que hy e hy, sao homeomorfismos trivializantes para n e ' respectiva-

mente.

Adiante, veremos um resultado, que nos possibilita concluir, de uma maneira mais

pratica, quando dois fibrados sao equivalentes.

1.4 Decodificacao e reconstrucao de um fibrado

Comece com um fibrado n = (E,p, X, Y, G, ¢). Tome {U,},;c; uma cobertura localmente
trivial de X. J4 sabemos que para qualquer (4, 7) € J x J com U; N U; # () existe funcao
gij - UiNU; = G (podemos supor que o contradominio de g;; é G, basta compor g;; com
o homomorfismo inverso ao que define G). E simples verificar que tais fungoes satisfazem

a condicao de compatibilidade:
gij(x)gjk(x) = gi(x) sex € U; N U; N U

Observagao 1.2. (i) decorre da condi¢ao de compatibilidade, apenas colocando k =

i =7, que gi(z) = e Vo € U

(i1) também decorre, fazendo i = j e x € U; N U; na condigao de compatibilidade, que

gij(x) = (gji(x))~" (inverso em G)

Veremos agora que podemos dispensar F e p, e a partir dos ingredientes restan-
tes, reconstruir um espaco total E' e uma projecao p’ de modo que este novo fibrado
(E',p', X,Y,G, ¢) seja equivalente ao fibrado anterior (E,p, X, Y, G, ¢). De fato, dado um
fibrado n = (E,p, X,Y, G, ¢), dispensando E e p temos os seguintes ingredientes:

1. espaco base X

2. fibra Y
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3. grupo topolégico G e acao ¢ : G X Y — Y continua
4. uma cobertura aberta {U,} ;e

5. ¥(i,7) € J x J com U; NU; # 0, fungdes continuas g;; : U; NU; — G que satisfazem

a condi¢ao de compatibilidade

Inicialmente, vamos descrever a topologia da uniao disjunta: seja {Z;};c; uma familia
arbitrdria de espagos topolégicos. Considere o conjunto W = (J,.,(Z; x {i}) com a
seguinte topologia, A C W é aberto se, e somente se, AN Z; x {i} for aberto em Z; x {i}
Vi € J, equivalentemente, se p;(AN Z; x {i}) é aberto em Z; V i, em que p; é a projecao
na primeira coordenada (x,y) + . Tal espaco W é chamado de soma topolégica dos
Z!s.

Considere o conjunto {U; x Y} e sua soma topoldgica E” = J,.,(U; x {i} x Y)

Uix{i}xYQ Q Up{jhxY

Em E”, introduzimos a seguinte relacao de equivaléncia, simbolizada pela ilustracao
acima, a qual intuitivamente visa identificar a fibra (x,7) XY com a fibra (z, j) X Y quando
x € U;NU;, através do homeomorfismo de Y em Y que corresponde ao elemento g;;(z) € G.
A relacdo é: (x,i,y) ~ (2/,7,y) sex = ', v € U;NU, e g;5(x)-y =/, a qual pode-se provar

ser relagao de equivaléncia, basta usar a condicao de compatibilidade e a observagao 1.2.
!

Podemos entao considerar o espago quociente E' = — = {[z,i,yllr € U;,i € Jey € Y}.
Podemos também definir ¢ : E' — X por ¢([z,,y]) iy x, a qual é sobrejetora e é continua
pela definigao de topologia quociente. Além disso, V z € X, ¢~'({x}) é homeomorfo a Y.
Pode-se provar que ¢ : £ — X determina um fibrado (E’, ¢, X,Y, G, ¢) que é equivalente
ao fibrado inicial (E,p, X, Y, G, ¢). A cobertura {U; };cs é localmente trivial também para

esse novo fibrado. Tal construcao leva ao seguinte:

Teorema 1.1. [Teorema, vide [1][Sejam X,Y espagos topoldgicos, G um grupo topoldgico
ep: GxY =Y uma acdo efetiva e continua. Seja {U;}je; uma cobertura aberta de

X e suponha que, ¥i,j € J com U; NU; # 0 existe fungao continua g;; : Uy NU; — G
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de tal sorte que tais funcoes g;; satisfacam a condicdo de compatibilidade. Entdao tais
ingredientes determinam um unico fibrado, a menos de equivaléncia, com espaco base X,
fibra Y, grupo G, acao ¢ e tal que a cobertura {U,};es € localmente trivial e dd origem

as fungoes g;;.

Exemplo 1.4. Usando o teorema acima, podemos construir grande variedade de exemplos
de fibrados. Como exemplo, tome X = S, Y = R ambos com a topologia euclidiana e
G = 7Z com a topologia discreta. Tome a acao efetiva ¢ : G XY — Y definida por

o(n,r) =n+r, e a cobertura:

)
U, g

Defina g12 : UyNUy — G por gia(x) =nVx € A egia(r) =0Vz € B e go : UsNU; —
G por go1(x) = —(g12(7)) = —nsex € A e go(r) =0sex € B e gy =0 = go. Efcicil
ver que tais fungoes satisfazem a condi¢ao de compatibilidade determinando portanto um
fibrado n,,. Com isso, para cada n € N associamos o fibrado n,, e a sequir, mostraremos

que 1, € equivalente a 7, se e somente se n = m.

Exemplo 1.5. Seja X espaco topologico arbitrario e X = Uy U Uy, Uy, Uy abertos de
X com Uy NUy # 0. SejaY outro espaco topoldgico e G grupo topoldgico atuando
efetivamente em'Y wvia ¢ : G XY — Y. Seja g1o : Uy NUs — G qualquer fungao continua.
Defina g1 : Uy NUy — G por goi1(x) = gio(x)™t, a qual é continua por G ser grupo

L ¢ continua). Defina também g1y : Uy — G e goy : Uy — G como

topoldgico (g — g~
g11(x) = e, go(x) = e Vx € Uy e x € Us respectivamente, em que e é o elemento neutro
de G. Efdcil ver que tais funcoes satisfazem a condi¢ao de compatibilidade, originando

assim um fibrado com cobertura localmente trivial {Uy, Us}, espago base X, fibra'Y e grupo

G.

Exemplo 1.6. Tome X = S', Y =R, G = GL(1) = R— {0} com a multiplicagcdo usual.
Seja ¢ 1 (R —{0}) x R — R definida por ¢(x,y) = = -y que € uma agdo efetiva. Seja
St =U,UUy, com Uy NUy, = AU B como no exemplo anterior. Seja r € R — {0} entdo
defina g1 : UyNUy = R—{0} por gio(z) =7 sex € A e gio(x) =1 sex € B. Entao para
cada r € R fica determinado um fibrado n, e vamos provar que n,. € equivalente a s se, e
somente se r-s > 0, isto €, se r,s pertencem a mesma componente conexa de R — {0}.
Em particular, isso prova o fato conhecido, de que o fibrado determinado por r = —1,
chamado fibrado linha canénico ndo ¢é trivial, uma vez que ele nao € equivalente ao

determinado por r = 1.
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Para provar as afirmacoes feitas nos exemplos 1.4 e 1.6, precisaremos do seguinte

resultado, cuja demonstragao pode ser consultada em [1], pdgina 11, lema 2.8.

Lema 1.1. Sejam n e n' fibrados com mesmos espaco base, fibra, grupo. Sejam
{Viticse{V/ Yies coberturas localmente triviais e fungoes de transi¢io {gi;} e {gi;} para
n en' respectivamente. Entao, n € equivalente a 1’ se, e somente se, existirem fungoes

continuas g;; : V; NV; — G tais que:

Gir(r) = g;;(x)gj1() reVinV;NV/
9,(z) = g;(2)g;(x)  zeV;nV/NV

Afirmacao do Exemplo 1.4: Se n = m, 1, e n,, sao iguais, portanto equivalentes.
Reciprocamente, suponha que 7, e n,, sejam equivalentes, paran € Z e m € Z arbitrarios,
vamos mostrar que n = m. Denotemos por {U;, Us} a cobertura localmente trivial de 7, e
Nms © POT {Gij }ijef1,2y € 19, }ijef1,2y as fungdes de transicdo para 7, e 7, respectivamente,
definidos conforme o exemplo, ou seja, gi12(z) =n e gi,(r) =msez € Ae gia(x) =0 =

g1o(7) se ¥ € B. Pelo lema 1.1, existem fungées {g,; : UsNU; — G}, jeq1,2) que satisfazem:

quando x € A, e

911(7) = G12(x) — 0 Gao () = o1 (%) + 0 € Gy1(7) = 0+ Go1 () Goo(7) = —0 + Go(2)

se x € B. Mas como os dominios de g;; e Gyy s80 conexos (U; e U, respectivamente)
segue que gq; € g9 520 funcoes constantes, em particular sao iguais quando x € A, usando
esta informacdo nas equagoes para € A, obtemos m + oy () = Gy1(2) = Goolx) =
521(1:) + n, entao m = n, como queriamos. ]

Afirmagao do Exemplo 1.6: Considere fibrados 7, e 1, definidos como no exemplo
1.6, com cobertura localmente trivial {Uy, Uy} e fungoes de transicao {g11, 912, 921, 922} €
{911, 912, 91> Gho } DPara m, € m, respectivamente, ou seja, gia(r) =1 e giy(x) =ssex € A
e gi2(x) =1 =gjy(z) se z € B.

Vamos mostrar, inicialmente, que 7, é equivalente a ns quando r.s > 0. Suponha,
sem perda de generalidade, que r,s € (0,400). Pelo lema, é necessirio e suficiente

encontrarmos fungoes continuas {g,1, G149, Ja1, Jao p que satisfacam:

J11 = J12 +%
oo = go1 + 7
gi11 =5 gau

H
|
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sexe A e

ser € B.

Para isso, basta definirmos, para algum & € (0, 400) fixado:

gnzk
Gz =71k
_ _k
9_21—8
G =k

sex € A, e

J11 = J12 = go1 = Joo = k

sez € B. E simples verificar que tais funcoes satisfazem as hipdteses do Lema 1.1,
portanto 1, e 1 sao equivalentes.

Agora vamos mostrar que dados r e s com sinais distintos, 7, e 7, nao sao equivalentes.
Suponha, por absurdo, que 7, e ns sao equivalentes. Com isso, pelo Lema 1.1, existem

fungoes continuas {gy1, 12, Jo1, Goo } que satisfazem:

511:§12+%
Goo = go1 + T
gi1 =5 gau
?22:§+§12
sex €A e
J11 = J12 = J21 = Jo2o
sex € B.

multiplicando a primeira e a terceira equacao para x € A, obtemos:

G111 = Gra(x) - Goy () - 2= G1a(x) - Goy(x) <0

por outro lado, multiplicando as duas primeiras equacoes para x € A, obtemos:

911922 = G12(2) - gau (z) <0

ou seja, g1 € g,y tem sinais opostos em a. Por outro lado, g;; € g9y 820 iguais em B,
em particular, tem o mesmo sinal. Suponha sem perda de generalidade que g,,(x) > 0 >
Joo(x) para x € A e Gy1 () = Goo() > 0. Mas como U, é conexo e Gy, é continua, gGoy(Us)
deveria ser conexo, absurdo pois gy () < 0se x € A, Goo(z) > 0se x € B e 0 ¢ Goy(Ua),

portanto 7, e 1, nao sao equivalentes. [
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1.5 Pull back

Sejam n = (E,p, X,Y, G, ¢) um fibrado, Z um espago topolégico arbitrario e f: 7 — X
uma fungao continua qualquer. Entao os trés ingredientes n, Z e f : Z — X determinam,
a menos de equivaléncia, um novo fibrado fl(n) = (E',q : E' — Z,Z,Y,G, ¢) chamado

"pullback de n via f”. Existem duas maneiras equivalentes de construi-lo:

(i) Usando o teorema de existéncia: considere {V;};c; cobertura de X localmente trivial
para 7. Temos entao as funcoes de transigao g;; : V; N'V; — G (quando V; NV # ()
satisfazendo a condicao de compatibilidade. Para cada j € J podemos considerar
W, := f~1(V}) e como f é continua, segue que {W;},c; é cobertura aberta de Z. Se

W, N W; # 0, temos V; N'V; # () e entdo podemos definir a composigao:

hij Z:gijOfIWiﬂW‘]%G

Dai, se W; N W; N Wy, # 0 segue hij(x)hje(z) = gi5(f(2))gin(f(2)) = gan(f(2)) =
hii(z), ou seja, tais h;; satisfazem as condigdes de compatibilidade. Portanto, pelo
teorema de existéncia, existe um tnico fibrado, a menos de equivaléncia, com base 7,
fibra Y, grupo G, mesma acao de 7, cobertura localmente trivial {W,},c; e funcoes

de transicao h;;. Esse é o pullback mencionado.

(ii) Uma outra maneira, mais intuitiva, é a seguinte: considere o subespaco E' C Z x F

definido por

E' ={(zv) € Zx E|f(2) = p(v)} = {(2,v) € Z x E|v € p~*(f(2))}

e a fungado ¢ : ' — Z dada por ¢(z,y) = x, a qual é continua e sobrejetora.
Entao prova-se que isso é um fibrado, equivalente ao do item (i) e tem espago base
7, espago total E’, projecao ¢, fibra Y, grupo GG, mesma acao de n e cobertura

localmente trivial {W,},c; (a mesma obtida na construgao (7)).

1.6 Fibrado Restricao

Sejan = (E,p, X,Y,G,¢) um fibrado e A C X um subespago. Considere £’ :=p~'(A) C
FEeq:=plg: E' — A arestricio. Isso define um novo fibrado ' = (E',q, A, Y, G, ¢) o
qual é chamado "fibrado restricao”.

Outra forma de apresentar tal fibrado é via o teorema de existéncia. Seja {V]};es
cobertura localmente trivial de 1, com funcoes de transicao g;; : V; N'V; — G. Considere
a cobertura aberta {V/};c; de A, em que V) = V;N AV j € J. Tome i,j € J tais que
VinV; # 0. Como @) # V/NV] C ViNVj temos definida g;; : ViNV; — G e podemos

considerar sua restricao g;; : V/ NV — G. E facil observar que tais funges satisfazem
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a condicao de compatibilidade e portanto tais ingredientes, via o teorema de existéncia,

determinam um novo fibrado, que é equivalente ao fibrado restrigao prévio.

Teorema 1.2. [vide [3]]Seja X um espago topoldgico localmente contrdtil. Considere o

fibrado n = (E,p, X x I,Y,G,¢), em que I = [0,1] com a topologia euclidiana. Entdo

Vt,s € I, os fibrados n; e ns, restrigoes de n a X x {t} e X x {s} respectivamente, sao

equivalentes.

Observacao 1.3. 1. Qualquer variedade ou CW-complexo é localmente contrdtil.

2.

Lembre que um espaco X € contrdtil se possui o mesmo tipo de homotopia do ponto
{pt}, ou equivalentemente, tomando a € X, as aplicagoes Idx e f : X — X dada

por f(x) = a sdo homotdpicas.

Veremos duas consequéncias interessantes do teorema acima.

(i)

Seja um fibrado n = (E,p, X,Y,G,¢) e sejam f,g : Z — X fungoes continuas
homotdpicas com Z localmente contratil. Entao os pullbacks fl(n) e g!(n) sdo equi-
valentes. Tome H : Z x I — X homotopia entre f e g, com H(z,0) = f(z) e
H(z,1) = g(x). Entao basta considerar F!(n), o qual restrito a X x {0} é igual a
fU(n) e restrito a X x {1} é g!(n).

Sen = (F,p,X,Y,G,¢) é um fibrado em que X contratil, entdo n é trivial. Por
hipétese, tomando xy € X, as fungoes Idx e f : X — X, f(x) = xo sdo homotdpicas.
Segue do teorema entao que Idx!(n) e f!(n) sdo equivalentes. Mas sabemos, das
propriedades de pullback, que (hy o ho)l(n) = ho!(R1!(n)) e f : X — X pode ser

fatorada como:

X {4 X

em que ¢ é a inclusao de xg em X e h a aplicacao constante x — xy, entao

fl(n) = (ioh)l(n) = hl(il(n))

mas i!(n) é trivial, pois a base é um ponto , e qualquer pullback do fibrado trivial
também é trivial, segue que f!(n) é trivial. E como f é homotdpica a Idx, e Idx!(n) =

n, o resultado segue.

1.7 Fibrados Vetoriais

Definig¢ao 1.5. Um fibrado vetorial é um fibradon = (E,p, X,Y, G, ¢) com caracteristicas

especiais:
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1. O espaco base X continua sendo um espaco topoldogico arbitrdrio, mas futuramente
1remos pedir que X seja paracompacto, 1sso permite que certas construgcoes possam
wmicialmente ser feitas em abertos de X, onde o fibrado € trivial, e posteriormente

estendidas para todo X wvia particoes da unidade.
2. Y =R" para algum n € N, com a topologia euclidiana.

3. G =GL(n) € o grupo multiplicativo das matrizes n X n reais e inversiveis, ou seja,

com determinante nao nulo, munido da topologia euclidiana, ou equivalentemente,
. . 2
mduzida de R™ .

4. A agao ¢ : GL(n) x R" — R™ € dada por ¢(A,z) = A - [z],x1 em que [x],x1 € 0

vetor coluna n X 1 com as coordenadas de x.

Definicao 1.6. Um fibrado vetorial n é dito ser n-dimensional se tem fibra Y = R"™.
Caso n =1 o fibrado é dito ser um fibrado linha. Nesse caso, o grupo é GL(1), que
¢ isomorfo a R — {0} multiplicativo, e os homeomorfismos lineares, de R em R, sao da

forma x — a-x a# 0 fixo.

Observagao 1.4. Jd vimos exemplos de fibrados-linha sobre S' e exibimos um fibrado-
linha nao trivial, chamado fibrado-linha canénico.
Provaremos depois que, sobre S', a menos de equivaléncia, sé existem 2 fibrados-linha,

o fibrado linha-canonico e o fibrado-linha trivial.

Exemplo 1.7. Ezibiremos alguns fibrados wvetoriais sobre S* wusando o teorema de
ezisténcia. Cubra S* com duas calotas abertas U e V de maneira que U NV seja ho-

meomorfo a S* x (—¢,¢€):

U

Fize A € GL(2) e entao jd vimos que eziste um unico fibrado, a menos de equivaléncia,
determinado por f:UNV = G, f(x) =AYV 2z eUNV, eisso é um fibrado vetorial por
definicao.

Pode-se usar o mesmo argumento para construir fibrados vetoriais n—dimensionais

sobre S? ou, mais geralmente, sobre S™

1.8 Soma de Whitney

Sejam 7 e p fibrados vetoriais sobre um mesmo espaco base X, com dimensoes n e m

respectivamente. Sejam E e W os respectivos espacos totais com projecoes p : E — X
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paran e q: W — X para u. Vamos construir um novo fibrado sobre X com dimensao
n+m chamado soma de Whitney de n e p, denotado por n@® u. Considere o subespaco
P de E x W definido por:

P=Jp () xq () ={(e,w) € Ex Wlp(e) = q(w)}

zeX
entdao t : P — X, f(e,w) = p(z)(ou = g(w)) define um novo fibrado, cuja fibra sobre o
ponto x € X é p~(z) x ¢~(z), a qual é isomorfa a R" x R™ ~ R*™™,

Para se obter os abertos localmente triviais para n @ p, sejam {U; }cs e {Vi}ier cober-
turas localmente triviais de X para n e u respectivamente. Entao tome a familia {U; N'V;}
de abertos tais que U;NV; # 0, e como U; NV; é subconjunto de U; e V; simultaneamente,
segue que tal familia também é cobertura localmente trivial de X para 7 e p, denotemos

tal cobertura por {By}ser. Entao existem homeomorfismos trivializantes
s :p~ (Bs) = Bo x R™ (paran) e s:q 7 (Bs) = Bo x R™ (para p)

tais que os diagramas

pY(B,) —2~ B, x R” e ¢ (B, —>B, xR™
P1 P1
By By

sao comutativos. Entao podemos definir

Id
b5 X V| Prp-1(Boyxq-1(Bs)) : PN (p7H(Bs) x ¢ 1(Bs)) —= A x R™ x R™ 222 B x R x R™

em que A C By x B é adiagonal A = {(b,b)|b € B}, que é homeomorfo a B, via qualquer

projecao. Tais ¢4 X 14 sao os homeomorfismos trivializantes para 1 & u, observando que

t7H(Bs) = PN (p™(By) x ¢ 1(By))

Com tais ingredientes, podemos redefinir o fibrado n @ p via o teorema de existéncia.
De fato, notemos inicialmente que dados dois espacos topolégicos quaisquer Y e Z, existe

aplicacgao:

Oyz: HY) x H(Z) = H(Y x Z)

dado por Oy z(f,g9) = f x g. E facil ver que tal aplicagao é monomorfismo de grupos.
Em particular, temos Ogngm : H(R™) x H(R™) — H(R"™) e este ultimo restrito a

GL(n) x GL(m) coincide com o monomorfismo:

I': GL(n) x GL(m) — GL(n + m)
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definido por:

A 0

rAB)=| "

Entao considere os fibrados anteriores n e i, jA vimos que podemos tomar uma co-
bertura {U,};e; de X localmente trivial em ambos fibrados, com funces de transicao
gi; - Ui NU; — R™ e hy; : UyNU; — R™. Entao basta considerar

0;; : Uy N U; — GL(n) x GL(m) ~— GL(n +m)
j j

definida por 6;; = I'(g;; x hi;). Vejamos que tais funcoes 6;; satisfazem a condicdo de

compatibilidade:

0i5(2)0;1(2) = T'(gij, hij) T (gjk, hjr) =

_ [gij(m) 0 ] [gjk(x) 0 ] _ [gij(x)gjk(x) 0
0 hx(@) 0 hij () hje ()

= T'(gik, hi) = Oi(x)

Entao, pelo teorema de existéncia, existe um tnico fibrado, a menos de equivaléncia,
com base X, fibra R"*™™ grupo GL(n+m), cobertura localmente trivial {U;} ;e e fungoes
de transicao ¢;;. Tal fibrado, por definicao, é o n @ p e é equivalente ao previamente
construido (via t: P — X)

E usual denotar n @ --- &7 (k vezes) por @ n

c
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Capitulo 2
Variedades Diferenciaveis

Definicao 2.1. Um espago topologico X Hausdorff e de base enumerdvel é dito ser uma

variedade de classe C*° de dimensao n se:

1. Para todo x € X deve existir um aberto U C M, com x € U, e um homeomorfismo
o:U—V CR" em queV € um aberto de R™ (V pode ser suposto como uma bola

aberta). O par (U, p) € chamado uma carta local.

2. Dadas duas cartas locais (U, @), (V,v) tais que UNV # (0, as composi¢oes o' :
e(UNV)=p(UNV)epop™ :p(UNV) = o(UNV) devem ser de classe c.

Estamos interessados em variedades C*° que adicionalmente sao compactas. Neste

caso as variedades sao ditas fechadas (closed smooth manifold).

Definicao 2.2. Se X e Y sao variedades fechadas de dimensoes m e n respectivamente,
entao uma funcao f: X —'Y € dita ser diferencidvel em x se, dadas cartas locais (U, @)
e(V,y), z €U e f(U) CV, aaplicagao

pofoplipU) CR™ Cy(V)R"
¢ diferencidvel em ¢(x).
Pode-se mostrar que a definicao acima independe das cartas escolhidas.

Definigao 2.3. Se f: X — Y ¢é homeomorfismo C°° com inversa f~':Y — X também

C®, entao f € dita ser um difeomorfismo.

Note que se f : X — Y é homeomorfismo, obrigatoriamente as dimensoes de X e Y sao
iguais. No ambito da teoria de variedades, duas variedades difeomorfas sao consideradas
iguais (equivalentes).

As seguintes construgoes nos permitem, a partir de variedades conhecidas, construir

novas variedades:
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(i)

(iii)

Soma Conexa: Sejam X e Y variedades n—dimensionais fechadas. Da definicao
temos que, dados x € X e y € Y existem abertos z € U e y € V de modo que
suas fronteiras OU e dV sejam homeomorfas a esfera S"~!. Escolhe-se entdo um

homeomorfismo f : U — 9V e considera-se o espago quociente

(X —U)U(Y — V)

~Y

em que a relagdo identifica p € QU com f(p) € JV. Pode-se provar que tal espaco
quociente admite estrutura de variedade fechada C'*°, chamada ”soma conexa”de X

com Y, denotado por X#Y . Por exemplo, veja a soma conexa de dois toros:

>

Seja M™ variedade fechada C'*°. Seja T': M"™ — M" difeomorfismo C'*° de grau 2,
isto é, T o T = Idy~ (ou seja, uma involugdo suave) e sem pontos fixos, ou seja,
T(x)#x V¥ axeM" (por exemplo, T =A: 5" — 5", A(x) = —x).

Neste caso, temos a relagdo de equivaléncia em M™ que identifica x com T'(z) V
x € M™, e por T ter grau 2 segue que a classe de equivaléncia de z é {z,T(z)}.
Considere o espaco quociente -, Dado T = {x,t(z)} € —n, sendo M"™ Hausdorff
verifica-se que existe um aberto U de M™ contendo =, homegnorfo a uma bola aberta
de R™, tal que UNT(U) # () (por T ser homeomorfismo é claro que T'(U) também
¢ homeomorfa a uma bola aberta de R") e ainda de modo que U e T(U) sejam

dominios de cartas locais em torno de x e T'(x) respectivamente. Prova-se entao
n

uvuru
que A ¢ um aberto de — contendo Z, homeomorfo a uma bola aberta de
n
R™ o qual serve como carta local para Z. Em suma, conclui-se que — ¢é variedade

~

fechada C*° n—dimensional.

Por exemplo, considerando A : S" — S" A(z) = —x, a variedade fechada

n—dimensional C'*° — determinada por A da maneira acima, é chamado ”espago

projetivo n—dimensional”, denotado por RP"™.

Se M™ e N™ sao variedades fechadas C'*°, entao M™ x N™ tem uma estrutura natural
de variedade fechada C*° (n+m)-dimensional, dado (z,y) € M™ x N™, existem duas
cartas (U, @) e (V,¢) com z € U ey € V e entao (U x V,p x ) é carta local de
M™ x N™ em torno de (z,y).

Observagao 2.1. Suponho que X seja uma variedade fechada, n-dimensional e supondo

também ser conexa, sabe-se que, a menos de difeomorfismo:
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(i) Sen =0 entao X = {pt}
(ii) Sen =1 entao X = S*
(11i) Se n =2 ocorre um dos sequintes casos:

(a) X = 52
(b) X = S x S, também denotado por T?, chamado toro bidimensional
(c) X =RP?

(d) X é uma soma conera de n cdpias de T?, n > 2, e neste caso, para cada n

tem-se uma variedade distinta das demais (ndo difeomorfa).

(e) X éuma soma conexa de n cépias de RP?, e novamente quantidades de cdpias

distintas resultam em variedades nao difeomorfas.

(iv) Alguns exemplos de variedades fechadas C* tridimensionais sio: S®, RP® | M?x S!,
em que M? é qualquer variedade fechada C* bidimensional. O grupo fundamental
mostra que tais variedades nao sao difeomorfas (na verdade nao tem nem o mesmo
tipo de homotopia, lembre que o grupo fundamental de um produto cartesiano €
o produto cartesiano dos grupos fundamentais). Uma classificagio completa das

variedades fechadas C*° tridimensionais ainda nao é conhecida.

(v) Sen > 3 € par, entdo produtos distintos de variedades fechadas C* bidimensionais
geram exemplos nao difeomorfos de variedades fechadas C*> n—dimensionais, e se
n > 4 € impar os mesmos produtos multiplicados por S' geram exemplos distintos.

Em adi¢ao, Yn > 3 S™ e RP™ sao exemplos distintos dos exemplos prévios.

No caso de n = 4 foi provado que nao € possivel uma classificacao completa das

variedades fechadas C™°, e com isso Yn > 4 o mesmo ocorre.

Teorema 2.1. [Whitney] Se M™ ¢é variedade fechada C* entdao existe um espago V" C
R?" (com a topologia euclidiana) que é difeomorfo a M™. Em outras palavras, podemos

pensar que toda variedade fechada C* ¢ um subespaco euclidiano.

Observacao 2.2. O resultado acima nos permite, dada variedade M™ fechada e C*°,
supor que M™ C R*. Seja p € M"™ e seja (U,p) uma carta local em torno de p, ou
seja, ¢ : U C M" C R*™ — ¢(U) C R™. Entao o teorema da forma local das imersoes
garante que o' 1 p(U) — U C R*" € uma aplicacio C™ e sua derivada em cada ponto
¢ injetora. Isto nos permite redefinir uma variedade fechada, n—dimensional, C* da

sequinte maneira:

Definicao 2.4. Um subespago euclidiano compacto X C RP é dito ser uma variedade
fechada n—dimensional C* (n < p) se ¥V z € X existe aberto U C R™ e aplicagdo
¢ : U — X CRP tal que z € p(U), ¢ € homeomorfismo C* sobre a imagem e ¢'(y) :

R™ — R?" ¢ injetora ¥V y € U. Tal ¢ € dita ser uma parametrizacio C* em torno de z.
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Informalmente, X pode ser coberto por abertos de X que sao imagens de parame-
trizagoes C'*°. Note que, neste contexto, pedir que X seja compacto equivale a pedir que
seja limitado e fechado. A partir de agora, M"™ denotara, a menos de mencao contraria,
uma variedade fechada, C*° e n—dimensional, e sempre que escrevermos M" C RP fica

subentendido que n < p.

Definicao 2.5. Considere M™ C RP e x € M™. Tome parametrizagio C* ¢ : U C
R™ — RP, com ¢(z) = x. Com isso, como ¢'(y) € injetora Yy € U seque que ©'(R™) € um
subespaco vetorial de RP de dimensao n. Tal espaco € chamado espaco tangente a M"

em x e € denotado por T(M™"),.
Prova-se que tal espaco independe da escolha de .

Defini¢ao 2.6. [Fibrado Tangente a M™] Seja M"™ C RP. Considere E C M"™ x RP
definido por

E={(z,v)|lt e M" eveT(M"),}

e defina p : E — M" por p(x,v) = z. Entao prova-se que isso define um fibrado

vetorial n—dimensional com base M"™ chamado fibrado tangente a M".

Definigao 2.7. [Fibrado Normal a M"| Seja M™ C RP. Considere W C M™xRP definido

por
W ={(x,v)|r € M" ev € T(M")}}

em que T(M™): C RP é o complemento ortogonal de T(M™), em RP detectado pelo
produto interno usual (euclideano). Defina q : W — M™ por q(x,v) = x. Entao prova-se

que isso define um fibrado vetorial (p — n)—dimensional com base M™ chamado ”fibrado

normal de M™ em RP”.

Observacao 2.3. Seja novamente M™ C RP. Temos entao dois fibrados vetoriais sobre

M™ atrds mencionados, o fibrado tangente, o qual denotaremos por T(M™) L oM oe

o fibrado normal que serd denotado por T(M")Lq—>M” . Podemos entao considerar
a soma de Whitney T(M™) & T(M™)* que jd vimos que é um fibrado vetorial sobre M™.
Para cada © € M™ a fibra em x do fibrado soma de Whitney pode ser materializada
como T(M™), & T(M™)L, uma vez que a interse¢io dos dois subespacos, n e (p — n)
dimensionais, € {6)} (vetor nulo de RP). Mas o espago vetorial acima €, para todo x,
wgual a RP. Ora mas entao o fibrado soma de Whitney destes dois fibrados é equivalente

ao fibrado produto M™ x RP X— pm
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2.1 Os problemas da imersao e do mergulho

Novamente, M" designard uma variedade fechada, n—dimensional de classe C*°. Uma
imersao f : M"™ — RP é uma aplicagcao C'™ tal que, para todo y € M", existe pa-
rametrizacdo ¢ : U C R" — RP de tal sorte que ¢'(y) : R* — RP é injetora.
Prova-se que tal condi¢ao independe de ¢. Prova-se ainda, que o subespago vetorial
Tr(M™), = (f o) (x)(R") de R? independe de .

Considere o subespago P C M"™ x RP definido por:

P={(z,v)lx € M" ev e T(M"),}

ep: P — M" dada por p(x,v) = x. Entado prova-se que isso define um fibrado
vetorial (p — n)—dimensional, chamado ”fibrado tangente da imersao f”. Analogamente,

podemos definir o ”fibrado normal da imersao f”, o qual é fibrado vetorial cujo espaco
total ) C M™ x RP ¢é definido por

Q= {(z,v)|lr € M" e v € Ty(M™)+}

e sua projecao é q : ) — M" é definida por ¢(z,v) = x. Note que, todo mergulho é,
em particular, uma imersao, entao pelo Teorema de Whitney (2.1) podemos supor p < 2n

e neste caso pode-se provar que, Vo € M™:

Ty(M"), & Ty(M"); =R”

Isso significa que, denotando o fibrado normal da imersao f por T;(M™)*, e o fibrado
tangente da imersao f por Ty(M™), a soma de Whitney T'(M™); & Tf(M™)* equivale ao

fibrado produto p—dimensional com base M™, ou seja, é trivial.

Observacao 2.4. Toda imersao ¢ um difeomorfismo local, tal fato decorre da forma local

das imersoes.
Um resultado importantissimo, no ambito da teoria de imersoes, é o seguinte
Teorema 2.2. [Teorema de Imersiao de Whitney] Toda M™ imerge em R?"~!

O teorema acima foi provado na década de 40. Na década de 80, um matematico

chamado Ralph Cohen provou uma conjectura célebre, melhorando o teorema acima:

Teorema 2.3. [Ralph Cohen (pégina 238 em [[7]] Toda M™ imerge em R*"=*") em que
a(n) € o numero de 2’s (com poténcias distintas) que participam da representagdao bindria

de n.

Exemplo 2.1. (i) Se n é uma poténcia de 2, entao os teoremas de Ralph e Whitney

coincidem.
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(ii) Sen =2 —1 entdion =1+2+22+---+2""1 0 que implica, nesse caso que toda
M™ imerge em R*"=™. Por exzemplo, toda M*' imerge em R?®, toda M%3 imerge em
RIQO'

No entanto, a correspondente conjectura para mergulhos (Toda M™ mergulha em
R2"—e("+1) ainda ndo foi provada.

O resultado da origem ao chamado ”problema da imersao”da seguinte maneira:
e pode-se provar que M" nao imerge em R".

e O Teorema 2.3 garante que M™ imerge em R?"~*("),

n)—1

e Existem exemplos de M™ que nao imergem em R~ mostrando que o resultado

nao pode ser melhorado de maneira geral.

e Por outro lado existem M™ que mergulham, e portanto imergem, em R"*! (S™ por

exemplo)

e Entao, dada M" especifica, existe m € {n +1,---,2n — a(n)} de modo que M™

imerge em R™ e nao imerge em R™~!

Entao, dada M™ especifica, encontrar tal m é resolver o problema da imersao para a
tal M™. O problema do mergulho é andlogo, com m € {n+1,---,2n}.

Neste trabalho, na direcio do que J. Milnor fez para RP? com r € N, ilustraremos
esse problema, usando algumas variedades especais, a saber, as variedades de Dold e as

variedades de Wall, com o uso de classes caracteristicas.
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Capitulo 3
Cohomologia

Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e A, C R*" n > 0, o n—simplexo padrao.
Sejam Cy,(X) ={f : A, — X|f ¢é continua }, e S, (X, R) o R—mddulo livre gerado pelos
elementos de C,,(X), ou seja, todo elemento de S, (X, R) é da forma r¢; + - + 1,0,
(soma formal), em que 0 # r; € R e ¢; € Cp(X), 0 < i < p. Tal soma rigorosamente
significa uma funcao C,(X) — R tal que ¢; — r; # 0 para 0 < i < pe ¢ — 0 para
qualquer ¢ # {¢1, -+, dp}.

Existe um R—homomorfismo 0 : S,(X,R) — S, 1(X, R), denominado operador

bordo, que satisfaz 0 o 0 = 0, gerando entao um complexo de cadeias:

o281 (X, R) 2= S, (X, R) —2 S, 1 (X, R) P -

A homologia desse complexo de cadeias é denominada ”homologia de X com coefici-
entes em R. Especificamente, no nivel n tal homologia é H,, (X, R) definido por:
Ker{0: Su(X,R) = S,_1(X,R)}  Z,(X,R)

Considere a dualizacdo do complexo de cadeias prévio, ou seja, S™(X,R) :=
hom(S,(X, R), R) e 6 : S"(X, R) — S""(X, R) definido por § = 8%, isto ¢, (c) = 000,
o € S"(X,R). Isso define um complexo de cocadeias cuja cohomologia é denominada

cohomologia de X com coeficientes em R.

3.1 Homomorfismo induzido em homologia

Sejam XY espacos topoldgicos, f : X — Y continua, R anel comutativo com unidade e
n > 0 natural. Entao existe R-homomorfismo f, : H,(X, R) — H,(Y, R) descrito como:
inicialmente temos fg : S,(X, R) = S,(Y, R) definido por fu(c) = foo Vo € C,(X)
e estendido por linearidade para S,(X,R). Prova-se que fx(Z,(X,R)) C Z,(Y,R) e
f2(Bo(X,R)) C B,(Y,R) (¢ aplicacdo de cadeias) e portanto define, por restricdo a
Zn(X, R) e passagem ao quociente por B, (X, R), um R-homomorfismo
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Zn(X, R) Zn(Y, R)
* . Hn X7R — H’I’L Y7R =
Jor B R) = 5 Ry 7 YR = 5 R R)
Dualizando o processo acima, obtemos um R-homomorfismo f* : H"(Y,R) —

H™(X, R). Especificamente, temos o homomorfismo transposto:

fi - hom(S,(Y, R)R) = S™(Y, R) — hom(S,(X, R), R) = S"(X, R)

isto é, f;(g) = g o fu. Prova-se também que tal R—homomorfismo é aplicacao de
cocadeias e portanto induz, novamente por restricao e quociente, o R-homomorfismo:

f*:H"(Y,R) - H"(X, R).

Observagao 3.1. Se R € anel comutativo com unidade e n > 0 é um natural fixado,

entao as associagoes:

X — H,(X,R);

f:X—=Y > f:HJ(X,R)— H,(Y,R)
e

X — H"(X,R);

f:X—=Y — f:H"(Y,R)— H"(X,R)

sao functores, covariante e contravariante respectivamente, da categoria dos espagos

topoldgicos e fungoes continuas, na categoria dos R—mddulos com R—homomorfismos.
Observagao 3.2. Se M, N sao R-mddulos, existe um R—mddulo associado, denotado por
Ext(M,N), dai o sequinte resultado é conhecido:

H"(X,R)~ H,(X,R) ® Ext(H, 1(X), R)

e se R é corpo, prova-se que Ext(H,_1(X), R) € nulo e portanto H"(X, R) ~ H,(X, R).
Mesmo quando R nao é corpo, existem propriedades de Ext que torna relativamente sim-
ples sua computacao, com isso, a partir da homologia, o computo da cohomologia em cada

nivel n € uma tarefa algébrica relativamente simples.

Exemplo 3.1. Se R = Zy (corpo), temos:
(i) H(RP") ~ 74 se 0 < j <n e H(RP") ~ {0} se j > n.

(ii) H(S™) ~ 7y se j =0 ouj=n e H(S") ~ {0} caso contrdrio.

3.2 Produto Cup

Considere R anel arbitrario. Se X é um espago topoldgico, « € H*(X,R) e f € H™(X, R),

a é representado por um cociclo f : S, (X,R) — R e [ é representado por um cociclo
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g Sn(X,R) — R. E possivel decompor o simplexo padrao A,,.,, em dois simplexos
standards, chamados “n—front face” Al e “m-back face” Al (vide [4]). Com isso, f e
g definem funcées f : Al — R, g : A, — R. Podemos entao definir uma funcao
frUg A = Rdadapor: (f'Ug')(z) = f(z) - g'(z)

Estendendo por linearidade, obtemos o homomorfismo f U g : S,ym(X,R) — R e
prova-se que f U g é um m + n cociclo, cuja classe de cohomologia depende somente de «
e .

Ou seja, isso define um produto H"(X,R) x H™(X,R) — H"""(X,R) dado por
(a, ) » a-f=aUpf=][f]U[g] =[fUg] chamado ”"produto cup”. Embora aU f3 seja
uma notac¢ao padrao na literatura, por simplicidade denotaremos simplesmente por « - 5.

Prova-se que o produto cup define estrutura, de anel graduado, no grupo abeliano:

H*(X,R)=H' (X, R)e H(X,R)®--- @ H'(X,R)® - --

especificamente, vale:

e a-(B-7v) = (a-fB) v Va,B,v elementos de H™(X,R), H*(X,R) e H?(X,R)

respectivamente
e sea€ H' (X, R) e 1,3, € H*(X,R) entao a(B1 + B2) = - B1 + - [y
e impoe-se a seguinte distributividade em H*(X, R):

k
(ail T Qy + -+ ait) ’ (511 + BJQ +-ot ﬁ]k) = ZZ:l Zl:l Qi 'le

tais somas sao somas formais, em que «o;, € H*(X, R) e 3;, € H"(X, R).

Esta é a estrutura de anel, mencionada anteriormente, em H*(X, R). Se X for conexo,
sabemos da topologia algébrica que Ho(X, R) ~ R, e como H_1(X, R) = {0}, segue que
H°(X,R) ~ Hy(X,R) ~ R. Entao existe « € H(X, R) que corresponde ao elemento
unidade 1 € R pelo isomorfismo acima. Por simplicidade, denotamos tal o por 1 €
H°(X, R) e entao prova-se que 1 é um elemento unidade para o produto cup. Porém
H*(X, R) nao é comutativo, mas vale o seguinte, se « € H?(X,R) e € H1(X, R):

@B = (-1 0

Entao, se R = Zs, segue que 1 = —1 em R, e portanto H*(X,Zs), munido do produto
cup, ¢ anel graduado comutativo com unidade.

Daqui em diante assumiremos, a menos de mencao contraria, que R = Zs e vamos
denotar H"(X,Zs) simplesmente por H"(X). Aditivamente, como Zy é corpo, segue que
H™"(X,R) ~ H,(X, R). No entanto, a computacao do anel H*(X) pode ser muito mais
complicada devido ao comportamento do produto cup.

Mais especificamente, sabemos que ¥n > 0, H"(X) sempre é um produto direto (finito

ou nao) de cépias de Zy (uma vez que H"(X) é um Zs—moédulo livre, por Zsy ser corpo).
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Se X é um CW —complexo finito em cada dimensao, entao produto direto é finito para
cada n > 0 (em particular, se X é uma variedade conexa). Porém o comportamento do

produto cup nao é tao simples de descrever, por exemplo suponha X tal que:

H3<X) = Z2(a) @Z2<b) 6922(0) = {O,a,b,c,a—|—b,a—|—c,b—|—c,a+b+0}
HA(X) = Z5(v) & Zo(w) = {0,v,w, v + w}

H'(X) = Zy(t) ® Zy(s) = {0,t,5,t + s}

entdao dados a € H3(X) e B € H*X) sabemos que o - 3 € H'(X), mas o problema
¢ saber quem é « - 8. Neste exemplo, supondo que H"(X) = {0} Vn ¢ {0,3,4,7},
para solucionar tal problema é suficiente determinar quem sao a - v,a - w,b-v,b-w,c -
v,c - w por causa da distributividade do produto cup. Em geral este é um problema
dificil, ainda desempenhando um papel relevante na literatura. Algumas técnicas famosas
(sequéncia espectral, sequéncia de Bredon, sequéncia de Gysin) sao ferramentas efetivas
nesse contexto. Porém, neste trabalho, nao vamos nos preocupar com esse problema pois

iremos usar apenas anéis conhecidos.

Definicao 3.1. Uma base aditiva para H*(X) é uma uniao de bases de cada H™(X),
n > 0. Em outras palavras, uma base aditiva Bx para H*(X) é uma uniao J;=, Bi, em
que f3; € base de H'(X)

Observacao 3.3. Se A C H*(X) € base aditiva, o computo do anel H*(X) se resume a

determinar quem € a-b ¥V a,b € A.

Exemplo 3.2 (Anel de cohomologia de S™). O anel de cohomologia de S™ é muito simples
pois H"(S™) = Zy e H'(S™) = {0}, Vj ¢ {0,n}. Portanto, os inicos elementos nao nulos
do anel sao 1 € H°(S™) e o elemento nio nulo o em H™(S™) = Zy. Mas 1 € o elemento
unidade e, portanto, o unico produto nao trivial a ser determinado € o« - a, mas este
pertence a H*"(S™) = {0}, portanto o - a = 0.

3.3 Produto Cross

Se o € HP(X) e f € HI(Y), definimos o "produto cross”de « e 3, denotado por o X 3,

da seguinte maneira:

a x 3= pi(a)Ups(B) = pi(a) - p3(3)

emquep; : X XY = X epy: X XY — Y sao as projegoes pi(x,y) = = e po(x,y) = y.
O teorema a seguir decorre da férmula de Kiinneth para cohomologia e do fato de Zs ser

um corpo:
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Teorema 3.1. Se A C H*(X) e B C H*(Y) sdo bases aditivas, entao Ax B = {ax bla €
A eb e B} € base aditiva para H*(X X Y').

Observagéo 3.4. Veja que (axb)-(cxd) = (pj(a)-p3(b)- (pi(c) p5(d)) = (pi(a) pi(c))-
(p5(D)-p5(d)) = pi(a-c)-pi(b-d) = (a-c¢)x (b-d) (lembrando que se f : X — Y € continua, a
induzida em cohomologia f*: H"(Y) — H*(X) preserva o produto cup). Tal fato, junto
com o teorema acima, nos dizem que se conhecermos as estruturas multiplicativas dos

anéis de cohomologia de X eY, entao conhecemos a de X X Y.

Exemplo 3.3. Considere S™ x S™ com n # m. Uma base aditiva para H*(S™) é {1, a}
em que « € o gerador de H"(S™), e {1, 8} para H*(S™), sendo B € H™(S™) o gerador.
Pelo teorema, seque que A x B = {1 x 1,a x 1,1 x B, X B} € uma base aditiva para
H*(S™ x S™). Note que:

Ix1=1¢€ H(S" x S™)
ax1leH"(S"xS™)
1xpeH™(S"xS™)

ax e H (S x S™)

sendo portanto, os respectivos geradores desses grupos. Para determinar o anel de coho-

mologia, basta verificar que:

e (ax1)-(ax1l)=(a-a)x(1-1)=pi(a?) - ps(1) mas a-a € H*(S™) que é nulo,
portanto pt(a?) =0 o que implica (o x 1) =0 € H*(S™ x S™)

e com um argumento andlogo, obtemos (B x 1)> =0 € H*™(S™ x S™)

e finalmente, (ax1)-(1x ) = (a-1)x(1-8) = axf, que € o gerador de H"*™(S™ x S™)

No cason=m, {1 x 1l,ax1,1x 5,ax [} € base aditiva para H*(S™ x S™) e, nesse

caso:

Hn(sn X Sn) = ZQ(O{ X 1) @ZQ(]_ X B)

Usando o mesmo arqumento anterior obtemos (a x 1)2=0e (1 xf)?*=0¢ (ax1)-

(1 xB)=ax B o gerador de H*(S™ x S™)

Observacao 3.5. E usual denotar o x 1 = o, pois v x 1 = p*(a) - p5(1) = pi(a).
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Exemplo 3.4. Generalizando o exemplo anterior, tome um produto de esferas S™ X
S x - S™ = X. Entdo, se a; € H"(S™) € o gerador, uma base aditiva para H*(X) é
constituida pelo elemento unidade 1 de HY(X), e todos os produtos da forma: oy, X a;, X
s Xy, com iy F i set# 1 g <n.

Além disso, tomando dois bdsicos T = ayy X Qugy X =+ X g, €y = By X By X -+ X Sy,

temos:
I'y:OéhXOéiQX”'XOéZ'].XﬁhXﬁkQX-"Xﬁku S@{il,"',ij}ﬂ{kl,"',ku}:@,

e x-y=0 set e {iy,- ,i;} N {ky, -+, ku} # 0 pois nesse caso, oy = Py € o
gerador de H'(X) o que implica ay - By = o € S*(S*) = {0}.

Exemplo 3.5. Sabe-se, por [4], que H(RP™) = Zy ¥V 0 < j < n e = {0} se j > n.
Da literatura, sabe-se que, se 0 < j < n e a € H'(RP") € o elemento nao nulo, entdo

ol € H'(RP™) € ndo nulo, e se j > n, obviamente o/ = 0

Exemplo 3.6. Seja X = RP" x RP™. Uma base aditiva para H*(RP™) é {1,a,--- ,a™}
e para H*(RP™) ¢ {1,5,---,8™}. Seque do Teorema 3.1 que uma base aditiva para
HRP" x RP™) ¢ {1}U{a; x B; 0<i<n, 0<j<m, 0<j<m, (i,j) # (0,0)}
convencionando que o = % = 1.

Além disso, (a® x B7) - (ol x BY) = o™t x BIT € nao nulo sei+t <nej+1<m,
isso descreve totalmente o anel H*(RP™ x RP™). Por exzemplo, se X = RP? x RP?,
a € HY(RP?) e 8 € H'(RP?) geradores temos:

HY(X) = Zo(a x 1) @ Zy(1 x B)

H*(X) = Zy(1 x %) @ Zo(a x )  Zo(a® x 1)

HY(X) = Zy(a x %) @ Zo(® X B) ® Lo(a® x 1)

HY(X) = Zy(a® x %) ® Zy(a® x )

HY(X) = Za(a® x )
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Capitulo 4

Construcoes importantes

4.1 Os espacos projetivos complexos CP"

Considere o grupo de Lie (S!,-) com a multiplicagdo complexa. Considere C*! = R?"+2
e a agao de S' em C™! dada pela restrigao da multiplicacao: (z, (wy, wa, ++ ,Wpy1)) +>
(z-wy, -+, 2 wy).

Tal acao pode ser restrita a S x S?"1 — 527+ ¢ nesse caso, é uma acao livre, isto é,
se z-w = w para algum w € S**! entdao z = 1. Em outras palavras, uma acao é livre se,
todo homeomorfismo ¢, : S?**! — §27*! induzido pela acdo, com z # 1 nao tem ponto
fixo. De fato se z - (wy,++ ,Wpy1) = (W1, , Wyyi1), cOMO (Wy, -+, Wyyi1) € SPT segue
que w; # 0 para algum ¢, entao z - w; = w; o que implica z = 1.

Seja w € S*"*1 ¢ considere a drbita orb(w) = {z - w|z € S'}, entao S' — S?" ! dado
por z — z-w ¢ um mergulho analitico de S em S?"™! com imagem orb(w), que é portanto

uma cépia analitica de S* contida em S?"*1.
g2nt1

Isso determina uma particao de S?"*! em érbitas. Considere o espaco quociente

~Y

SQTH—l
¢é variedade fechada

em que cada orbita é identificada a 1 ponto. Pode-se provar que

~Y

82n+1

de dimensao 2n. E ainda, S?"*! é o espaco total de um fibrado, com espaco fibra

~ 7
2n+1
Sl e a Al : . S2n+1
projecao qu001ente p: —
~Y

52n+1

O espaco
tado por CP"

¢ denominado ”espaco projetivo complexo n—dimensional”e é deno-

Exemplo 4.1. Pode-se provar que H,(CP',Z) = {0} e Hy(CP',Z) = Z, dai como CP"
tem dimensdo 2, do teorema de classificagao de superficies seque que CP! é homeomorfo

a S?.

Pode-se provar, usando homologia celular, que H;(CP",Z) = Z se 0 < j < 2n é par
e H;(CP",Z) = {0} se j é impar ou j > 2n. Isto implica, pelo teorema de mudanga de
coeficientes, que H;(CP",Zy) = Zy se 0 < j < 2n épar e Zy = {0} se j > 2n ou j é impar.
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O anel de cohomologia H*(CP™) é conhecido, mas sua computagao requer algo mais do
que topologia algébrica bésica. Se o € H*(CP") é o gerador, entdao o € H*(CP") é o
gerador se j < n, e obviamente 0 = o/ € H*(CP") se j > n.

Exemplo 4.2. Considere X = RP? x CP3. Uma base aditiva para H*(RP?) ¢é
{1,a,0% a3} e uma para H*(CP3) é {1,8, 5% 3%}, em que a € o gerador de H'(RP3?) e
B o gerador de H*(CP?). Entao:

HYX) = Zy(a x 1)
H*(X) = Zo(1 x B) ® Zo(a® x 1)
H*(X) = Zy(a x B) ® Zy(a® x 1)
HY(X) = Zy(1 x %) & Zo(a® x B)
H?(X) = Zy(a x B @ Zy(a® x B)
HO(X) = Zo(1 x B%) @ Zo(a® x 7
H'(X) = Zy(a x %) & Zo(a® x 5°)

HY(X) = Zy(a® x )

HY(X) = Zy(a® x )

4.2 O fibrado-linha (ou “fibrado de Hopf”) associado

a uma involucao suave sem pontos fixos

Seja M™ variedade fechada C'*°, e seja T' : M™ — M™ uma involucao C'*° sem pontos
fixos, isto é, ToT =IdeT(x) #x ¥V x € M.

Se x € M™, usando que M™ é Hausdorff e que T é difeomorfismo C*°, pode-se provar
que existe aberto U de M", homeomorfo a uma bola aberta de R", que contém x e que

U e T(U) sejam disjuntos e ambos sejam dominios de cartas locais. Considere o espago
n

quociente Ea obtido pela identificacao x ~ T'(z) V = € M™. Entao pode-se provar que
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UUT(U) M

¢ homeomorfo a uma bola aberta de R™ , o que torna T uma variedade

n—dimensional, fechada e C*°.
n

Exemplo 4.3. Considere A : S™ — S™ a antipodal (A(x) = —x). Nesse caso, - €o
espacgo projetivo real RP™.
Seja T : M™ — M" involucao C'* sem pontos fixos. Em M™ x R considere a relacao
~, que identifica (x,r) com (T'(z), —r). Entao
M" xR
—— ={[(z,7)]]r e M" er e R}
¢ uma variedade fechada C* de dimensao n + 1 (pois (z,r) — (T'(z), —r) é involugao
"x R M
. T

M
[z] = {2, T(x)} é C* e ainda, V [z] € T,pfl([x]) ¢ homeomorfo a R. Isso determina um

(> sem pontos fixos). Pode-se provar que a aplicac¢do p : , p[x,r]) =

fibrado vetorial de dimensao 1, denominado “fibrado-linha associado a involucao (M™,T)”,
n

ou "fibrado de Hopf associado a T”.

Exemplo 4.4. O fibrado de Hopf n — RP", associado a involugdo antipodal (S™, A), é

denominado ”fibrado-linha canonico”sobre RP™.

4.3 As variedades de Dold P(m,n)

Em CP™ = {[(20, -+ , 2n+1)]|(20, - -+ ;2041 € C"™'} considere a aplicagao de conjugagao
C :CP" — CP", dada por C[(20," " ;2zny1)] = [(Z0,*+ ;Zny1)]. C é bem definida, pois
se A € St

(N, Azrn)] = [Nz, -+ N3] = M@, -+ Zarn)] = [(Z0, -+ Za)]

a tltima igualdade segue da definicio de CP", pois A € S'. Como Z = z segue que C é
involucao e pode-se provar que é também C°.

Por azar, C' tem pontos fixos, especificamente, para w € CP", C[w]| = [w] se, e somente
se, a classe [w] tem um representante com todas as coordenadas reais, e tal subconjunto é
a imagem do mergulho C*°, de RP™ em CP™ dado por [(z0,- -+ , Zn+1)] > [(20,** » Znt1)]

Em outras palavras, o conjunto dos pontos fixos de C' é uma copia difeomorfa de RP™.
Considere S™ x CP"™ que é variedade fechada, C* de dimensao n + 2m. Considere a
aplicagao T'= A x C, sendo A : ™ — S™ a antipodal, e C': CP™ — CP" a conjugacao
citada acima.

Entao T': S™ xCP" — S™xCP", T'(z,y) = (A(x),C(y)) é involugao, C*°. E mais, T’
nao tem pontos fixos, pois T'(z,y) = (x, y) implicaria A(z) = x o que é absurdo. Portanto,

pela construcao da secao anterior, podemos considerar

S™ x CP™
T

que ¢ variedade fechada, C*° e (m + 2n)—dimensional.
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m Pn
Definicao 4.1. [Variedade de Dold] A variedade %, definida acima, é denomi-

nada variedade de Dold e é denotada por P(m,n).

A homologia e cohomologia de P(m,n) com coeficientes em Zs pode ser descrita da
seguinte forma: existe um mergulho canonico S* — S™ — S™ x CP™ (no segundo, S! se
realiza como parte de uma fatia S™ x w, w € CP™ fixo), o qual d4 origem a uma classe
de homologia ¢ € Hy(P(m,n),Zs), a qual é ndo nula.

Existe também um mergulho canoénico similar S? = CP! — CP" — S™ x CP"
o qual, via passagem ao quociente, da origem a uma classe de homologia d' €
Hy(P(m,n),Zs), a qual também ¢é ndo nula. Como aditivamente H;(P(m,n)) =
HY(P(m,n)) e Hy(P(m,n)) = H*(P(m,n)), podemos tomar os correspondentes a ¢ e
d,ce H(P(m,n)),d € H*(P(m,n)).

Note que, ¢ sendo o quociente do mergulho mencionado anteriormente, se transforma
no gerador da copia Slj w C $'x® = Sjm x w = RP™ e portanto, pode-se provar que

~Y

¢ € H(P(m,n)) é nao nulo se j < me ¢ =0 se j > m. Da mesma forma, pode-se

provar que &’ € H*(P(m,n)) é ndo nulose j <ned =0sej>n.

Teorema 4.1 (vide [5]). H*(P(m,n),Zy) € um anel polinomial graduado nas varidveis c

e d, truncado pelas relacoes ™ =0 e d* =0

Coroldério 4.1. Uma base aditiva para H*(P(m,n),Zs) é {cd,0<i<me0<j<mn,

convencionando que °d® = 1}

Exemplo 4.5. Vamos descrever, como exemplo, H*(P(4,3)):
HY(P(4,3)) = Zy(c)
H? Zo(c?) (d

Zo(c3) @ Zs(cd)

) B Za(c

"U

® Zs(d)

!
<

)

(P(4,3)) (

(P(4,3)) (
HY(P(4,3)) = Zy(c") ® Zy(c*d) B Zo(d?)
H?(P(4,3)) = Zy(c3d) ® Zy(cd?)
HS(P(4,3)) = Zy(c*d) @ Zy(c*d?) ® Zo(d?)
H™(P(4,3)) = Zy(Pd?) ® Zo(cd?)
H8(P(4,3)) = Zy(c*d?) @ Zo(Pd?)
H9(P(4,3)) = Zy(3d®)
H%(P(4,3)) = Zy(c*d?)

4.4 O Fibrado Universal v" — BO(n)

Veremos agora a construgao de um espago muito importante, denotado por BO(n) (espago

base do fibrado vetorial universal de dimensao n).

Definigao 4.2. [Topologia Fraca]Se X = |J;=, Ai € uma unido enumerdvel de subespagos

Ay, tais que A, C A, 11 podemos definir uma topologia em X da sequinte maneira, F C X
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¢ fechado se F'N A; € fechado em A; para todo i. Essa topologia é denominada “topologia

fraca” (weak topology).

Exemplo 4.6. S' c S? ¢ S3 C ---, para cada n, uma cdpia de S™ € subespaco de S™1.

Entao |J;2, S" com a topologia fraca é chamada "esfera infinita”, denotada por S™

Exemplo 4.7. R ¢ R? C R? C ---, novamente, para cada n, R™ € subespaco de R"*1,

todos com a topologia euclidiana. Entao

e
i=1

com a topologia fraca € denotado por R>®. O espaco R>* também pode ser descrito da

sequinte maneira:
R> = {(x1, 22,23, )|z; € RV i e Ing € N tal que x,y #0 e x,, =0 sen >ng}

ou seja, o conjunto das sequéncias reais "quase nulas”. FEsse € um espaco vetorial
sobre R de dimensao infinita, com base {e;}32,, em que e¢; = (0,---,0,1,0,--+) (vale 1

na posi¢io i e 0 nas outras posi¢oes)

Fixando n € N, o exemplo anterior é 1til para definirmos um espaco muito impor-
tante, o qual denotamos por BO(n) e em seguida descreveremos seu anel de cohomologia
H*(BO(n),Z,).

Primeiramente, considere o conjunto
Y =R>® X R® x --- x R® (n copias)

munido da topologia produto. A seguir, considere o subespaco BO(n) do espago Y

acima, definido por:

BO(n) ={(z%,---,z,) e Y|{z1, -z} CR® é1i.}

Note que, por definigao, cada elemento de BO(n) é uma base para um subespago

vetorial m de R* de dimensdo n (n—plano) em R*. Definimos em BO(n) a seguinte

relacao de equivaléncia:

(El)a ,LU_>n> ~ (y—1>’
BO(n)

E f4cil ver que ~ é relagdo de equivaléncia e finalmente, == com a topologia quo-

. ,y—,z) se ambos geram o mesmo subespago vetorial 1 C R*.

ciente é o espaco denotado por BO(n), chamado ”espago classificante para fibrados
n—dimensionais”, pela seguinte razao; podemos pensar em BO(n) como a colegao de
todos os n—planos contidos em R*°. Podemos definir um fibrado vetorial »™, muito im-

portante, cuja base é BO(n). Seu espago total E é definido por

E ={(Il,v) € BO(n) x R®|Il € BO(n) e v € 1T}
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com a topologia induzida de BO(n) x R®. A projecao p : E — BO(n) é dada por
p(Il,v) =II. E note que, dado II € BO(n) temos

p1(II) = {II} x I ~II ~ R"

(note que no primeiro fator do produto cartesiano acima, Il é apenas "um ponto”de
BO(n), no segundo fator, é o subconjunto IT de R*). Tal fibrado é denominado ”fibrado

universal n—dimensional”’e é de grande importancia pelo seguinte;

Teorema 4.2. [Teorema da Classifica¢ao] Sejan — X um fibrado vetorial n— dimensional
arbitrdario, em que o espago base X € paracompacto. Entao existe funcdo continua f : X —
BO(n) tal que o fibrado pullback f!(v") € equivalente ao n. Tal fungdo f chama-se fungdo
classificante para n. E mais, g : X — BO(n) € fungdo classificante para n se, e somente

se, f e g sao homotopicas.

Corolario 4.2. A colecao de fibrados n—dimensionais, a menos de equivaléncia, sobre
um espago paracompacto X, esta em correspondéncia biunivoca com a colecao das classes
de homotopia de X em BO(n).

Denotamos a colecao das classes de homotopia de um espaco X em um espaco Y por
[X, Y]

Exemplo 4.8. Vamos considerar todos os fibrados vetoriais unidimensionais sobre S*,
0s quais pelo coroldrio acima, estao em correspondéncia biunivoca com [S*, BO(1)]. Mas

note que,
BO(1) = U;2,{ retas em R" que passam pela origem } ~ |2, RP"

o qual € denotado por RP*°. Disso temos

[SY, BO(1)] = [S*,RP>] ~ II;(RP™)

mas I1; de um CW —complexo € igual ao I1; de seu 2—esqueleto, o que implica I1;(RP>) =
I1,(RP?) = Z,. Portanto, como mencionado anteriormente, sé existem 2 fibrados ve-
toriais unidimensionais ndo equivalentes sobre a S', o fibrado trivial e o fibrado-linha

canonico, jd apresentados anteriormente.
O teorema a seguir é provado em [[3], pagina]

Teorema 4.3. Seja n > 0 fizado. Para cada j, 0 < j < n eziste v; € H/(BO(n))
ndao nulo, de tal sorte que H*(BO(n)) € Zs—anel polinomial gerado por vy,...,v,, sem

truncamentos.
Exemplo 4.9. (i) H*(BO(3)) = Zy(v}) @ Za(vivg) @ Za(vivs) @ Zo(v1v3) & Za(vavs)

(i) ¥n > 1, H*(BO(1)) = Zs(v})
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(iii) H"(BO(n)) = @  Zs(viv})

a,beN|a+2b=n
(iv) HY(B(10)) = Zy(v?) ® Za(vive) @ Zo(vivs) & Za(v1vs) © Zo(vs)

(v) H*(BO(4)) = D Zs(vivyvsug)
a,b,c,d|a+2b+3c+4d=n
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Capitulo 5
Classes Caracteristicas

Dado um fibrado vetorial n — X de dimensao k > 0, em que X ¢é paracompacto, vamos
definir um objeto algébrico residindo em H*(X), o qual serd denotado por W (n) e terd a

forma (como soma formal)

Win) =1+wi(n)+...+wk(n)

o qual sera denominado classe total de Stiefel-Whitney de 7, em que para cada j,
w;(n) € HI(X) é denominado ”j—ésima classe de Stiefel-Whitney de 7”. Os termos
classe de Stiefel-Whitney podem ser substituidos por classe caracteristica. Os w;
sao construidos da seguinte maneira; tome f : X — BO(k) uma aplicagao classificante
para 1. Lembre que, do teorema 4.2, BO(k) é Zs—anel graduado polinomial gerado
por certos v; € HY(BO(k)), para 0 < ¢ < k. Considere a induzida em cohomologia
f*: H(BO(k)) — HY(X), entao defina para cada 0 < i < k, w;(n) = f*(v;), daf o objeto

desejado é

L f* (o) + -+ f(on)

E tal objeto nao depende da escolha da aplicagao classificante f, pois qualquer outra
aplicacao classificante g para n ¢ homotdpica a f, e com isso sabe-se, da topologia algébrica

basica, que f* = g*.

Definigao 5.1. [Classe Tangencial|Se M™ é uma variedade suave, denotamos a classe ca-
racteristica do seu fibrado tangente por W (T'(M™)) = W(M™), a qual é também chamada

classe tangencial de M™.

A seguir, descreveremos algumas propriedades importantes das classes de Stiefel-
Whitney:

1. Sejam X,Y paracompactos, f : X — Y continua e n — Y um fibrado vetorial
k—dimensional. Seja W(n) = 1+ v; + ... + v a classe de Stiefel-Whitney de 7,
entao W(f!(n)) = f*(W(n)), em que f*: H*(Y) — H*(X), em outras palavras,
W(fl(n) =1+b1+...+ by naqual b, = f*(v;), V0 <i<k.
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2. Sen e u sao fibrados vetoriais, k e r dimensionais respectivamente, entao W(ndu) =

W(n) - W(u) (produto cup). Em outras palavras, sejam

Wmn)=1+v+...+u

Wp)=14+w +...+w,

entao

Whep =04+v+...4v)- A4+w+...4+w,) =14+b +...bgpr

em que b, = Y. v - ws
t+s=j
3. Seja & — RP! o fibrado-linha candnico (lembrando que RP! é homeomorfo a S*.

Seja o € H'(RP') o elemento nao nulo, entao:

W(E) =1+«

Observacao 5.1. Alguns autores usam a alternativa de definir as classes de Stiefel-
Whitney usando as propriedades acima como azxiomas, adicionando a condi¢cao, se n €

k—dimensional, entdo wj(n) =0 se j > k.

Ou seja, as classes de Stiefel-Whitney é uma teoria que associa, a cada fibrado vetorial
n, k—dimensional sobre um espago paracompacto X, um objeto 1+ wy(n) +--- € H*(X)

que satisfaz os 4 axiomas:

(i) se j > k entao w;(n) =0
(i) se n e u sdo fibrados vetoriais sobre X, entdo W(n @ u) = W(n) - W(u)

(iii) Se n é um fibrado vetorial sobre Y e f : X — Y é continua, entdao W(fl(n)) =
frWn))

(iv) W(E 5 RPY) =1+«

Prova-se que, considerando apenas a categoria dos fibrados vetoriais sobre espagos
paracompactos, tal teoria é unica. Via de regra, primeiro introduz-se o que é uma tal
teoria, depois prova-se sua unicidade e ao final mostra-se sua existéncia. Conforme visto,
optamos pela existéncia em primeiro plano.

A seguir, provaremos as propriedades 1 e 3 e daremos um sketch da prova da propri-

edade 2, detalhes podem ser vistos, por exemplo, em [3].
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Prova da propriedade 1 : Sejam f : X — Y funcdo continua e n um fibrado
vetorial k—dimensional sobre Y. Denotemos, como antes, H*(BO(k)) = Za[vy,- - , vg).
Seja g : Y — BO(k) aplicacao classificante para n e v* — BO(k) o fibrado universal.

Por definicao de g, g!(v*) é equivalente a 1. Mas (g o f)!(v*) = fl(g!(v*)) = fl(n) e
portanto g o f é funcao classificante para f!(n).

Novamente, por definicao

W(fin) = (gof) (Itvit---Fvx) = [(g"(L+vi+--Fv)) = [*(L+wi(n)+- - +we(n))
o que prova a propriedade 1.
[ |

Antes de dar um sketch sobre a propriedade 2, observemos que, se 1 e y sao fibrados
vetoriais sobre os espagos paracompactos X e Y, respectivamente, entao o fibrado produto
nxpu— X XY éequivalente a p1!(n) ®po!(p) emque p; : X XY - Xepy: X XY =Y
sdo as projegoes (z,y) — x e (x,y) — y respectivamente.

Sketch da propriedade 2 :Considere entao, como no enunciado da propriedade 2,
que 1 e pu tenham dimensoes k e r respectivamente, e que sejam fibrados vetoriais sobre
0 mesmo espaco paracompacto X. Tome aplicagoes classificantes f : X — BO(k) e
g: X — BO(r), para n e p respectivamente.

Temos entao a aplicagdo continua h : X — BO(k) x BO(r), definida por h(z) =
(f(x),g(x)). Considere v* — BO(k) e v" — BO(r) os fibrados universais. Temos entao
o fibrado produto v* x v" = p!(v*) @ po!(v") — BO(k) x BO(r), o qual é fibrado vetorial
de dimensao k + r.

Existe entdo aplicacdo classificante ' : BO(k) x BO(r) — BO(k + r) para v* x v",
ou seja, FI(VF) = pl(vF) @ po!(v") segue entdo que (F o h)!|(vF+7) = hI(F!(v*7)) =
() pal(r) @ pal () = (£, p1 () & (£, ) (7) = (o1 © (£, 9)!¥) & (s o
(f,oN'(v") = fI(v*F) @ g!(v") = n @ pu. Ou seja, F o h é aplicacio classificante para n @ p.
Em [3] é provado que

(Foh)*(T+vi+ -+ vgr) = (L+wi(n) + - +wi(n)) - (T +wi(p) + - +we(p))

Segue que W(n @ pu) = W(n) - W(u), como desejado.
|

Prova da propriedade 3 : Sabemos que BO(1) = RP>* = [J RP". Considere

n>1
entdao i : RP! — BO(1) a inclusdo natural. Seja b um 1—ciclo que representa o elemento

nao nulo de H;(RP') ~ Z, (na verdade b pode ser tomado como o caminho que d4 uma
volta completa em RP! = S! em qualquer sentido). Entdo i, : H;(RP') — H,(BO(1))
é tal que i.[b] = [i(b)] € H1(BO(1)) é o elemento nao nulo. Transpondo, concluimos que
i* : HY(BO(1)) — HY(RP?') é isomorfismo; segue, lembrando que H*(BO(1)) = Zy[v]
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com v; € H'(BO(1)), que i*(v;) = a € H'(RP'), o gerador. Por outro lado, considere o
fibrado universal v — BO(1), temos que o espaco total de v!' restrito a RP' € BO(1)

pode ser visto como E = {(m,v)|r é uma reta em R? e v € 7}. E também, o espago total
1

do fibrado-linha candnico €' — RP! ¢ 2

Pode-se mostrar que a aplicacao

, em que ~ identifica (x,r) com (—x,—r).

ST R

~

f: — F

f([z,7]) = (7, rz), em que 7 é a reta que passa pela origem e por x (e portanto por —zx), é

uma equivaléncia entre ¢! — RP! e v!|gp1, note que f([—z,—r]) = (7, —r(—2) = rz) dd
a boa definigao e ¢ facil ver que f comuta com as respectivas projegoes. Agora, i!(v!) =
v rpt que é equivalente a £ — RP!. Portanto, i : RP! — BO(1) é uma aplicagio
classificante para ' — RP!. Segue que W (¢! = RPY) =*(1+v) =1+ (vy) = 1 + «,

como queriamos.
[ |

Observacao 5.2. E claro que Id BO(n) — BO(n) € uma aplicagao classificante para
o fibrado universal v™ — BO(n). Seque que W (v") = Id*(1 + vy + --- +v,) = Id(1 +
v+t v,) =140+ + v, Isso justifica porque 1 + vy + - -+ + v, € H*(BO(n)) é
chamada “classe caracteristica universal”.

A Sequir, descreveremos alguns fatos sobre classes caracteristicas.

1. Seja X paracompacto. Denote por nR — X o fibrado vetorial trivial n—dimensional,
o qual, a menos de equivaléncia, tem espaco total X x R™. Sabemos que, se f : X —
BO(n) € uma aplicagao constante, entao fl(v™) € equivalente a nR — X, e portanto
f € uma aplicagao classificante para nR — X. Seja f(x) =7 € BO(n), entdo f se

fatora como f =10y

X L {1} —% BO(n)

em que i € a inclusdo. Portanto, ser > 1, como H"({n}) = {0} ({7} é um ponto),
temos f* = j*o1* : H(BO(n)) — H"(X) é o homomorfismo nulo. Segue que
WnR = X) = f*(1+v1+---+v,) =1, ou seja, w;(nR) =0 se 1 <j <n.

2. Denotemos por & — RP™ o fibrado linha canonico. Seja i : RP' — RP™ a inclusdo
natural. Da topologia algébrica bdsica, sabemos que i, : Hi(RPY) — H{(RP") leva
o elemento nao nulo de H,(RP') no elemento nio nulo de H,(RP"). Segue que
i* : HY(RP") — HY(RP') € tal que i*(8) = «, em que 3 é o elemento nio nulo de
HY(RP™) e a o elemento nao nulo de H'(RP').
ST xR

Por outro lado, o espaco total de £ — R™ ¢ , em que ~ identifica (z,7) a

(—z,—7). Portanto, o espago total de &} restrito a RP é
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SlxRCS”xR

aqui

St xR _ {(Iayao)”' 70)’T>}

~Y ~Y

Segue que a restrigio de & a RP ¢ equivalente a £&& — RP!, o que implica i!(&}) =

&L Entao pela propriedade 1 de classes caracteristicas, temos que

W(&) =i"(W(&)) = L +i"(wi(&,))

Dai, pela propriedade 3, concluimos que

i*(wy(€))) = a € HY(RPY). Mas i* : HY(RP") — HY(RPY) ¢ em particular,
injetora o que implica, lembrando que i*(8) = a, wi(&}) = B . Portanto W(E}) =
1+

3. E conhecido que o espago total do fibrado tangente a S™, T(S™) € o espagco {(p,v)|p €
Smewv € [pt} € 8" x R em que [p] € a reta em R que passa por p e pela

origem. Prova-se que o espaco total do fibrado tangente a RP™ € o espago quociente
T(S™)

, em que ~ identifica (p,v) com (—p,—v). Agora, o espago total do fibrado

ST xR
linha-canoénico £ — RP™ ¢

em que ~' identifica (p,r) com (—p,—r), e

portanto se tomarmos a soma de Whitney @ &} seu espago total serd

S™ x R™

na qual ~ identifica (p,w) com (—p, —w). Considere entio a soma de Whitney

T(RP") &R — RP"

em que R — RP™ € o fibrado trivial unidimensional. Seu espaco total € entao

T(S")

~Y

x R

ou seja, classes [(p,v,r)] = {(p,v,r), (=p,—v,7))}.

Por outro lado, a soma de Whitney @ () — RP") €
n+1

{(p,w)|p € S",w € R™1}

~Y

em que ~ identifica (p,w) com (—p, —w). Entao, dado [(p,w)] neste ultimo espago,

w € R™ e como R™ = T(S™), & [p], w se decompoe de forma tinica como
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w=uv+u, em que x € T(S™), e u € [p|, ou seja, w = r - p par algum r €
R. A aplicagio [(p,w)] — [(p,v,7)] € bem definida, pois w ~ —w acarreta, se
w=z+u—-w=—-v—ue—u=r(—p), ousea, (p,w) ~ (—p,—w) acarreta
(p,v,1) ~ (—p, —v,r). Pode-se mostrar que tal associagao € uma equivaléncia entre

T(RP™) &R e a soma de Whitney @ (&} — RP™).
n+1

Seque entao que
W(T(RP")) =W(T(RP")&R) =W((n+1)&¢&,) =W(E)"" =(1+a)""

Em particular, para 1 <i < n, w;(RP") = (") a' (mod 2).

Exemplo 5.1. W(RP?) = (1 + «)*, logo

wi(RP?) = (}a=0
wy(RP?) = (J)a? =0
ws(RP3) = (5)a® =0

Exemplo 5.2. W(RP?) = (1+ «)3, logo

(a=a

wy(RP?) = (3)a? = o?

2

w1 (RPZ)

Exemplo 5.3. O fibrado normal da esfera S™ em R™™! tem espaco total {(p,v)|p €
S"ewv e [p]} € S xR, Sewv € [p], v=rp para um dnico r € R. A aplicagio
(p,v) = (p,r) € S™ x R € uma equivaléncia entre tal fibrado normal e o fibrado
trivial unidimensional R — S™. A soma de Whitney T(S™) @ R € equivalente ao
fibrado trivial R — S™. Segue que W(T'(S™) ®R) =1 o que implica W (S") = 1,
pois W(R) = 1.

. Sejam M™, V™ variedades fechadas C*. Juntando a definicio do fibrado tangente

a uma variedade com o fato de que uma carta local em torno de um ponto (p,v) €
M™ x V™ pode ser tomara como um produto de cartas locais em torno de p € M"™

ev e V™, conclui-se entao que

T(M" x V™) = T(M™) x T(V™)
o qual ja foi visto ser equivalente a pi!(T(M™)) @ p!(T'(V'™)), em que py e py sGo

as projecoes (x,y) — x e (x,y) — y respectivamente. Segque que

W(T(M" x V™)) =W(M" x V™) =W (p(T(M"))) - W(p(T'(V™))) =
Py (W (M™)) - ps(W (V™)) = W(M™) x W(V™) (produto cross)
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Exemplo 5.4. Sejam a € H'(RP*) e 8 € H'(RP®) os geradores. Entdo
W(RP*xRP?) = W(RPH)xW(RP°) = (1+a)°x(1+8)° = (1+a+a’)x (1+5°+5") =
(141 xp%) =1 xpY)+ (ax1)+(ax )+ (axf)+ (' x 1)+ (a' x 52) + (o' x ?)

e portanto,

)

( )
wy(RP* x RP?) = o x 32
wy(RP* x RP%) = (1 x %) + (a* x 1)
ws(RP* x RP%) = a x p*
we(RP* x RP%) = (o' x 5?)
wi(RP* x RP) = 0
wg(RP* x RP%) = o* x p*
we(RP* x RP%) = 0

Observacgao 5.3. 1 x *+a* x 1 # 0 uma vez que vimos previamente que 1 x 3* e a x 1
participam de uma base aditiva de H*(RP* x RP?).

5.1 Classes tangenciais de algumas variedades

Veremos agora a nocao de dois fibrados vetoriais serem estavelmente equivalentes, util

para o calculo da classe caracteristica de um determinado fibrado.

Definicao 5.2. Sejam n e v dois fibrados vetoriais com dimensdées m e n, respectivamente,
ondem < n. Dizemos quen e p sao estavelmente equivalentes se existem fibrados vetoriais
triviais n' e p' com dimensoes r >0, s > 0, onde m+r = n+ s, de tal sorte que a soma

de Whitney n @ n' € equivalente a & p'.

Note que, para que dois fibrados vetoriais sejam equivalentes, as dimensoes devem ser

iguais, o mesmo nao ¢é necessario para que sejam estavelmente equivalentes.
Proposicao 5.1. Se n e p sao estavelmente equivalentes, entao W(n) = W(u).

Demonstracgao: Com as notagoes da definigao acima, existem 7’ e i fibrados triviais,

de modo que n @ 1’ é equivalente a @ i, o que implica
W) =W(p) - 1=W(peu)=When)=Wmn) 1=W(m)

n
Em [6] Dold apresentou a classe tangencial de P(m,n), mostrando que o fibrado

tangente a P(m,n) é estavelmente equivalente a @& & @ n em que £ — P(m,n) é o
m n+1
fibrado unidimensional dado pelo pullback do fibrado-linha candénico sobre RP™, via a

aplicagao [z, 2] — [z] de P(m,n) em RP™, cuja induzida em cohomologia H'(RP™) —

H'(P(m,n)) leva o gerador a em ¢, o que acarreta em W (£) = 1 + ¢. Por outro lado, o
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fibrado n — P(m,n) é um fibrado bidimensional real, ”"herdado”do fibrado linha canénico

complexo u — CP", o qual possui espacgo total

S2n+1 % C

~Y

em que a relacdo ~ identifica cada érbita da acdo de S* em S?"*! x C, dada por

A ("7’17227"' 7Zn+lazn+2) = <)\ 217)‘ TRyttt 7)" ZnJrl?)"szrQ)

S2n+1 x C
- " .
e projegio ————— — RP" dada por (21,22, , Znt1, Znsa] = [21, 22,0+, Zuy1], cUja

fibra é homeom(;fa a C.

E conhecido, da literatura, que W (u) = 1+ 8, em que 8 € H2(RP") é o gerador.

Ao passar S™ x CP™ ao quociente pela involugao que origina P(m,n) (antipodal x
conjugagcao), p passa por um processo de ”tensorializa¢ao” por £, originando n — P(m,n),

de tal sorte que W(n) = 1+ ¢+ d, e entdo segue que

W(P(m,n))=(1+c)™ - (1+c+d)""

Em [5] C.T.C. Wall introduziu as variedades Q(m,n), as quais chamaremos de ”vari-
edades de Wall” (ao contrario das variedades de Dold, tais variedades foram pouco explo-
radas posteriormente, por isso ndo possuem um nome especifico) e detalhemos a seguir
sua construcao. Considere a involucao suave T' x Id : S™ x CP™ — 8™ x CP™, em que
T:5™— S™é dada por

T(.Thl'g, e 7xm7xm+1> — ($1,$27 oty Ty, _mm—l—l)-

Lema 5.1. Considere as involugoes S : M — M eT : M — M, em que M € um conjunto

arbitrario. Se T'o S = S oT entao as aplicagoes

T: e S :

S
S
S
IS

sao involugoes suaves.

Usando o lema, vamos verificar que 7' x Id comuta com A x C' (antipodal x conjugacao,
da defini¢ao de P(m,n)) a fim de obtermos a boa defini¢ao da aplicagdo T'xId : P(m,n) —

P(m,n). Temos

(T X ]d) © (A X C)(l’l,l'g, 5 Ty T, [217 T ;zn—i-l]) =
(T X Id)<—$1, —T2, ", —Tm, —Tm+1, [2_17 T 7Zn+1]) -

<_~T17 2, —Tm; Tm+1, [z_la e 7Zn+1])

por outro lado
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(A X C) o (T X [d)(xl,l’g, Ty L1, [21, s 7Zn+1]) =
(A X C)<:U17x27 sy Tmy —Tm4, [217 T 7Zn+1]) =

<—]71, —X, 0y — Ty, xm-{-la [Z_la e 7Zn+1])

Desta forma, T' x Id : S™ x CP"™ — S™ x CP" define, por passagem ao quociente,

uma involugao suave em P(m,n), a qual denotamos por ¢ : P(m,n) — P(m,n).

Observacao 5.4. Seja M™ qualquer variedade fechada e suave, e seja f : M™ — M™
um difeomorfismo suave. Denote I = [0,1] com a topologia euclidiana, e em M™ x I
considere a relagao de equivaléncia ~ definida pela particio que individualiza os pontos
da forma (m,t) com 0 < t < 1 e contém os subconjuntos bindrios {(m,0),(f(m),1)},
para todo m € M™. Informalmente, identificamos o conjunto {(m,0)m € M"}, que
¢ uma componente de bordo difeomorfa a M"™, ao conjunto {(f(m),1)|m € M"} que
¢ a outra componente de bordo de M™ x I, também difeomorfa a M™. Dado (m,0),
seja (W,0) uma carta local (de bordo) em torno de (m,0), considere o difeomorfismo
D:M"x I — M"xI dado por I'(m,t) = (f(m),1 —t), a escolha de (W,0) pode ser

feita suficientemente pequena, de tal sorte que W € difeomorfa a uma semi-bola de R

wurmw
e com T(W)NW = 0. Dessa forma, # ¢ difeomorfa a uma bola aberta de R™
M™x I
e é dominio de uma carta local interior (ndao de bordo) de * 2 Mais ainda, como
M™x I

M™ é compacta, seque M™ x I compacta e com isso ¢ variedade suave fechada

n

~Y

1
por W(M™,T).

de dimensao n + 1. Podemos denotar

~Y

Usando a construcao acima podemos definir:

Defini¢ao 5.3. [Variedade de Wall|Considere a involugio suave ¢ : P(m,n) — P(m,n)
mencionada anteriormente. Pela construcao acima temos a variedade fechada e suave
W(P(m,n),¢) de dimensao m + 2n + 1; essa €, por defini¢ao, a variedades de Wall
denotada por Q(m,n).

Em [5], Wall, usando sequéncias espectrais e outras técnicas finas, determinou o
anel de cohomologia H*(Q(m,n)), o qual é polinomialmente gerado por elementos
r,c € HY(Q(m,n)) e d € H*(Q(m,n)), truncado pelas relagoes z*> = 0, d"™' = 0 e

m+1

c = " - x. Mais ainda, Wall provou que a classe tangencial de Q(m,n) é

W(Q(m,n))=(1+c+d) - (1+ c)m_l (I+c+ d)”“

Exemplo 5.5. Considere M = Q(3,2), H*(M) € gerado polinomialmente por c,x €
HY(M) e d € H*(M) truncado por 2> =0, d* =0 e c* = ¢ -z, com isso ¢® = c' -z =
322 =0. M tem dimensdo 8 e

HY (M) = Zs(c) & Zs(x)

HA(M) = Zo(c - ) @ Zo(d)
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H3(M) = Zs(c?) & Zy(c - d)

HYM) = Zs(c*) @ Zy(c? - d) @ Zy(c-x - d)

H(M) = Zy(c - d) ® Zy(* - d - x) D Zo(c- d*) ® Zy(x - d?)
HS(M) = Zo(c* - d) ® Zo(c? - d*) @ Zsy(c - x - d°)

H (M) = Zy(c? - d*) ® Zy(* - d* - @)

H8(M) = Zy(c* - d?)

Além disso,
W(M)=1+c+z)1+c)?*(I+c+d)P=1+c+d)(1+A1+c+d)(1+*+d%) =
l+ct+r+A+a+S)(14+c++d+E+d*+dc® + cd?). seque que

wi (M) =z

wy(M)=c+d+F+zc=d+cx

ws(M) =+ +ed+x+xd+ A +ac®+ & =cd+xd
wy(M)=d*>+d? +c* +ad+ A +Ad+ad+ct =d+
ws(M) = cd? 4 ed® + dc® + cd® + xdc® = dc® + zd® + xdc?
we(M) = Ad? + xed® + Ad? + dc* = zed® + det

wr (M) = 3d* + x2d? + Ad* = x*d?

wg(M) = 23d? + *d* = 0
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Capitulo 6
Exemplos de nao imersao

Conforme comentado anteriormente, se M™ é uma variedade suave e fechada, existe as-
sociado a ela um numero i(M"), relacionado ao “problema da imersao de M™”; especi-
ficamente, n + 1 < i(M") < 2n — a(n) em que a(n) é o numero de potencias de 2 que
participam da expansdo binéria de n, e i(M™) é tal que M™ imerge em R*M") e ndo imerge
em R¥M™)-1

Classes caracteristicas fornecem um método para detectar nao imersoes, através dos

seguintes resultados.

Teorema 6.1. Suponha que M"™ imerge em RP, com n+1 < p < 2n — a(n). Seja n/

o fibrado normal desta imersao. Entdo W(n') = 1+ uy + ug + - - - up_, ndo depende da

. ~ , - 1 . n
mmersao e € igual a Wiy ¢m que T €0 fibrado tangente a M™.

Demonstragao: Recordemos que 7' é equivalente ao fibrado normal de M", o qual

denotaremos por 1, e n @ 7 ¢ o fibrado trivial de dimensao RP. Com isso W(n@& 1) =10

que implica W (n) = ﬁ e portanto W(n') = Wl(T).

Corolario 6.1. Se a classe caracteristica de dimensao j do fibrado normal da imersao

(uj do enunciado acima) é nao nulo, entio M™ ndo imerge em R"~1,

Demonstragao: Se M" imergisse em R"™/~! seu fibrado normal da imersao teria

dimensao (n+j —1) —n = j — 1 o que implicaria u; = 0, contrariando a hipdtese. [

Observacao 6.1. Note que a prova do fato acima so depende do fato de que u; # 0 para
algum 7, no entanto, o maior tal j € o mais interessante, pois dd o melhor resultado de

nao 1mersao.

Precisamos explicar tecnicamente o teorema acima e descrever algumas técnicas com-
putacionais que viabilizam alguns cédlculos na direcao pretendida.

Dado um anel de cohomologia H*(M), considere B" C H*(M) a cole¢ao de elementos
do tipo 1 + 1 + 9 + - - - x,,, em que p > 0, z; tem grau i e z, # 0 (evidentemente, algum

x; pode ser nulo para i < p). Entdo B = B’ U {1} é um grupo multiplicativo. De fato,
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tal colegao é fechada sob o produto cup e todo elemento 1 + x; + -+ + z, tem inverso

14y + -y, em B, o qual é obtido recursivamente através da equagao

Q+zi4+-+z)l+y+-+y)=1

comparando as partes homogéneas dos dois lados da igualdade. Dessa forma, obtemos
x1+y1 = 0 e entdo y; = 7 (coeficientes em Zs), xo + x1y; + y2 = 0 implica y; = m% + x5.

Indutivamente, se conhecemos y, - - - ,y;—1 entao obtemos y; fazendo:

J J
Z ryj—i = 0= y; = Z LilYj—i
=0 i=1

Em particular, se M™ é uma variedade suave e fechada, W(M") =14+ w; + ---w, €

B C H*(M™), segue que existe , a qual é a classe caracteristica do fibrado normal

1
de qualquer imersao de M™ em um espaco euclidiano. Portanto, se 7 é o maior natural
é nao nula, entdao M™ nio imerge em R™"/~1,
1
O primeiro deles, muito importante computacionalmente, é o teorema de Lucas, o qual

tal que a classe de dimensao j de W

A seguir, descreveremos alguns resultados que facilitam o célculo de

facilita a tarefa de detectar a paridade de coeficientes binomiais

() = 5

Tal teorema é relacionado com o fato de que todo nimero natural n > 0 possui sua
expansao binaria de forma tnica, ou seja, n pode ser escrito como uma soma de poténcias
de 2

n:2-731_|__.._'_21}p
em que r1 > 0ex; > x;_1 parai=2,...,p. Com isso, se 1 = 0, n é impar e se 1 > 0,

n é par.

Exemplo 6.1. 56 = 23 + 2% +2°

86 =1+4+22424 426

Dados naturais n, m dizemos que ”a expansao binaria de n estd contida na expansao
binaria de m”, se cada poténcia de 2 que participa da expansao de n, também participa

da expansao de m, nesse caso, obviamente n < m.

Teorema 6.2 (Teorema de Lucas). Dados naturais n,m com n < m, (’:) € impar, se e

somente se, a erpansdao bindria de n estd contida na expansdao bindria de m.

Exemplo 6.2. (22) € par
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Corolario 6.2. Sen ¢ impar e m € par, com n < m, seque que (TT'Z) ¢ par.

Considere a seguir um Zs—modulo M, o qual adicionalmente é um anel comutativo

com unidade.

Lema 6.1. Considere um elemento de M da forma 1+ oy + -+ + oy, ap #0 e oy # @
para todo i # j (pois caso contrdrio a; + a; = 0). Entao

(I+ar+-+a) =1+ +-- +a*

p

Demonstragao: Faremos indugao sobre p > 2. Se p = 2,

2 os

28 i 52°—

o =

(a4 B =3 ( 2. )a 3
=0

Como M é Zy—mdbdulo (21) = 0 se, e somente se, for impar. Note que (205) =1= (gs),

portanto a’$% e o’ 3% sobrevivem. Para 0 < i < 2%, a expansao bindria de i ndo contém

2%, e pelo teorema de Lucas segue que (2;) ¢ par. Logo

(a+pB)* =a* +p*%

e segue o resultado para p = 2. Indutivamente, suponha vélido para p — 1 > 2. Entao
p=3e
(a1+as+-4ap)” = (a1t Fap1)+0)* = (+as+-Fap1)” +al =
af 4+ 041205 o que conclui a demonstragao.
[
Tomemos agora M variedade suave n—dimensional, e considere o grupo multiplicativo
B C H*(M) previamente definido.

Lema 6.2. Tomea € B, a =1+ x1 + - + . Seja 2° a menor poténcia de 2 tal que
22 =0 V1 <i<p (por exemplo se n < 2°, em que n € a dimensdio de M ). Entdo, para

qualquer natural 0 < r < 2° temos

! ! = (T4 o+t
_— = = X g €T .. T
o (ITta 4+, ! ’

Demonstragao:

(I4z 4+ +a,)  (I+a++2,) 7" =142+ +1,)7 = 14_1-%34_...1-23 =1
uma vez que o Zo—modulo H*(M) é um anel comutativo com unidade e para o € H*(M),

temos of =0 set >n = dim(M). n

Observagao 6.2. Ser > 2%, r=2°4+1,1>0, o =a* -a! = ! e portanto o teorema

s6 € relevante para 0 < r < 2°
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6.1 Alguns exemplos de nao imersao

O exemplo abaixo é famoso e pode ser visto em [2], e mostra, em particular, que o Teorema

de Cohen nao pode ser melhorado.
Teorema 6.3. i(RP?") = 2(2!) — 1

Demonstragao: Pelo Teorema de Cohen, RP? imerge em R22~2() = R22'~1  Por
outro lado, W(RP?) = (1 + a)?**!, em que o € H(RP?) é o gerador, entdo a menor

poténcia de 2 maior que dim(RP?") = 2! é 2'+1 portanto

1
W(RP?)

1

= (14 a)? =) = (1 4 a)* !

e o coeficiente de o ! nessa classe é (Qt_l) = 1(mod 2). Segue que War_y(n) = o> 1,

261
em que 7 ¢ o fibrado normal de qualquer imersio de RP?" em um espaco euclidiano. Com

t_1)\_ t4+1__ ,
@ =D-1 = R -2 como querfamos.

isso, pelo Teorema 6.1 RP? nao imerge em R+
Quando o teorema acima foi apresentado, no livro do Milnor, o Teorema de Cohen
ainda nao tinha sido provado. Entretanto, ja observamos anteriormente que, para o caso
em que a dimensao n da variedade em questao é uma poténcia de 2, os teoremas de
Whitney e Cohen coincidem, pois nesse caso a(n) = 1.
Nossa contribuicao, nessa dissertacao, sera resolver o problema da imersao para al-
gumas variedades de Dold e de Wall, utilizando algumas ferramentas algébricas, que

facilitam o célculo de a saber, os lemas 6.1 e 6.2, decorrentes do teorema de

1
W(Mr)’
Lucas. Também sera fortemente utilizada a melhora fornecida pelo Teorema de Cohen
em relagao ao de Whitney, ou seja, com o Teorema de Whitney nao seria possivel obter
tais solugoes.

Também apresentaremos alguns calculos para outros exemplos de tais variedades, nos

quais i(M™) é calculado a menos de poucos ”gaps”de dimensao.
Teorema 6.4. i(P(2°,2)) = 2571 + 2772 — 2 em que 1 < 2° < 2°

Demonstracao: Conforme visto anteriormente (se¢ao 5.1), W(P(2%,2")) = (1 +

)% (14 ¢+ d)*+!, com isso:

1

s+1__9s t+1_ (ot s t__
W(P(2s,20) 1+ F(Q4ec+d)* TV =1+)1+c+ad)*

~ . . ~ s ot 1
entao, o elemento de maior dimensdao c? (2t_1

6.1, segue que P(2°,2") nao imerge em RP com p = (2° + 2/71) + (25 +2(2' — 1)) — 1 =
2s+l + 2t+2 —3.

Por outro lado, pelo Teorema de Cohen, P (2%, 2!) imerge em R? com p = 257142012

t__ . ;.
)d* ! sobrevive e, portanto, do Coroldrio

portanto i(P(2%,2")) = 25T + 281 — 2 como querfamos. I

Teorema 6.5. i(Q(2%,2")) = 2571 + 2172 — 1 em que 1 < 2° < 2!



6.1. Alguns exemplos de nao imersao 51

Demonstragao: Sabemos que W(Q(2°,2)) = (1 +c+2)(14+¢)> (1 4+ c+d)* !, 0
que implica

W = (1 +c+ :E)stl(l + 6)28+17(2571)(1 +eo+ d)2t+17(2t+1) _
L+ et o) 227 (14 o T (14 e+ d)? ! =

(

(It+et)(1+PA+e” - (L+ ) 1+ (I+et+d)” ' =
(It+c+z)1+F)1+c+d)* 1=

(I+ct+a) A+ '+ &) A +c+d)? ' =

1+ T+ +e((1+ ) T+ )+ (A + )P T+ )L+ e+ a)*

com isso, a classe de dimensao 2% + 2(2¢ — 1), é:
2 28 251y 2t—1 25—1 gat—1
Waos yot+1_9 = (¢ + ¢ +xc® " )d =xc* d

que é nao nulo, portanto Q(2%,2%) niao imerge em R? com p = (2°+ 21 +1) + (25 +2(2f —
1))—1 =25t 42722 Por outro lado, o Teorema de Cohen nos diz que Q(2%,2) imerge
em 2(254+2M +1) — (254201 1) = 257142072 1 portanto 1(Q(2%,2!)) = 251 42072 -1,
como queriamos. [

Note que, se tivéssemos usado o Teorema de Whitney, em vez do Teorema de Cohen,
concluirfamos, no teorema 6.4, que i(P(2%,2")) € {2571 42042 -2 25F1 4 2421} restando
divida em relacao a dimensao 257! + 2072 — 2. E também, no teorema 6.5 obterfamos
i(Q(2%,2Y) € {2511 2072 —2 25T 4 2172 1} ou seja, restaria divida quanto & dimensao
25TL 4 21+2 _ 9 nesses casos, dizemos que o problema da imersao foi solucionado a menos
de um gap (uma dimensao).

Mostraremos agora, alguns exemplos de nao imersao de espagos projetivos, em que o

problema ¢é solucionado a menos de alguns gaps.

Teorema 6.6. 2/t — 1 < i(RP¥+%) <21 — 14 2%k —a(k) emque 1 < k<2 —1ea é
o gerador de H'(RP+F).

Demonstragao: Sabemos que W(RP2 %) = (1 4 a)? T+ | entio:
m _ (1 + a)2t+1_(2t+k+1) _ (1 + a)zt_(k—i—l)

com isso, o elemento nio nulo de maior dimensio é a2 ~**+1 ¢ portanto, do coroldrio 6.1
segue que RP?** nao imerge em R? com p = 28 + k + 2! — (k4 1) — 1 = 2" — 2. Pelo
Teorema de Cohen, RP*** imerge em 2(2! + k) — a(2! + k) =2 — 1+ 2k —a(k). =

Os exemplos mais interessantes de aplicacao do Teorema 6.6, os quais deixam o0s

menores gaps (um, trés e quatro respectivamente) sao:
Coroldrio 6.3. W(RP?*1) ¢ {2t+1 — 1,2t+1}
Corolario 6.4. W(RP?+2) ¢ {2t+1 — 1 2041 9041 1 ] 9t+1 4 91

Corolério 6.5. W(RP?*3) ¢ {2r+1 — 1 2+ ot+1 ] ot+1 4 9 9t+1 4 3}
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