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RESUMO

Nessa dissertacdo € mostrada a aplicabilidade da Teoria Moderna de Portfolio de Harry M.
Markowitz, aliada a Pesquisa Operacional, na diversificacdo de acGes em uma carteira de
investimento, minimizando risco total do portfélio com um dado retorno esperado. Entdo,
utiliza—se a Programacdo Linear para modelar a varidncia da carteira e o Método Simplex
para determinar a carteira 6tima. Em uma segunda etapa utiliza—se a Programacao Quadratica
para modelar a variancia da carteirae implementa—se o modelo no software MATLAB.

Diante desses resultados, discutem—se quais as vantagens e relevancias desses resultados.

Palavras chave: Programacdo Linear. Método Simplex. Teoria Moderna de Portfolio de

Markowitz.



ABSTRACT

It is shown in this dissertation the applicability of Harry M. Markowitz’s Modern Theory,
allied to Operation Research, in the diversification of actions in an investment portfolio,
minimizing its total risk in a given expected feedback. So, Linear Programming is used in
order to model the portfolio’s variance, and the Simplex Method to determine the optimized
portfolio. In a second step, Quadract Programming is used in order to model the portfolio’s
variance and the model is implemented in the software MATLAB. Based on the results, their

relevance an advantages are discussed.

Key-words: Linear Programming. Simplex Method. Harry M. Markowitz’s Modern Theory.
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INTRODUCAO

O conceito de Otimizacéo é estudado pelo homem desde muito tempo e esta ligado a
ideia de alocar recursos escassos entre atividades competitivas, da melhor maneira possivel, a
fim de se atingir ao objetivo esperado.

Desde seu surgimento, credita—se a ela 0 aumento da produtividade econdmica em
diversos paises, através de processos e modelos que tém grande impacto na melhoria da
eficiéncia das organizacdes, e € aqui que entra a matematica.

A fim de se encontrar processos, ferramentas e modelos que permitam tomar decisdes
baseadas em ldégica (e ndo na intuicdo), a mateméatica cada vez mais auxilia esse
procedimento. Uma das formas encontradas é a Programacéo Linear.

A Programacdo Linear utiliza—se de modelos matematicos, fazendo uso de funcgdes e
equacdes lineares, para planejar atividades que permitam se chegar ao resultado 6timo.

Em 1947, na busca de métodos para solucionar problemas de Programacdo Linear,
George Dantzig desenvolveu o Método Simplex. Nos dias de hoje, esse processo €
considerado extremamente eficiente e usado rotineiramente para solucionar problemas de
grande porte, com utilizacbes de computadores. Sua grande aceitacdo deve-se a sua
capacidade de se alcancar solu¢Ges num tempo cabivel e na sua forma simples de proceder.

Dentre os inumeros problemas de Programacdo Linear que podem ser resolvidos
através do Simplex, a otimizacdo de carteiras de investimentos vem ganhando area nos
ultimos tempos, com a adesao de investidores a utilizacdo de técnicas cientificas que visam
aprimorar suas decisoes.

Em 1952, Harry M. Markowitz publicou seu estudo sobre teoria moderna de financas,
o Portfolio Selection, considerado o primeiro trabalho a modelar matematicamente a ideia de
diversificacdo de investimento, buscando a maximizacéo do retorno esperado do portfolio na
minimizagcdo do impacto do risco, levando—o a, em 1990, receber o Prémio Nobel de
Economia.

O objetivo dessa dissertacdo € mostrar a aplicabilidade da Teoria Moderna de Portfolio
de Markowitz, aliada a Programacédo Linear, na diversificacdo de agdes em uma carteira de
investimento, minimizando o risco da carteira para se atingir um retorno esperado minimo.

No capitulo 1 é feito um breve relato sobre a histdria da Pesquisa Operacional e da

Programacdo Linear. Nele é descrito o contexto historico de seu surgimento e trés a evolucdo
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desses conceitos até os dias atuais, através dos trabalhos de seus personagens mais
importantes.

No capitulo 2 séo descritos os problemas de Pesquisa Operacional e de Programacéo
Linear. Aqui sdo tratadas suas definicdes e tipos, bem como os passos para se modelar um
problema.

Dentre os principais tipos de problemas de Pesquisa Operacional estdo os de
Programacao Linear. Sua definigdo, seus tipos e forma matricial estdo presentes no capitulo 3.

Os modelos matematicos de Programacdo Linear sdo determinados pela maximizacéao
ou minimizagdo da funcdo objetivo, sujeito a equacdes lineares, sendo possivel encontrar sua
solucdo pelo método gréfico, quando possuem até trés dimensdes, discutido no capitulo 4.

No capitulo 5, aborda—se que em problemas reais, com muitas variaveis e restricoes,
ndo é possivel buscar as solucBes através da representacdo grafica da situacdo. Desse modo
define-se 0 que é Solucdo Bésica e Solucdo Bésica Factivel e, através do Teorema da
Equivaléncia de Pontos Extremos e SolucGes Basicas € demonstrada a relagdo entre os pontos
extremos da regido factivel e as solucGes basicas factiveis.

Para casos de duas ou trés variaveis de decisdo, pode — se usar o0 método grafico para
se resolver problemas de Programacdo Linear. Ja em problemas reais com mais variaveis faz—
se necessario encontrar uma metodologia capaz de resolver tais problemas, de forma eficiente.
Entre varias outras se tem o Método Simplex, definido e demonstrado no capitulo 6.

No capitulo 7, verifica—se que todo problema de Programacdo Linear tem associado a
si outro problema de Programacdo Linear, chamado de dual e em situa¢fes que a quantidade
de célculos realizados no Simplex € grande, pode-se reduzi—lo substituindo o modelo primal
pelo modelo dual.

No capitulo 8, é feito um breve histérico da maximizacdo do investimento de capital,
trazendo desde o surgimento do comercio, baseado em trocas de produtos, até os dias de hoje,
com a economia virtual. Apresenta também a evolucdo da Matematica Financeira até o
surgimento da Teoria Moderna de Portfolios de Harry M. Markowitz.

Os conceitos estatisticos basicos para essa teoria, bem como as definicdes e termos em
financgas, para se entendé—la, estdo presentes no capitulo 9.

O capitulo 10 trés o desenvolvimento da Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz,
0 capitulo 11 descreve uma aplicacdo da Programacdo Linear na selecdo de carteiras de

investimento, com base em 5 ativos e as Conclusdes sdo trazidas posteriormente.
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1. BREVE HISTORICO

1.1 — Breve historico da Pesquisa Operacional

O termo Pesquisa Operacional vem do inglés operational research, e foi utilizado pela
primeira vez nos primordios da Segunda Guerra Mundial. Em razdo do empreendimento da
guerra, houve escassez de recursos em diversas atividades militares. Assim, foi necessario
determinar a melhor utilizagdo desses recursos e sua alocagao eficiente. Entdo, os comandos
militares britdnico e norte — americano convocaram pesquisadores para resolver estes
problemas de forma cientifica. Dessa forma, foi solicitada a realizacdo de pesquisas sobre
operagoes militares [1].

O surgimento da expressdo Pesquisa Operacional foi atribuido ao superintendente
inglés A. P. Rowe que, na Inglaterra, em 1934, durante a segunda guerra mundial, coordenava
equipes para examinar a eficiéncia de técnicas de operagdes com radares. Tais grupos de
cientistas foram liderados pelo grupo do fisico inglés Blackett [2].

Blackett chefiou um grupo de matemadticos, fisicos e engenheiros com o objetivo de
estudar os problemas de estratégias e taticas associadas a defesa do territorio, avaliando e
reposicionando os radares para vigiar os espacos terrestre ¢ aéreo [2]. Esta equipe ficou
conhecida como Circulo de Blackett. E a convocagdo deste grupo marcou a primeira atividade
formal de Pesquisa Operacional [3].

O uso dessa nova ferramenta, o radar, possibilitou grandes vitorias para o lado dos
aliados, como na vitéria da Batalha aérea nos céus da Gra—Bretanha, na Batalha do Atlantico
Norte, administrando operagdes antissubmarinos e de comboio, € na Campanha Britanica do
Pacifico [1].

Apods o fim da Segunda Guerra, a Pesquisa Operacional evolui rapidamente, onde
equipes de analistas operacionais comegaram a se expandir na Gra—Bretanha, Canada,
Australia e Estados Unidos, dando continuidade as pesquisa operacionais, mas nesse
momento, a operagdes ndo militares [5].

Ainda com enfoque militar, os Estados Unidos foram os responsaveis pela propagacao
da Pesquisa Operacional no ocidente. Isso se deve a equipe de cientistas coordenada pelo
economista Marshall Wood e pelo matematico George Dantzig que, em 1947, implantaram o
projeto SCOOP (Scientific Computation of Optimal Programs), no Pentdgono, com o objetivo

de apoiar decisdes de operagdes na forca aérea americana [2].
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Durante esse projeto, Dantzig desenvolveu, testou e formalizou o Método Simplex
para resolver problemas de Otimiza¢do Linear (Programac¢do Linear), com base nos trabalhos
de Kantorovich [1] que, em 1939, formula um problema de Programacdo Linear em seu
“M¢étodos Matematicos de Organizacdo e Planejamento da Produc¢do”, mas nao apresentou
um algoritmo de resolucao [4].

A partir da década de 50 os setores publicos e privados demonstraram grande interesse
na Pesquisa Operacional, aplicando este conhecimento em diversos setores, como mineragao,
metalurgia, construcao civil e militar, téxtil, farmacéutico, bancario, transportes, coleta de
lixo, transporte e policia. Desde entdo, outros ramos industriais, financeiros, producdo e
logistica vem aplicando tais conhecimentos, incluindo industrias de alimentos, automdveis,
aviagdo, computadores, eletronica, metalurgia, mineragdo, misseis, moveis, papel, petroleo,
telecomunicagdes, transportes, bancos, seguradoras, hospitais, bibliotecas, sistemas judiciais,
agencias de turismo, energia, esportes, transito, governamentais etc [2].

Sdo dois os fatores que possibilitaram o desenvolvimento da Pesquisa Operacional.
Em primeiro lugar, destaca—se a forte concorréncia no periodo pds—guerra, levando as
empresas a uma notdria melhoria na gestdo e planejamento empresarial. Outro destaque cabe
a evolucdo computacional e nas telecomunicagdes, acarretando na facilidade de se resolver
uma grande gama de problemas reais, sendo esses cada vez mais complexos [3].

Em 1952, foi fundada a sociedade cientifica americana de Pesquisa Operacional

(ORSA — Operations Research Society of America), onde o foco de trabalho dos cientistas
americanos estava voltado em modelos e métodos matematicos com énfase em diversos
temas, como teorias de estoques, substituicoes de equipamentos, teorias de filas, programagao
de tarefas em maquinas, teoria dos jogos, fluxos em redes e otimizacao linear.
Em 1953, foi criada a sociedade inglesa de Pesquisa Operacional (ORS — Operations
Research Society), onde cientistas ingleses tinham como foco de trabalho estudos de caso ou
problemas especificos. Também neste mesmo ano foi fundado, nos Estados Unidos, a TIMS —
The Institute of Management Sciences.

Em 1957 foi realizada a primeira conferéncia internacional de Pesquisa Operacional,
onde se destaca essa diferenca de foco entre os cientistas operacionais ingleses e americanos.

No Brasil, a Pesquisa Operacional foi se instalando aos poucos, vindo primeiramente
as Universidades, como na Escola Politécnica da USP, no curso de Engenharia de Produgao

(1957), e no ITA no curso de mesmo nome, em 1959. Esse curso, tanto na USP quanto no
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ITA, foi contemplado com as seguintes disciplinas, relacionadas a Pesquisa Operacional:
Programagdo Linear, Teoria dos Jogos, Simulagdo, Teoria de Filas e Estatistica.

Na década de 60, a Pesquisa Operacional entra nas Universidades, em cursos de pos—
graduacao. Mas, a partir da década de 70, era contemplada em cursos de graduacao [2]. Nesse
periodo, com a atuag@o de varios professores no setor privado, teve inicio uma leve parceria
entre Universidade e Industria, possibilitando a Pesquisa Operacional resolver alguns
problemas reais. O primeiro grupo de dessa ideia no Brasil, voltado a empresas, foi
estabelecido na Petrobras, em 1965 [5].

Em 1968, a Pesquisa Operacional inicia—se, de fato, no Brasil, num grande simposio,
realizado no ITA em Sao José¢ dos Campos. Logo apos ¢ fundada a SOBRAPO (Sociedade
Brasileira de Pesquisa Operacional) [2].

Diante de varias defini¢des, pode—se dizer que a Pesquisa Operacional, ¢ a “arte de
aplicar técnicas de modelagem a problemas de decisao por meio de métodos matematicos e
estatisticos, buscando encontrar uma solu¢do 6tima de maneira sistémica”, levando em
considera¢do a interacdo com o ambiente, na modelagem de um problema [6].

A Pesquisa Operacional possui varias partes, sendo a Programacdo Linear um dos
ramos mais desenvolvidos e utilizados. Onde se caracteriza por utilizar métodos de calculo
baseado na execucdo repetida de operagdes relativamente simples, beneficiando—se do
advento do computador [4].

A seguir, apresenta—se um breve histérico sobre a Programagao Linear.

1.2— Breve historico da Programacao Linear

A Pesquisa Operacional, consolidada a partir da Segunda Guerra Mundial, vem
estruturar processos e, a partir da modelagem matematica, encontrar, de maneira sistémica, a
melhor solugdo. Nesta perspectiva, caracterizado por utilizar procedimentos de calculos
baseados na execucdo repetida de operagdes relativamente simples, beneficiando—se do
advento do computador, surge a Programacao Linear [4].

Para se encontrar a solu¢do de problemas modelados através da Programacao Linear,
Dantzig desenvolve, com base nos trabalhos de Kantorovich, o Método Simplex. Este método
se constitui de um algoritmo de resolucdo de problemas de Programacgao Linear, sendo o

primeiro a reconhecer que um programa de planejamento poderia ser expresso por um sistema
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de inequagdes lineares e sendo o primeiro a apresentar, na forma de expressao matematica
explicita, um critério para a sele¢do do melhor plano, a fun¢ao objetivo [6].

Além dos trabalhos de Kantorovich, outros dois desenvolvimentos, ambos do inicio do
século XX, estimularam o crescimento da Programacao Linear. O primeiro ocorreu com John
von Newman, que publicou em 1928 o “Teorema Central da Teoria dos Jogos” onde a
composi¢do jogos—economia estimulou um maior interesse em Programagdo Linear e, em
1944, publicou “Theory of Games and Economic Behavior”, onde formula um modelo de
Programacdo Linear dindmica. Ja o segundo ocorreu com Leontief, em 1936, onde em seu
artigo “Quantitative input and output Relations in the Economics Systems of the United
States”, ele apresenta um modelo matricial linear que posteriormente veio a ser utilizado na
forma de problema de Programacao Linear [4].

Em 1949, T. C. Koopmans organizou a célebre conferéncia Cowles Commission for
Research in Economics, sobre Programagdo Linear. A partir desta conferéncia surgiram
publicagdes com o nome Cowles Commission Monograph e, no volume XIII, foi publicado o
trabalho de Dantzig. [3] Koopmans sugere o termo Programacao Linear a Dantizig [2].

Com a publicacdo do método, a Programagdo Linear tornou—se a primeira técnica explicita e,
até hoje, ¢ a técnica fundamental das Pesquisas Operacionais.

Em 1951, H. W. Khun ¢ A. W. Tucker apresentam o trabalho “Non Linear
Programming” no “Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability”,
que estendem os resultados de Lagrange aos sistemas de inequagdes. Este constitui o marco
fundamental na Programacdo Linear. Tucker também obteve os primeiros resultados no
desenvolvimento da teoria de dualidade.

Ainda em 1951, Dorfman publicou o seu “Theory of Firm”, onde expressou através de
Programagdo Linear a teoria econdmica da empresa em condi¢gdes de concorréncia perfeita e
em monopolio.

Ja em 1952, ocorreu a primeira solugdo bem sucedida de um problema de
Programagdo Linear de grande porte, com o auxilio do computador do National Burcau of
Standards, utilizando uma matriz quadrada de ordem 100. [3]

Nesta época, havia varias dificuldades para se resolver um problema de Programagao
Linear: encontrar uma solugdo bdsica inicial, que posteriormente reconheceu—se que era o
mesmo que encontrar uma solugdo 6tima de um problema de Programacgao Linear auxiliar;
resolver problemas que envolviam degeneracdo, tema muito discutido em varias publica¢des

na época; reduzir a drea de memoéria e o nimero de operagdes aritméticas sem causar
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limitagdes de uso, onde com o “Método Simplex Revisado”, Dantzig e Orchard — Hays
facilitam a implementagdo computacional do Método Simplex.

Em 1955, a parametrizacao do vetor de recursos e dos coeficientes da fungao objetivo
tornam—se extensdes importantes do problema, amplamente usadas em 1957.

A partir de 1957, usam—se as técnicas de inversdo de matrizes introducdo de um
algoritmo dual e, com o desenvolvimento de programas computacionais, as técnicas de
algebra foram cada vez mais consideradas e melhoradas.

Em 1958, Dorfman, Samuelson e Solow publicaram ‘“Linear Programming and
Economics Analysis”, onde se fez uma aplicagdo de Programacdo Linear em Economia,
fazendo com que estas aplicacdes se tornassem parte integrante do desenvolvimento da
Economia desde entdo.

Klee e Minty, em 1972, mostraram através de um exemplo que o algoritmo simplex
pode apresentar um crescimento exponencial no tempo de computagdo. [3] Klee e Minty
demonstram que por um programa linear cuja regido de viabilidade ¢ uma perturba¢do do
hipercubo unitario ¢ para o qual o algoritmo simplex seria obrigado a percorrer todos os 2"
vértices para encontrar o 6timo. [6]

Na busca de um método que tivesse um crescimento polinomial no tempo de
computacdo, através do trabalho de Kachian em 1979, e Karmarkar em 1984, surge o
algoritmo de pontos interiores, utilizado frequentemente em problemas de grande porte [4].

Muitos problemas de ordem pratica, principalmente nas areas de manufatura,
transporte, constru¢do, telecomunicagdo, planejamento financeiro, economia, entre outras, sao
descritos necessariamente através de fungdes lineares. Assim, a Programacdo Linear se
constitui de um planejamento de atividades para se encontrar um resultado 6timo, atingindo o
objetivo da melhor maneira possivel [1].

No capitulo 2, serd descrito o problema de Pesquisa Operacional e o problema de

Programagdo Linear.
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2. 0 PROBLEMA DE PESQUISA OPERACIONAL E O PROBLEMA DE
PROGRAMACAO LINEAR

Os problemas tratados em Pesquisa Operacional tém como objetivo maximizar ou
minimizar quantidades, podendo ser formulados nas mais diversas areas, como nos negocios
(indastria, economia e administragdo), em problemas fisicos (velocidade e distancia
percorrida), retorno de investimento, planejamento governamental (bem estar social), entre
outros [7].

E importante salientar que com o avanco a tecnologia e da computag&o, o tamanho dos
problemas de Pesquisa Operacional tem aumentado cada vez mais.

Nos dias de hoje pode-se classificar os problemas de Pesquisa Operacional em trés
classes [7]:

e Problemas de pequena escala — possuem em média cinco ou menos incognitas
e restrices e podem ser resolvidos manualmente ou por meio de um software
ndo muito sofisticado;

e Problemas de escala intermediaria — possuem em média de cinco a cem (ou até
mesmo mil) incognitas e restricbes e podem ser resolvidos por meio de um
software com programacao matematica basica, em um computador pessoal;

e Problemas de grande escala — possuem milhares ou até milhdes de incognitas e
restricbes e podem ser resolvidos com softwares sofisticados, instalados em
computadores mais potentes.

Os passos a seguir vém sintetizar as fases usuais do estudo em Pesquisa Operacional,

na elaboracéo e resolugéo de problemas reais e sua execugéo [1]:

1- Formular o problema a partir de uma coleta de dados
Inicialmente os problemas surgem de forma vaga e imprecisa, exigindo do pesquisador
operacional a capacidade de sistematizar, selecionar e organizar ideias, a fim de definir um
enunciado preciso, referente ao problema.
Nesse enunciado, é necessario conter a definicdo do objetivo, sendo esse 0 mais
especifico possivel.
Para formular tal enunciado faz—se necessario uma coleta de dados, buscando

informacdes relevantes sobre o problema. Essas informagdes vém para auxiliar o
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entendimento sobre o problema e para fornecer o caminho de construgdo do modelo

matematico, que sera formulado no préximo passo.

2- Construcdo do modelo matematico

Uma vez construido o enunciado do problema, devemos reescrevé—lo de forma
conveniente para analisa—lo. Entéo escreveremos um modelo da situagao estudada.

Define—se modelo como uma representacdo simplificada da realidade [5]. Dentre os
varios tipos de modelos que existem, como as maquetes, 0S organogramas, 0S matematicos,
entre outros, a Pesquisa Operacional faz uso deste Gltimo. Assim, utiliza—se a escrita
matematica, com simbolos e ndmeros, para escrever o0 modelo que representa o objeto de
estudo.

O modelo matematico de um problema é representado através de expressdes
matematicas e de um sistema de equacdes, que descrevem a esséncia do caso em analise.

Dessa forma, assumindo que todas as variaveis de interesse podem ser quantificadas
[8], ou seja, se tivermos n variaveis quantificaveis, elas serdo representadas na forma de
varidveis de decisdo (incognitas cujos valores serdo encontrados da solucdo do modelo),
podemos relacionar essas variaveis para escrever uma funcdo que represente o objetivo a ser
alcancado, isto &, a funcdo objetivo do modelo.

Todas as restrigdes que podem ocorrer com os valores das variaveis de decisdo sdo
escritas através de um sistema de equac@es e/ou de inequagbes. Sdo as restricbes do modelo.
Os coeficientes das equacdes / inequacdes da restricdo recebem o nome de parametro.

Determinar os valores apropriados para cada parametro € algo criterioso e desafiador.
Sendo assim, uma coleta de dados minuciosa e bem feita & fundamental para a estimativa
desses valores.

Um modelo matematico, em Pesquisa Operacional, assume basicamente o seguinte
formato [8]:

z = (X1, X2, X3, ., X0} Y1, Y2, Y3, - » Y1),
onde
z é a funcéo objetivo;
X1, X2, X3, ... , Xn € UM Sistema de variaveis sujeitas ao controle;
Y1, Y2, V3, ..., Yn € UM sistema de variaveis ndo sujeitas ao controle;
Sdo vaérios os fatores que mostram como € vantajoso um modelo, em vista de uma

descricdo verbal, para representar um problema. Primeiramente facilita na interpretacdo do
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problema, uma vez que o modelo apresenta o problema de forma amplamente concisa,
fazendo com que a compreensdo geral do problema seja facilitada. Nisso, importantes
relacionamentos de causa—efeito podem ser percebidos, indicando os dados que sdo realmente
importantes na analise. Em segundo lugar, o0 modelo facilita o tratamento do problema, pois
proporciona uma andlise global, inter—relacionando todas as varidveis de forma simultanea. E
sua forma matemaética possibilita o uso de técnicas matematicas e a implementacdo de
softwares para a analise do mesmo [1].

Dentre os varios tipos de problemas matematicos, como a Programacdo Linear, 0s
Problemas sem Restricdo e os Problemas Limitados (estes dois Ultimos sdo Programacdes
N&o Lineares) [7], um tipo particularmente importante sdo os problemas de Programacao
Linear, onde tanto a fungdo objetivo quanto ao sistema de equacBes e/ou inequacles das
restricdes sdo escritos em termos de fungdes (equacdes ou inequacdes) lineares [4].

Sua importancia vem da facilidade encontrada para modelar uma série de problemas
reais, exigindo esforco menor, em comparacdo com o0s problemas ndo lineares. Sua
matematica apresenta—se de forma mais amena, sua teoria € vasta, dando boa sustentacdo e
suporte, e a computacdo é mais simples para a implementacdo [7]. Também existem muitos
algoritmos de Programacdo Linear j& definidos, para varios tipos de problemas, mostrando
sua popularidade na modelagem, ja que sdo na maioria das vezes menos dificeis de definir.
Como exemplos temos os problemas de misturas (gerar novos produtos, com caracteristicas
desejadas, combinando diversos materiais obtidos na natureza), problemas de transporte,
transbordo e designacdo (transporte ou distribuicdo de produtos ao mercado consumidor, a
partir dos meios de producdo), problemas de planejamento da producdo, problemas de
programacdo de projetos (determinacdo da ordem de realizagdo de um conjunto de
atividades), problemas de gestdo financeira (como o fluxo de caixa) [9], problemas de meio
ambiente (como o controle da poluicdo), problemas de corte e empacotamento (como

minimizacao de perda de material), entre outros [2].

3- Determinacdo de uma solucdo a partir do modelo
O préximo passo consiste em, a partir do modelo matematico, desenvolver um método
para encontrar solugcdes para o problema onde, na maioria das vezes utiliza—se um software de
auxilio (como por exemplo, o Solver do Excel, o LINDO, o CPLEX — para problemas de
Programacdo Linear e Ndo Linear, o PROMODEL - para simula¢Ges e 0 ARENA) e um dos
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varios métodos matematicos disponiveis (como por exemplo, 0 Método Simplex, a Teoria de
Grafos e a Teoria das Filas) [1] e [5].

Um tema importante a se refletir € que tipo de solucdo esta se encontrado: uma
solugdo Otima ou uma solug¢do “melhor possivel para o modelo”. Entende—se que o modelo
formulado para o problema é uma representagdo ideal da realidade, mas ndo uma
representacdo que a reflete perfeitamente. Dessa forma, a solugdo encontrada, dita 6tima,
provavelmente é a melhor solugédo possivel, uma vez que é necessario realizar uma anélise de
pos—otimalidade (analise feita apds se encontrar a solucdo 6tima) para se verificar os impactos
e as consequéncias ao se implementar tal solucéo [1] e [8].

Para se realizar a analise de pos—otimalidade, geralmente utilizam-se as planilhas,
pelas facilidades em acesso e interatividade, onde se verificam as consequéncias a solucao
6tima a partir de mudancas no modelo. E valido realizar tais testes para compreender o

comportamento do modelo em diferentes contextos e comprovar sua real validade [1].

4- Teste do modelo e aprimoramento, se necessario.

Uma vez construido o modelo matematico e encontrado sua solucdo Otima,
invariavelmente este pode conter falhas, uma vez que fatores ou inter—relacionamentos
relevantes ndo foram considerados totalmente no problema e alguns parametros podem néo
ter sido estimados adequadamente. Isso se mostra comum, dado a dificuldade de se conversar
e de se compreender todos os aspectos e detalhes que possui um problema de Pesquisa
Operacional. Sendo assim, o modelo e sua solucdo étima devem ser demasiadamente testados,
para se encontrar o maior nimero de falhas possivel. Este processo é conhecido como
validacdo do modelo [1], [5] e [8].

Alguns procedimentos podem ser adotados para a validagdo do modelo, como
reexaminar a formulacdo do problema, desde a concepcdo do enunciado até a confeccdo do
modelo matematico, bem como verificar se todas as expressGes matematicas estdo
corretamente dimensionadas. Também se podem observar sutilezas na solucéo obtida a partir

de do apontamento dos erros procurados [8].

5- Preparacéo para a aplicacdo do modelo
Terminada a fase de testes e se validando o modelo e a solugéo 6tima, isto €, a melhor
solucdo possivel para o problema, faz—se necessario preparar o ambiente para sua

implementacao.
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Caso 0 modelo venha a ser usado repetida e continuadamente, é importante se tomar
alguns cuidados. Isso permitird que eventuais mudangas ndo interfiram na rodagem do
modelo. Deve-se instalar um sistema bem fundamentado, com o modelo, o método para se
encontrar a solucao desejada, a analise de pos—otimalidade e os procedimentos gerenciais para
a implementacéo [1] e [8].

Esse sistema geralmente é executado em computadores e é auxiliado por outros
sistemas de informacéo e bancos de dados, a fim atualizar e monitorar o modelo cada vez que
ele for usado. Também pode ser usado um sistema de apoio a decisdo, com relatdrios
gerenciais, cujo objetivo € obter informac6es para tomada de deciséo [1].

A medida que as condicdes iniciais, que geraram o enunciado e 0 modelo do problema
sofrerem mudancas ao longo do tempo, o processo deve ser atualizado, pois a validade da
solucdo encontrada terminara assim que o modelo expirar sua validade. 1sso é comum em

casos reais. Portanto a implementagdo do modelo deve ser mantida sob controle [8].

6- Implementacdo da solucdo 6tima

Esta é a ultima fase do estudo em Pesquisa Operacional, onde se executa a solugédo
final. Nesta fase obtém-—se os resultados de todo o estudo, colhendo seus beneficios.

Para uma implementacdo correta e a diminuicdo da probabilidade de falhas na
execucdo do modelo, a equipe que trabalhou no estudo deve ter grande participacdo nesse
momento. Esse ato garante que em eventuais falhas, uma acao corretiva possa ocorrer mais
facilmente.

Faz—se importante uma boa organizacdo dos documentos, visto que 0 uso do
computador para a aquisicdo dos resultados pode gerar certas duvidas na hora da

implementacdo [1], [5] e [8].

23



3. PROGRAMACAO LINEAR

O século XX foi um periodo muito importante na historia recente da humanidade, que
contou com grandes avancos cientificos, dentre os quais um dos mais significativos foi o
desenvolvimento da Programagéo Linear. Destacam-se, entre os fatos que comprovam a
afirmacdo, que a Programac&o Linear preservou milhares, e até mesmo milhGes de ddlares de
muitas indudstrias em varios paises. Também sdo muitos os artigos cientificos produzidos
desde entdo, destinados ao tema, contendo importantes aplicacdes, principalmente na parte de
computacdo cientifica [1 e 3], como o problema da dieta (minimizar o custo de uma dieta
diéria, satisfazendo indices nutricionais), o problema do transporte (minimizar o custo total do
transporte que atende centros distribuidores a partir de centros fornecedores), o problema da
fabricacdo (alocacdo eficiente de recursos para a producdo de produtos), o problema do
armazenamento (comprar e vender o estoque de um produto, a fim de maximizar o lucro ao
longo de um periodo de tempo) [7], entre outros.

Um problema de Programacdo Linear tem por meta maximizar ou minimizar
guantidades, através da alocacdo de recursos, de forma a satisfazer um objetivo estabelecido.
Isso quer dizer que, dentre varias atividades que competem entre si por recursos disponiveis,
quer—se determinar o quanto sera consumido por cada uma para que o objetivo seja atingido,
da melhor forma possivel [4 e 5]. Para isso sdo feitos modelos matematicos, representados por
funcBes lineares, maximizando ou minimizando a funcdo objetivo (funcdo linear que
representa o objetivo a ser atingido), de acordo com as restricdes do modelo (igualdades e/ou
desigualdades lineares que expressam as condi¢cdes do problema) [1, 4 e 7], com as
constantes, ou parametros, e as variaveis de decisao do tipo ndo—negativo, a fim de determinar
a melhor combinacdo de valores que as variaveis podem assumir (solucdo étima para a funcéo
objetivo) [3].

Matematicamente temos [1, 3,4 e 7]:

Maximizar (ou Minimizar) z =CiXy + CoXo + ... + CoXp
Sujeito a AXy + apXo + ..+ aX, < bg

Ax1X1 + axpXo + ...+ Ay Xy < b2

amXy + amaXo + ... + @mnXn < bm

X1, X2, ..., Xp =0.
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Nesse caso,

z € 0 valor da medida global, ou seja, o valor 6timo fungéo objetivo;

Xj (1 <j < n) éum ndmero real a ser determinado, chamado de variavel de deciséo,
que representa o nivel de atividade j, ou seja, € o0 melhor valor possivel alocado para a
atividade xj;

Cj (1 <j < n) é uma constante real fixa, chamada de coeficiente da funcéo objetivo.

bi (1 < i < m) ¢é uma constante real fixa, chamada de termo independente,
representando a quantidade do recurso i disponivel para a atividade j;

a;j € uma constante real fixa, chamada de coeficientes técnicos, que representa a

quantidade do recurso i consumido por unidade de atividade j.

3.1 — Formas de um problema de Programacéo Linear

As formas de um problema de Programacdo Linear podem ser [4, 5 e 10]:

Forma geral: consiste na maximizacdo ou minimizacéo da funcdo objetivo, onde todas
as restricdes sdo do tipo menor ou igual, maior ou igual ou simplesmente igual, e as
variaveis de decisdo sdo do tipo ndo—negativo ou ndo positivo.

Matematicamente tem-se

Maximizar (ou Minimizar) Z =Xy + CoX2 + ... + CoXp
Sujeito a a Xy +apXo ... tapXp {<ou =ou=}b;

ao1X1 + agoXo + ... + dopXp {S ou = ou =} b,

AmiX1 + amaXz + ... + AmnXn {< ou = ou =} by,

X1, X2, ..., Xp {S ou 2} 0
Forma candnica: consiste na maximizacao da funcdo objetivo, onde todas as restri¢cbes

séo do tipo menor ou igual, e as variaveis de decisdo sdo do tipo ndo—negativo.

Matematicamente tem-se
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Maximizar Z =CiX1 + CoXo + ... + CiXn
Sujeito a anXy tapXe + ... +agXn < b

Ax1X1 + axpXo + ...+ ayXp < bz

Am1X1 + amX2 + ...+ 8mnXn < bm

X1, X2, ..oy Xp = 0

e Forma padrdo: consiste na maximizagao da funcéo objetivo, onde todas as restrigdes
sdo do tipo igual, e as varidveis de decisao séo do tipo ndo—negativo.

Matematicamente tem-se

Maximizar Z = CiX1 + CoXo + ... + CnXn
Sujeito a apXy + apXo + ...+ a;Xn = by

A21X1 + axpXo + ... + anXn = by

am1X1 + amaX2 + ... + @mnXn = b

X1, X2, ooy Xp = 0

Pode-se deixar qualquer tipo de problema de Programacdo Linear na forma padrdo.
Assim, faz—se necessario converter as restrices de desigualdades em restri¢cdes de igualdades,
equivalentes as primeiras, atraves da introducdo de uma variavel de folga ou de excesso. Apds
esse procedimento, tem—se um novo modelo do problema de Programacdo Linear, equivalente
ao modelo original, mas de forma aumentada, pois 0 modelo original foi aumentado de
algumas variaveis de folga ou de excesso [1 e 5].

Dessa forma, a desigualdade na restricdo a;i1X; + a;pXo + ... + X, < by serd convertida
numa igualdade adicionando—se uma varidvel X,.1, variavel de folga, e obtém-se uma nova
restricdo, equivalente a anterior: ai1Xy + ai2Xo + ... + a1nXn + Xn+1 = b1, COM Xp41 > 0.

Analogamente, a desigualdade na restricdo aijX; + a;pXp + ... + a;Xn = by sera
convertida numa igualdade subtraindo—se uma variavel X,.1, varidvel de excesso, e obtém-se
uma nova restricdo, equivalente a anterior: a;1X; + ajoXz + ... + @10Xn — Xne+1 = D1, COM Xps1 > 0
[10].
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Com o auxilio de operacOes algébricas elementares, um problema de minimizacao
pode ser transformado num problema de maximizagdo multiplicando—se por (— 1) o valor da

funcdo objetivo. Em outras palavras, Maximo de Z = — Minimo de Z, ou ainda [10],
Méximo Y7, ¢jx; = —Minimo ¥j_1(—c);x;.
3.2 — Notacédo Matricial

Um problema linear pode ser escrito em notacdo matricial, da seguinte forma [2 e 9]:
Minimizar  f(x) = cTx
Sujeito a Ax=Db

x=0.

Os vetores ¢ e b € R™ e a matriz AX € R™™, COM X1, C nx1 € Bmxt. ASSim, 0s vetores
tem o seguinte formato:

€1 X1 by
"= |2 x=|%|b= |22
Cn xn bn

Ja a matriz Anxn dos coeficientes ou matriz tecnoldgica tem a seguinte representacao
genérica:

a1 a4z v Qqp
A= | @21 G2z -+ Gon
Am1 Am2 v Omn

Resolver esse problema linear nada mais é que encontrar o vetor x, tal que x ¢ R™.

Ainda este problema pode ser escrito na seguinte notacdo [9]:

n

Minimizar Z CjX;
j=1

n

Sujeito a Z ajxj =b

j=1

Xj => O,] = 1,...,Tl.
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3.3 - Solucéo Otima através do Método Gréfico de Problemas de Programacéo Linear

Os modelos matematicos que envolvem a Programacao Linear sdo determinados pela
maximizacdo ou minimizacao da funcdo objetivo, representada por uma funcédo linear, e as
igualdades e/ou desigualdades que compde as restricbes do modelo, sdo generalizadas do
seguinte modo, formando um sistema linear:

I apXy +apXe + ...+ ainXn < b
. ajpXy +apXe + ... +ainXn = by
iii. AinXy + apXo + ... + ainXn=h;i .

Tanto os sistemas de equagdes como os sistemas de inequacOes lineares podem ser
classificados em impossivel, possivel e determinado ou possivel e indeterminado e assim
serem resolvidos pelo método gréafico. Uma vez que as restricdes do modelo de um problema
de Programacdo Linear representa um desses sistemas, é possivel resolve—lo utilizando a
mesma técnica [10].

De maneira pratica, os problemas de Programacéo Linear apresentam muitas variaveis
e restricdes, ndo sendo possivel empregar o método grafico para se encontrar as solucbes
desejadas. No entanto, em problemas de pequeno porte com duas, ou até trés variaveis de
decisdo, esse procedimento pode ser empregado [1 e 9].

Para efeito de estudo, a utilizacdo desse método propicia a demonstracdo de conceitos
importantes em Programacdo Linear como regido factivel, solugdo factivel, valor 6timo da
funcdo objetivo e solucdo 6tima do modelo [9].

Os passos a seguir permitem empregar o método grafico em problemas de
Programacao Linear de pequeno porte [3]:

e Representar cada restricdo de maneira geométrica, como uma reta ou uma regiao;

e Marcar 0s pontos de interseccdo entre as retas ou regides e verificar o poligono

que representa as solucdes possiveis;

e Representar a funcdo objetivo de maneira geométrica, através de uma reta;

e Encontrar o vetor gradiente, que fornece a dire¢do de maior crescimento da funcao

objetivo;

e Deslocar a reta representada pela funcdo objetivo, paralelamente a si, na direcao

oposta ao vetor gradiente (em casos de minimizacdo de z), até encontrar o ponto

otimo.
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Assim, verifica—se a resolucdo de problemas de Programacdo Linear através do
método grafico, a partir dos exemplos a seguir.

Considere o seguinte problema:

Maximizar ~ z =c'x
Sujeito a Ax=D
x=0.

Pode-se perceber que a regido factivel consiste de todos os vetores de x que
satisfacam Ax = b, com x=0. Dentre todos esses pontos, quer—se encontrar um ponto que
represente o valor 6timo, aquele que maximiza z. Esse ponto tem o mesmo valor da funcéo
objetivo z, satisfazendo a equacéo z = c'x, isto &, 2j-1¢x; = z. No problema proposto, o
objetivo é maximizar a funcdo, entdo a reta que representa ¥7_, c;x; = z deve se deslocar
paralelamente a si na direcdo do vetor gradiente, até encontrar o ponto 6timo. Essa direcdo é
c. Logo, essa reta € movida na direcdo de ¢ tanto quanto possivel, até encontrar os pontos da

regido factivel [9].

Figura 1: llustracdo de um Problema de Programagao Linear e sua solucédo étima.

A
-
~
C1Xy1 + CXy = Z,, > ~
~
~
o8 Solugao
otima
C1X1 + C2X2 = ZZ -~
< Regiao
~
~ ’
~ factivel
~ ~
CiX1+CX2 =173 = ~a = ~
N ~
~ e c N
~
~ - N
P - S \ )

Fonte: Arenales et al, pag 58, adaptacdo pelo Autor.
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Pela Figura 1, percebe—se que o ponto 6timo para x € atingido na reta ¢1X; + CoXo =z €
Zn = 2%, onde z* = c1X1* + CoXo*. Percebe—se também, que a reta ndo pode mais ser movida na
direcdo de ¢ = (cy, C2) , pois isso faria com que se levasse a pontos fora da regido factivel.

Analogamente, em problemas de minimizacéo, a reta z = ¢'x deve ser movida na
direcdo de — c, ou seja, na direcao oposta ao vetor gradiente, tanto quanto possivel, mantendo—
se sempre na regido factivel [3 e 9].

Percebe—se também que o ponto 6timo x* € um dos cinco veértices do poligono que
forma a regido factivel limitada. Esses pontos sdo chamados de pontos extremos. Entéo,

graficamente a solugdo sera um dos vertices do poligono que forma essa regiéo [9].
3.3.1 - Tipos diferentes de graficos de solucdo de problemas de Programacéao Linear

Um problema de Programa Linear, onde a regido factivel é ilimitada, pode ter solucéo
6tima e Unica. Nesse caso a solugdo também estard no vértice da regido factivel. Como a
Figura 2 representa um exemplo de minimizacdo de z, entdo o deslocamento das retas
paralelas a que representa a fungéo objetivo segue na direcdo oposta ao vetor gradiente c, até

encontrar o ponto 6timo [2, 9 e 10].

Figura 2: llustracdo de um Problema de Programacédo Linear e sua solucdo 6tima.

A , . , .
/ / / /
CiX1 + CX; =21 CiXy fF CoXa =23 CiXp + CXp =23 y C1Xp + CoXp = 2,

Solugdo
o6tima /

, , , Regiao factivel
i , , ilimitada

~
\ 4

Fonte: Arenales et al, pag 63, adaptacdo pelo Autor.
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Um problerma de Programacgdo Linear onde a regido factivel é limitada pode ter
solucdo 6tima e ndo Unica. Nesse caso hd no minimo uma solucdo 6tima no vértice da regido
factivel. A Figura 3 representa um exemplo de minimizacdo de z, com o deslocamento das
retas paralelas a que representa a funcéo objetivo na direcdo oposta ao vetor gradiente c, até

encontrar o conjunto limitado de solugdes 6timas [2, 9 e 10].

Figura 3: llustracdo de um Problema de Programacédo Linear com infinitas solu¢Bes otimas.

\ A N AN AN
CiX1 + CXo = 25\ AN X \

N\ + =7\ \ \ _
far X =2 CXa + CoXp = 2,

NeyXq + CoXp = 2
{1 272 4\

AN

CiX1t+CXo =23

!

Fonte: Arenales et al, pag 64, adaptacdo pelo Autor.

Um problema de Programacéo Linear, onde a regido factivel é vazia, € classificado
como infactivel. Como as restricbes sdo conflitantes, ndo existe regido factivel e tdo pouco

solucdo 6tima, exemplificado graficamente pela Figura 4 [2, 9 e 10].
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Figura 4: llustracdo de um Problema de Programacéo Linear e regido factivel vazia.
A

Rt

Regiao factivel
vazia

Fonte: Arenalese et al, pag 65, adaptacéo pelo Autor.

Portanto, nota—se que um problema de Programacéo Linear pode conter regido factivel
ou nao. Se a regido factivel for limitada, entdo a solucdo 6tima podera ser Unica. Nesse caso,
ha sempre uma solucdo 6étima no vértice do poligono que forma a regido. Caso a regido
factivel for ilimitada, entdo podera haver solucdo 6tima em um dos pontos extremos ou

maultiplas solucdes factiveis [10].

3.3.2 — Exemplos

Os Problemas de Programacdo Linear de pequeno porte, com até trés dimensdes,

podem ser resolvidos graficamente, conforme os exemplos a seguir [2].
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Exemplo 1 — Problema de maximizagéo
Determinar graficamente a solucéo 6tima do Problema de Programacdo Linear

Max zZ =2x1 + 3x,

Sujeito a —X1+2%, <4
X1+2X, <6
X1+3X2<9

X1=>0ex,>0.

Primeiramente, constréi-se o sistema cartesiano de eixos ortogonais X; X X, para
determinar os valores de X; e X, que satisfazem as equacdes de restricdo. Todos 0s pontos
aceitaveis (X1, X2) localizam—se no primeiro quadrante em consequéncia das restri¢cbes de ndo
negatividade. As restrigdes — X1 + 2xp < 4, X1 + 2Xp < 6 e X3 + 3, < 9 estabelecem que (X3,
Xz) encontra—se abaixo ou sob si mesma. Dessa forma, determina-se o poligono AHDG
formado pela interseccdo das regides factiveis, onde todos os pontos pertencentes ao interior e
a fronteira dessa regido satisfazem as restrices do problema. Também se constroi a reta

zZ = 2xq + 3x,.

Figura 5: llustracdo da regido viavel e da reta z do Problema de Programagéo Linear de maximizagéo.

X1+2X, <6

X1 +3%, <9

3 4

~
SZ=2x+3x,=0
\L

Fonte: Autor.
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A Figura 5 ilustra o gréfico da situagdo proposta, indicando a regido sombreada como
0 conjunto das solucdes factiveis, isto €, dos pontos que satisfazem todas as restricdes.
Também esta presente a reta da funcéo objetivo 2x; + 3x, = 0.

Para se determinar um ponto que maximiza o valor de z = 2x; + 3x,, chamado de

ponto 6timo, calcula-se Vz, o vetor gradiente de z, tal que Vz = (E 0 ) = (c1,¢3) =

ax,’ dx,
(2,3), e desloca-se a reta 2x; + 3x, = 0, de nivel zero {(x1, X2) € R?/ 2x; + 3x, = Zo}, no
sentido e perpendicularmente ao gradiente de z, até encontrar o(s) ultimo(s) ponto(s) de
contato com a regido factivel.
A ilustracdo deste processo é mostrada pela Figura 6. Assim, conclui—se que o Gltimo
ponto encontrado é o ponto D = (6,0), intersec¢do das retas x1 =0 e X; + 2X, = 6. O valor da

funcdo objetivo neste ponto é dadoporz=2.6+3.0=12+0=12.

Figura 6: llustracdo do deslocamento da reta z na direcdo do vetor gradiente.

N

2X1 + 3X2 =8

~

~

2x1+3{2 = 0
~
N
Y ' 7
-1 7
1] ~ ~ e N 2 +3x, =12
2x, +3x;, =4

Fonte: Autor.

Neste caso tem-se que o problema tem solugéo factivel 6tima Gnica x* = (6 , 0) e valor

6timo da funcéo objetivo z* = 12.
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Exemplo 2 — Problema de minimizacao

Determinar graficamente a solucéo 6tima do Problema de Programacéo Linear

Mln zZ = 10x1 + 12x2
Sujeito a X1+ X2 <20
X1+ X, > 10

5x; + 6X, > 54

X1=>0ex,>0

No sistema cartesiano de eixos ortogonais x; X Xp, determinam-se os valores de x; e
Xz que satisfacam as equac@es de restricdo. Todos os pontos (X1, X2) localizam-se no primeiro
quadrante em decorréncia das restricdes de ndo negatividade. A restricdo x; + X, < 20
estabelece que (X3, X2) encontra—se abaixo ou sob si mesma. As restricdes X; + X, = 10 e
5x; + 6X, = 54 estabelecem que (X1, X2) encontra—se acima ou sob si mesma. Dessa forma,
determina-se o poligono ABFGC formado pela interseccdo das regibes factiveis, onde todos
0S pontos que pertencem ao interior e a fronteira dessa regido satisfazem as restricfes do

problema. Também se constroi a reta z = 10x; + 12x;.

Figura 7: llustracdo da regido viavel e da reta z do Problema de Programagdo Linear de minimizagéo.
N

X1+ X, <20

X1+ X, = 10 "

5X; + 6X, = 54

A

Fonte: Autor.
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A Figura 7 ilustra o gréfico da situagdo proposta, indicando a regido sombreada como
0 conjunto das solucdes factiveis, isto €, dos pontos que satisfazem todas as restricdes.
Também esta presente a reta da funcdo objetivo 10x; + 12x, = 0.

Para se determinar um ponto que minimize o valor de z = 10x; + 12x,, chamado de

ponto Otimo, calcula—se Vz = (ﬁ i) = (¢;,¢3) = (10,12), o vetor gradiente de z, e

ax,’ 9x,
desloca-se a reta 10x; + 12x, = 0, de nivel zero {(x1, X2) € R?/ 10x; + 12x, = Zo}, no
sentido contrério e perpendicularmente ao gradiente de z, até encontrar o(s) primeiros(s)
ponto(s) de contato com a regido factivel.
A ilustracdo deste processo € mostrada pela Figura 8. Assim, conclui-se que o
primeiro ponto encontrado é o ponto G = (6, 4), intersec¢do das retas x; + x; < 20 e

X1 + Xz = 10. O valor da fungdo objetivo neste ponto €z =10.6+12 .4 =60 + 48 = 108.

Figura 8: llustracdo do deslocamento da reta z na diregdo contraria ao vetor gradiente.
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Fonte: Autor.

Neste caso tem-se que o problema tem solugéo factivel 6tima Unica x* = (6, 4) e valor

Otimo da funcéo objetivo z* = 108.
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3.4 — Solugdes Basicas

Ao se resolver problemas de pequeno porte de Programacdo Linear, com até trés
dimensGes, pelo método grafico, percebe—se que uma solugédo 6tima esta em um dos vértices
do poligono que forma a regido factivel.

Entretanto, em problemas reais que possuem muitas variaveis e restricdes, ndo é
possivel fazer a representacao grafica da situacdo. Contudo, pode—se partir do modelo gréafico
para encontar a solucdo 6tima sem o auxilio de uma figura.

Sabe-se que a regido factivel é formada pela interseccdo das regides formadas pelas
restricdes do modelo de Programacdo Linear. O lugar geométrico em que a0 menos uma
varidvel, seja de decisdo, de folga ou de excesso, se anula é a fronteira da regido. Entéo,
pode-se dizer que para algum x; = 0, com j = {1, 2, 3, ..., n}, a solucdo esta na fronteira da
regido factivel.

Assim, como o vértice da regido factivel € a intersec¢do de duas retas que representam
as restricdes do problema, duas variaveis se anulam. Desse modo, para se obter a solucéo para
o0 sistema Ax = b, com m equac@es, n variaveis (n > m) e n — m variaveis independentes,
podemos estimar quaisquer valores as variaveis independentes. Assumindo que as n — m
varidveis independentes sejam zero, obtém-se um novo sistema m X m, com as m variaveis
restantes, e com algum método de solucdo de sistemas lineares pode—se determinar os valores
das variaveis remanescentes. Tem-se uma solucdo bem determinada se a matriz do sistema
m x m for invertivel [2 e 9].

Isso quer dizer que se a matriz Amx, tem posto completo por linhas, com notacdo posto
(A) = m, implica que o numero de equacBes € menor ou igual ao nimero de variaveis. Entéo,
para o caso de:

e m =n: o sistema Ax = b tem solu¢do Unica;
e n>m: o sistema Ax = b tem infinitas solucdes e, considerando—se como zero
as n —m variaveis, encontra—se a solucéo Unica do sistema.

Observa-se que valores diferentes de zero também podem ser atribuidos as variaveis
independentes. Nesse caso, as diferentes solugdes encontradas ndo sdo vértice da regido
factivel. Também ndo € garantido que fixando quaisquer duas varidveis independentes em
zero se encontre a solugdo factivel, uma vez que ndo se pode garantir as condi¢fes de ndo—
negatividade [2].

Dessa forma, obtém-se as seguintes definigdes [2, 9]:
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Definicdo 3.4.1 (particdo béasica): o sistema Ax = b pode ser reescrito em notacao

matricial da seguinte forma:
A =[B N], onde

e Bnxn € uma matriz invertivel, formada por m colunas da matriz original, chamada de
matriz basica;

*  Nunxn-m € formada pelas n —m colunas restantes de A, chamada de matriz néo basica.

Define—se como parti¢do basica a particdo da matriz A, tal que A = [B N].

O vetor x também sofre uma parti¢do. Para

=[]

denomina—se:
X,

XB, e, .
e Xx=[ "|como o vetor das variaveis basicas;

[ XBp, |
X

XN, e e
e X= como o vetor das variaveis ndo bésicas.

[ XNy |
Definicdo 3.4.2 (solucéo bésica): Tem-se por

— p-1
X {xB—B b
xNZO

a solucdo obtida para a particdo basica A = [B N], quando se fixa em zero as n — m variaveis
de xn. Define—se x como solucéo bésica.

Denomina—se por solucdo bésica factivel se todas as variaveis béasicas sdo ndo
negativas, ou seja, xz = B~1bh > 0. Graficamente s&o representadas pelos vértices da regido
factivel.

Ja, se todas as variaveis basicas sdo positivas, ou seja, xz = B~1bh > 0, diz-se que a
solucéo basica factivel € ndo degenerada.

Assim, a partir das duas defini¢des, tem—se: para o sistema
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AX =D,
ao considerar uma particdo basica A = [B N], podemos reescrevé—lo em notacdo matricial

[BN][;Cz]:b@B.xB+N.xN=b,

em que as matrizes B e N sdo formadas por colunas da matriz A e Xg e XN Sa0 vetores
correspondentes as variaveis.

Fixando-se xy = 0, 0 sistema restante € B . xg = b e assim tem-se a solugdo genérica
xg =B b - B Nxy.

. ~ L oy . n n!
Em geral, o numero de solugdes béasicas factiveis € menor ou igual a ( ) = —
m m!(n—-m)!

corresponde ao numero de pontos extremos da regido factivel [7].
O Teorema a seguir demonstra a relacéo entre os pontos extremos da regido factivel e
as solucdes basicas factiveis [2, 7 e 9].

Teorema 3.4.1 (Equivaléncia de pontos extremos e solucdes basicas): Seja S a regido
factivel, tal que S = {X € R tal que Ax = b, x =0}. Um ponto x € S se e somente se x for uma
solucdo basica factivel.

Demonstracéao:

Supde-se que X = {X1, X2, ... Xm 0, O, ..., O} é solugdo basica factivel para o sistema
AXx = b. Entdo é verdadeira a igualdade
X181 + Xp82 + -+ + Xpam = b,
em que {ay, ..., an} S0 as m colunas linearmente independentes de A. SupbGe—se também que
X pode ser expresso como uma combinacdo convexa de dois outros pontos y e z de K, tal que
K={xeR'talqueAx =bex >0}, 0onde x=ay+(1—a)z,0<a <1,y #z Como
todas as componentes de x, y, z sdo ndo negativas e 0 < a < 1, conclui-se que as (n — m)
componentes de y e z sdo zero. Portanto, em particular, tem-se
yiag +yoa, + - +ynan=beza; +za+ - +znan=Dh.

Se os vetores {a; a, amy sdo linearmente independentes, entdo conclui-se que

X =Yy =2ZeXeéum ponto extremo de K.
Reciprocamente, assume-se que x é um ponto extreme de K. Admite-se que as
componentes ndo nulas de x sdo as primeiras k componentes. Entéo,

X1a1 +Xoar + -+ X =b
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comx;>0ei={1,2,.., k}. Para mostrar que x é solucdo basica factivel deve—se mostrar que
0s vetores aj, ay, ..., ax Sao linearmente independentes.

A prova serd feita por reducédo ao absurdo.

Supde-se que a;, a, ..., ax Sejam linearmente independentes. Entdo existe uma
combinacdo linear ndo trivial, que é nula, onde

y1a1 +Yoap + - - - + Ykak = 0.

Definindo—se o vetor y = (y1, Y2, ..., Yk 0, 0, ..., 0) esendo x; >0,com1< i< k, é

possivel escolher ¢, tal que
X+ey=>0ex—ey=0.

Tem-se entao
_lre s 1(
X = > (x +¢) > X — €y),

0 que expressa X como uma combinacdo convexa de dois vetores distintos de K. Isso é
absurdo, pois x é ponto extremo K, por hipétese. Logo, a;, a,, ..., ax sdo linearmente

independentes e x é solucéo basica factivel. [
3.5 — Teorema Fundamental da Programacao Linear

Para casos de duas ou trés varidveis de decisdo, pode — se usar o método grafico para
se resolver problemas de Programacdo Linear. Uma vez que na maioria dos problemas reais,
com mais variaveis, esse método se torna impraticavel, faz—se necessario encontrar uma
metodologia capaz de resolver tais problemas de forma eficiente. Entre varias outras se tem o
Método Simplex [11].

De maneira simplificada, esse método inicia com uma solucdo bésica factivel e
pesquisa em outras solugdes basicas factiveis a solugdo 6tima [2,7].

Considerando—se um problema de Programacao Linear na forma padréo

Minimizar  cTx
Sujeito a Ax=Db

x>0,

uma solucéo factivel atinge o valor minimo da fungéo objetivo, sujeita a restri¢cbes, & chamada

solucéo factivel 6tima. Se esta solucéo é bésica, € dita solucdo basica factivel 6tima.
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Com isso, pode—se enunciar e provar o Teorema Fundamental da Programacéo Linear

[7].

Teorema 6.1 (Teorema Fundamental da Programacdo Linear): Dada uma fungao
linear na forma padréo onde A é uma matriz (m x n) de posto m,

1. se existe uma solugéo factivel, entdo existe uma solugéo basica factivel;

2. se existe uma solucédo factivel 6tima, entéo existe uma solucéo basica factivel 6tima.

Demonstracdo do item 1: Denota-se por {ai, ay, ..., an} 0S vetores das colunas da
matriz A. Supondo que que X = (X1, X2, ..., Xn) € uma solucéo factivel. Entdo, em termos da

coluna A, esta solucdo satisfaz a seguinte igualdade:

X181+ Xoap + - - -+ Xan =b

Supbe-se agora que exatamente que p das varidveis X;j S80 maiores que zero e por
conveniéncia sdo, também, as p primeiras variaveis. Logo, é possivel reescrever a igualdade

acima da seguinte forma:

Agora ha dois casos a serem considerados. Precisa—se verificar se o conjunto dos
vetores {ai, ay, ..., a,} € linearmente independente ou linearmente dependente. Entdo,

e caso 1: Supbe-se que o conjunto de vetores {ai, ap .., a} seja linearmente
independentes. Desse modo, p < m. Se p = m, a solu¢do ¢ basica e a prova esta
finalizada. Se p < m, assumindo que o posto (A) = m, selecionam-se 0s m — p vetores
dos restantes n — p vetores restantes, assim teremos m vetores linearmente
independentes. Atribuindo o valor de zero as p — m variaveis, teremos entdo uma
solugdo viavel bésica degenerada.

e caso 2: Supde-se que o conjunto de vetores {ai, a, .., ap} Sdo linearmente
dependentes. Entdo, ha uma combinacdo linear n&o trivial destes vetores que € zero.
Assim, existem as constantes {yi, Yo, ... Yp}, N0 minimo uma delas pode ser

considerada positiva, tal que

yidg + Yoz + - - - +ypap =0
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Multiplicando—se esta equacao por um escalar &, tem-se:

e (yiar+yaa + - - - +Ypap) =0;

e subtraindo—a de xja; + X, + - - - + Xpap = b, obtém-se:

i—eypa+t(Xe—ey))a+ -+ (Xp—eYyp)p=b

A equacdo acima ¢ verificada verdadeira para todo e qualquer &, e para cada € as
componentes (Xj — € y;) correspondem a uma solugdo da equacdo, embora possa se violar a
restricéo (xi — € yi) = 0. Denotando-se y = (y1, Y2, ..., ¥p, 0, 0, ..., 0), vemos que para qualquer

€, X — €y é solugdo da equacao.

Para ¢ = 0, tem-se como solucdo uma solucdo bésica factivel. Se € é aumentado a
partir de zero, as componentes podem aumentar, diminuir ou permanecem constantes,
dependendo se os valores correspondentes y; Sdo positivos, negativos ou zero. Assumamos
que pelo menos um dos valores de y; é positiva, entdo pelo menos uma das componente ird
diminuir, enquanto ¢ ird aumentar. Aumentando € até que uma das componentes seja zero,

tem—se

e =min {Xly;; yi > 0}.

Para £ com esse valor, a solucdo é
X—¢€Y,
solucdo factivel e tem no maximo p — 1 varidveis positivas. Repetindo este processo se
necessario, pode-se eliminar varidveis positivas até encontrar uma solucdo factivel com

colunas correspondentes linearmente independentes. Isso equivale ao caso 1.

Demonstracdo do item 2: Supfe-se que X = {Xi, X2, ..., Xn} Seja uma solucéo factivel

bésica e, assim como a demonstracdo do item 1, supGe—se que existam exatamente p variaveis
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positivas {Xi1, X, .., Xp}. Novamente, ha dois casos; no caso 1, correspondente a
independéncia linear, é exatamente 0 mesmo de antes.

Ja no caso 2, a demonstracdo segue como a anterior, mas deve ser demonstrado que,
para todo e qualquer € na solugdo (X — € y), a solucdo € 6tima. Para isso, observe que o valor

da solucédo (x — ey) é
c'x—ecly.

Para € muito pequeno, X — € y é solucdo factivel para ¢ <0 ou & < 0. Pode-se
concluir que ¢'x = 0, pois se c¢'y=0, um valor muito pequeno de &, com sinal apropriado,
poderia ser determinado a fim de fazer ¢’ x — c¢' y menor do que o ¢'x, mantendo a. Isso
violaria a hipétese de que x é solugdo 6tima. Portanto, ¢c' y = 0.

Tendo estabelecido que a nova menor solucdo factivel com um ndmero menor de
variaveis positivas 6timas, o restante da prova é analogo como escrito no item i.

Este teorema reduz a tarefa de se pesquisar solugdes béasicas factiveis nos problemas
de Programacéo Linear. Assim, o teorema fundamental produz uma solucéo 6bvia, mas finita.
Expandindo-se essa técnica, utilizada nesta demonstracdo, bem como o enunciado do

Teorema Fundamental, deriva—se a técnica do Método Simplex, descrito no préximo capitulo.
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4. O METODO SIMPLEX

Em 1951, George Dantzig publicou o primeiro método eficiente para se solucionar
problemas de Programacdo Linear, o Método Simplex. Geometricamente, esse método
consiste em andar de ponto extremo a ponto extremo da regido factivel, até encontrar o valor
6timo para funcgdo objetivo. Essa ideia se torna possivel uma vez que, quando a regido factivel
é ndo vazia, esta possui um numero positivo e finito de pontos extremos. Além disso, pelo
Teorema Fundamental da Programacdo Linear, caso o problema de Programacdo Linear
apresente solucdo bésica factivel Gtima, esta poderd ser encontrada em ao menos um dos
pontos extremos. Essas ideias representam a base logica do Método Simplex [1, 3, 6].

Para ser iniciado, o Método Simplex necessita de uma solucéo factivel basica. Sempre
que possivel, a origem pode ser a solucdo factivel basica inicial a ser escolhida. 1sso se torna
plausivel quando as variaveis de decisdo possuem restricdo de ndo negatividade, e esta se
apresenta como solucdo ndo infactivel. Esse artificio elimina a necessidade de se utilizar
procedimentos algébricos para se encontrar a solucdo factivel basica inicial.

Apds, o metodo verifica se a solucdo inicial é 6tima. Em caso afirmativo, o
procedimento est4 concluido. Caso contrario, 0 método faz a mudanca para o ponto extremo
adjacente que melhore o valor da fungdo objetivo. O percurso seguido pelo método até se
chegar a solugdo 6tima se faz pelos lados do poligono da regido factivel, isso ocorre, pois em
termos computacionais, € mais facil verificar uma solucdo em ponto extremo adjacente do que
em um ponto extremo qualquer [1, 3].

Por ser iterativo, 0 Método Simplex repete o procedimento para a nova solucéo
factivel basica. Pelo teste de otimalidade, examina—se cada um dos lados da regido factivel e
identifica—se a taxa de crescimento / decrescimento da funcdo objetivo. No caso de
maximizacdo (minimizacdo), se for verificado que em qualquer um dos lados obtém-se uma
taxa de crescimento (decrescimento) positiva para a funcéo objetivo, implica—se que a solugéo
no ponto extremo adjacente é melhor. Se isso ndo se verificar, a solugdo no ponto extremo
atual é a melhor.

Assim, o processo é finalizado quando se obtém um ponto extremo tal que os pontos
extremos adjacentes a ele verificam valores piores para a funcéo objetivo.

Utilizando a notacdo matricial, tem-se o problema de Programacédo Linear na forma
padréo [1, 6, 8]:
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Maximizar z=c¢'x

Sujeito a Ax=D

x=0,
tal que
1 X1 b,
T =% x=|%|b=|b2
Cn Xn bn
e amatriz Amxn é
;. Az - Qan
A= | @1 422 - Azn
Ani1 Amz ... Omn

Agora, serdo discutidas as bases tedricas do Método Simplex.

4.1- Pivoteamento

O Método Simplex foi desenvolvido a partir de uma profunda analise do sistema de

equac0es lineares que define as restricdes e as solugdes basicas do problema de Programacao
Linear.

Para se entender a base tedrica do Método Simplex, é essencial que em primeiro lugar
se compreenda o processo de pivoteamento de um sistema de equacdes lineares.

Assim, considere o sistema de equacdes lineares [7].

anXy +apXe +- - +amXn=by

anXi +apXy +: - +axXs=h

amiX1y + amaXo + ¢+ - + &mnXn = D,

ondem < n.

Em notacdo matricial, pode—se escrever o sistema proposto como Ax = b.
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Seja 0 espaco E" o conjunto de m relaces lineares que devem ser resolvidas por um
vetor x. Assim, denotando por a; a linha i da matriz A, pode—se escrever o sistema da seguinte

forma:
X = b1
X = bz
amX = by,

Assumindo que as equacg0es lineares acima sdo linearmente independentes, pode—se
substituir uma equacdo dada por qualquer multiplo proprio diferente de zero, operada com
qualquer combinacdo linear das outras equacdes no sistema. Esse procedimento, no qual
multiplos de equagdes sdo adequadamente subtraidas de outra para produzir uma forma
triangular ou canénica é conhecida como método da eliminacdo de Gauss—Jordan. Uma vez
gue as m primeiras colunas do sistema sdo linearmente independentes, o sistema pode, depois

de uma sequéncia de multiplicac6es e subtracdes, ser convertido para a forma canénica:

X1 F Yim+iXm+1 F Yim+oXme2 0+ Y10Xn = Yo
X2 F+ Yom+1Xm+1 + Yome2Xme2 + 000 F Yo uXn = Yoo
Xm * Ymm+1Xm+1 + e + YmnXn = Ymo.

Na forma candnica do sistema, as variaveis X1, Xo, ..., Xm S40 as variaveis basicas e as
variaveis restantes sdo as nao—basicas, tal que o sistema tem uma solu¢édo bésica do tipo

X1 = Y10, X2 = Y20, s Xm = Ymo € Xm+1=0, ..., Xn = 0.

Também € costumeiro representar, a partir dos coeficientes dos termos, o sistema

linear em notag&o matricial ou em tableau:

1 0 0 yimer 0 Yin Yo
0 1 0 Yyomer “ Yan Yoo
0 0 1 ym’m+1 v Ym,n YmO-
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Resolver um sistema de equacdes lineares por pivoteamento, com o sistema na forma
canonica e, supondo—se que uma variavel basica se torne ndo—basica e uma variavel ndo—
basica se torne basica, tem-se a nova forma candnica correspondente ao novo conjunto de
variaveis basicas.

Seja o sistema na forma canonica:

X1 F Yim+eiXm+1 F Yim+oXme2 0 Y10Xn = Yo
X2 F+ Yom+1iXm+1 + Yome2Xme2 + 000 F Yo uXn = Yoo
Xm * Ymm+1Xm+1 + Ce + YmnXn = Ymo,

substitui—se a variavel basica x,,1 < p < m, no sistema canonico, pela variavel ndo—basica x.
Isso pode ser feito se, e somente se, yyq for diferente de zero, pois se dividindo a linha p por
Yoq Para obter um coeficiente para Xy na equagdo de ordem p e subtraindo multiplos
apropriados da linha p de cada uma das outras linhas a fim de se obter zero como coeficiente
de X4 em todas as outras equacoes. Isso transforma a coluna de ordem g do tableau no valor
zero, exceto a varidvel de ordem p (que € a unidade) e ndo afeta as colunas das outras

variaveis basicas. Indicando os novos coeficientes da forma canonica por y’j;, tem-se:

4 ypj . .
Yij = VYij — 7 Yig L#]
Ypq
L= Ypi
H Ypq

As equacdes descritas acima sdo as equacOes de pivd que surgem frequentemente em

programacéo linear.

4.2— Pontos Extremos Adjacentes

Para se resolver o problema de Programacéo Linear
Maximizar z=c'x
Sujeito a Ax=Db
x=0,
necessita—se apenas de solugdes basicas factiveis e, resolvendo o sistema Ax = b pelo

pivoteamento, pode—se gerar uma nova solucdo bésica substituindo uma variavel basica por
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uma variavel ndo—basica. Porem, devem-se atender certas condi¢Bes especiais, a fim de que a
operacéo de pivoteamento mantenha a factibilidade.

Embora ndo seja possivel especificar o par de variaveis que serdo trocadas e manter a
condicdo de ndo negatividade, pode—se especificar qual variavel ndo—basica se tornara basica
e vice—versa.

Muitos argumentos em Programagéo Linear sdo justificados pela seguinte definicao:

Definicdo 7.1 (Solucdo ndo degenerada): cada solucédo basica factivel de Ax =b, com x5z = 0,

é solucéo bésica factivel ndo degenerada.

Essa definicdo é usada durante todo o desenvolvimento do Método Simplex, desde que

se substitua as solugdes de maneira adequada.

4.2.1 — Determinacao de que variavel saira da base

Seja x = (X1, X2, ..., Xm, 0, 0, ..., 0) a solucdo basica factivel, que pode ser representada
na forma:

X181 + X082y + - -+ + Xpam = b.

Considerando a definicdo de Solucdo ndo Degenerada, para x; > 0, tal que
i={1,2,.., m}eaq g>m, representa—se aq como variavel basica,

g =Yigar +Yqa2+ -+ Ymgam.

Multiplicando—se a expressdo aq por € = 0 e subtraindo—a da expresséo que representa
a solucdo bésica factivel acima, tem-se:

(X1 —eyg) a+ (Xo—&Yag) @2+ + (Xn— EYmg) Am + €aq =D.

Assim, para qualquer € > 0 o resultado acima escreve b como uma combinagdo linear
de no maximo (m + 1) variaveis. Para € = 0 tem—se uma solucdo bésica factivel. A medida
que € aumenta, os coeficientes de aq aumentam, e para valores suficientemente pequenos de &,
a expressdo tem uma solugéo factivel ndo—béasica. Os coeficientes das outras varidveis irdo
aumentar ou diminuir linearmente, na mesma propor¢do em que € € aumentado. Se qualquer
varidvel ndo diminuir, igualam-se os valores do primeiro lugar onde um (ou mais)

coeficientes desaparecem. Assim,
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E= min(i) {xi/yiq “Yig = 0}.

Neste caso, tem—-se uma nova solugéo basica factivel, com o vetor aq substituindo o
vetor a, onde p corresponde ao indice minimo na expressdo €. Se consegue—se 0 minimo em
€, entdo a nova solucdo é degenerada. Desse modo, qualquer uma das variaveis iguais a zero

podem ser consideradas para deixar a base.

4.3- Determinacao da solucéo factivel 6tima

Teorema 7.1 (Melhor solucédo bésica factivel): Dada uma solugdo factivel basica ndo
degenerada, igual a zp, supondo-se que para algum j que ¢; — z; < 0. Ent&o, existe uma
solucéo factivel basica com valor z < zy. Se a coluna a; puder ser substituida por um vetor na
base original para produzir uma nova solucgdo factivel basica, esta nova solucéo tera z < z.
Se a; ndo puder ser substituida para produzir uma solugéo basica factivel, entdo o conjunto
solucdo K de solucgdes factiveis é ndo limitado e a funcé@o objetivo pode ser arbitrariamente
pequena.

Demonstracéo

Seja (xg,0) = (Y10, Y20, ---» Ymo» 0, 0, ..., 0) uma solucgdo bésica factivel. O tableau abaixo
apresenta a matriz identidade nas m primeiras colunas e contém os coeficientes do sistema

aumentado de restricdes Ax = b:

ai a -+ anm Am+1 e an b

1 0 0 VYyim+1 '+ Yin VYo
0 1 0 VYom+r '+ VYan Y20
0 0 1 ym1m+1 e ym,n Ymo.

Seja z a funcéo objetivo tal que z = c1X; + CoX2 + ... + CXn € Zp uma solucdo factivel
basica tal que z, = ckxg, onde ¢k = [cq, €z o) Cn .-

Mesmo utilizando—se uma solucdo basica (xg,0) quando se tem um tableau, caso
valores arbitrarios sejam atribuidos a Xms+1, Xm+2, ..., Xn, através de operacBes algébricas

elementares, os valores das variaveis restantes podem ser encontrados da seguinte forma:
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Subtraindo—se X, X, ..., Xm das igualdades acima e usando que
tem-se

z=c"x= Zy + (Cm+1 - Zm+1)xm+1 + (Cm+2 - Zm+2)xm+2 + -t (Cn - Zn)xna

tal que

Zj =Y1jC1 + Y2jCo + o+ YpjCp,cOMmM + 1 < j < n,

que, para determinar a coluna pivo, tem-se a relagdo acima.
Assim, seja X = (X1, X2, ..., Xm, 0, O, ..., 0) a solugdo bésica factivel com valor z; e
Cms1 — Zms1 < 0. Entdo, constroi-se uma nova solucdo factivel basica na forma

X'=(X"1,X2 eeey X'm, 0,0, ..., 0) cOM Xpy +1 > 0. Substituindo—se em

z=c"x =25+ (Cms1 = Zms D ¥me1 T (Cnaz = Zma2) Xz + o+ (G — Zp)Xn,

tem-se

zZ—zZp= (Cm+1 - Zm+1) X'm+1 <0,

e, portanto, z < zo para qualquer solucdo. Como quer—se tornar X'n + 1 tdo grande quanto
possivel e X" m+1 € crescente, 0s outros componentes podem aumentar, permanecem constante
ou diminuirem. Assim, X" n+1 pode crescer até x’; = 0, para i < m, e assim obtém-se uma nova

solucdo basica factivel ou X +1 pode crescer ilimitadamente se nenhum x’; for decrescente. [
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Pode—se perceber que se em qualquer etapa c; — z; < 0 para algum j, € possivel fazer x;
positivo e crescente. Agora, quer—se saber se ¢; — z; = 0 para todo j. Nesse caso, faz—se

necessario a condicdo de Otimalidade.

Teorema 7.2 (Condigéo de Otimalidade): Se para alguma solugéo basica factivel ¢; —
z;=> 0 para todo j, entdo essa solugéo é otima.
Demonstracao
A demonstragédo decorre imediatamente de
z=c"x =20+ (Cms1 = Zms1)Xm1 T (Cmaz = Zma2) Xz + -+ (G — 2p) Xy,
onde qualquer solugdo factivel basica deve ter x; =0 para todo i, e, portanto, o valor z na

funcdo objetivo satisfard z — zo > 0. [

4.4— O Método Simplex como Tableau

A cada iteracdo, o proximo conjunto de equagOes lineares precisa solucionar: Bxg = b,
wB = c}, e By = a. Os procedimentos para resolver e atualizar este sistema nos conduzira a
algoritmos diferentes.
Nesse momento, serd descrito o Método Simplex em formato de Tableau [9].
Seja x uma solucdo basica factivel inicial, com base B. Representado o problema de
Programacdo Linear, tem-se:
Minimizar  z
Sujeito a z—chxg—chxy=0
Bxg + Nxy =D
Xg, xy = 0
A partir de Bxg + Nxy = b, tem-se
xg + B"'Nxy = B~ 1b.
Multiplicando—se por ¢} e adicionando—se na fung¢io objetivo, tem—se
Z+ 0xg + (c5B™IN — cxy = cEB~1b.
Sabe-se que xy =0, e pelas duas equacdes acima tem-sexz =B~ lb e
z = cEB~1h. Além disso, pode-se representar convenientemente a solugio factivel basica com

a base B no seguinte tableau (quadro), exemplificado na Tabela 1.
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Tabela 1: Organizagdo do problema no formato Tableau

Z | Xp XN
xg | 0] 1 B~IN B~b

z |10 |cEB™IN—CcL |cEB™1b

Fonte: Bazaraa et al, p.126

Representa—se por z a varidvel basica a ser minimizada. A linha objetivo serad
representada como linha 0 e as linhas restantes como linhas de 1 a m. A coluna do lado direito
indicara os valores das variaveis nao basicas (incluindo a fungdo objetivo). As variaveis
basicas sao identificadas na coluna da esquerda.

O tableau em que z e xp serd resolvido em termos de xy ¢ chamado de forma
candnica. Neste tableau nio sd tem—se o valor da fun¢io objetivo c;B~1b e das varidveis
basicas B~1h na coluna do lado direito, como também fornece todas as informagdes de que
precisamos para prosseguir com o Método Simplex. Na verdade, a linha de custos apresenta
cEB™IN — cf;, que consiste em (z; — ¢;) das variaveis ndo-bdsicas. A linha zero informa se ha
uma solu¢do otima (se cada z; — ¢; < 0), e que a varidvel ndo basica ird crescer, caso
contrario. Se x; é crescente, entio o vetor y;=B~1a,, que é aparece no tableau nas linhas 1
am abaixo da varidvel xy , ajudard a determinar por quanto xx pode aumentar. Se y; < 0,
entdo x; pode aumentar indefinidamente e o valor 6timo da fung¢do objetivo ¢ ilimitado. Por
outro lado, se y; tem pelo menos um componente positiva, o crescimento em Xj serad
interrompido por alguma variavel basica, que torna—se zero. O teste da razdo minima (que
pode ser realizado desde que B = b e y; sdo ambos possiveis no tableau) determina o valor
da varidvel de bloqueio. Quer—se um esquema que:

1- Atualizar as variaveis basicas e seus valores;
2- Atualizar os valores das novas variaveis nao basicas (z; — ¢;);

3- Atualizar as colunas y;.

45— Pivoteamento no tableau

Os procedimentos descritos acima podem ser realizados simultaneamente através do
pivoteamento. Se X entrar na base e x; sair da base, entdo o pivoteamento pode ser iniciado.
Para isso, seguem-se 0S pPassos:

1- Divida a linha r por y;

52



2- Parai={1,...,m}ei=r, atualize a linha i adicionando a ela — yjx vezes a nova
linhar;
3- Atualize a linha zero adicionando a ela (ck — zx) vezes a linha r. As tabelas 2 e 3

representam, respectivamente, a situacao antes e depois da operacao de pivoteamento.

Tabela 2: Tableau anterior ao pivoteamento

VA xBl XBT me x] xk
z [1]o - 0 - 0 |- z-¢ - x—C - |ckb

i~
3

Fonte: Bazaraa et al,p.127.

Ao examinar o pivoteamento aplicado ao tableau, tem—se:
1- A variavel x; entrou na base e xg, saiu da base. Isto é registrado no lado esquerdo do
tableau, substituindo o xg, pelo x;. Na iteracdo seguinte, a nova xg,- € agora xy.

2- O lado direito do tableau representa os valores atualizados das variaveis basicas, pois

b es . ” ;- . -
Xy = y—r As variaveis ndo basicas possuem 0s valores Iguais a zero.
Tk

3- Supondo-se que as colunas originais das novas variaveis basicas e ndo basicas sejam
B e N, respectivamente. Através de uma sequéncia de operacbes nas linhas
elementares (de acordo com o método da eliminacdo de Gauss—Jordan e caracterizado
pelo pivoteamento nas iterages intermediarias), o tableau inicial torna—se um tableau
atualizado, onde B substituido por I, matriz identidade. Assim, esse procedimento
resulta num novo tableau em que a nova B~1N abaixo das variaveis ndo bésicas e um
conjunto atualizado de (z; — ¢;) para as novas variaveis ndo basicas, junto com o0s

valores das novas variaveis béasicas e da funcdo objetivo.
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A eficiéncia do Método Simplex ¢é justificada por sua metodologia simplificada, em
que se chega a solugbes com alta confiabilidade, num tempo razoavel.

Outro fato que vem comprovar sua importancia é que, embora o cientista norte
americano George Dantzig tenha criado o Método Simplex em 1947, ele continua a se
desenvolver. Com o surgimento do método de pontos interiores, m 1970, esperava—se que 0
Simplex tivesse chego sua maturidade. Porém, este fato foi grande motivador na pesquisa
sobre 0 método Simplex. Desde o surgimento do método de pontos interiores, estima—se que a

eficiéncia de implementac6es do Simplex tenha aumentado duas ordens de grandeza [12, 13].
4.6 — Problemas de Programacdo Quadrética
A Programacdo Quadratica consiste na minimizacdo de uma funcdo f(x) quadratica

sujeita a restricdes lineares, sendo uma extensdo da Programacéo Linear.

Um problema de Programacéo Quadratica pode ser escrito na forma a seguir:

Minimizar %xTGx +cTx
Sujeito a Ax<b
x=0,

onde G é uma matriz quadrada (n x n) e simétrica e ¢ € um vetor cujas componentes sdo 0s
coeficientes dos termos lineares na funcdo objetivo. Se G = 0, f(x) € linear, verificando que a
Programacdo Linear pode ser vista como um caso particular de programacao quadratica.

Na Programacdo Quadratica, as restricGes sdo definidas por uma matriz A (m x n) e
por um vetor m—dimensional b as variaveis de decisdo sdo denotadas pelo vetor coluna n—

dimensional x, como na Programacé&o Linear [14].
4.7 — Exemplos
Modelos reais sdo construidos na notagdo de problemas de Programacdo Linear e

solucionados através do Simplex com o objetivo de se chegar a resultados satisfatérios de

forma eficiente, como nos exemplos que seguem [1].
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Exemplo 1 — Problema de maximizagéo
Determinar a solucdo 6tima do Problema de Programacéo Linear
Max z = 2xq + 3x, + 4x3
Sujeito a X1 + X2+ X3 < 100
2X1 + X2 < 210
X1 <80

X1=20,%X=20ex3=0.

Em primeiro lugar, reescreve—se o Problema de Programacéo Linear de forma que a
funcdo objetivo z seja uma equacéo igual a zero, ou seja,

max z — 2x, — 3x, — 4x3 = 0.

Também se acrescentam as varidveis de folga de forma que o sistema de inequacdes
de restricdo esteja no formato de um sistema de equagdes. Assim, para a primeira inequacgao

de restrigéo, se x; + X + X3 < 100, entdo basta somar x4 # 0, onde X; + X2 + X3 + X4 = 100.

Logo,
X1+ X2 +X3< 100 © X1 + X, + X3+ X4 =100.
Para as demais restri¢fes, de maneira analoga, tem-se
2X1 + X2 <210 © 2X1 + X2 + X5 = 210
e

X1 <80 & X1+ X5 = 80.

Dessa forma, o Problema de Programacao Linear proposto pode ser reescrito como

Max zZ —2X3 —3X2 —4X3 = 0

Sujeito a X1  tXa X3 +Xg = 100
2%+ X + Xs = 210
X1 +Xs = 80.

Em notacdo tabular, a linha que representa a fun¢do objetivo é representada como

linha 0 e as linhas restantes como linhas a partir de 1. As colunas do lado direito indicardo os
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valores das varidveis bdsicas, incluindo a fun¢do objetivo. As varidveis ndo bdsicas sdo

identificadas nas colunas da esquerda.

z X1 X7 X3 X4 X5 Xg b
1 -2 -3 -4 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 100
0 2 1 0 0 1 0 210
0 1 0 0 0 0 1 80

Para aplicar o Método Simplex no tableau, encontra—se a variavel que entra na base,

identificando na linha zero, o menor valor. Nesse caso, X3 = —4 entrara na base.

4 X1 X2 X3 Xa X5 X6 b
1 -2 -3 -4 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 100
0 2 1 0 0 1 0 210
0 1 0 0 0 0 1 80

Para a variavel x3 entrar na base, deve-se encontrar a linha de restricdo que saira da
base. Para isso, aplica—se o teste da razdo minima, dividindo—se cada termo independente b
por cada coeficiente de xs, caso exista. Ao identificar a linha de menor quociente positivo,
tem-—se o0 elemento pivd, que esta no cruzamento da variavel que entra na base e na linha que

sai da base. No caso, o elemento pivé € 1.

X1 X2 X3 Xq X5 X b

-2 -3 —4 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 100 | =2=100
0 2 1 0 0 1 0 210 2 L
0 1 0 0 0 0 1 80 3

Uma vez identificado o elemento pivd, é necessario calcular a nova linha pivo,

dividindo—se a linha que sai da base pelo elemento pivd. Para cada uma das outras linhas,
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atualiza—se seu valor adicionando a elas 0 oposto de cada coeficiente da variavel que sai da

base vezes a nova linha piv0, incluindo a linha zero. Segue o novo tableau:

Z X1 X2 X3 X4 X5 X6 b

1 2 1 0 4 0 0 400
0 1 1 1 1 0 0 100
0 2 1 0 0 1 0 210
0 1 0 0 0 0 1 80

Como a linha zero apresenta valores ndo negativos, tem-se a solucdo Otima. Neste
caso, assumindo—se as varidveis ndo basicas x; = X, = X4 = 0, 0 problema tem solucéo factivel

Otima Unica x3* = 100, xs* = 210 e xg* = 80, com o valor étimo da funcdo objetivo z* = 400.

Exemplo 2 — Problema de minimizacao

Determinar a solucdo 6tima do Problema de Programacéo Linear

Min z =4x, — 2%,
Sujeito a 2X1+ X2 <10
X1 —Xo < 8

X1=0ex,>0.
Primeiramente a funcdo objetivo sera reescrita de tal forma que se tenha uma funcéo

objetivo auxiliar e assim obter uma solucéo inicial. Sabe—se que

n n
Minimo z cjx; = —Maximo Z(—c)jxj,
j:l j=1
entéo
Minz = 4x, — 2x, © Max —z = —4x; + 2x,.

Fazendo a funcgéo objetivo z uma equacéo igual a zero, tem-se

Max —z+4x; —2x, = 0.

Agora, acrescentam-se as variaveis de folga de forma que o sistema de inequagdes de
restricdo esteja no formato de um sistema de equacgdes. Assim, para a primeira inequacao de
restricdo, se 2x; + X, < 10, entdo basta somar x; # 0, onde 2x; + X, + X3 = 10. Logo,

2X1+ X <10 2% + X+ X3 = 10.
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Analogamente,

X1 =X <8O X1 —Xo+X4=8

Dessa forma, o Problema de Programacao Linear proposto pode ser reescrito como

Max -z + 44Xy —2% = 0
SUjEitO a 2X1 +X +X3 = 10
X1 —Xo +X4 = 8

Em notacdo tabular, a linha que representa a fun¢do objetivo é representada como
linha O e as linhas restantes como linhas a partir de 1. As colunas do lado direito indicardo os
valores das varidveis bdsicas, incluindo a fun¢do objetivo. As varidveis ndo bdsicas sdo

identificadas nas colunas da esquerda.

-z X1 X2 X3 X4 b
4 -2 0 0 0
0 2 1 1 0 10
0 1 -1 0 1 8

Determina-se a variavel que entra na base, identificando na linha zero, o menor valor.
Nesse caso, X, = —2 entrara na base.

-z X1 X2 X3 X4 b
1 4 -2 0 0
0 2 1 1 0 10
0 1 -1 0 1 8

Para a variavel x;, entrar na base, deve-se encontrar a linha de restricdo que saird da
base. Para isso, aplica—se o teste da razdo minima, dividindo—se cada termo independente b
por cada coeficiente de X, caso exista. Ao identificar a linha de menor quociente positivo,
tem-se o elemento pivd, que esta no cruzamento da varidvel que entra na base e na linha que

sai da base. No caso, 0 elemento pivo é 1.
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-z X1 X2 X3 X4 b

1 4 2 0 0 0

0 2 1 1 0 10 P_q
0 1 1 0 1 8 _il - g

Uma vez identificado o elemento pivd, é necessério calcular a nova linha pivd,
dividindo—se a linha que sai da base pelo elemento pivd. Para cada uma das outras linhas,
atualiza—se seu valor adicionando a elas 0 oposto de cada coeficiente da variavel que sai da

base vezes a nova linha piv0, incluindo a linha zero. Segue o novo tableau:

-7 X1 X2 X3 X4 b
1 8 0 2 0 20
0 2 1 1 0 10
0 3 0 1 1 18

Como a linha zero apresenta valores ndo negativos, tem-se a solu¢do Otima. Neste
caso, assumindo—se as variaveis nao basicas x; = X3 = 0, o problema tem solucdo factivel

Otima unica x2* = 10 e x4* = 18, com o valor 6timo da funcédo objetivo z* = — 20.
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5. TEORIA DA DUALIDADE

O conceito de dualidade e suas diversas ramificacbes sdo das mais importantes
descobertas, desde o inicio da Programacéo Linear. Isso se deve ao fato de que todo problema
de Programacéo Linear, chamado primal, tem associado a ele outro problema de Programacao
Linear, chamado de dual.

Em determinadas situacdes, a quantidade de célculos implementados no Método
Simplex, para se resolver um problema de Programacéo Linear, pode ser demasiadamente
grande. Essa quantidade pode ser reduzida ao se substituir o modelo primal pelo modelo dual
[1, 8].

O modelo dual pode ser formulado, utilizando—se os coeficientes do modelo primal
correspondente. Uma vez que o modelo primal esta na forma padrdo, pode-se escrever o
problema dual da seguinte forma [1,4]:

e Se 0 problema dual estiver na forma de minimizacdo, o problema primal esta
na forma de maximizacéo;

e Os lados direitos nas restricdes no problema dual sdo os coeficientes na funcéo
objetivo do problema primal;

e Os coeficientes da restricdo no problema dual s&o os coeficientes das variaveis
de restricdo no problema primal.

O esquema abaixo sintetiza as descri¢des acima, sendo a esquerda o modelo primal e a

direita o modelo dual:

Tabela 4: Forma padrdo para o problema primal (a esquerda) e seu problema dual (a direita)

Primal Dual
Maximizar z = Y1 GX; Minimizar w= YL bl
Sujeito a Yj=1aj%; < by, Sujeito a Ziaijh = cj,
parai={1,2,..,m}ej={1,2,..,n} |parai={1,2,...,mjej={1,2, .., n}
xj =0 A =0

Fonte: Hillier et al, p.204

Assim, percebe—se que 0s elementos da matriz coluna, do lado direito da restricdo no
modelo primal, fornecem os coeficientes da fungéo objetivo do problema dual; os coeficientes

da funcdo objetivo no problema primal fornecem a matriz coluna, do lado direito da restricdo
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no modelo dual; o sinal das restrigdes também se altera, ou seja, se 0 problema primal possui
0 sistema de equagdes com sinal de “menor que ou igual a que”, o modelo dual, para seu
sistema de restrigdes, terd o sinal de “maior que ou igual a que”; os coeficientes de uma
varidvel em um dos modelos sdo 0s coeficientes para uma equacdo de restricdo no outro
modelo; o nimero de variaveis no problema dual € igual ao nimero de restri¢cbes no problema
primal e cada restricdo no problema dual corresponde a cada varidvel no problema primal [1,
4, 8].

A definicdo de dualidade, através do par de programas primal e dual, em forma
matricial é:

Tabela 5: Forma padrdo para o problema primal (a esquerda) e seu problema dual (a direita), em forma matricial

Primal Dual
Maximizar z=c'x | Minimizar w= A'b
Sujeito a Ax>Db | Sujeito a AMA<c!

x>0 A >0

Fonte: Hillier et al, p.204, adaptado pelo Autor

O quadro comparativo acima destaca que A é uma matriz mxn, sendo b e x vetores
colunas de dimensdo n, com x como variavel do problema de Programacdo Linear primal. Ja
¢’ é um vetor linha de dimensdo n, e A" um vetor de linha dimensdo m, tal que A é a variavel
do problema de Programacdo Linear dual. Em outras palavras, a matriz de restricbes do
problema dual é a matriz transposta das restricdes do problema primal. A solugdo 6tima
primal corresponde a solucéo 6tima dual, ou seja, z = w.

Uma vez que os problemas primal e dual estdo relacionados, tem-se alguns resultados

que auxiliam na busca de solugdes em problemas reais [4, 7]:

Teorema 8.1: O dual de um problema dual é o primal.
Demonstracao

Seja o problema primal P:

Maximizar z=c'x
Sujeito a Ax=>Db
x=0,
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e seu dual D é

Minimizar w=bTA
Sujeito a ATA<cT
A =0.

Seja D o dual deste Gltimo problema e x as variaveis de D. Quer—se mostrar que P é

igual a D. Entdo D é igual a:
Maximizar Z=c'x

Sujeito a ANz > (HT
x =0.
Logo,
Maximizar  zZ=c'x
Sujeito a Ax > b
x =0.

Este Gltimo problema D é o problema primal P. Segue que P =D. [

Lema 8.1 (Lema da Dualidade Fraca): Se x e A sdo viaveis para os problemas de Programacéo

Linear, na forma padréo,

Maximizar Z=CX
Sujeito a Ax=>Db
x=0,
e seu correspondente dual
Minimizar w= A'b
Sujeito a AMA<cT
A =0,

respectivamente, entdo c'x > A'b.

Demonstracao.

Tem-se que
Ab=A"Ax<c'x. [

A (ltima desigualdade é valida parax >0e A"A < c'.

Este lema mostra que uma solucao factivel para qualquer um dos problemas produz

um limite sobre a solucdo factivel do outro problema. Os valores associados ao primal séo
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todos maiores do que os valores associados ao dual, ou seja, se o problema primal busca o

valor minimo.

Teorema 8.2 (Teorema da Dualidade da Programacao Linear): Se um dos problemas

Maximizar Z=CX
Sujeito a Ax=>Db
x=0,
ou
Minimizar w= 1"b
Sujeito a AMA<cT
A1 =>0

tiver a fungdo objetivo limitada e uma solucéo Gtima, entdo 0 mesmo acontece para o outro
problema, ou seja, z* = w*, para z* e w* valores 6timos para c'x e 1'b, respectivamente. Se
qualquer um dos problemas tiver a funcdo objetivo ilimitada, o outro problema ndo possui
uma solucéo factivel.

Sua demonstracdo pode ser encontrada em [7, 9].

5.1- Relagdo com o Método Simplex

Anteriormente, foi enunciado o Teorema da Dualidade e referenciado onde buscar sua
demonstracdo. Agora, 0 mesmo serd provado utilizando—se as caracteristicas do Método
Simplex. Dessa forma, obtém-se como resultado que, uma vez que o problema primal é
resolvido pelo Método Simplex, uma solucdo para o dual é obtida prontamente.

Seja o problema de Programacao Linear na forma padréo

Minimizar z=c'x
Sujeito a Ax=Dh
x=0.

Tem-se a solucdo 6tima factivel basica x = (xg, 0) com a base B. Quer—se determinar

uma solucéo para o problema dual

Maximizar w= 1"b
Sujeito a AMA<c'
A =0,

em termos de B.
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Pode-se particionar a matriz A como A = [B, D]. Como a solucdo bésica factivel
xs = B™'b é 6tima, o custo relativo do vetor r, para cada componente, deve ser ndo—negativo.

Pelo Método Simplex Revisado, tem-se

) =cl—cPB™1D,
e sendo rp ndo — negativo em cada componente, tem-se
cEB™D < ¢},

Agora se define AT = cfB~1. Quer-se mostrar que a escolha de A soluciona o

problema dual. Entéo,
AMA=[AB,ATD] = [cL,cIB™ID] < [cL,cl] = cT
Assim,
ATA< T,

com A sendo solucéo factivel para a dupla.

Por outro lado,

ATh =cIB™1 = clhxp,

e, portanto, o valor da funcéo objetivo dual é igual ao valor da funcdo objetivo do problema
primal. Isso, tendo em conta o lema da dualidade fraca, estabelece a otimalidade de A para o
dual. A discussdo acima produz uma alternativa da parte principal do teorema de dualidade:

O problema de Programacéo Linear

Minimizar z7=c'x
Sujeito a Ax=Dh
x=0.

tem uma solucdo Otima factivel basica correspondente a base B. Se o vector A satisfaz

ATh = c¢IB™1, entdo é a solucéo 6tima para o problema dual

Maximizar w= 1"b
Sujeito a AMA<c'
A =>0.

Os valores 6timos de ambos os problemas sdo iguais.
Agora, atenta—se para uma discussdo de como a solucdo do dual pode ser obtida
diretamente do final do tableau do problema primal, utilizando—se 0 Método Simplex. Supde—

se que incorporado na matriz A estd uma matriz de identidade de ordem m. Esse sera o caso
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se, por exemplo, m variaveis de folga sdo empregadas para converter as desigualdades em
igualdades, deixando o problema na forma padréo. Entdo o final tableau da matriz B™ aparece
onde a matriz identidade apareceu no inicio. Além disso, na Ultima linha os componentes
correspondentes a matriz de identidade serd ¢/ — ¢ B~1, onde ¢, é o vetor dos coeficientes do
custo das variaveis, que correspondem as colunas da matriz de identidade original. Assim,
subtraindo estes coeficientes de custo dos elementos correspondentes na ultima linha, o
oposto da solugdo AT = ctB~* para o problema dual é obtido. Em particular, se, como é o
caso com variaveis de folga, ¢, = 0, entdo os elementos da Gltima linha em B™* sdo iguais aos

componentes negativos da solucdo para o problema dual.

5.2 — Anélise de Sensibilidade

Um trabalho de Pesquisa Operacional consiste geralmente em investigar o problema a
ser resolvido através de uma coleta de dados e formular seu enunciado, para em seguida,
construir o modelo matematico e determinar sua solucdo 6tima. A seguir, realizam-se 0s
testes e aprimoramentos, caso necessario. E nesta parte que se executa a Andlise de
Sensibilidade.

Na formulacdo de um modelo Programacdo Linear, pressupde-se que todos o0s
parametros ajj, b; e ¢j sdo constantes conhecidas, estimados através de uma previsdo de
condigdes futuras, por meio de uma coleta e analise de dados.

Executar a andlise de sensibilidade consiste em, ao realizarem-se mudangas nos
valores dos parametros a;j, b e ¢; do modelo, investigar o efeito que essas mudangas acarretam
a solucdo o6tima. Dessa forma, um dos seus principais objetivos € o de identificar os
parametros cujos valores ndo podem ser alterados sem alterar a solugdo 6tima, chamados de
parametros sensiveis.

Vale ressaltar que, ao se modificar os valores dos parametros no problema primal,
também se modificam os valores correspondentes no problema dual [1].

Os passos a seguir vém sintetizar o procedimento para executar a Anélise de
Sensibilidade [1]:

1- Revisar o0 modelo, fazendo as altera¢des desejadas;
2— Revisar a tabela final do Método Simplex;
3— Converter a tabela final do Método Simplex para uma forma apropriada, a fim de

identificar e avaliar a solugdo bésica atual, aplicando a eliminag¢do gaussiana.
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4— Realizar o teste de factibilidade, verificando se os valores de todas variaveis bésicas na
coluna do lado direito da tabela simplex s&o ndo—negativos.
5- Realizar o teste de otimalidade, verificando se se todos os coeficientes das variaveis ndo—
béasicas na linha zero da tabela simplex sdo ndo—negativos.

Por fim, para finalizar o trabalho de Pesquisa Operacional, faz—se a preparagéo para a
aplicacdo do modelo e a implementacéo da solucdo 6tima.
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6. 0 PROBLEMA DE MAXIMIZACAO DO INVESTIMENTO DE CAPITAL

6.1 — Breve Histdrico do Problema de Maximizacéo do Investimento de Capital

No inicio da civilizagdo, o ser humano vivia em pequenas tribos e sua subsisténcia era
baseada em produtos retirados diretamente da natureza. A evolucdo da sociedade e o
surgimento das cidades ocasionaram a aparicdo de atividades culturais, artesanais e bens de
producdo para sustento proprio. Esse novo modelo de vida, aliado a desigual reparticdo dos
produtos naturais, originaram o surgimento das trocas comerciais.

O escambo é tido como o primeiro tipo de troca comercial e se caracteriza pela
permuta direta de produtos e mercadorias, como matérias primas e artefatos de necessidade.

Com a intensificacdo das praticas comerciais e 0 intercambio entre as sociedades, 0
escambo, nos moldes praticados até entdo, tornou-se rapidamente um empecilho. Houve a
necessidade de um sistema estavel de equivaléncias com unidades e padrdes fixos. A Grécia
pré—helénica teve o boi e as ilhas do Pacifico tiveram colares de pérolas ou de conchas e,
posteriormente, faixas de tecido como unidades de escambo.

Com a iminente dificuldade em realizar as transagdes comerciais através do escambo e
0 desenvolvimento do comercio, 0s metais desempenharam um papel cada vez maior nas
tratativas de compra e venda. Seu uso se dava atraves da pesagem das mercadorias e da
relacdo peso—padrdo com o metal, e a padronizacdo pelo metal fez com que as mercadorias
passassem a ser trocadas em fungdo de seu “prego justo” [15].

As moedas metalicas surgiram na Lidia ha aproximadamente trés mil anos,
caracterizando o surgimento do primeiro sistema de mercados livres e abertos, determinando a
primeira revolucdo monetaria da histéria. Tal acontecimento permitiu a criacdo de um sistema
cultural totalmente novo, originando o modelo de vida das civilizagbes classicas do
Mediterraneo.

A ideia das moedas metalicas propagou-se mundo afora até que, no periodo da
Renascenca, 0os bancos italianos desenvolveram o papel moeda e o sistema nacional de
bancos, constituindo a segunda revolu¢do monetéria. Essa medida extinguiu o feudalismo e
modificou a base do poder econdmico, passando de posse de terras para posse de titulos,

acoes e corporagoes.
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Essa ultima mudanca proporcionou o surgimento do modelo econdmico atual, o
capitalismo. A partir do inicio do século XXI, iniciou—se a terceira revolugdo monetaria, com
a aparicdo do dinheiro eletrénico e da economia virtual.

A evolucédo tecnoldgica transformou o dinheiro em impulsos eletrdnicos invisiveis,
tornando—os mais eficientes nas transagdes comerciais e no registro de ndmeros e
informagdes, além de ser livre do espaco, do tempo, do controle de governos e corporagoes.
Essa nova realidade possibilitou ao dinheiro eletrénico oferecer ao usuéario a escolha da cifra a
ser trabalhada como dolar, euros, real, marcos, ienes ou qualquer outra combinacdo de
moedas [16].

Entretanto, o que verdadeiramente importa ndo é o dinheiro em si, seja de qual forma
ele se apresente, mas as mercadorias e servi¢os que se pode comprar e, através do poder de
compra, usufruir de todos os beneficios da sociedade moderna. Dessa forma, surge a
necessidade de se ter um capital para girar os recursos, enquadrando a situacdo financeira a
realidade econdmica e ao mercado financeiro [17].

Com a necessidade de se encontrar ldgica e raciocinio em meio as incertezas do
mercado financeiro, surgem diversos trabalhos académicos relacionados a financas e a
matematica financeira.

O primeiro trabalho notavel nesta area foi conferido a Louis Jean—Baptiste Alphonse
Bachelier, nascido em 1 de marco de 1870, em Le Havre, Franca. Bachelier, supervisionado
por Henri Poincaré, apresentou na Sorbonne sua tese de doutorado intitulada Theorie de
Speculation, que posteriormente foi publicada numa das mais influentes revista cientificas da
Franca, a Annales scientiques del'Ecole Normale Superieure.

A Theorie de Speculation trd&s o movimento brawniano como um modelo das
flutuacbes dos precos das acgdes, que durante muito tempo, foi usado como base dos
arquétipos em matematica financeira [18].

A grandeza de seu trabalho dedicou ao dia 29 de marc¢o de 1900, data da sua defesa em
Sorbonne, o dia do nascimento da Matematica Financeira. Bachelier foi intitulado como o pai
da Matematica Financeira [17, 18].

O reconhecimento do trabalho de Bachelier ocorreu cinquenta anos apds sua
publicacdo, quando Jimmy Savage 0 recomenda a seus amigos economistas, através de
cartdes postais. Um dos enderecados foi Paul Samuelsen, que relatou que a tese de Bachelier
trazia as ferramentas matematicas necessarias (movimento brawniano, processos de Markov e

equacdo do calor) para a implantacéo de seu programa econdémico [18].
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Em 1952, Harry M. Markowitz publicou no The Jounal of Finance seu estudo sobre
teoria moderna de financgas, intitulado Portfolio Selection. Este foi considerado a maior
contribuicdo no entendimento dos mercados financeiros e tomadas de decisdo, que
protagonizou o nascimento da economia moderna [16, 19].

O Portfolio Selection foi o primeiro trabalho a formalizar matematicamente a ideia de
diversificacdo de investimento, buscando a maximizagdo do retorno do portfolio esperado,
minimizando o impacto do risco [21].

Apdbs a publicacdo de seu artigo, Markowitz comecou a desenvolver modelos de
otimizacdo, programacdo linear e algoritmos, trabalhando para a RAND Corporation.

Em 1954, Markowitz defendeu seu doutorado e, no final dos anos cingquenta, publicou
seu livro cujo titulo é 0 mesmo de sua tese, Portfolio Selection. O texto do livro contém toda a
sua teoria sobre modelos de carteiras de investimento.

Em 1990, ele recebeu o Prémio Nobel de Economia, com Merton Miller e William
Sharpe, por suas contribui¢fes para a analise das carteiras e métodos de financas corporativas
de investimento [22].

A teoria moderna de portfélios, nos dia de hoje, indica ao investidor o modo como o
investimento pode ser realizado, minimizando o risco ou maximizando o retorno. Aplicando
este conceito numa carteira de investimento diversificada, observa—se vantagem dos
investimentos na maximizagao entre risco e retorno e ndo em investimentos no ativo de maior
retorno [16, 20]

6.2 — Conceitos Basicos para a Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz

A Teoria moderna de portfdlios de Harry M. Markowitz sugere que 0s investimentos
devem considerar simultaneamente o risco e o retorno numa alocacdo de fundos, através da
diversificacdo de investimentos, de maneira a minimizar o risco e maximizar o retorno.

Dessa forma, faz—se necessario a apresentacdo de alguns conceitos em finangas e
estatistica basica para o entendimento da Teoria Moderna de Portfolios e sua posterior

aplicacdo.
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6.2.1 — Definigdes e conceitos em finangas

Alguns preceitos basicos em financas e economia devem ser bem conceituados, a fim
de se entender a Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz [22, 23].

Inicialmente tem-se o conceito de investimento, definido pelo compromisso que o
investidor faz, utilizando—se do dinheiro que ndo esta usufruindo, a fim de que este aumente
ao longo do tempo. O investimento ocorre para que 0 investidor possa consumir
posteriormente bens de valor maiores do que o investido inicialmente. De certo, a taxa de
retorno deve compensar o tempo, a aliquota esperada de inflacdo e a incerteza do retorno.
Cabe ao investidor selecionar os investimentos que Ihe proporcionara as taxas de retorno
desejadas.

Ao investir, adia—se 0 consumo atual para agregar ao capital inicial certa quantia para
que se possa consumir mais no futuro. Essa quantia esperada é o retorno sobre um
investimento, definido como a mudanca de valor, resultante desse investimento. Essa
valorizacdo (ou desvalorizacdo) do capital investido pode acontecer devido a entrada (ou
saida) de dinheiro, como juros (ou dividendos), causando uma mudanca no preco do ativo.

Para ocorrer o investimento que vise maior taxa de retorno, deve fazer uso do portfolio
de investimento, definido por um grupo de ativos (aplicagcdes de recursos) que pode conter
acoes, titulos ou imdveis. Entdo, deve—se calcular a taxa média de retorno para este portfélio,
num determinado periodo de tempo.

Markowitz, em seu Portfolio Selection, aconselha a diversificacdo do investimento.
Define—se diversificagdo como a divisdo do capital a ser investido em diversos tipos de ativos.
Isso faz com que o risco de perda seja reduzido.

Como o mercado financeiro € cheio de incertezas, é necessario se trabalhar com
medidas risco. O risco é a incerteza de que um investimento ganhard a taxa de retorno
esperada. Dessa forma, quanto maior a taxa de retorno, maior é o risco do investimento.

O risco pode ser classificado em dois tipos. O risco diversificAvel é o que atinge
diretamente alguns investimentos ou algumas empresas devido a imprevistos ou decisdes mal
tomadas. Este pode afetar apenas alguns ativos do portfolio, preservando a rentabilidade de
outros. Ja o risco ndo—diversificavel € o risco de mercado, que pde em baixa ndo somente
algumas aplicacbes, mas 0 mercado como um todo. Se o mercado esta em baixa, todos os

investimentos tendem a acompanhar a baixa.
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O risco e a taxa esperada de retorno do investimento estdo diretamente ligados,

fazendo com que o retorno tenha um valor 6timo no portfolio de investimento.

Por fim, a volatilidade é a variacdo do preco das acdes em um determinado periodo de

tempo. O conceito estatistico que mede a volatilidade é o desvio—padrao, onde quanto maior €

a variacao do retorno do ativo, maior é o desvio—padrdo. Verifica—se entdo o maior o risco.

6.2.2 — Topicos de Estatistica Basica

O modelo de anélise de risco—retorno de Markowitz, utilizado na escolha da melhor

carteira de investimentos, estd baseado em quatro grandes conceitos estatisticos: média,

variancia, desvio—padrdo, covariancia e correlacdo, descritos abaixo [24, 25].

Média: € uma medida de tendéncia central, pois 0s dados analisados “tendem a
se agrupar em torno dos valores centrais” da distribuigdo. E representada pelo
quociente entre soma de todos os valores x; de uma amostra, igualmente
provaveis, pelo nimero N de termos que esta amostra possui. Algebricamente,
a média u é:

_ §V=1 Xi

N

Variancia: € uma medida de dispersdo ou variabilidade, ja que mede a
diversificacdo das variaveis em torno da média. E representada pela média
aritmética dos quadrados dos desvios em relacdo a média. Define-se como
desvio em relacdo a média a diferenca entre cada x; de uma amostra e a média
u. Algebricamente, a variancia a2 é:

2 _ §V=1(xi - 'u)Z
—N .

Sob o ponto de vista pratico, a utilizacdo da variancia se mostra inconveniente, pois é

calculada a partir dos quadrados dos desvios, ou seja, em relagdo a varidvel em questdo é um

nimero em unidades quadradas. Dessa forma, pela estatistica descritiva, faz—se uso

geralmente do desvio padréo.

Desvio padrdo: é uma medida de dispersdo ou variabilidade que,

diferentemente da variancia, possui unidades lineares em relagdo a média. E
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representado pela raiz quadrada positiva da variancia. Algebricamente, o

desvio padréo o é:

—N .

e Covariancia: € uma medida descritiva de dependéncia linear entre variaveis
aleatorias, isto é, verifica como duas variaveis se modificam simultaneamente.
Sejam duas variaveis aleatorias x e y, com valores esperados p, € u,. A
medida de associacdo entre elas é o produto destas em torno da meédia, numa
amostra com N termos. Algebricamente, a covariancia o, é:

N0 = ) (v — 1y)
Oxy = N :

A covariancia é interpretada da seguinte forma: caso o,,>0, diz—se que a associacdo
linear entre as varidveis x e y € positiva, ou seja, se 0s valores de x aumentam, os de y também
aumentardo. Se o,,,<0, diz—se que a associacdo linear entre as variaveis x e y € negativa, ou

seja, se os valores de x aumentam, os de y diminuir&o.

e Correlacdo: é uma medida utilizada para medir o grau de dependéncia linear
entre duas variaveis. Algebricamente, a correlagéo p,,, €:

Oxy

pxy - O_xo_y'
A correlagdo € interpretada da seguinte forma: Se a correcdo p,, = + 1, diz—se que a

correlacdo linear € positiva perfeita, ou seja, a distribuicdo dos dados forma uma reta

crescente; se a correlagdo p,,, = — 1, diz—se que a correlagéo linear € negativa perfeita, ou seja,
a distribuicdo dos dados forma uma reta decrescente; se p,,, = 0, diz—se que ndo ha correlagéo
linear entre as variaveis; se 0 < p,,, < 1 diz—se que a correlagdo linear é positiva, variando de
fraca (o valor de p,,, € proximo a zero) a forte (o valor de p,, € proximo a 1).

A média e o0 desvio padrdo de uma distribuicdo de dados podem se relacionar através
da distribuicdo normal de probabilidades (também chamada de curva normal, distribuicdo de

Gauss ou curva gaussiana), utilizada em pesquisas socioecondmicas, entre outras.
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A equacdo que a define é [25]

1 50w’
e o’

oV2an ’

fx) =

com r = 3,14159 ... e 0 nimero neperiano e = 2,71828...

Sua representacdo grafica € uma curva no formato de sino, simétrica ao redor da
média, sendo o desvio padrdo a unidade de medida do eixo horizontal. Ela possui como
caracteristica ser assintdtica em relacdo ao eixo das abscissas e sua area total, limitada pelo

eixo horizontal e pela curva, é igual a 1 [26].

Figura 9: llustracdo de uma distribuigdo normal de probabilidades.

0

-30 -20 -0 H 0] 20 30
68,27%
95.,45%

99,73%

Fonte: SPIEGEL, Murray R. et al, p.187, adaptado pelo Autor.

O grafico da curva normal indica as areas entre - € g, -20 € 20 € -30 € 30,

equivalentes a 0,6827, 0,9545 e 0,9973, respectivamente.
6.3 — A Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz

A Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz é considerada um dos principais
avancos no campo das finangas nas ultimas décadas, pois através dela foi possivel perceber

que um 6timo portfélio de investimentos ndo é simplesmente uma combinacgdo de bons titulos
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individuais, onde cada um deles tem caracteristicas desejaveis de risco-retorno, como feito
até a década de 1960.

Um portfolio de investimentos (ou carteira de investimentos) € definido como um
conjunto de ativos financeiros a se investir, e, na sua originalidade, deve se incluir todos 0s
tipos de negocios e retornos, ndo somente 0s de seguranga de mercado, como casa e carro,
mas também os de menor negociagcdo, como moedas, obras de arte, antiguidades, mobiliario
etc. Isso se deve ao fato de que ndo s6 os retornos inseridos no portfolio devem ser
considerados, mas o0 retorno de todas as interacGes possiveis de investimento, a fim de se
obter a maximizag&o do lucro ou a minimizag&o do risco de perda de capital.

A selecdo dos ativos que compordo o portfolio deve ser feita com base na relagdo
risco—retorno e, para auxiliar esse processo, modelos de otimizacdo vem sendo desenvolvidos,
de modo a quantificar os niveis de risco e retorno de investimentos.

Antes de apresentar a Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz e a Fronteira
Eficiente, faz—se necessario esclarecer alguns pressupostos gerais, utilizados na teoria, como a
aversdo ao risco, taxa esperada de retorno, variancia e desvio padrdo do retorno esperado e

covariancia e correlacdo do retorno esperado [16, 22].

6.3.1- Aversao ao risco

Define-se risco, no contexto das financas, como a incerteza de ganho futuro ou a
probabilidade da ocorréncia de adversidades. Entretanto, a antipatia ao risco também ocorre
no cotidiano das pessoas [27].

A aversdo ao risco esté diretamente ligada ao valor dos bens envolvidos. Se um grande
valor estiver em risco, como carro, casa, vida, salde e dinheiro, apresenta—se a aversao ao
risco. Quando se envolvem bens de pequeno valor, como loterias e maquinas caga—hiqueis,
mesmo apresentando—se risco alto de perda, o simples prazer pela excitacdo faz com que
algumas pessoas apostem em um possivel retorno.

Os investidores se comportam da mesma forma no mercado financeiro. Quando se
dispbe de grandes somas em dinheiro, existe forte aversdo ao risco, ao se desenvolver um

portfolio de investimento [20, 22].
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6.3.2 — Célculo da taxa esperada de retorno para uma carteira de investimentos

O retorno esperado para um investimento é determinado pelo montante ganho por
unidade monetéria investida.

Numa carteira de investimentos com dois ativos A e B, seja Pa() 0 preco atual do ativo
A e Py 0 preco esperado num certo periodo de tempo para A. A variagdo absoluta P, do
preco de A é

E = PA(l) - PA(O)-

Para obter o ganho real esperado para o investimento deve—se considerar 0 prego
investido do ativo e o0 seu ganho absoluto, dado em percentual. Entdo, o lucro percentual
esperado L, para o investimento A é
_E

Pyoy’

Ly

Para essa carteira de investimentos, seja L 0 lucro percentual esperado para B, Py a
variagéo do preco de B e Pg(g 0 preco atual de B, onde
Py

Lp = .
i Py 0y

Se o risco entre A e B for exatamente 0 mesmo e La > Lg, entdo é melhor se investir em A.
Analogamente, se o risco entre A e B for exatamente o mesmo e La < Lg, entdo é melhor se
investir em B.

Uma vez calculados os valores dos retornos individuais esperados La € Lg € assumindo
gue a probabilidades de ocorrer os retornos esperados para 0S mesmos S0 Pa € Ps,
respectivamente, a taxa de retorno esperada E(R) desses investimentos é a média ponderada
dos retornos individuais, tendo como ponderadores a probabilidade de ocorréncia dos

retornos. Algebricamente tem-se

E(RR) = Pala + pplp,

76



Cada um dos retornos dos ativos que compde um portfolio de investimentos sdo
considerados como varidveis aleatdrias, uma vez que oS mesmos ndo possuem valores
definidos, pois os investimentos ocorrem sob condicdes de incerteza. Dessa forma, o retorno
sO pode ser mensurado efetivamente apds o termino do prazo de investimento. Considerando

um portfolio com n ativos, o retorno esperado E(R) é [21]

n
i=1

Ja a taxa esperada de retorno para a carteira de investimento E(Rpot) com n ativos é
calculada pela média ponderada das taxas esperadas de retorno para cada investimento na
carteira, em que 0S pesos sdo as proporcdes do valor total para o investimento.

Algebricamente tem-se

n
E(Rport) = Z Wi . E(Ry),
i=1

com W; o percentual do portfolio no ativo i e E(R;) a taxa de retorno esperada no ativo i [20,
22].

6.3.3 — Variancia e Desvio Padrao para um ativo em uma carteira de investimentos

O risco e o retorno de um investimento estdo intimamente ligados. De maneira geral,
se 0 investimento tem um alto retorno esperado, a tendéncia € que o risco seja alto da mesma
forma. Desse modo, ao analisar os ativos para se criar uma carteira de investimentos, ndo se
deve focar apenas nos retornos esperados [27].

Sabe-se que se o risco entre dois investimentos forem iguais, deve—se investir naguele
de maior retorno esperado. Entretanto, entre dois investimentos com mesmo retorno esperado,
é grande a possibilidade de se ter diferentes graus de risco. Entdo é importante verificar como
todos 0s possiveis retornos se comportam ao redor do retorno médio, onde quanto maior a
variabilidade, maior o risco [28].

Dessa forma, as medidas de risco utilizadas sdo a variancia e o desvio padrdo dos

retornos do investimento. Algebricamente, a variancia ¢ e o desvio padrdo ¢ das possiveis
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taxas de retorno R;, a partir da taxa de retorno esperada E(R;), numa carteira com n ativos, séo
[23]:

M:

—ER)).

~
1l
ey

(4

[R; — E(R)]?.p;

L

~
1l
ey

A importancia do desvio padrdo do retorno esperado para decidir qual ativo ira
compor a carteira se deve ao fato de que, um investimento pode ter infinitos valores de
retorno e seguir uma distribuigdo normal de probabilidades [17].

Assim, dada a curva normal de probabilidades, o desvio padrdo pode indicar alta
dispersdo ou baixa dispersdo. Para dois ativos com mesma taxa esperada de retorno, onde um
deles apresenta desvio padrdo de alta dispersdo e o outro de baixa dispersao, a curva normal
do primeiro é mais alongada, diferentemente do segundo. Uma vez que a distribui¢cdo normal
de probabilidades tem por caracteristica que 68% do retorno esperado esta entre E(R) — o e

E(R) + o, tem-se:

Figura 10: llustracdo de uma distribuicdo normal de probabilidades dos possiveis retornos esperados,

com desvio padrdo dito alto.

/

E(R)-0 0 E(R) E(R)+0

Fonte: Autor

Como a distribuicdo estd muito dispersa, indicando um desvio padrdo elevado, o
retorno zero estd dentro da margem de 68% e uma pequena parte de retorno negativo (abaixo
de zero) também faz parte desse intervalo, aumentando a possiblidade de se ter o retorno

esperado negativo.
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Figura 11: lustracao de uma distribuicdo normal de probabilidades dos possiveis retornos esperados,

com desvio padrédo dito baixo.

0 E(R)-0 E(R) "TE(R)+o

Fonte: Autor

Ja com a distribuicdo pouco dispersa, indica-se baixo desvio padrdo, onde o retorno
zero esta fora da margem de 68%, implicando que a possibilidade de um retorno negativo é
inferior a 16%.

E possivel reduzir o desvio padrdo do retorno esperado, isto é, o risco de um
investimento, quando o mesmo ¢ feito sobre um portfolio com diferentes ativos. Isso se da
pelo efeito de diversificacdo, que é a diminuicdo na volatilidade de um investimento por

combinar diferentes tipos de ativos, explicado pela covariancia e correlacao entre eles [29].

6.3.4 — Covariancia e correlacdo dos retornos esperados de ativos numa carteira de

investimentos

A covariancia € uma medida estatistica que afere a forca de relacdo entre duas
variaveis ao longo de um determinado tempo.

Para dois ativos, A e B, a covariancia das taxas de retorno é definida pelo produto do
desvio em relagdo a taxa média de retorno de cada um dos ativos no mesmo periodo de

tempo. Algebricamente tem-se [23]
Covyp = E{[Ry — E(R))][Rg — E(Rp)]}-

A covariancia das taxas de retorno dos ativos A e B sera positiva, Cov, g > 0, quando

0s sinais dos desvios a média de ambos os ativos forem iguais, isto é, ambas as expectativas
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de retorno estardo acima ou abaixo da taxa média. Isso significa que as taxas de retorno para
os dois investimentos tendem a se comportar da mesma forma no mesmo intervalo de tempo.

Em contrapartida, a covariancia das taxas de retorno dos mesmos ativos sera negativa,
Cov,p <0, se os sinais dos desvios a media de ambos os investimentos forem diferentes, ou
seja, enquanto para um dos ativos espera—se um retorno acima da média, para 0 outro espera—
se um retorno abaixo da taxa média. Constitui-se entdo que as taxas de retorno para dois
ativos tendem a se mover em dire¢des opostas num mesmo intervalo de tempo [28].

O valor numérico da covariancia ndo permite maiores especificidades, uma vez que
ela é afetada pela variabilidade dos dados. Desse modo, faz—se necessario utilizar a
correlacdo, uma medida que leva em consideracdo a padronizacdo dos desvios das taxas de
retorno em relagdo a media, definida pelo quociente da covariancia das taxas de retorno pelo
produto dos seus respectivos desvios padrdes. Algebricamente, o coeficiente de correlacdo
rapg dos retornos de dois ativos Ae B é

Covyp

TAB = .
' 040p

Os valores do coeficiente de correlacdo entre os ativos variam entre — 1 e 1, ou seja,
— 1 < rapg < 1. Uma correlacdo é dita perfeitamente positiva se rag = 1, constituindo um
comportamento linear entre os retornos esperados para os dois ativos. J& 0 valor rag = — 1
indica um comportamento negativamente perfeito entre os dois ativos, estabelecendo que
guando a taxa de retorno de um dos ativos esta acima de sua taxa média, 0 outro ativo possuli
0 retorno abaixo de sua taxa média, movimentando—se em direcdes completamente opostas.

E possivel que os retornos dos ativos ndo estejam estatisticamente correlacionados.
Nesse caso, tem-se rag = 0 [22, 27].

6.3.5 — Variancia de uma carteira de investimentos

Assumindo que cada investidor tem uma atitude perante o risco, Markowitz
considerou que a satisfagdo do investidor ocorre na maximizagao da relagdo risco — retorno e
ndo somente ao se investir no ativo de maior retorno. Dessa forma, para a carteira de
investimentos composta pelos ativos A e B, o retorno esperado E (Rpm) para essa carteira é
[20, 22]

E(Rport) = WaE(Ra) + W5E(Rp),
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em que com W, e W3 sdo constantes numéricas que representam os percentuais investidos no
portfolio para os ativos A e B, respectivamente, e E(Ra) e E(Rg) sdo duas variaveis aleatérias
que representam as taxas de retorno esperada para os ativos A e B, nessa ordem.

Para se mensurar 0 risco de investimento para esse mesmo portfolio calcula—se a

variancia dos retornos Var (Rport) da seguinte forma:
Var (Rport) = Var (W4R, + WgRp).

Sabe-se que Ra e Rg sdo varidveis aleatorias e Wa e Wg sdo constantes numéricas.
Logo, quer-se calcular a variancia da combinacdo linear de duas varidveis aleatorias.

Aplicando a definigéo e as propriedades da variancia, tem-se [20, 29]:

VaT(Rport) =Var (WARA + WBRB)'
1
= 1 (WaRy; + WeRp)* — [E(Ry) + E(Rp)]?.
=1y W,2R,> 4+ 2 W R, WsRp; + Ws?Rp;2 — E(R4)? — 2E(R)E(Rs) — E(Rg)?
= - di=1 Wa Ry AR4iWgRp; B Rpi (R4) (R4)E(Rp) (Rp)“.
1 1 2
=~V Wa'[Rai* = E(Ra)?] + 21 W5’ [Rpi” — E(Rp)?] + = ZiLy WaWp[(RaiRpi —
E(R4)E(Rg)].

n

Como,

n

_1 2 2
Vary = n [Ra; E(R4)*],

i=1
n

1
Vary == [Rei® = E(Rs)’]

i=1

c _ Xi=1[(RaiRpi — E(R4)E(Rp)]
0V = - ,

entdo,

VaT(Rport) = WAZO-ZA + WBZO-ZB + ZWAWBCOUA'B.

O efeito de diversificacdo em um portfolio se d& pelo nivel de correlagcdo entre os

ativos que compde a carteira de investimento. Assim, quanto menor a covariancia entre 0s
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ativos, maior seré o efeito de diversificagdo e, consequentemente, menor o risco. Recorrendo—
se ao modelo de correlagdo entre ativos de uma carteira de investimentos, composta por A e
B, tem-se:

OvA'B

Ty = Corryp = & Covyp = Corryp.04.0p

040B

Substituindo a expressdo da Cov, g Na expressao da Var(Ryort), tem-se:

VaT'(Rport) = WAZO'ZA + WBZO'ZB + ZWAWB' COT‘T‘A‘B 'O-A'O-B

Analisando a férmula acima, percebe—se que quanto menor a correlagdo, menor a variancia do
portfolio, e consequentemente, menor o desvio padréo (risco). Uma vez que —1 < Corryp <
1, ao combinar-se duas a¢6es num mesmo portfolio, o risco do investimento serd reduzido
desde que a correlacdo entre eles seja inferior a 1 e o portfolio terd efeito de diversificacdo

maximo se a correlacdo entre os ativos for igual a — 1 [21].
6.3.6 — Teoria de Portfolio de Markowitz: Fronteira Eficiente

A partir da carteira composta pelos ativos A e B, é possivel combina—los, variando o
percentual investido em cada um deles e mantendo—se constante o coeficiente de correlacao,
para formar outros portfolios de investimento.

Assim, investindo-se Wa em A e Wg em B (com Wz =1 —W,), com 0 retorno
esperado E(Ra) e 0 desvio padrdo g, para o ativo A, retorno esperado E(Rg) € o desvio padrédo
op para o ativo B e assumindo que a Corryp = 0 (consequentemente Cov,pz = 0), onde
E(Ra) > E(Rs) e g4 > op, € possivel calcular a taxa esperada de retorno E(Rport) € 0 desvio
padréo o, para o portfolio. As possiveis combinagGes que formam as novas carteiras estdo
representadas pelo plano cartesiano a seguir, com E(R) o eixo das ordenadas e o 0 eixo das

abscissas.
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Figura 12: Grafico das possiveis combinagdes dos ativos A e B, que formam as diferentes carteiras de

investimento, e a fronteira eficiente para este portfolio.

E(R) A

E(Rp) Fronteira Eficiente

ER)YT
E(RY) r-=====-===============-=

E(Rport) L A L i

R R
E(Re) :

Oport Ox Op Oy oA

Fonte: Reilly et al, p.229, adaptado pelo Autor.

Analisando a Figura 12, percebe—se que se investindo em qualquer portfolio entre B e
M.V.P. ndo se tem bons investimentos, pois estes oferecem 0 mesmo risco com diferentes
retornos. Por exemplo, as carteiras X e X possuem risco o, e taxas esperadas de retorno E(R,,)
e E(Rg) respectivamente, onde E(R;) > E(R,). Em contrapartida, tém—se bons investimentos
nos portfolios entre M.VV.P. e A, pois ndo ha qualquer investimento alternativo que tenha o
mesmo risco com maior retorno. Estes ultimos portfolios sdo chamados de portfolios
eficientes e o conjunto dos portfolios eficientes forma a fronteira eficiente. A carteira que
possui a menor variancia possivel ¢ o M.V.P. (Minimum Variance Portfolio) e todos os
portfolios posteriores sdo ditos eficientes, com a excecao do ativo com maior retorno [16, 22].

Um portfolio é dito eficiente quando nenhum outro portfolio oferece maior retorno
esperado para 0 mesmo (ou menor) risco. Da mesma forma, um portfolio é eficiente quando
nenhum outro portfolio oferece o menor risco com 0 mesmo (ou maior) retorno esperado [20,
22].

Todo portfolio que possui a correlagdo, entre seus ativos, diferente de 1 é afetado pelo
efeito de diversificagdo. Isso mostra intima relacdo entre o efeito de diversificacdo e a

correlacéo entre seus ativos, em termos da forma da fronteira eficiente. Também, a correlacao
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néo afeta o retorno esperado, mas o risco do portfolio, onde quanto menor a correlagéo, menor
0 desvio padréo do portfolio.

Assim, para a carteira com 0s ativos A e B, com 0 mesmo investimento (peso) em
cada ativo e variando-se a correlagéo entre eles, tem-se que se a Corryp = —1, 0 gréfico da
fronteira eficiente entre eles sdo duas retas, com intersec¢do no eixo do E(Ryr) €, consequentemente,
risco zero. Se 0 < Corryp <1 a curva situa—se a direita do grafico de Corry z = 0, enquanto
que para —1 < Corryp < 0 0 gréfico situa—se a esquerda. Finalizando, se Corryz =1, ndo ha
efeito de diversificacdo, pois ndo ha para o0 mesmo retorno esperado um risco inferior em
outro portfolio. Desse modo, o desvio padrédo do portfolio serd uma combinacéo linear entre
os ativos A e B, fazendo com que a fronteira eficiente seja representada por uma reta [23].

A Figura 13 ilustra a situacéo.

Figura 13: Gréfico da influencia da correlagéo entre os ativos A e B no efeito de diversificagdo no

portfolio e na fronteira eficiente.
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Fonte: Reilly et al, p.226, adaptado pelo Autor.

Os investimentos com Corryp = —1 e, consequentemente, o = 0 séo livres de risco,
denotados por P.L.R. (Portfolio Livre de Risco), situando—se no eixo do retorno esperado no
plano cartesiano. E interessante verificar que existe enorme ganho ao se combinar um P.L.R.
com a carteira composta por ativos de risco.

Montando—se um portfolio que combina um P.L.R. com a carteira de ativos de risco A

e B, sua fronteira eficiente sera uma reta, chamada de linha de mercado de capitais, e quanto
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maior a inclinagéo da linha de mercado de capitais, melhor sdo as combinages entre o risco e
0 retorno esperado para esta carteira de investimentos.

Chama-se P.T. ou portfolio tangente (ou portfolio de mercado ou portfolio de risco
eficiente) a carteira situada no ponto de tangéncia entre a fronteira eficiente e a linha de
mercado. Isso se da porque a melhor reta que combina o P.L.R. com a carteira de ativos de
risco A e B é a reta que tangencia a fronteira eficiente. Até entdo, qualquer portfolio era dito
eficiente se pertencesse a fronteira eficiente. Entretanto, combinando o P.L.R. com uma
carteira de ativos de risco, o unico portfolio eficiente é o portfolio tangente, ilustrado na
Figura 14 [17].

Figura 14: Grafico da linha de mercado de capitais e portfolio de mercado.

Linha de mercado de capitais

P.L.R.O/

v

Fonte: SOARES, Vanessa de Carvalho Alves et al, p.13, adaptado pelo Autor.
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7. APLICACAO DA PROGRAMAGCAO LINEAR NA SELECAO DE CARTEIRAS DE
INVESTIMENTO

“Seja uma carteira de a¢des com base em cinco ativos diferentes. Deseja—se saber qual
é a melhor combinacg&o de a¢Ges que minimiza o risco de acordo com um retorno esperado de
9% [31].

Uma das formas de se resolver o problema acima, muito comum em financas e no
mercado de acOes, faz—se uso da Pesquisa Operacional e da Teoria Moderna de Portfolios de
Markowitz.

Para se resolver o problema, ja com seu enunciado precisamente formulado, faz-se uso
da Estatistica para se encontrar os parametros necessarios para seu modelo matematico.

Assim, sejam as acOes das empresas Petrobras, Eletrobras, Bradesco, Vale do Rio

Doce e CEMIG e seu historico ficticio de dados, durante 10 meses:

Tabela 6: Dados iniciais e variag@o de cada ativo em 10 periodos distintos.

Periodo | Petrobras | Eletrobras | Bradesco | Vale do Rio Doce | CEMIG
1 10,00% | 15,00% | 12,00% 18,00% 5,00%
2 12,00% | 17,00% | 13,00% 16,00% 8,00%
3 8,00% 4,00% 9,00% 3,00% 10,00%
4 7,00% | -8,00% | 7,00% 4,00% 9,00%
5 9,00% | 15,00% | 9,00% 8,00% 5,00%
6 7,00% | 22,00% | 11,00% 10,00% 4,00%
7 8,00% 3,00% 9,00% —3,00% 4,00%
8 6,00% | —14,00% | 6,00% 15,00% 6,00%
9 9,00% 2,00% 8,00% 20,00% 8,00%
10 11,00% | 15,00% | 10,00% 16,00% 10,00%

Fonte: Gongalves Junior et al, p.7, adaptado pelo Autor.

Para se calcular o retorno esperado, as variancias e covariancias a partir de um
historico de dados de cada ativo, utilizou-se o software de planilhas eletrénicas MS Excel.

Inicialmente, calcula—se o retorno esperado E (R) para cada ativo através da média
aritmética ponderada, com distribuicdo equivalente de percentuais de investimento, pois ainda

ndo estdo otimizados. Os ponderadores sdo 0s percentuais de investimentos.
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A Tabela 7 apresenta retorno esperado E (R).

Tabela 7: Retorno esperado E (R) para cada ativo e distribui¢do de investimento igualitaria para cada ativo.

Petrobras | Eletrobras | Bradesco | Vale do Rio Doce | CEMIG | TOTAL
Carteira 20% 20% 20% 20% 20% 100%
E (Rport) | 1,74% 1,42% 1,88% 2,14% 1,38% | 8,56%

Fonte: Autor.

Para se medir a forca de relacdo entre cada acdo, determina—se a matriz de covariancia
entre os pares de ativos. Ela é gerada clicando-se em DADOS — ANALISE DE DADOS -

COVARIANCIA.

Figura 15 ilustra a Janela que se abre. Preencher:

e Intervalo de entrada: selecionar o histérico de dados;

e Clicar em “Roétulos na primeira linha”

Figura 15: Janela de Covariancia do Software MS Excel.

@ Mova planilha:

MNova pasta de trabalho

il )
Covariancia u_J@ et e
Entrada
—= OK
Intervalo de entrada: EBE2:EF512 Rz
Cancelar
Agrupado por: @ Colunas
Linhas Ajuda
W |iRdtulos na primeira linha:
Opcies de saida
Intervalo de saida: Rz

—

Fonte: Autor

A Tabela 8 indica a Matriz de covariancias entre os pares de ativos que comporao a

carteira de investimentos.

Tabela 8: Matriz de covaridncia entre os pares de ativos que compordo a carteira de investimento.

Petrobras | Eletrobras | Bradesco | Vale do Rio Doce | CEMIG
Petrobras 0,03%
Eletrobras 0,12% 1,23%
Bradesco 0,03% 0,20% 0,04%
Vale do Rio Doce | 0,06% 0,16% 0,04% 0,51%
CEMIG 0,01% | —0,05% | —0,01% 0,02% 0,05%

Fonte: Autor.
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Para determinar o retorno esperado da carteira E (Rport) € 0 risco da carteira Var (Rport)

faz—se uso das seguintes formulas, respectivamente,

5
E(Ryore) = ) EQR). W,

5 5
V(Rport) =ZWi ZV|/j. o5 ).
i=1 j=1

e sdo apresentados na Tabela 9:

Tabela 9: Resultados do retorno esperado E (Ryor) € 0 risco Var (Rpor) do portfolio.

Petrobras | Eletrobras | Bradesco | Vale do Rio Doce | CEMIG | TOTAL
Var (Rport) | 0,01% 0,07% 0,01% 0,03% 0,00% | 0,12%

E (Rport) 1,74% 1,42% 1,88% 2,14% 1,38% | 8,56%
Fonte: Autor.

Dessa forma, € possivel construir o modelo matematico para a situacao.

Antes de modelar matematicamente o problema, deve—se determinar a medida de
efetividade do objetivo, as variaveis controladas, os fatores ndo controlados e suas relacdes.
Para o problema em questdo, tem-se [32]:

e A variancia da carteira Var (Rport) € @ medida de efetividade do objetivo e sera
expressa em porcentagem;

e As participacdes individuais de cada ativo W; sdo as variaveis controladas;

e Todas as relacdes entre esses fatores e 0s objetivos sdo determinadas pela Teoria

Moderna de Portfolios de Markowitz.

Em problemas de Pesquisa Operacional devem-se definir quais as variaveis de
deciséo, as equac0es de restricdo e a funcéo objetivo.

Neste caso, como se deseja saber a composi¢do da carteira que minimiza o risco do
portfolio, as variaveis de decisdo sdo as participa¢des individuais W;, ou seja, o percentual de
investimento em cada ativo.

As equac0es de restricdo desse problema séo:

e A soma das participagOes individuais W; deve ser igual a 100%. Logo

W1+W2+W3+ W4+W5:1
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e O retorno esperado para o portfolio E (Ryort) deve ser maior ou igual a 9%. Pela
Tabela 9, tem-se
1,74 W, + 1,42 W, + 1,88 W; + 2,14 W, + 1,38 W5 > 0,09.
e O percentual de investimento em cada ativo W; deve ser maior ou igual a zero.
Entéo,
w; = 0.

A finalidade desse problema é determinar o percentual de investimento W; em cada
ativo a fim de se reduzir o risco. Portanto, a funcédo objetivo € a minimizacao da variancia da
carteira Var (Rport). Nesse caso, o problema e de Programagao Quadratica. Assim, tem-se

Minimizar  z=W"(C;; W.

Entdo, o modelo matematico para o Problema de Programacdo Quadrética é:
Minimizar z=WT".C;; . W
Sujeitoa Wy +W,+Ws+ W, + W5 =1
1,74 W, + 1,42 W, + 1,88 W; + 2,14 W, +
1,38 W5 = 0,09
w; =0,
onde C; ; € a matriz de covariancia.
A fim de se determinar uma solucdo factivel para o modelo, serdo calculados 0s
percentuais 6timos de investimento com o auxilio de dois softwares diferentes, MATLAB e
MS Excel, e comparar as solu¢bes encontradas.

Usando-se o software MATLAB e a ferramenta quadprog, chega—se aos resultados:

X =

0.0000
0.0000
0.7755
0.0161
0.2084

Pelo quadprog tem-se que a carteira 6tima de investimento € composta de 77,55% no
Bradesco, 1,61% no Vale do Rio Doce e 20,84% no CEMIG e espera—se um retorno esperado

para o portfolio de, no minimo, 9%, com x equivalente a W.
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tem-se:

Pelo Solver do MS Excel, localizado em DADOS - SOLVER, ilustrado pela Figura 16,

Selecionar a célula que representa a somatoria da Variancia, no campo “Definir
Objetivo™;

O problema é de minimizacéo;

Definir como células varidveis os percentuais de investimento, inicialmente
distribuidos igualmente;

Selecionar as células que representam as restricdes e colocar suas condigdes,
em “Sujeito as Restrigdes”;

Como o problema é de Programacdo Quadratica, selecionar GRG Nao Linear,
em “Método de Solucao”;

Clicar em Resolver.

Figura 16: Janela de Pardmetros do Solver, do Software MS Excel.

e ————————— — —
Pardmetros do Solver @

Definir Objetiva: sas23|

Para: ) Méx. @ Min. ) Valor de:

Alterando Células varidveis:

SB515:5F515

Sujeito s Restricdes:
SB515:5F515 ==0

G515 =1
8G529 >=10,09

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar [Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Nao Negativas
Selecionar um Método de Solucdo: | GRG Nao Linear

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG N3o Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares, Seledones o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

] |

Fonte: Autor

90



Atraveés do Solver, tém-se 0s seguintes resultados:

Tabela 10: Resultados dos percentuais de investimento 6timos W;*do retorno esperado E (Rpor).

Petrobras | Eletrobras | Bradesco | Vale do Rio Doce | CEMIG | TOTAL
Carteira* 0,14% 0,00% 79,64% 2,80% 17,42% | 100%
Retorno esperado* | 0,01% | 0,00% | 7,49% 0,30% 1,20% | 9%

Fonte: Autor.

Pela Tabela 10, tem—se que a carteira 6tima de investimento é composta de 79,64% no
Bradesco, 2,80% no Vale do Rio Doce e 17,42% no CEMIG.
Conseguiu—se aumentar o retorno esperado E (Rport) da carteira, de 8,56% para 9% e

diminuir o risco do portfolio, de 0,12% para 0,03%, conforme Tabela 11.

Tabela 11: Resultados do retorno esperado 6timo E (R.r)* € 0 risco 6timo Var (R,e)* do portfolio.

Petrobras | Eletrobréas | Bradesco | Vale do Rio Doce | CEMIG | TOTAL
Variancia| 0,00% 0,00% 0,03% 0,00% 0,00% | 0,03%

Retorno | 0,01% 0,00% 7,49% 0,30% 1,20% | 9,00%
Fonte: Autor.

Comparando-se os resultados obtidos através dos dois softwares, percebe-se uma
pequena diferenca, conforme a Tabela 12. Uma das justificativas é que, apesar de o problema
ser de Programacdo Quadrética, o Excel lineariza a fungdo objetivo e utiliza o algoritmo
Simplex para resolvé—la. Entretanto, utilizar programas especificos de Programacéo Linear e
Programacdo Quadratica, como o MATLAB, encontram-se resultados mais confiaveis,
principalmente para problemas de grande porte. Também, a capacidade de processamento de
dados do computador utilizado na busca de solugdo influencia diretamente nas solucGes
obtidas.

Tabela 12: Quadro comparativo dos percentuais de investimento 6timos W;* do portfolio.

. Solugdo
Ativo MATLAB [ Solver do Excel
Petrobras 0% 0,14%
Eletrobras 0% 0%
Bradesco 77,55% 79,64%
Vale do Rio Doce| 1,61% 2,80%
CEMIG 20,84% 17,42%

Fonte: Autor.

Para executar o teste do modelo e aprimoramento, faz-se uso da Analise de

Sensibilidade.
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Uma das maneiras de se efetuar a Analise de Sensibilidade é utilizando-se 0 MS
Excel, a partir da tela de confirmagdo do Solver. Apds clicar em “Resolver”, em “Pardmetros
do Solver”, abre-se a janela “Resultados do Solver”. Do lado direito dessa janela, encontra-se
a opcdo “Relatorios — Sensibilidade”. Seleciona-se essa opcdo e clica-se em OK, conforme

Figura 17. Dessa forma obtém-se a Analise de Sensibilidade.

Figura 17: Janela de Resultados do Solver, do Software MS Excel.

(O Restaurar Valores Qriginais

|| Resultados do Solver ﬁ
i

l O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigles e

i condigfes de adequagdo foram satisfeitas. Relatdrios

i Resposta

i (%) Manter Solucdo do Solver

i Limites

j

E

Relatorios de Estrutura
D =

Retornar a Caixa de Dialogo Parametros do Solver .
O re £ de Topicos

i OK Cancelar Salvar Cenario... ‘
:

Relatdrios

Cria o tipo de relatorio que voceé especifica e coloca cada relatorio em uma planilha
separada da pasta de trabalho

Fonte: Autor.

A Tabela 13 apresenta o resultado obtido no Gradiente Reduzido. No caso, 0 mesmo
se refere ao grau de impacto que uma unidade adicional de cada ativo tem sob a fungéo
objetivo. O valor de 0,30% encontrado no ativo Eletrobras demonstra que, caso estivesse
disponivel, uma unidade da acdo da Eletrobras, diminuiria o risco da carteira em 0,30%. Os
outros ativos possuem o valor do Gradiente Reduzido igual a zero, pois, nenhum deles
melhoraria a funcéo objetivo.

Tabela 13: Impacto do relaxamento das restri¢des sobre a fungdo objetivo.
Valor |Gradiente
Final | Reduzido
Petrobras 0,14% | 0,00%
Eletrobras 0,00% | 0,30%
Bradesco 79,64% | 0,00%
Vale do Rio Doce | 2,80% | 0,00%
CEMIG 17,42% | 0,00%

Fonte: Autor.

Nome
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A Tabela 14 apresenta os resultados do Multiplicador Lagrange. Este indicador
apresenta a possibilidade de relaxamento das restricdes em uma unidade para a diminuicdo da
variancia. Assim, caso seu limite superior de E (Rport) fosse acrescido de uma unidade (10%)
seria possivel diminuir a variancia em 2,35%. No caso de W;, tem-se um limite minimo
exigido, ou seja, diferente do percentual do E (Ryort), deve-se atender a um limite inferior.
Dessa forma, o limite é reduzido em uma unidade do seu total (99%), assim, haveria uma
aumentaria de 0,15% do risco. Isso quer dizer que, caso fosse acrescida uma unidade no total

(101%), a variancia minima seria penalizada em 0,15%.

Tabela 14: Impacto do relaxamento das restricdes sobre a funcdo objetivo.
Valor | Multiplicador

Final Lagrange

W; |100,00% -0,15%

E (Rport) | 9,00% 2,35%
Fonte: Autor.

Carteira
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CONCLUSAO

O objetivo dessa dissertacdo € mostrar a aplicabilidade da Teoria Moderna de Portfolio
de Markowitz, aliada a Programacéo Linear, na diversificacdo de acdes em uma carteira de
investimento, minimizando o risco da carteira para se atingir um retorno esperado minimo.

A aplicacdo da teoria de Programacdo Linear em Finangas pode ser feita atraves do
software Excel, possibilitando a administradores financeiros facil acesso, e de software
especifico, como 0 MATLAB, na busca de resultados mais confiaveis.

A dissertacdo demonstrou que é possivel conceber uma carteira de investimentos com
poucos ativos e que tenha certa rentabilidade esperada.

Este estudo possui relevancia significativa quanto as teorias de que se trata.
Primeiramente, ao combinar Programacdo Linear com Financas, temas atuais e emergentes
nos dias de hoje.

Com o surgimento do dinheiro eletronico e a crescente do mercado de ac¢Ges, pequenos
investidores podem orientar suas aplicacdes através destas teorias, fazendo com que invistam
seu dinheiro com conhecimento cientifico e ndo através da sorte ou intui¢do. Vale ressaltar
que a volatilidade do mercado de a¢Ges ndo garante sucesso pleno no investimento a partir
deste estudo, mas 0 mesmo serve de boa orientagéo.

Em segundo lugar, quanto a implementacdo do modelo matematico, este trabalho vem
mostrar que o uso de softwares, como o Excel e o MATLAB, chaga-se a resultados
significativos e auxilia—se na busca e obtencdo de resultados.

Vale ressaltar que a aplicacdo da Teoria de Dualidade mostra—se Util na busca pelo
resultado 6timo, onde vérios problemas de Programacdo Linear podem ser resolvidos mais
facilmente optando pelo problema dual em relacdo ao problema primal. A Anélise de
Sensibilidade, de grande importancia na interpretacao dos resultados, também sofre influéncia
quanto a dualidade.

Estudos futuros poderédo abordar a maximizagao do retorno esperado em contrapartida
a minimizacdo da variancia e apontar qual problema de Programacdo Linear se torna mais

relevante, para composi¢do de uma carteira étima.
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ANEXO A - MODELO DE PROGRAMACAO UTILIZADO NO MATLAB

%~Calculo Fronteira Eficiente
%L eitura Matriz de covariancia

matrizcov=[0.03 0.12 0.03 0.06 0.01;0.12 1.23 0.2 0.16 -0.05;0.03 0.2 0.04 0.04 -0.01;0.06

0.16 0.04 0.51 0.02;0.01 -0.05 -0.01 0.02 0.05]/100;

%Vetor retorno médio por ativo
retorno=[8.7;7.10; 9.40; 10.70; 6.9]/100;

%Limite inferior
inf=[0;0;0;0;0];

%matrizcov=(matrizcov)*10000;

%Informacdes para fungdo quadprog
H=matrizcov/0.5;
%H = matrizcov;
Aeqg=[retornot11111];
retorno_minimo=0;
n=1,
%x = zeros(5,1);
while retorno_minimo < 0.09
beg=[retorno_minimo;1];
[x,fval]=quadprog(H,[].[].[].Aeq,beq,inf)
X2 = X;
k=1;
x = zeros(5,1);
while k<6
A(n,K)=x(K);
k=k+1;
end

% A(n,6)=x"*retorno;

%A(n,7)=x"*matrizcov*x;

n=n+1;

retorno_minimo=retorno_minimo+0.001
end
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