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Resumo

Nesta tese nós abordamos dois problemas inseridos no contexto dos modelos integrá-

veis. Nós formulamos sistemas �nitos de equações integrais não-lineares para descrição

de propriedades físicas das cadeias quânticas invariantes pelas super-álgebras su(2|1) e

osp(1|2); e estudamos a in�uência das condições de contorno no modelo de seis-vértices

simétrico. O modelo invariante pela super-álgebra su(2|1) é uma generalização de multi-

cadeias do modelo t-J, do qual pudemos extrair o diagrama de fases a partir do método da

matriz de transferência quântica. O modelo invariante pela super-álgebra osp(1|2) tam-

bém pode ser descrito em termos de férmions itinerantes com interação de troca, embora o

Hamiltoniano não seja hermitiano, o que corresponde a uma teoria de campos subjacente

não unitária. Para este modelo nós obtivemos a carga central e a carga central efetiva de

forma analítica, corroborando os resultados numéricos da literatura. Ambos os resultados

demonstram a e�ciência do sistema de equações integrais e apontam para possibilidade de

generalização para modelos de diferentes simetrias. No que diz respeito à in�uência das

condições de contorno no modelo de seis-vértices, nós demonstramos a existência de uma

in�nidade de condições de contorno que produzem propriedades intensivas diferentes do

caso periódico SPBC = 3
2
ln
(
4
3

)
. Provamos que todos os valores de entropia no intervalo

[0, 1
2
ln
(

33

24

)
] são acessíveis através de uma escolha adequada do contorno, e conjecturamos

que todos os valores no intervalo [1
2
ln
(

33

24

)
, SPBC ] também o são. O número de con�gu-

rações do modelo de seis-vértices sob condições �xas de contorno corresponde ao número

de matrizes de sinais alternados generalizadas.
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Abstract

In this thesis we tackled two di�erent problems of quantum integrability. We deri-

ved �nite sets of non-linear integral equations to describe physical properties of quantum

chains invariant under the super-algebras su(2|1) and osp(1|2); and we also studied the

in�uence of boundary conditions on the bulk properties of the six-vertex model. The

su(2|1) invariant model is a multi-chain generalization of the super-symmetric t-J mo-

del. Using the quantum transfer matrix method we obtained the phase diagram. For

the osp(1|2) invariant model we could also rewrite the Hamiltonian in the language of

itinerant fermions interacting through exchange, although the Hamiltonian itself is not

hermitian, which corresponds to a non-unitary �eld theory. We analytically computed the

(e�ective) central charge of this theory, corroborating numerical results of the literature.

These results point towards the possibility of generalization of such non linear integral

equations for models of di�erent symmetries. Concerning the problem of the in�uence of

boundary conditions on the six-vertex model, we showed the existence of in�nitely many

boundaries whose intensive properties disagree with the standard periodic boundary con-

dition SPBC = 3
2
ln
(
4
3

)
. We also proved that by a suitable choice of boundary conditions

any entropy value in the interval [0, 1
2
ln
(

33

24

)
] is accessible. We conjectured that the same

is true for the interval [1
2
ln
(

33

24

)
, SPBC ]. The number of con�gurations of the six-vertex

model with �xed boundary condition amounts to the enumeration problem of generalized

alternating sign matrices.
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Capítulo 1

Introdução

O advento da mecânica estatística possibilitou o estudo dos sistemas macroscópicos,

em que a mecânica de um aglomerado de objetos elementares traduz, de algum modo, os

efeitos observados em uma escala maior. Neste contexto, tão importante quanto encontrar

os objetos mais elementares a partir dos quais se poderia descrever a mecânica de todo o

Universo (teoria do tudo), é saber como cada nível da hierarquia revela a física do nível

seguinte[1, 2].

Para esta �nalidade surgiram vários métodos, entre os quais podemos mencionar:

os métodos perturbativos e de campo médio[3, 4], os métodos associados ao grupo de

renormalização[5], a bosonização[6, 7], os modelos ditos exatamente solúveis[8] ou integráveis[8,

9], embora ainda não se tenha uma abordagem capaz de abarcar todos os problemas. Neste

trabalho, exploramos particularmente a integrabilidade de determinados modelos, o que

permite estudar suas propriedades físicas exatamente.

A história destes modelos data de muito tempo, pois que a simpli�cação sempre fez

parte do pensamento cientí�co para entender os intricados fenômenos da natureza. Con-

tudo, podemos eleger os modelos de Ising[10] e de Heisenberg[11] como o primeiro modelo

estatístico clássico e o primeiro modelo quântico, respectivamente, a equilibrar a sim-

plicidade das interações e a complexidade do número de constituintes na descrição do

comportamento magnético da matéria.

Se o primeiro foi resolvido em uma dimensão pelo próprio Ising, Bethe resolve o

segundo[12] também numa cadeia unidimensional. A solução de Bethe inaugurou uma

1



nova técnica, o chamado ansatz de Bethe, em que as amplitudes de espalhamento de três

ou mais partículas é fatorizável em termos da amplitude de espalhamento de duas partícu-

las. O que ressalta desta solução é a necessidade de se resolver um conjunto transcendental

de equações para n números complexos, as raízes de Bethe.

Mais adiante, Krammers e Wannier estabelecem o método da matriz de transferência,

numa tentativa de obter a energia-livre do modelo de Ising em duas dimensões[13]. Esta

construção já indicava uma possível relação entre modelos estatísticos clássicos em D+1

dimensões e modelos quânticos em D dimensões, já que o cálculo da função de partição

havia se convertido em um problema de diagonalização. Mas, além disso, de seus estudos

vislumbra-se a possibilidade de um ponto crítico, supostamente a temperatura de Curie.

Em 1944 Onsager resolve, de fato, o modelo de Ising em duas dimensões[14], con�r-

mando a conjectura de Krammers e Wannier. Importa considerar nesta solução o primeiro

exemplo inconteste da viabilidade das transições de fase clássicas de dentro do arcabouço

da mecânica estatística; no caso uma transição contínua.

Além do modelo de Ising, surgem outros modelos estatísticos clássicos, entre os quais

encontraremos os modelos de vértices. Em particular, o modelo de seis-vértices é utilizado

no cálculo da entropia residual do gelo[15] e no estudo das propriedades ferroelétricas do

composto KH2PO4[16].

Abordando o problema da entropia residual do gelo, Lieb utiliza o método da matriz

de transferência e uma adaptação do ansatz de Bethe[17] para resolvê-lo sob condições

periódicas de contorno[18]. Notou-se o mesmo ansatz para os auto-vetores de dois pro-

blemas aparentemente distintos, o modelo de Heisenberg com anisotropia uniaxial e a

matriz de transferência do modelo de seis-vértices. Após esta descoberta, �nalmente foi

mostrado a comutatividade entre matriz de transferência e Hamiltoniano[19].

Em 1972, Baxter diagonaliza simultaneamente a matriz de transferência do modelo de

oito-vértices e o modelo de Heisenberg completamente anisotrópico[20]. Todavia, o que

perpassa em sua solução é a existência de um parâmetro espectral (ou se quisermos de

uma parametrização), tal que sua serventia é tão somente modi�car o espectro da matriz

de transferência. Desta forma, existiria um conjunto universal de auto-vetores para as ma-

trizes de transferência com diferentes parâmetros espectrais, garantindo a comutatividade

das mesmas.
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A condição encontrada por Baxter para a comutatividade das matrizes de transferência[20]

foi reconhecida como ponto de apoio comum na solução de outros problemas preceden-

tes, em particular na fatorização de três ou mais partículas no ansatz de Bethe para o

gás de Fermi interagente[21]. Hoje tal condição é a chamada equação de Yang-Baxter e

con�gura um critério de integrabilidade que reaproxima o conceito impreciso de integrabi-

lidade quântica com o conceito preciso de integrabilidade clássica, pelas vias da prescrição

de Dirac. Notoriamente, questões como independência de cargas conservadas e método

de resolução no caso quântico ainda não possuem bases �rmes, embora para o último

tenhamos no ansatz de Bethe um grande expoente, nas suas variadas expressões.

Contudo, faltava ainda o elo que ligaria a condição de integrabilidade oriunda da equa-

ção de Yang-Baxter e o processo de diagonalização da matriz de transferência pelo ansatz

de Bethe. Após algum tempo, a escola de Leningrado elucida parcialmente esta questão.

Da chamada relação fundamental resulta a álgebra de Yang-Baxter e, por conseguinte,

uma versão algébrica do ansatz de Bethe[22]. Com isto, a equação de Yang-Baxter, a

comutatividade das matrizes de transferência e o ansatz de Bethe passam a ser enten-

didos numa perspectiva uni�cada. Ademais, este desenvolvimento permitiu a obtenção

de novos modelos integráveis, em particular, os modelos invariantes pelas super-álgebras

su(l|r)[23] e osp(l|2r)[24] e as representações não fundamentais dos modelos invariantes

pela álgebra su(2)[25].

Entre estes desenvolvimentos, outros empenhos eram realizados no sentido de obter

propriedades termodinâmicas dos modelos quânticos, uma vez que, se para os modelos

clássicos bastava o maior auto-valor para determinar a energia-livre no limite termodinâ-

mico, para as cadeias quânticas ainda restava somar os pesos de Boltzmann da função de

partição. E as primeiras iniciativas neste quesito nada mais �zeram que catalogar a distri-

buição das raízes de Bethe para efetuar diretamente a soma estatística[26, 27, 28], pelo que

hoje é conhecido por ansatz de Bethe termodinâmico(TBA). No limite termodinâmico é

possível de�nir densidades para a distribuição de raízes e, no modelo de Heisenberg, vamos

ver nascer a chamada hipótese de strings[27, 28]. Desse modo, a minimização do funcional

da energia-livre redunda em um conjunto in�nito de equações integrais não-lineares cujas

variáveis são justamente razões destas distribuições.

Por outro lado, novas perspectivas de aplicação dos modelos integráveis se abriram, se
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considerada a invariância conforme dos mesmos na criticalidade[29, 30]. A cada modelo

estatístico clássico com interações de curto alcance e com simetria apropriada, ou o cor-

respondente modelo quântico, haveria uma teoria de campos conforme subjacente, cuja

classe de universalidade poderia ser obtida a partir do estudo das correções de tamanho

�nito do primeiro[31, 32]. Havendo integrabilidade, poderíamos utilizar o ansatz de Bethe

para calcular estas correções, determinando a carga central e as dimensões anômalas dos

campos primários e, por conseguinte, os expoentes críticos.

Os cálculos destas correções de tamanho �nito eram, na sua grande maioria, realizadas

por métodos numéricos, pois mesmo tendo as equações de Bethe em mãos, era necessário

resolver numericamente estas equações para valores grandes mas �nitos do tamanho da

cadeia1. Um avanço neste aspecto foi realizado por Klümper que obteve um conjunto

�nito de equações integrais não-lineares para determinar o auto-valor[34]. Nestas equa-

ções, o número de sítios entra como parâmetro, não modi�cando o número de incógnitas

no problema. Além disso, foi possível obter a carga central do modelo de Heisenberg

integrável de spin- 1
2
e spin-1 analiticamente[34], bem como as dimensões anômalas[35].

Para obter este sistema de equações integrais não-lineares faz-se necessário de�nir fun-

ções auxiliares apropriadas e estudar as propriedades de analiticidade destas e do auto-

valor. A observação de que as equações de Bethe transformam os polos do auto-valor,

devido às raízes de Bethe, em singularidades removíveis implica que podemos utilizar o

teorema de Cauchy para obter vínculos não triviais entre as funções auxiliares, determi-

nando, em última instância, o auto-valor.

Este procedimento também foi utilizado no problema do cálculo das propriedades

termodinâmicas[36, 37]. Através do mapeamento de Trotter-Suzuki[38, 39], transforma-

se o cálculo da função de partição do modelo quântico na função de partição de um

modelo estatístico clássico heterogêneo. Em particular, para os modelos integráveis, é

possível de�nir no novo modelo estatístico uma matriz de transferência diagonalizável

por ansatz de Bethe, a chamada matriz de transferência quântica, cujo maior auto-valor

permite determinar todas as propriedades termodinâmicas.

O número �nito de equações integrais não-lineares constitui um grande mérito desta

abordagem, possibilitando não apenas determinar o valor exato da carga central da teoria

1Devemos excetuar alguns casos em que as raízes de Bethe estão sobre o eixo real, ver [33] por exemplo.
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de campos conforme subjacente, como também o cálculo numérico e e�ciente das quan-

tidades termodinâmicas a temperatura �nita. Isto contrasta fortemente com o sistema

in�nito advindo do TBA.

Todavia, o grande obstáculo deste método é exatamente como de�nir as funções auxi-

liares. Numerosas investigações foram realizadas neste sentido[40, 41, 42, 43, 44, 45, 46],

principalmente no que diz respeito às propriedades termodinâmicas das cadeias quânticas,

sem fornecer uma forma sistemática de realizá-lo.

Um dos objetivos centrais do nosso trabalho é justamente continuar investigando a

formulação de um sistema �nito de equações integrais não-lineares para modelos com di-

ferentes simetrias, seja com intuito de calcular propriedades termodinâmicas, seja para

determinar as correções de tamanho �nito, sempre tendo em vista a formulação sistemá-

tica.

É neste propósito que vão surgir os trabalhos[47, 48] em que determinamos equações

integrais para as propriedades termodinâmicas de uma generalização de multi-cadeias

do modelo t-J integrável[47] e de uma cadeia quântica invariante pela super-álgebra

osp(1|2)[48]. Neste último caso, nós também investigamos as correções de tamanho �-

nito obtendo diferentes cargas centrais associadas à matriz de transferência linha a linha

e à matriz de transferência quântica.

Outro problema, que por muito tempo tem sido dado pouca importância, é a inves-

tigação da in�uência das condições de contorno nas propriedades intensivas dos modelos

estatísticos clássicos[49, 50, 51, 52, 53].

Embora desde os primórdios da solução do modelo de seis-vértices simétrico tem-se

reconhecido condições de contorno com propriedades intensivas diferentes do contorno

periódico[54], estas têm sido consideradas exceções à regra, um conjunto de medida nula

em relação à esmagadora maioria. Corroborando esta ideia, foi provado que o modelo de

seis-vértices sob condições anti-periódicas de contorno na horizontal fornece a mesma

energia-livre que o caso periódico[55], bem como uma espécie de condições livres de

contorno[56].

Depois de algum tempo, maior atenção foi dada às possíveis diferenças, quando apa-

recem as condições de contorno do tipo domain-wall[52], propiciando o cálculo exato da

função de partição do modelo de seis-vértices em termos de determinante e fornecendo
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propriedades intensivas diferentes do caso periódico.

Se na mecânica estatística ainda sim o resultado era deixado em segundo plano, na

combinatória enumerativa o mesmo não ocorria. As con�gurações globais do modelo

de seis-vértices numa rede quadrada e com condições de contorno do tipo domain-wall

estariam em relação um para um com as matrizes de sinais alternados[57], tornando o

primeiro um método de contagem para o segundo.

Além de [52], outras condições de contorno foram consideradas[51] cuja entropia re-

sidual se mostraram igual ao caso domain-wall e não ao caso periódico. Três possíveis

valores para a entropia residual do modelo de seis-vértices eram connhecidos, SFE = 0,

SDW = 1
2
ln
(

33

24

)
e SPBC = 3

2
ln
(
4
3

)
. Todavia, ainda restava entender se tais condições de

contorno constituem, de fato, exceções ou se a in�uência das condições de contorno era

maior do que se podia imaginar, podendo obter valores de entropia diferentes dos que já

haviam sido obtidos.

Com este problema em mente, surgiram os trabalhos[49, 50], onde investigamos o

modelo de seis-vértices sob uma variedade de condições de contorno, o que inclui: misturas

de periodicidade e anti-periodicidade, condições livres de contorno e condições �xas de

contorno. Demonstramos a existência de um contínuo de possíveis valores para a entropia

e conjecturamos que todos os valores entre 0 e SPBC são admissíveis.

Sob o título de �Propriedades Físicas de Modelos Integráveis� podemos resumir o pro-

pósito desta tese em duas grandes frentes. A primeira é devotada à obtenção de um

sistema �nito de equações integrais não-lineares, cuja aplicação particular para termodi-

nâmica dos modelos quânticos estruturamos no capítulo 2; e cuja aplicação particular no

cálculo das correções de tamanho �nito organizamos no capítulo 3. A segunda é desti-

nada ao estudo da in�uência das condições de contorno nas propriedades intensivas do

modelo de seis-vértices, a qual situamos no capítulo 4. Este capítulo introdutório serve de

preparação para os capítulos posteriores. No capítulo 5 elaboramos uma breve conclusão.

1.1 Modelo de vértices

Em uma rede arbitrária de vértices conectados por arestas, denominamos modelo de

vértices um modelo estatístico clássico em que uma con�guração do sistema �ca de�nida,
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uma vez atribuído �valores� aos graus de liberdade, sendo estes situados sobre as arestas.

Nesta con�guração global, a energia total é a soma das contribuições locais de energia de

cada vértice, energia esta que depende tão somente dos graus de liberdade nas arestas a

ele anexo.

O cálculo da função de partição de um modelo de vértices revela, na sua generalidade,

um problema combinatorial demasiadamente complicado, uma vez que cada aresta conecta

dois vértices e vincula suas contribuições locais de energia, o que se estende sobre a

geometria da rede de maneira não trivial.

Entendendo a complexidade do objeto em análise, constitui uma simpli�cação útil

restringir-nos às redes que exibem certa invariância por translação, como uma rede retan-

gular. A Figura 1.1 representa a referida rede e o vértice com sua contribuição local de

energia, ou peso de Boltzmann, segundo a con�guração das arestas adjacentes.

1

1

i

j r

N

L

Lα′
α (γ, γ′) = rγ γ′

α

α′

Figura 1.1: a)Ilustração de uma rede retangular de N linhas e L colunas onde destacamos

a representação da matriz de transferência linha a linha, b) na qual estão de�nidos os

pesos de Boltzmann associados a cada vértice.

Para calcular a função de partição, multiplicamos os pesos de Boltzmann de todos os

vértices, e somamos sobre os possíveis valores que cada um dos graus de liberdade nas

arestas pode assumir, resultando na expressão

Z =
∑
⟨α⟩

∑
⟨γ⟩

L∏
i=1

N∏
j=1

Lαj+1
i

αj
i

(γji , γ
j
i+1). (1.1.1)

Todavia, a soma acima ainda constitui enorme problema, visto que cada aresta pode

admitir um número diferente de possíveis valores que se atribui aos graus de liberdade.
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Além disso, mesmo quando dois vértices estão circundados por arestas de mesmo tipo, é

possível atribuir contribuição local de energia diferente para con�gurações locais equiva-

lentes. Disto resulta que o problema continua dependendo de um número demasiadamente

grande de dados iniciais, que são as energias de cada vértice para cada possível con�gu-

ração das respectivas arestas.

Se quisermos tornar o problema tratável, é necessário diminuir a quantidade de dados

iniciais, que a princípio é tão grande quanto à própria rede. Uma das formas mais simples

de se fazer isto é assumir que todas as arestas são de mesmo tipo, possuindo o mesmo

número de possibilidades para atribuição do grau de liberdade; e que, além disso, vértices

em con�gurações equivalentes contribuem com o mesmo peso de Boltzmann. Assim sendo,

a função de partição (1.1.1) tem que ser função de apenas um número limitado de dados

iniciais, mais especi�camente q4d pesos de Boltzmann, os tamanhos lineares N linhas e L

colunas, e as condições de contorno.

As condições de contorno são de�nidas em termos das arestas externas, podendo ser

�xa (grau de liberdade �xado a um valor qualquer), livre (soma sobre todas as possibi-

lidades deste grau de liberdade), correlata (soma vinculada dos graus de liberdade em

arestas exteriores) ou combinação destas três. As condições de contorno mais simples

são as condições periódicas de contorno, espécie de condição correlata em que as arestas

externas opostas recebem o mesmo valor do grau de liberdade e são somadas sobre todos

os possíveis valores. Disto resulta a completa simetria de translação pelos vetores de rede,

tornando todos os vértices equivalentes e fazendo o problema adquirir geometria toroidal.

Com estas condições de cotorno mais simples, veremos como o problema combinatorial

pode ser transformado em um problema algébrico de diagonalização.

Notemos que a ordem pela qual a soma sobre os graus de liberdade é realizada não

in�ui no resultado �nal da função de partição, motivo pelo qual podemos adotar uma

ordem particular de soma. Somando primeiramente sobre os graus de liberdade na direção

�horizontal�, podemos de�nir um objeto que fornece o peso de Boltzmann de todos os

vértices em uma dada linha, mas, para isto, é necessário que atribuamos os graus de

liberdade anexos remanescentes, isto é, aqueles associados às arestas �verticais� de cada
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vértice. Em outras palavras, o peso estatístico de uma linha é dado por

T α⃗j+1

α⃗j = T
αj+1
1 ,...,αj+1

L

αj
1,...,α

j
L

=
∑
⟨γj⟩

L∏
i=1

Lαj+1
i

αj
i

(γji , γ
j
i+1). (1.1.2)

Uma vez que cada aresta vertical é independente, podemos identi�car o peso (1.1.2) de

uma linha como sendo o elemento de matriz de um operador que atua no espaço
⊗L

j=1 Vj,

sendo cada Vj um espaço vetorial isomorfo a Cqd associado à j-ésima aresta vertical.

E cada linha de vértices sendo equivalente, contribuirá igualmente com o peso (1.1.2),

distinguindo-se apenas pelos índices do elemento de matriz, determinando que o peso da

linha imediatamente inferior possua índices superiores iguais aos índices inferiores do peso

da linha imediatamente superior, do que resulta o produto de matrizes

Z =
∑
{α}

T α⃗2

α⃗1 T α⃗3

α⃗2 . . . T α⃗1

α⃗N = tr TN . (1.1.3)

O cálculo do traço acima pode ser realizado diagonalizando o operador T , que deno-

minamos matriz de transferência linha a linha. De posse dos qLd auto-valores, a função de

partição pode ser expressa de maneira exata na forma

Z =

qLd∑
j=1

ΛN
j = gΛN

max

[
1 +

1

g

∑
j ̸=max

[
Λj

Λmax

]N]
, (1.1.4)

mas que, para efeito do cálculo da energia-livre no limite termodinâmico, é su�ciente

saibamos apenas o maior auto-valor,

−βf = lim
L,N→∞

1

NL
logZ = lim

L→∞

1

L
log Λmax. (1.1.5)

A degenerescência g do maior auto-valor não contribui neste limite, uma vez que 1 ≤ g ≤

qLd e independe de N .

Contudo, o problema formulado acima não revela completamente a sua característica

local do ponto de vista algébrico. Resta ainda explicitar como a matriz de transferência

T depende dos pesos locais. De fato, T é um produto de pesos de Boltzmann, cada

qual possuindo graus de liberdade verticais independentes, mas com graus de liberdade

horizontais correlatos, em que o peso de Boltzmann imediatamente à esquerda compartilha

uma aresta com o peso imediatamente à direita, o que pode ser representado por um

produto matricial.
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De�namos, portanto, o operador de Lax LAj que atua no espaço horizontal A, isto é,

pertence a End[Cqd⊗Cqd ], mas cujos elementos de matriz pertencem a
⊗L

j=1 Vj, de modo

que cada um dos elementos de matriz atue não trivialmente apenas na j-ésima cópia do

espaço vertical

LAj =


Wj(1, 1) Wj(1, 2) . . . Wj(1, qd)

Wj(2, 1) Wj(2, 2) . . . Wj(2, qd)
...

...
. . .

...

Wj(qd, 1) Wj(qd, 2) . . . Wj(qd, qd)

 , (1.1.6)

sendo,

Wj(γ, γ
′) =

qd∑
α,α′=1

Lα′

α (γ, γ′)Id⊗ . . . Id⊗ eα,α′︸︷︷︸
j

⊗Id . . .⊗ Id, [eα,α′ ]β,β′ = δαβδα′β′ . (1.1.7)

Se a rede tivesse um sítio apenas, este operador seria imediatamente identi�cado com

os possíveis pesos de Boltzmann do problema, segundo a seguinte disposição de elementos

W (γ, γ′) =


L1

1(γ, γ
′) L2

1(γ, γ
′) . . . Lqd

1 (γ, γ′)

L1
2(γ, γ

′) L2
2(γ, γ

′) . . . Lqd
2 (γ, γ′)

...
...

. . .
...

L1
qd
(γ, γ′) L2

qd
(γ, γ′) . . . Lqd

qd
(γ, γ′)

 , (1.1.8)

entretanto, sendo o número de colunas maior que 1, devemos tensorizar cada elemento

de LAj, a �m de que, correspondendo à independência dos espaços verticais na matriz de

transferência, possamos escrever

T = trALAL . . .LA1 = trATA, (1.1.9)

transformando o cálculo da matriz de transferência em um traço no espaço horizon-

tal(auxiliar). A matriz TA é a chamada matriz de monodromia.

Convertido o problema combinatorial na diagonalização da matriz de transferência,

relacionamos o modelo estatístico clássico em duas dimensões com um problema quântico

em uma dimensão. Todavia, a matriz de transferência não constitui um Hamiltoniano

propriamente dito, uma vez que multiplicando todos os pesos de Boltzmann de uma

linha, esta matriz inclui interações entre todos os sítios e, portanto, produz um operador

não local.
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Para obter operadores locais, faremos a �hipótese� de regularidade e tomaremos uma

espécie de derivada logarítmica, a �m de transformar produto em soma. Inicialmente,

imaginemos que os pesos de Boltzmann Lα′
α (γ, γ′) estejam contidos em um espaço isomorfo

a Cqd
4
com topologia usual. Neste espaço, destacaremos a existência de um elemento,

chamado de ponto regular, tal que

L0 = P, (1.1.10)

sendo P 2 = Id e

PikLijPik = Lkj, ∀L, (1.1.11)

pelo que denota-se, naturalmente, o permutador. Em outras palavras, se tomarmos o

ponto regular no espaço dos pesos de Boltzmann, a matriz L associada será o permuta-

dor. Realizando uma perturbação arbitrária dos pesos de Boltzmann em torno do ponto

regular, obteremos em primeira ordem de perturbação:

T−1
0 δT =

L∑
j=1

Pj−1,j δLj−1,j, (1.1.12)

resultando �nalmente em um operador local. Todavia, a depender de como a variação

δ é realizada, a conexão entre Hamiltoniano local e a matriz de transferência será tão

somente operacional, visto que os problemas de diagonalização podem ser completamente

distintos.

Seria possível realizar tal variação de modo que Hamiltoniano e matriz de transferência

possam ser diagonalizados na mesma base?

1.2 Integrabilidade

A questão deixada no �nal da seção anterior nos leva para outra essencialmente mais

profunda. A�nal, como diagonalizar a matriz de transferência para valores grandes do

número de sítios L, haja vista o tamanho do espaço de Hilbert em que ela atua?

Um critério que opera como facilitador do processo de diagonalização é encontrar uma

família de matrizes comutantes, de modo que, possuindo base de auto-vetores em comum,

o conjunto de auto-valores destas matrizes classi�ca e distingue os auto-vetores. Neste

contexto, nós vamos procurar determinados conjuntos formados por elementos no espaço
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dos pesos de Boltzmann, tais que todas as matrizes de transferência oriundas de um dado

conjunto comutem entre si. Devemos ter

[T, T ′] = 0, (1.2.1)

para dois elementos distintos no referido conjunto que redundam nos operadores de Lax

L e L'.

Uma condição su�ciente para que a equação acima seja satisfeita é a existência de uma

matriz inversível RAB(L,L′) satisfazendo a seguinte propriedade

RAB(L,L′)TAT ′
B = T ′

BTARAB(L,L′). (1.2.2)

A informação essencial que de�ne a matriz de transferência é o operador de Lax que

se repete no espaço tensorizado de L sítios. Sendo assim, deve ser possível transformar a

condição global (1.2.2) em uma condição local. Com efeito, (1.2.2) será satisfeita se

RAB(L,L′)LAjL′
Bj = L′

BjLAjRAB(L,L′), ∀j. (1.2.3)

As equações (1.2.2) e (1.2.3) induzem uma transformação de similaridade que resultam

na permutação das matrizes de monodromia ou dos operadores de Lax. Estas permutações

resultam em condições de consistência. A mais simples delas se deve ao fato de que, se

permutadas duas matrizes de monodromia duas vezes, chegamos à situação inicial, do que

resulta que a matriz R deve satisfazer

RAB(L,L′)RBA(L′,L) = f(L,L′)Id, (1.2.4)

relacionando a matriz R à sua inversa. Esta é a chamada relação de unitariedade.

Prosseguindo com o raciocínio, podemos tomar três matrizes de monodromia T , T ′,

T ′′ e reordenar seu produto através das transformações de similaridade. Observando a

associatividade do produto de matrizes, chegaremos à conclusão de que as matrizes R

devem satisfazer a chamada equação de Yang-Baxter[20, 21]

RAB(L,L′)RAC(L,L′′)RBC(L′,L′′) = RBC(L′,L′′)RAC(L,L′′)RAB(L,L′). (1.2.5)

A princípio, poderíamos continuar procurando reordenar um número maior de matrizes

de monodromia a �m de encontrar outras relações de consistência. Contudo, observaremos

que disto não resulta nenhuma restrição adicional.
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Apesar de termos achado condições de consistência para a matriz R, não temos ainda

nenhuma imposição mais explícita sobre o conjunto de pesos de Boltzmann. Todavia, da

semelhança entre as equações (1.2.3) e (1.2.5), surgem os chamados modelos fundamentais

em que o próprio �intertwiner� R entre dois pontos da família comutante deve ser também

um ponto da família comutante

L̃ = R(L,L′), (1.2.6)

fornecendo um primeiro conjunto de modelos uma vez resolvida a equação de Yang-Baxter.

O impositivo que se faz agora é classi�car as soluções de (1.2.4) e (1.2.5) , o que constitui

uma área ativa da Física-Matemática.

1.2.1 Exemplos

Nosso objetivo neste trabalho não é encontrar novas soluções da equação de Yang-

Baxter. Entretanto, convém exempli�car algumas soluções como mostras de factibilidade

e dar ensejo ao estudo das propriedades termodinâmicas e correções de tamanho �nito

dos modelos que serão apresentados aqui.

Seis-vértices simétrico

Considere a situação em que temos dois possíveis estados para cada grau de liberdade

no modelo de vértices, qd = 2. Em princípio temos um total de 24 = 16 possíveis pesos

de Boltzmann para cada vértice. Entretanto, no modelo de seis vértices, apenas seis são

não nulos Lα′
α (γ, γ′) ̸= 0 se α + γ = α′ + γ′: L+

+(+,+), L−
−(−,−), L+

−(+,−), L−
+(−,+),

L+
+(−,−), L−

−(+,+).

Ainda se a energia associada a cada con�guração for invariante pela troca + ↔ −

teremos:

L+
+(+,+) = L−

−(−,−) = a, (1.2.7)

L+
+(−,−) = L−

−(+,+) = b, (1.2.8)

L+
−(+,−) = L−

+(−,+) = c. (1.2.9)
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Sendo assim, a matriz LAB associada ao seis vértices simétrico �ca:

LAB =



a 0

0 b


B

0 0

c 0


B0 c

0 0


B

b 0

0 a


B


A

. (1.2.10)

Imposta a restrição de modelo fundamental, a unitariedade e a equação de Yang-Baxter

implicam em vínculos para estes pesos. A unitariedade implica nas seguintes relações

a(L,L′)a(L′,L) = b(L,L′)b(L′,L) + c(L,L′)c(L′,L), (1.2.11)

b(L,L′)c(L′,L) + c(L,L′)b(L′,L) = 0. (1.2.12)

A Yang-Baxter por sua vez fornece

ac′a′′ − bc′b′′ − ca′a′′ = 0, (1.2.13)

−cc′b′′ + (ab′ − ba′)c′′ = 0, (1.2.14)

cb′a′′ − ca′b′′ − bc′c′′ = 0, (1.2.15)

sendo {a, b, c}, {a′, b′, c′}, e {a′′, b′′, c′′} pesos dados por R(L,L′), R(L,L′′) e R(L′,L′′),

respectivamente. Este conjunto de equações pode ser visto como um sistema homogêneo

nas letras com duas linhas. Para que este sistema tenha solução não trivial, o determinante

dos coe�cientes deve ser igual a zero, o que implica em

a2 + b2 − c2

2ab
=
a′2 + b′2 − c′2

2a′b′
, (1.2.16)

de modo que a quantidade

∆ =
a2 + b2 − c2

2ab
, (1.2.17)

é um invariante que de�ne uma curva algébrica (x, y) = (a
c
, b
c
). Em uma dada para-

metrização em λ ∈ C, chamaremos λ de parâmetro espectral, uma vez que a mudança

deste parâmetro apenas modi�ca o espectro, caminhando ao longo da família de matrizes

comutantes sem que os auto-estados sejam por isto modi�cados. Para a curva algébrica

de�nida por (1.2.17), é possível parametrizar os pesos de Boltzmann de maneira tal que o

�intertwiner� R(L,L′) entre L = L(λ) e L′ = L(µ) dependa da diferença dos parâmetros

espectrais. Em outras palavras

R(L,L′) = R(L(λ),L(µ)) = L(λ− µ) = L̃. (1.2.18)
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Soluções deste tipo podem ser geradas para todas as famílias ∆'s pelas parametrizações

a(λ) = 1 b(λ) =
λ

1 + λ
c(λ) =

1

1 + λ
⇒ ∆ = 1, (1.2.19)

a(λ) = 1 b(λ) =
sin(λ)

sin(λ+ γ)
c(λ) =

sin(γ)

sin(λ+ γ)
⇒ ∆ = cos(γ), (1.2.20)

a(λ) = 1 b(λ) =
sinh(λ)

sinh(λ+ γ)
c(λ) =

sinh(γ)

sinh(λ+ γ)
⇒ ∆ = cosh(γ), (1.2.21)

sendo que estamos distinguindo a parametrização (1.2.20) de (1.2.21) uma vez que, na

prática, desejamos γ real. Notemos ainda que todas estas soluções possuem a propriedade

da regularidade, pois que L(0) = L0 = P . Em outras palavras, todas as curvas ∆ possuem

o ponto regular em comum, tornando possível derivar um Hamiltoniano local dentro de

cada família de matrizes de transferência comutantes. Para isto, a variação δ em (1.1.12)

é realizada através do parâmetro espectral, que no presente caso resulta em

H(∆) =
L

2

ȧ(0) + ċ(0)

a(0)
+

1

2

ḃ(0)

a(0)

L∑
j=1

[
σx
j σ

x
j+1 + σy

jσ
y
j+1 +∆σz

jσ
z
j+1

]
. (1.2.22)

Devemos acrescentar que, para um dado ∆, devido à existência de uma variedade

integrável unidimensional, o número de matrizes comutantes torna-se in�nito. Além das

próprias matrizes de transferência, a exemplo de (1.2.22), temos uma série de operadores

locais que são cargas conservadas

J (n) =

(
dn lnT (λ)

dλn

)
λ=0

. (1.2.23)

Baxterização da álgebra de Braid

Para dirigir nossos estudos a modelos de diferentes simetrias, devemos ser capazes

de encontrar diferentes soluções para a equação (1.2.5). A classi�cação das soluções

desta equação está longe de ser completada, uma vez que esta não foi realizada sequer

no caso mais simples em que os espaços A, B e C têm dimensão 2. Diante desta reali-

dade, convém procurar métodos particulares de solução, entre os quais temos a chamada

Baxterização[58].

Assumiremos que a variedade integrável seja unidimensional, do que resulta a possibi-

lidade de parametrizá-la em termos de um único parâmetro λ ∈ C. Além disso, nós vamos

nos restringir ao caso em que a matriz R depende da diferença dos parâmetros espectrais.
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De�nindo Ř = PR, sendo P o permutador, podemos escrever (1.2.5) na forma

Ři+1(λ)Ři(λ+ µ)Ři+1(µ) = Ři(µ)Ři+1(λ+ µ)Ři(λ), (1.2.24)

sendo que identi�camos i = AB, i + 1 = BC. A Baxterização constitui um método

de encontrar soluções de (1.2.24) em termos de uma álgebra independente do parâmetro

espectral. Por exemplo, consideremos a álgebra de Braid de�nida por

B2
i = 1,

BiBi+1Bi = Bi+1BiBi+1,

BiBj = BjBi, |i− j| ≥ 2. (1.2.25)

Dado um conjunto de operadores Bi que satisfazem a álgebra de Braid, podemos propor

uma solução de (1.2.24) na forma Ři(λ) = 1+ f(λ)Bi. Este ansatz é de fato uma solução

se a função f(λ) satis�zer a equação funcional

f(λ+ µ) = f(λ) + f(µ). (1.2.26)

A solução desta equação funcional pode ser facilmente obtida e é dada por f(λ) = ηλ,

η ∈ C uma constante arbitrária. Logo, obtemos uma solução de (1.2.24) na forma

Ři(λ) =
1 + ηλBi

1 + ηλ
, (1.2.27)

sendo que normalizamos a solução pelo fator 1 + ηλ.

Para concretizar a solução, precisamos ainda encontrar representações para álgebra de

Braid. Mesmo depois de todas as simpli�cações, ainda temos um grande problema, pois

que também não se conhece a completa classi�cação das soluções desta álgebra. Podemos

procurar soluções com várias estruturas. Uma delas é aquela em que os elementos não

nulos são os mesmos do permutador P . Disto resultam as soluções da forma

B =

qd∑
j=1

(−1)pjejj ⊗ ejj +
qd∑
i<j

(cijeij ⊗ eji + c−1
ij eji ⊗ eij), (1.2.28)

sendo pj = 0, 1; eij as matrizes da base de Weyl, qd a dimensão do subespaço local, e as

constantes cij, i < j, arbitrárias. Como vemos, se escolhermos qd = 2, cij = 1 e pj = 0,

teremos o permutador usual, resultando na R do seis-vértices. No caso qd = l, cij = 1 e
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pj = 0, temos modelos invariantes pela representação fundamental da álgebra su(l), isto

é

[R(λ),Γ(g)⊗ Id+ Id⊗ Γ(g)] , (1.2.29)

sendo g ∈ su(l) e Γ a representação fundamental. Em particular, quando l = 2 encon-

tramos a solução do modelo de seis-vértices simétrico com ∆ = 1. Por outro lado, as

soluções (1.2.28) com cij = ±1 estão relacionadas com soluções da Yang-Baxter graduada

invariantes por super-álgebra su(l|r), como veremos posteriormente.

Baxterização da álgebra de Braid-Monoid

Soluções invariantes pela super-álgebra orto-simplética podem ser obtidas por Baxte-

rização da álgebra Braid-Monoid. Esta álgebra possui um conjunto de geradores, Bi, Ei

que satisfazem as seguintes relações

BiBi = Id; BiBi+1Bi = Bi+1BiBi+1; BiBj = BjBi (|j − i| > 2), (1.2.30)

EiEi = qEi; Ei±1EiEi±1 = Ei±1; EiEj = EjEi (|j − i| > 2), (1.2.31)

EiBi = BiEi = tEi; EiBi±1Bi = Bi±1BiEi±1 = EiEi±1, t = ±1. (1.2.32)

Propondo Ř ∝ (Id+f(λ)B+h(λ)E) em (1.2.24), encotramos uma solução da Yang-Baxter

se as funções f(λ) e h(λ) satis�zerem o seguinte sistema de equações funcionais

f(λ+ µ) = f(λ) + f(µ), (1.2.33)

f(λ)h(λ+ µ)− f(λ+ µ)h(λ) = f(µ)h(λ)h(λ+ µ), (1.2.34)

h(λ+ µ) = h(λ) + h(µ) + qh(λ)h(µ) + h(λ)h(λ+ µ)h(µ)+

+t(f(µ)h(λ) + h(µ)f(λ) + h(λ)h(µ)f(λ+ µ)). (1.2.35)

A solução destas equações é dada por f(λ) = λ, h(λ) = λ
2−q
2t

−λ
. Em particular, a re-

presentação dos geradores que nos levam a uma solução invariante pela super-álgebra

osp(1|2)[24], possui q = −1, t = 1, B = P g com graduação {p(1), p(2), p(3)} = {1, 0, 1}.

Desta forma, temos a seguinte solução

Ř =

(
3

2
− λ
)
Id+ λ

(
3

2
− λ
)
P g + λE, (1.2.36)
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sendo P g o permutador graduado e E o operador de Temperly-Lieb cujas representações

são dadas por[59]

P g =
3∑

i,j=1

(−1)p(i)p(j)eij ⊗ eji, E =
3∑

i,j=1

(−1)δi3+δj1eij ⊗ e4−i 4−j. (1.2.37)

Para que os modelos sejam invariantes por super-álgebra, de fato, é necessário de�nir

graduação nos espaços lineares. Faremos uma breve introdução a este tópico na seção

seguinte, visto que parte de nossos resultados se referem a modelos com este tipo de

simetria.

1.3 Super-Matrizes e Equação de Yang-Baxter Gradu-

ada

A compreensão quantitativa de vários fenômenos na natureza sempre ganhou substan-

cial contribuição quando da generalização dos �números�. Dos naturais aos inteiros e aos

racionais, dos racionais aos irracionais e aos reais até o corpo dos complexos. Sucessiva-

mente vimos aparecer o conceito dos negativos e dos números fracionários, do �contínuo�, e

a última generalização mencionada abarca o chamado Teorema Fundamental da Álgebra,

o que estabelece a existência de pelo menos uma raíz das equações polinomiais(de grau

maior ou igual 1) dentro do corpo dos complexos.

Além destes números, hoje bem conhecidos, a matemática tem criado outras pos-

sibilidades as quais acadêmicos mais interessados em explicar fenômenos naturais nem

sempre mostraram interesse. Acontece que a natureza pode ser mais bem descrita se

explorarmos mais amplamente todos os aparatos e estruturas teóricas disponíveis. Não é

possível conceber uma formulação de integrais de trajetória, em termos de estados coe-

rentes, quando os campos são fermiônicos. Os auto-valores dos operadores de destruição

neste caso não podem comutar entre si, o que já exige outra estrutura algébrica. A gene-

ralização indispensável encontrou suporte no que hoje chamamos de álgebra exterior ou

de Grassmann[60].

A diferença primordial desta nova álgebra B, é a existência de um conjunto de gera-

dores ηi, i = 1, . . . , n que satisfazem a relação

1 · ηi = ηi · 1, ηiηj = −ηjηi. (1.3.1)
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Com isto notamos que η2j = 0 e todo número η desta álgebra pode ser escrito como um

polinômio de grau menor ou igual a n. Por exemplo, se n = 2,

η = α + α1η1 + α2η2 + α12η1η2, (1.3.2)

sendo α, α1, α2 e α12 números complexos. Um estudo mais completo e rigoroso desta

álgebra pode ser encontrado em [60]. Aqui nos limitaremos a observar que esta estrutura

algébrica possui graduação Z2. Isto signi�ca que todo elemento desta álgebra pode ser

escrito como soma de elementos pertencentes a dois subespaços, aqui denotados por CBn0

e CBn1, onde um elemento η de CBnk e um elemento η′ de CBnk′ satisfazem a relação

ηη′ = (−1)kk
′
η′η. (1.3.3)

Devido a (1.3.3), dizemos que B é uma super-álgebra comutativa. Todo número na

álgebra de Grassman pode ser escrito como soma de um elemento par, pertencente a

CBn0, e um elemento ímpar, pertencente a CBn1. Elementos pertencentes a apenas um

destes subespaços são chamados de elementos homogêneos.

Nós também podemos introduzir graduação em espaços vetorias. Dizemos que um

espaço vetorial V possui graduação Z2 se este puder ser escrito como soma direta de

subespaços V0 ⊕ V1, tais que existe uma função p(x) atuando em V0
∪
V1 da seguinte

forma

p(x) = 0, se x ∈ V0 (elemento par),

p(x) = 1, se x ∈ V1 (elemento ímpar). (1.3.4)

Note que a função de paridade ou graduação, p, atua apenas nos elementos homogêneos

do espaço V . Se os espaços V0 e V1 possuem dimensão l e r, respectivamente, então

escrevemos a dimensão do espaço V como dimV = (l|r). Assim, nós podemos escolher

uma base de elementos homogêneos de V tais que e1, . . . , el ∈ V0 e el+1, . . . , el+r ∈ V1. Os

coe�cientes da expansão x =
∑l+r

j=1 ejxj podem ser escolhidos como elementos da álgebra

de Grassman, isto é, V é um B-módulo a direita.

Uma vez de�nido o espaço vetorial graduado V , podemos abordar graduação no espaço

das transformações lineares atuando em V . Uma transformação linear em V pode ser

representada na referida base homogênea na forma de matriz

F (x) = F (
∑
j

ejxj) =
∑
j

F (ej)xj =
∑
ij

eiFijxj, (1.3.5)
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onde mais uma vez Fij pertence à álgebra de Grassman. Ao espaço das matrizes nós

introduzimos graduação da seguinte forma. Primeiro prescrevemos graduação para linhas

e colunas da matriz tal que pi = p(ei) e pj = p(ej), então a graduação da matriz, ou

operador, F , é de�nido por

p(F ) = pi + pj + p(Fij). (1.3.6)

Note que a de�nição acima já indica quais são as matrizes homogêneas, pois que a de�nição

da paridade de F deve ser independente das linhas i e j. Além disso, estamos adotando

a convenção de que toda soma de paridades é reduzida módulo 2.

Com estas de�nições, estamos aptos a derivar a equação de Yang-Baxter graduada[23].

A equação de Yang-Baxter tradicional pode ser obtida impondo a associatividade da

álgebra de Zamolodchikov, sob hipótese de independência dos monômios de terceiro grau

dos geradores[61]. Isto é, seja Eb(L) os geradores da álgebra de Zamolodchikov, e as

relações de �comutação�

Eb(L)Ec(L′) =
∑
αβ

Rαβ
bc (L,L

′)Eβ(L′)Eα(L), (1.3.7)

a associatividade da álgebra se traduz na equação∑
αβγ

R′′αβ
bc R

′γc2
aβ R

a2b2
γα =

∑
αβγ

Rαβ
ab R

′a2γ
αc R

′′b2c2
βγ , (1.3.8)

que é a versão em índices da equação (1.2.5). Novamente estamos adotando a convenção

R = R(L,L′), R′ = R(L,L′′) e R′′ = R(L′,L′′). Agora, vamos considerar uma álgebra de

Zamolodchikov graduada com geradores homogêneos, isto é, possuem paridade dada por

p(Ea(L)) = p(a). Trocando relações de comutatividade por super-comutatividade(veja

(1.3.3)), temos

Eb(L)Ec(L′) = (−1)p(b)p(c)
∑
αβ

Rαβ
bc (L,L

′)Eβ(L′)Eα(L), (1.3.9)

onde nos restringimos a números Rcd
ab em CBn0 e a matriz R é par, p(R) = 0. Destas

restrições segue que os elementos não nulos de R são tais que p(a)+p(b)+p(c)+p(d) = 0.

Impondo a associatividade e assumindo a independência dos monômios de terceiro grau
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em Ea(L), encontramos a equação de Yang-Baxter graduada em índices[23]

∑
αβγ

(−1)p(b)p(c)+p(a)p(β)+p(γ)p(α)R′′αβ
bc R

′γc2
aβ R

a2b2
γα =

=
∑
αβγ

(−1)p(a)p(b)+p(α)p(c)+p(γ)p(β)Rαβ
ab R

′a2γ
αc R

′′b2c2
βγ . (1.3.10)

Olhando para (1.3.10), é fácil perceber um subconjunto de soluções onde Rcd
ab são números

complexos. Dada uma solução R̄ de (1.3.8), uma solução de (1.3.10) é obtida tomando

Rcd
ab = (−1)p(a)p(b)R̄cd

ab, ou seja

R = PP gR̄, (P g)cdab = (−1)p(c)p(d)δadδbc, (1.3.11)

P g é o chamado permutador graduado, do qual (1.2.37) é um exemplo. Sendo assim,

dado uma solução de (1.2.24) cujos elementos não nulos satisfazem a restrição de paridade

acima, podemos obter uma solução de (1.3.8) por aplicação do permutador usual PŘ, ou

obter uma solução da Yang-Baxter graduada aplicando o permutador graduado P gŘ.

Resta-nos ainda obter a versão equivalente de (1.2.5). Para isto devemos introduzir

a noção de super produto tensorial de matrizes. Considere o produto tensorial de dois

espaços lineares graduados, V e W . Então de�nimos uma base homogênea para V ⊗W

em que graduação é dada pela soma das graduações individuais. Além disso, de�nimos o

super-produto tensorial de dois elementos quaisquer por

x
s
⊗ y =

∑
ij

(vi ⊗ wj)xiyj(−1)p(xi)p(j). (1.3.12)

Agora podemos de�nir o produto tensorial entre dois operadores, F atuando em V e G

atuando em W , tal que (F
s
⊗ G)(x

s
⊗ y) = F (x)

s
⊗ G(y) com p(F ) = p(G) = 0. Disto

resulta (
F

s
⊗ G

)cd
ab
= F c

aG
d
b(−1)p(b)(p(a)+p(c)). (1.3.13)

Com isto o operador R na equação (1.3.10) pode ser visto como um operador atuando no

espaço V ⊗ V com coe�cientes R̃cd
ab dados por

R =
∑
abcd

Rcd
abeac ⊗ ebd =

∑
abcd

R̃cd
abeac

s
⊗ ebd. (1.3.14)

Agora vamos �imergir� operadores R em V ⊗ V ⊗ V . O primeiro espaço indexaremos por

A, o segundo por B e o terceiro por C. Note que a ordem dos espaços é relevante. Assim,
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a equação de Yang-Baxter graduada análoga a (1.2.5) é dada por

RAB(L,L′)RAC(L,L′′)RBC(L′,L′′) = RBC(L′,L′′)RAC(L,L′′)RAB(L,L′), (1.3.15)

desde que interpretemos

Rij =
∑
abcd

R̃cd
ab(eac)i

s
⊗ (ebd)j, i, j = A, B, C, (1.3.16)

com (eab)i = Id
s
⊗ . . .

s
⊗ Id

s
⊗ eab︸︷︷︸

i

s
⊗ Id

s
⊗ . . .

s
⊗ Id.

Tendo em vista as famílias comutantes que constituem variedades unidimensionais, a

equação de Yang-Baxter graduada implica na comutatividade das matrizes de transferên-

cia para diferentes parâmetros espectrais

T (λ) = strA

 x
L∏

j=1

LAj(λ)

 , (1.3.17)

sendo strA o super-traço sobre o espaço auxiliar e strM =
∑

α (−1)
p(α)Mαα.

Correspondente a (1.2.27) e (1.2.28) existe uma solução da Yang-Baxter graduada

dada por

R(L,L0) =
λ+ P g

1 + λ
, (1.3.18)

invariantes por super-álgebra su(l|r), sendo l e r de�nidos pela graduação atribuída ao

espaço linear em que R atua (o que pode ser igualmente lido de P g).

Do ponto de vista de modelos de vértices, as soluções (1.3.18) correspondem aos mode-

los de Perk-Schultz[62]. Devemos notar que o permutador graduado também satisfaz a ál-

gebra (1.1.11), de modo que a solução acima também possui ponto regular em λ = 0. Com

isto, temos as cadeias quânticas que são denominadas modelos de Uimin-Sutherland[63].

Entre o número destes se encontram:

Hsu(3) =
L∑

j=1

(
−2 + S⃗j · S⃗j+1 +

(
S⃗j+1 · S⃗j+1

)2)
, (1.3.19)

onde S⃗ = {Sx, Sy, Sz} são operadores de spin-1.

Hsu(2|1) =
L∑

j=1

ht-J

jj+1 =
L∑

j=1

(
−
∑
τ

(c†j+1τcjτ + c†jτcj+1τ ) + 2S⃗j · S⃗j+1 −
1

2

∑
στ

njτnj+1σ

)
,

(1.3.20)
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sendo njτ = c†jτcjτ , S
k
j =

∑
τσ S

k
τσc

†
jτcjσ (Sk matrizes de spin- 1

2
) e cjτ são operadores

fermiônicos �projetados� atuando no subspaço |↑⟩ , |0⟩ , |↓⟩ com graduação {0, 1, 0}.

Tais operadores satisfazem a álgebra de anti-comutação[64, 47]

[ciτ , cjσ]+ =
[
c†iτ , c

†
jσ

]
+
= 0,[

ciτ , c
†
jσ

]
+
= ((1− ni−τ )δτσ + S−τ

i (1− δτσ))δij. (1.3.21)

O Hamiltoniano Hsu(2|1) é o chamado modelo t-J super-simétrico.

Olhando agora para a solução da álgebra Braid-Monoid apresentada em (1.2.32), te-

remos uma solução da equação de Yang-Baxter graduada da seguinte forma

L =



−a(λ) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 b(λ) 0 c(λ) 0 0 0 0 0

0 0 −f(λ) 0 e(λ) 0 −d(λ) 0 0

0 c(λ) 0 b(λ) 0 0 0 0 0

0 0 −e(λ) 0 ā(λ) 0 e(λ) 0 0

0 0 0 0 0 b(λ) 0 c(λ) 0

0 0 −d(λ) 0 −e(λ) 0 −f(λ) 0 0

0 0 0 0 0 c(λ) 0 b(λ) 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −a(λ)


, (1.3.22)

sendo os pesos de Boltzmann do modelo estatístico dados por a(λ) = (1−λ)(3
2
−λ), b(λ) =

λ(3
2
−λ), c(λ) = (3

2
−λ), d(λ) = 3

2
−2λ, ā(λ) = 3

2
+ 3

2
λ−λ2, e(λ) = λ, f(λ) = −1

2
λ+λ2.

Cumpre notar que aqui também temos regularidade no ponto λ = 0. A cadeia quântica

associada pode ser escrita na forma

Hosp(2|1) = − d

dλ
ln

(
T (λ)

aL(λ)

)∣∣∣∣∣
λ=0

=
L∑

j=1

[
−
∑
σ

(
c†j+1σcjσ + c†jσcj+1σ −

2

3
sgn(σ)(cjσcj+1σ + c†jσc

†
j+1σ)

− 5

3
(njσ + nj+1σ)

)
+

1

3
S⃗j · S⃗j+1 −

5

6

∑
σσ′

(njσnj+1σ′)− 8

3

]
, (1.3.23)

sendo os operadores aqui envolvidos como no modelo t-J.

1.4 Ansatz de Bethe algébrico

No trabalho seminal [12], Bethe pavimentou um caminho para a diagonalização das

cadeias de spin como (1.2.22), precedendo a solução das cadeias quânticas ditas integráveis.
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Atualmente, o método de Bethe é conhecido por ansatz de Bethe coordenada. Neste,

propomos que as �amplitudes de três ou mais partículas� possam ser fatorizadas em termos

das amplitudes de espalhamento de duas partículas. Resulta deste método que os auto-

valores e as auto-funções da cadeia quântica �cam determinadas uma vez resolvido um

sistema de equações transcendentais para os momentos das partículas, equações estas que

denominamos equações de Bethe.

Nesta seção, nós esboçaremos outra formulação do ansatz de Bethe, que é o chamado

ansatz de Bethe algébrico (ABA), ou método do espalhamento inverso quântico[22]. Fa-

remos isto para os modelos invariantes pela álgebra su(l) com a �nalidade de mostrar a

viabilidade de diagonalização dos modelos apresentados anteriormente.

Iniciemos com caso mais simples, o su(2). A matriz de monodromia pode ser escrita

na forma

2TA =



a 0

0 b


L

0 0

c 0


L0 c

0 0


L

b 0

0 a


L


A

. . .



a 0

0 b


1

0 0

c 0


10 c

0 0


1

b 0

0 a


1


A

=

A(λ) B(λ)

C(λ) D(λ)

 , (1.4.1)

sendo a(λ) = 1 + λ, b(λ) = λ, c(λ) = 1. Desejamos obter os auto-estados de 2T (λ) =

A(λ) +D(λ). Veja que

2LAj

1
0


j

=


a(λ)

1
0


j

c(λ)

0
1


j

0 b(λ)

1
0


j

, (1.4.2)

é uma matriz triangular superior. A triangularidade local implica na triangularidade

global, de modo que a parte diagonal de TA sobre o estado |Ψ0⟩ =
∏L

j=1

[
1

0

]
j
pode ser

facilmente obtida. Temos A(λ)|Ψ0⟩ = α(λ)|Ψ0⟩ e D(λ)|Ψ0⟩ = δ(λ)|Ψ0⟩, sendo α(λ) =

aL(λ) e δ(λ) = bL(λ). Logo |Ψ0⟩ é um auto-estado da matriz de transferência, pois

2T (λ)|Ψ0⟩ = (α(λ) + δ(λ))|Ψ0⟩. (1.4.3)

Desejamos encontrar outros auto-estados na mesma perspectiva do problema do oscilador

harmônico. Consideremos |Ψ0⟩ como estado de referência (não necessariamente o estado
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fundamental), no qual atuaremos o operador de �criação�. Vemos que A e D participam

da equação de auto-valor. O operador C aniquila o estado de referência. Propõe-se que o

operador B atue como operador de criação. Temos o ansatz

|Ψ(λ1, . . . , λn)⟩ = B(λn) . . . B(λ1)|Ψ0⟩, (1.4.4)

(A(λ) +D(λ))|Ψ(λ1, . . . , λn)⟩ = Λn(λ)|Ψ(λ1, . . . , λn)⟩. (1.4.5)

Para que possamos proceder com esta proposta, é necessário que saibamos relações algé-

bricas que permitam calcular (1.4.5). A relação fundamental (1.2.2) provê as seguintes

relações

B(µ)B(λ) = B(λ)B(µ),

b(λ− µ)A(µ)B(λ) = a(λ− µ)B(λ)A(µ)− c(λ− µ)B(µ)A(λ),

b(µ− λ)D(µ)B(λ) = a(µ− λ)B(λ)D(µ)− c(µ− λ)B(µ)D(λ), (1.4.6)

que nos permite passar os operadores A e D pelo operador B. Com a aplicação sucessiva

de (1.4.6) podemos obter facilmente que

A(λ)|Ψ(λ⃗)⟩ = α(λ)
n∏

j=1

a(λk − λ)
b(λk − λ)

|Ψ(λ⃗)⟩ −
n∑

k=1

α(λk)
c(λk − λ)
b(λk − λ)

n∏
j ̸=k
j=1

a(λj − λk)
b(λj − λk)

|Ψ(λ⃗/λk)⟩,

(1.4.7)

e

D(λ)|Ψ(λ⃗)⟩ = δ(λ)
n∏

j=1

a(λ− λk)
b(λ− λk)

|Ψ(λ⃗)⟩ −
n∑

k=1

δ(λk)
c(λ− λk)
b(λ− λk)

n∏
j ̸=k
j=1

a(λk − λj)
b(λk − λj)

|Ψ(λ⃗/λk)⟩,

(1.4.8)

onde denotamos

|Ψ(λ⃗)⟩ = |Ψ(λ1, . . . , λn)⟩, |Ψ(λ⃗/λk)⟩ = |Ψ(λ1, . . . , λ︸︷︷︸
k

, . . . , λn)⟩.

Para que |Ψ(λ⃗)⟩ seja, de fato, auto-estado de 2T (λ), as contribuições em |Ψ(λ⃗/λk)⟩

devem se cancelar. Desta forma o ansatz de Bethe fornece

2T (λ)|Ψ(λ⃗)⟩ =

(
α(λ)

n∏
j=1

a(λk − λ)
b(λk − λ)

+ δ(λ)
n∏

j=1

a(λ− λk)
b(λ− λk)

)
|Ψ(λ⃗)⟩, (1.4.9)

e os λj's devem ser escolhidos tais que

α(λk)

δ(λk)
=

n∏
j ̸=k
j=1

a(λk − λj)b(λj − λk)
b(λk − λj)a(λj − λk)

, k = 1, . . . , n, (1.4.10)
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que resulta da imposição que as contribuições proporcionais a |Ψ(λ⃗/λk)⟩ se anulem e da

relação (1.2.12) devido à unitariedade. Estas são as chamadas equações de Bethe.

No caso su(l) também podemos obter o espectro pelo ansatz de Bethe. Todavia, existe

uma ideia adicional para resolver este problema. Basicamente, para diagonalizar a matriz

de transferência do su(l) se faz necessário conhecer a solução do modelo su(l− 1), motivo

pelo qual o ansatz de Bethe neste caso adquire o adjetivo �Nested�(encadeado).

Para ver isto, olhemos para o caso su(3) e notemos que a álgebra de Yang-Baxter

(1.2.2) fornece as seguintes relações,

a(λ− µ)
−→
B (λ)⊗

−→
B (µ) =

−→
B (µ)⊗

−→
B (λ)P 2L(λ− µ),

b(µ− λ)A(λ)
−→
B (µ) = a(µ− λ)

−→
B (µ)A(λ)− c(µ− λ)

−→
B (λ)A(µ),

b(λ− µ)
←→
D (λ)⊗

−→
B (µ) =

−→
B (µ)⊗

←→
D (λ)P 2L(λ− µ)− c(λ− µ)

−→
B (λ)⊗

←→
D (µ), (1.4.11)

sendo o permutador P ∈ End[C2⊗C2] e que escrevemos a matriz de mondromia na forma

3LAj =




a 0 0

0 b 0

0 0 b


j


0 0 0

c 0 0

0 0 0


j


0 0 0

0 0 0

c 0 0


j

0 c 0

0 0 0

0 0 0


j


b 0 0

0 a 0

0 0 b


j


0 0 0

0 0 0

0 c 0


j

0 0 c

0 0 0

0 0 0


j


0 0 0

0 0 c

0 0 0


j


b 0 0

0 b 0

0 0 a


j


,

3TA = 3LAL . . .
3LA1 =


A(λ) B1(λ) B2(λ)

C1(λ) D11(λ) D12(λ)

C2(λ) D21(λ) D22(λ)

 . (1.4.12)

Também de�nimos

−→
B (λ) =

[
B1(λ) B2(λ)

]
,

←→
D (λ) =

D11(λ) D12(λ)

D21(λ) D22(λ)

 . (1.4.13)

Reconhecendo que |Ψ0⟩ =
∏L

j=1

[
1

0

0

]
j

constitui um estado de referência, obtemos os valores

esperados no pseudo-vácuo

A|Ψ0⟩ = α2(λ)|Ψ0⟩, D11|Ψ0⟩ = δ2(λ)|Ψ0⟩, D22|Ψ0⟩ = δ2(λ)|Ψ0⟩, (1.4.14)
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sendo α2(λ) = aL(λ) e δ2(λ) = bL(λ). Além disso, vemos que os operadores Cα, Dαβ

com α ̸= β atuam como operadores de destruição, motivo pelo qual propomos que os

operadores Bα(λ) atuem como criação. Levando-se em conta ambos os operadores de

criação, devemos propor excitações na forma geral∣∣∣Ψ(λ⃗2)
⟩
=
∑

σj=1,2

Fσ1,...,σm2
Bσ1(λ

2
1) . . . Bσm2

(λ2m2
) |Ψ0⟩ . (1.4.15)

Em vistas das relações algébricas (1.4.11), os termos desejáveis, isto é, aqueles que re-

sultam na expressão do auto-valor e por conseguinte aparecem multiplicando o estado∣∣∣Ψ(λ⃗2)
⟩
são dados na forma

A(λ)
∣∣∣Ψ(λ⃗2)

⟩
= α2(λ)

m2∏
j=1

a(λ2j − λ)
b(λ2j − λ)

∣∣∣Ψ(λ⃗2)
⟩
+ . . . (1.4.16)

∑
α=1,2

Dαα(λ)
∣∣∣Ψ(λ⃗2)

⟩
= δ2(λ)

∑
σj ,ηj=1,2

Bσ1(λ
2
1)

b(λ− λ21)
. . .

Bσm2
(λ2m2

)

b(λ− λ2m2
)
|Ψ0⟩ 2T

η1,...,ηm2
σ1,...,σm2

Fη1,...,ηm2
+. . . ,

(1.4.17)

sendo

2T (λ) = trA
2LAm2(λ− λ2m2

) . . . 2LA1(λ− λ21). (1.4.18)

Contudo, para que
∣∣∣Ψ(λ⃗2)

⟩
seja auto-vetor de 3T = A +D11 +D22, devemos ter que F

seja auto-vetor de 2T , do que segue o problema auxiliar su(2). Notemos que, neste caso,

a matriz de transferência do problema auxiliar não atua nos L sítios da rede, mas em

um espaço linear menor, isomorfo a
⊗m2

j=1C2. Além disso, cumpre notar também que o

problema auxiliar corresponde a um problema heterogêneo, isto é, os pesos de Boltzmann

ao longo de uma linha são todos diferentes. Isto apenas modi�ca ligeiramente a solução

dada acima, uma vez que

2LAB(λ−µ) 2LAC(λ−γ) 2LBC(µ−γ) = 2LBC(µ−γ) 2LAC(λ−γ) 2LAB(λ−µ), (1.4.19)

garante que a álgebra de Yang-Baxter permanece a mesma. Por consequência, a única

modi�cação que deve ser realizada se deve aos valores esperados sobre o estado de refe-

rência, que agora passam a ser α1(λ) =
∏m2

j=1 a(λ− λ2j) e δ1(λ) =
∏m2

j=1 b(λ− λ2j). Logo a

expressão do auto-valor �ca

3T (λ)

δ2(λ)
=
α2(λ)β2(λ)

δ2(λ)
+

2T (λ)

δ1(λ)
=
α2(λ)β2(λ)

δ2(λ)
+

(
α1(λ)β1(λ)

δ1(λ)
+
α0(λ)β0(λ)

δ0(λ)

)
, (1.4.20)

27



sendo

αk(λ) =

mk+1∏
j=1

a(λ− λk+1
j ), δk(λ) =

mk+1∏
j=1

b(λ− λk+1
j ), βk(λ) =

mk∏
j=1

a(λkj − λ)
b(λkj − λ)

,

(1.4.21)

com 0 = m0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ m3 = L e λ3j = 0 para todo j.

Para completar a solução, basta agora coletar os termos indesejáveis e impor que seus

respectivos coe�cientes se anulem, a �m de que obtenhamos as equações de Bethe. Ainda

que trabalhoso, este procedimento é factível e resulta no sistema de equações

αk(λ
k
l )

δk(λkl )
= βk−1(λ

k
l )

mk∏
j=1
j ̸=l

a(λkl − λkj )b(λkj − λkl )
b(λkl − λkj )a(λkj − λkl )

= − lim
s→λk

l

αk−1(s)βk−1(s)

βk(s)δk−1(s)
, k = 1, 2.

(1.4.22)

Em geral, teremos a seguinte relação de recorrência entre os auto-valores, formando uma

sucessão de problemas auxiliares para solução do modelo su(l):

k+1T (λ)

δk(λ)
=
αk(λ)βk(λ)

δk(λ)
+

kT (λ)

δk−1(λ)
=

k∑
j=0

αj(λ)βj(λ)

δj(λ)
, (1.4.23)

e as equações de Bethe �cam

lim
s→λk

l

αj(s)βj(s)δj+1(s)

αj+1(s)βj+1(s)δj(s)
= −1, k=1,...,l−1

l=1,...,mk
. (1.4.24)

1.5 Matriz de Transferência Quântica

O ansatz de Bethe permite que obtenhamos o espectro da matriz de transferência do

modelo de vértices assim como do Hamiltoniano local pertecente à sua variedade integrá-

vel. Contudo, existe uma diferença no que toca o cálculo das propriedades termodinâmicas

do modelo de vértices e do modelo quântico. No primeiro, como apresentado na seção 1.1,

necessitamos apenas do maior auto-valor no limite termodinâmico para obter a energia-

livre. Já na cadeia quântica ainda resta o problema de somar os pesos estatístico de cada

auto-energia. É neste segundo caso que interessa elaborar.

A forma mais direta de calcular a energia-livre do modelo quântico é calcular todas

auto-energias para, então, efetuar a soma da função de partição. Todavia, como estamos

interessados no limite termodinâmico, é necessário conhecer a estrutura das raízes de
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Bethe para executar este empreendimento. Neste limite, uma grande parcela de soluções

das equações de Bethe são dadas por raízes que se aglomeram em padrões chamados

strings[28, 27]. É possível de�nir densidades de n-strings e n-holes, das quais a energia-

livre se torna um funcional. A minimização deste funcional fornece a energia-livre do

modelo, o que requer a solução de um conjunto in�nito de equações integrais não-lineares

acopladas.

Entre as possíveis críticas a este método podemos mencionar duas. A primeira se refere

ao próprio padrão de raízes que, em algumas situações, violam a estrutura de strings. A

segunda crítica reside propriamente nas equações integrais não-lineares resultantes. Sendo

elas em número in�nito, se faz necessário realizar alguma truncagem para obter resulta-

dos numéricos. Assim sendo, mesmo que a hipótese de strings conduza a uma resposta

formalmente correta, a obtenção efetiva das quantidades termodinâmicas ainda deixa a

desejar, uma vez que podemos incorrer em erro por efeito do processo de truncagem.

Para contornar estas di�culdades, Klümper elaborou uma forma alternativa de calcular

a função de partição das cadeias quânticas integráveis[37]. Nesta formulação alternativa,

obtém-se um conjunto �nito equações integrais não-lineares, tornando possível obter as

propriedades termodinâmicas numericamente.

Nesta seção, descrevemos o objeto central desta última formulação. Como o Hamil-

toniano é obtido da derivada logarítmica da matriz de transferência, podemos escrever a

seguinte expansão para esta matriz

T (λ) = eiP+λH+O(λ2). (1.5.1)

Para obter o operador densidade e−βH, vamos eliminar primeiramente a contribuição de

ordem 0 na exponencial acima. Uma forma de fazer isto é de�nindo uma nova matriz de

transferência T̄ da seguinte forma,

T̄ (λ) = strA

x
L∏
i=1

LstA
Ai (λ) = strA

L∏
i=1

LAi(λ), (1.5.2)

de modo que T̄ (λ) possui a seguinte expansão

T̄ (λ) = e−iP+λH+O(λ2). (1.5.3)

Assim, podemos eliminar a contribuição do momento ao formar o produto T (λ)T̄ (λ).

Utilizando λ = − β
N
, os termos em O(λ2) se tornam pequenos comparados ao termo O(λ),
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Figura 1.2: Modelo de vértices heterogêneo obtido a partir do mapeamento de Trotter-

Suzuki. O destaque em vermelho é a matriz de transferência quântica.

quando o número de Trotter N vai a in�nito. Portanto, nós temos

ZL = lim
N→∞

ZNL = lim
N→∞

tr
[
(T (−τ)T̄ (−τ))N/2

]
= tre−βH, τ =

β

N
. (1.5.4)

Agora a quantidade ZNL pode ser vista como uma função de partição de um modelo

de vértices heterogêneo, observe a Figura 1.2. O mapeamento da função de partição do

modelo quântico na função de partição de um modelo clássico equivale à versão na rede

das integrais de trajetória. Este é o chamado mapeamento de Trotter-Suzuki[38, 39].

A direção de transferência coluna a coluna é mais apropriada para o cálculo (1.5.4),

uma vez que o maior auto-valor neste caso é não degenerado. Portanto, de�nimos a matriz

de transferência quântica

TQTM(x) = trQ

[ N
2∏

i=1

L2i−1,Q(−τ + ix)LstA
2i,Q(−ix− τ)

]
, (1.5.5)

com a inserção apropriada do parâmetro espectral x, de modo a garantir a integrabilidade

[TQTM(x), TQTM(x′)] = 0. Sendo assim, a (grande)função de partição pode ser escrita em

termos da matriz de transferência quântica como segue

Z = lim
N→∞

str
[
(TQTM(0))

L
]
, (1.5.6)

de modo que se assumirmos que os limites termodinâmico e do número de Trotter podem
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ser trocados[39], encontramos o potencial termodinâmico

f = − 1

β
lim

L,N→∞

1

L
lnZ, (1.5.7)

= − 1

β
lim

N→∞
ln ΛQTM

max (0), (1.5.8)

escrito apenas em termos do maior auto-valor.

Não obstante, o procedimento apresentado aqui apenas possibilita o cálculo das quan-

tidades termodinâmicas a temperatura �nita. Seria interessante, além disso, incluir as

interações com o campo externo e potencial químico, por exemplo. Nos referiremos a

estes parâmetros sob nome de potenciais químicos generalizados. Assumindo que exista

um potencial químico generalizado para cada estado da base canônica local(�espécie�),

podemos escrever

Z = lim
N→∞

tr
[
(T (−τ)T̄ (−τ))N/2eβ

∑n+m
j=1 µjN̂j

]
= tre−β(H−µN̂ ), (1.5.9)

sendo N̂j =
∑L

k=1 njk o operador número total de �espécies� do tipo j, podendo j variar de

j = 1, . . . , l + r. O operador njk fornece 1 se no estado em que atua existe uma �espécie�

do tipo j no sítio k e 0 caso contrário. Como consequência, a matriz de transferência

quântica passa ser escrita como

TQTM(x) = trQ

[
eβ

∑l+r
j=1 µjnjQ

N
2∏

i=1

L2i−1,Q(−τ + ix)LstA
2i,Q(−ix− τ)

]
. (1.5.10)

Esta modi�cação para incluir potenciais químicos generalizados sempre é possível,

embora nem sempre a integrabilidade seja preservada. A matriz de monodromia quântica

sofre a modi�cação T QTM
Q → GQT QTM

Q , com GQ = eβ
∑l+r

j=1 µjnQ . A matriz GQ introduz

�torção�(twist) nas condições de contorno e, se ela satisfaz

[L,G ⊗ G] = 0, (1.5.11)

então a álgebra de Yang-Baxter permanece a mesma, de modo que a integrabilidade é

preservada.
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Capítulo 2

Propriedades termodinâmicas a

temperatura �nita

Neste capítulo, vamos estudar as propriedades termodinâmicas de modelos integráveis

invariantes por super-álgebra através do método da matriz de transferência quântica. Para

isto, derivaremos um conjunto �nito de equações integrais não-lineares para as chamadas

funções auxiliares.

Atualmente não existe regra para a escolha destas funções, sendo necessário estudar

cada modelo caso a caso. Desta forma, estaremos especialmente interessados em descrever

o modelo invariante pela super-álgebra su(2|1) com generalização de multi-cadeias[47], o

que nos remete ao modelo t-J com interações de mais longo alcance, e o modelo invariante

pela super-álgebra osp(1|2)[48].

Deixamos para o capítulo seguinte os últimos avanços na de�nição de funções auxiliares

para modelos invariantes pela álgebra su(l), onde trabalhamos diretamente com o auto-

valor da matriz de transferência linha a linha.

2.1 su(l|r)

Nesta seção temos por objetivo central estudar as propriedades termodinâmicas de uma

cadeia quântica integrável invariante pela super-álgebra su(2|1). A termodinâmica do

modelo descrito pelo Hamiltoniano (1.3.20) já foi estudada em [40] na ausência de campo

magnético, embora as equações integrais não-lineares derivadas já o contemplassem.
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Aqui, vamos estender os resultados de [40], não apenas explorando a presença do

campo magnético, como também incluindo interação de mais longo alcance[47]. Uma das

maneiras de se incluir estas interações é inserindo heterogeneidade na matriz de trans-

ferência (1.3.17) pela modi�cação dos parâmetros espectrais que a compõem. Conforme

visto na seção 1.4 isto não destrói a integrabilidade, pois que a álgebra de Yang-Baxter

permanece válida. Contudo, se faz necessário a existência de um ponto regular para de-

rivar o Hamiltoniano. Por isto, nesta construção, os parâmetros de heterogeneidade são

inseridos de modo a preservar a simetria por translação cíclica por um número maior de

sítios, digamos, M [65, 46].

Em suma, podemos escrever a matriz de transferência da seguinte forma

t(λ) =
M∏
j=1

Tj(λ; iθ⃗). (2.1.1)

sendo θ0 = 0 e

T (λ) = strA

x
L∏
i=1

 x
M∏
k=1

LA,(i−1)M+k(λ, iθM−k)

 , Tj(λ; iθ⃗) = T (λ+ iθj−1; iθ⃗). (2.1.2)

Tomando a derivada logarítmica da matriz de transferência acima, obteremos o Hamilto-

niano na forma geral

H(θ⃗) =
1

M

d

dλ
ln t(λ)

∣∣∣
λ=0

, (2.1.3)

=
1

M

M−1∑
q=0

e−iqPH1(θ⃗+q)e
iqP , (2.1.4)

sendo P o momento que governa a translação cíclica por um sítio para direita, e

H1(θ⃗) =
L∑
i=1

M∑
k=1

[
M−k∏
n=1

LMi+n,Mi(iθM−n, iθ0)

]
LM(i+1)−k+1,Mi(iθk−1, iθ0)×

× d

dλ
LMi,M(i+1)−k+1(λ+ iθ0, iθk−1)

∣∣∣∣
λ=0

 x
M−k∏
n=1

LMi,Mi+n(iθ0, iθM−n)

 , (2.1.5)

com a seguinte notação[46]

θ⃗+q = (θ0+q, θ1+q, . . . , θM−1+q), θ⃗ ≡ θ⃗+0, θk+M ≡ θk.

O caso M = 1 é o modelo t-J super-simétrico que já havíamos comentado na seção

1.3 e que foi originalmente derivado em [66].

33



O casoM = 2 também já foi obtido em [67], embora as interações de mais longo alcance

fossem exibidas na base de Weyl. Em [47] nós escrevemos este mesmo Hamiltoniano

completamente em termos dos operadores fermiônicos ciτ :

Ht-J(θ) =
1

2(1 + θ2)

2L∑
j=1

2ht-J

jj+1 + θ2ht-J

jj+2 + (−1)j4θS⃗j · S⃗j+1 × S⃗j+2+

(−1)j4θ
∑

p{j,j+1,j+2}

(−1)sgn(p)
(
s⃗p(j)p(j+1) · S⃗p(j+2) +mp(j)p(j+1)(1−

∑
τ

np(j+2)τ

2
)

)
, (2.1.6)

sendo que a soma sobre p{j, j + 1, j + 2} denota a soma sobre permutações cíclicas dos

índices j, j + 1, j + 2 com sgn(p) a assinatura usual das permutações. Ainda, nós temos

os análogos de-localizados da densidade de partículas e dos operadores de spin:

mjk =
i

4

∑
τ

c†kτcjτ − c
†
jτckτ , (2.1.7)

s⃗jk = {sxjk, s
y
jk, s

z
jk} =

{
s+jk + s−jk

2
,
s+jk − s

−
jk

2i
, szjk

}
,

2s+jk = i(c†k↑cj↓ − c
†
j↑ck↓), 2s−jk = i(c†k↓cj↑ − c

†
j↓ck↑),

4szjk = i(c†k↑cj↑ − c
†
j↑ck↑ − c

†
k↓cj↓ + c†j↓ck↓). (2.1.8)

Na expressão acima estamos negligenciando uma constante aditiva e um termo proporcio-

nal ao número de partículas, uma vez que os mesmos apenas afetam o zero de energia e o

potencial químico, ambos controláveis pela escolha dos potenciais químicos generalizados.

Notemos que neste modelo os números das �espécies� dos três tipos são conservados.

O mapeamento de Trotter-Suzuki para o modelo (2.1.6) segue de modo semelhante ao

que apresentamos na seção 1.5. Identi�cando a célula fundamental na matriz de transfe-

rência t(λ), teremos a seguinte matriz t̄(λ)

t̄(λ) =
M∏
j=1

T̄j(λ, iθ⃗) = t̄(λ) = e−M iP+λMH+O(λ2). (2.1.9)

sendo

T̄ (λ, iθ⃗) = strA

 x
L∏
i=1

 x
M∏
k=1

LstA
A,(i−1)M+k(iθM−k + λ)

, T̄j(λ, iθ⃗) = T̄ (λ− iθj−1, iθ⃗),

(2.1.10)
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Figura 2.1: Mapeamento de Trotter-Suzuki para a generalização de multi-cadeias com

M=2. O detalhe em vermelho enfatiza as duas matrizes de transferência quântica. Aqui

ω = iθ e o tamanho da rede é ML por MN .

e por conseguinte podemos de�nir a matriz de transferência quântica

tQTM(x) = trQ

[
GQ

N
2∏

i=1

[
M∏
j=1

LM(2i−2)+j,Q(−τ + iθj−1,−ix)

]
×

×

[
M∏
j=1

LstQ
M(2i−1)+j,Q(−ix, τ + iθj−1)

]]
. (2.1.11)

Para estes modelos com interações de mais longo alcance, a energia-livre é obtida a partir

do maior auto-valor da matriz de transferência quântica segundo a seguinte expressão

f = − 1

β
lim

N→∞

1

M

M∑
j=1

ln ΛQTM
max (−θj−1), (2.1.12)

veja a Figura 2.1.

Atualmente a melhor forma de calcular o maior auto-valor é obtendo um conjunto

de equações integrais não-lineares do tipo formulado por Klümper[36, 37]. As equações

integrais �nais possuem um número �nito de incógnitas, as chamadas funções auxiliares,

o que constitui uma grande vantagem comparado ao método mais tradicional, o ansatz de

Bethe termodinâmico(TBA)[21, 28, 27]. Formular as equações integrais não-lineares do

tipo Klümper para todos os modelos invariantes pela álgebra su(l|r) constitui um grande

problema atual, uma vez que não existe regra para a de�nição das chamadas funções

auxiliares. Mais precisamente, obtemos o auto-valor de (2.1.11) através do ansatz de

35



Bethe nested[68],

ΛQTM(x) =
l+r∑
j=1

λj(x), λj(x) = eβµjX(x)

mj−1∏
k=1

aϵj(ix− ixj−1
k )

b(ix− ixj−1
k )

mj∏
k=1

aϵj(ix
j
k − ix)

b(ixjk − ix)
,

(2.1.13)

X(x) =

[
M∏
k=1

b(−τ + i(x+ θk−1))b(−τ − i(x+ θk−1))

]N
2

, (2.1.14)

sendo aϵ(x) = x+ϵ
x+1

, b(x) = x
1+x

e ϵj = (−1)pj com pj = 0, 1 a graduação do estado j.

Além disso, x0k = −iτ − θmod(k−1,M)
e xl+r

k = iτ − θmod(k−1,M)
. As equações de Bethe

eβµj
∏mj−1

k=1

aϵj (ix
j
r−ixj−1

k )

b(ixj
r−ixj−1

k )

eβµj+1
∏mj+1

k=1

aϵj+1 (ix
j+1
k −ixj

r)

b(ixj+1
k −ixj

r)

= ϵjϵj+1

mj∏
k=1
k ̸=r

b(ixjk − ixjr)aϵj+1
(ixjr − ixjk)

aϵj(ix
j
k − ixjr)b(ix

j
r − ixjk)

, (2.1.15)

com j = 1, . . . , n+m− 1 e r = 1, . . . ,mj, implicam em resíduo nulo para os polos em xjk.

Desta forma, as equações de Bethe são vínculos necessários para garantir analiticidade

do auto-valor nos polos associados às raízes de Bethe. A ideia é de�nir um conjunto

de funções auxiliares as quais, pelo uso desta propriedade de analiticidade, resultam nas

equações integrais não-lineares que codi�cam as equações de Bethe. Aqui começa nosso

estudo de caso.

2.1.1 su(2|1)

Geralmente, para de�nir as funções auxiliares, utilizamos as funções λj(x) do ansatz

de Bethe como blocos de construção. Em termos destes, as funções auxiliares para a

generalização de multi-cadeias podem ser escolhidas como sendo as mesmas do caso de

cadeia simples[40]. No entanto, nós achamos conveniente executar uma transformação

de partícula-buraco na função c(x) a �m de obter equações que podem ser diretamente

conectadas com o caso su(2) no limite µ→∞. Desta forma, as funções auxiliares �cam

b(x) =
λ1(x+

i
2
)

λ2(x+
i
2
) + λ3(x+

i
2
)
=

eβµ1

eβµ2 + eβµ3

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

i
2
)q1(x+

3i
2
)

Φ+(x+
i
2
)qh2 (x+

i
2
)q2(x− i

2
)

b̄(x) =
λ3(x− i

2
)

λ1(x− i
2
) + λ2(x− i

2
)
=

eβµ3

eβµ1 + eβµ2

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

i
2
)q2(x− 3i

2
)

Φ−(x− i
2
)qh1 (x− i

2
)q1(x+

i
2
)

c(x) =
λ2(x)(λ1(x) + λ2(x) + λ3(x))

λ1(x)λ3(x)
= eβ(µ2−µ1−µ3)Λ(x), (2.1.16)
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sendo q0(x) = Φ+(x) =
[∏M

j=1 (x+ θj−1 + iτ)
]N

2
, q1,2(x) =

∏m1,2

k=1 (x − x1,2j ), q3(x) =

Φ−(x) =
[∏M

j=1 (x+ θj−1 − iτ)
]N

2
e qh1,2(x) =

∏mh
1,2

k=1 (x− x
h1,2
j ) contém as raízes de Bethe

do tipo buraco, fornecendo uma propriedade de fatorização na forma

λj(x) + λj+1(x)

eβµj + eβµj+1
= X(x)

qhj (x)(δϵj ,ϵj+1
+ δϵj ,−ϵj+1

.qj(x+ iϵj))

qj−1(x)qj+1(x)
. (2.1.17)

Ainda aqui, estamos escolhendo os potenciais químicos generalizados como µ1 = H
2
+ µ,

µ2 = −
∑M

j=1
1

1+θ2j−1
e µ3 = −H

2
+µ a �m de corresponder à grande função de partição do

modelo sob campo magnético externo.

O maior auto-valor da QTM se encontra no setor m1 = m2 = MN
2
. Para H =

0, as raízes de Bethe x1k(x
2
k) estão situadas sobre uma linha ligeiramente deformada,

acima(abaixo) do eixo real, sem cruzar a reta ℑ(z) = 1
2
(−1

2
). Analogamente, as raízes

do tipo buraco xh1k (xh2k ) estão situadas sobre linhas ligeiramente deformadas em relação

a ℑ(z) = 1(−1) sem cruzar a reta ℑ(z) = 3
2
(−3

2
). Podemos dizer que o papel dos

parâmetros θj é produzir deformações nas raízes de Bethe ao longo destas linhas, sem

destruir as faixas de analiticidade e não-nulidade do caso da cadeia simples. Introduzir

campo magnético resulta em consideráveis deslocamentos verticais das raízes, embora estes

deslocamentos não violem as hipóteses de analiticidade. Portanto, as funções auxiliares

(2.1.16) são analíticas e não nulas em uma faixa contendo o eixo real, além de possuir

limite assintótico constante.

Também devemos mencionar que Λ(x), para o maior auto-valor, possui uma faixa

de analiticidade e não-nulidade contendo o conjunto −1
2
≤ ℑ(z) ≤ 1

2
. Isto permite

relacionar transformadas de Fourier de Λ(x) e Λ(x± i
2
). Além disso, nós podemos calcular

a transformada de Fourier da derivada logarítmica das funções auxiliares, b̂(k), ˆ̄b(k), e

ĉ(k), de modo a obter relações algébricas no espaço k. Agora, uma observação importante

é que as funções

B(x) = 1 + b(x) =
Λ(x+ i

2
)

eβµ2 + eβµ3

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

3i
2
)q1(x+

i
2
)

Φ+(x+
i
2
)qh2 (x+

i
2
)q2(x− i

2
)
,

B̄(x) = 1 + b̄(x) =
Λ(x− i

2
)

eβµ1 + eβµ2

Φ+(x− 3i
2
)Φ−(x+

i
2
)q2(x− i

2
)

Φ−(x− i
2
)qh1 (x− i

2
)q1(x+

i
2
)
,

C(x) = 1 + c(x) = e−β(µ1+µ3)(eβµ1 + eβµ2)(eβµ2 + eβµ3)
qh1 (x)q

h
2 (x)

Φ+(x− i)Φ−(x+ i)
, (2.1.18)
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também possuem formas fatoradas em termos de q1,2(x), qh1,2(x) e Λ(x) com faixa de

analiticidade e não-nulidade contendo o eixo real. Isto nos permite tomar a transformada

de Fourier da derivada logarítmica mais uma vez e encontrar outro conjunto de relações

algébricas. Em princípio, as funções auxiliares de letra maíscula não deveriam conter

informação adicional quando comparadas às de letra minúscula. No entanto, no processo

de cálculo da transformada de Fourier, nós assumimos a analiticidade do auto-valor, o

que impõe vínculos não triviais entre as funções b̂(k), ˆ̄b(k), ĉ(k), B̂(k), ˆ̄B(k), e Ĉ(k),

b̂(k) = −βK(k)

(
M∑
j=1

eikθj−1

M

)
+ F (k)B̂(k)− e−kF (k) ˆ̄B(k)−K(k)Ĉ(k),

ˆ̄b(k) = −βK(k)

(
M∑
j=1

eikθj−1

M

)
− ekF (k)B̂(k) + F (k) ˆ̄B(k)−K(k)Ĉ(k),

ĉ(k) = Λ̂(k) = βF (k)

(
M∑
j=1

eikθj−1

M

)
+K(k)

(
B̂(k) + ˆ̄B(k)

)
+ F (k)Ĉ(k), (2.1.19)

sendo K(k) = 1
2 cosh( k

2
)
, F (k) = 1

1+e|k|
e nós já executamos o limite N → ∞. A igualdade

entre ĉ(k) e Λ̂(k) era esperada, uma vez que a única diferença entre c(x) e Λ(x) é devido ao

limite assintótico. Transformando as equações (2.1.19) de volta ao espaço real e integrando

de −∞ até x encontramos

ln b(x) = −βKθ(x) + β
H

2
+ F ∗ lnB(x)− F ∗ ln B̄(x+ i)−K ∗ lnC(x),

ln b̄(x) = −βKθ(x)− β
H

2
− F ∗ lnB(x− i) + F ∗ ln B̄(x)−K ∗ lnC(x),

ln c(x) = βFθ(x)− βµ′ +K ∗
(
lnB(x) + ln B̄(x)

)
+ F ∗ lnC(x), (2.1.20)

sendo µ′ = µ−µ2, Rθ(x) =
1
M

∑M
j=1R(x+θj−1), K(x) = π

cosh(πx)
, F (x) =

∫∞
−∞

eikx

1+e|k|
dk e f∗

g = 1
2π

∫∞
−∞ f(t)g(x− t)dt. As equações (2.1.20) constituem um conjunto auto consistente

de equações integrais não-lineares. Uma vez resolvidas estas equações, podemos encontrar

o maior auto-valor Λ(x) ou, em virtude de (2.2.9), o potencial termodinâmico

f = −µ+ e0 −
1

Mβ

M∑
j=1

K ∗
(
lnB(−θj−1) + ln B̄(−θj−1)

)
− F ∗ lnC(−θj−1), (2.1.21)

sendo

e0 = −
∫ ∞

−∞

[
1

1 + e|k|

] ∣∣∣∣∣
∑M

j=1 e
ikθj−1

M

∣∣∣∣∣
2

dk,

a energia do estado fundamental no limite de semi-preenchimento(half-�lling) e campo

magnético externo nulo.
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2.1.2 su(3)

O maior auto-valor neste caso também se encontra no setor m1 = m2 = MN
2
. A

princípio, poderíamos pensar em utilizar as mesmas funções auxiliares do caso su(2|1) para

o modelo (1.3.19). Entretanto, as funções qh1,2(x) possuem propriedades de analiticidade

diferentes do caso precedente. A equação (2.1.17), que de certo modo de�ne as raízes

do tipo buraco, indica que o grau dos polinômios qh1,2(x) deixa de ser MN
2

e passa a ser

MN . Mais especi�camente, esta duplicação no número de raízes é tal que as duas funções

possuem zeros próximos aos eixos ℑ(z) = ±i. No caso precedente, o fato destas funções

possuírem raízes totalmente acima de ℑ(z) = i ou totalmente abaixo de ℑ(z) = −i

implicava que uma ou outra função não contribuía na transformada de Fourier para k > 0

ou k < 0. Logo o número de funções auxiliares propostas era su�ciente para formar uma

conjunto auto-consistente de equações integrais não-lineares. Visto que isto não é mais

possível, faz-se necessário complementar o conjunto de funções auxiliares precedentes.

O conjunto de funções auxiliares para o caso su(3) foi obtido em [41]. A ideia foi a

de utilizar fusão anti-simétrica[69] para obter a representação conjugada do modelo su(3)

no espaço quântico. A integrabilidade é garantida mais uma vez, devido à equação de

Yang-Baxter, resultando na mesma equação de Bethe da representação fundamental. O

auto-valor da nova matriz de transferência quântica é escrito em termos de produtos dos

λj(x), como é típico no processo de fusão[41].

Λc(x) = λ1(x−
i

2
)λ2(x+

i

2
) + λ1(x−

i

2
)λ3(x+

i

2
) + λ2(x−

i

2
)λ3(x+

i

2
), (2.1.22)

Nesta fusão, a matriz de transferência fundida possui a mesma dimensão que a matriz de

transferência original. Logo podemos pensar na seguinte atribuição

λc1(x) := λ2(x−
i

2
)λ3(x+

i

2
), λc2(x) := λ1(x−

i

2
)λ3(x+

i

2
), λc3(x) := λ1(x−

i

2
)λ2(x+

i

2
),

(2.1.23)

e propor funções auxiliares idênticas a (2.1.16), utilizando os blocos λcj(x). As funções
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auxiliares �cam

b1(x) =
eβµ1

eβµ2 + eβµ3

Φ−(x+
i
2
)Φ+(x− i

2
)q1(x+

3i
2
)

Φ+(x+
i
2
)qh2 (x+

i
2
)

,

b2(x) =
eβµ3

eβµ1 + eβµ2

Φ−(x+
i
2
)Φ+(x− i

2
)q2(x− 3i

2
)

Φ−(x− i
2
)qh1 (x− i

2
)

,

b3(x) =
eβ(µ1+µ2−µ3)

eβµ1 + eβµ2

Φ+(x− i)Φ−(x+ i)q2(x+ 2i)

Φ−(x+ 2i)qh1 (x)
,

b4(x) =
eβ(µ2+µ3−µ1)

eβµ2 + eβµ3

Φ+(x− i)Φ−(x+ i)q1(x− 2i)

Φ+(x− 2i)qh2 (x)
,

b5(x) = eβ(µ1+µ3−µ2)
q1(x+ i)q2(x− i)

Λ(x)q1(x− i)q2(x+ i)
,

b6(x) = e2βµ2
Φ+(x− i

2
)Φ−(x+

i
2
)q1(x− 3i

2
)q2(x+

3i
2
)

Λn(x)q1(x+
i
2
)q2(x− i

2
)

, (2.1.24)

sendo Λn(x) =
Λc(x)X(x− i

2
)X(x+ i

2
)

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+ i

2
)
. A forma produto das funções Bj(x) = 1 + bj(x) por

sua vez �ca

B1(x) =
Λ(x+ i

2
)

eβµ2 + eβµ3

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

3i
2
)q1(x+

i
2
)

Φ+(x+
i
2
)qh2 (x+

i
2
)

,

B2(x) =
Λ(x− i

2
)

eβµ1 + eβµ2

Φ−(x+
i
2
)Φ+(x− 3i

2
)q2(x− i

2
)

Φ−(x− i
2
)qh1 (x− i

2
)

,

B3(x) =
Λn(x+ i

2
)

eβµ3(eβµ1 + eβµ2)

q2(x+ i)

Φ−(x+ 2i)qh1 (x)
,

B4(x) =
Λn(x− i

2
)

eβµ1(eβµ2 + eβµ3)

q1(x− i)

Φ+(x− 2i)qh2 (x)
,

B5(x) =
(eβµ2 + eβµ3)(eβµ1 + eβµ2)

eβµ2Λ(x)

qh1 (x)q
h
2 (x)

Φ+(x− i)Φ−(x+ i)q1(x− i)q2(x+ i)
,

B6(x) = (eβµ1 + eβµ2)(eβµ2 + eβµ3)
qh1 (x− i

2
)qh2 (x+

i
2
)

Λn(x)q1(x+
i
2
)q2(x− i

2
)
. (2.1.25)

Assim como no caso su(2|1), os auto-valores Λ(x) e Λn(x) são analíticos e não nulos em um

domínio que contém a faixa −1
2
≤ ℑ(x) ≤ 1

2
. Os zeros das funções q1(x)(q2(x)), as raízes

de Bethe, também se localizam sobre uma linha ligeiramente deformada, acima(abaixo)

do eixo real, sem cruzar as retas ℑ(z) = 1
2
(−1

2
). Desta forma, nós podemos tomar a

transformada de Fourier da derivada logarítmica e obter vínculos não trivias entre as

funções auxiliares no espaço k. Após tomar o limite no número de Trotter, transformar

de volta ao espaço real e integrar de −∞ até x obtemos o seguinte conjunto de equações
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integrais não-lineares

ln b1(x)

ln b2(x)

ln b3(x)

ln b4(x)

ln b5(x)

ln b6(x)


=



−βd1,θ(x) + βH

−βd1,θ(x)− βH

−βd2,θ(x) + βH

−βd2,θ(x)− βH

−βd2,θ(x)

−βd1,θ(x)


+K ∗



lnB1(x)

lnB2(x)

lnB3(x)

lnB4(x)

lnB5(x)

lnB6(x)


, (2.1.26)

sendo

K(x) =



K0(x) K1(x) K3(x) K4(x) K3(x) K1(x)

K2(x) K0(x) K5(x) K3(x) K3(x) K2(x)

K3(x) K4(x) K0(x) K1(x) K1(x) K3(x)

K5(x) K3(x) K2(x) K0(x) K2(x) K3(x)

K3(x) K3(x) K2(x) K1(x) K0(x) K6(x)

K2(x) K1(x) K3(x) K3(x) K6(x) K0(x)


, (2.1.27)

com

d1(x) =
2π cosh(πx

3
)

√
3 cosh(πx)

, d2(x) =
2π sinh(πx

3
)

√
3 sinh(πx)

, K0(x) =

∫ ∞

−∞
eikx

1

1 + e|k| + e2|k|
dx,

K1(x) = −
∫ ∞

−∞
eikx

e−k + e−
k
2
+

3|k|
2

1 + e|k| + e2|k|
dx, K2(x) = −

∫ ∞

−∞
eikx

ek + e
k
2
+

3|k|
2

1 + e|k| + e2|k|
dx,

K3(x) = −
∫ ∞

−∞
eikx

e
3|k|
2

1 + e|k| + e2|k|
dx, K4(x) = −

∫ ∞

−∞
eikx

e
−3k
2

1 + e|k| + e2|k|
dx,

K5(x) = −
∫ ∞

−∞
eikx

e
3k
2

1 + e|k| + e2|k|
dx, K6(x) = −

∫ ∞

−∞
eikx

2e
3|k|
2 + e

|k|
2 + e−

|k|
2

1 + e|k| + e2|k|
dx.

(2.1.28)

A partir da solução destas equações, obtemos a energia-livre do modelo (1.3.19) por

f = e0 −
1

Mβ

( M∑
j=1

d1 ∗ lnB1(−θj−1) + d1 ∗ lnB2(−θj−1) + d2 ∗ lnB3(−θj−1)

+ d2 ∗ lnB4(−θj−1) + d2 ∗ lnB5(−θj−1) + d1 ∗ lnB6(−θj−1)
)
, (2.1.29)

sendo e0 a energia do estado fundamental por sítio a campo nulo

e0 = −
∫ ∞

−∞

1 + e|k|

1 + e|k| + e2|k|

∣∣∣∣∣
∑M

j=1 e
ikθj−1

M

∣∣∣∣∣
2

dk. (2.1.30)

Note que no caso especí�co do modelo (1.3.19) devemos fazer M = 1.

41



2.1.3 Diagrama de fases su(2|1)

Nós podemos resolver as equações integrais por iteração, sendo as convoluções calcu-

ladas no espaço de Fourier pelo algoritmo da transformanda rápida de Fourier. Desta

forma é possível calcular o potencial termodinâmico como função da temperatura, do

campo magnético e do potencial químico.

Um outro procedimento, igualmente importante, permite evitarmos o cálculo de de-

rivadas numéricas na determinação das quantidades físicas como a entropia e o calor

especí�co. Para tanto, derivamos diretamente as equações integrais, derivadas estas que

resultam nas quantidades termodinâmicas que desejamos quando aplicadas ao próprio po-

tencial termodinâmico. O vínculo entre as funções auxiliares �maiúsculas� e �minúsculas�

passa a ser

∂r logA =
a

A
∂r log a, ∂2r s logA =

a

A

(
∂2r s log a−

∂r log a∂s log a

A

)
, (2.1.31)

sendo r(s) qualquer variável entre T, µ or H e a(A) as funções auxiliares.

Com a expressão acima, todas as derivadas do potencial termodinâmico até segunda

ordem podem ser obtidas. Entretanto, nós gostaríamos de eliminar µ em favor de n,

a densidade de partículas. Isto pode ser feito através do método de Newton. Como a

compressibilidade κH =
(

∂n
∂µ

)
H,T

está à nossa disposição, nós podemos �xar a densidade

de partícula desejada e encontrar o potencial químico correspondente, dentro de uma

precisão estipulada. Portanto, nós podemos estudar as propriedades termodinâmicas como

função de n, T e H.

Nosso interesse é descrever o diagrama tridimensional n − θ − H do modelo (2.1.6).

Para tanto, nós analisamos a entropia a temperatura baixa, mas não nula. Em virtude

das leis fundamentais da termodinâmica a entropia se anula em T = 0. Entretanto, à

temperatura pequena, mas �nita, a entropia não é nula e se acumula nas proximidades

das transições de fase quântica[70]. Embora o valor absoluto da entropia seja pequeno,

nós podemos utilizá-lo para traçar o diagrama de fases, tanto mais porque os picos de

entropia se tornam pronunciados quanto mais aproximamos da transição de fase.

Iniciemos descrevendo dois limites especiais, o plano H − θ a n = 1 que é o modelo de

Heisenberg com interações competitivas[46] e o plano n −H a θ = 0 que é o modelo t-J

usual[40].
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Fase Spin Carga

I antiferro comensurável metal comensurável

II antiferro comensurável metal incomensurável

III antiferro comensurável isolante

IV antiferro incomensurável metal comensurável

V antiferro incomensurável metal incomensurável

VI antiferro incomensurável isolante

VII ferro metal comensurável

VIII ferro metal incomensurável

IX ferro isolante

X densidade nula densidade nula

Tabela 2.1: Classi�cação das fases

O primeiro caso é mostrado na Figura 2.2a e se refere ao limite µ → ∞. Este caso

foi considerado primeiramente em [65, 71] e consiste em uma fase isolante com três tipos

diferentes de ordenamento magnético, sendo estes o ordenamento antiferromagnético co-

mensurável III, antiferromagnético incomensurável IV e ferromagnético IX. A solução das

equações integrais não-lineares se mostrou uma valiosa ferramenta para determinar este

diagrama de fases[46]. Além disso, as funções auxiliares estão intimamente relacionadas às

chamadas �dressed-energy function� (energia vestida) no limite T → 0[40]. Desta forma,

as próprias funções auxiliares, soluções das equações integrais, nos oferecem informações

adicionais sobre a natureza das transições de fase[72], veja o apêndice B.

É interessante notar que as equações integrais acima (2.1.20) de�nidas por meio de

uma transformação de partícula-buraco na função c possuem a vantagem, em relação às

equações usuais para o modelo t-J[40], de que o limite n→ 1 é obtido naturalmente. Isto

ocorre porque a função modi�cada c se comporta como e−βµ′
neste limite e, portanto, as

convoluções contendo lnC se anulam, resultando nas equações do modelo de Heisenberg

com interações competitivas[46].

Em [71] foi investigado minuciosamente o diagrama de fases do limite de semi-preenchimento,

Figura 2.2a). Explorando a invariância conforme e calculando correções de tamanho �-
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Figura 2.2: Diagrama de fases obtido a partir do per�l de entropia a T = 0.005: a) limite

de semi-preenchimento (n→ 1) b) limite cadeia simples (θ → 0).

nito, foi possível mostrar uma descontinuidade no expoente crítico associado ao decai-

mento algébrico da função de correlação entre spins, quando do cruzamento da linha que

separa as fases III e VI. Infelizmente, mesmo com esta evidência de uma transição do tipo

comensurável-incomensurável, a linha de transição só pôde ser calculada numericamente.

Por outro lado, a linha de transição separando a fase ferromagnética das demais pode ser

calculada exatamente[71]. Em virtude da simetria de translação por dois sítios, podemos

propor duas excitações na forma de onda de spin com momento p = 2πk
2L

(mod π), uma

para os sítios pares e outra para os sítios ímpares. Portanto, para cada valor de momento

haverá um módulo de dois estados para o Hamiltoniano no setor com um spin para baixo.

Diagonalizar o Hamiltoniano neste subespaço fornece a dispersão dos magnons na forma

E±(p) =
1

1 + θ2

(
−2 + θ2(cos 2p− 1)±

√
θ2 sin2 2p+ 4 cos2 p

)
, (2.1.32)

cujo grá�co apresentamos na Figura 2.3. Isto é su�ciente para caracterizar esta linha de

transição, pois que em um campo magnético ligeiramente menor que o valor crítico, o

estado ferromagnético se torna instável em relação à criação destes magnons e, portanto,

o campo magnético crítico é o mínimo da relação de dispersão, considerada nula a energia

do estado ferromagnético.

A relação de dispersão sofre uma mudança qualitativa ao variarmos o parâmetro θ,

consoante ao que ocorre com os �driving terms� das equações integrais acima. Para θ

menor que
√
3
3

o mínimo ocorre em p = 0, enquanto para θ maior que
√
3
3

existem dois

mínimos degenerados de momento p = ±pg, re�etindo uma quebra espontânea da simetria
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Figura 2.3: Relação de dispersão para ondas de spin/buraco: a) θ = 0.2, b) θ =
√
3
3
, c)

θ = 0.95. A simetria de paridade é quebrada para θ >
√
3
3
. As ondas de buraco criadas

sobre um �substrato� ferromagnético não interagem, sendo possível preencher o espectro

de excitação de um buraco até a densidade nula. Isto permite estudar exatamente a

transição comensurável-incomensurável entre fases ferromagneticamente ordenadas.

de paridade. Para ser mais claro, podemos formar combinações lineares destas duas ondas

de spin degeneradas de modo a obter auto-estados do operador de paridade com auto-

valores opostos ±1. Podemos notar que a relação de dispersão é quadrática ao longo de

toda a linha de transição, exceto no ponto triplo onde a mesma se torna quártica.

O segundo limite especial θ → 0 é mostrado na Figura 2.2b. Neste limite nós temos

o modelo t-J usual, que é uma cadeia simples sem termos de três corpos que quebrem

explicitamente a reversão temporal. Este caso foi primeiramente estudado em [40] onde

as propriedades termodinâmicas foram calculadas a campo magnético nulo. Variando

o campo magnético externo e a densidade de partículas, nós mostramos que o modelo

possui quatro fases diferentes, I, III, VII, IX e uma fase adicional trivial X (densidade nula

n → 0). Não há transições do tipo comensurável-incomensurável aqui. As fases I e VII

são ambas metálicas1 (líquidos de Luttinger), diferindo uma da outra pelo comportamento

magnético. A fase I é antiferromagnética e sem gap, enquanto VII é ferromagnética com

gap para excitações de spin. As fases III e IX já haviam aparecido no limite anterior.

Estas são as análogas isolantes de I e VII.

O comportamento das funções de correlação no estado fundamental, e para grandes

1Neste trabalho propomos que todas as fases sem gap para as excitações de carga são metálicas, embora

ainda se faz necessário estudar funções de correlação de quatro pontos para rati�car tal a�rmação. No

entanto, tal estudo está além dos métodos utilizados neste trabalho.
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comprimentos de onda, foi calculado a partir das correções de tamanho �nito sobre o

espectro[73], enquanto as equações integrais não-lineares descrevendo a termodinâmica

a temperaturas �nitas foram apresentadas em [40]. Ambos os resultados con�rmaram

características do líquido de Luttinger da fase I. Por exemplo, o cálculo da função de

Green eletrônica (tempos iguais), a campo magnético e temperatura zero, fornece uma

distribuição de momento com uma singularidade algébrica no momento de Fermi ⟨np⟩ =

⟨npF ⟩−c|p− pF |
ηsgn(p−pF ), onde η diminui monotonicamente de 1

8
até 0, na medida que

saímos do limite de semi-preenchimento e vamos para densidade nula. Entretanto, ambas

as referências não estudaram completamente o diagrama de fases (Figure 2.2b), uma vez

que os campos magnéticos e as densidades não foram apropriadamente escolhidos de forma

adentrar a fase VII. Pelo fato de que a fase VII é adjacente à fase IX, devemos ter um

líquido de Luttinger com graus de liberdade de spin �congelados� (veja a discussão abaixo).

Isto se deve ao fato do campo magnético já ser su�cientemente forte para ordenar o sistema

em um estado ferromagnético, tal como poderia ser observado do per�l de magnetização.

Com o objetivo de melhor descrever o diagrama de fases de (2.1.6), nós escolhemos

mostrar quatro seções de campo constante do diagrama tridimensional com valores H = 0,

H = 0.25, H = 3.0, H = 4.5. Podemos ver dos diagramas das Figuras 2.2a e 2.2b que

estas quatro seções devem incorporar todas as fases possíveis.

Em H = 0, Figura 2.4a, nós temos um líquido de spin antiferromagnético. Chamamos

a atenção ao fato de que não existe transição comensurável-incomensurável estritamente

em n = 1, uma vez que o comportamento magnético apenas se modi�ca na presença de

campo externo e que o grau de liberdade de carga se encontra congelado no limite de semi-

preenchimento. Portanto, a linha de transição separando as fases I e II é do tipo carga

e é aberta em n = 1. A fase I foi descrita acima como uma fase metálica comensurável

antiferromagnética comensurável[40]. A fase II é metálica incomensurável antiferromag-

nética comensurável, uma vez que a transição de spin comensurável-incomensurável pode

ocorrer apenas na presença de campo magnético externo, Figura 2.2a. A distinção acima

entre as fases I e II também está de acordo com o comportamento qualitativo das funções

auxiliares, Figuras B.1 e B.2 no apêndice B.

Para H = 4.5, Figura 2.4b, devemos ter ordenamento magnético ferromagnético em

todo plano n− θ. Isto se deve ao fato de que as várias interações competindo com o orde-
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Figura 2.4: Diagrama de fases obtido a partir do per�l de entropia a T = 0.005: a) H = 0

e b) H = 4.5.

namento ferromagnético podem contribuir apenas quando existem partículas populando

a cadeia. Portanto, tais interações exercem sua completa in�uência no limite de semi-

preenchimento. Desde que neste limite campos magnéticos maiores que 4 já são su�cientes

para promover o ordenamento ferromagnético, o mesmo será verdade para qualquer densi-

dade de partícula. Pelas mesmas razões do caso de campo nulo, não pode haver transições

do tipo comensurável-incomensurável no limite de semi-preenchimento. Portanto, a linha

separando as fases VII e VIII é do tipo carga e termina com ponto aberto em n = 1. As

fases VII e IX foram descritas como metal comensurável, ferromagnética comensurável e

isolante ferromagnética, respectivamente. A fase VIII é a fase metálica incomensurável

ferromagnética.

Semelhantemente às ondas de spin propostas para descrever a linha de transição se-

parando o estado ferromagnético na Figura 2.2a, podemos propor ondas de buraco para

descrever a linha de transição separando a fase isolante na Figura 2.4b. A relação de

dispersão para a excitação de um buraco também é dada por (2.1.32). Desta análise,

poderíamos calcular o potencial químico crítico que leva ao limite de semi-preenchimento.

Entretanto, existe uma diferença signi�cativa entre as ondas de buraco e as ondas de spin

que foram descritas anteriormente. Para ondas de buraco, as excitações com mais buracos

podem ser facilmente calculadas, uma vez que estas ondas não interagem se o �substrato�

em que são formadas tiver ordenamento ferromagnético. Isto também pode ser visto das

equações do ansatz de Bethe para a matriz de transferência linha a linha
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[
a+(λ

1
r)a+(λ

1
r − iθ)

b(λ1r)b(λ
1
r − iθ)

]L
=

m1∏
k=1
k ̸=r

a−(λ
1
r − λ1k)b(λ1k − λ1r)

b(λ1r − λ1k)a+(λ1k − λ1r)

 m2∏
k=1

b(λ2k − λ1r)
a−(λ2k − λ1r)

,

m1∏
k=1

a−(λ
2
r − λ1k)

b(λ2r − λ1k)
=

m2∏
k=1
k ̸=r

a+(λ
2
r − λ2k)b(λ2k − λ2r)

b(λ2r − λ2k)a−(λ2k − λ2r)
. (2.1.33)

No setor m1 = 2L−N , m2 = 0, o segundo conjunto de equações se torna trivial, enquanto

o primeiro não possui termos de espalhamento. Portanto, este conjunto de setores se asse-

melha aos férmions livres, sendo o princípio de exclusão implementado pela desigualdade

das raízes do ansatz de Bethe. Além disso, o estado fundamental é obtido pelo preen-

chimento dos níveis mais baixos de energia da excitação de um buraco. Desta forma, as

fases metálicas da Figura 2.4b correspondem, na realidade, a um limite não interagente

do Líquido de Luttinger, os férmions livres.

Esta propriedade nos permite determinar a linha de transição remanescente na Figura

2.4b, que separa as fases VII e VIII. Para θ maior que
√
3
3
, podemos transitar da fase

comensurável para a fase incomensurável variando a densidade de partículas. A linha

de transição é obtida �xando o nível de Fermi no máximo local da relação de dispersão

(2.1.32), veja Figura 2.3. Seja h o nível de Fermi coincidente com máximo local, então a

equação paramétrica da linha de transição é dada por

(θ, n) =


√
−
(
1 +

4

h

)
,


arccos

(
4+7h+2h2

4+h

)
2π

se − 2 ≤ h ≤ 0

1−
arccos

(
4+7h+2h2

4+h

)
2π

se − 3 ≤ h ≤ −2

 , (2.1.34)

que está em excelente acordo com os resultados numéricos a temperatura �nita (T =

0.005) obtidos a partir das equações integrais não-lineares.

A simplicidade dos férmions livres também permite calculemos exatamente algumas

funções de correlação a qualquer distância. Por exemplo, consideremos a correlação G(j2−

j1) = ⟨cj1↑c
†
j2↑⟩ para j1 e j2 ímpares. No limite termodinâmico encontramos

G(x) =
1

π

∫
E+(p)≤EF

e−ipx

1 + S+2(p)
dp+

1

π

∫
E−(p)≤EF

e−ipx

1 + S−2(p)
dp, (2.1.35)

sendo S±(p) = 2 cos(p)

θ sin 2p±
√

θ2 sin2 2p+4 cos2 p
. Adicionalmente, vamos nos limitar à região em que

θ é menor que 1 e n maior que 1
2
. Desta forma, nós podemos ignorar completamente o
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Figura 2.5: Diagrama de fases obtido pelo per�l de entropia a T = 0.005: a) H = 3 e b)

H = 0.25.

espectro mais energético E+(p), enquanto ainda podemos observar diferenças qualitativas

quando saímos de VII para VIII. Encontramos

ℜ{G(x)} =


2
πx

sin pFx na fase VII

4
πx

sin((pF 2 − pF 1)
x
2
) cos((pF 1 + pF 2)

x
2
) na fase VIII

, (2.1.36)

sendo pF o único momento de Fermi positivo na fase comensurável, enquanto pF 1 e pF 2

são os dois momentos de Fermi na fase incomensurável. Como esperado, no limite termo-

dinâmico pF 2 − pF 1 não precisa ser comensurável com pF 2 + pF 1, exceto por um número

in�nitamente contável de valores de n. Portanto, o sistema está em uma fase incomensu-

rável �utuante (��oating�)[74], e pode exibir oscilações moduladas sem período de�nido.

Em seguida, nós examinamos o caso H = 3, Figura 2.5a. Todas as fases neste di-

agrama já foram descritas anteriormente. Neste grá�co, além de exibirmos a evolução

das linhas de transição na medida que modi�camos o campo magnético externo, existe

uma mudança interessante associada à terminação das linhas de transição no limite de

semi-preenchimento. Aqui o ponto de transição que separa as fases I, VII e VIII não é

aberto como nos grá�cos anteriores. De I a VII, ou I até VIII através de n = 1, existe uma

transição magnética passando de antiferromagnético comensurável para ferromagnético.

Embora a linha decrescente, que marca a transição de carga, seja aberta na referida termi-

nação, a linha crescente, associada à transição magnética, é fechada, em correspondência

com a Figura 2.2a.

O último caso, H = 0.25, é apresentado na Figura 2.5b, que inclui duas novas fa-
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ses. Neste caso nós temos uma mistura de efeitos de spin e carga, portanto a situação

é mais complicada. Não existe uma descrição simples como antes. Entretanto, podemos

especular com bases nas funções auxiliares que a fases IV é metálica comensurável anti-

ferromagnética incomensurável. Tal fase só existe porque ocorre um cruzamento entre as

linhas de transição do tipo carga e do tipo spin. Em razão disso, a fase II se torna limitada,

dando lugar a outra fase ilimitada, V. Esta fase expressa incomensurabilidade de carga e

spin, sendo, portanto, a fase metálica incomensurável antiferromagnética incomensurável.

Como já fora mencionado, associado a cada uma das dez fases existe um comporta-

mento das funções auxiliares qualitativamente diferentes. Nós mostramos isto no Apêndice

B, onde as funções auxiliares para alguns pontos típicos de cada fase das Figuras 2.4 e

2.5 podem ser comparadas.

Em todos os diagramas apresentados aqui, nós escolhemos estudar as transições de

fase como função de n ao invés de µ. Todavia, nós podemos seguir [75] e considerar µ

como voltagem externa. É um fato que, exatamente a T = 0, não é necessário tomar

µ→∞ para restituir o limite de semi-preenchimento. Comparando as equações integrais

ou observando o comportamento das funções auxiliares, nós vemos que a condição é que

lnC
β

se anule, ou equivalentemente, ln c
β
≤ 0. Portanto nós encontramos

µ′ = max
x

[
Fθ(x) + lim

β→∞

K

β
∗ (lnBB̄)(x)

]
, (2.1.37)

sendo B e B̄ determinados das equações integrais não-lineares no modelo de Heisenberg

com interações competitivas[46]. Para campo magnético e θ nulos, nós obtemos µ′ = 2 ln 2,

de acordo com [75]. Semelhantemente, o limite n → 0 requer que lnB
β

e ln B̄
β

se anule

para qualquer H, e lnC
β

pode ser aproximado por ln c
β
. Portanto, nas fases triviais temos

µ′ = −H
2
. Seguindo os argumentos de [75], se iniciarmos com um valor �xo de µ tal que

n = 1 para um dado θ, variando θ podemos obter n < 1 se o novo θ possui um valor

maior µ(θ) correspondendo a n = 1. Portanto, nós teríamos um aparecimento de �holons�

sem modi�car a voltagem aplicada. Entretanto, como µ é sempre negativo na ausência de

campo magnético, não podemos dizer que isto é um ordenamento espontâneo de carga.

Transições de primeira ordem estão associadas, em termos de funções auxiliares, a pontos

de máximo com valor maior que o limite assintótico em x → ∞. Como podemos ver do

apêndice B, não existe soluções com tal comportamento, seja para ln b
β

ou ln c
β
(considerando
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o mar de Dirac invertido).

Esperamos que estes resultados possam ser úteis na descrição de experimentos recentes

em sistemas quase unidimensionais; ver Conclusão.

2.2 osp(1|2)

Nesta seção nós derivamos as equações integrais não-lineares que descrevem o maior

auto-valor da matriz de transferência quântica do modelo invariante pela super-álgebra

osp(1|2). Investigamos a correção mais relevante a baixas temperaturas e determinamos

a carga central efetiva do modelo.

2.2.1 Equações integrais não-lineares para o maior auto-valor a

temperatura �nita

A matriz de transferência linha a linha é completamente invariante pela super-álgebra,

já que em sua de�nição tomamos super produto tensoriais e super traços. Por outro lado,

para calcular a função de partição de uma cadeia quântica Z = Tr
[
e−βH], devemos calcu-

lar um traço simples, o que naturalmente se traduz na de�nição (1.5.10). A repercussão

disto no ansatz de Bethe é que devemos modi�car os valores esperados dos operadores

diagonais da álgebra de Yang-Baxter sobre o estado de referência. Além disso, não existe

a alternância de sinais devido ao super-traço. A expressão �nal para os auto-valores da

matriz de transferência quântica para o modelo invariante pela álgebra osp(1|2) �ca

ΛQTM(x) = (a(τ + ix)f(τ − ix))
N
2

n∏
j=1

−a(ixj − ix)

b(ixj − ix)
+

(b(τ + ix)b(τ − ix))
N
2

n∏
j=1

ā(ix− ixj)f(ix− ixj)− e2(ix− ixj)

b(ix− ixj)f(ix− ixj)

+ (f(τ + ix)a(τ − ix))
N
2

n∏
j=1

− b(ix− ixj)

f(ix− ixj)
= λ1(x) + λ2(x) + λ3(x), (2.2.1)

sendo que as raízes de Bethe xk satisfazem o sistema não linear de equações(
b(τ + ixk)b(τ − ixk)

a(τ + ixk)f(τ − ixk)

)N
2

=
n∏

j=1

j ̸=k

− b(ixk − ixj)f(ixk − ixj)

ā(ixk − ixj)f(ixk − ixj)− e2(ixk − ixj)

a(ixk − ixj)

b(ixk − ixj)
,

(2.2.2)

51



a, ā, b, e, f como em (1.3.22). Aqui as equações de Bethe implicam em cancelamento

simultâneo dos polos de λ1(x) + λ2(x) e λ2(x) + λ3(x), o que é uma consequência do

vínculo

λ1(x+
i

4
)λ3(x−

i

4
) = λ2(x+

i

4
)λ2(x−

i

4
), (2.2.3)

Isto difere da seção anterior, já que para o modelo osp(1|2) o cancelamento de polos se

traduz nas equações de Bethe para um tipo de raiz apenas. Em outras palavras, não

temos ansatz de Bethe nested.

Nós podemos de�nir o auto-valor

SQTM(x) =
Φ+(x− i

4
)Q(x− i)Q(x+ i

2
)

Φ+(x− 5i
4
)Q(x)

+
Φ−(x+

i
4
)Q(x+ i)Q(x− i

2
)

Φ−(x+
5i
4
)Q(x)

, (2.2.4)

cujos polos sobre as raízes de Bethe xk se tornam singularidades removíveis devido às

equações de Bethe. Além disso, esta função satisfaz uma relação funcional hierárquica da

qual podemos obter o auto-valor de interesse através do produto de SQTM . Em outras

palavras, podemos introduzir uma espécie de sistema-Y

y(x) =
Φ+(x− 3i

2
)Φ−(x+

3i
2
)Q(x− 3i

4
)Q(x+ 3i

4
)ΛQTM(x)

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

i
2
)Q(x+ 5i

4
)Q(x− 5i

4
)

,

Y (x) =
Φ+(x− 3i

2
)Φ−(x+

3i
2
)SQTM(x+ i

4
)SQTM(x− i

4
)

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

i
2
)Q(x+ 5i

4
)Q(x− 5i

4
)

, (2.2.5)

com Y (x) = 1 + y(x).

Todavia, devemos notar que o auto-valor SQTM não aparece na hierarquia de fusão

[76] e parece mesmo contrastar com o que conhecemos da teoria de representação para

super-álgebra osp(1|2). Quando a super-álgebra osp(1|2) não possui deformação quântica,

não deveríamos esperar uma representação de dimensão 2[77]. A possibilidade de de�nir a

matriz S como em (2.2.4) aponta a direção oposta. Em vista disto, tomaremos o cuidado

de referir à relação funcional Y (x) = 1 + y(x) apenas como uma hierarquia funcional e

não como uma hierarquia de fusão até que maior esclarecimento seja obtido.

Podemos estudar as propriedades de analiticidade de SQTM e ΛQTM para transformar

as equações de Bethe em um sistema de equações integrais não-lineares. As raízes de Bethe

associadas ao maior auto-valor aparecem em pares de complexo conjugados xck± iαk, onde

xck é o centro real e αk é a parte imaginária. Para os nossos propósitos, é su�ciente saber

que a parte imaginária destas raízes de Bethe é, em módulo, menor que 1
2
. Além disso,
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ambos auto-valores possuem uma faixa de analiticidade e não nulidade (ANZ) contendo,

pelo menos, |ℑz| ≤ 1
2
.

Explorando a analogia entre o sistema-Y para descrever a termodinâmica da represen-

tação de spin-1 para o modelo invariante pela álgebra su(2)[42, 45] e (2.2.5), utilizaremos

as seguintes funções auxiliares

b(x) =
λ3(x+

i
4
)

λ1(x+
i
4
) + λ2(x+

i
4
)
=

Φ−(x+
3i
4
)Φ−(x+

i
4
)Φ+(x− 3i

4
)Q(x+ 3i

2
)

Φ−(x+
7i
4
)Φ−(x+

5i
4
)Φ+(x+

i
4
)SQTM(x)

,

b̄(x) =
λ1(x− i

4
)

λ2(x− i
4
) + λ3(x− i

4
)
=

Φ+(x− 3i
4
)Φ+(x− i

4
)Φ−(x+

3i
4
)Q(x− 3i

2
)

Φ+(x− 7i
4
)Φ+(x− 5i

4
)Φ−(x− i

4
)SQTM(x)

,

yc(x) =
1

y(x)
=

Φ+(x− i
2
)Φ−(x+

i
2
)Q(x+ 5i

4
)Q(x− 5i

4
)

Φ+(x− 3i
2
)Φ−(x+

3i
2
)Q(x− 3i

4
)Q(x+ 3i

4
)ΛQTM(x)

, (2.2.6)

sendo que nós realizamos transformações de partícula-buraco em todas as funções em rela-

ção a [42, 45], incluindo y(x), cuja função transformada correspondente é yc(x). Também

introduzimos as funções trivialmente relacionadas

B(x) = b(x) + 1 =
Φ+(x− 3i

4
)Q(x+ i

2
)ΛQTM(x+ i

4
)

Φ+(x+
i
4
)SQTM(x)

,

B̄(x) = b̄(x) + 1 =
Φ−(x+

3i
4
)Q(x− i

2
)ΛQTM(x− i

4
)

Φ−(x− i
4
)S(x)

,

Yc(x) = yc(x) + 1 =
SQTM(x+ i

4
)SQTM(x− i

4
)

Q(x− 3i
4
)Q(x+ 3i

4
)ΛQTM(x)

. (2.2.7)

Resolvendo (2.2.7) para Q(x), SQTM(x) e ΛQTM(x) no espaço de Fourier, substituindo

o resultado em (2.2.6), transformando de volta ao espaço real e integrando de −∞ a x,

nós obtemos
log b(x)

log b̄(x)

log yc(x)

 = −


F1(x) F2(x) F3(x)

F2(−x) F1(x) F3(−x)

F3(−x) F3(x) F4(x)

 ∗

logB(x)

log B̄(x)

log Yc(x)

− β

dt′(x− i

4
)

dt′(x+ i
4
)

dt′(x)

 (2.2.8)

sendo

dt(x) = −i log

[
e−

2πx
3 + e

πi
3

e−
2πx
3 − e

πi
3

]
− i log

[
e−

2πx
3 − e−

πi
3

e−
2πx
3 + e−

πi
3

]
,

F (x) =

∫ ∞

−∞

e
−|k|
2 − e−|k|

1 + e−|k| − e
−|k|
2

eikxdk =
d

idx
log

[
Γ(1

6
− ix

3
)Γ(1

2
+ ix

3
)Γ(2

3
+ ix

3
)Γ(1− ix

3
)

Γ(1
6
+ ix

3
)Γ(1

2
− ix

3
)Γ(2

3
− ix

3
)Γ(1 + ix

3
)

]
,
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F1(x) = F (x) e Fj(x) =
∫∞
−∞ eikxF̂j(k)dk com

F2(k) =


e−

k
2 −e−k+e−2k

1+e−k−e−
k
2
, se k ≥ 0

e
k
2

1+ek−e
k
2
, se k < 0

.

F3(k) = e−
k
4F1(k) + e

k
4F2(k),

F4(k) = e
k
4F3(k) + e−

k
4F3(−k) + 1.

Note que já tomamos o limite do número de Trotter, isto é, dt′(x) = lim
N→∞

dt(x− iβ
N
)− dt(x+ iβ

N
)

−2iβ
N

.

Finalmente a energia-livre é obtida da seguinte quantidade tomada em x = 0

f(x) = − 1

β
log ΛQTM(x) = e(x)− 1

β
dt′(x)∗

(
logB

(
x+

i

4

)
+ log B̄

(
x− i

4

)
+ log Yc(x)

)
,

(2.2.9)

sendo que

e(x) = −i d
dx

log

[
Γ(5

6
− ix

3
)Γ(1− ix

3
)Γ(1

3
+ ix

3
)Γ(1

2
+ ix

3
)

Γ(5
6
+ ix

3
)Γ(1 + ix

3
)Γ(1

3
− ix

3
)Γ(1

2
− ix

3
)

]
, (2.2.10)

fornece a energia do estado fundamental por sítio, e(0) = − 4π
3
√
3
.

2.2.2 Calor especí�co e carga central efetiva

Como descrito anteriormente, podemos resolver as equações integrais por iteração,

utilizando a transformada rápida de Fourier para calcular as convoluções. Para mostrar

a e�ciência destas equações, calculamos o calor especí�co (a potencial químico constante)

e a suscetibilidade a campo nulo. Note que, a baixas temperaturas, o calor especí�co se

comporta linearmente, evidenciando a ausência de gap, o que se daria por um compor-

tamento exponencial. Mais do que isso, a linearidade indica não apenas invariância por

escala como também invariância conforme.

A carga central da teoria de campos conforme associada pode ser extraída a partir da

correção mais relevante de baixas temperaturas ao calor especí�co nulo. Podemos encarar

esta carga central como a carga central verdadeira da teoria associada à regularização de

rede via matriz de transferência quântica, ou a carga central efetiva da teoria associada ao

Hamiltoniano (1.3.23) e, consequentemente, à matriz de transferência linha a linha. Isto

signi�ca que a carga central do modelo, obtida diretamente das correções de tamanho �nito

(T = 0), pode diferir da carga central efetiva obtida por correções de baixa temperatura
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Figura 2.6: No painel esquerdo nós mostramos o calor especí�co dividido pela temperatura

C/T (no detalhe mostramos C vs. T ). No painel direito nós mostramos a suscetibilidade

magnética como função da temperatura e no detalhe nós destacamos a existência de

correções logarítmicas.

(L =∞). Veremos que isto se dá, de fato, para o modelo (1.3.23), invariante pela super-

álgebra osp(1|2). Para tanto, calcularemos agora a carga central efetiva, reservando o

cálculo da carga central verdadeira para o próximo capítulo.

Se �zermos a mudança de variáveis s = ±(s′+ 3
2π

ln β), temos que correção da energia-

livre em relação à energia do estado fundamental �ca

f(x)− e(x) = − 1

2πβ

{∫ ∞

− 3
2π

log β

dt′+(x− s′ +
i

4
)lB+(s′) + dt′−(x+ s′ +

i

4
)lB−(s′)ds′

+

∫ ∞

− 3
2π

log β

dt′+(x− s′ −
i

4
)lB̄+(s′) + dt′−(x+ s′ − i

4
)lB̄−(s′)ds′

+

∫ ∞

− 3
2π

log β

dt′+(x− s′)lY +
c (s′) + dt′−(x+ s′)lY −

c (s′)ds′

}
, (2.2.11)
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lb±(x) := log b(±(x+ 3

2π
log β)), lB±(x) := logB(±(x+ 3

2π
log β)),

lb̄±(x) := log b̄(±(x+ 3

2π
log β)), lB̄±(x) := log B̄(±(x+ 3

2π
log β)),

ly±(x) := log y(±(x+ 3

2π
log β)), lY ±(x) := log Y (±(x+ 3

2π
log β)),

dt′±(x) := dt′(x∓ 3

2π
log β) ≈ 2π

β sin(π
3
)
e±

2πx
3 . (2.2.12)

Por causa de aproximação (2.2.12) encontramos

f(x)− e(x) = − 1

β2 sin(π
3
)

{
e

2πx
3

∫ ∞

− 3
2π

lnβ

e−
2πs
3


e

πi
6

e
−πi
6

1


t

·


lB+(s)

lB̄+(s)

lY +(s)

 ds+

+ e−
2πx
3

∫ ∞

− 3
2π

lnβ

e−
2πs
3


e

−πi
6

e
πi
6

1


t

·


lB−(s)

lB̄−(s)

lY −(s)

 ds

}
, (2.2.13)

e as equações integrais �cam
lb±(s)

lb̄±(s)

ly±c (s)

 = −


F1(x) F2(x) F3(x)

F2(−x) F1(x) F3(−x)

F3(−x) F3(x) F4(x)

 ∗

lB±(s)

lB̄±(s)

lY ±
c (s)

− 2πe−
2πs
3

sin(π
3
)


e±

πi
6

e∓
πi
6

1

 . (2.2.14)

Se construirmos as quantidades

∆± =

∫ ∞

− 3 ln β
2π

≈−∞


lB±(s)

lB̄±(s)

lY ±(s)


t

·


lb±

′
(s)

lb̄±
′
(s)

ly±
′
(s)

−

lB±′

(s)

lB̄±′
(s)

lY ±′
(s)


t

·


lb±(s)

lb̄±(s)

ly±(s)

ds, (2.2.15)

podemos mostrar que as contribuições do kernel em (2.2.14) se cancelam exatamente por

conta da simetria Fij(x) = Fji(−x). Desta forma, obtemos

f(x)− e(x) ≈ − 3

8π2β2

(
e

2πx
3 ∆+ + e−

2πx
3 ∆−

)
=

−
3 cosh(2πx

3
)

4π2β2

(
L+(b(∞)) + L+(b̄(∞)) + L+(yc(∞))

)
=

−
3 cosh(2πx

3
)

4π2β2

(
2L+

(
1

2

)
+ L+

(
1

3

))
. (2.2.16)
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A função de di-log de Rogers satisfaz, entre outras, as seguintes relações funcionais[81, 42]

L+(v) + L+(1/v) =
π2

6
, (2.2.17)

2L+

(
1

n

)
+

n∑
j=2

L+

(
1

j2 − 1

)
=
π2

6
, (2.2.18)

de onde encontramos

f(x)− e(x) ≈ −
cosh(2πx

3
)

4β2
⇒ ceff =

3

2π
vs = 1, (2.2.19)

sendo vs = 2π
3
a velocidade do som[78].

Podemos ver que a carga central efetiva está de pleno acordo com o resultado numérico,

ver Figura 2.6. Isto demonstra os predicados da formulação das equações integrais aqui

derivadas, tanto no que diz respeito ao lado prático de extrair valores numéricos, como

do ponto de vista analítico para obter resultados exatos.

Em [48] foi a primeira vez que este tipo de equações integrais foi derivado para modelos

osp(n|2m) invariantes. Esperamos que o nosso avanço possa dar maior ensejo a futuros

estudos para modelos com este tipo de simetria.
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Capítulo 3

Correções de tamanho �nito

Neste capítulo estaremos interessados em calcular correções de tamanho �nito, o

que pode ser feito diretamente a partir da matriz de transferência linha a linha. Para

isto, utilizaremos a mesma metodologia aplicada no capítulo anterior, isto é, derivaremos

conjuntos �nitos de equações integrais não-lineares. É nesta linguagem que nós vamos

discorrer sobre os nossos recentes desenvolvimentos para derivação das equações integrais

dos modelos su(l) invariantes. Assim, nós evitamos quaisquer complicações advindas do

mapeamento de Trotter-Suzuki para abarcar o problema na essência. Além disso, obtemos

a carga central do modelo osp(1|2) invariante apresentado no capítulo 1.

3.1 Em direção à formulação sistemática das equações

integrais não-lineares para modelos su(l) invarian-

tes

A grande di�culdade de formular as equações integrais não-lineares para um modelo

Yang-Baxter integrável está na forma não sistemática de fornecer as funções auxiliares

relevantes. Além disso, para um mesmo problema, pode haver mais de um conjunto de

funções auxiliares que resultam em um conjunto �nito e completo de equações integrais

não-lineares[72]. Neste contexto, é relevante encontrar uma forma �canônica� de se obter

um sistema de equações e relacioná-lo aos demais.

Investigamos, aqui, uma proposta de fornecer as funções auxiliares de forma sistemá-
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tica. As funções auxiliares são de�nidas em termos do chamado �uxo de Bäcklund[79].

O �uxo de Bäcklund consiste em conjunto de relações funcionais cuja consistência

resulta no sistema-T [34] para fusão de matrizes de transferência. Assim, esta �tecnolo-

gia� sintetiza as relações funcionais da fusão bem como as relações entre as matrizes de

transferência que aparecem nos diferentes níveis do ansatz de Bethe nested.

No que segue, iremos nos restringir à matriz de transferência linha a linha de mode-

los invariantes pela álgebra su(l). Particularmente, estamos interessados no espectro da

representação fundamental cujos pesos de Boltzmann são dados por

L(λ) = P − λ

2
Id ⇒ T (λ) = trALAL(λ) . . .LA1(λ). (3.1.1)

Note que, por questões de conveniência, modi�camos ligeiramente a parametrização cor-

respondente à solução (1.2.28).

Apesar de nosso interesse particular por esta matriz de transferência, sabemos que as

matrizes obtidas por fusão no espaço auxiliar pertencem à mesma família de operado-

res comutantes. Assim sendo, o problema também envolve, naturalmente, o cálculo do

espectro destas matrizes.

3.1.1 Linearização do sistema- T

Com a escolha da parametrização anterior, existem dois pontos singulares para a matriz

L: em λ = −2 resulta o projetor simétrico, enquanto em λ = 2 resulta o projetor anti-

simétrico. Disto resulta uma hierarquia de fusão entre matrizes de transferência com

diferentes representações no espaço auxiliar. Manipulando esta hirarquia, pode-se provar

por indução o chamado sistema-T [34]

T a
s (λ+ 1)T a

s (λ− 1) = T a
s−1(λ)T

a
s+1(λ) + T a+1

s (λ)T a−1
s (λ). (3.1.2)

Aqui a e s denotam uma representação que corresponde a um Young tableaux retangular

com a linhas e s colunas. Em outras palavras, a é o índice anti-simétrico e s o índice

simétrico. Nos espaços quânticos tomamos a representação fundamental, equivalente a

a = 1 e s = 1.

Vamos considerar o sistema-T como equação fundamental da qual queremos deduzir

o espectro de T 1
1 (λ). Nosso problema, no entanto, requer algo mais além das equações
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(3.1.2). Este sistema de equações é um conjunto de relações funcionais bilineares e, por si

só, não proíbem que os índices simétrico s e anti-simétrico a não possam ser negativos. Ao

sistema-T devemos fornecer condições de contorno, cujo conhecimento adquirimos através

da hierarquia de fusão realizada explicitamente. Temos

T 0
s (λ) = ϕ(λ+ s) ⇒ T−1

s (λ) = 0, (3.1.3)

T l
s(λ) = ϕ(λ− s− l) ⇒ T l+1

s (λ) = 0, (3.1.4)

T a
0 (λ) = ϕ(λ− a) ⇒ T a

−1(λ) = 0, (3.1.5)

sendo ϕ(λ) = (−λ
2
)
L
um polinômio de grau L. Com esta escolha, todas as matrizes T a

s (λ)

serão polinômios de grau L e, por isso mesmo, basta o conhecimento de um número �nito

de pontos distintos (vm, T a
s (vm)) para que se determine estas matrizes. Além disso, acresce

notar que as condições de contorno (3.1.3-3.1.5) são auto-consistentes.

Como estas matrizes comutam, a relação funcional (3.1.2) vale também para os auto-

valores associado a um mesmo auto-estado. Assumida as condições de contorno e de

analiticidade anteriores, vemos que não é necessário conhecer o auto-valor para todo

parâmetro espectral λ ∈ C. A partir de um número �nito de pontos, é possível reconstruir

a função analítica T a
s (λ). Isto nos permite estabelecer uma relação entre matrizes de

transferência de modelos integráveis quânticos e as funções τ da integrabilidade clássica,

que satisfazem as chamadas equações bilineares de Hirota da diferença (HBDE)[79]

τn(k,m)τn(k−1,m+1) = τn(k−1,m)τn(k,m+1)+τn+1(k,m)τn−1(k−1,m+1). (3.1.6)

De fato, se mapearmos cada termo de (3.1.2) em (3.1.6) na sequência em que são apre-

sentados, teremos a relação entre índices
a

s

λ

 =


1 0 0

0 1 1

−1 1 −1



n

k

m

 ⇒ τn(k,m) ≡ T n
k+m(k −m− n). (3.1.7)

De outra forma podemos dizer que se T a
s (λ) satisfaz os sistema-T , então T n

k+m(k−m−n)

satisfaz HBDE.

É possível estabelecer outros mapeamentos do sistema-T para HBDE se reordenarmos

os termos da equação, reconhecendo a comutatividade da soma e do produto de números
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em C. Tem-se τn(k,m) ≡ T±n
±(k+m)(±(k −m− n)) ou τn(k,m) ≡ T

±(k+m)
±n (±(k −m− n)).

Para todos os propósitos, estes outros mapeamentos não fornecem nenhuma informação

adicional.

A vantagem de trabalhar com HBDE ao invés do sistema-T é que explicitamos o fato

de precisar apenas de conjunto discreto de argumentos λ para resolver este sistema de

equações bilineares da diferença.

Agora nós vamos mostrar que HBDE possui uma representação de curvatura nula

[79], o que permite �linearizar� este sistema de equações funcionais. Consideremos uma

função vetorial ψn(k,m) onde n denota a componente e (k,m) denotam coordenadas

numa rede retangular. Sejam P (k,m) e M(k,m) operadores de translação na rede tais

que P (k,m)ψ(k + 1,m) = ψ(k,m) e M(k,m)ψ(k,m + 1) = ψ(k,m), a condição de

curvatura nula implica na relação de consistência para estes operadores

P (k,m) ·M(k + 1,m) =M(k,m) · P (k,m+ 1), (3.1.8)

uma vez que as translações sucessivas de ψ(k+1,m+1) para ψ(k,m) não devem depender

do caminho escolhido. Se propusermos as matrizes de translação

(P (k,m))nn′ = δn,n′−1 + δn,n′V n(k,m), V n(k,m) =
τn(k + 1,m)τn+1(k,m)

τn(k,m)τn+1(k + 1,m)
, (3.1.9)

(M(k,m))nn′ = δn,n′ + δn,n′+1W
n(k,m), W n(k,m) =

τn−1(k,m+ 1)τn+1(k,m)

τn(k,m)τn(k,m)
,

(3.1.10)

a condição de curvatura nula implica que os termos não triviais de ordem 0 e 2 nos

�potenciais� V e W são automaticamente satisfeitos, enquanto que o termo não trivial de

ordem 1 pode ser escrito como

Hn(k,m) = Hn+1(k,m), Hn(k,m) :=
τn(k − 1,m)τn(k,m+ 1) + τn+1(k,m)τn−1(k − 1,m+ 1)

τn(k,m)τn(k − 1,m+ 1)
.

(3.1.11)

Se levarmos em conta a condição de contorno (3.1.3) encontramos H0(k,m) = 1, de

onde segue que Hn(k,m) = 1 para todo n e, portanto, HBDE é satisfeita. Desta forma,

podemos a�rmar que a conjunção de condição de curvatura nula e condições de contorno

implicam em HBDE e, sendo assim, podemos trocar HBDE pelo sistema linear equivalente

P (k,m)ψ(k+1,m) = ψ(k,m) eM(k,m)ψ(k,m+1) = ψ(k,m). Renormalizando a função
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de onda vetorial por fn(k,m) = ψn(k,m)τn(k,m), encontramos

τn+1(k + 1,m)fn(k,m) = τn(k,m)fn+1(k + 1,m) + τn+1(k,m)fn(k + 1,m), (3.1.12)

τn(k,m+ 1)fn(k,m) = τn+1(k,m)fn−1(k,m+ 1) + τn(k,m)fn(k,m+ 1), (3.1.13)

ou nas variáveis diretas

T a+1
s+1 (λ)F

a
s (λ) = T a

s (λ)F
a+1
s+1 (λ) + T a+1

s (λ− 1)F a
s+1(λ+ 1), (3.1.14)

T a
s+1(λ− 1)F a

s (λ) = T a+1
s (λ− 1)F a−1

s+1 (λ) + T a
s (λ)F

a
s+1(λ− 1), (3.1.15)

onde fn(k,m) ≡ F n
k+m(k −m− n).

3.1.2 Quase dualidade e �uxo de Bäcklund

Nas equações (3.1.14) e (3.1.15) encaramos T a
s (λ) como potencial e F a

s (λ) como função

de onda. Queremos mostrar agora que existe uma quase dualidade entre potencial e função

de onda[79].

Voltando às coordenadas cone de luz, podemos de�nir tn(k,m) = τn(k,m)
fn(k,m)

para fn(k,m) ̸=

0, de onde segue que as equações (3.1.14) e (3.1.15) são escritas como

tn(k,m)− tn(k,m− 1) =
fn−1(k,m)fn+1(k,m− 1)

fn(k,m− 1)fn(k,m)︸ ︷︷ ︸
W̄n(k,m−1)

tn+1(k,m− 1), (3.1.16)

tn(k,m)− tn−1(k − 1,m) =
fn−1(k,m)fn(k − 1,m)

fn−1(k − 1,m)fn(k,m)︸ ︷︷ ︸
V̄ n−1(k−1,m)

tn+1(k,m− 1). (3.1.17)

Na forma acima, rapidamente identi�camos os operadores de translação

(P̄ (k,m))nn′ = δn,n′+1 + δn,n′V̄ n−1(k − 1,m), (3.1.18)

(M̄(k,m))nn′ = δn,n′ + δn,n′−1W̄
n(k,m− 1), (3.1.19)

que naturalmente devem satisfazer a condição de curvatura nula para que o potencial

τn(k,m) seja unicamente de�nido para cada sítio da rede (k,m)

P̄ (k,m) · M̄(k − 1,m) = M̄(k,m) · P̄ (k,m− 1). (3.1.20)
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Novamente os termos de ordem 0 e 2 nos potenciais são satisfeitos automaticamente,

enquanto que o termo de ordem 1 resulta em

H̄n(k,m) = H̄n−1(k,m), H̄n(k,m) :=
fn(k − 1,m)fn(k,m+ 1) + fn+1(k,m)fn−1(k − 1,m+ 1)

fn(k,m)fn(k − 1,m+ 1)
(3.1.21)

de modo que resta apenas avaliar as condições de contorno para provar que fn(k,m)

também satisfaz HBDE.

As condições de contorno (3.1.3-3.1.5) impostas a (3.1.14) e (3.1.15) implicam em

condições de contorno para as funções F a
s (λ). Por exemplo, vamos tentar obter condições

de contorno análogas a (3.1.4).

Utilizando a = l em (3.1.14) obtemos F l+1
s (λ) = 0. Em seguida, utilizando a = l em

(3.1.15), temos que a forma mais geral da função F l
s(λ) é ϕ(λ − s − l)y(λ + s), sendo

y(λ) uma função qualquer. Utilizando, agora, a = l − 1 em (3.1.14), obtemos F l−1
s (λ) =

F l−1
s+1(λ)+y(λ+s+1)T l−1

s (λ). Agora, colocando primeiramente s = 0 em (3.1.14) e depois

a = l, encontramos F l
1(λ + 1)ϕ(λ− 2− l) = 0. Se usarmos ϕ = 0, teremos um problema

trivial; por outro lado F l
1(λ) = 0 ⇒ y(λ) = 0 ⇒ F l

s(λ) = 0 e

F l−1
s (λ) = F l−1

s+1(λ+ 1) ⇒ F l−1
s (λ) := Ql−1(λ− s). (3.1.22)

Note que é necessário fazer uso da auto-consistência das condições de contorno (3.1.3-

3.1.5). Procedendo como explicado acima, encontramos as seguintes condições de contorno

F 0
s (λ) = Ql−1(λ+ s) ⇒ F−1

s (λ) = 0, (3.1.23)

F l−1
s (λ) = Ql−1(λ− s− (l − 1)) ⇒ F l

s(λ) = 0, (3.1.24)

F a
0 (λ) = Ql−1(λ− a) ⇒ F a

−1(λ) = 0. (3.1.25)

Uma vez que a condição de contorno (3.1.3) é semelhante a (3.1.23), temos que (3.1.21)

fornece H̄n(k,m) = 1 e, portanto, as funções F a
s (λ) também satisfazem HBDE nas coor-

denadas cone de luz ou sistema-T nas coordenadas diretas:

F a
s (λ+ 1)F a

s (λ− 1) = F a
s−1(λ)F

a
s+1(λ) + F a+1

s (λ)F a−1
s (λ). (3.1.26)

Logo, temos uma quase dualidade entre potencial T a
s (λ) e função de onda F a

s (λ) nas

equações (3.1.14) e (3.1.15). A grande diferença entre estas funções reside na condição
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t = 0 0 1 0

t = 1 0 Q1(λ+ s) Q̄1(λ− s) 0

t = 2 0 Q2(λ+ s) 2F 1
s (λ) Q̄2(λ− s) 0

t = 3 0 Q3(λ+ s) 3F 1
s (λ)

3F 2
s (λ) Q̄3(λ− s) 0

t = 4 0 ϕ(λ+ s) T 1
s (λ) T 2

s (λ) T 3
s (λ) ϕ̄(λ− s) 0

a = −1 a = 0 a = 1 a = 2 a = 3 a = 4 a = 5

Tabela 3.1: Fluxo de Bäcklund. Denotamos Q4(λ) = ϕ(λ) e Q̄j(λ) = Qj(λ− j).

de contorno (3.1.24), que nos mostra que o índice anti-simétrico a = l anula a função de

onda.

Como as funções F a
s (λ) também satisfazem um sistema-T , podemos encontrar uma

representação de curvatura nula para estas, do que resulta novas funções com condições de

contorno semelhantes a (3.1.23-3.1.25), mas com possíveis valores de índice anti-simétrico

reduzido por uma unidade. Desta forma, podemos introduzir um índice extra t que irá

representar a sucessão de �potenciais� e �funções de onda�. Denotamos tF a
s (λ) uma função

genérica, de modo que lF a
s (λ) = T a

s (λ). Este conjunto de funções satisfaz as relações

funcionais

t+1F a+1
s+1 (λ)

tF a
s (λ) =

t+1F a
s (λ)

tF a+1
s+1 (λ) +

t+1F a+1
s (λ− 1)tF a

s+1(λ+ 1), (3.1.27)

t+1F a
s+1(λ− 1)tF a

s (λ) =
t+1F a+1

s (λ− 1)tF a−1
s+1 (λ) +

t+1F a
s (λ)

tF a
s+1(λ− 1), (3.1.28)

que é o chamado �uxo de Bäcklund.

A título de exemplo, explicitamos as funções envolvidas no �uxo de Bäcklund para o

modelo su(4) invariante na Tabela 3.1.

O sistema de equações funcionais (3.1.27) e (3.1.28) devem ser resolvidos em função

dos termos nos contornos, isto é, das funções Qj(λ) e ϕ(λ). Em [79] nos é apresentado

uma solução explícita em forma de determinante. Para os nossos propósitos, no entanto,

as equações funcionais do �uxo de Bäcklund em si são mais relevantes que a solução,

a qual pode ser obtida facilmente de forma recursiva. Em outras palavras, escolhemos

um valor máximo para o índice simétrico s = sm e resolvemos a equação (3.1.27) para

t+1F a+1
s+1 (λ) começando com (t, a, s) = (1, 0, 0), (1, 0, 1), . . . , (1, 0, sm−1). Resolvido para

todos índices simétrico, incrementa-se o índice anti-simétrico até a equação de índices
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(1, l − 1, sm − 1). Por �m, incrementa-se o índice �temporal� t até a equação de índices

(l − 1, l − 1, sm − 1). Isto nos permite obter, por exemplo, as expressões

2F 1
1 (λ) = Q2(λ− 2)

Q1(λ+ 2)

Q1(λ)
+Q2(λ)

Q1(λ− 2)

Q1(λ)
, (3.1.29)

3F 1
1 (λ) = Q3(λ)

(
Q1(λ− 2)

Q1(λ)
+
Q2(λ− 2)Q1(λ+ 2)

Q2(λ)Q1(λ)

)
+Q3(λ− 2)

Q2(λ+ 2)

Q2(λ)
, (3.1.30)

(3.1.31)

4F 1
1 (λ) = ϕ(λ)

((
Q1(λ− 2)

Q1(λ)
+
Q2(λ− 2)Q1(λ+ 2)

Q2(λ)Q1(λ)

)
+
Q3(λ− 2)Q2(λ+ 2)

Q3(λ)Q2(λ)

)
+

+ ϕ(λ− 2)
Q3(λ+ 2)

Q3(λ)
. (3.1.32)

3.1.3 Propriedades de analiticidade e equações integrais não-lineares

Uma vez obtido as expressões de todos os termos do �uxo de Bäcklund, ainda resta

o problema de obter as funções do contorno Qj(λ). Por conta do sistema-T (3.1.26), em

cada �tempo� t, é necessário que a função Qt seja um polinômio de mesmo grau das funções

deste sistema. Além disso, para que as funções tF a
s (λ) sejam analíticas, é necessário que as

singularidades associadas aos zeros de Qj(λ) sejam removíveis, do que resulta as equações

de Bethe para os zeros λtj de Qt(λ):

Qt+1(λ
t
j − 2)Qt(λ

t
j + 2)Qt−1(λ

t
j)

Qt+1(λtj)Qt(λtj − 2)Qt−1(λtj + 2)
= −1, t=1,...,l−1

j=1,...,Mt
, (3.1.33)

onde Q0(λ) = 1 e Ql(λ) = ϕ(λ).

A natureza das funções tF a
s (λ) torna-se evidente agora. Estas funções nada mais

são que as matrizes de transferência que resultam da sucessão de problemas auxiliares

no ansatz de Bethe nested. Para inserir estes operadores no espaço
⊗L

j=1Cl, em que

atua a matriz de transferência de interesse T 1
1 (λ), é necessário entender cada matriz

tF a
s (λ) como uma soma direta, em que cada bloco carrega uma função com Qt+1(λ)

diferente e que de�ne os parâmetros verticais de heterogeneidade. Com isto, vemos que a

família de operadores comutantes não abrange apenas as derivadas de T 1
1 (λ) e as outras

representações T a
s (λ), mas todos operadores presentes no �uxo de Bäcklund.

Para estudar as propriedades de analiticidade é conveniente realizar algumas transla-

ções. De�namos de modo geral tF̃ a
s (x) =

tF a
s (−ix+ l − t+ a), o que inclui o caso a = 0
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para as funções Qt(λ). Por abuso de linguagem, nós vamos omitir o símbolo ∼ daqui para

frente. Com esta translação, as equações funcionais do �uxo de Bäcklund �cam

t+1F a+1
s+1 (x)

tF a
s (x) =

t+1F a
s (x+ i)tF a+1

s+1 (x− i) + t+1F a+1
s (x− i)tF a

s+1(x+ i), (3.1.34)

t+1F a
s+1(x)

tF a
s (x) =

t+1F a+1
s (x− i)tF a−1

s+1 (x+ i) + t+1F a
s (x+ i)tF a

s+1(x− i), (3.1.35)

e as condições de contorno se tornam mais simétricas

tF 0
s (x) = Qt(x+ si) ⇒ tF−1

s (x) = 0, (3.1.36)

tF t
s(x) = Qt(x− si) ⇒ tF t+1

s (x) = 0, (3.1.37)

tF a
0 (x) = Qt(x) ⇒ tF a

−1(x) = 0. (3.1.38)

O maior auto-valor de T 1
1 (x) é não degenerado quando mod(L, l) = 0. Os setores são

Mt = tL
l
e todas as raízes xtj são reais. Além disso, os zeros de tF a

s (x) se encontram

próximo às linhas ℑ(z) = −a− s e ℑ(z) = t+ s− a.

Através das equações (3.1.34) e (3.1.35) podemos facilmente de�nir funções auxiliares

e imediatamente encontrar a forma fatorizada das funções minúsculas e maiúsculas. Para

isto, basta dividir estas equações por um dos termos do lado direito. A escolha da parcela

do lado direito é arbitrária, sendo que uma escolha corresponde a conjugação partícula-

buraco da outra. Desta forma, temos as funções auxiliares

tbas(x− tαa
s i) =

t+1F a+1
s (x− i) tF a

s+1(x+ i)
t+1F a

s (x+ i) tF a+1
s+1 (x− i)

tBa
s (x− tαa

s i) =
t+1F a+1

s+1 (x)
tF a

s (x)
t+1F a

s (x+ i)tF a+1
s+1 (x− i)

,

(3.1.39)

tb̄as(x− tα̃a
s i) =

t+1F a
s (x+ i) tF a

s+1(x− i)
t+1F a+1

s (x− i) tF a−1
s+1 (x+ i)

tB̄a
s (x− tα̃a

s i) =
t+1F a

s+1(x)
tF a

s (x)
t+1F a+1

s (x− i) tF a−1
s+1 (x+ i)

,

(3.1.40)

sendo tαa
s e tα̃a

s parâmetros convenientes que �xamos a �m de fazer o melhor uso

das hipóteses de analiticidade e para controlar o comportamento do kernel das equações

integrais.

Este conjunto de funções auxiliares é in�nito uma vez que existe uma in�nidade de

valores admissíveis para o índice simétrico s. No entanto, não é necessário utilizar todas

estas funções auxiliares. No caso su(2), por exemplo, se �xarmos s = 0 obtemos as

mesmas funções auxiliares de [35]. Já no caso su(3), se �xarmos s = 0 não obtemos as

mesmas funções auxiliares de [41]. A título de comparação, de�nimos

j
x = λj(x) = ϕ(x+ i)

Qj−1(x+ i(−k + j + 2))Qj(x+ i(−k − 1 + j))

Qj−1(x+ i(−k + j))Qj(x+ i(−k + 1 + j))
, (3.1.41)

66



j1,1 j1,2 j1,3 . . . j1,s

j2,1 j2,2 j2,3 . . . j1,s
...

...
...

. . .
...

ja,1 ja,2 ja,3 . . . ja,s
x

=
a∏

n=1

s∏
m=1

jn,m
x−i(2n−a)+i(2m−s)

, (3.1.42)

de modo que as funções do �uxo de Bäcklund podem ser escritas como

tF a
s (x) ∝

. . .

. . .

...
...

...
. . .

...

. . .

su(t)

(a,s)x

=
∑

{jn,m}su(t)

j1,1 j1,2 j1,3 . . . j1,s

j2,1 j2,2 j2,3 . . . j1,s
...

...
...

. . .
...

ja,1 ja,2 ja,3 . . . ja,s
x

, (3.1.43)

sendo que {jn,m}su(t) denota todos os conjuntos de índices admissíveis, isto é, que satisfa-

zem jn−1,m < jn,m e jn,m−1 ≤ jn,m, com 1 ≤ jn,m ≤ t.

Com estas de�nições, podemos escrever as funções auxiliares (3.1.39) e (3.1.40) para

o caso su(3) e s = 0 como

i)
1

2
ii)

2

1
iii)

1 + 2

3
iv)

3

1 + 2
v)

1
3
+

2
3

1
2

vi)

1
2

1
3
+

2
3

,

sendo que apenas iii e v aparecem em [41]. Devemos dizer ainda que apenas quatro destas

seis funções auxiliares aparentam formar um conjunto fechado. Podemos utilizar i, ii, iii,

iv ou iii, iv, v, vi.

Mais geralmente, a representação das funções auxiliares (3.1.39) e (3.1.40) em termos

de Young tableaux �ca

tbas(x) =

su(t+1)

(a+1,s+1)x

·
su(t)

(a,s)x
−

su(t)

(a+1,s+1)x

·
su(t+1)

(a,s)x

su(t)

(a+1,s+1)x

·
su(t+1)

(a,s)x

,

(3.1.44)
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tb̄as(x) =

su(t)

(a,s+1)x−i

·
su(t+1)

(a,s)x

su(t+1)

(a,s+1)x−i

·
su(t)

(a,s)x

−
su(t)

(a,s+1)x−i

·
su(t+1)

(a,s)x

.

(3.1.45)

Agora passamos a algumas tentativas de obtenção das equações integrais não-lineares.

Tentativa 1

Para obter equações integrais não-lineares para os modelos invariante pela álgebra

su(l), nós vamos adotar o seguinte conjunto de funções auxiliares: bk(x) = l−1bk−1
0 (x)

e b̄k(x) = l−1b̄k0(x) com k = 1, . . . , l − 1. No caso su(2) isto fornece as mesmas funções

auxiliares de [35] e no caso su(3) isto equivale a escolher as funções iii, iv, v e vi acima. Os

parâmetros de translação α e ᾱ são escolhidos in�nitesimalmente positivos e negativos,

respectivamente. Seguindo o procedimento já descrito nas seções precedentes, obtemos o

seguinte conjunto de equações integrais não-lineares

ln b⃗1(x)

ln b⃗2(x)

ln b⃗3(x)
...

ln b⃗l−1(x)


= iL



d⃗t(x)

d⃗t(x)

d⃗t(x)
...

d⃗t(x)


+



←→
K d

1 −
←→
K o

2 −
←→
K o

3 . . . −
←→
K o

l−1

−
←→
K o

1

←→
K d

2 −
←→
K o

3 . . . −
←→
K o

l−1

−
←→
K o

1 −
←→
K o

2

←→
K d

3 . . . −
←→
K o

l−1

...
...

...
. . .

...

−
←→
K o

1 −
←→
K o

2 −
←→
K o

3 . . .
←→
K d

l−1


∗



ln B⃗1(x)

ln B⃗2(x)

ln B⃗3(x)
...

ln B⃗l−1(x)


,

(3.1.46)

sendo

ln b⃗j(x) =

ln bj(x)
ln b̄j(x)

 , ln B⃗j(x) =

lnBj(x)

ln B̄j(x)

 , d⃗t(x) =
 dt(x)

−dt(x)

 , ←→K d,o
j =

 Kd,o
j −Kd,o

j

−Kd,o
j Kd,o

j

 ,
(3.1.47)

onde o driving term é dado por

dt(x) = −i log(e
πx
l − e

iπ
l ) + i log(e

πx
l − e

−iπ
l ) +

2π(l − 1)

l
, (3.1.48)

e os kernels no espaço de Fourier são

Kd
j =

1∑l−1
m=0 e

2m|k|
+

l−1∑
m=1
m̸=j

Ko
m(k), Ko

j (k) =


e2jk∑l−1

m=0 e
2mk

se k ≥ 0

e−2(l−j)k∑l−1
m=0 e

−2mk
se k < 0

. (3.1.49)
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O auto-valor �ca

log T 1
1 (x) = L log

[
Γ(1 + 1

2l
− ix

2l
)Γ( 1

2l
+ ix

2l
)

Γ( 3
2l
− ix

2l
)Γ(1− 1

2l
+ ix

2l
)

]
+L log

[
1 + ix

2

]
+

l−1∑
j=1

fj∗logBj(x)−f̄j∗log B̄j(x),

(3.1.50)

sendo fj e f̄j dados no espaço de Fourier por

fj(k) =
e2(j−1)k∑l−1
m=0 e

2mk
, f̄j(k) = fj(k)− δ1j. (3.1.51)

Notemos que (3.1.50) fornece a expressão correta para a energia do estado fundamental

por sítio.

Resolvendo as equações (3.1.46) no caso mais simples e não trivial, su(3), encontra-

mos uma peculiaridade. Em geral resolvemos estas equações iterativamente, começando

com um chute inicial trivial, logBj = 0. Fazendo isso para o nosso sistema de equações,

obtemos a solução da Figura 3.1a) que está em desacordo com a solução exata, tal como

obtida resolvendo as equações de Bethe diretamente (L = 6). De duas coisas uma, ou

o sistema de equações está errado ou ele tem mais de uma solução, em outras palavras,

o processo iterativo possui mais de um ponto �xo. De fato, a segunda a�rmação é ver-

dadeira, pois que utilizamos a solução correta como chute inicial e obtivemos a solução

numérica correta, Figura 3.1b).

Não é difícil entender o porquê desta multiplicidade de pontos �xos. Na formulação

das equações integrais a informação do ansatz de Bethe é dada em termos da ausência de

singularidades(associadas às raízes de Bethe) na faixa de analiticidade, do que podemos

relacionar as transformadas de Fourier do auto-valor em diferentes eixos paralelos ao eixo

real. As equações de Bethe são codi�cadas desde que estes eixos delimitem um domínio

onde se encontrem as singularidades removíveis. De outra forma, as equações de Bethe são

irrelevantes para con�gurar a faixa de analiticidade que não envolva estas singularidades.

Na derivação das equações acima nota-se que codi�camos a informação de apenas um

conjunto de raízes x1k do ansatz de Bethe nested. Por outro lado, uma tentativa de codi�car

o outro conjunto de raízes x2k resulta, através deste conjunto de funções auxiliares, em

Kernel divergente para k grande, inviabilizando os cálculos numéricos. Desta forma, as

equações acima, embora corretas, não determinam a solução do problema.
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Figura 3.1: a) Solução numérica b1([−15, 15]) para as equações integrais não-lineares

usando o chute inicial bj(x) = 0. b) Solução numérica para as equações integrais não-

lineares usando como chute inicial a solução correta. A linha azul é a solução correta

obtida pelas equações de Bethe, L = 6.

Tentativa 2

Nesta segunda tentativa nós vamos considerar as funções auxiliares bk(x) = kb00(x) e

b̄k(x) =
kb̄10(x) com k = 1, . . . , l−1, que aparentam fechar o sistema de equações segundo

a contagem de incógnitas. Mais uma vez, para o modelo invariante pela álgebra su(2)

esta proposta reproduz as funções auxiliares conhecidas[35]. Para o modelo invariante

pela álgebra su(3) as funções auxiliares aqui escolhidas equivalem a escolher as funções

auxiliares i, ii, iii, iv acima.

Tomando a transformada de Fourier para obter um sistema linear nas funções auxili-

ares, perceberemos que a solução das equações no espaço de Fourier nos leva a um Kernel

divergente para l ≥ 4. Em outras palavras, não existe parâmetros de translação α e α̃

que suprimam este efeito, pelo que �camos restritos aos casos l = 2, 3.

Este sistema de funções auxiliares parecia, à primeira vista, bastante atraente visto

que poderíamos tê-lo deduzido diretamente da forma do auto-valor no ansatz de Bethe

algébrico, sem mesmo nos referir ao �uxo de Bäcklund. Mas, diante das di�culdades

acima mencionadas, nos limitaremos a olhar o resultado deste sistema para su(3), dado
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também que o caso su(2) é idêntico à formulação de [35].

Para o caso su(2) temos liberdade de escolha dos parâmetros de translação |α, ᾱ| ≤ 1.

Já no caso su(3) somos obrigados a escolher α1 = −ᾱ1 = 1 e α2 = −ᾱ2 = 0 se quisermos

que o kernel não divirja para k → ±∞, de modo que podemos resolver as seguintes

equações numéricamente
ln b1(x)

ln b̄1(x)

ln b2(x)

ln b̄2(x)

 = iL


dt1(x)

dt2(x)

dt3(x)

dt4(x)

+


K1(x) −Kv
1 (x) −Ko

2(x+ 2i) Ko
2(x+ 2i)

−K1(x− 2i) Kv
1 (x− 2i) Ko

2(x) −Ko
2(x)

−Ko
2(x) −Ko

2(x) Kd
2 (x) −Kd

2 (x)

Ko
2(x) Ko

2(x) −Kd
2 (x) Kd

2 (x)

∗

lnB1(x)

ln B̄1(x)

lnB2(x)

ln B̄2(x)

 ,
(3.1.52)

sendo os driving-terms dados por

dt(x) = i log
(
1 + e

πx
3

)
− i log

(
1 + e

2πi
3

+πx
3

)
, (3.1.53)

dt1(x) = dt(x), dt2(x) = −d̄t(x), dt3(x) = dt(x) + d̄t(x), dt4(x) = −d̄t(x) − dt(x), e os

elementos do kernel por

K1(k) =
1

1 + e2|k| + e4|k|
, Kv

1 (k) =


e−2k+e−6k

1+e−2k+e−4k , se k ≥ 0

1+e2k

1+e2k+e4k
, se k > 0

K2(k) =
1

1 + e−2|k| + e−4|k| , Ko
2(k) =


1

1+e−2k+e−4k , se k ≥ 0

e2k

1+e2k+e4k
, se k > 0

. (3.1.54)

Diferentemente da tentativa anterior, o procedimento numérico para resolver estas equa-

ções integrais resultam na solução correta, independentemente do chute inicial. Aqui, a

informação dos dois níveis das equações de Bethe foi imposta pelo simples fato de rela-

cionarmos as transformadas de 2F 1
1 (x ± i) e 3F 1

1 (x ± iϵ), com ϵ → 0. Contudo, esta

formulação de equações integrais, mesmo para o caso su(3), não é su�cientemente sa-

tisfatória. Por causa da restrição nos parâmetros de translação α, podemos calcular o

auto-valor apenas no eixo ℑ[x] = 0:

log T 1
1 (x) = L log

[
Γ(7

6
− ix

6
)Γ(1

6
+ ix

6
)

Γ(1
2
− ix

6
)Γ(5

6
+ ix

6
)

]
+ L log

[
1 + ix

2

]
+

+ f1 ∗ (logB1 + log B̄1) + fd
2 ∗ logB2 + f2 ∗ log B̄2, (3.1.55)
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sendo

f1(k) =
e2k

1 + e2k + e4k
, f2(k) =

e4k

1 + e2k + e4k
, fd

2 (k) = 1− f2(k). (3.1.56)

Desta forma, temos divergências nas convoluções devido a logB2 toda vez que estivermos

perto de um zero de Bethe x1k. Com efeito, para obter alta precisão no cálculo numérico

do auto-valor, devemos realizar uma discretização muito �na no espaço real, a �m de que

a integração sobre os picos seja bem �representada�. Perdemos, assim, não apenas em

precisão, o que pode ser controlado por esta discretização �na, mas com maior certeza em

velocidade de cálculo que era para ser um predicado deste método.

Existem outras possibilidades para de�nir as funções auxiliares, tanto a partir do �uxo

de Bäcklund como analisando o �Bethe strap�[76] de cada modelo. Nesta segunda aborda-

gem, que não detalharemos aqui, nós conseguimos obter as mesmas funções auxiliares dos

modelos invariantes pela álgebra su(2), su(3), e su(4)[35, 41, 44] e muitas outras funções

auxiliares que não foram utilizadas. Todavia, sendo esta abordagem baseada em tentativa

e erro, ainda não constitui uma sistematização.

3.2 osp(1|2)

Visto que a formulação sistemática das funções auxiliares ainda se encontra em estado

incipiente, mesmo quando restrito aos modelos invariantes pela álgebra su(l), sigamos

no estudo de caso, abordando, na presente seção, o modelo invariante pela super-álgebra

osp(1|2).

Nesta seção nós derivamos as equações integrais não-lineares que descrevem o maior

auto-valor da matriz de transferência linha a linha a tamanho �nito L. Em seguida,

investigamos a correção de tamanho �nito mais relevante e determinamos a carga central

do modelo.

3.2.1 Equações integrais não-lineares para o maior auto-valor a

tamanho �nito

Os auto-valores da matriz de transferência (1.3.17) podem ser obtidos por meio do

ansatz de Bethe algébrico[80]. Considerando a �torção�(twist) JA → GAJA, encontramos
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os auto-valores na forma

Λ(λ) = −eiη(−a(λ))L
n∏

j=1

−a(µj − λ)
b(µj − λ)

+ (b(λ))L
n∏

j=1

ā(λ− µj)f(λ− µj)− e2(λ− µj)

b(λ− µj)f(λ− µj)

− e−iη(−f(λ))L
n∏

j=1

− b(λ− µj)

f(λ− µj)
= λ1(λ) + λ2(λ) + λ3(λ), (3.2.1)

sendo que introduzimos �twist� nas condições de contorno TA → GATA com Gij = eiη(2−j)δij.

As raízes de Bethe µj devem satisfazer as equações de Bethe(
− b(µk)

a(µk)

)L

=
n∏

j=1

j ̸=k

− b(µk − µj)f(µk − µj)

ā(µk − µj)f(µk − µj)− e2(µk − µj)

a(µj − µk)

b(µj − µk)
. (3.2.2)

Devemos notar que, embora o auto-valor seja composto por três parcelas, existe apenas um

tipo de raiz de Bethe, em contraste com o modelo t-J (ver capítulo anterior). Isto signi�ca

que não temos ansatz de Bethe �nested� e que a equação de Bethe acima é su�ciente para

induzir cancelamento de polos em ambas as somas λ1(µ) + λ2(µ) e λ2(µ) + λ3(µ), do que

resulta um auto-valor analítico. Para que isto ocorra, deve existir um vínculo entre as

três funções

λ1(µ−
1

4
)λ3(µ+

1

4
) = λ2(µ−

1

4
)λ2(µ+

1

4
). (3.2.3)

Isto é consequência da existência de uma hierarquia funcional[48] para a matriz de trans-

ferência (1.3.17).

Para o nosso desenvolvimento posterior, introduzimos as funções Λ̃(x) = Λ(ix + 3
4
),

Φ(x) = xL e Q(x) =
∏m

j=1(x−xj), onde transformamos as raízes de Bethe como µj =
1
2
−

ixj. Diferentemente da estrutura de raízes 2-strings na matriz de transferência quântica,

as novas raízes de Bethe xj são reais para o maior auto-valor, que se encontra no setor

n = L. Exatamente em η = 0, nós não conseguimos resolver as equações de Bethe para

o maior auto-valor neste setor. Entretanto, se nós variarmos η adiabaticamente iniciando

em um valor �nito e aproximando de zero, encontramos uma raiz de Bethe se deslocando

para o in�nito sobre o eixo real. Isto explica a tripla degenerescência do maior auto-valor

em η = 0. Nestas circunstâncias, um comportamento semelhante ocorre para o maior

auto-valor no setor n = L + 1 quando duas raízes vão ao in�nito, tornando este o maior

auto-valor no setor n = L igual ao maior auto-valor do setor n = L− 1.

73



De�nindo a função

S(x) = ei
η
2Φ(x− i

2
)
Q(x+ i)Q(x− i

2
)

Q(x)︸ ︷︷ ︸
s1(x)

−e−i η
2Φ(x+

i

2
)
Q(x− i)Q(x+ i

2
)

Q(x)︸ ︷︷ ︸
s2(x)

, (3.2.4)

s1(x) = ei
η
2Φ(x− i

2
)
Q(x+ i)Q(x− i

2
)

Q(x)
, (3.2.5)

s2(x) = −e−i η
2Φ(x+

i

2
)
Q(x− i)Q(x+ i

2
)

Q(x)
, (3.2.6)

que é inteira se as equações de Bethe (3.2.2) forem satisfeitas, encontramos

Λ̃(x) = −(−1)L
[
S(x+ i

4
)S(x− i

4
) + Φ(x+ i

4
)Φ(x− i

4
)Q(x+ 5i

4
)Q(x− 5i

4
)

Q(x+ 3i
4
)Q(x− 3i

4
)

]
. (3.2.7)

Além disso, as equações de Bethe garantem que a função S(x) associada ao maior auto-

valor é a analítica e não nula (ANZ) dentro da faixa |ℑz| ≤ 1. Já a função Λ̃(x), apesar

do cancelamento dos polos devido às equações de Bethe, ainda possui dois zeros reais

simétricos em relação à origem. Isto implica que esta funçao não é ANZ em uma faixa

contendo o eixo real.

Ao invés de resolver as equações de Bethe diretamente para sistemas muito grandes,

podemos tentar resolver o problema funcional de encontrar uma função da forma (3.2.4)

que seja ANZ na faixa mencionada. Para reformular o problema, introduzimos duas

funções auxiliares

b(x) =
s1(x+ iα)

s2(x+ iα)
= −eiη

Φ(x− i
2
+ iα)Q(x+ i + iα)Q(x− i

2
+ iα)

Φ(x+ i
2
+ iα)Q(x− i + iα)Q(x+ i

2
+ iα)

,

b̄(x) =
s2(x− iα)

s1(x− iα)
= −e−iηΦ(x+

i
2
− iα)Q(x− i− iα)Q(x+ i

2
− iα)

Φ(x− i
2
− iα)Q(x+ i− iα)Q(x− i

2
− iα)

, (3.2.8)

com 0 < α < 1
2
. Estas funções possuem limite assintótico constante

lim
x→±∞

b(x) = −eiη lim
x→±∞

b̄(x) = −e−iη. (3.2.9)

Isto nos permite tomar a transformada de Fourier da derivada logarítmica destas funções

e de outras funções intimamente relacionadas com as primeiras:

B(x) = 1 + b(x) =
−ei η2S(x+ iα)Q(x+ iα)

Φ(x+ i
2
+ iα)Q(x− i + iα)Q(x+ i

2
+ iα)

,

B̄(x) = 1 + b̄(x) =
−e−i η

2S(x− iα)Q(x− iα)

Φ(x− i
2
− iα)Q(x+ i− iα)Q(x− i

2
− iα)

. (3.2.10)
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Devido à faixa ANZ provida pelas equações de Bethe, as transformadas de Fourier de

S(x± iα) podem ser facilmente relacionadas por meio do teorema de Cauchy.

Resolvendo (3.2.10) para Q(x) e S(x) no espaço de Fourier, substituindo o resultado na

tranformada de Fourier de (3.2.8), transformando de volta para o espaço real, e integrando

o resultado de −∞ até x, encontramos

log b(x) = −F ∗ logB(x) + F ∗ log B̄(x+ 2αi) + i(L dt(x+ iα) + η − πsgn(η)),

log b̄(x) = F ∗ logB(x− 2αi)− F ∗ log B̄(x)− i(L dt(x− iα) + η − πsgn(η)),

(3.2.11)

sendo

dt(x) = −i log

[
e−

2πx
3 + e

πi
3

e−
2πx
3 − e

πi
3

]
− i log

[
e−

2πx
3 − e−

πi
3

e−
2πx
3 + e−

πi
3

]
,

e

F (x) =

∫ ∞

−∞

e
−|k|
2 − e−|k|

1 + e−|k| − e
−|k|
2

eikxdk =
d

idx
log

[
Γ(1

6
− ix

3
)Γ(1

2
+ ix

3
)Γ(2

3
+ ix

3
)Γ(1− ix

3
)

Γ(1
6
+ ix

3
)Γ(1

2
− ix

3
)Γ(2

3
− ix

3
)Γ(1 + ix

3
)

]
.

O auto-valor S(x) �ca

logS(x) = G1 ∗ logB(x− iα) + Ḡ1 ∗ log B̄(x+ iα)− LDS(x) +
πi

2
, (3.2.12)

sendo

DS(x) = log

[
Γ(1

2
+ ix

3
)Γ(1

2
− ix

3
)Γ(2

3
+ ix

3
)Γ(2

3
− ix

3
)

Γ(1
6
+ ix

3
)Γ(1

6
− ix

3
)Γ(1 + ix

3
)Γ(1− ix

3
)

]
,

e

G1(x) =

∫ ∞

−∞
eikxĜ1(k)dk sendo Ĝ1(k) =


e−k

1+e−k−e−
k
2
, se k ≥ 0

1−e
k
2

1+ek−e
k
2
, se k < 0

.

Agora queremos usar a relação funcional da hierarquia para obter Λ̃(x). Se introduzirmos

o sistema-Y como

y(x) =
(−1)LΛ̃(x)Q(x− 3i

4
)Q(x+ 3i

4
)

Φ(x− i
4
)Φ(x+ i

4
)Q(x+ 5i

4
)Q(x− 5i

4
)
,

Y (x) =
−S(x+ i

4
)S(x− i

4
)

Φ(x− i
4
)Φ(x+ i

4
)Q(x+ 5i

4
)Q(x− 5i

4
)
, (3.2.13)

então a hierarquia de fusão (3.2.7) pode ser escrita simplesmente como Y (x) = 1 + y(x).

Uma vez conhecido o auto valor S(x), podemos determinar a função Y (x). Tomando a
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transformada da derivada logarítmica de Y (x) e procedendo como anteriormente, encon-

tramos

log Y (x) = G2 ∗ logB(x− iα) + Ḡ2 ∗ log B̄(x+ iα) + LDY (x), (3.2.14)

sendo

DY (x) = − log

[
Γ(1

2
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(1

2
+ 1

12
− ix

3
)Γ(1

3
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(1

3
+ 1

12
− ix

3
)

Γ(5
6
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(5

6
+ 1

12
− ix

3
)Γ( 1

12
+ ix

3
)Γ( 1

12
− ix

3
)

]
,

e

G2(x) =

∫ ∞

−∞
eikxĜ2(k)dk sendo Ĝ2(k) =


e−

3k
4

1+e−k−e−
k
2
, se k ≥ 0

e−
k
4 (1+e

3k
2 −ek)

1+ek−e
k
2

, se k < 0

.

Note que em (3.2.14) α deve ser maior ou igual a 1
4
para regularizar G2(k < 0). Resolvida

as equações integrais, encontramos Y (x) e, imediatamente, y(x) por conta do vínculo

entre estas duas funções. Além disso, a transformada de Fourier da derivada logarítmica

de y(x) nos permite relacionar esta função ao auto-valor de interesse. O resultado �nal

�ca

log Λ̃(x) = G3∗(logB(x−iα)−log B̄(x+iα))+log y(x)+LDΛ(x)+πiMod(L, 2), (3.2.15)

sendo

DΛ(x) = log(x+
i

4
)− log(x− 3i

4
)− 2πi

− log

[
Γ(2

3
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(2

3
+ 1

12
− ix

3
)Γ(5

6
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(5

6
+ 1

12
− ix

3
)

Γ(7
6
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(7

6
+ 1

12
− ix

3
)Γ(1

3
+ 1

12
+ ix

3
)Γ(1

3
+ 1

12
− ix

3
)

]
,

e

G3(x) =

∫ ∞

−∞
eikxĜ3(k)dk sendo Ĝ3(k) =


−e−

3k
4 (1−e−

k
2 )

1+e−k−e−
k
2
, se k ≥ 0

e
3k
4 (1−e

k
2 )

1+ek−e
k
2
, se k < 0

.

A solução numérica das equações integrais (3.2.11) permite calcular o maior auto-

valor. Na Figura 3.2 nós apresentamos log Λ̃(0)
L

vs. 1
L2 para η = 0.6. O aspecto linear da

curva enfatiza a invariância conforme no limite do contínuo, onde o coe�ciente angular é

proporcional à carga central. Os resultados numéricos obtidos aqui são consistentes com

as expressões analíticas descritas na seção seguinte.
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Figura 3.2: Maior auto-valor log Λ̃(0)
L

vs. 1
L2 para η = 0.6, L = 80, 160, . . . , 4000. Enquanto

o coe�ciente linear tende ao valor exato DY (0)+DΛ(0), o coe�ciente angular fornece uma

aproximação numérica da carga central.

3.2.2 Carga central

Normalmente o conjunto de funções auxiliares utilizadas para derivar as equações inte-

grais não-lineares é diferente daquele que obtivemos na seção anterior quando o auto-valor

de interesse não corresponde à representação mais fundamental na hierarquia funcional

(fusão para o modelo su(2)). Veja, por exemplo, [42]. No apêndice C nós derivamos as

equações integrais de conformidade com a proposta de funções auxiliares em [42, 45]. To-

davia, por conta das propriedades de analiticidade, restringimos o intervalo de η a [π
3
, π]

na formulação usual, ao passo que para as equações que derivamos aqui tal restrição não

existe. Por outro lado, nossa escolha na seção precedente reduz o número de equações

pelo preço do auto-valor ser obtido de forma indireta.

Agora nós vamos considerar a correção de tamanho �nito mais relevante para a matriz

de transferência, o que permite calcular a carga central[34, 35].

77



Vamos assumir

log Y (x) = Lf + σ(L), (3.2.16)

sendo limL→∞
σ(L)
L
→ 0 e f > 0. Isto de fato é verdade já que DY (x) > 0 para todo x.

Usando a relação y(x) = Y (x)− 1, encontramos

log y(x) = Lf + σ + log
(
1− e−Lf−σ

)
= Lf + σ −

∞∑
n=1

e−n(Lf+σ)

n︸ ︷︷ ︸
δ

. (3.2.17)

Note que limL→∞ Lγδ = 0 para qualquer γ ≥ 0. Portanto, log y(x) e log Y (x) possuem o

mesmo comportamento algébrico e a diferença δ = log Y (x)− log y(x) decai exponencial-

mente com o tamanho do sistema L. Por conta disto, encontramos

log Λ̃(x) = −L(DY (x) +DΛ(x))− δ+

{G2(x− iα) +G3(x− iα)} ∗ logB(x) +
{
Ḡ2(x+ iα)−G3(x+ iα)

}
∗ log B̄(x), (3.2.18)

e, portanto, todas as contribuições que decaem algebricamente com o tamanho do sistema

provém das convoluções. Observemos, agora, que os kernels em (3.2.18) estão relacionados

com o driving-term de (3.2.11)

G2(x) +G3(x) = dt′(x+
3i

4
), Ḡ2(x)−G3(x) = dt′(x− 3i

4
). (3.2.19)

Todas as correções que não decaem exponencialmente podem ser calculadas de

cor(x) = dt′(x+
i

2
) ∗ logB(x) + dt′(x− i

2
) ∗ log B̄(x). (3.2.20)

Seja s a variável de integração das convoluções, após a mudança de variáveis s =

±(s′ + 3
2π

logL) obtemos

cor(x) =
∫ ∞

− 3
2π

logL

dt′+(x− s′ +
i

2
)lB+(s′) + dt′−(x+ s′ +

i

2
)lB−(s′)ds′+∫ ∞

− 3
2π

logL

dt′+(x− s′ −
i

2
)lB̄+(s′) + dt′−(x+ s′ − i

2
)lB̄−(s′)ds′, (3.2.21)

sendo que de�nimos

lb±(x) := log b(±(x+ 3

2π
logL)) lB±(x) := logB(±(x+ 3

2π
logL)),

lb̄±(x) := log b̄(±(x+ 3

2π
logL)) lB̄±(x) := log B̄(±(x+ 3

2π
logL)),

dt′±(x) := dt′(x∓ 3

2π
logL) ≈ ± 4

L
e±

2πx
3 sin

π

3
(Mod 2π). (3.2.22)
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Por causa da aproximação (3.2.22), temos

cor(x) =
4

3L
sin(

π

3
)

{
e

2πx
3

∫ ∞

− 3
2π

logL

e−
2πs
3

(
e

πi
3 lB+(s) + e

−πi
3 lB̄+(s)

)
ds+

e
−2πx

3

∫ ∞

− 3
2π

logL

e−
2πs
3

(
e

−πi
3 lB−(s) + e

πi
3 lB̄−(s)

)
ds

}
. (3.2.23)

Agora utilizamos x = s± 3
2π

logL em (3.2.11)lb±(s)
lb̄±(s)

 = −

 F (s) −F (s+ i
2
)

−F (s− i
2
) F (s)

∗
lB±(s)

lB̄±(s)

−4
e±πi

3

e
∓πi
3

 sin(
π

3
)e−

2πs
3 +i

η − πsgn(η)
πsgn(η)− η

 ,
(3.2.24)

e construímos as seguintes quantidades

∆± :=

∫ ∞

− 3
2π

logL≈−∞

lB±(s)

lB̄±(s)

t

·

lb±′(s)

lb̄±′(s)

−
lB±′(s)

lB̄±′(s)

t

·

lb±(s)
lb̄±(s)

 ds. (3.2.25)

Por causa da simetria do kernel F (s) = F (−s), os termos que envolvem convoluções se

cancelam exatamente em ∆±. Encontramos

∆± ≈
16π

3
sin
(π
3

)∫ ∞

− 3
2π

logL

e−
2πs
3

(
e±

πi
3 lB±(s) + e∓

πi
3 lB̄±(s)

)
ds+

4 sin
(π
3

)
e−

2πs
3

[
e

±πi
3 lB±(s) + e

∓πi
3 lB̄±(s)− i(η − πsgn(η))(lB±(s)− lB̄±(s))

]∞
− 3

2π
logL

.

(3.2.26)

Lembremos agora que lB±(− 3
2π

logL) = logB(0) e semelhantemente para lB̄±. A

partir da de�nição das funções auxiliares (3.2.8) e do padrão de raízes de Bethe (situadas

sobre o eixo real), podemos encontrar a seguinte desigualdade

|b(0)|, |b̄(0)| ≤
(

1

2
√
2

)L

, (3.2.27)

que, com o limite assintótico (3.2.9), nos permite calcular a segunda linha de (3.2.26)

para sistemas grandes. Fazendo a mudança de variáveis z = b(x), b̄(x) em (3.2.25),

encontramos

∆± = 2
(
L+(b(±∞)) + L+(b̄(±∞))

)
, (3.2.28)

sendo L+(v) =
∫ v

0
log(1+z)

z
− log(z)

1+z
dz a função di-log de Rogers que satisfaz a relação

funcional[81]

L+(v) + L+(1/v) =
π2

6
. (3.2.29)
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Portanto, utilizando (3.2.9), (3.2.23), (3.2.26), (3.2.27), (3.2.28) e (3.2.29), obtemos

lim
L→∞

6Lcor(x)
π

= cosh

(
2πx

3

)(
1− 3

(
1− |η|

π

)2
)
. (3.2.30)

Desta forma, a carga central é c = 1−3
(
1− |η|

π

)2
, fornecendo c = −2 no limite η → 0[82].

O fato da carga central do modelo ser negativa pode parecer um contrassenso se esta

determinasse as correções de temperatura �nita às propriedades do estado fundamental.

De fato, haveria uma região de baixas temperaturas em que o calor especí�co seria nega-

tivo. Todavia, o que se nota do capítulo anterior é que a carga central efetiva, por vezes,

difere da carga central verdadeira, a primeira sendo sempre positiva enquanto o mesmo

nem sempre vale para última. Considerado este ponto, resta saber qual é a relação entre

as duas quantidades visto que, embora sejam elas diferentes, devem estar de alguma forma

relacionadas por se tratarem do mesmo modelo. Em [83] temos a relação

ceff = c− 24h, (3.2.31)

e considerando que para o modelo osp(1|2) a menor dimensão conforme é h = −1
8
[82],

nossos resultados estão de pleno acordo com o esperado.
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Capítulo 4

In�uência das condições de contorno na

entropia do modelo de seis-vértices

simétrico

No capítulo anterior nós vimos que variando as condições de contorno, no caso geradas

por �twist�, modi�ca-se o maior auto-valor da matriz de transferência linha a linha. Mas

estas correções são apreciáveis apenas no que diz respeito às correções de tamanho �nito

e, por conseguinte, a carga central do modelo. As propriedades termodinâmicas intensivas

como energia-livre por sítio, entropia por sítio e calor especí�co permanecem inalteradas.

No presente capítulo estudaremos a in�uência das condições de contorno nas propri-

edades intensivas de modelos clássicos. Para isto, utilizaremos como arquétipo o modelo

de vértices, senão o mais simples, pelo menos o mais bem estudado, que é o modelo de

seis-vértices simétrico.

4.1 Simetrias

Recapitulando, a função de partição de um modelo estatístico clássico é a soma sobre

todas as con�gurações (ε) do peso estatístico global daquela con�guração, que por sua

vez é um produto dos pesos locais ω(i,j)
ε

Z =
∑
⟨ε⟩

N∏
i=1

L∏
j=1

ω(i,j)
ε , (4.1.1)
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o que de�ne um problema combinatorial complicado. O peso estatístico ω(i,j)
ε pode assumir

os valores a(λ), b(λ) e c(λ), que estão associados às diferentes con�gurações de vértices do

modelo de seis-vértices (veja a Figura 4.1)

a

6
6

- -

ω1

a

?
?

� �

ω2

b

?
?- -

ω3

b

6
6� �

ω4

c

6
?

- �

ω5

c

?

6
�-

ω6
Figura 4.1: Pesos de Boltzmann do modelo de seis-vértices.

Estes pesos de Boltzmann são elementos de matriz da chamada matriz Ř [8, 9], que é

dada por

Ř(λ) =


a(λ) 0 0 0

0 c(λ) b(λ) 0

0 b(λ) c(λ) 0

0 0 0 a(λ)

 . (4.1.2)

Via de regra, impomos que a matriz R seja uma solução da equação de Yang-Baxter

Ř12(λ− µ)Ř23(λ)Ř12(µ) = Ř23(µ)Ř12(λ)Ř23(λ− µ), (4.1.3)

que restringe os pesos de Boltzmann segundo a variedade integrável

∆ =
a2 + b2 − c2

2ab
, (4.1.4)

para qualquer valor de parâmetro espectral. Por um lado isto impõe várias restrições ao

problema, por outro lado permite obtermos resultados exatos para certas condições de

contorno.

A associatividade da equação de Yang-Baxter dá origem à álgebra de Yang-Baxter

[22]

Ř(λ− µ) (TA(λ)⊗ TA(µ)) = (TA(µ)⊗ TA(λ)) Ř(λ− µ), (4.1.5)

sendo TA(λ) = LAL(λ−µL) · · · LA1(λ−µ1) a matriz de monodromia, L12(λ) = P12Ř12(λ),

P12 o permutador e A denota o espaço auxiliar ao longo da direção horizontal.

A álgebra de Yang-Baxter é invariante por transformações sobre a matriz de mono-

dromia [84], tal que TA(λ)→ GATA(λ), e dado que a matriz G satisfaça

[Ř(λ− µ),G ⊗ G] = 0. (4.1.6)
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Para valores gerais de ∆ (∆ ̸= 1), esta condição implica que a matriz G é diagonal ou

anti-diagonal[84], do que resulta

G(0) =

 1 0

0 α1

 , G(1) =

 0 1

α2 0

 . (4.1.7)

Para os propósitos a seguir, nós vamos nos restringir aos casos α1 = α2 = 1, que nos

fornecem as matrizes relevantes para estudar as condições de contorno livre. Quando

∆ = 1, temos simetria SU(2), o que implica que G pode ser qualquer matriz 2× 2[84].

4.2 Condições de contorno toroidais e livre

As equações (4.1.5-4.1.6) fornecem a propriedade de comutatividade das matrizes de

transferência T (i)(λ) = TrA

[
G(i)A TA(λ)

]
,

[T (i)(λ), T (i)(µ)] = 0, ∀λ, µ i = 0, 1. (4.2.1)

Entretanto, vale notar que T (0)(λ) não comuta com T (1)(λ). Após uma representação

conveniente da matriz de monodromia

TA(λ) =

 A(λ) B(λ)

C(λ) D(λ)

 , (4.2.2)

vemos claramente que a matriz de transferência pode ser escrita de modo simpli�cado na

forma

T (0)(λ) = A(λ) +D(λ), (4.2.3)

T (1)(λ) = B(λ) + C(λ), (4.2.4)

sendo estas as matrizes de transferência com condições periódicas e anti-periódicas de

contorno, respectivamente.

As matrizes T (i)(λ), quando multiplicadas sucessivamente, formam a função de parti-

ção de um modelo de vértices clássico bidimensional com N ×L sítios e sob determinadas

condições de contorno. Em se tratando das condições de contorno livre, nós temos que a

função de partição (4.1.1)pode ser escrita como

Zfree =
∑

ϕk,θj=0,1

TrV

[
L⊗

k=1

G(ϕk)
Vk

N∏
j=1

T (θj)(λj)

]
, (4.2.5)
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sendo que para as arestas externas nós podemos ter todas as possíveis con�gurações de

�echas entrando e saindo. A matriz G(ϕ)V é obtida de (4.1.7) e de�ne a condição periódica

ou anti-periódica na direção vertical V . O produto
⊗L

k=1 G
(ϕk)
Vk

gera todas as possíveis

con�gurações de �echas entrando e saindo ao longo da direção vertical, quando ϕk = 0, 1

para k = 1, . . . , L. Por outro lado, o produto das matrizes de transferência com θj = 0, 1

para j = 1, . . . , N produz todos os produtos de T (0)(λ) e T (1)(λ) e, portanto, todas as

possíveis con�gurações de �echas entrando e saindo ao longo da direção horizontal.

No caso homogêneo (λj = λ, µk = µ = 0) a expressão (4.2.5) é simplesmente dada por

Zfree = TrV

 L⊗
k=1

 1 1

1 1


k

(A(λ) +D(λ) +B(λ) + C(λ))N

. (4.2.6)

Naturalmente, as condições de contorno livre podem ser vistas como uma soma sobre

um grande número de condições de contorno mais restritas. As condições periódicas de

contorno (P ) em ambas as direções consiste do termo ϕk = θj = 0, ∀j, k em (4.2.5). Este

termo, para uma rede homogênea, pode ser escrito simplesmente como

ZPP = TrV
[
(T (0)(λ))N

]
= TrV

[
(A(λ) +D(λ))N

]
, (4.2.7)

e foi estudado em [18]. Por outro lado, o caso anti-periódico (A) na direção horizontal

e periódico na direção vertical (θj = 1, ϕk = 0,∀j, k) pode ser escrito, para uma rede

homogênea, como

ZAP = TrV
[
(T (1)(λ))N

]
= TrV

[
(B(λ) + C(λ))N

]
. (4.2.8)

Este caso foi considerado em [55] no regime antiferroelétrico (∆ < −1).

Além dos casos mais comuns como o periódico e o anti-periódico ZPP , ZAP , ZPA,

bem como aquele que considera anti-periodicidade em ambas direções ZAA, temos outras

condições mistas de contorno menos triviais. Podemos organizá-las em uma matriz.

MN,L =


Z1,1 Z1,2 · · · Z1,2L

Z2,1 Z2,2 · · · Z2,2L

...
...

. . .
...

Z2N ,1 Z2N ,2 · · · Z2N ,2L

 , Zfree =
2N∑
j=1

2L∑
k=1

Zj,k, (4.2.9)

sendo que Zj,k é a função de partição de uma rede N × L com (j − 1)10 = {θN , . . . , θ1}2
e (k − 1)10 = {ϕL, . . . , ϕ1}2 de�nindo fechamento periódico ou anti-periódico ao longo
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das direções horizontal e vertical, respectivamente. Na notação acima deve ser entendido

que a representação binária de j − 1 fornece o vetor {ϕL, . . . , ϕ1} e semelhantemente

para k − 1 e {θN , . . . , θ1}. Mais explicitamente, para inteiros j e k, temos j − 1 =

θ12
0 + θ22

1 + · · ·+ θN2
N−1 e k − 1 = ϕ12

0 + ϕ22
1 + · · ·+ ϕL2

L−1; ainda

Zj,k = TrV

[
L⊗

m=1

G(ϕm)
Vm

N∏
n=1

T (θn)(λ)

]
, j = 1, . . . , 2N , k = 1, . . . , 2L, (4.2.10)

onde para um dado j e k do lado esquerdo nós temos um conjunto de ϕm e θn do lado

direito. Em particular, os contornos que denominamos homogêneos são os termos Z1,1 =

ZPP , Z2N ,1 = ZAP , Z1,2L = ZPA e Z2N ,2L = ZAA.

Para ilustrar, vamos considerar as possibilidades quando L = N = 2. Por um lado,

a primeira coluna (k = 1) da matriz (4.2.9), que signi�ca (0)10 = {ϕ2 = 0, ϕ1 = 0}2,

representa o caso em que temos condições periódicas de contorno na direção vertical. Isto

se deve a fato de que G(0)Vm
é matriz identidade (4.1.7). Por outro lado, nós temos os

seguintes casos ao longo da direção horizontal:

i) condição periódica quando j = 1, o que implica novamente θn = 0 para n = 1, 2 e

portanto

Z1,1 = TrV
[
(T (0)(λ))2

]
;

ii) periódica e anti-periódica quando j = 2 ((1)10 = {θ2 = 0, θ1 = 1}2)

Z2,1 = TrV
[
T (0)(λ)T (1)(λ)

]
;

iii) anti-periódica e periódica quando j = 3 ((2)10 = {θ2 = 1, θ1 = 0}2)

Z3,1 = TrV
[
T (1)(λ)T (0)(λ)

]
;

iv) �nalmente, quando j = 4, temos o caso anti-periódica((3)10 = {θ2 = 1, θ1 = 1}2)

Z4,1 = TrV
[
(T (1)(λ))2

]
.

Para os elementos da matriz MN,L mais gerais, devemos levar em conta também os

fechamentos G(ϕ)V (k > 1) que revertem ou não as con�gurações das bordas verticais,

dependendo do valor de k. Embora nós tenhamos escrito explicitamente Z2,1 e Z3,1 no

exemplo acima, estas funções de partição, na realidade, se anulam devido à propriedade

de conservação de �echas ao longo do contorno.
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Mais especi�camente, nós temos elementos triviais que resultam em funções de partição

nulas. Em geral os casos não triviais devem satisfazer a seguinte regra: Seja Φ =
∑L

m=1 ϕm

o número de vezes que fechamos com condições anti-periódicas de contorno na direção

vertical e Θ =
∑N

n=1 θn o número de vezes que fechamos com condições anti-periódicas

de contorno na direção horizontal, então mod [Φ−Θ, 2] = 0. Nestas circunstâncias é

possível mostrar que existe, na soma sobre �echas que de�ne as condições de contorno,

um conjunto de �echas externas que satisfazem a conservação global e, por conseguinte,

ao menos uma con�guração acessível.

Além disso, as funções de partição Zj,k estão relacionadas a Zk,j por uma rotação de

π/2:

Zj,k := ZN×L
j,k = ZL×N

k,j . (4.2.11)

Todas as propriedades listadas acima podem ser vistas, em particular, no ponto de

temperatura in�nita, que por sua vez pode ser obtido escolhendo os pesos de Boltzmann

tais que a = b = c = 1 (∆ = 1/2). Portanto, a função de partição se torna apenas a

contagem do número de con�gurações com Z = Ω, o que também nos remete ao cálculo da

entropia residual no ensemble micro-canônico. Nós obtivemos o número de con�gurações

(Ω) para tamanhos pequenos (até N = L = 5). Os casos N = L = 2, 3 são dados abaixo

M2,2 =


18 0 0 8

0 10 10 0

0 10 10 0

8 0 0 8

 ,M3,3 =



148 0 0 84 0 84 84 0

0 94 84 0 94 0 0 72

0 84 80 0 84 0 0 72

84 0 0 74 0 72 74 0

0 94 84 0 94 0 0 72

84 0 0 72 0 76 72 0

84 0 0 74 0 72 74 0

0 72 72 0 72 0 0 68



. (4.2.12)

Podemos ver que o caso de condições periódicas de contorno em ambas direções fornece o

maior número de con�gurações. Com esta informação, podemos mostrar que a entropia

do modelo de seis-vértices com condições de contorno livre é igual ao caso completamente

periódico. Isto pode ser feito notando que o número de con�gurações das condições de

contorno livre (Ωfree), que é igual a soma de todos elementos da matriz MN,L, é maior
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que o número de con�gurações do caso periódico ΩPP = Z1,1. Além disso, nós temos um

limite superior para Ωfree que é obtido majorando cada um dos 2L+N−1 elementos Zi,j

não triviais da soma por Z1,1. Assim temos,

ΩPP ≤ Ωfree ≤ 2L+N−1ΩPP . (4.2.13)

Para tomar o limite termodinâmico, nós elevamos (4.2.13) a 1/(NL), tomamos o

logaritmo e �nalmente o limite em que cada uma das dimensões vai a in�nito. Isto mostra

que a entropia residual, ou a entropia quando a temperatura é in�nita, das condições de

contorno livre é igual ao caso das condições de contorno �toroidais� de maior número de

con�gurações. Assumindo, como veri�cado numericamente que estas sejam as condições

periódicas de contorno, temos SPBC = Sfree.

Note que esta relação no modelo de seis-vértices com condições de contorno periódica

e livre, a temperaturas arbitrária, já havia sido provada por meio da chamada weak-graph

expansion [54] para o caso em que temos número de sítios pares. Aqui não existe restrição

quanto à paridade do número de sítios, embora ainda estejamos restritos à temperatura

in�nita. Na próxima seção nós vamos estender este resultado a temperaturas �nitas.

4.2.1 Condições toroidais homogêneas

As funções de partição ZPP , ZAP , ZPA e ZAA são formadas pelo produto de matrizes

T (0)(λ) ou T (1)(λ), sem que haja mistura entre estas. Isto implica que todos operadores

envolvidos são matrizes de transferência integráveis que comutam entre si. Portanto, a

análise destes casos é muito mais simples que a situação geral Zj,k. Para analisar todos

estes casos, nós vamos explorar algumas simetrias discretas das matrizes de transferência

T (i)(λ).

Podemos de�nir o operador de re�exão como Πx =
⊗L

m=1 σ
x
m e o operador de paridade

como Πz =
⊗L

m=1 σ
z
m, sendo que σx,y,z denotam as matrizes de Pauli. Estes operadores

constituem casos especiais da simetria discreta (4.1.7) e resultam nas seguintes relações
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de comutação

[
T (0)(λ),Πx

]
=
[
T (0)(λ),Πz

]
= 0, (4.2.14)[

T (1)(λ),Πx
]
=
[
T (1)(λ),Πz

]
+
= 0, (4.2.15)

ΠxΠz = (−1)LΠzΠx. (4.2.16)

Enquanto as duas primeiras equações provém de (4.1.6), a última é consequência direta

das propriedades algébricas das matrizes de Pauli.

Condições de contorno (completamente) periódicas

A função de partição com condições de contorno completamente periódicas, ZPP , foi

resolvida por ansatz de Bethe[18].

ZPP =
2L∑
j=1

(Λ
(0)
j (λ))N , (4.2.17)

sendo Λ
(0)
j (λ) os auto-valores da matriz de transferência. Portanto, segue imediatamente

que apenas o maior auto-valor Λ
(0)
max(λ) contribui para a energia-livre no limite termodi-

nâmico, tal que

FPP = − 1

β
lim

L,N→∞

1

LN
ln (Λ(0)

max(λ))
N , (4.2.18)

sendo β o inverso da temperatura. Por sua vez, o maior auto-valor de T (0)(λ), e conse-

quentemente a energia-livre no limite termodinâmico, é conhecido para todos valores de

∆ [18, 8]. A entropia à temperatura in�nita é dada por

SPBC =
1

2
ln

(
4

3

)3

≈ 0.431523. (4.2.19)

Anti-periodicidade na direção horizontal

Por outro lado, como no caso ZAP não existe conservação de �uxo (de �echas) de uma

linha para outra, a função de partição foi obtida muito tempo depois pelo método T −Q

[55, 8]. Foi mostrado em [55], para ∆ < −1, que a função de partição ZAP produz a

mesma energia-livre das condições de contorno completamente periódicas.

Para melhor entender este resultado, é conveniente explorar a anti-comutação entre

Πz e T (1)(λ). Ao fazê-lo nós obtemos que, se |Ψ⟩ é auto-vetor de T (1)(λ) com auto-valor
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Λ(1)(λ), também Πz |Ψ⟩ o será com auto-valor −Λ(1)(λ). Em outras palavras, todos os

auto-valores de T (1)(λ) possuem, pelo menos, dupla degenerescência em módulo, de modo

que podemos escrever

T (1)(λ) =
2L−1∑
j=1

Λ
(1)
j (λ)

∣∣∣Ψ(1)
j

⟩⟨
Ψ

(1)
j

∣∣∣− Λ
(1)
j (λ)Πz

∣∣∣Ψ(1)
j

⟩⟨
Ψ

(1)
j

∣∣∣Πz, (4.2.20)

onde podemos fazer qualquer escolha dos primeiros 2L−1 estados selecionado um estado

de cada par {Λ(1)
j (λ), −Λ(1)

j (λ)}. Portanto a função de partição resulta em

ZAP = TrV
[
(T (1)(λ))N

]
=


0 N ímpar,

2
2L−1∑
j=1

(Λ
(1)
j (λ))N N par,

(4.2.21)

o que implica que, novamente, apenas o maior auto-valor Λ(1)
max(λ) contribui para a energia-

livre no limite termodinâmico,

FAP = − 1

β
lim

L,N→∞

1

LN
ln (Λ(1)

max(λ))
N . (4.2.22)

A igualdade FAP = FPP estabelece a seguinte relação entre os autovalores máximos

das matrizes de transferência

lim
L→∞

1

L
ln Λ(1)

max(λ) = lim
L→∞

1

L
ln Λ(0)

max(λ), (4.2.23)

pelo menos para ∆ < −1, devido ao resultado em [55].

Condições de contorno (completamente) anti-periódicas

Neste caso, devido à relação (4.2.16), temos que discriminar entre os valores pares e

ímpares de L.

Para L ímpar, a relação de anti-comutação entre Πx e Πz também implica que os

auto-valores de Πx para |Ψ⟩ e Πz |Ψ⟩ são opostos. Neste caso, escolhemos os primeiros

2L−1 estados de modo que tenham auto-valor de Πx igual a +1, do que resulta

Πx(T (1)(λ))N =
2L−1∑
j=1

(Λ
(1)
j (λ))N

[ ∣∣∣Ψ(1)
j

⟩⟨
Ψ

(1)
j

∣∣∣− (−1)NΠz
∣∣∣Ψ(1)

j

⟩⟨
Ψ

(1)
j

∣∣∣Πz

]
. (4.2.24)
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Tomando o traço na direção vertical obtemos

ZAA = Z2N ,2L = TrV
[
Πx(T (1)(λ))N

]
=


2
2L−1∑
j=1

(Λ
(1)
j (λ))N , N ímpar,

0, N par,

(4.2.25)

que é igual ao elemento de matriz Z2N ,2L de (4.2.9).

Por outro lado, os operadores Πx e Πz comutam para L par, de modo que os auto-

vetores |Ψ⟩ e Πz |Ψ⟩ possuem o mesmo auto-valor de Πx. Por isto, escolhemos um orde-

namento tal que os primeiros 2L−1 auto-vetores alternem entre os auto-valores +1 e −1

de Πx. Portanto,

Πx(T (1)(λ))N =
2L−1∑
j=1

(−1)j−1(Λ
(1)
j (λ))N

[ ∣∣∣Ψ(1)
j

⟩⟨
Ψ

(1)
j

∣∣∣+ (−1)NΠz
∣∣∣Ψ(1)

j

⟩⟨
Ψ

(1)
j

∣∣∣Πz

]
,

(4.2.26)

o que implica que

ZAA = TrV
[
Πx(T (1)(λ))N

]
=


0, N ímpar,

2
2L−1∑
j=1

(−1)j−1(Λ
(1)
j (λ))N , N par.

(4.2.27)

Novamente isto fornece os elemento de matriz Z2N ,2L de (4.2.9). Observemos que a regra

de seleção Mod [Φ−Θ, 2] = 0 é naturalmente satisfeita pelas relações (4.2.25) e (4.2.27).

Estes resultados a�rmam, novamente, que apenas o maior auto-valor Λ
(1)
max(λ) contri-

buem para a energia-livre no limite termodinâmico

FAA = − 1

β
lim

L,N→∞

1

LN
ln (Λ(1)

max(λ))
N , (4.2.28)

que, devido a (4.2.23), é igual ao caso periódico, pelo menos para ∆ < −1.

Anti-periodicidade na direção vertical

Podemos relacionar a função de partição ZPA a ZAP devido à simetria de rotação

(4.2.11) e, portanto, podemos relacioná-la ao caso periódico. Nas próximas seções nós

comentaremos mais sobre este caso.
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Maior função de partição

Pelo cálculo direto da maior função de partição, e devido aos resultados anteriores,

nós podemos estender o argumento sobre a concordância entre a energia-livre para as

condições de contorno livre e condições periódicas de contorno, saindo da restrição de

temperatura in�nita.

De fato, a energia-livre destas condições de contorno também concordam para cada

conjunto de pesos de Boltzmann positivos a, b, c; em outras palavras, qualquer valor de

temperatura e qualquer paridade do número de sítios. Isto pode ser entendido notando

que ZPP , ZAP , ZPA e ZAA são os únicos elementos de matriz de (4.2.9) que podem vir a

se tornar o termo dominante, na medida que modi�camos a, b, c.

Mais especi�camente, a função de partição ZPP é a maior desde que ∆ ≥ −1. Todavia,

a situação se modi�ca quando ∆ < −1. Neste regime, o elemento de matriz dominante

varia de acordo com a paridade dos comprimentos lineares L e N da rede. Como c > a+b,

a con�guração dominante, dentro de cada função de partição, será aquela que possibilita o

maior número de vértices ω5 e ω6. As paridades de L e N de�nem se a função de partição

com maior número de vértices ω5 e ω6 é periódica ou anti-periódica ao longo da direção

vertical e/ou horizontal. Este cenário é mostrado na Tabela 4.1, que fora embasada no

cálculo das funções de partição (4.2.9) para diferentes valores de a, b, c.

Maior contribuição para ∆ < −1

L par, N par ZPP

L par, N ímpar ZPA

L ímpar, N par ZAP

L ímpar, N ímpar ZAA

Tabela 4.1: Maior elemento de MN,L para ∆ < −1.

Isto implica que o termo dominante Zmax = max [ZPP , ZPA, ZAP , ZAA] deve satisfazer

Zmax ≤ Zfree ≤ 2L+N−1Zmax, (4.2.29)

é aquele que possui energia-livre Fmax igual ao caso de condições de contorno livre. Por-

tanto, quando ZAP , ZPA ou ZAA é dominante, nós temos que FAP = Ffree, FPA = Ffree
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ou FAA = Ffree. Alem disso, a igualdade (4.2.23) implica que todas estas energias-livres

devem ser iguais, isto é FAP = FPA = FAA = FPP = Ffree, para ∆ < −1 e dado valores

de N e L que não os anule via regra de seleção. Portanto, mesmo quando ZPP não é o

maior elemento da matriz, nós ainda temos FPP = Ffree.

4.2.2 Condições de contorno toroidais não homogêneas

Voltemo-nos ao caso de condições mistas de contorno Zj,k. Estas funções de partição

são formadas por produtos que envolvem as matrizes T (0)(λ) e T (1)(λ). Como estas matri-

zes de transferência não comutam, nós perdemos a integrabilidade do modelo estatístico.

Embora nós ainda possamos diagonalizar cada matriz de transferência exatamente, agora

temos que lidar com a projeção de um conjunto de auto-vetores sobre o outro. Nosso

objetivo é avaliar se estas funções de partição resultam ou não na mesma energia-livre do

caso periódico. Mostraremos que, mesmo nesta situação não integrável, ainda podemos

extrair alguma informação no limite termodinâmico.

Primeira linha

Embora a primeira e a última linha de (4.2.9) pareçam ser mistas, elas são formadas,

na realidade, pelo produto de uma única matriz de transferência, o que preserva a integra-

bilidade. Todavia, o contorno na direção vertical parece ser incoerente com esta estrutura

de integrabilidade. Veremos que, apesar disso, é possível extrair informações importantes.

Nós vamos olhar apenas para a primeira linha para melhor compreender a estrutura

dos demais termos mistos. O problema é, então, calcular a função de partição com condi-

ções periódicas de contorno na horizontal (Θ = 0), mas com uma combinação arbitrária

de periodicidade a anti-periodicidade na direção vertical (Φ ̸= 0). A equação (4.2.10)

simpli�ca para

Z1,j = TrV

[
L⊗

m=1

G(ϕm)
Vm

(T (0)(λ))N

]
=

2L∑
g=1

(
Λ(0)

g (λ)
)N
f
{ϕm}
L,g , (4.2.30)

sendo que g(0) denota o g-ésimo auto-vetor de T (0)(λ) e a função f {ϕm}
L,g =

⟨
g(0)
∣∣∏L

m=1 G
(ϕm)
Vm

∣∣g(0)⟩
o valor esperado do fechamento vertical no estado

∣∣g(0)⟩.
Nós podemos ordenar estes auto-vetores

∣∣g(0)⟩ e, consequentemente, os auto-valores

Λ
(0)
g (λ) pelos auto-valores da componente z do spin total, uma vez que T (0)(λ) comuta
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com o operador de spin total Sz. Os auto-valores de T (0)(λ) são dados por meio do ansatz

de Bethe[8],

Λ(0)
n (λ) = aL(λ)

n∏
i=1

a(λi − λ)
b(λi − λ)

+ bL(λ)
n∏

i=1

a(λ− λi)
b(λ− λi)

, n = 0, . . . , L (4.2.31)

em termos da solução das equações de Bethe[
a(λi)

b(λi)

]L
=

n∏
j=1

j ̸=i

a(λi − λj)
b(λi − λj)

b(λj − λi)
a(λj − λi)

, i = 1, . . . , n, (4.2.32)

onde os setores n = 0 e n = L correspondem ao estado ferromagnético para cima e para

baixo, enquanto o valor n = L/2 (L par) corresponde ao setor com spin z total zero.

Algumas vezes nós nos referimos ao auto-valor de T (0) por Λ(0)
n (λ) ao invés da forma geral

Λ
(0)
g (λ). Isto signi�ca que os auto-valores estão sendo indexados pelo operador de spin

total Sz, como é corrente no ansatz de Bethe.

Para o caso em que ∆ < 1 e L par, o maior auto-valor Λ
(0)
max(λ) é não degenerado e

pode ser encontrado no setor n = L
2
. Por outro lado, para L ímpar, o maior auto-valor

é duplamente degenerado. Neste caso, temos um auto-valor no setor n = L−1
2

e outro no

setor n = L+1
2
.

Entretanto, em ambos os casos, os auto-vetores associados aos maiores auto-valores

são uma combinação linear complicada dos vetores da base canônica pertencendo àquele

setor. Os coe�cientes desta combinação linear são todos positivos em virtude do teo-

rema de Perron-Frobenius. Portanto, o valor esperado em (4.2.30) também é positivo.

Disto resulta que a ação
∏L

m=1 G
(ϕm)
Vm

sobre o maior auto-vetor sempre gera um vetor com

pelo menos uma componente positiva quando decomposto na base canônica, sempre que

Mod[Φ, 2] = 0. O coe�ciente f {ϕm}
L,g é uma função de L que não conhecemos a princípio.

Entretanto, mais importante que isto, é que esta função não depende de N . Isto implica

que este coe�ciente simplesmente não contribui para a energia-livre no limite termodinâ-

mico.

F1,j = −
1

β
lim

L,N→∞

1

NL
ln
[
(Λ(0)

max(λ))
Nf

{ϕm}
L,gmax

]
= − lim

L→∞

1

L
ln Λ(0)

max(λ). (4.2.33)

Aqui nós assumimos que f {ϕm}
L,gmax

> exp(−δL) para L grande e qualquer δ > 0, o que

veri�camos para redes �nitas.
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O caso ∆ > 1 é mais intricado. Neste caso, o maior termo da expressão (4.2.30)

varia de acordo com o número de inversões Φ, embora o maior auto-valor da matriz de

transferência permaneça sempre nos setores n = 0 e n = L. Isto se deve ao fato de que

o coe�ciente f {ϕm}
L,g é não nulo nos setores n = 0 e n = L apenas quando Φ = 0, que

corresponde às condições periódicas de contorno. Para ver isto, nós escrevemos G(0) e G(1)

em termos dos auto-estados de G(1), tal que

G(ϕ) =
∑
s=0,1

(−1)sϕ |s⟩ ⟨s| , |s⟩ = 1√
2
(|↑⟩+ (−1)s |↓⟩) . (4.2.34)

Isto implica que

L∏
m=1

G(ϕm)
Vm

=
∑
⟨s⟩

exp

(
πi

L∑
j=1

sjϕj

)
|s1, . . . , sL⟩ ⟨s1, . . . , sL| , (4.2.35)

e como nós conhecemos os auto-vetores nos setores n = 0, L, nós podemos representá-los

facilmente na base gerada por |s1, . . . , sL⟩,

|↑, . . . , ↑⟩ =
1

2
L
2

∑
⟨s⟩

|s1, . . . , sL⟩ , (4.2.36)

|↓, . . . , ↓⟩ =
1

2
L
2

∑
⟨s⟩

exp

(
πi

L∑
m=1

sm

)
|s1, . . . , sL⟩ , (4.2.37)

e portanto encontramos

Z1,j =
(
Λ

(0)
max,n=0(λ)

)N 1

2L−1

L∏
k=1

(
1 + (−1)ϕk

)
+ termos de outros setores. (4.2.38)

Podemos ver que esta expressão se reduz ao caso periódico quando j = 1 (ϕk = 0).

Os outros termos em (4.2.38) ocorrem para j > 1 (Φ > 0). De acordo com a regra

de seleção Mod[Φ, 2] = 0, o coe�ciente f {ϕm}
L,g se anula para Φ = 1. Portanto, o caso mais

simples não trivial é Φ = 2. Neste caso, como f {ϕm}
L,g ainda se anula para os maiores auto-

estados nos setores n = 0, L, nós precisamos proceder aos setores n = 1, L−1, que contém

o segundo maior auto-valor. Mais uma vez, nós conhecemos os auto-vetores exatamente

porque T (0)(λ) comuta com o operador de translação cíclica. Os auto-vetores dos setores

n = 1, L− 1 podem ser escritos como∣∣∣Ψ(0)
m,n=1

⟩
=

L∑
k=1

e−
2πi
L

(k−1)(m−1)

√
L

|↓k⟩ , (4.2.39)

∣∣∣Ψ(0)
m,n=L−1

⟩
=

L∑
k=1

e−
2πi
L

(k−1)(m−1)

√
L

|↑k⟩ , m = 1, . . . , L, (4.2.40)
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cujo o maior auto-vetor ocorre para m = 1. Portanto, nós temos

Z1,j =
4

L

(
Λ

(0)
max,n=1(λ)

)N
+ termos desprezíveis no limite termodinâmico, (4.2.41)

ainda

F1,j = −
1

β
lim
L→∞

1

L
ln
(
Λ

(0)
max,n=1(λ)

)
= − 1

β
lim
L→∞

1

L
ln
(
Λ

(0)
max,n=0(λ)

)
= FPP , (4.2.42)

sempre que j tiver exatamente duas inversões. A igualdade dos limites acima vem do fato

de que a razão entre os dois auto-valores tende a uma constante não nula quando L vai

para in�nito, e isto é su�ciente para fornecer o mesmo limite. De maneira geral, nós temos

os seguintes resultados para ∆ > 1. A função de partição Z1,j é zero para Φ = 2k − 1.

Para Φ = 2k, a função de partição por sítio no limite termodinâmico pode ser calculada

a partir do maior auto-valor no setor k, tal que

F1,j = −
1

β
lim
L→∞

1

L
ln
(
Λ

(0)
max,n=k(λ)

)
. (4.2.43)

Isto é uma consequência do valor esperado de
∏L

m=1 G
(ϕm)
Vm

se anular para auto-vetores nos

setores n tais que n < k ou n > L− k. Especi�camente, quando Φ = L, para L par, nós

temos

FPA = − 1

β
lim
L→∞

1

L
ln
(
Λ

(0)

max,n=L
2

(λ)
)
. (4.2.44)

Este resultado parece contrastar com das condições periódicas de contorno (4.2.18), uma

vez que para ∆ > 1 o maior auto-valor é dado por Λ(0)
max(λ) = Λ

(0)
n=0(λ) e aqui a contribuição

dominante provém do maior auto-valor no setor n = L/2: Λ(0)

max,n=L
2

(λ). Entretanto, como

observado anteriormente, a razão destes auto-valores resultam em uma constante não nula

para L grande, o que con�rma que FPA = FPP . Isto também pode ser provado por meio

da solução do ansatz de Bethe para o auto-valor Λ
(0)

max,n=L
2

(λ), com descrito no Apêndice

D.

Primeira Coluna

Devido à simetria (4.2.11), a primeira coluna e a primeira linha devem produzir os

mesmos resultados, embora suas expressões explícitas sejam bem diferentes em vista da

representação (4.2.10). Todavia, ainda é interessante olhar para Zj,1 de modo a melhor

entender a estrutura geral dos termos Zj,k.
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A função de partição com condições periódicas de contorno na direção vertical e con-

dições mistas na horizontal pode ser escrita como

Zj,1 = Tr

[
N∏

m=1

T (θm)(λ)

]
, (4.2.45)

sendo que o primeiro e o último termo ZPP e ZAP já foram discutidos nas seções anteriores.

Devido à simetria (4.2.11), o resultado (4.2.33) para ∆ < 1, o resultado (4.2.44) para

∆ > 1, nós podemos estender (4.2.23) como

lim
L→∞

1

L
ln Λ

(0)

max,n=L
2

(λ) = lim
L→∞

1

L
ln Λ(1)

max(λ), (4.2.46)

para todos os valores de ∆. Note que o limite aqui não é tomado sobre o maior auto-valor

de T (0)(λ) porque, para ∆ > 1, o maior auto-valor de T (0)(λ) não está no setor n = L
2
.

Neste ponto, nós nos restringimos ao caso de redes quadradas L = N com número de

sítios pares.

É interessante entender o mecanismo que dá origem à regra de seleção no caso (4.2.45).

O produto das matrizes de transferência em (4.2.45) pode ser escrito como

N∏
m=1

T (θm) =
(
T (0)

)k1(
T (1)

)k2
. . .
(
T (0)

)kN−1
(
T (1)

)kN(
T (0)

)kN+1
, (4.2.47)

sendo j dado, ou equivalentemente {θ1, . . . , θN}, existe um conjunto de inteiros não ne-

gativos com
∑N+1

j=1 kj = N tal que (4.2.47) é satisfeita. Ainda

N∏
m=1

T (θm) =
∑
⟨gj⟩

(
Λ(0)

g1

)k1(
Λ(1)

g2

)k2
. . .
(
Λ(0)

gN−1

)kN−1(
Λ(1)

gN

)kN(
Λ(0)

gN+1

)kN+1

×

∣∣∣g(0)1

⟩⟨
g
(0)
1

∣∣g(1)2

⟩⟨
g
(1)
2

∣∣∣ . . . ∣∣∣g(0)N−1

⟩⟨
g
(0)
N−1

∣∣g(1)N

⟩⟨
g
(1)
N

∣∣g(0)N+1

⟩⟨
g
(0)
N+1

∣∣∣ , (4.2.48)

e portanto

Zj,1 =
∑
⟨gj⟩

(
Λ(0)

g1

)k1(
Λ(1)

g2

)k2
. . .
(
Λ(0)

gN−1

)kN−1(
Λ(1)

gN

)kN(
Λ(0)

gN+1

)kN+1

(4.2.49)

×
⟨
g
(0)
1

∣∣g(1)2

⟩⟨
g
(1)
2

∣∣∣ . . . ∣∣∣g(0)N−1

⟩⟨
g
(0)
N−1

∣∣g(1)N

⟩⟨
g
(1)
N

∣∣g(0)N+1

⟩⟨
g
(0)
N+1

∣∣g(0)1

⟩
.

Para Θ = 1, que não satisfaz a regra de seleção, nós podemos escolher k1 = k − 1, k2 = 1

e k3 = N − k. A soma sobre todos os auto-vetores de T (1)(λ) pode ser escrita agrupando

a contribuição dos pares Λ(1)
g2 (λ) e −Λ

(1)
g2 (λ). Isto fornece

Zj,1 =
∑

⟨g1,g′2⟩

[
Λ(0)

g1

]N−1
Λ(1)

g2

⟨
g
(0)
1

∣∣∣ [ ∣∣∣g(1)2

⟩⟨
g
(1)
2

∣∣∣− Πz
∣∣∣g(1)2

⟩⟨
g
(1)
2

∣∣∣Πz

] ∣∣∣g(0)1

⟩
, (4.2.50)
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escolhendo os auto-vetores de T (0)(λ) de modo a possuírem número quântico de paridade

de�nido, vemos que Zj,1 se anula

Para estudar a energia-livre no limite termodinâmico, escolhemos estados
∣∣∣g(0)j

⟩
com

valor de�nido de spin-z total e
∣∣∣g(1)j

⟩
com número quântico de�nido do operador de inver-

são. Nós também nos restringimos ao caso em que N é par e L é ímpar por simplicidade,

embora os resultados �nais para paridades de N e L sejam semelhantes aos discutidos

abaixo.

Geralmente, a função de partição (4.2.49) pode ser escrita como

Zj,1 =
∑

⟨godd,g′even⟩

(
Λ(0)

g1

)k1(
Λ(1)

g2

)k2
. . .
(
Λ(0)

gN−1

)kN−1(
Λ(1)

gN

)kN(
Λ(0)

gN+1

)kN+1

×
⟨
g
(0)
1

∣∣g(1)2

⟩⟨
g
(1)
2

∣∣∣ . . . ∣∣∣g(0)N−1

⟩⟨
g
(0)
N−1

∣∣g(1)N

⟩⟨
g
(1)
N

∣∣g(0)N+1

⟩⟨
g
(0)
N+1

∣∣g(0)1

⟩
(4.2.51)

×
[
1 + (−1)k2+αg1+αg3

] [
1 + (−1)k4+αg3+αg5

]
. . .
[
1 + (−1)kN+αgN−1

+αgN+1

]
,

sendo os números αj = 0, 1 dependendo da paridade do auto-estado
∣∣∣g(0)j

⟩
.

Para o caso Θ = 2, nós temos dois casos distintos. Chamamos de inversões consecutivas

àquele onde existe um produto consecutivo de duas matrizes T (1)(λ) entre um produto

de matrizes T (0)(λ) , o que implica em k1 = m − 2, k2 = 2, k3 = N −m. O outro caso

denominamos inversões separadas em que existe duas matrizes T (1)(λ) separadas por um

produto de T (0)(λ). Isto signi�ca que k1 = m1 − 1, k2 = 1, k3 = m2 −m1 − 1, k4 =

1, k5 = N −m2, m2 −m1 ≥ 2, e os demais kj são todos zero.

Com objetivo ilustrativo, nós discutimos o caso de inversões consecutivas e deixamos

o caso de inversões separadas para o Apêndice E.

As inversões consecutivas em (4.2.51) podem ser escritas compactamente como

Zj,1 =
∑
g1,g′2

2
(
Λ(0)

g1

)N−2(
Λ(1)

g2

)2∣∣∣⟨g(0)1

∣∣g(1)2

⟩∣∣∣2, (4.2.52)

onde o linha signi�ca soma sobre metade dos estados escolhidos entre cada par
∣∣g(1)⟩,

Πz
∣∣g(1)⟩. Este caso é semelhante a Θ = 1, exceto por uma troca de sinal devido a k2 = 2

ao invés de k2 = 1.

Dado que para L grande nós temos∣∣∣⟨g(0)max,n=L/2

∣∣g(1)max

⟩∣∣∣ > exp(−δL), ∀δ > 0 ∆ ≤ 1,

L∑
n=0

∣∣⟨g(0)max,n

∣∣g(1)max

⟩∣∣ > exp(−δL), ∀δ > 0 ∆ > 1, (4.2.53)
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como veri�cado para redes �nitas, isto implica que

Fj,1 = lim
L,N→∞

− 1

βLN
ln

(
2

L∑
n=0

(
Λ(0)

max,n

)N−2(
Λ(1)

max

)2∣∣⟨g(0)max,n

∣∣g(1)max

⟩∣∣2) = FPP , (4.2.54)

uma vez que a condição (4.2.53) assegura que o fator de projeção
⟨
g
(0)
max,n

∣∣g(1)max

⟩
não afeta

a energia-livre no limite termodinâmico.

Como um último exemplo da primeira coluna Zj,1, nós gostaríamos de entender o

caso onde temos o máximo de alternância entre T (0)(λ) e T (1)(λ). Neste caso nós temos

k1 = k2 = . . . kn = 1 e kN+1 = 0. Isto é equivalente a j = j0 = 2
3
(2N − 1) para N par.

Portanto, nós temos

Zj0,1 =
∑

g1,g′2,...,gN−1,g
′
N

N
2∏

m=1

Λ(0)
g2m−1

Λ(1)
g2m

⟨
g
(0)
2m−1

∣∣g(1)2m

⟩⟨
g
(1)
2m

∣∣g(0)2m+1

⟩ (
1 + (−1)1+αg2m−1+αg2m+1

)
,

(4.2.55)

sendo αgN+1
= αg1 . As contribuições não nulas são aquelas em que αg1 = 1−αg3 = αg5 =

· · · = 1 − αgN−1
. Isto é possível apenas quando Θ = N

2
é par, de outra forma todos os

termos em Zj0,1 se anulariam. Desta forma, nós temos que

Fj0,1 = lim
L,N→∞

− 1

βNL
ln

L∑
n=0

(
2
(
Λ(0)

max,nΛ
(1)
max

) ∣∣⟨g(0)max,n|g(1)max

⟩∣∣2)N
2
. (4.2.56)

Agora o número de vezes que a projeção
⟨
g
(0)
max,n|g(1)max

⟩
aparece é comparável a N . Todavia,

a hipótese (4.2.53) nos diz que as correções são desprezíveis e que a energia-livre acima

equivale ao caso periódico, Fj0,1 = FPP .

Termo geral

Coletando todos os resultados acima, nós vemos que a função de partição é um produto

dos auto-valores Λ(0)(λ) e Λ(1)(λ) e da projeção dos respectivos auto-estados
⟨
g
(0)
j |g

(1)
k

⟩
elevado a determinadas potências. Como para a �nalidade de calcular a energia-livre

os auto-valores concordam no limite termodinâmico, e a projeção de auto-estados não

contribui no mesmo limite, nós conjecturamos que Fj,k para todos valores ∆ é dado, no

limite termodinâmico, por

Fj,k = −
1

β
lim
L→∞

ln
(
Λ

(0)

max,n=L
2

(λ)
)

L
= FPP , (4.2.57)
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sempre que j, k satis�zerem a regra de seleção.

Isto implica que a energia-livre de todas combinações de periodicidade e anti-periodicidade

são iguais. Sendo assim, a possibilidade de uma dependência efetiva para a entropia do

modelo de seis-vértices em relação às condições de contorno deve residir nas condições

�xas de contorno, o que será discutido na próxima seção.

4.3 Condições �xas de contorno

A situação muda de �gura dramaticamente quando consideramos condições �xas de

contorno. Neste caso, podemos mostrar que as escolhas do contorno fornecem resultados

diferentes para a energia-livre e para entropia no limite termodinâmico. Por conveniência,

nós consideraremos redes quadradas L = N em toda a seção.

4.3.1 Condições de contorno ferroelétrico

O caso mais simples é o que chamamos de condições de contorno ferroelétrico (FE),

veja a Figura 4.2. Este tipo de contorno resulta em apenas uma con�guração acessível,

independentemente do tamanho do sistema

ΩFE = 1, (4.3.1)

Isto é uma consequência direta da regra do gelo e já havia sido notado em [54].
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Figura 4.2: Função de partição ZFE
N para N = 4 do modelo de seis-vértices com condições

de contorno ferroelétrico. Completo congelamento dos graus de liberdade internos.
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Existem quatro possíveis contornos deste tipo associados a cada um dos quatro vértices

ωi for i = 1, . . . , 4 cuja direção das �echas em arestas opostas no contorno são iguais. Nós

podemos obter uma condição de contorno a partir da outra aplicando rotações na rede.

Para todas as quatro condições temos entropia zero (SFE = 0).

4.3.2 Condições de contorno Domain-Wall

A primeira situação não trivial apareceu no contexto do cálculo de produtos escalares

entre estados de Bethe. Este é caso da função de partição com condições de contorno tipo

Domain-Wall (parede de domínio)[85]

ZDWBC
N ({λ}, {µ}) = ⟨⇓|B(λN) · · ·B(λ2)B(λ1) |⇑⟩ . (4.3.2)
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Figura 4.3: Função de partição ZDWBC
N para N = 5 do modelo de seis-vértices com

condições de contorno domain-wall.

A função de partição acima pode ser escrita na forma de determinante [86, 87], que por

sua vez foi bastante útil no entendimento do limite termodinâmico. Os resultados para

energia-livre e para entropia foram surpreendentemente diferentes em comparação com

as condições periódicas de contorno[52, 53]. Estes resultados e sua correção de tamanho

�nito foram rigorosamente provados[88].

A função de partição ZDWBC
N é uma das condições �xas de contorno que pode ser

encontrada dentro da soma que compõe ZAA. Na realidade, existem duas funções de
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partição equivalentes dentro do caso completamente anti-periódico, que são trivialmente

relacionadas por rotação da rede.

A entropia a temperatura in�nita SDWBC = 1
2
ln
(

33

24

)
≈ 0.261624 é menor que o caso

periódico. Desta forma, é natural indagar se existem outras condições de contorno que

resultam em uma entropia diferente do caso periódico.

4.3.3 Descendentes das condições de contorno domain wall

Para abordar a questão sobre existência de outras condições �xas de contorno, nós

investigamos exaustivamente o número de con�gurações de várias condições de contorno.

Embora uma classi�cação completa das condições de contorno em conjuntos de padrão

semelhante esteja fora de cogitação, até o presente momento, nós encontramos alguns

casos interessantes. Surpreendentemente existe uma família de condições de contorno

que possuem exatamente o mesmo número de con�gurações do caso domain-wall. Nós

chamaremos estas de condições de contorno descendentes do domain wall(dDWBC). Na

�gura 4.4, nós damos um exemplo para N = 5.
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Figura 4.4: Função de partição ZdDWBC
N do modelo de seis-vértices com condições de

contorno descendente do domain wall. As variáveis si =↑, ↓ ou →,← carregam uma

orientação de �echa e, atrelado a estas, s̄i carrega a �echa oposta.

Os dDWBC que nós conseguimos classi�car e que persistem para valores arbitrários de

N podem ser tratados com as ferramentas da integrabilidade. Nós utilizamos o ansatz de
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Bethe algébrico para derivar uma relação de recorrência para ZdDWBC
N , estabelecendo uma

relação desta com a função de partição domain-wall usual ZDWBC
N−1 , numa rede menor. Isto

pode ser feito através do mesmo procedimento de [89], embora aqui obtenhamos diferentes

tipos de função de partição ZdDWBC
N e ZDWBC

N−1 . A função de partição ZdDWBC
N (veja Figura

4.4) pode ser escrita como,

ZdDWBC
N ({λ}, {µ}) = (4.3.3)

= ⟨s4 ⇓N−2 s̄3| (TA(λN))s3,s4B(λN−1) · · ·B(λ2)(TA(λ1))s1,s2 |s̄2 ⇑N−2 s1⟩ ,

sendo si =↑, ↓ or →,← e s̄i o seu oposto.

Para ilustrar isso, tomemos s1 = s2 = s4 =↓ , e s3 =↑,

ZN({λ}, {µ}) = ⟨⇓N |B(λN) . . . B(λ2)D(λ1) |⇑N−1↓⟩ . (4.3.4)

Usando o chamado two-site model decomposition, a matriz de monodromia é decomposta

em duas partes

TA(λ) =

 A1(λ) B1(λ)

C1(λ) D1(λ)

 AN−1(λ) BN−1(λ)

CN−1(λ) DN−1(λ)

 , (4.3.5)

e podemos mostrar a seguinte relação

ZN({λ}, {µ}) =
N∑
j=1

rj ⟨⇓N−1|

x
N∏

k=j+1

BN−1(λk)DN−1(λj)

x
j−1∏
k=1

BN−1(λk) |⇑N−1⟩ , (4.3.6)

sendo

r1 = a(λ1 − µ1)
N∏

m=2

b(λm − µ1), r2 =
c(λ1 − µ1)c(λ2 − µ1)

a(λ1 − µ1)b(λ2 − µ1)
r1,

rj =
a(λj−1 − µ1)c(λj − µ1)

c(λj−1 − µ1)b(λj − µ1)
rj−1 j = 3, . . . , N. (4.3.7)

De agora em diante, nesta seção, nós vamos omitir por conveniência os índices N − 1 dos

operadores B(λ) e D(λ), que atuam no espaço
∏N

m=2 Vm. Nós utilizamos a álgebra de

Yang-Baxter (4.1.5) com o propósito de mover os operadores D(λ) para a direita. Para

tanto, utilizamos as propriedades de comutatividade dos operadores B(λ) e a relação

D(λj)

x
j−1∏
m=1

B(λm) =

j∑
k=1

βjk

x
j∏

m=1
m̸=k

B(λm)D(λk), (4.3.8)
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sendo

βjk =


−c(λj − λk)
b(λj − λk)

j∏
i=1
i ̸=k

a(λk − λi)
b(λk − λi)

, k ̸= j,

j−1∏
i=1

a(λj − λi)
b(λj − λi)

, k = j.

(4.3.9)

Como o estado |⇑⟩ é um auto-estado do operador D(λ), resulta a seguinte relação de

recorrência

ZN({λ}, {µ}) =
N∑
k=1

ZDWBC
N−1 ({λ} \ λk, {µ} \ µ1)

[
(b(λk))

N−1

N∑
j=k

rjβjk

]
. (4.3.10)

É possível obter uma expressão concisa para a função de partição em termos de uma

fórmula de determinante. Neste processo, nós substituímos a fórmula de determinante

para a função de partição domain wall [86, 87], que escrevemos na forma

ZDWBC
N ({λ}, {µ}) = fN({λ}, {µ}) det

[
ρ(λi, µj)

]j=1,...,N

i=1,...,N
, (4.3.11)

na relação (4.3.10). Nós �nalmente obtemos

ZN({λ}, {µ}) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ1 ρ(λ1, µ2) ρ(λ1, µ3) . . . ρ(λ1, µN)

δ2 ρ(λ2, µ2) ρ(λ2, µ3) . . . ρ(λ2, µN)
...

...
...

. . .
...

δN ρ(λN , µ2) ρ(λN , µ3) . . . ρ(λN , µN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.3.12)

sendo δk, ρ(λ, µ) e fN({λ}, {µ}) dados por

δk = (−1)1+kfN−1({λ} \ λk, {µ} \ µ1)b
N−1(λk)

N∑
j=k

rjβjk, (4.3.13)

ρ(λ, µ) =
c(λ− µ)

a(λ− µ)b(λ− µ)
, (4.3.14)

fN({λ}, {µ}) =

=

N∏
i,j=1
i<j

(cijcjibiibjj + ciicjjaijaji)(ciicjjbijbji + cijcjiaiiajj)

ρiiρjj(cijcjibiibjj + ciicjjaijaji)− ρijρji(cijcjiaiiajj + ciicjjbijbji)∏N
i=1 (aiibii)

N−2
, (4.3.15)
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e denotamos aij = a(λi − µj), e assim por diante. Note que a nossa forma de representar

a função de partição domain wall, dada pelas expressões (4.3.11), (4.3.14-4.3.15) é válida

para todos os regimes físicos, isto é, para todos valores de ∆ [49].

Tomando o limite homogêneo e fazendo todos os pesos de Boltzmann iguais a um,

nós obtemos como esperado o número de matrizes de sinal alternado [57]. Portanto, este

contorno produz a mesma entropia do domain wall quando a temperatura vai a in�nito

ou, equivalentemente, a entropia residual quando as energias de todos os seis vértices são

iguais.

A inversão de �echas nas arestas dos cantos que de�ne a função de partição (4.3.3)

corresponde fazer as seguintes trocas entre pares de pesos de Boltzmann {ω1, ω5} ou

{ω2, ω6} para o canto superior esquerdo, {ω1, ω6} ou {ω2, ω5} para o canto inferior direito,

{ω3, ω6} ou {ω4, ω5} para o canto superior direito e {ω3, ω5} ou {ω4, ω6} para o canto

inferior esquerdo. Isto signi�ca que, desde que exista uma �echa do contorno entrando e

outra saindo no vértice do canto, podemos inverter a orientação destas �echas sem que

isto prejudique a soma sobre as con�gurações internas admissíveis. Daí resulta uma nova

função de partição com o mesmo número de con�gurações da primeira.

Devemos notar que esta invariância no número de con�gurações pela inversão nas

�echas do canto não está restrita aos contornos do tipo domain wall. Podemos encontrar

esta invariância em qualquer outro contorno que possua �echas no canto contribuindo

com �uxo �isolado� nulo para este vértice.

4.3.4 Fusão das condições de contorno domain wall e ferroelétrico

Uma outra condição de contorno cuja entropia difere do caso periódico pode ser obtida

a partir de uma fusão entre as condições do tipo domain wall e ferroelétrico.

Esta nova condição de contorno é obtida da seguinte forma: Escolha um número n

entre 0 e N . Preenchemos as arestas do canto superior esquerdo como se fosse um domain

wall. As arestas opostas a estas também são preenchidas de acordo com o contorno do

domain wall. As demais setas são preenchidas como um contorno tipo ferroelétrico, veja a

Figura (4.5). Por conta do congelamento parcial da rede, este contorno remete ao cálculo
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Figura 4.5: Fusão dos contornos domain wall e ferroelétrico.

da função de partição de um domain wall de n× n sítios. Portanto a entropia �ca

SrDWBC = lim
N→∞

( n
N

)2
SDWBC . (4.3.16)

Escolhendo uma sequência adequada n(N), podemos obter qualquer valor de entropia tal

que 0 = SFE ≤ S ≤ SDWBC = 1
2
ln(3

3

24
).

4.3.5 Condições de contorno Néel

Para além das condições �xas de contorno já apresentadas, nós procuramos também

pelo contorno que possui o maior número de con�gurações. Olhando para tamanhos

�nitos N ≤ 6, nós veri�camos computacionalmente que as condições de contorno do tipo

Néel, Figura 4.6, é aquela que fornece o maior número de con�gurações, em contraste com

as condições de contorno ferroelétrico, que permite apenas uma con�guração. Devido à

alternância das �echas no contorno, temos maiores oportunidades de inverter as �echas

quando do preenchimento das con�gurações internas. Isto justi�caria o elevado número

de con�gurações comparado a outras condições �xas de contorno[49]. Para N par, este

contorno está contido na soma do caso periódico ΩPP . Para N ímpar, existe um análogo

que também chamamos de Néel e está contido na soma do contorno antiperiódico ΩAA.

Assumindo a veracidade da informação acima, podemos utilizar um argumento seme-

lhante ao apresentado na seção 4.2, a �m de mostrar que a entropia Néel deve ser a mesma
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do caso periódico, pois

ΩNE ≤ Ωfree ≤ 22NΩPP ≤ 24NΩNE, (4.3.17)

de onde segue Sfree = SPP = SNE no limite termodinâmico.

Entretanto, ainda não conseguimos obter o número de con�gurações ΩNE exatamente

como foi possível de ser feito para o domain wall. A integrabilidade do modelo de seis-

vértices, neste caso, não parece fornecer nenhuma pista para o cálculo da entropia ou da

função de partição. Para ilustrar esta a�rmação, consideremos que a função de partição

pode ser escrita no formalismo do método do espalhamento inverso como

ZNE
N ({λ}, {µ}) = ⟨↑↓ . . . ↑↓|D(λN)A(λN−1) · · ·D(λ2)A(λ1) |↑↓ . . . ↑↓⟩ , (4.3.18)

Acontece que os operadores A(λ), D(λ) e A(λ)D(λ) não comutam para os diferentes

parâmetros espectrais. Desta forma, não conseguimos achar uma fórmula simples em

forma de determinante.

Na ausência de resultados analíticos, nós calculamos numericamente o número de

con�gurações para valores de N até 20. Isto nos revela a Figura 4.7 para a entropia

��nita�. A entropia aparenta se comportar como SNE = SPP (1− γ
N
), com γ ∼ 2.

O número exato de con�gurações para uma rede quadrada e sob condições de contorno

do tipo Néel pode ser encontrado no Apêndice F. Todavia, para o cálculo da entropia

residual importa apenas a forma exponencial com que o número de con�gurações cresce.

Na Tabela 4.2 nós fornecemos o número de dígitos do número de con�gurações. É fácil

reconhecer nestes números que as diferenças consecutivas, agrupadas de quatro em quatro,
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N número de dígitos diferença

3 1

4 2 1

5 4 2

6 5 1

7 7 2

8 10 3

9 13 3

10 16 3

11 19 3

12 23 4

13 28 5

14 32 4

15 37 5

16 43 6

17 49 6

18 55 6

19 61 6

20 68 7

Tabela 4.2: Número de dígitos do número de con�gurações para uma rede quadrada de

tamanho N e sob condições de contorno tipo Néel.

formam uma progressão aritmética. Com isto, obtemos a aproximação

S4k+3 ≈
1 +

(∑k
j=1 6j

)
(4k + 3)2

log(10) =
2 + (1 + 6k)k

2(4k + 3)2
log(10),

e tomando o limite termodinâmico encontramos

SNE ≈
3

16
log(10) = 0.431735... ≈ 0.431523... =

3

2
log(

4

3
) = SPBC . (4.3.19)

A aproximação obviamente não resulta no valor exato da entropia, pois que a entropia

Néel não pode exceder a periódica. No entanto, adquirimos grande con�ança de que as

condições de contorno Néel sejam, de fato, maximal.
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Assim como o modelo de seis-vértices com condições de contorno domain wall está

associado ao problema de contagem de matrizes de sinais alternados, todas as condições

�xas de contorno correspondem a um problema semelhante no contexto das matrizes de

sinais alternados generalizadas[49, 90]. Em particular, as condições do tipo Néel (N par)

nos remetem à contagem do seguinte tipo de matrizes: cada entrada não nula da matriz

pode ser +1 ou −1; as linhas ou colunas ímpares, se possuírem qualquer entrada não nula,

então as entradas não nulas devem começar com +1 e terminar com −1 na medida que

preenchemos a linha ou coluna na direção crescente dos índices da matriz; as linhas ou

colunas pares, se elas possuem qualquer entrada não nula, então as entradas não nulas

devem começar com −1 e terminar com +1. Isto deve ser contrastado com o caso das

matrizes de sinais alternadas usual, em que as entradas não nulas devem sempre começar

com +1 e também terminar com +1[91].

4.3.6 Fusão das condições de contorno ferroelétrico e Néel

Uma vez estabelecido que as condições de contorno Néel é maximal, podemos tentar

utilizar a estratégia de fusão de condições de contorno para mostrar que a entropia do

modelo de seis-vértices pode variar ao longo de todo intervalo SFE ≤ S ≤ SPBC . Para

isto, nós escolhemos o canto superior esquerdo com as condições de contorno do tipo Néel,

enquanto o canto inferior direito é do tipo ferroelétrico, Figura 4.8.

Levando em conta os graus de liberdade internos congelados, observa-se que a função

de partição da rede toma a forma de um �L� ao invés da rede retangular. Este tipo de

função de partição já foi investigada na literatura[92], mas com con�gurações diferentes

no contorno.

Por construção, nós temos SNE−FE = SFE = 0 para n = 0, e SNE−FE = SNE = SPBC

para n = N , o que permanece verdadeiro no limite termodinâmico. Argumentamos,

agora, que se incrementarmos n de n0 para n0 + 1, existe apenas uma pequena variação

na entropia, tanto menor quanto maior o tamanho da rede. Para isto, nós apresentamos

a entropia com N = 20 �xo e n variando de 0 a N , Figura 4.9.

Com N da ordem de dezenas, já podemos ver a continuidade aparecendo. A maior

diferença de valores consecutivos de entropia é menor que 0.03 para N = 20. É razoável

admitir que SNE−FE
n+1 −SNE−FE

n = O( 1
N
). Para dar suporte a esta a�rmação, nós também
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contorno é dada por uma fusão das condições do tipo Néel e ferroelétrico. O número n

de�ne a tamanho linear ocupado pela parte Néel.

mostramos a diferença de entropia SNE−FE
n+1 − SNE−FE

n com n = ⌊N
2
⌋ e N variando de 2

a 20, Figura 4.10. Em outras palavras, nós �xamos a proporção e variamos o tamanho

linear da rede. Como podemos ver, esta diferença decai su�cientemente rápido à medida

que aumentamos o tamanho linear N .

Esperamos que estas conjecturas fortemente evidenciadas possam encontrar provas

rigorosas em um futuro próximo.
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Capítulo 5

Conclusão

Nesta tese nós conseguimos estender a formulação de um número �nito de equações in-

tegrais não-lineares para uma generalização de multi-cadeias do modelo t-J super-simétrico

e para um modelo de férmions itinerantes invariante pela super-álgebra osp(1|2). Além

disso, conseguimos estudar o modelo de seis-vértices simétrico sob uma gama de con-

dições de contorno, concluindo pela existência de uma variedade destas que fornecem

propriedades intensivas diferentes do caso periódico.

No que toca a parte das equações integrais, pudemos acessar pelo método da matriz

de transferência quântica um diagrama de fases bastante rico relativo à generalização de

multi-cadeias do modelo t-J[47]. Mostramos que as combinações isolante, metal/ ferro-

magnético, antiferromagnético/ comensurável, incomensurável, segundo a nossa classi�-

cação na tabela 2.1 podem ser corroboradas via análise das funções auxiliares.

O que marca uma transição são as singularidades de van-Hove quando da passagem de

nenhum poço (densidade nula/isolante/ferromagnético) a um poço (metal comensurável/

antiferromagnético comensurável) a dois poços (metal incomensurável/ antiferromagnético

incomensurável). Em particular, nós determinamos exatamente as linhas de transição

envolvendo fases ferromagneticamente ordenadas, pois que do próprio ansatz de Bethe

não existe interação das ondas de carga/buraco (onda de densidade) neste caso. Para este

conjunto de setores, o modelo é solúvel em termos de férmions livres, o que possibilita o

cálculo das funções de correlação, veri�cando toda a in�uência da quebra espontânea de

paridade ao gerar dois períodos de oscilação e, por consequência, a incomensurabilidade.

Um dos principais interesses neste tipo de modelo se deve à conjectura de Anderson[93,
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94] na descrição da supercondutividade de altas-temperaturas. Todavia, faz-se necessário

uma rede bidimensional para esta �nalidade, o que hoje ainda é incipiente no contexto de

modelos exatamente solúveis e/ou integráveis[95]. A cadeia (2.1.6) pode ser vista como bi-

cadeia e por conseguinte um início de interpolação entre uma e duas dimensões. Contudo,

é bem óbvio que nos nossos modelos (2.1.4), a �m de que as interações permaneçam

locais, devemos ter limL→∞
M
L

= 0, pelo que continuam sendo unidimensionais. Por

consequência, todas as transições de fase são essencialmente quânticas, isto é, ocorrem a

T = 0, deixando as possíveis aplicações por conta dos recentes avanços em sistemas de

baixa dimensionalidade[96]. Esperamos que nossos resultados possam encontrar alguma

serventia na explicação de experimentos como estes.

O segundo progresso que �zemos no contexto das equações integrais não-lineares foi o

de prover as funções auxiliares para uma cadeia integrável invariante pela representação

fundamental da super-álgebra osp(1|2)[48]. Fizemos isto tanto com o propósito de calcular

correções de tamanho �nito, como de obter as propriedades termodinâmicas.

A partir da solução numérica das equações integrais, pudemos evidenciar o comporta-

mento conforme frente ambas as correções, temperatura e tamanho �nitos, e a existência

de correções logarítmicas. A correção mais relevante, aquela associada à carga central,

foi obtida analiticamente via truque do di-log, corroborando nossos resultados numéricos

e também aqueles encontrados na literatura[82]. Diferentemente do caso su(2), as cargas

centrais obtidas por correção de tamanho �nito, c, e correção de temperatura �nita, ceff ,

possuem valores distintos embora relacionados pela equação (3.2.31).

Uma particularidade do modelo em questão é possuir auto-valores reais, embora o

Hamiltoniano não seja hermitiano. Em outras palavras, a teoria de campos subjacente é

não unitária. Tem sido justi�cadas possíveis aplicações deste tipo de teoria no contexto

de polímeros e efeito Hall quântico[97, 98, 99, 100, 82].

O nosso progresso no caso particular do osp(1|2) poderá abrir espaço para uma in-

vestigação mais consistente de outras cadeias invariantes pelas super-álgebras osp(n|2m).

Devemos dizer que na busca das funções auxiliares nós de�nimos uma matriz de transfe-

rência que não aparece na hierarquia de fusão do modelo[76]. Este ponto merece maior

investigação, pois que pode signi�car a existência de outra representação até então igno-

rada.
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Para além destes resultados concretos, nós também trabalhamos na formulação de

equações integrais não-lineares para os modelos su(l) invariantes com o objetivo de obter

a sistematização do método. Identi�camos no �uxo de Bäcklund um conjunto de relações

funcionais adequados para a obtenção das funções auxiliares.

Vimos que, enquanto existe concordância de funções auxiliares da derivação original e

daquelas advindas do �uxo de Bäcklund para o su(2), no caso su(3) o mesmo não ocorre.

Além de demonstrarmos serem distintos os conjuntos do su(3), obtivemos dois sistemas

de equações integrais não-lineares.

Dos dois conjuntos de equações integrais que formulamos, o primeiro embora correto

e generalizável para o caso su(l), não é estável, pois que necessita um chute inicial ex-

tremamente acurado para obter a solução correta. Como discorremos no corpo principal

do texto, isto se deve ao fato de que apenas um conjunto de equações de Bethe estar

contemplado no uso das hipóteses de analiticidade.

O segundo conjunto, embora correto e estável, não é generalizável para o caso su(l).

Todavia, constitui interessante observação podermos formular equações integrais não-

lineares em número menor do que havia sido previamente obtido, passando de seis equa-

ções integrais para quatro.

Em suma, a formulação sistemática das equações integrais está em aberto e permanece

como proposta de trabalho futuro.

Na outra frente de nossas pesquisas, nós conjecturamos a �invariância� das propri-

edades intensivas do modelo de seis-vértices simétrico quando da combinação mista de

condições periódicas e anti-periódicas de contorno. Mostramos que, forçosamente, as con-

dições periódicas de contorno fornecem as mesmas propriedades intensivas das condições

livres de contorno.

Olhamos também para as condições �xas de contorno, demonstrando existir uma in�-

nidade destas que resultam em entropia residual distinta do caso periódico. Temos além

dos descendentes do domain-wall e das condições de contorno tipo ferroelétrico, a fusão

entre domain-wall e ferroelétrico, permitindo a obtenção de qualquer valor de entropia no

intervalo [0, SDW ].

Com argumentos advindos do teorema do confronto, mostramos existir um contorno

�xo maximal cuja entropia deveria equivaler ao caso periódico. Nossas investigações
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numéricas mostraram serem estas as condições de contorno do tipo Néel, cuja extrapolação

numérica do número de con�gurações parece corroborar a proposta.

Neste tipo de condições de contorno a integrabilidade parece não ajudar no cálculo

do número de con�gurações, motivo pelo qual não conseguimos estabelecer uma fórmula

fechada. Todavia, assumindo que este seja, de fato, o contorno maximal, conjecturamos

que a partir da fusão ferroelétrico-Néel podemos obter todos os valores de entropia no

intervalo [0, SPBC ]. Basicamente, o argumento utilizado para isso foi uma espécie de

continuidade do valor da entropia sobre a proporção 0 ≤ limN→∞
n(N)
N
≤ 1.

Das nossas investigações numéricas, está mais que evidente que o contorno domain-

wall, o ferroelétrico e outras condições �xas de contorno não constituem exceção, e atenção

deve ser destinada às condições de contorno de certos modelos estatísticos[49, 50]. Além

disso, todas as condições �xas de contorno no modelo de seis-vértices simétrico correspon-

dem à enumeração de algum tipo de matriz de sinais alternados generalizada[90, 49, 50],

de onde ambas as áreas de pesquisa podem tirar proveito.

Em todos os problemas tratados neste trabalho, mesmo no mais simples e mais bem

conhecido como o modelo de seis-vértices, estamos longe de exaurir todo conhecimento

que as técnicas da integrabilidade permitem. Muitas são as questões ainda remanescen-

tes, como a dependência do diagrama de fases com as condições de contorno, o cálculo

das correlações interpolando curtos e longos comprimentos de onda, a sistematização do

conjunto �nito de equações integrais que permitam obter propriedades físicas de modo

e�ciente, propriedades de transporte fora do equilíbrio. E para além destas, teremos

ainda a classi�cação das soluções da equação de Yang-Baxter, formulação sistemática

do ansatz de Bethe, as possíveis generalizações da Yang-Baxter para sistemas de maior

dimensionalidade, entre outras.

Sendo assim, são inúmeras as possibilidades de prosseguimento nesta área da Física-

Matemática.
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Apêndice A

Super-álgebra de Lie

Todos os modelos estudados neste trabalho possuem invariância por super-álgebra de

Lie. Neste apêndice, faremos uma revisão breve e não rigorosa destas álgebras.

Uma super-álgebra é um espaço vetorial V com graduação Z2 em que de�nimos uma

operação produto, digamos · : V × V → V , tal que para todo a, b, c ∈ V e λ ∈ C, temos

(a+ λb) · c = a · c+ λb · c (A.1)

a · b = c ⇒ p(c) = p(a) + p(b) mod2, (A.2)

na última equação se a e b são elementos homogêneos da álgebra, então c é um elemento

homogêneo com a referida paridade. Além disso, se a super-álgebra for associativa, então

a · (b · c) = (a · b) · c. (A.3)

Uma super-álgebra de Lie é uma super-álgebra com produto [, ] não associativo, satis-

fazendo as seguintes propriedades:

[a, b] = −(−1)p(a)p(b)[b, a], (A.4)

[a, [b, c]] = [[a, b], c] + (−1)p(a)p(b)[b, [a, c]], (A.5)

sendo que em (A.4) e (A.5) consideramos a, b e c elementos homogêneos do espaço vetorial

V . Notemos que a partir de uma super-álgebra associativa podemos construir uma super-

álgebra de Lie se de�nirmos o produto não associativo [, ] em termos do produto associativo

· da seguinte forma

[a, b] = a · b− (−1)p(a)p(b)b · a. (A.6)
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Agora consideremos a super-álgebra associativa das super-matrizes M(l/r;C). Ou seja,

estamos assumindo que estas matrizes representam operadores lineares atuando em um

espaço vetorial de dimensão l + r no qual �xamos uma base homogênea em que os l

primeiros elementos da base são pares e os r elementos posteriores são ímpares. O produto

usual de matrizes é associativo. Para que este conjunto constitua uma super-álgebra

associativa, devemos eleger uma base de elementos homogêneos. Escrevendo cada matriz

na forma A B

C D

 (A.7)

sendo A de dimensão l × l, B de dimensão l × r, C de dimensão r × l e D de dimensão

r × r, de�nimos as matrizes pares na formaA 0

0 D

 , (A.8)

e as matrizes ímpares como 0 B

C 0

 . (A.9)

Com esta de�nição podemos veri�car que a condição (A.2) é satisfeita, de modo que

M(l/r;C) é uma super-álgebra associativa. A super-álgebra de Lie correspondente é o

que denotamos por gl(l/r;C). Note que a de�nição de super-matrizes fornecida neste

apêndice concorda com (1.3.6), considerando que os elementos são números complexos e,

portanto, de paridade nula.

Um homomor�smo ϕ : L → L′ de super-álgebras de Lie é um mapeamento de L em

L′ que satisfaz as seguintes propriedades:

ϕ(a+ λb) = ϕ(a) + λϕ(b), (A.10)

p(ϕ(a)) = p(a) a homogêneo, (A.11)

ϕ([a, b]L) = [ϕ(a), ϕ(b)]L′ . (A.12)

Além disso, de�nimos um ideal de uma super-álgebra de Lie como sendo um subespaço v

de V tal que

[v, V ] ∈ v, (A.13)
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em particular v é uma sub-álgebra. Com estas de�nições, podemos ver que o núcleo, kerϕ,

de um homomor�smo ϕ : L → L′ é um ideal de L, pois seja a ∈ L tal que ϕ(a) = 0 e b

um elemento qualquer de L, temos

ϕ([a, b]) = [ϕ(a), ϕ(b)] = [0, ϕ(b)] = 0, (A.14)

além disso, a imagem de ϕ, imϕ, é isomorfa a álgebra L/kerϕ. Isto é, deletamos de L

os elementos que formam kerϕ e também desprezamos os termos de kerϕ produzidos no

cálculo dos colchetes dos elementos remanescentes.

De�nimos o super-traço das matrizes da forma (A.8) por

strM = trA− trD. (A.15)

Com esta de�nição, o super-traço é um homomor�smo da super-álgebra gl(l/r;C) na

super-álgebra abeliana gl(1/0;C), do que resulta, em particular, que o conjunto de ma-

trizes com super-traço nulo é também uma super-álgebra de Lie. Logo

sl(l/r;C) = [M ∈ gl(l/r;C)|strM = 0] (A.16)

também é uma super-álgebra de Lie com o mesmo produto de gl(l/r;C). Seja L0(L1) o

conjunto de todos os elementos pares(ímpares) de L, temos que L0 é gerado por matrizes

da seguinte forma

M =

A 0

0 0

 , com trA = 0, (A.17)

M =

0 0

0 D

 , com trD = 0, (A.18)

M =

Idl 0

0 Id
r

 , (A.19)

de modo que temos l2 + r2 − 1 geradores pares. Não existe restrição nenhuma para

os geradores ímpares, de modo que as matrizes são da forma (A.9), o que fornece 2lr

geradores.

Exemplo sl(2/1;C)
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Temos 4 geradores pares:

B1 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 B2 =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 B3 =


0 0 0

1 0 0

0 0 0

 B4 =


1
2

0 0

0 1
2

0

0 0 1

 , (A.20)
e quatro geradores ímpares

F1 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 F2 =


0 0 0

0 0 0

1 0 0

 F3 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 F4 =


0 0 0

0 0 0

0 1 0

 . (A.21)

A partir da combinação linear destas matrizes, podemos escolher uma base Hermitiana:
1 0 0

0 −1 0

0 0 0




0 1 0

1 0 0

0 0 0




0 −i 0

i 0 0

0 0 0




1
2

0 0

0 1
2

0

0 0 1

 ,


0 0 1

0 0 0

1 0 0




0 0 i

0 0 0

−i 0 0




0 0 0

0 0 1

0 1 0




0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , (A.22)

de modo que se considerarmos o espaço linear gerado por estes com coe�cientes em R,

teremos a super-álgebra su(2|1). Todavia, para os nossos propósitos, esta distinção é

irrelevante e continuaremos a trabalhar com o sl(l/r;C). De posse de uma representação

da álgebra, podemos calcular as constantes de estrutura:

[ai, aj] =
∑
k

Ck
i,jak. (A.23)

Os parênteses não nulos da álgebra sl(2/1;C) são dados por

[B1, B2] = 2B2, [B1, B3] = −2B3, [B2, B3] = B1, [F1, F2] =
1

2
B1 +B4,

[F1, F4] = B2, [F2, F3] = B3, [F3, F4] = −
B1

2
+B4, [B1, Fi] = −(−1)iFi,

[B2, F2] = −F4, [B2, F3] = F1, [B3, F1] = F3, [B3, F4] = −F2, [B4, Fi] = (−1)iFi

2
,

de onde se pode obter as constantes de estrutura.
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Agora, consideremos a supertransposição de matrizes em M(l/r;C) da seguinte forma:

M st =

 At (−1)p(M)Ct

−(−1)p(M)Bt Dt

 , (A.24)

podemos mostrar que a super-transposição satisfaz as seguintes propriedades

str(M st) = strM, (A.25)

(((M st)
st
)
st
)
st

=M, (A.26)

(MN)st = (−1)p(M)p(N)N stM st. (A.27)

Com esta de�nição podemos caracterizar melhor outra sub-álgebra de gl(l/2r;C).

Dado uma matriz K da forma

K =

G 0

0 J

 , G = Idl, J =

 0 Idr

Idr 0

 , (A.28)

o conjunto
[
M ∈ gl(l, r;C)|M stK + (−1)p(M)KM = 0

]
constitui a super-álgebra osp(l, 2r;C).

Para veri�car, basta utilizar as propriedades da super-transposição para mostrar que se

M e N pertencem a osp(l, 2r;C), então [M,N ] também pertence.

Os geradores pares desta álgebra são tais que At + A = 0, isto é l(l−1)
2

geradores do

tipo so(l), e DtJ + JD = 0, ou seja r(2r + 1) geradores do tipo sp(2r). Os geradores

ímpares são tais que Bt = JC, o que fornece um total de 2lr geradores.

Exemplo: osp(1, 2;C)

Não temos geradores pares do tipo so(l), mas temos três geradores pares do tipo sp(2):

B1 =


0 0 0

0 1 0

0 0 −1

 B2 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 B3 =


0 0 0

0 0 0

0 1 0

 (A.29)

Além disso temos dois geradores ímpar

F1 =


0 0 1

−1 0 0

0 0 0

 F2 =


0 1 0

0 0 0

1 0 0

 (A.30)

De modo que os parênteses não nulos desta álgebra são

[B1, B2] = 2B2, [B1, B3] = −2B3, [B2, B3] = B1,
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[F1, F1] = −2B2, [F1, F2] = −B1, [F2, F2] = 2B3,

[B1, F1] = F1, [B1, F2] = −F2, [B2, F2] = −F1, [B3, F1] = −F2.

Chamamos a atenção do leitor para as diferenças em relação ao corpo central do texto

devido à diferente escolha da gradução do espaço.

Finalmente, em correspondência com equação (1.2.29), se L é uma solução invariante

pela super-álgebra de Lie, então para cada gerador g, temos[
R(λ),Γ(g)

s
⊗ Id+ Id

s
⊗ Γ(g)

]
, (A.31)

sendo Γ(g) uma representação da álgebra.
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Apêndice B

Diferença qualitativa das funções

auxiliares para as diferentes fases

Neste apêndice nós gostaríamos de apresentar o aspecto qualitativo das funções auxi-

liares ln b(x)
β

e ln c(x)
β

para cada fase.

Resolvendo a equação (2.1.20) para dados T , H e n(µ, T,H) fornece as funções au-

xiliares ln b(x)
β

, ln b̄(x)
β

e ln c(x)
β

. No limite β → ∞, onde ocorrem as transições de fase

quântica, estas funções devem mostrar comportamentos qualitativamente diferentes para

fases diferentes, re�etindo a falha de analiticidade das propriedades termodinâmicas sob

as linhas críticas. Portanto, as funções auxiliares podem ser usadas para corroborar nossa

classi�cação das fases, como na tabela 2.1.

A apresentação das funções auxiliares pode ser simpli�cada notando que, para H ≥

0, podemos omitir b̄(x). Isto porque as funções b(x) e b̄(x) são complexo conjugada

uma da outra, enquanto para H > 0, b̄(x) se anula no limite β → ∞. Além disso, as

partes imaginárias de ln b(x)
β

e ln c(x)
β

se revelaram bem pequenas. Portanto, nós vamos nos

restringir a estudar a parte real das funções ln b(x)
β

e ln c(x)
β

.

Nas Figuras de B.1 a B.8 nós apresentamos as funções auxiliares para pontos típicos

de cada fase nas Figuras 2.4 e 2.5. Para melhor observar as mudanças qualitativas, nós

realçamos o eixo y = 0 (o eixo vertical y representa as funções auxiliares ln b
β

e ln c
β
). Esta

linha separa os �níveis ocupados� daqueles não ocupados. Aqui devemos olhar para ln b(x)
β

( ln c(x)
β

) como representando os possíveis cenários para os mares de Dirac (invertidos). Por

exemplo, a transição da fase I para a fase II no diagrama 2.4 a) é assinalado por uma
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Figura B.1: Fase I: Fase metálica comensurável antiferromagnética comensurável: ln b
β

possui um mar de Dirac e ln c
β

possui um mar de Dirac invertido. a) H = 0, θ = 0.2, n =

0.2, b) H = 0, θ = 5, n = 0.2, c) H = 0.25, θ = 2, n = 0.3 d) H = 3, θ = 0.2, n = 0.8.

mudança de um mar de Dirac invertido (Figura B.1) para dois mares de Dirac invertidos

(Figura B.2) na função ln c(x)
β

e, por conseguinte, aumentando o número de excitações sem

gap. Este tipo de discussão já apareceu anteriormente em termos das chamadas �dressed

energy functions� em uma outra generalização do modelo t-J[75]. Portanto, nós podemos

identi�car a transição de um ordenamento metálico comensurável para um ordenamento

metálico incomensurável. Do mesmo modo, uma análise semelhante pode ser executada

para cada linha de transição comparando o comportamento das funções auxiliares exibidas

nas Figuras de B.1 a B.8, na medida que nos movemos de uma fase para outra.
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Figura B.2: Fase II: Fase metálica incomensurável antiferromagnética comensurável; ln b
β

possui um mar de Dirac e ln c
β

possui dois mares de Dirac invertidos. a) H = 0, θ = 5, n =

0.8, b) H = 0.25, θ = 2, n = 0.6.

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

-20 -10  0  10  20

y

x

a)

log(b)
log(c)

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

-20 -10  0  10  20

y

x

c)

log(b)
log(c)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

-20 -10  0  10  20

y

x

b)

log(b)
log(c)

Figura B.3: Fase III: Fase isolante antiferromagnética comensurável; ln b
β

possui um mar

de Dirac e ln c
β

apenas toca a linha y = 0 por baixo. a) H = 0, θ = 5, n → 1, b)

H = 3, θ = 0.2, n→ 1 c) H = 0.25, θ = 0.2, n→ 1.
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Figura B.4: a) Fase IV: Fase metálica comensurável antiferromagnética incomensurável;

ln b
β

possui dois mares de Dirac e ln c
β

possui um mar de Dirac invertido; H = 0.25, θ =

5, n = 0.25. b) Fase V: Fase metálica incomensurável antiferromagnética incomensurável;

ln b
β

possui dois mares de Dirac e ln c
β

possui dois mares de Dirac invertidos; H = 0.25, θ =

5, n = 0.6. c) Fase VI: Fase isolante antiferromagnética incomensurável: ln b
β

possui dois

mares de Dirac invertidos e ln c
β

apenas toca a linha y = 0 por baixo; H = 0.25, θ =

5, n→ 1.
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Figura B.5: Fase VII: Fase metálica comensurável ferromagnética: ln b
β

possui um mar de

Dirac e ln c
β

está completamente acima da linha y = 0; a) H = 0.25, θ = 0.2, n = 0.1, b)

H = 3, θ = 0.2, n = 0.2, c) H = 3, θ = 5, n = 0.075 d) H = 4.5, θ = 0.2, n = 0.2.
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Figura B.6: Fase VIII: Fase metálica incomensurável ferromagnética: ln b
β

possui dois mares

de Dirac e ln c
β

está completamente acima da linha y = 0. a) H = 0.25, θ = 5, n = 0.25,

b) H = 3, θ = 5, n = 0.2, c) H = 4.5, θ = 5, n = 0.2.

126



 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

-20 -10  0  10  20

y

x

a)

log(b)
log(c)

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

-20 -10  0  10  20

y

x

b)

log(b)
log(c)

Figura B.7: Fase IX: Fase isolante ferromagnética: ln b
β

apenas toca a linha y = 0 por

cima e ln c
β

está completamente abaixo da linha y = 0; a) H = 3, θ = 5, n → 1, b)

H = 4.5, θ = 0.2, n→ 1.
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Figura B.8: Fase X: Fase de densidade nula n = 0; ln b
β

toca a linha y = 0 por baixo

quando x→ ±∞ enquanto ln c
β

está completamente acima: a) H = 0, θ = 0.2, n→ 0, b)

H = 0.25, θ = 5, n→ 0, c) H = 3, θ = 5, n→ 0 d) H = 4.5, θ = 0.2, n→ 0.
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Apêndice C

Formulação alternativa das equações

integrais para correções de tamanho

�nito no osp(1|2)

Neste apêndice nós derivamos o conjunto �padrão� de equações integrais não-lineares[42,

45] para correções de tamanho �nito para o modelo osp(1|2). Nós evitamos tal formula-

ção no corpo central do texto porque ela nos leva a um tratamento não uniforme quando

consideramos a variação do parâmetro de torção η. Para 0 ≤ η < π
3
temos o regime onde o

maior auto-valor Λ̃(x) possui dois zeros dentro da faixa de analiticidade, isto é, uma faixa

que contém pelo menos a região |ℑz| < 1 do plano complexo. Para π
3
< η ≤ π o maior

auto-valor Λ̃(x) não possui nenhum zero dentro da faixa de analiticidade, de modo que

este regime deve ser tratado de forma bem semelhante ao caso da matriz de transferência

quântica. Devemos notar, todavia, que estas diferenças qualitativa não se re�etem no

auto-valor S(x) associado ao maior auto-valor. Nós de�nimos as funções auxiliares

b(x) =
λ3(x+

i
4
− iϵ)

λ1(x+
i
4
− iϵ) + λ2(x+

i
4
− iϵ)

, B(x) = 1 + b(x),

b̄(x) =
λ1(x− i

4
+ iϵ)

λ2(x− i
4
+ iϵ) + λ3(x− i

4
+ iϵ)

, B̄(x) = 1 + b̄(x), (C.1)

sendo

Λ̃(x) = λ1(x) + λ2(x) + λ3(x), (C.2)
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e

(−1)Lλ1(x) = −e−iηϕ(x+
i

4
)ϕ(x+

3i

4
)
Q(x− 5i

4
)

Q(x− i
4
)
,

(−1)Lλ2(x) = ϕ(x− 3i

4
)ϕ(x+

3i

4
)
Q(x− 3i

4
)Q(x+ 3i

4
)

Q(x− i
4
)Q(x+ i

4
)
,

(−1)Lλ3(x) = −eiηϕ(x−
i

4
)ϕ(x− 3i

4
)
Q(x+ 5i

4
)

Q(x+ i
4
)
. (C.3)

Nas de�nições (C.1) e (C.3) o parâmetro ϵ entra como um regularizador do modo a evitar

singularidades devido às funções ϕ quando calculadas as transformadas de Fourier das

derivadas logarítmicas. Para proceder, nós precisamos de propriedades de fatorização,

das quais podemos escrever as funções auxiliares numa forma produto. De fato, temos

λ1(x) + λ2(x) = (−1)Le−i η
2
ϕ(x+ 3i

4
)S(x− i

4
)

Q(x+ i
4
)

= −(λ2(x̄) + λ3(x̄)), (C.4)

e portanto encontramos

b(x) = −e
3ηi
2
ϕ(x− iϵ)ϕ(x− i

2
− iϵ)Q(x+ 3i

2
− iϵ)

ϕ(x+ i− iϵ)S(x− iϵ)
,

b̄(x) = −e−
3ηi
2
ϕ(x+ iϵ)ϕ(x+ i

2
+ iϵ)Q(x− 3i

2
+ iϵ)

ϕ(x− i + iϵ)S(x+ iϵ)
,

B(x) = (−1)Le
iη
2
Q(x+ i

2
− iϵ)Λ̃(x+ i

4
− iϵ)

ϕ(x+ i− iϵ)S(x− iϵ)
,

B̄(x) = (−1)Le−
iη
2
Q(x− i

2
+ iϵ)Λ̃(x− i

4
+ iϵ)

ϕ(x− i + iϵ)S(x+ iϵ)
. (C.5)

Estas equações, por si só, não são fechadas. Aqui o sistema-Y (3.2.13) se faz necessário.

Notemos a seguinte relação quando ϵ = 0

yc(x+
i

4
)yc(x−

i

4
) =

b(x)b̄(x)

B(x)B̄(x)
, (C.6)

que por meio de uma conjugação partícula-buraco em todas as funções se torna a expressão

usual y(x+ i
4
)y(x− i

4
) = Bc(x)B̄c(x).

Agora nós devemos discriminar entre os dois regimes. Podemos aplicar o procedimento

descrito no corpo principal do texto, sem modi�cação nenhuma para o caso π
3
< η ≤ π.

Encontramos o seguinte conjunto de equações integrais
log b(x)

log b̄(x)

log yc(x)

 = −


F1 F2 F3

F̄2 F1 F̄3

F̄3 F3 F4

 ∗

logB(x)

log B̄(x)

log Yc(x)

+ i


LD(x+ i

2
)− π + η

LD(x− i
2
) + π − η

L(D(x+ i
4
)−D(x− i

4
))

 , (C.7)
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sendo que D(x) denota o mesmo driving-term como no texto principal e o kernel é exa-

tamente o mesmo que aquele para matriz de transferência quântica. A expressão do

auto-valor se torna

log
Λ̃(x)

ϕ(x− 3i
4
)ϕ(x− i

4
)
= D′ ∗

(
logB(x+

i

4
) + log B̄(x− i

4
) + log Yc(x)

)
− iLE(x− 3i

4
)− πiMod(L, 2). (C.8)

sendo E(x) =
∫ x

−∞ e(v)dv, veja a equação (2.2.10).

Para 0 ≤ η < π
3
nós não conseguimos obter equações integrais numericamente sa-

tisfatórias devido à aparição de zeros dentro da faixa de analiticidade. Para evitar este

problema, nós escolhemos trabalhar com um conjunto menor de funções auxiliares com

prejuízo de se obter a expressão para o auto-valor de forma mais implícita.
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Apêndice D

Ansatz de Bethe para o maior

auto-valor do setorn = L
2 no regime

ferroelétrico

Para mostrar que o maior auto-valor dos diferentes setores de spin-z produzem a mesma

energia-livre no limite termodinâmico, nós analisamos a solução das equações do ansatz

de Bethe (4.2.32). Podemos assumir, sem perda de generalidade, a > b + c na fase

ferroelétrica. Uma possível parametrização para ∆ > 1 é

a(λ) = ϱ sinh(λ+ γ),

b(λ) = ϱ sinh(λ), ⇒ ∆ = cosh(γ), (D.1)

c(λ) = ϱ sinh(γ),

sendo ϱ um fator de escala e γ o parâmetro de anisotropia.

Nós substituímos os pesos de Boltzmann nas equações de Bethe (4.2.32) e na respectiva

expressão do auto-valor, onde também executamos as translações λ → λ − γ/2 e λi →

λi − γ/2 por conveniência. Dados a, b, c na região a > b+ c, sempre podemos encontrar

os valores correspondentes de γ, ϱ, λ. Nós checamos a solução via ansatz de Bethe com a

diagonalização exata no setor n = L/2 para identi�car a estrutura de raízes associada ao

maior auto-valor neste setor. Fizemos isto para 2 ≤ L ≤ 10. Listamos as raízes de Bethe

na Tabela D.1, onde escolhemos a = 2.1 , b = 0.7, c = 0.62. Esta escolha para os pesos

de Boltzmann corresponde a γ ≈ 0.93881. Ainda, a estrutura de raízes parece um n ≤ L
2
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L Λ(0) Bethe roots

2 3.3244 λ1 = 0.− 1.5708i

4 7.15616
λ1 = 0.755792− 1.5708i

λ2 = −0.755792 + 1.5708i

6 18.9897

λ1 = 1.24738− 1.5708i

λ2 = 0.− 1.5708i

λ3 = −1.24738− 1.5708i

8 59.0169

λ1 = 1.67202− 1.5708i

λ2 = 0.513821− 1.5708i

λ3 = −0.513821− 1.5708i

λ4 = −1.67202− 1.5708i

10 214.268

λ1 = 2.11256− 1.5708i

λ2 = 0.998365− 1.5708i

λ3 = 0.− 1.5708i

λ4 = −0.998365− 1.5708i

λ5 = −2.11256− 1.5708i

Tabela D.1: Raízes de Bethe para a = 2.1 , b = 0.7, c = 0.62.

string centrada em −iπ/2 e distribuída ao longo de um eixo paralelo ao eixo real[27, 28].

De fato, a solução das equações de Bethe para L = 26 possui desvios bem pequenos

deste padrão L/2-string, veja Figura D.1.

Assumindo que a string exata é dada por

λj = −i
π

2
+ γ

(
L/2− 1

2
− (j − 1)

)
, j = 1, . . . , L/2, (D.2)
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Figura D.1: Distribuição de raízes de Bethe para o maior auto-valor no setor L/2 com

L = 26. Existe um pequeno desvio do padrão L/2-string

Obtemos que uma aproximação razoável para Λ
(0)
n=L/2 com L grande como segue

Λ
(0)
max,n=L/2(λ)

ϱL
≈ sinhL(λ+ γ/2)

L/4−1/2∏
q=−L/4+1/2

cosh(λ+ qγ − γ)
cosh(λ+ qγ)

+ sinhL(λ− γ/2)
L/4−1/2∏

q=−L/4+1/2

cosh(λ+ qγ + γ)

cosh(λ+ qγ)
, (D.3)

= sinhL(λ+ γ/2)
cosh(γ(L/4− 1/2)γ − λ)
cosh(γ(L/4− 1/2) + λ)

+ sinhL(λ− γ/2)cosh(γ(L/4− 1/2) + γ + λ)

cosh(γ(L/4− 1/2)− λ)
, (D.4)

≈ sinhL(λ+ γ/2)eγ−2λ + sinhL(λ− γ/2)eγ+2λ. (D.5)

Tomando o limite termodinâmico encontramos

e−βFPA = lim
L→∞

(
Λ

(0)
max,n=L/2(λ)

) 1
L
= a(λ). (D.6)

Esta é a exatamente a energia-livre do modelo de seis-vértices com condições periódicas

de contorno no regime ferroelétrico tal que a > b[8].
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Apêndice E

Inversões separadas

No caso de inversões separadas nós temos

Zj,1 =
∑

g1,g′2,g3,g
′
4

(
Λ(0)

g1

)N−m2+m1−1(
Λ(1)

g2

)(
Λ(0)

g3

)m2−m1−1(
Λ(1)

g4

)
×

×
⟨
g
(0)
1

∣∣g(1)2

⟩⟨
g
(1)
2

∣∣g(0)3

⟩⟨
g
(0)
3

∣∣g(1)4

⟩⟨
g
(1)
4

∣∣g(0)1

⟩ [
1 + (−1)1+αg1+αg3

]2
, (D.1)

portanto αg1 e αg3 devem ser diferentes para contribuições não nulas. Ainda, na soma

acima, nós devemos restringir {g1, g3} a sequências onde αg1 = 1− αg3 .

Para L ímpar, os setores n e L − n possuem paridades diferentes. Além disso, como

podemos ver das relações (4.2.14) e (4.2.16), para cada auto-vetor |g⟩ no setor n nós temos

outro auto-vetor Πx |g⟩ no setor L− n com o mesmo auto-valor. Portanto, para L ímpar

temos

Fj,1 = lim
L,N→∞

− 1

βNL
ln

(
4

L∑
n=0

(
Λ(0)

max,n

)N−2(
Λ(1)

max

)2∣∣⟨g(0)max,n

∣∣g(1)max

⟩∣∣4) = FPP . (D.2)

assumindo (4.2.53).

Para L par, os setores n e L−n possuem a mesma paridade. Neste caso, uma possível

aproximação é reter o máximo auto-vetor no setor n para g1 e usar o maior auto-vetor

nos setores n± 1 e L− n± 1 para g3. Portanto, encontramos

Fj,1 = − lim
L,N→∞

1

βNL
ln

(
8

L∑
n=0

[ ∑
|m−n|=1

(
Λ(0)

max,n

)N−m2+m1−1(
Λ(0)

max,m

)m2−m1−1

×
(
Λ(1)

max

)2 ∣∣⟨g(0)max,n

∣∣g(1)max

⟩ ⟨
g(0)max,m

∣∣g(1)max

⟩∣∣2]) = FPP , (D.3)
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sendo que utilizamos a hipótese (4.2.53) e também o seguinte:

lim
L→∞

(
Λ(0)

max,n

) 1
L = lim

L→∞

(
Λ

(0)
max,n±1

) 1
L
. (D.4)
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Apêndice F

Con�gurações Néel

Neste apêndice nós exibimos o número de con�gurações do modelos de seis-vértices

sob condições de contorno tipo Néel. O número de con�gurações foi calculado para redes

quadradas com N variando de 1 a 20.

N Con�gurações

1 1

2 2

3 7

4 64

5 1322

6 64914

7 7474305

8 2033739170

9 1305583070738

10 1981880443295788

11 7111657020627320662

12 60382974032926242142168

13 1213039653244899907872180826

14 57687270950680153355854587442676

15 6494209210696211480439308528411663853



16 1731204438495421321106461120147832169010790

17 1092829001103470428650265862752651675963745966742

18 1633892840599915791908254127642749411000513938128114064

19 5785898354977820698935460290451680551971080689572072829375890

20 48534629904275880189653389798729712740901732087151544103619504415896

Tabela F.1: Número de con�gurações para as condições de contorno do tipo Néel.
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