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Resumo

Ao longo das ultimas décadas, diversos métodos de aprendizado de maquina vém sendo
propostos com o intuito de classificar dados. Entre os modelos candidatos, procura-se
selecionar um que se ajuste bem aos dados de treinamento, criando uma hipétese que
faca boas predi¢oes em amostras nao analisadas anteriormente. Um dos maiores desafios é
selecionar um modelo, cuja hipotese nao seja sobre-ajustada aos dados conhecidos, sendo
genérica o suficiente para boas predi¢oes futuras. Neste trabalho, é apresentado um método
de classificacao baseado no principio da descricao mais simples que efetua uma troca
benéfica entre a complexidade do modelo e o ajuste aos dados. O método proposto é
multiclasse, incremental e pode ser usado em dados com atributos categdricos, numéricos e
continuos. Experimentos conduzidos em bases reais de diversas caracteristicas mostraram
que o método proposto é estatisticamente equivalente a métodos classicos na literatura
para o cenario offline e superior a alguns métodos no cenario de aprendizado incremental.
Além disso, o método mostrou-se robusto ao sobre-ajustamento e a normalizacdo dos
dados, apresentando caracteristicas benéficas para um método de classificacao que pode

ser aplicado nos dias atuais.

Palavras-chaves: Principio da descrigdo mais simples. Mistura Gaussiana. Classificagao.

Aprendizado de maquina.






Abstract

For the last decades, many Machine Learning methods have been proposed aiming catego-
rizing data. Given many tentative models, those methods try to find the one that fits the
dataset by building a hypothesis that predicts unseen samples reasonably well. One of the
main concerns in that regard is selecting a model that performs well in unseen samples not
overfitting on the known data. In this work, we introduce a classification method based
on the minimum description length principle, which naturally offers a tradeoff between
model complexity and data fit. The proposed method is multiclass, online and is generic in
the regard of data representation. The experiments conducted in real datasets with many
different characteristics, have shown that the proposed method is statiscally equivalent to
the other classical baseline methods in the literature in the offline scenario and it performed
better than some when tested in an online scenario. Moreover, the method has proven
to be robust to overfitting and data normalization which poses great features a classifier

must have in order to deal with large, complex and real-world classification problems.

Key-words: Minimum Description Length Principle. Gaussan Mixture. Classifiers. Ma-

chine Learning.
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Prefacio

A categorizacao automaéatica de dados por meio de métodos de classificacdo tem
sido alvo de grande interesse nas tltimas décadas. Por tal motivo, diversos métodos foram
propostos em um curto periodo de tempo. Dentre estes métodos, destacam-se aqueles que,
por terem sido utilizados com sucesso, sao tidos como tradicionais; a saber: Naive Bayes —
NB (DUDA; HART, 1973), maquinas de vetores de suporte — SVM (CORTES; VAPNIK,
1995) — SVM, e redes neurais artificiais (ROSENBLATT, 1958).

Os métodos de classificacao baseiam-se na selecdo de um modelo, dada uma hipétese,
que tem como objetivo ajustar-se a um conjunto de dados para que possa computar uma
saida (classe) para uma amostra nunca observada. Além disso, é desejavel que o modelo
escolhido tenha uma alta capacidade de generalizacao, isto €, seja capaz de produzir
uma saida considerada adequada e consistente a solucao do problema, tanto para as
amostras utilizadas no conjunto de dados de treinamento, quanto para amostras ainda

nao observadas.

Dado o grande ntimero de possiveis modelos que podem descrever o conjunto de
dados de treinamento, os métodos utilizam critérios de sele¢ao distintos (e.g., probabilidade,
otimizagao, distancia) para tentar selecionar o melhor modelo possivel. William Occam,
filosofo e frade inglés, cunhou o conceito conhecido como Navalha de Occam, o qual
dita que “entidades nao devem ser multiplicadas além do necessario” — uma critica a
filosofia escolédstica que tratava a realidade com teorias muito complexas. No contexto
de aprendizado de maquina, a Navalha de Occam ¢ utilizada para que na escolha de um
modelo, na presenca de multiplas opg¢oes que descrevem o mesmo problema, aquele que
comprime mais os dados deve ser selecionado (DOMINGOS, 1999).

Rissanen (1978) definiu o Principio da Descrigdo mais Simples (Minimum Descrip-
tion Length — MDL), enraizando-se nas ideias da complexidade de Komolgorov (KOL-
MOGOROV, 1963) e formalizando a Navalha de Occam para o problema de selegao de
modelos. Tal principio define que o modelo que melhor se adapta aos dados e possui
tamanho de descricao menos complexo, deve ser selecionado. Deste modo, o MDL elege
modelos que preservam um equilibrio favoravel entre a capacidade de descrever os dados
de treinamento e a complexidade do mesmo. Esta caracteristica evita naturalmente o
sobreajuste (overfitting) e, portanto, é favoravel para um método de classificagdo. Nos
dias atuais, é desejavel que métodos de classficacao se adaptem bem a mudancas e sejam
aptos a escalarem bem os dados. Métodos tradicionais, no geral, falham em um ou nesses
dois quesitos, sendo muito restritos as bases treinadas, e podendo ter seu desempenho

prejudicado a longo prazo. Deste modo, a teoria do MDL apresenta a vantagem de ser



2 Prefdcio

naturalmente incremental e escalavel, além de ser relativamente simples de se implementar.

Objetivos

Esta dissertacao de mestrado oferece um método de classificagao genérico, multi-
nomial e incremental baseado no Principio da Descricao mais Simples. O método é uma
extensao do método MDLText proposto por Silva, Almeida e Yamakami (2016a) para classifi-
cacao de textos. O método é multiclasse e naturalmente robusto em relagdo a normalizacao
e ao sobreajuste dos dados. Ele foi testado com bases piblicas conhecidas do repositério
da UCI (LICHMAN;, 2013) e comparado com métodos considerados estado-da-arte em

classificagao.

Em resumo, esta dissertacao procura responder as seguintes questoes de pesquisa:

1. E possivel estimar de maneira incremental uma funcéo de distribuicdo de probabili-

dade de um atributo continuo, para assim evitar discretizagao offline?

2. Como podemos adaptar o método apresentado em Almeida (2010) e Silva, Almeida
e Yamakami (2016a), Silva, Almeida e Yamakami (2016b) para que seja capaz de

processar amostras representadas também por atributos continuos?

Organizacao

Este manuscrito foi estruturado da seguinte maneira:

e No Capitulo 1, sdo apresentados os conceitos e bases tedricas do MDL e Teoria da
Informacao. Neste capitulo, discute-se também relagoes entre a Teoria da Informacao

e Estatistica que criam a ponte entre o método proposto e o principido do MDL.

e No Capitulo 2, é apresentada uma revisao da literatura explorando os diversos
campos nos quais o MDL foi utilizado com sucesso e a forma no qual sua esséncia

foi aplicada na solu¢ao dos problemas.

e No Capitulo 3, é apresentado o método proposto. Este capitulo é subdivido de
maneira a construir o método a partir das pequenas partes que o compoe, apontando
suas origens na Teoria da Informacao e Estatistica, até o método final de forma mais

ampla.

e No Capitulo 4, sao apresentadas as configuracoes utilizadas para a avaliagao e

comparacao do método proposto.

e Finalmente, sdo apresentadas as conclusoes e direcionamentos para trabalhos futuros.



1 O Principio da Descricao Mais Simples

Rissanen (RISSANEN, 1978; RISSANEN;, 1983), inspirado no conceito da Navalha
de Occam, formalizou o principio da descrigio mais simples (do inglés, Minimum Des-
cription Length — MDL), o qual dita que no problema de selegdo de modelos, aquele que
possuir menor tamanho de descri¢ao deve ser priorizado. Este principio, oriundo da Teoria
da Informagao, delineia que quanto mais se sabe sobre os dados, maior sera a regularidade
descoberta e, portanto, mais pode-se comprimi-los (GRUNWALD, 2005).

O MDL possui raizes na complexidade de Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1963),
definida como o menor tamanho de um programa que imprime uma dada sequéncia
e finaliza. Portanto, quanto menor a complexidade de Kolmogorov mais conhecimento
ha sobre a sequéncia sendo codificada. Deste modo, é possivel codificar tal sequéncia
mais efetivamente, e este programa deve ser selecionado para representéa-la (BARRON;
RISSANEN; YU, 1998). Para exemplificar, considere as sequéncias bindrias mostradas na

Figura 1.

1. 110110110110110110110110110110 ... 110110110110110110110110110110

2. 111010101001010100010111101001 ... 101001010100101000101101110010

Figura 1 — Sequéncias bindrias originais antes de uma codificagdo (GRUNWALD, 2000).

E possivel perceber um certo padrao na sequéncia 1, onde 110 se repete por n
vezes, enquanto a sequéncia 2 aparenta ser totalmente aleatoria. Pode-se, entao, eleger uma
linguagem de programacao como Ruby, para representar a sequéncia 1, como mostrado
na Figura 2. Nesta representacao, é possivel notar que houve uma redugao do tamanho
da sequéncia. A sequéncia 2, no entanto, s6 pode ser representada por um programa que
a imprima e termine (GRUNWALD, 2005); logo, representé-la através de um programa
aumentaria sua descrigdo. A inclusdo dos conceitos tanto da Navalha de Occam quanto
da complexidade de Kolmogorov, provéem ao Principio da Descricdo mais Simples um
equilibrio benéfico entre a selecao da complexidade do modelo e seu ajuste aos dados, o
que evita, portanto, um modelo complexo (GRUNWALD, 2000).

(1..n).each{|x| print ‘110’}; exit!

Figura 2 — Programa em Ruby que imprime a sequéncia binaria 1 apresentada na Figura 1.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: a Se¢ao 1.1 apresenta a termi-
nologia e definigoes utilizadas. Na Se¢ao 1.2, conceitos de codificacao sao introduzidos e
posteriormente explorados na Secao 1.3 que interrelaciona conceitos de probabilidade e

Teoria da Informacao. Finalmente, a Secao 1.4, aborda uma extensao do MDL.
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1.1 Terminologia e Definicoes

Ao decorrer deste capitulo, alguns simbolos e defini¢oes serao utilizados para a
derivacao do MDL. Esta secao, define-os e introduz conceitos que permitem uma abordagem

mais concisa.

Seja X um alfabeto finito de simbolos. X™ o conjunto de todas as sequéncias
finitas de n simbolos. A notacao =™ é adotada para representar uma sequéncia de simbolos
(x1,T9,...,x,), onde cada x; € X. X™ é um conjunto de sequéncias de n simbolos; onde
ficar claro pelo contexto em que é utilizado, se usara X ao invés de X". Uma fonte de
probabilidade P é uma sequéncia PN, P®) . em X' X2 ... tal que P™ ¢ igual a
probabilidade marginal de P™*1); onde ficar claro pelo contexto em que é utilizado, se
usaréd P ao invés P (x), com € X™. Seja P uma distribuicao de probabilidade definida
em X, P(z) é chamada de probabilidade de z. Se Y-, P(x) < 1, P ¢é dita imperfeita. Se
os dados sao independentemente e identicamente distribuidos, entdao, dada uma fonte P,

para cada n,z"™ € X", segue que P(z") = [1; P(x;).

No MDL, procura-se por uma codificagao C' de um conjunto de dados (simbolos,
em uma analogia matematica) D que consiga descrevé-lo de maneira tinica da menor forma
possivel. Isto é, procura-se por um C na qual Lo (D) seja a menor possivel, sendo Lo uma
funcao que descreve o tamanho dos dados codificados com o auxilio de C'. No contexto
desta pesquisa, dentre todas as codifica¢oes possiveis em C : X — N, sao utilizadas aquelas
em que C : X = U,>1{0,1}", ou seja, aquelas descritas na base binaria, usando, portanto,
o bit como medida de informagao. Com tal medida de informacao, log é utilizado para

respresentar o logaritmo de base 2.

1.2 Codificacoes

Uma codificagdao ¢ uma funcao que mapeia um conjunto de dados em outro conjunto,
usualmente em outro dominio de forma mais compacta (para uma definicdo de compacto).
Nao é dificil notar que o nimero méaximo de sequéncias que podem ser codificadas com n
bits é 2™. Apesar de ser interessante conhecer limiares maximos, saber os limitantes de uma
codificagado é uma informacao mais relevante: o maior nimero de sequéncias que podem

ser codificadas com até n bits é dado por 37, 28 < 2"F1. Segue desta observacao que a

razao entre sequéncias que podem ser reduzidas por até k bits é definida por 2;;k =27k
Fica claro que apenas um nimero pequeno de simbolos pode, portanto, ser reduzido
a uma codificacao de tamanho razoavelmente pequeno. Note que é possivel estabelecer
uma relacao entre o tamanho maximo do cédigo com uma distribuicao de probabilidade
no conjunto, .e., no maximo 2 coédigos podem ser codificados com 1 = —log% bits, 4
com 2 = — logi bits, e generalizando, n com — log% bits. De modo analogo, dada uma

probabilidade P, no méximo 2 cédigos podem possuir probabilidade P(z) > %, no maximo
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4 com P(z) > 7, e generalizando, no maximo k& podem ter probabilidade P(z) >

1
49

Q / / Codificagoes livre de prefixos

/ Codificagoes unicamente decodificaveis

Todas as codificacoes

Figura 3 — Relagao entre diferentes classes de codificagao.

Uma codificacao C' é dita livre de prefizos se nenhum cédigo em C é prefixo
de outro codigo, deste modo a decodificacao pode ser feita no mesmo momento que é
recebida. Uma codificacao C' é unicamente decodificavel, se para todo cédigo =", y™ vale
que C(a™) # C(y"),Va",y™ € X™. A Figura 3 mostra graficamente estas rela¢oes em C.
Pelas relagoes obtidas entre probabilidade de um c6digo em um conjunto e o tamanho do
mesmo, é possivel inferir que possa haver uma equivaléncia entre tamanho de codigo e
probabilidade de uma dada codificagdo C, dada uma fun¢ao L. Kraft (KRAFT, 1949)

descreveu uma relagao entre codificagao e tamanho de coédigos, enunciada a seguir.

Teorema 1.1 (Inequalidade de Kraft) FEziste uma codifica¢io livre de prefizos de

aridade D com tamanho de cédigos Iy, ..., 1, se e somente se 31, D7l < 1.

Caso a inequalidade apresentada no Teorema 1.1 seja estritamente menor que um,
dizemos que a codificacao utilizada possui redundancia, isto é, ha como utilizar menos bits
para codificar um simbolo; caso seja igual a um, o codigo C' é chamado de completo, isto é,
VC" € C, Le(x) < Lev(x); se a inequalidade nao for mantida, entdo C' nao é unicamente

decodificavel.

A Proposicao 1.1 mostra que a codificagao de simbolos em binarios onde todos os

c6digos possuem tamanhos idénticos ¢ redundante.

Proposicao 1.1 Seja X := {0,1} o alfabeto usado por uma codificag¢do livre de prefizos
C. Se X™ e X™, entao C é redundante.

Prova: Como C' ¢ livre de prefixos, segue do Teorema 1.1 que
X1

d 2 <1
=1
2-m Xl <1

<1
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g

Pode-se definir o conjunto de func¢des de tamanho de cédigo £, sob um espaco de

simbolos Z, baseado no Teorema 1.1, mostrado pela Equagao 1.1.

Ly = {L:Z—>[O,oo)

Y2k < 1} (1.1)
2eZ

Formalmente, Lo representa o tamanho esperado dos dados codificados por C.
Como C' induz uma distribuicdo de probabilidade P num conjunto de dados, entao
Lo :== Y z; - p(x;), onde z; é um simbolo a ser codificado por C. A esperan¢a de uma
distribui¢do de massa P para uma variavel aleatéria X é definida como Ep[X] = 332, x;-p;,
isto é, o valor esperado dado as probabilidades de um evento ocorrer atrelado a seu
respectivo valor. Diz-se, entdo, que L¢ € a esperanca de X em P. No MDL, a codificacao
C nao é o fator de maior importancia: o tamanho da codificagao gerada por C' é o valor
que importa na codificacdo de uma mensagem. Deste modo, procura-se por um L que
represente a menor codificacdo dentre todas as possiveis em um espaco Z C X" como a

mostrada pela Equagao 1.2.

L:= arLgelglzin Ep[L(Z)] (1.2)

1.3 Teoria da Informacao

O MDL possui suas raizes na Teoria da Informacao (RISSANEN, 1978; RISSANEN,
1983; COVER; THOMAS, 1991), que ¢é intimamente relacionada a Teoria da Probabili-
dade. A Teoria da Informacao lida com a transferéncia e recepcao de mensagens e como
compreendé-las eficientemente. Em probabilidade, pode-se estimar a média da distribuicao

utilizando o Teorema 1.2.

Teorema 1.2 (Lei dos grandes ntimeros) Se Y é uma varidvel aleatoria, em uma

distribuicao P, entao
Y]

1
lim — SV = Ep[Y]

A nocao de esperanca estd intimamente relacionada aquela de entropia da Teoria
da Informagao, portanto, pode-se reescrever o Teorema 1.2 baseando-se na entropia
oriunda de uma variavel aleatoria Y. A entropia de uma variavel aleatéria Y é definida
como H[Y| =", P(y;) - I(y;)) = — X%, P(y;) log P(y;). I é chamado de conteido de

informagdo ou surpresa e é representado por unidades de informacao, como bits ou nats.
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O conteudo de informagao mede a relevancia de eventos pouco esperados — um evento
com baixa probabilidade de ocorrer possui muita informacao — e é formalmente definido
como [(Y') = log ﬁ = —log P(Y). Portanto, pode-se enxergar a entropia como o valor
esperado do conteuido de informacao. A relagdo entre entropia e conteido de informacao
é mostrada na Figura 4. Como mostrado por Cover e Thomas (1991), o equivalente ao

Teorema 1.2 é conhecido por Propriedade da Equiparticao Assintética, enunciada a seguir.

1 - -
6 - -
08 -
A
24 1 3 06] 1
= =
~ ~ 0 4+ -
~ ol | ay
02} -
0f . 0f :
L L L L L L L L L L L L
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
p(X =) p(X =)
(a) Contetdo de Informacao. (b) Entropia.

Figura 4 — Graficos do comportamento do contetido de informacao e entropia de uma
variavel aleatéria X para o simbolo x; no alfabeto X = {1, z2}.

Teorema 1.3 (Equiparticdo Assintética) Se Y é uma varidvel aleatdria independen-

temente e identicamente distribuida, entao

1 1
lim —1 = H|Y].
) R A A Rl

Possui-se, portanto, um guia nao muito preciso de qual L procuramos, mas ainda
é necessario definir qual o tamanho minimo ideal para L com base nas informagoes
apresentadas pelo Teorema 1.1. E possivel mostrar que o tamanho 6timo é limitado
inferiormente por — log P(x) para uma dada sequéncia de simbolos z, afirmado pelo
Teorema 1.4. Para tal, o método dos multiplicadores de Lagrange ¢ utilizado para encontrar
o extremo da fungdo. Tal método baseia-se na otimizacao de uma fungao A(z,c) =

f(z) + AMg(z) — ¢), minimizando f(x) sujeito a g(x) = c.

Teorema 1.4 Seja C' uma codificacao de uma sequéncia de simbolos x™. Seja P a
distribuicao associada a C' e l; o tamanho da codificagio do simbolo x;. A menor codifica¢ao

possivel para um simbolo xy é limitada inferiormente por —log P(xy).

Prova: Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange com f(x, P, 1) = 1| P(x;)-l;

e g(z,l) =", 27% — 1, obtido a partir do Teorema 1.1, a derivada ¢ igualada a zero para
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encontrar seu extremo.

Az, Pl) = ZP(:@) i+ A (Z: 27 1)

0
WA@ P,1},) = P(x;) — A2 * log 2 Derivando para cada k € {i,...,n}
k

Igualando a zero

E, portanto:
1
27 < P(y,
log 27" < log P(x4)
—li, < log P(xy)
Iy > —log P(xy)

)
(

U

Note que uma consequéncia direta do Teorema 1.4 é que L = E[I(X)] = Y ex P(z)-
I(2) > —Y,cx P(z) - log P(z) = H[X]. Ou seja, o tamanho esperado de uma codificacao
livre de prefixos é delimitada pela entropia da fonte. No entanto, ainda nao se foi decidida
a distribuicao para tal codificacdo. Nao é dificil notar que se uma distribuicdo gera uma
dada codificagao, entdo sua entropia é a menor dentre qualquer outra distribuicao que
tente descrever a mesma codificacao. Tal propriedade é conhecida como Inequalidade da

informagdo, enunciada a seguir.

Proposicdo 1.2 (Inequalidade da informagao) Se P e Q) sao distribuicoes de pro-
babilidade tal que P # Q, entio Ep[P(Y)] < Ep[Q(Y)], para uma varidvel aleatoria
Y.

A partir do Teorema 1.1 pode-se garantir a existéncia de uma codificagao livre
de prefixos C, com uma distribuicdo de massa de probabilidade P associada. Pelo Teo-

rema 1.2, Lo se aproxima do 6timo ao aumentar-se o nimero de amostras. Finalmente,
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a Proposicao 1.2 garante que, caso P seja de fato a distribuicdo que tenta-se aproximar,
entao Lo(z) = [—log P(z)] para todo z em um conjunto de sequéncias de simbolos Z

definida por P.

O MDL foi originalmente cunhado como um método de duas partes — também
chamado de MDL primitivo (do inglés crude MDL), como mostrado pela Equagao 1.3.
Nesta versao, dado um conjunto de fontes de probabilidade (modelos candidatos) M, o

modelo M que deve ser escolhido é aquele que minimiza tal equacao.

1.4 MDL Refinado

Pelo Teorema 1.4, tem-se uma boa estimativa para L(D|M), uma vez que sabemos
que existe uma codificagao C, com L¢ associado, tal que para todo 2" € X", L(z2") =
[—log P(z"™ | M)]|, onde P(- | M) é a probabilidade associada a uma fung¢ao de cédigo
para X™. Este método, para a segunda parte da equagdo é aceitavel uma vez que (i) a
log-semelhanca é um método estatistico padrao para a medida de o quao bem ajustado um
modelo estd a hipdtese e (ii) se P gera X", entdao L¢ ¢ 6tima (GRUNWALD, 2005). No
entanto, ainda nao é claro como codificar o préprio M. Barron e Cover (1991) propuseram
uma maneira de encontrar uma func¢ao de densidade estimada p para uma distribuicao

utilizando conceitos da complexidade de Kolmogorov, mostrada pela Equagao 1.4.

1
p = min L(vy) + log (1.4)

V€l HZ’Y(K?JY'IZ)

Neste método, os autores consideram I' como um conjunto de fungoes de densidade
de probabilidade candidatas, no qual amostras aleatorias de uma variavel Y sao aplicadas;
e L() representa o menor programa que consegue descrever -, utilizando a complexidade
de Kolmogorov como uma nogao algoritmica de entropia. Note que ainda nao ¢é claro como
criar codificagdes para hipoteses; além disso, ndo hd uma maneira tinica de escolher uma
fungdo de probabilidade para descrever uma dada codificagio (GRUNWALD, 2005).

Rissanen (1983), Barron e Cover (1991), Barron, Rissanen e Yu (1998), Hansen e
Yu (2001) deram os primeiros passos para refinar o MDL a caminho do que é chamado
de codificacdo universal (GRUNWALD, 2005), abandonando o MDL de duas partes em
favor de uma descricdo mais formal e direta. L, é chamada de codificacdo universal se
comprime todo simbolo quase tao bem quanto a codificacao em £ que mais comprimiria
tal sequéncia. Idealmente, espera-se encontrar uma codificacdo que seja universal. Isto

é, uma codificacdo que comprima ao maximo todas as sequéncias dado o conjunto das



10 Capitulo 1. O Principio da Descrigio Mais Simples

fungoes de tamanho de c6digo. No entanto, nao é possivel obter tal fun¢do como mostrado

no Teorema 1.5.

Teorema 1.5 Se L é uma funcao de tamanho de cédigo livre de prefizxos associada a
uma distribuicio ndo imperfeita P, entdo ndo existe uma funcio de tamanho de codificacio
L tal que i(X”) =minge, L(X"), VX" € A"

Prova: Suponha por absurdo que L exista e comprima ao méximo todas as sequéncias
de um espago Z C X™. Entao, existe uma funcao de probabilidade P associada a L.
Esperar-se-ia que L(X™) = —log P(X"™), mas, por defini¢do, para toda sequéncia X™ €
A" L(X™) < L(X™) = —log P(X™ | 6(X™)). Segue entao que:

L(X") < L(X™)

< L(X™) = —log P(X™ | B(X™)) (Equacio 1.2)

< —log P(X™ [ 6(X™))

onde P(- | #) é a probabilidade de um valor parametrizada por um conjunto de atributos
0, isto é, a distribuicao definida por P possui parametros #. Uma vez que considera-se o

conjunto £ sendo nao-vazio, segue que:

S P(X™) > 3 P(XA(X™) = 3 max P(X".6)

Xxn Xn Xxn
Dado que para quaisquer dois 0 e 62, tal que 0 # 0%, P(X™ | ') > P(X",6?)
para algum X", tem-se que Y y» maxg P(X", 6) > 1, uma contradicao. Il

Uma vez que o Teorema 1.5 mostra que nao ¢é possivel obter uma codificacao
universal que seja 6tima para todas as codifica¢es, procura-se por uma que seja aproxi-
madamente tao boa quanto a melhor, que comprime todas as sequéncias possiveis. Isto é,

procura-se por L(X™) ~ minzes L(X™).

Para mitigar os problemas do MDL primitivo, entao, torna-se necessario definir
uma medida do quao boa uma distribuicdo é dado um conjunto de fontes. A partir
deste conceito pode-se definir uma versao do MDL conhecida como MDL refinado que
sana a necessidade de codificar duas partes e encontrar uma codificagao para a hipotese.
Chama-se de arrependimento (do inglés, regret) a diferenga entre as codificagoes 6tima
para uma distribuicdo e uma P arbitraria. Formalmente, define-se o arrependimento
como R(P) := —log P(z") — minpcp{—log P(z")}, dado um conjunto de fontes de
probabilidade M. E importante que consiga-se medir o quio bom um modelo universal é;
para tal, define-se como arrependimento mdzimo aquele que tem maior diferenca dentre

todos os simbolos a serem codificados 2" € X", isto é, Rypae(P) := maxgnexn R(P).
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Portanto, utilizando R, como medida de ajustamento, busca-se agora pelo P que

contemple minp R a0 (P).

E possivel encontrar tal P definindo primeiramente o conceito de complezidade de
um modelo M como C,, := log ¥ ncyn P(z™ | 8(z™)), onde P(- | #) é uma distribuicio
parametrizada por 0 e 0600 que maximiza a probabilidade (e.g., numa distribui¢ao
normal = (o, u)) (GRUNWALD, 2005). Note que, quanto mais sequéncias sio melhores
definidas por P, maior é sua complexidade C. Considere a probabilidade de Shtarkov

definida como (GRUNWALD; HARREMOLS, 2009):

5 p(z")
P(z") = (1.5)
) e oP@)
onde p(z") := %Pé(xn)). Se P ¢ discreta, como no caso que abordamos, e C finito,

entdo pode-se reescrever a Equagdo 1.5 como segue.

Pla") = P(z" | 6(x

ng) (1.6)
Synean Py | 0(y™))

A partir da Equacdo 1.6, é possivel encontrar um tnico P. Uma prova para esta
afirmagao pode ser encontrada em Griinwald (2005, Proposi¢ao 2.14). Pelo Teorema 1.5, é
sabido que algumas das probabilidades devem ser maior que zero, mas é possivel normaliza-
las obtendo uma distribuicdo para X™ dividindo-a pela soma das probabilidades. P é,
entao, chamada de probabilidade madxima normalizada. Deste modo, obtemos o MDL

refinado, enunciado a seguir.

Proposicao 1.3 Dado um conjunto de dados D e um conjunto de fontes de probabilidade
M, a distribuicio P que mais se ajusta ao conjunto D é dada pela mazimizacio da

probabilidade maxima normalizada de M.

Como mostrado por Griinwald (2005), maximizar P como descrito pela Proposi-

cao 1.3 é equivalente a minimizar a Equagao 1.7.

—log P(D|M) = —log P(D | 09(D)) + C(M) (1.7)

onde M ¢é uma fonte de probabilidade em M e P(- | M) é a distribuigao de probabilidade
maxima normalizada em X" correspondente a fonte M. Note que a primeira parte da

soma da Equacao 1.7 prové a garantia de nao haver sobreajuste dos dados utilizando
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a log-semelhanca negativa, enquanto a segunda parte garante que o modelo nao seja

demasiado complexo. Deste modelo surge o MDL refinado, mostrado na Equagao 1.8.

Mypy, := arg min L(D|M) (1.8)

MeMm
Codificagoes universais sao computacionalmente inviaveis de serem utilizadas, e
portanto, é mais viavel obter o proprio modelo e nao a codificagao (Van Leeuwen; SIEBES,
2008). Por este motivo, grande parte da literatura do MDL é focada no MDL em duas

partes, definindo-se uma funcao de complexidade de modelo.

O MDL esta presente em varios trabalhos na literatura, em especial naqueles relaci-
onados diretamente a Teoria da Informacao. O Principio do MDL é, por vezes, interpretado
sob uma perspectiva Bayesiana (MACKAY, 2003, Capitulo 28.3) ou comparado com o
método mazimum a posteriori (RUSSELL et al., 1995, Capitulo 20).

1.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram introduzidos os fundamentos elementares do MDL, Teoria
da Informacao e sua interrelagao. O capitulo derivou conceitos que foram utilizados para
obter o MDL em duas partes. Foram mostrados os limiares de tamanho de codificacao, e a
formula do MDL foi derivada seguindo os Teorema 1.1, o Teorema 1.2 e a Proposicao 1.2,
mostrando que com um nimero crescente de amostras, e uma boa estimativa da distribuicao
original, é possivel utilizar o MDL como um método para estimativa de tamanhos de

codificacao.

Também, foram explorados os aspectos negativos do MDL em duas partes e foi
apresentado o MDL refinado. O MDL refinado apresenta barreiras para implementagao
no mundo real como mostrado por Van Leeuwen e Siebes (2008), e, deste modo, esta

dissertacao se baseia na versao em duas partes, assim como outros trabalhos na literatura.
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2 Aplicacoes do MDL em Aprendizado de
Maquina

O MDL é um método de selegdo de modelos muito versatil e poderoso. A consolida-
¢ao da Navalha de Occam em um modelo matematico é atrativo para diversos contextos na
computacao. Desde sua criagao, o MDL vem sendo utilizado em diversas pesquisas. Neste
capitulo, um panorama da utilizacdo do MDL em aprendizado de méquina ¢é apresentado

e organizado em diferentes areas.

2.1 Arvores de Decisio

Quinlan e Rivest (1989) foram um dos primeiros a descrever uma aplicagdo pratica
do conceito do MDL em aprendizado de méquina. Os autores o utilizaram na geracao
de arvores de decisao, uma vez que uma arvore extremamente complexa, mesmo que
com boa acuracia nos dados de treinamento, pode nao possuir um bom desempenho em
um conjunto de dados reais. Os autores propuseram, entdo, um método de construcao
bottom-up: nds folha sao substituidos por nds de decisao se esta troca nao aumenta o custo
de transmissao da informacao da arvore — baseado no MDL e definido pelos autores. No
mesmo ambito, Kononenko (1998) utilizou o MDL em duas partes para poda de arvores
de decisao. O autor propos a remocao de um né de decisao e sua substituicao por um né
folha, O critério adotado foi: se a descricdo de amostras avaliadas por tal né, caso este
fosse folha, fosse menor que a soma da descricdo das estruturas das sub-arvores do né de

decisdo mais a descrigdo do subconjunto de amostras que seriam avaliadas pelas mesmas.

2.2 Decisao e Representacao de Incerteza

Lam e Bacchus (1994) aplicaram o MDL no treinamento de redes Bayesianas para
decisao sob incertezas, descobrindo estruturas na rede sem nenhuma informacao sobre as
probabilidades subjacentes do modelo. Friedman, Geiger e Goldszmidt (1997a) descreveram
como utilizar o MDL para o treinamento de redes Bayesianas. Seu trabalho foi focado em
classificacao, elegendo a rede bayesiana que minimiza a soma do tamanho de descricao da

rede e o tamanho do conjunto de dados codificados por ela.

Hinton e Zemel (1993) utilizaram o MDL juntamente com redes neurais artificiais.
Os autores propuseram uma funcao para treinamento de auto-codificadores que minimiza o
tamanho da informacgao requerida para codificar tanto o codificador quanto a reconstrucao

dos dados. Os autores comparam o método a dois comunicadores trocando informagoes



14 Capitulo 2. Aplicagées do MDL em Aprendizado de Mdquina

codificadas sob uma distribui¢ao acordada por ambos — no caso, os autores utilizaram a
distribuicao de Boltzmann para determinacao estocastica dos vetores de decodificacao.
Gregor et al. (2014) trabalharam em um viés muito similar, propondo um treinamento de
auto-codificadores auto-regressivos baseado em retro-propagacio ao invés de maximizacao
de esperanca, escolhendo, dentre os codificadores possiveis, aqueles que diminuem a soma

de sua descri¢ao e dos documentos codificados com o mesmo.

2.3 Processamento de Imagens

O MDL foi aplicado com sucesso em problemas relacionados com imagens e seu
processamento. Potapov (2012) propos uma representacao diferente do MDL para trabalhar
com imagens, nomeado pelos autores de MDL representacional (do inglés, RMDL -
representational minimum description length). Tal método permite utilizar o MDL no
problema de selecionar o critério de decisao em inferéncia indutiva na segmentacao de

imagens.

Tataw, Rakthanmanon e Keogh (2013) cunharam um método de clusterizacao de
glifos — representando imagens como letras — que, suportado pelo MDL, obtém resultados
positivos ignorando glifos desconhecidos e/ou esptirios na base treinada. Na mesma linha de
pesquisa, Li, Mouchere e Viard-Gaudin (2014) propuseram um arcabougo para aprendizado
nao supervisionado e interativo de classificacao de glifos escritos a mao. A abordagem
utiliza-se do MDL para determinar a segmentacao dos glifos de modo que os sub-grafos,

empregados para representacao dos mesmos, tenham menor tamanho de descricao.

2.4 Selecdo de Atributos

A selecdo automatica de atributos é um problema classico na area de aprendizado
de maquina. Sheinvald, Dom e Niblack (1990) reportaram um método baseado no MDL
que ¢é capaz de eliminar atributos que sejam totalmente irrelevantes. Para isto, os autores
utilizaram o critério de selecao de modelos do MDL em vetores de atributos previamente

treinados representando a base alvo.

Bosin, Dessi e Pes (2006) utilizaram o MDL para a selecdo de atributos de
microarranjos em um cenario de alta dimensionalidade e poucas amostras. Como resultado,

os autores mostraram que o MDL é equiparavel a outros métodos baseados em entropia.

2.5 MDL como Técnica Auxiliar

O MDL também vem sendo amplamente empregado como técnica auxiliar, como no

trabalho de Begum et al. (2013), onde os autores derivaram um critério de parada livre de
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parametros para um aprendizado semi-supervisionado usado em séries temporais. Tataw,
Rakthanmanon e Keogh (2013) descreveram um método de segmentacao de simbolos
em documentos antigos utilizando o MDL, onde foi possivel descartar palavras raras e
caracteres mal formatados. Miettinen e Vreeken (2014) descreveram uma técnica para a
fatorizacao matricial de elementos bindrios. Mais recentemente, Hu et al. (2015) utilizaram
o MDL para descobrir a dimensionalidade de séries temporais como uma ferramenta de

representacao de modelos temporais.

2.6 Categorizacao de Textos

O MDL foi utilizado também na categorizacao de textos, com aplicagao na deteccao
de spam. Um método utilizando compressao dinamica de Markov com MDL, e outro
combinando entropia minima cruzada com MDL foram propostos por Bratko et al. (2006).
Em contraste, uma abordagem utilizando MDL e uma codificagdo adaptativa de Huffmann
foi abordada por Braga e Ladeira (2008), que obtiveram resultados comparéveis aqueles

considerados estado-da-arte.

Almeida (2010) e Almeida e Yamakami (2012b), Almeida e Yamakami (2012a),
Almeida e Yamakami (2016) propuseram um método para detecgao de spams baseado
no MDL e fatores de confidéncia, chamado de MDL-CF, onde tais fatores representam a
relevancia dos termos nas amostras textuais para cada classe, o que faz com que termos
(tokens) mais importantes para a classificagdo de spam e nao-spam tenham um peso maior.
Segundo os autores, tal método obteve resultados superiores aqueles presentes na literatura
e amplamente utilizados para a mesma finalidade. Silva, Almeida e Yamakami (2016b)
estenderam tal método, cunhando o MDLText. Os autores utilizaram a associacao de pesos
TF-IDF para atributos textuais e modificaram o método apresentado por Almeida (2010),
tornando o método multiclasse e aplicavel em qualquer problema de categorizacao de texto.
Silva, Almeida e Yamakami (2017) propuseram uma extensao capaz de processar dados
continuos. No entanto, os autores discretizaram os atributos antes do treinamento, fazendo
com que o método nao pudesse ser treinado de forma incremental. Tal abordagem nao
foi tao eficiente quanto a utilizada para textos. Esta deficiéncia, naturalmente levanta a
questao da possibilidade de que a discretizacao tenha sido uma variavel problematica para

a extensao do método original.

2.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram apresentados aplicacoes do MDL em diferentes areas do
conhecimento. O MDL mostrou-se uma ferramenta muito versatil, tendo sido utilizado
tanto como fator principal da solu¢ao, como no caso das contrugoes de arvores de deci-
sao (QUINLAN; RIVEST, 1989), tanto como uma técnica auxilixar, como quando utilizado
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para selecao de critério de parada de um método semi-supervisionado (BEGUM et al.,
2013).

Em especial, este capitulo apresentou o trabalho de Silva, Almeida e Yamakami
(2017), que propds uma extencao do trabalho de Almeida (2010), generalizando o método
para trabalhar também com dados continuos. No entanto, a discretizagdo proposta pelos
autores mostrou-se pouco efetiva e o desempenho ficou claramente prejudicado. A partir
desta observagao, uma questao natural que surge é se a normalizagdo dos dados possa ter

causado esta queda de desempenho.
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3 Aprendiz de Descritores de Mistura Gaussi-

dana

Métodos de classificacao tradicionais baseiam-se, em sua maioria, na suposi¢ao de
que um conjunto de dados esta previamente disponivel para treinamento de sua hipdtese
de predicao, e que tais dados respeitam algum tipo de normalizacao prévia. No entanto, é
muito comum o cenario onde ha um fluxo de dados continuo e ruidoso, no qual deseja-se que
a hipétese original nao so6 tenha um poder de generalizacao o suficiente para prever amostras
novas nao-rotuladas, como também se adaptar e melhorar de desempenho enquanto novas
amostras sao apresentadas. Além disso, métodos como o SVM e redes neurais, possuem
um alto custo de treinamento, sofrendo pelo aumento da dimensionalidade mesmo em
cenarios onde o treinamento ocorre uma unica vez (KRISTAN; LEONARDIS, 2014).

O MDL, como abordado no Capitulo 1, delineia a escolha de um modelo de
descricao partindo do pressuposto de que quanto mais se conhece sobre um documento,
mais é possivel comprimi-lo. O MDL também busca por aquele modelo que tem baixa
complexidade de descri¢ao. Portanto, ele remonta a escolha de hipdteses em um cenéario
de aprendizado de maquina, onde procura-se idealmente por uma hipotese simples que

descreva bem um conjunto de dados.

Neste capitulo, é apresentada a proposta de um novo método de classificacao
genérico, multinomial e de aprendizado incremental, sem necessidade de discretizacao dos
dados, baseado no principio do MDL: o Aprendiz de Descritores de Mistura Gaussiana
(do inglés, Gaussian Mizture Descriptors Learner). Este método tem como foco mitigar as
deficiéncias encontradas na tentativa de extensao proposta por Silva, Almeida e Yamakami
(2016b) e dar mais um passo em dire¢ao a utilizacdo do MDL como principal componente

para classificagao.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: a Secao 3.1 aborda a ideia geral
do GMDL e seus componentes; as Secoes 3.2, 3.3 e 3.4 tratam destes componentes e a

base matematica do método. A Secao 3.5 delineia os algoritmos de treinamento e predi¢ao
do GMDL.

3.1 Motivacao

O MDL enuncia que se ha dois modelos que descrevem um dado, aquele que o
descreve de modo mais compacto deve ser escolhido (RISSANEN, 1978). Isto ¢, modelos
mais simples sdo preferiveis sobre modelos mais complexos (GRUNWALD, 2005). O MDL
formaliza ideias da complexidade de Komolgorov (KOLMOGOROV, 1963) e da Navalha
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de Occam (DOMINGOS, 1999) para o problema de sele¢do de modelos. Deste modo, elege
modelos que preservam um equilibrio favoravel entre a capacidade de ajustar aos dados de
treinamento e a complexidade do mesmo, evitando naturalmente o sobreajuste (overfitting)

e, portanto, contendo caracteristicas favoraveis para um método de classificacao.

Codificag¢oes universais sao computacionalmente proibitivas e aparecem em nimero
diminuto de trabalhos na literatura (Van Leeuwen; SIEBES, 2008). Na versao em duas
partes do MDL, em contrapartida, define-se também o tamanho da complexidade do

modelo sendo aplicado, como enunciado a seguir:

Myypy, = argmin[L(M) + L(D|M) (3.1)

Pode-se interpretar essa féormula como a busca pelo modelo M que mais comprima,
D com o menor modelo M. Como abordado no Capitulo 1, cada modelo M induz uma
distribuicao de probabilidade P para uma dada codificagao de dados. Pelo Teorema 1.4,
sabe-se que a menor codificacdo possivel para uma determinada codificacdo induzida por

uma distribui¢do de probabilidade P ¢é definida por [—log P].

Idealmente, sabendo de antemao a distribui¢ao de probabilidade real que descreve
um conjunto de dados, sob uma perspectiva Bayesiana, seria possivel prever com perfeicao
uma amostra nao rotulada. No entanto, em problemas reais, este nao é o caso e uma
estimativa de tal distribuicao é necessaria. Procura-se entao por alguma estimativa de
distribuicao de probabilidade que (i) evite discretizagbes, como aquelas apresentadas
por Silva, Almeida e Yamakami (2016b) e (7i) seja incremental, para que se possa manter
a habilidade do método aprender com novas amostras em um fluxo continuo de dados.
Deste modo, seria possivel reescrever a Equagao 3.1 como um método de classificacao
baseado em distribuicdes de probabilidade, onde cada modelo induz uma distribuicao para

cada uma das classes do problema sendo avaliado.

3.2 Funcao Densidade

Uma mistura Gaussiana é definida como a soma ponderada de G componentes
Gaussianas. Cada uma destas componentes possui suas proprias médias e matrizes de
covariancia. Formalmente, uma mistura Gaussiana p(X), para uma varidvel aleatéria X é

definida como segue.

G

p(X) =D wi - N(X | i, %), (32)

i=1

sendo que w ¢ um vetor de pesos para cada componente, tal que ZiG:l w; =1, com w; > 0.

A atribuicdo de pesos distintos para cada w; permite uma maior flexibilidade na predicao
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em uma mistura Gaussiana, uma vez que determinada combinacao de média e covariancia
podem ser mais descritivas que as demais, tendo assim, maior influéncia na computacao

do valor da densidade para a variavel aleatoria.

Um método classico e paramétrico de se estimar uma fun¢do de densidade de
probabilidade para um conjunto de dados, é assumir que a distribuicdo ¢ uma mistura
Gaussiana (MCLACHLAN; PEEL, 2004). No entanto, tais técnicas dependem da defini¢ao
prévia dos pardmetros da mistura (MCLACHLAN; PEEL, 2004; ZIVKOVIC; HEIJDEN,
2004). Estimar tais pardmetros ndo é uma tarefa trivial. Por exemplo, o uso do niimero

errado de componentes pode fazer com que o método nao represente bem a funcio
real (KRISTAN; LEONARDIS; SKOCAJ, 2011).

Silverman (1986) cunhou um método nao-parametrizado para estimar a fungao de
densidade de probabilidade de variaveis aleatorias chamado de estimativa de densidade de
Kernel (EDK). Formalmente, dada uma variavel aleatéria Y e amostras (Y7,Ys,...,Y,)
tomadas a partir da distribuicdo p de Y, procura-se por uma func¢ao de distribuicao de

probabilidade aproximada p tal que:

Pla) i= 1 S BV Y0, (33)

onde ® é uma funcio chamada de kernel, que integra a um e tem média zero. E utilizado,
também, um parametro b chamado de largura de banda, cujo papel é suavizar a soma dos
kernels de p. A selecao do kernel e também da largura de banda tem grande influéncia na
estimativa da fungao (SILVERMAN, 1986). Existem varias fungbes de kernel na literatura,
sendo que quatro exemplos classicos sao mostrados na Figura 5. Uma escolha cléssica é o

kernel Gaussiano (Equagao 3.4), principalmente pela simplicidade de matematica.

1 (@—p)-(a—)T
g ¢ T 3.4
TR (34)

A EDK ja foi utilizado na literatura na tentativa de estender métodos Bayesianos
de inferéncia (LANGLEY; JOHN, 1995; LU; YANG; WEBB, 2006), obtendo uma troca
entre acuracia de classificagdo e curva de aprendizado. Além disso, a EDK possui uma das
caracteristicas que se deseja para a distribuicao apresentada na Sec¢ao 3.1: ndo necessitar
discretizar os dados a priori. Com isto, pode-se estimar distribui¢oes de probabilidade sem
sofrer as perdas de informacao oriundas de discretizagoes, além de manter uma estimativa

da distribuicao real dos dados.
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Figura 5 — Gréficos do comportamento de diferentes fungoes de kernel no mesmo dominio.

3.2.1 Estimativa de Densidade de Kernel Online

Uma das grandes dificuldades em se transformar a EDK em um método incremental
é que o numero de componentes que ele utiliza para a estimativa da distribuicdo cresce
linearmente para cada nova amostra apresentada (KRISTAN; LEONARDIS; SKOCAJ,
2011). Isso por que ele precisa manter informagoes o suficiente para generalizar para novas
amostras sem rebuscar nas ja vistas anteriormente (FERREIRA; MATOS; RIBEIRO,
2016). Recentemente, Kristan, Leonardis e Skocaj (2011) propuseram um método de
estimativa de densidade de kernel totalmente incremental, chamado de o KDE. Portanto,
esta abordagem ¢ ideal para contemplar a segunda caracteristica que se deseja para uma

estimativa de fun¢ao de distribuicao de probabilidade, conforme citado na Secao 3.1.

A ideia principal por tras do oKDE é manter uma distribuicdo amostral nao
parametrizada. Tais distribuigoes, sao construidas por um conjunto de amostras tratadas
como funcgoes Delta-Dirac, que podem ser definidas pela Equagao 3.5. Fungoes Delta-Dirac

possuem toda a densidade da distribuicao em um unico ponto, como mostrado pela
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Figura 6 — Graficos de uma fungao Delta-Dirac (azul sélido) de u = 0 e uma distribuigao
Gaussiana (vermelho cerrilhado) de 02 = £ e pu = 0.

Figura 6, fato que as torna interessante no estudo de limitantes estatisticos.

. 1 _(z-p)?
ppp(x) = lim

M oot ¢ (3:5)

Cada distribuicao amostral é, portanto, um conjunto de fungoes de densidade

infinita em um tunico ponto. Pode-se considerar uma distribuicao amostral como uma
mistura Gaussiana, formalmente definida pela Equacao 3.6. Neste caso, a largura de banda

¢é dada pela matriz de covariancia da distribuicao.

N
ps(x) =D wi - 5, (YY), (3.6)

i=1
onde @ ¢ o kernel Gaussiano e w é um vetor de pesos de importancia para cada distribuicao

da mistura. Note que a Equacao 3.3 é uma versao especifica da Equacao 3.6, quando
Y =bV (s,i) e w; = %,V i.

Uma vez que manter uma funcao Delta-Dirac para cada observacao nao é adequado
para o cenario incremental, os autores comprimem o niimero de componentes utilizando
um algoritmo de agrupamento que aproxima uma distribuigdo Gaussiana dados outros
pontos. Esse agrupamento se dé pela reducao de um conjunto n-dimensional para um
n/-dimensional, tal que n’ < n, onde procura-se por uma estimativa de distribuicdo que
nao ultrapasse uma dada taxa de erro D;h. Em seus experimentos, a taxa de 0,1 foi a que

atingiu os melhores resultados.

Durante a estimativa do oKDE, também ¢ utilizado um parametro f chamado de
fator de esquecimento. Tal fator é utilizado para atribuir um peso a amostras antigas,

fazendo com que possuam menos impacto em um fluxo de dados — ideal para cenarios
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onde o fluxo é temporal. Um fator de esquecimento igual a 1, significa que nao ha peso

diferente entre as amostras temporalmente.

O segundo ponto importante na descricao do oKDE ¢é a estimativa da largura de
banda 6tima. Como abordado na Secao 3.2, a qualidade da estimativa de banda tem
impacto direto na qualidade da distribuicao aproximada. Pode-se enxergar a estimativa da
largura de banda como um problema de otimizacao onde procura-se minimizar a distancia
da distribuicao aproximada para a distribuicdo real (LUTHKE, 2013). Usualmente, neste
cendrio, utiliza-se a divergéncia de Kullback-Leibler como medida de distancia (KRISTAN;
LEONARDIS; SKOCAJ, 2011). No entanto, a distribuicdo original nio est4 disponivel. Para
tais cenarios, uma abordagem tradicional é utilizar o erro quadradico médio assintético
integrativo (do inglés, asymptotic mean integrated squared error — AMISE) (WAND;
JONES, 1994), utilizada pelo oKDE para definir a melhor largura de banda.

Ferreira, Matos e Ribeiro (2016) cunharam uma versdo do oKDE, chamada de
rokde++. Este trabalho é uma extensao da proposta original focando em sanar problemas
de inconsisténcia numérica e propor uma abordagem computacional mais robusta em
termos de uso de memoria e processamento. Nesta abordagem, mantém-se uma distribuicao
normalizada, isto é, todas as estimativas tem densidade limitada superiormente por um —
uma propriedade extremamente util, uma vez que pode ser mapeada para uma estimativa de
probabilidade. Esta dissertagao utiliza-se desta implementacao. Por simplificacao, “oKDE”

sera utilizado intercambiavelmente.

3.2.2 Predicao Incremental de Amostras

Uma vez que o oKDE prové uma maneira nao-parametrizada e incremental de
estimar uma funcao de densidade dado um conjunto de dados, naturalmente temos um
candidato para os modelos a serem considerados. A Proposicao 1.2 garante que nenhuma
distribuicao aproxima tao bem um conjunto de dados como a distribuicao no qual eles
sdo definidos. Portanto, obtendo uma aproximacao desta distribuicao pelo oKDE, pode-se
esperar que com o nimero crescente de amostras, pelo Teorema 1.2, obtenha-se uma
estimativa cada vez mais fidedigna da distribuicao real. Deste modo, pode-se definir a
fungao de tamanho de descri¢ao L de dados como a soma das descrigoes de seus atributos
quando codificados pela aproximacao de suas funcgoes densidades p’ para cada classe,

formalizada pela Equacao 3.7.

n

L(#[e) = >_[—log pls.o (7)1, (3.7)

i=1

tal que & é um vetor (¥, --,Z,) de atributos e ¢ € K, a classe avaliada. Note que

i(:?|c) € N, e que p’ pode tender a infinito no caso onde uma funcao Delta-Dirac seja
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avaliada; e pode ser avaliada a zero, caso nao haja amostras o suficiente para medir a

densidade em um ponto. Portanto, a Equacao 3.7 pode ser reescrita como:

n

L(Z|c) ==Y [~ log p(i.c) ()] (3.8)

=1

onde

27 pl.y—o0 Vopl,=0
Dic) 1= (i-c) (i) (3.9)

p’(m) c.c.
tal que €2 é um meta-parametro que funciona como regularizador nos casos onde nao
ha informacao o suficiente para computar-se uma probabilidade. Tal meta-parametro
assemelha-se aquele de mesmo nome utilizado por Silva, Almeida e Yamakami (2017).
E possivel também alterar o fator de esquecimento f original no oKDE como um meta-

parametro de p’; mas este serd omitido por simplicidade de notacgao.

Uma vez que p’(w) ¢ uma func¢ado de densidade aproximada pelo oKDE, ela é uma
mistura Gaussiana. Portanto, é composta por um ntimero finito de distribui¢oes que quanto
menos relacionadas, maior nimero de fung¢oes Delta-Dirac possuirao e, consequentemente,
major nimero de componentes. Esta observagao torna [p(. ,| = G, (isto ¢, o nimero de
componentes da mistura Gaussiana para a classe ¢) um bom candidato para representar a
complexidade do modelo, uma vez que quanto maior o nimero de componentes, maior
a descricao do modelo. Temos, entdo, um candidato para L(M) de um dado modelo M.
Portanto, pode-se definir o GM DL’ como:

GMDL'(#,K) := arg min[L(Z|c) + G,] (3.10)
ceK
E possivel normalizar a Equacdo 3.10 provendo melhor estabilidade numérica
e, convenientemente, uma pseudo-probabilidade quando avaliada como 1 — GM DL(Z).

Pode-se, finalmente, obter a primeira versao do GMDL:

GMDL/(, {c1})

GMDL'.(f, {c2}) lileMDL/(f, {ex)) (3.11)

. k=1

GMDL'(Z,{c}})

GMDL(Z) :=

Como apontado por Griinwald (2005), a otimizagdo proposta pela Equacao 3.11 é
muito similar ao método de estimativa de verossimilhanca maxima. Note que, no entanto,

esta estimativa estd limitada por logaritmos e também por uma normalizacao entre
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classes. Deste modo, pode-se considerar que esta base do GMDL é uma estimativa de

verossimilhanca maxima normalizada.

3.2.3 Suavizacdo de Funcées Delta-Dirac e DistribuicGes Degeneradas

Originalmente, o método proposto por Kristan, Leonardis e Skocaj (2011) era
suscetivel a distribuig¢oes degeneradas. Uma distribuicao degenerada é, em linhas gerais,

uma distribuicdo com baixa variancia, formalmente definida a seguir.

Definicao 3.1 Seja X ~ N (u,X) uma varidvel aleatdria sob uma distribuicio px. Se

|diag(X)]|e =~ 0, entdo px € uma distribui¢ao degenerada.

O método refinado por Ferreira, Matos e Ribeiro (2016) tentou mitigar além da
estabilidade numérica, este problema em dimensoes degeneradas. No entanto, os autores
utilizaram o logaritmo da matriz de covaridncia para suas computagoes. Utilizar-se de
logaritmos é uma técnica amplamente conhecida em Ciéncia da Computacao para evitar
problemas multiplicativos, uma vez que log (ab) = log a+log b, o que mantém a estabilidade
numeérica na operacao. Porém, log 0 tende a infinito, uma indefinicao tedrica que faz com
que o método seja propenso a erros. A técnica proposta por Ferreira, Matos e Ribeiro (2016)
para minimizar o problema de distribuicoes degeneradas ¢ computar sua decomposicao em
autovalores e auto-vetores, e analisar seus autovalores procurando por aqueles menores
que 1077, os quais sdo corrigidos por 1% da média dos autovalores. No entanto, essa
técnica é prejudicial quando se tem apenas uma dimensao, uma vez que fica extremamente
dependente da ordem em que as amostras sao apresentadas. Por exemplo, caso um sequéncia
de amostras de mesmo valor seja apresentada, sua variancia seria zero e o método nao
conseguiria se autocorrigir, dado que o autovalor da matriz de covariancia também seria

Zero.

Para mitigar este problema, um ruido Gaussiano é adicionado a entrada na estima-
tiva de uma densidade de probabilidade. Essa adicao pode interferir diretamente na forma
de uma distribuicao. No entanto, é possivel mostrar que a adicdo de um ruido Gaussiano

mantém a suposicao que as densidades podem ser expressas por uma mistura Gaussiana.

O momento de uma variavel aleatéria X é definido como sua esperanga em sua
n-ésima poténcia. Por exemplo, o momento um representa a média de X, enquanto seu
momento dois representa sua varidncia. E possivel definir uma funcao de distribuicio de
probabilidade com base em seu momento; tal funcao é chamada de funcao geradora de

momento, definida a seguir.

Definicao 3.2 Seja X uma varidvel aleatoria sob uma distribuicdo px, a funcdo geradora

de momento define unicamente px e € definida como Mx(s) = E[e*X].
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Com base no conceito de funcao geradora de momento, pode-se mostrar que a
adi¢do de um ruido Gaussiano nao altera a propriedade de que a mistura oriunda do oKDE

é, também, Gaussiana. Tal afirmacao é provada pelo Teorema 3.1.

Teorema 3.1 Se X ~ N(ux,0%) e Y ~ N(uy,0%) sao duas varidveis aleatérias
independentes, entio (X +Y) ~ N (ux + py, 0% + 0¥).

Prova: Pela Definicao 3.2, a fun¢do geradora de momento da distribuicdo normal N ~
N (p, 0?) é dada por:
My(s) = Ele*"]

0o 1 (N—p)?
sN ——
= e e 202 dN
/oo V2mo?

2

2
:esu—i—‘s;

Portanto, tem-se que as funcao geradoras de momento de X e Y sao, respectiva-
mente,

2 2
Mx(s) = esHx+ 5%

520'2
My (s) = e+
Uma vez que X e Y s@o independentes, pode-se definir a distribuicdo obtida por

sua soma como a multiplicacao de suas fungoes geradoras de momento. Isto é,

2,2 252

S X Y
M(X+Y)(S) — eSHX T3 | Syt

52(U§<+U%,)
2

— eSlxtpy)+

Nao ¢ dificil de notar que M x1y) ¢ uma funcao geradora de momento de uma

distribuigdo normal com média (ux + py) e desvio padrdo (0% + o). O

Portanto, a adi¢ao de ruido A/(0,5%) mantém o centro da distribuigdo e altera
apenas seu desvio padrao. A primeira caracteristica é muito ttil, uma vez que, por exemplo,
para func¢oes Delta-Dirac nao altera o fato que o ponto central de tal fungao é onde ha
o maior acumulo de densidade. No entanto, alterar o desvio padrao também altera a
densidade dos 68% dos dados em volta da média. Deste modo, o ruido é usado seletivamente
quando a variancia de um atributo em uma dada classe ficaria menor do que o limiar de
1079 definido por Ferreira, Matos e Ribeiro (2016). Este processo, dado o meta-parametro
&%, pode ser definido por

T o2, >107°

/
Plie) =
T + ZnN/\/’(oﬁz) n, 0142C > 1077 c.c.
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A computacao incremental da varidncia é feita por uma aproximacao baseada no
acumulo da média. Este método foi criado por Welford (WELFORD, 1962) e posteriormente
refinado por Ling (1974) e Chan, Golub e LeVeque (1983). Ele se baseia em um fluxo
continuo de dados de uma variavel aleatéria. No caso especifico do GMDL, esse fluxo é
dado pelas amostras para cada atributo ¢ da classe c¢. O calculo é definido pela seguinte

recorréncia;:

MQ»nic = M27n7;671 + (xnzc - jnchl) ’ ("L‘nzc - i‘nzc)

= = xnic B inic_l
xnic = xnicfl +

2 _ M2anic

Oic

Nie
Nic

onde M, ,,,. ¢ a soma das diferencas quadraticas em relacao a média até a n;.-ésima amostra.
Deste modo, guarda-se os valores da quantidade de amostras n;., Ms,,. e T,, para cada
atributo i de cada classe ¢, para entdo computar o2 a fim de determinar quando aplicar o

ruido.

3.3 Ponderacao da Importancia dos Atributos

Selecao de atributos é uma técnica classica da area de aprendizado de maquina.
Ela é usada, por vezes, para se combater a maldicao da dimensionalidade. Tal fend6meno
teve sua primeira aparigdo na literatura por Bellman (1957), em seu estudo de otimizacao
dindmica. Em linhas gerais, este problema ocorre ao analizar-se conjuntos de dados onde
os atributos estao em uma ordem de grandeza consideravel. Neste cenario, sao necessarias
muitas amostras para que o poder preditivo dos métodos nao se degrade, ao mesmo tempo
que, dado o nimero de atributos, o processamento escala exponencialmente no nimero de

combinagoes possiveis entre amostras e atributos.

A selecao de atributos é, também, empregada na tentativa de reduzir a variancia
em um conjunto de treinamento para encontrar modelos mais simples que descrevem um
conjunto de dados. A engenharia de atributos, como é chamado tal processo, parte do
pressuposto que existem dados que podem ser redundantes — por exemplo, uma variavel
continua de baixa variancia — ou extremamente preditivos, neste caso apelidados de

atributos dourados (do inglés, golden features).

Muitos trabalhos neste d&mbito vém sido estudados. O método da Andlise de Com-
ponentes Principais (PCA), criado por Pearson (1901), é um método muito utilizado na
literatura para reducao de dimensionalidade. Seu funcionamento baseia-se numa transfor-
macao linear ortogonal que mapeia os dados de sua dimensionalidade original para outra
dimensionalidade menor, onde suas componentes os descrevem em ordem decrescente de

variancia. Outras técnicas também sao comuns na literatura na tentativa de encontrar
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atributos mais preditivos, como o ganho de informacao e a informagdo mitua, ambos
baseados em entropia, e a estatistica x? que calcula a dependéncia entre um atributo e a

classe.

Métodos baseados em predi¢ao Bayesiana assumem que os atributos de uma amos-
tra sdo independentes, e assim podem relaxar a férmula Bayesiana — dai o nome de Bayes
Ingénuo (do inglés, Naive Bayes). Esta suposicao é uma maneira de combater a alta
dimensionalidade que geralmente aparece em bases de dados. No entanto, na maioria dos
casos essa suposicao é violada, o que leva os métodos a uma predigao subétima (ZAIDI et
al., 2013). Na literatura, existem, principalmente, duas abordagens para tentar melhorar
a preditividade de tais métodos: métodos semi-Naive Bayes e métodos de ponderacao de
atributos (ZAIDI et al., 2013). Os primeiros, como abordados por Langley e Sage (1994)
e Friedman, Geiger e Goldszmidt (1997b), tentam aliviar a suposi¢do de independéncia de
atributos inserindo fatores e selecionando um conjunto de atributos que sejam potenci-
almente independentes. Os ultimos foram pouco explorados na literatura e foram vistos
mais como métodos de selecao de atributos importantes. No entanto, pesquisas recentes
mostraram que tal estratégia pode prover resultados equivalentes ou melhores que os
demais de forma menos custosa (ZAIDI et al., 2013; XIANG et al., 2014).

A Equacao 3.11 é baseada na soma das densidades de probabilidade, que chamamos
de tamanho de descricao. No entanto, a estimativa oriunda do oKDE baseia-se na premissa
de que as distribui¢oes dos atributos para uma dada classe sao independentes, uma vez que
as mesmas sao estimadas separadamente. Portanto, ao invés de tentar utilizar coeficientes
de preditividade de atributos, pesos nos atributos sao utilizados para a limitacao de tal
suposigao, como feito por Zaidi et al. (2013). Esta técnica se baseia na otimizagao desses

pesos, cujo objetivo é melhorar o desempenho do método de classificacdo como um todo.

Inicialmente, a Equacgao 3.8 ¢ alterada adicionando um peso 6 para cada atributo,

como mostrado a seguir.

n

L(Z]e) == D[~ log peie(&:)]% (3.12)

i=1
onde © é um vetor de n elementos representando pesos nos atributos. Por simplicidade de

notacao, L(Z|c) serd usado como:

L(Z|c) £ Y opi. (3.13)
=1

Procura-se, entao, encontrar valores para © que minimizem alguma funcao de erro.
Assim como empregado por Zaidi et al. (2013), o erro quadradico médio é utilizado como
funcao de erro, e deste modo, é possivel trata-lo como um problema de otimizagao. Para

isto precisa-se, primeiramente, definir a fungao de custo J(©), como segue.
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— L(@D|c) — Gy )? (3.14)

||MN

1m
52

y(])ck
onde ¢ é o delta de Kronecker. Isto é, uma fungao 6;; que tem valor 1 se ¢ = j e 0, caso
contrario. Antes de calcular a derivada da funcao de custo, é 1til encontrar as derivadas

OL(|c;) . OL(Zc))
das componentes 56 € g,

. OL(Z|c; . . L(Z) .
A derivada de % para a matriz Jacobiana agg ) 6
7

OL(Fe;) 0 & 4,
6, —879”/2::1%’/]'

= gpf]’i -In 6;

IL(E)

oL
(‘r) para a matriz Jacobiana =g~ é:

De modo similar, a derivada de

OL(Z|c;) _ 0 s
90 90; Il s S
_ 90?5 Inb; - (Z‘K‘ e 1%%) 90?} lnei'i(f’6j>
- (i S0 )2

= gofj’i -In6; — gof; -In0; - L(c;)
= ¢ - Inb; - (1 — L(Z|c;))

Com estes resultados parciais, pode-se encontrar o gradiente da funcao de custo,

como mostrado a seguir.

m K
i Z Z y@e, — ])’Ck))2
=1k=1
4 S OLED|er)
= 2:: 2::1 e — L(x(3)|ck.)) . 379@
m |K]| ' '
= Z Z e — L@V|er)) - i - 6; - (1 — L(@Vey)) (3.15)

Com base no gradiente da Equacao 3.15, pode-se entao computar, em tempo de
execucgao, os valores para © que minimizam o erro da predicao. Inicialmente, pondera-se
todos os pesos a 0,9. Note que, © € (0,1), uma vez que log1 = 0, e, portanto, o método
teria custo zero inicialmente e log0) — co é um valor que nao faz sentido teérico para o

problema.
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E possivel otimizar O utilizando-se de qualquer método de otimizacdo. Um método
classico na literatura é o gradiente descendente. A ideia do método é dada uma fungao f(z),
se ela é definida e diferenciavel em uma vizinhanga de um ponto v, entao f decresce mais
rapido se seguir na diregao do gradiente negativo de f em v. Isto é, se v,41 = v, — NV f(vy),
para um 7 suficientemente pequeno, entao o valor de f em v,,; é menor que em v,. O
valor 1 é popularmente chamado de taza de aprendizado e é um meta-parametro a ser

ajustado. Este processo ¢ ilustrado pela Figura 7.

Vo

Figura 7 — llustracao do funcionamento do Gradiente Descendente em um conjunto de
pontos v.

O método do gradiente descendente nao ¢ apropriado no cenario onde as amos-
tras vem de um fluxo continuo de dados, uma vez que baseia-se na otimizacao dado
um conjunto de amostras. No entanto, o método conta com uma variacao chamada de
gradiente descendente estocdstico que, ao invés de computar o gradiente exato com base
em um conjunto de amostras, estima-o com base em uma tnica amostra. No entanto,
esta formulacao do gradiente descendente pode acarretar baixa precisao e convergir em
situagoes de escolha de n moderadas (BOTTOU, 2010). A ideia de momento foi descrita
por Rumelhart, Hinton e Williams (1986) para o caso de redes neurais. Assim como o
momento da fisica, o momento na fungao gradiente tende a fazer com que o gradiente sofra
menos alteragoes em suas atualizagoes. A atualizagdo do © é dada entao por 0; = 0; — A6,
com Af; := nVJy, + aAb;. Nesta ultima equacao, a varidvel a é o meta-parametro de
momento do gradiente descendente. Note que Af; é computado no inicio de cada iteracao,

para que o método possa ajustar seus pesos dado uma amostra e sua predigao.
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3.4 Protétipo de Fronteira de Separacdo de Classes

Em problemas de classificagdo, a fronteira de uma barreira de decisao é a distancia
da barreira até os dados separados. O SVM ¢é um método amplamente conhecido que
busca aumentar a fronteira de separagao entre os dados, atingindo assim, predi¢des mais
confidveis (SARAVANAN; SIDDABATTUNI; RAMACHANDRAN;, 2008). Na definigdo do
método baseado no MDL para classificagao de textos de Silva, Almeida e Yamakami (2017),
chamado de MDLText, os autores propuseram um fator de penalidade S para distanciar as
classes menos provaveis para uma dada amostra baseada na similaridade de cosseno. Isto
é possivel uma vez que os autores conseguem um prototipo de classe baseado na contagem
de termos; entao a distancia de cosseno é uma escolha apropriada para a distancia de

ponto a ponto.

Dada a eficiéncia das predi¢oes do MDLText, uma caracteristica interessante de se
possuir no GMDL seria também a penalizacao de classes mais distantes para a computagao
do tamanho de descrigdo. No entanto, como o GMDL esta baseado em estimativa de funcao
de densidade, nao é possivel utilizar a distancia de cosseno. Sendo assim, é necessaria a
utilizacao de uma funcao de distancia entre ponto e distribuicao. Uma escolha comum neste
cendrio é a distancia de Mahalanobis (MAHALANOBIS, 1936), que é uma generaliza¢ao
da métrica da quantidade de desvios padroes que um ponto estda da média da distribuicao

sendo avaliada, variando no dominio [0, c0). Esta medida é dada pela equagao a seguir.

D, f) = (@ — ug) - St (& — py)”

A ideia geral é que nao so6 se esta medindo a distancia de um ponto ao centro de
uma distribui¢do, mas também considera-se a esparsidade dos dados em relagao a média.
A matriz de covariancia mede o quao espalhados estao os dados em relagao as suas médias
e como variam em conjunto com as demais dimensoes. A inversa da matriz de covaridncia
mede, entao, o quao proximos a média das componentes estao os dados, isto é, quanto mais
préoximos estiverem de suas respectivas médias — ou o quao mais proximo da identidade

estd ¥~ — maior o impacto na distancia de Mahalanobis.

Ainda é necessario definir o protétipo de classe para cada uma das classes com-
putadas. Uma aproximacgao pode ser feita definindo-se uma distribuicao multivariada
para cada classe, baseando-se em todos os conjunto de atributos ao invés de considera-los
individualmente, como feito para calcular o tamanho de descri¢cao. Deste modo, mantém-se
também | K| misturas Gaussianas multivariadas como protétipos de classes obtidas com o
oKDE. E possivel definir, entdo, um protétipo de classe como a 2-tupla ¢ := (fhe, ic) para

uma dada classe c.

Como tratam-se de misturas, é necessario encontrar seus vetores de média e matriz
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de covariancia antes de aplicar a distdncia de Mahalanobis. A média é simplesmente o

valor esperado das distribuicoes, isto é:

Ge ,

- i

He = § :wl ’ /“Lc'
i=1

A varidncia, em contraste, pode ser definida em condic¢ao a relagdo das médias

COomo:

Ge Ge
Y= Zwi - 2+ Zwi (pe — fe) - (pe — /EZ)T~
i=1 i=1

Uma vez computado os valores a todos os prototipos, uma normalizagao entre zero
e um dos dados é feita, tal que D igual a zero representa baixa similaridade e D igual a
um, a classe mais similar. Assim, pode-se definir S de modo semelhante a Silva, Almeida

e Yamakami (2017), como:

A 1—D(Z,¢) +2°
S(z,¢) :z—log( (#,0)
2
Note que, para evitar inconsisténcia, um meta-parametro [ é adicionado. Ele
é necessario dada a normalizacao efetuada, ja que sempre que S é computado, este
valor tenderia a infinito para a classe mais semelhante. Deste modo, pode-se redefinir a

Equacao 3.12 como:

i(7e) = (7,0 zn:lf— log pa ()" (3.16)

Assim, penaliza-se diretamente o tamanho da descricao de um vetor de atributos
dada sua similaridade as distribuicoes das classes: a classe que mais difere da amostra sendo
classificada tera seu tamanho de descricao multiplicado por 3, enquanto a mais semelhante
nao sofrerd alteragdo no tamanho de codigo. Diferentemente da metodologia adotada
por Silva, Almeida e Yamakami (2017), foi adicionado também um meta-pardmetro 7, que

permite um ajuste fino no peso dado a distancia aos protétipos.

3.5 Visao Geral do Método Proposto

O método proposto apenas necessita de estimativas de densidade de funcgoes de
probabilidade na fase de treinamento. Estas estimativas sao feitas de maneira incremental e
sem discretizagao pelo oKDE. Para cada uma das classes, sao estimadas suas distribui¢oes

multivariadas chamadas de protétipos, e distribui¢oes individuais para cada atributo.

A fase de predicao do método baseia-se, principalmente, nos seguintes blocos:
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<_‘,>—[ Amostra de treino (7, ¢) J—v'(‘“ ) (n, )
{ EiK } —[ EiK ]7 —[ Ajuste da ponderacdo }
l

{ Protétipos de Classes } [ P@,e) } { P(nc) } VJeo

Treinamento

Predicao

{ (1, 3) H Distancia ao protétipo } (Q,32, f) { Ponderacgo dos atributos }—

—{ Tamanhos de descricdo }—

{ arg ming i [L(Z|¢) + Go] }
Dado

Estrutura interna

Metaparametro

Processamento

Predicdo ¢ J

Figura 8 — Diagrama de bloco do funcionamento das fases de treinamento e predi¢ao do
GMDL.

1. Na avaliacao de densidade para cada atributo da amostra;

2. Na distancia do conjunto de atributos aos protétipos de classes;

3. Na ponderacao dos atributos.

A interagao destes processos ¢ ilustrada pela Figura 8 na forma de um diagrama
de blocos: Dada uma amostra, sao estimados diferentes fun¢oes densidade tanto para o
calculo da distancia ao prototipo quanto para cada atributo; com tais densidades, calcula-se
entdao o tamanho da descricao da amostra em cada classe, e a classe com menor descri¢ao
¢é escolhida como roétulo para a amostra; tal rotulo é utilizado para o cdlculo do peso
dos atributos. Note que, apesar do ajuste de ponderacao fazer parte do treinamento, ele
somente pode ser computado dado o rétulo que o método previu para uma determinada

amostra, como explicitado pela Equacgao 3.15.

Os Algoritmos 1 e 2 ilustram, respectivamente, os passos para os estagios de

treinamento e predicado do GMDL.

O codigo fonte do GMDL, escrito na linguagem de programacao C++, esta dispo-

nivel publicamente na plataforma GitHub'.

1 Coédigo fonte do GMDL. Disponivel em <https://github.com/brenolf/gmdl>, acessado em 25 de
Novembro de 2017.
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Algoritmo 1 Estagio de treinamento do GMDL.

Entrada: Amostra (7,
1:
2:

@

10:
11:
12:

13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

¢ < pe(T; f)
parai € {1,...,n} faca

se p’(m) — 00 V p’(m) = 0 entao
Plic) < 279

senao
enquanto ¢Z > 107? faca

7+ X1, X ~ N(0,6?%)

fim enquanto
P — p,(i,c) (flu f)

fim se

Nije = Nije + 1

M2 yMic <~ M2 nzc_l _|_ (3_:)7/ jnic_l) : (3_:)7/ -

fz Tn,; . —1
Q;nw < :L’nwfl + 4712;6
02 fL”
fim para

para i € {1,...,n} faga
pic < [—log pe)(Z:)]

Vg, ¢ (0ic — L(T)[2)) - ¢é - n6; - (1 — L(7)|

Al; < nV Jy, + ab;
fim para

A

C

)

c), classe prevista &, se houver, e metaparametros (€, 52, f,n, «)

> Equacgao 3.9

Algoritmo 2 Estagio de predigdo do GMDL.

Entrada: Amostra 7 e metaparametros (7, 3)
Saida: Classe prevista ¢

1:

[t
<

para c € K faga
para i € {1, = ,n} faca
L(F,¢) « L(#,0) + [~ log pe ()]
fim para
L(Z,¢) + (L(Z,¢) + G.) - S(Z,¢ )T
fim para
para c € K faca

— L(Z,c
U@ - s
fim para

retorna ¢ < argmin ., L(Z|c)

0;
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3.5.1 Analise de Complexidade Assintética

O estagio de treinamento do GMDL baseia-se na computacao de estimativas de

densidades para uma tnica classe em seus n atributos. A complexidade do oKDE é limitada

2— / 7/ . . .
por O(G2 +GG ), onde G é o niimero de componentes da mistura Gaussiana avaliada. Deste
modo, o treinamento tem complexidade quadratica em relagdo ao nimero de componentes

na mistura, que foi validada experimentalmente baixa por Kristan, Leonardis e Skocaj

(2011), na ordem de O(10").

O estagio de predicao possui uma etapa pseudo-linear para a estimativa de tama-
nhos de descri¢do, com complexidade O(n - |K|). Além desta etapa, o algoritmo realiza
multiplicagoes vetor-matriz para calcular as distancias aos protétipos de classes. Este
calculo adiciona a complexidade de O(n*(!=%7)), que se sobressai em relacdo & primeira
quando 7 nao ¢ zero. Isto ¢, o método proposto possui complexidade quadratica de predicao

quando 7 # 0 e pseudo-linear quando S=1.

3.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foi introduzido o GMDL. O método proposto é multiclasse, in-
cremental e pode ser usado em dados com atributos categéricos e numéricos. Dado sua
natureza baseada no principio do MDL, o GMDL prové uma troca benéfica entre a

complexidade do modelo e o ajuste aos dados.

O GMDL seleciona uma classe para uma determinada amostra computando des-
critores para cada um dos atributos da base, que sao entao utilizados para obter um
valor de descricao. Tais descritores sao baseados em um método incremental de esti-
mativa de densidade de probabilidade chamado oKDE. Considerando-se apenas estes
componentes, o GMDL ¢ muito similar a uma estimativa de verossimilhanca maxima

normalizada (GRUNWALD, 2005).

O GMDL também permite que sejam utilizados fatores de penalidade na construcao
do tamanho da descrigdo. Um descritor multivariado é estimado para cada classe e é
considerado seu prototipo, o qual pode ser utilizado para medir o quao longe uma amostra
avaliada estd de uma distribuicdo de uma classe. Além disso, é possivel utilizar pesos
nos atributos que sao ajustados incrementalmente com gradiente descendente estocastico,

permitindo que atributos de pouca relevancia sejam automaticamente desconsiderados.
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4 Avaliacao Experimental

Neste capitulo, sao apresentados os detalhes dos experimentos conduzidos para
a avaliacao do método proposto, os resultados obtidos e a discussao dos mesmos. Para
avaliacao do método, foram considerados dois grandes cenarios: offline, onde os métodos
treinam com uma porcentagem das amostras e classificam a parte restante; e o cenario
incremental, onde amostras sao apresentadas uma a uma e corregoes podem ou nao
serem apresentadas para o método. Este capitulo, estd estruturado da seguinte maneira: a
Secao 4.1 apresenta as bases de dados utilizadas nos dois grandes cenarios de avaliacao.
A Secado 4.2 apresenta as medidas de desempenho utilizadas para avaliar os métodos.
Finalmente, as Secoes 4.3 e 4.4 apresentam os resultados dos experimentos nos cenarios

offline e incremental, respectivamente.

4.1 Bases de Dados e Metodologia de Avaliacao

Foram empregadas dezesseis bases de dados reais, disponiveis publicamente no site
da UCI (LICHMAN, 2013)*. A Tabela 1 apresenta a quantidade de amostras em cada
classe, bem como a distribuicao de amostras por classe. O conjunto de bases selecionadas
possui caracteristicas distintas que visam avaliar a robustez do método proposto mediante
diferentes aspectos, tais como: quantidade e tipos de atributos (categodrico, discreto,

continuo), balanceamento, quantidade de classes e quantidade de amostras.

As bases 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10 e 13 foram utilizadas no extensivo trabalho
de Ferndndez-Delgado et al. (2014). Algumas dessas bases também foram utilizadas
anteriormente por Kristan e Leonardis (2014), além das bases 3, 11, 14, 15 e 16. As
bases 6 e 12 foram selecionadas pelo seu alto nimero de amostras, o que as fazem boas

representantes de cenarios reais onde ha um ntmero massivo de dados.

Neste trabalho, as bases foram pré-processadas tendo todos os atributos categéricos

codificados com one-hot encoding e o atributo classe movido para a tultima coluna.

4.2 Medidas de Desempenho

A matriz de confusdo, originada a partir dos resultados de predi¢ao de um classifica-
dor em um determinado problema, é uma fonte de dados para diversas métricas utilizadas
para mensurar a qualidade de um classificador. Uma matriz de confusao C' é uma matriz

de tamanho |K| - | K|, onde cada linha e cada coluna representa um rétulo de K, e cada

1 Base de Dados da UCIL. Disponivel em <https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html>, acessado em

25 de Novembro de 2017.
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Tabela 1 — Informacoes das bases de dados utilizadas nos experimentos.

Tamanho Composicao das classes
# | Base de dados m n | |K| | Amostras por classe
1 | adult 32.561 109 | 2 | 7.841; 24.720
2 | contrac 1.473 21 3 | 333; 511; 629
2.747; 9.493; 17.367; 20.510; 35.754;
3 | covertype 581.012 10 7 211.840; 283.301
4 | fertility 100 40 | 2 | 12;88
5 | hill-valley 1.212 100 | 2 | 600; 612
6 | ht-sensor 928.991 11 3 | 276.967; 305.444; 346.580
7 | iris 150 4 3 | 50; 50; 50
734; 734; 736; 739; 747; 748; 752; 753;
755; 758; T61; 764; 766; 768; 773; T75;
8 | letter 2000001 16| 26 | 7os 7ga 786: 787: 789: 792: 796: 803:
805; 813
. 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24; 24;
9 | libras 360 90 | 15 24: 24: 24: 24: 24
10 | miniboone 130.064 | 50 2 | 36.499; 93.565
11 | skin 245.057 3 2 | 50.859; 194.198
12 | susy 5.000.000 | 18 | 2 | 2.287.827; 2.712.173
13 | wdbc 569 30 | 2 | 212; 357
14 | wine 178 13 | 3 |48;59; 71
15 | wine-red 1.599 11 6 | 10; 18; 53; 199; 638; 681
16 | wine-white 4.898 11 7 | 5;20; 163; 175; 880; 1.457; 2.198

item C.,., representa o nimero de amostras classificadas como ¢y, sendo que seu rétulo

real é c,.

Idealmente, procura-se por uma matriz de confusao onde apenas a diagonal esteja
preenchida, isto é, o classificador nao cometeu nenhum erro. Como este geralmente nao é
caso, é util avaliar o desempenho do classificador com base nos rétulos atribuidos para
cada amostra. Os verdadeiros positivos (vp) sdo as amostras pertencentes a classe ¢; que
foram corretamente classificadas como pertencentes a classe ci; os falsos positivos (fp)
sao as amostras nao pertencentes a classe ¢q, que foram atribuidas a classe c; e os falsos
negativos (fn) sdo as amostras pertencentes a classe ¢;, que nao foram atribuidas a classe
c1. Com tais medidas, é possivel calcular diversas métricas de eficiéncia de um classificador,

descritas a seguir.

1. Sensitividade ou recall: propor¢ao de amostras da classe analisada, identificada

corretamente. Pode ser calculada pela seguinte equagao:

Up;

§j 1= —————
vpi + fn

2. Precisao: proporgao de amostras da classe analisada, que realmente pertencem aquela
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classe. Pode ser calculada pela seguinte equagao:

Up;
Pi = ———F—
vp; + [P

3. F-medida: média harmonica da precisao e sensitividade. Varia de 0 a 1, onde valores
mais préoximos de 1 demonstram melhor desempenho. Pode ser calculada pela seguinte

equagao:
Pi X 8;

pi + S

F:=2x

Para problemas multiclasse, é comum se utilizar medidas que consideram a média
dos resultados obtidos para cada uma das classes avaliadas. Neste trabalho, foi empregada
a média macro, onde o resultado é a obtido pela média dos resultados para cada classe
do problema, considerando que todas as classes tem a mesma importancia (SOKOLOVA;

LAPALME;, 2009). As equagoes para tais médias sdo apresentadas a seguir.

1. Macro sensitividade: média entre todas as sensitividades dentre todas as classes do

problema. Pode ser calculada pela seguinte equacao:

macrog = = X S;
R =1

2. Macro precisao: média entre todas as precisoes dentre todas as classes do problema.

Pode ser calculada pela seguinte equacao:

macro, .= — X » p;
L =1

3. Macro F-medida: média harmoénica da macro precisao e macro sensitividade. Pode

ser calculada pela seguinte equacao:

macro, X mMacrog

macro — F =2 x
macro, + Mmacrog

Para garantir que os resultados nao foram obtidos por acaso, este trabalho utiliza o
teste de Friedman para comparar os métodos avaliados, seguindo a metodologia apresentada
em Zar (2009, Segao 12.7). Esse teste avalia se a hipotese nula — que neste caso afirma nao
haver diferencas entre os resultados obtidos — pode ser rejeitada. Isto se da com base no
ranqueamento computado através do desempenho obtido por cada método de classificacao
para cada base de dados. A Equagdo 4.1 mostra como computar a medida x%, utilizada

para avaliar a hipotese nula.

12 M
2 |2 SR —3D(M+1 4.1
e = DM(M + 1) ileZ 3D(M +1), (4.1)
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onde M ¢é a quantidade de métodos avaliados, D é o nimero de bases de dados e R a
soma dos rankings de cada método. Caso x% seja menor que o valor critico para um dado
grau de confianca, entdao a hipétese nula deve ser rejeitada. Este valor critico é obtido pelo

numero de bases, nimero de métodos avaliados e um fator de confianga a.

Os métodos de classificagao foram ranqueados de acordo com a macro F-medida. O
método com melhor desempenho recebe a posicao 1 de ranking, enquanto o método com

pior desempenho recebe a posicao M.

Caso a hipdtese nula seja rejeitada, é necessario avaliar os métodos par-a-par. De
acordo com Benavoli, Corani e Mangili (2016), o teste de Wilcoxon deve ser empregado
para evitar problemas conhecidos com métodos baseados em média de ranks. Similarmente
ao método de Friedman, um valor T' é calculado com base na distribuicao do ranking
dos dois métodos avaliados. A hipdtese é rejeitada da mesma forma que no método de
Friedman, comparando 7" com um valor critico baseado num fator de confianca « e o

numero de bases.

Para calcular T, é computada a diferencga d; entre as medidas de desempenho dos
dois métodos avaliados em cada base i. As diferencas sdo entdao ranqueadas de acordo com
seus valores absolutos, utilizando médias quando ha empate (DEMSAR, 2006). Entao,

define-se Rt e R~ como:

R =" rank(d;) + ; > rank(d;), R~ = rank(d;) + ; > rank(d;).

d;>0 d;=0 d;<0 d;=0

Isto é, R™ é a soma dos ranks onde o segundo algoritmo foi melhor que o primeiro;

e R~ é seu complemento. T é, entao, definido como o menor valor entre Rt ¢ R™.

4.3 Cenario Offline

Este capitulo descreve os experimentos conduzidos para a avaliacdio do GMDL no
cenario offline. Este cenario é um caso classico, onde amostras rotuladas sao apresentadas
para o método de classificagdo em batelada e entdo, amostras nao rotuladas sao apresentadas
para a avaliacdo do modelo gerado. Esta secao esta estrutarada da seguinte maneira: a
Secao 4.3.1 apresenta os métodos de classificacao avaliados, a Segao 4.3.2 apresenta detalhes

sobre a realizagao do experimento e a Segao 4.3.3 apresenta os resultados obtidos.

4.3.1 Métodos

Para avaliar a eficiéncia do método proposto, o GMDL foi comparado com métodos
classicos na literatura para aprendizado offline. Estes métodos representam a hipotese
de maneiras diferentes, tais como otimizacao, arvores e probabilidade. Além disso, sao

considerados como base para experimentos do tipo. Eles sao:
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1. Naive Bayes gaussiano (GNB) (DUDA; HART, 1973);
2. Florestas aleatérias (RF) (BREIMAN, 1996);
3. Méaquinas de vetores de suporte (SVM) (CORTES; VAPNIK, 1995);

4. k-vizinhos mais préoximos (kNN) (SALTON; MCGILL, 1986).

4.3.2 Avaliacao

Para validacao do método, foi utilizada a técnica de validacao cruzada aninhada com
5-fold. Esta técnica primeiramente separa a base em 5 fold. Depois, é iniciado um processo
composto por 5 rodadas, onde cada fold é usado exatamente uma vez como conjunto de
teste e a cada rodada, os 4 fold que nao foram selecionados para formarem o conjunto de
teste, sao usados para formar o conjunto de treinamento; esse conjunto também é dividido
em 5 fold, sendo que um deles é usado para validagdo de metaparametros em uma busca
em grade. Depois deste processo, uma métrica final é computada com base na média
dos resultados obtidos em cada fold. Isto permite que cada amostra esteja exatamente
uma vez na particdo de teste, fazendo com que eventuais tendéncias da base nao afetem
demasiadamente o desempenho do modelo gerado. Além disso, todas as amostras foram

ordenadas aleatoriamente, utilizando a semente 1234567890.

A selecao dos melhores parametros foi feita considerando a macro F-medida. Os
atributos utilizados na busca em grade sdo mostrados a seguir. Os métodos implementados
na biblioteca Scikit-learn, sao apresentados com os nomes dos parametros utilizados

em suas interfaces.

1. GMDL
a) 62 2; 5; 10;
b) 7:0; 5; 10.
2. RF

a) n_estimators: 10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90; 100;

£,

b) criterion: “gini”; “entropy”.
3. SVM

a) C: 0,0001; 0,001; 0,01; 0,1; 1; 10; 100; 1000.
4. kNN

a) n_neighbors: 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; 19.
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Os parametros «, f e n do GMDL foram mantidos como 0,001, 1 e 0,9, respecti-
vamente. Os valores do gradiente foram mantidos como valores padroes encontrados na
literatura (SRIVASTAVA et al., 2014), onde « foi reduzido ainda mais em detrimento do
tamanho das bases utilizadas. O fator de esquecimento f foi mantido como 1, uma vez que
as bases publicas utilizadas nao contém fator temporal envolvido, como tendéncia e ruido
temporal. Além disso, o SVM utilizado nos experimentos foi o linear, uma vez que o SVM
com kernel Gaussiano é computacionalmente inviavel de ser utilizado mesmo em bases
relativamente pequenas (KRISTAN; LEONARDIS, 2014). Todos os outros parametros

dos demais métodos foram mantidos com os valores padroes da biblioteca.

O parametro 7 do GMDL foi utilizado somente nas bases iris, wine, fertility, wdbc.
Tal fato deve-se a lentidao da computacao na busca em grade para bases maiores. Portanto,
apesar dos beneficios que podem ser obtidos pela utilizagao da distancia em protétipo,

foi-se escolhido a nao utilizagdo neste experimento devido ao alto custo computacional.

As bases de dados utilizadas no experimento foram previamente normalizadas,

considerando o fold de treinamento, para possuirem média zero e desvio padrao um.

Todos os experimentos foram realizados no servidor da Universidade Federal de
Sao Carlos — campus Sorocaba, disponibilizado pelo Laboratorio de Sistemas Distribuidos
e Inteligentes. Este servidor conta com 40 nicleos Intel de sexta geragao de 2.3Mhz e 4Mb
de cache. Os métodos que nao concluiram o trabalho de classificacao dentro de 48h, foram

terminados e reportados com F-medida zero.

4.3.3 Resultados

A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificagao para cada
base de dados. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro F-medida obtida na
validagao cruzada aninhada. Para facilitar a comparacio, os resultados sao apresentados
em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a célula, melhor

o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em negrito.

Os resultados apontam que o método RF obteve o melhor desempenho na maioria
dos experimentos. No entanto, os demais métodos também mostram bom desempenho em
algumas bases. Além disso, é possivel notar o problema que bases com muitas amostras
(como a susy) causa em alguns dos métodos, uma vez que RF, SVM e kNN nao terminaram
a computacao em 48 horas. Isto deve-se principalmente pela maneira que estes métodos
funcionam, seja otimizando um grande conjunto de dados, como RF e SVM, seja analisando-
os extensivamente, como o kNN. O GMDL e o GNB mostram-se mais robustos para
problemas em uma escala deste tamanho. Em especial, é possivel notar a influéncia do
Teorema 1.2 no GMDL: um maior nimero de amostras permite uma melhor estimativa de

densidade das distribuigoes.
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Tabela 2 — F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenario offline.

| GMDL | GNB | RF | SVM | kNN

contrac
covertype
fertility

hill-valley
ht-sensor
iris

letter 0,703 0,648 \‘

libras 0,586 0,603
miniboone 0,847 0,556
skin

wine-red
wine-white

0,238 | 0,242

O GMDL mostrou-se pouco efetivo nas bases hill-valley e libras. Ambas sdo bases
de alta cardinalidade de atributos, onde os erros das estimativas do oKDE podem se
agregar quando estimando o tamanho de descrigdo de classe. Além disso, como apontado
por Kristan e Leonardis (2014), a computacao do prototipo de classe como uma distribuigao

multivariada sofre uma grande suavizacao pelo alto niimero de variaveis envolvidas.

E possivel notar que todos os métodos tiveram 6timo desempenho na base adult,
que é uma base desbalanceada. Tal resultado pode ser explicado pela alta capacidade
preditiva dos atributos desta base, que pode ser notado pelo alto desempenho do kNN,

que depende diretamente da similaridade entre amostras.

A fim de obter-se uma analise mais confiavel dos resultados, foi realizado o teste
estatistico ndo-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento ¢ mostrado pela Tabela 3. Para um intervalo de confianca a = 0,05, com
16 bases de dados e 5 métodos, o valor critico é 0,711. Os ranks médios neste intervalo
critico sao mostrados pela Figura 9. Uma vez que x% = 6, a hipdtese nula foi rejeitada,
e conclui-se que ha uma diferenca significativa nos resultados obtidos. Deste modo, foi
conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada um dos métodos, par-a-par,
comparando com o GMDL. Nenhum deles teve a hipétese rejeitada, o que indica que nao

hé evidéncia estatistica para dizer que sao, par-a-par, superiores ao GMDL.

Apesar do GMDL nao apresentar uma vantagem estatistica em comparacao aos
demais métodos avaliados neste experimento, considerando a natureza de tais méto-
dos, pode-se afirmar que o GMDL possui uma vantagem sobre eles sendo naturalmente

incremental, o que o torna flexivel a outros cendrios, além de escalavel.



42 Capitulo 4. Avaliagio Experimental

Tabela 3 — Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenario offiine.

‘ GMDL ‘ GNB ‘ RF ‘ SVM ‘ kNN

adult 2,5 25 | 2,5 | 2,5 5,0
contrac 3,0 4.0 1,0 2,0 5,0
covertype 3,0 4,0 1,0 5,0 2,0
fertility 4,0 2,0 1,0 | 3,0 5,0
hill-valley 5,0 4.0 2,0 1,0 3,0
ht-sensor 1,0 2,0 4,0 3,0 5,0

iris 4,0 3,0 5,0 2,0 1,0
letter 3,0 50 | 1,0 | 4,0 2,0
libras 5,0 40 | 1,0 | 3,0 2,0

miniboone 4,0 5,0 1,0 2,0 3,0

skin 3,0 50 | 1,5 | 4,0 1,5
susy 1,0 2,0 4,0 4,0 4,0
wdbc 4,0 5,0 3,0 2,0 1,0
wine 2,0 5,0 3,0 1,0 4,0

wine-red 2,0 1,0 | 3,0 5,0 4,0
wine-white 3,0 2,0 1,0 5,0 4,0

Soma | 495 | 55,5 [ 35,0 485 | 51,5
n B RF
® SVM
A GMDL

& kNN

[ ] X GNB

A
*
X
2?2 2?4 2?6 2?8 3?0 3?2 3?4

Figura 9 — Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenério offline.

4.4 Cenario Incremental

Este cenario é mais préoximo a utilizacdo de métodos de classificacdo em aplicagoes
reais. Os métodos sao treinados com poucas amostras rolutadas, e entdao recebem tanto
amostras nao rotuladas para classificacao, quanto amostras de corre¢ao para que possam
ajustar o modelo ao decorrer do tempo. Existem diversas situagoes que podem ser simuladas

neste cenario, variando quantidade de amostras corrigidas, tempo para correcao, dentre
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outras. Esta secao estd estrutarada da seguinte maneira: a Se¢do 4.3.1 apresenta os
métodos de classificacdo avaliados, a Segao 4.3.2 apresenta detalhes sobre a realizagdo dos

experimentos e a Secao 4.3.3 apresenta os resultados obtidos.

4.4.1 Métodos

Para avaliar a eficiéncia do método proposto, o GMDL foi comparado com métodos
tradicionais disponiveis na literatura para treinamento incremental, que nao necessitam
da discretizacao dos atributos. Além disso, sdo considerados como base para experimentos

do tipo. Sao eles:

1. Perceptron multinivel (MLP) (ROSENBLATT, 1958);
2. Passivo-Agressivo (PA) (CRAMMER et al., 2006);

3. Gradiente Descendente Estocastico (SGD) (BOTTOU, 2010).

4.4.2 Avaliacao

Para validacao do método, 10% da base foi disponibilizada ao método para trei-
namento, assim como realizado por Kristan ¢ Leonardis (2014). O restante das amostras
sdo, entao, apresentadas uma a uma para classificacdo, havendo retroalimentacio para
aprendizado incremental. Como explorado anteriormente, é possivel simular ambientes
mais préoximos aos reais alterando fatores como o atraso e a quantidade de amostras

apresentadas. Foram simulados trés cendrios diferentes:

1. Corregcio imediata: quando uma amostra é classificada com o rétulo errado, o método

recebe a amostra para treinamento com seu rotulo correto imediatamente;

2. Corregao limitada: quando uma amostra ¢ classificada com o rétulo errado, o método
recebe a amostra para treinamento com seu rétulo correto com uma probabilidade
de 50%. Para isto, um gerador de ntiimeros aleatoérios foi utilizado com a semente
1234567890;

3. Correcao atrasada: quando uma amostra é classificada com o rétulo errado, o método
recebe a amostra para treinamento com seu roétulo correto em um tempo que
cresce exponencialmente em 1,1, arredondado para baixo. Isto €, as amostras sao
apresentadas com atraso de {[1,1]°, [1,1]%,[1,1]3, ...}, fazendo com que quanto mais

um método erre, mais demore para que ele receba uma correcao.

Cada um destes cenarios foi testado tanto com dados normalizados quanto nao

normalizados. Os dados foram normalizados de forma incremental, utilizando a base de
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treinamento como referéncia, para terem média zero e desvio padrao um. Foram, entao,
consideradas as melhores F-medidas dentre os cenarios com e sem normalizagdo para

reportar os resultados.

Todos os parametros dos métodos implementados na biblioteca Scikit-learn
foram mantidos com seus valores padroes. Os parametros utilizados no SGD com regu-
larizacao L2 e func¢do de custo hinge, tornam o método similar a um SVM linear com
aprendizado incremental (BOTTOU, 2010). O GMDL, por sua vez, utilizou os seguintes

parametros:

Os valores de a, f e n seguiram os mesmos preceitos expostos na Sec¢ao 4.3.2 para
serem determinados. O valor de 7 foi definido como zero para permitir uma computagao
mais rapida. E finalmente, foi-se escolhido o menor valor de 5% dos experimentos offline, a

fim de causar menos perturbagoes nas amostras.

Todos os experimentos foram realizados no servidor da Universidade Federal de
Sao Carlos — campus Sorocaba, disponibilizado pelo Laboratorio de Sistemas Distribuidos
e Inteligentes. Este servidor conta com 40 nicleos Intel de sexta geragdo de 2.3Mhz e 4Mb

de cache.

4.4.3 Resultados

Esta secao apresenta os resultados dos experimentos de aprendizado incremental

considerando diferentes cenarios de correcao.

4.43.1 Correcdo Imediata

A Tabela 4 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificacdo para
cada base de dados no cenario onde corregoes sao efetuadas no mesmo instante que uma
classificacao incorreta é realizada. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro
F-medida obtida nas amostras de teste. Para facilitar a comparacao, os resultados sao
apresentados em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a
célula, melhor o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em

negrito.
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Tabela 4 — F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenario de correcao imediata.

GMDL | MLP

|
|

PA

SGD
0,999

adult
contrac
covertype
fertility 0,537
hill-valley 0,492
ht-sensor
iris

0,393
0,294

0,410
0,377

0,477
0,487

0,463 |

0,482

letter ‘ 0,446 0,569
libras 0,373 0,291
miniboone 0,756 | 0,765
skin . 0811 | 0,802
susy
wdbc
wine 0,934
wine-red 0,238 | 0,251
wine-white 0,199 | 0,200

Os resultados apontam que o GMDL obteve o melhor resultado na maioria das
bases de dados, nao tendo a menor F-medida em nenhuma delas. No entanto, é possivel
notar que o MLP também mostrou bom desempenho em algumas bases como miniboone e
letter. Essas bases tem um nimero consideravelmente grande de amostras, o que permite
que a otimizacao dos parametros da rede, convirjam de modo mais preciso. Tal fato pode
ser observado também pelo desempenho do SGD na base susy, onde o método alcangou a

melhor F-medida.

Neste experimento, o GMDL apresentou resultados consistentes com o cenario
offline, tendo desempenho tao bom quanto ou melhor em bases como ht-sensor, hill-valley e
adult. Na base adult, o GMDL alcangou uma predigao perfeita no cenario incremental, assim
como o PA. Tal resultado para o PA explica-se numa base onde atributos sdo altamente
preditivos, uma vez que erros na classificagdo fazem o modelo se adaptar rapidamente as

demais amostras, que compartilham de caracteristicas semelhantes.

Para as demais bases, o GMDL foi consistentemente pior que no cenario offline.
Isso pode ser influenciado pelo ajuste dos parametros dado a normalizacao incremental que
as amostras sofreram. E possivel notar também, que o MLP e o SGD tiveram desempenho
mais baixo em varias bases, especialmente as bases com menos amostras e desbalanceadas.

Esta deficiéncia ilustra os problemas de tais métodos para otimizacdo em cendrios reais.

A fim de obter-se uma analise mais confiavel dos resultados, foi realizado o teste
estatistico nao-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 5. Para um intervalo de confianca o = 0,05, com 16

bases de dados e 4 métodos, o valor critico é 0,352. Os ranks médios neste intervalo critico
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Tabela 5 — Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenario de correcao
imediata.

| GMDL | MLP | PA | SGD

adult 1,5 40 | 1,5 | 3,0
contrac 1,0 2,0 4,0 3,0
covertype 2,0 1,0 | 4,0 3,0
fertility 3,0 4,0 2,0 | 1,0
hill-valley 3,0 40 | 1,0 | 2,0
ht-sensor 2,0 1,0 | 40 | 3,0

iris 1,0 4,0 3,0 | 2,0
letter 2,0 1,0 | 4,0 3,0
libras 1,0 2,0 3,0 4.0

miniboone 2,0 1,0 | 4,0 3,0

skin 2,0 1,0 | 3,0 | 4,0
susy 2,0 4.0 3,0 | 1,0
wdbc 3,0 4,0 2,0 | 1,0
wine 1,0 4,0 2,0 3,0

wine-red 1,0 2,5 40 | 25
wine-white | 1,0 | 2,0 | 40 | 3,0
Soma | 285 | 41,5 [485] 41,5

sdo mostrados pela Figura 10. Uma vez que x% = 7,838, a hipdtese nula foi rejeitada, e

conclui-se que ha uma diferenga significativa nos resultados obtidos.

Deste modo, foi conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada
um dos métodos, par-a-par, comparando com o GMDL. Para um conjunto de 16 bases,
considerando um intervalo de confianca o = 0,05, o valor critico é 30. O valor dos
coeficientes T para o MLP, SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 54, 27 e 24,
respectivamente. Portanto, pode-se afirmar que o GMDL foi superior ao SGD e ao PA, em
uma analise par-a-par. No entanto, nao ha evidéncia estatistica o suficiente para afirmar
que o GMDL foi superior ao MLP.

4.4.3.2 Correcao Limitada

A Tabela 6 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificacdo para
cada base de dados no cenario onde amostras incorretas sao corrigidas imediatamente
com uma probabilidade de 50%. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro
F-medida obtida nas amostras de teste. Para facilitar a comparacao, os resultados sao
apresentados em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a
célula, melhor o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em

negrito.

Os resultados apontam que o GMDL obteve o melhor resultado em diversas bases

de dados, obtendo a menor F-medida somente na base skin, onde empatou com o SGD e
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Figura 10 — Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenario de corre¢do imedi-
ata.

Tabela 6 — F-medidas obtidas para cada método avaliado no cendrio de corregao limitada.

PA

MLP

SGD
0,999

GMDL

adult
contrac
covertype
fertility 0,492
hill-valley 0,497

0,315

0,477
0,493

ht-sensor 0,459
iris 0,747
letter 0,402 0,560
libras 0,328 0,258
miniboone 0,749 0,762
skin 0,801 0,800
susy

wdbc
wine
wine-red
wine-white

0,924
0,932

0,906
0,755

0,198

0,208

foi muito proximo ao desempenho do PA. O MLP teve um resultado muito superior aos
demais métodos nesta base, e apenas ligeiramente pior que seu desempenho no cenario
de correcao imediata. Isto demonstra que o MLP possui um desempenho muito bom em

bases com menor numero de atributos.

Ambos o GMDL e o PA atingiram predi¢ao perfeita na base adult. Isso mostra

que eles conseguiram representar de forma efetiva as nuancias de uma base com amostras
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semelhantes. De um ponto de vista matematico, isto demonstra que o GMDL conseguiu
estimar a distribuicao dos atributos reais de forma fidedigna, mesmo no cenario onde nem

sempre ha correcao para consolidar ainda mais o modelo.

Tabela 7 — Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenario de corregao
limitada.

‘ GMDL ‘ MLP ‘ PA ‘ SGD

adult 1,5 40 | 1,5 | 3,0
contrac 1,0 3,0 4,0 2,0
covertype 2,0 1,0 | 4,0 3,0
fertility 3,0 40 | 1,0 | 2,0
hill-valley 3,0 40 | 1,0 | 2,0
ht-sensor 2,0 1,0 | 40 | 3,0

iris 1,0 4,0 2,0 | 3,0
letter 2,0 1,0 | 4,0 3,0
libras 1,5 1,5 3,0 4.0

miniboone 2,0 1,0 | 4,0 3,0

skin 3,5 1,0 | 2,0 | 3,5
susy 2,0 3,0 40 | 1,0
wdbc 3,0 4,0 2,0 | 1,0
wine 3,0 4.0 1,0 | 2,0

wine-red 1,0 2,0 4.0 3,0
wine-white 1,0 3,0 40 | 2,0
Soma | 325 | 415 |455] 405

A fim de obter-se uma analise mais confiavel dos resultados, foi realizado o teste
estatistico nao-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 7. Para um intervalo de confianca a = 0,05, com 16
bases de dados e 4 métodos, o valor critico é 0,352. Os ranks médios neste intervalo critico
sdo mostrados pela Figura 11. Uma vez que x% = 3,338, a hipdtese nula foi rejeitada, e

conclui-se que ha uma diferenca significativa nos resultados obtidos.

Deste modo, foi conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada
um dos métodos, par-a-par, comparando com o GMDL. Para um conjunto de 16 bases,
considerando um intervalo de confianca o = 0,05, o valor critico é 30. O valor dos
coeficientes T" para o MLP, SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 55, 28 e 27,5,
respectivamente. Portanto, pode-se afirmar que o desempenho do GMDL foi superior ao
SGD e ao PA. No entanto, ndo ha informacao estatistica o suficiente para afirmar que o
GMDL obteve desempenho melhor que o MLP.

4.43.3 Correcdo Atrasada

A Tabela 8 apresenta os resultados obtidos pelos métodos de classificagao para

cada base de dados no cenario onde a correcao torna-se mais atrasada quanto mais o
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Figura 11 — Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenério de correcao limitada.

classificador comete erros. O desempenho de cada técnica foi avaliado pela macro F-medida

obtida nas amostras de teste. Para facilitar a comparacao, os resultados sao apresentados

em um mapa de calor em tons de cinza sendo que quanto mais escura for a célula, melhor

o resultado. Além disso, o melhor resultado de cada base é apresentado em negrito.

Tabela 8 — F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenario de correcao atrasada.

contrac

SGD

covertype
fertility 0,482
hill-valley 0,520

ht-sensor
iris

letter 0,308
libras 0,207
miniboone 0,558 0,756

wine-red

wine-white

Os resultados mostram que todos os métodos avaliados tiveram uma distribuicao

quase uniforme de melhor desempenho pelas bases. Como neste cenario erros constantes

diminuem a chance do método aprender, espera-se que bases onde os métodos tiveram
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um desempenho pior anteriormente, tenham um desempenho pior ainda neste teste, e

vice-versa.

Pode-se notar que o GMDL e o PA obtiveram predicao perfeita na base adult, o que
demonstra que os modelos gerados para representacao dos dados foi obtido com perfeicao

ja no comeco do treinamento, uma vez que nenhum erro foi cometido.

A maioria dos piores desempenhos foram obtidos pelo MLP. E possivel que a falta
de correcao impediu que o peso dos neurdnios fossem atualizados eficientemente. Esta é
uma deficiéncia conhecida das redes neurais. E possivel notar, em contraste, que o GMDL,
apesar do impacto, nao sofreu do mesmo mal cosistentemente. Na base hill-valley, o GMDL

obteve uma F-medida melhor que no teste offline.

Para mostrar que o GMDL é pouco sensivel a normalizacao dos dados, a Tabela 9
apresenta as F-medidas obtidas neste cenario quando as amostras nao sao normalizadas.
Quando comparado apenas com entradas nao normalizadas, é notéria a diferenca de
desempenho do GMDL sobre os demais métodos: o MLP e o PA sofrem demasiadamente
pela falta de normalizacao e atraso na correcao. Este fato demonstra a robustez do GMDL

a amostras nao normalizadas.

Tabela 9 — F-medidas obtidas para cada método avaliado no cenério de corregao atrasada
onde as amostras nao foram normalizadas.

| GMDL | MLP | PA | SGD
0,506
contrac 0,403 0,358
covertype 0,145
fertility 0,435 | 0477
hill-valley 0,481 0,507
ht-sensor 0,347 0,383
s
etter

adult

0,358
0,104

0,507

libras

mminiboons
skin

susy 0,672 0,656
wdbc 0,470 0,530

0,321 | 0,258
0,150 | 0,177
0,134

wine
wine-red
wine-white

0,121

A fim de obter-se uma analise mais confiavel dos resultados, foi realizado o teste
estatistico nao-paramétrico de Friedman considerando o ranqueamento dos métodos. O
ranqueamento é mostrado pela Tabela 10. Para um intervalo de confianca o = 0,05, com 16

bases de dados e 4 métodos, o valor critico é 0,352. Os ranks médios neste intervalo critico
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sao mostrados pela Figura 12. Uma vez que % = 3,994, a hip6tese nula foi rejeitada, e

conclui-se que ha uma diferenca significativa nos resultados obtidos.

SGD
GMDL
PA
MLP

o> >onm

2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

Figura 12 — Ranqueamento médio de cada método avaliado no cenario de correcao atrasada.

Deste modo, foi conduzido um teste post-hoc com o método Wilcoxon para cada
um dos métodos, par-a-par, comparando com o GMDL. Para um conjunto de 16 bases,
considerando um intervalo de confianca o = 0,05, o valor critico é 30. O valor dos
coeficientes T" para o MLP, SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 50, 46 e 55,
respectivamente. Portanto, nao existe uma diferenca estatistica consideravel entre o GMDL
e os demais métodos no cendario de correcao atrasada. No entanto, quando considera-se
apenas o cenario onde as amostras nao foram normalizadas os valores de T" para o MLP,
SGD e PA, comparados com o GMDL foram de 13, 37 e 27, respectivamente. Pode-se
afirmar, portanto que o GMDL é estatisticamente superior a tanto o MLP quanto ao PA

quando considera-se apenas as amostras nao normalizadas.

4.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram apresentados os experimentos conduzidos para a comparagao
do GMDL com outros métodos em diferentes cenarios. Tais métodos sao amplamente

utilizados como base de comparacao na literatura.

A analise estatistica dos resultados mostrou que o método proposto é equivalente
aos métodos GNB, RF, SVM, kNN no cenario offline. No entanto, é importante notar
que o GMDL ¢ naturalmente incremental, robusto a normalizacao dos dados, e capaz de
processar dados inteiros e também continuos. Tais caracteristicas o tornam um método

mais flexivel que os demais. Além disso, a analise dos métodos no cenério incremental
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Tabela 10 — Ranqueamento total obtido para cada método avaliado no cenario de correcao
atrasada.

| GMDL | MLP | PA | SGD

adult 1,5 40 | 1,5 | 3,0
contrac 1,0 3,0 4,0 2,0
covertype 3,0 2,0 4,0 1,0
fertility 3,0 4.0 1,0 | 2,0
hill-valley 3,0 20 | 1,0 | 4,0
ht-sensor 4,0 1,0 | 3,0 | 2,0

iris 1,0 4,0 2,0 | 3,0
letter 3,0 4,0 2,0 | 1,0
libras 3,0 40 | 1,0 | 2,0

miniboone 4.0 1,0 | 3,0 2,0

skin 1,0 2,0 3,0 | 4,0
susy 3,0 2,0 40 | 1,0
wdbc 1,0 4,0 3,0 | 2,0
wine 3,0 40 | 1,0 | 2,0

wine-red 1,0 4.0 3,0 2,0
wine-white | 2,0 | 30 | 40 | 1,0
Soma | 375 | 48,0 [40,5] 34,0

mostrou que o GMDL foi superior aos métodos SGD e PA nos cenarios de correcao imediata
e limitada. No cenario de correcao atrasada, o GMDL foi equivalente aos demais métodos,
mas mostrou-se superior ao MLP e ao PA quando considera-se apenas os resultados onde

as amostras nao sao normalizadas.
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Conclusao

Em problemas de classificagdo é muito comum obter-se varios modelos — ou hipoteses
— para um mesmo problema. Cada hipotese descreve os dados como um conjunto de
parametros a serem utilizados pelo método de classificacao utilizados para rotular amostras
nao vistas. O problema de determinar qual modelo melhor generaliza a base sem causar

sobreajuste ¢ um problema muito investigado na area de aprendizado de maquina.

Nesta dissertacao, foi apresentado um novo método de classificacdo multinomial
baseado no principio do MDL, o GMDL. O método proposto é multiclasse, multinomial,
naturalmente incremental e robusto ao sobreajuste e normalizacdo dos dados. Tais ca-
racteristicas tornam-o um bom candidato a aplicagoes em grande escala e em tempo

real.

O GMDL baseia-se no principio do MDL, que é uma formalizagao da ideia da
Navalha de Occam. Este principio prové ao método uma troca benéfica entre acuracia e
sobrejuste dos dados. O GMDL toma como base a interpretacao de codificacdo do MDL,
utilizando-se de estimativas de densidade de distribui¢des para computar os tamanhos
de descricao das amostras. Essas estimativas sao realizadas utilizando-se o oKDE como
estimador incremental, o que permite nao s6 que amostras de quaisquer tipo sejam
estimadas, como também permite que o método seja totalmente incremental e possa

melhorar seu desempenho com o passar do tempo.

Para avaliar o método proposto, foi comparado o seu desempenho em dois grandes
cendrios: offline e incremental. No cenario offline utilizou-se validacao aninhada em 5-fold
e busca em grade para encontrar-se os melhores parametros dos métodos avaliados. O
GMDL foi comparado com outros 4 métodos considerados base na literatura, em 16 bases
com caracteristicas distintas. No cenario incremental, considerou-se ainda trés cenarios
distintos no que tange a correcao de rétulos errados pelos métodos: correcao atrasada,
corre¢ao imediata e correcao limitada. Todos os cenarios foram ainda considerados para o
caso de amostras serem ou nao normalizadas, trazendo caracteristicas de um ambiente
real a simulagao. Além disto, utilizou-se de técnicas estatisticas para validar os resultados
obtidos.

A analise mostrou que o GMDL é equivalente aos métodos GNB, RF, SVM, kNN
no cenario offline. Nos cenarios incrementais, o GMDL se mostrou superior aos métodos
SGD e PA no cendrios de corre¢ao imediata e limitada. No entanto, o GMDL obteve
resultados consistentes com aqueles vistos no teste offline, o que corrobora o fato do
GMDL ser versatil em comparagao aos outros métodos. No cenario de correcao atrasada,

o GMDL foi equivalente aos demais métodos, mas superior ao MLP e ao PA no cenério
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nao normalizado. Neste cenario, é possivel notar o impacto que a falta de normalizacao
causa nos métodos comparados; o GMDL mostrou-se, apesar disso, resiliente a este mal.
Além disso, o GMDL se mostrou particularmente eficiente para bases onde amostras sao
boas representantes da distribuicao subjacente, estimando distribuicées que permitiram

predicao perfeita em uma das bases.

O GMDL mostrou-se robusto e eficiente nos cenarios testados, sendo um bom
candidato a casos onde ha um grande fluxo de dados e/ou a computacao com métodos
tradicionais pode ser custosa. Além disso, o GMDL apresenta uma interpretagao nova sobre
o principio do MDL aplicado a classificacao, estendendo o método MDLText introduzido
por Silva, Almeida e Yamakami (2017), permitindo que nao s6 amostras textuais sejam
rotuladas, mas amostras de qualquer tipo. Este fato torna o GMDL um candidato a

grandes problemas do mundo real.

Limitacoes e Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram verificados pontos de extensao e
melhoria da proposta apresentada. A seguir, sdo apresentados direcionamentos a trabalhos

futuros:

e O desempenho positivo do prototipo de classe d4 indicios de que o calculo do tamanho
da descricao possa ser puramente dependente de uma distribuicao que estime todos
os atributos de uma tnica vez. No entanto, problemas de suavizacao demasiada pela

projecao dos atributos na variedade n-dimensional, deve ser considerada;

e A demora na computacao da distancia ao prototipo, demonstra que seria possivel
propor um método de aproximacgao de distancia de ponto a uma distribui¢ao mais
eficiente: possivelmente aproximando-se candidatos representantes de uma distribui-
¢ao, como os protétipos de classse do MDLText ou oKDE. Este calculo pode ser feito
a partir de clusterizacao de pontos aleatérios na distribuicao computados a partir de

uma distribuicdo uniforme;

e O tamanho de descricao da classe impactou negativamente no desempenho do GMDL
em alguns casos. Uma vertente de pesquisa seria validar novas complexidades de

modelo, avaliando o desempenho de diferentes L(M);

e Dado o grande nimero de hiperparametros do GMDL, seria interessante investigar a

sensibilidade dos mesmos;

e Outro viés de pesquisa seria utilizar o GMDL em outros problemas, como classificacao

de textos e de imagem.
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