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Resumo

Consideramos as aproximacgoes

Ovu + O, f(u) + Bb102u + Bby0,0%u + B2, 05u = edru (1)

Opu + Op f (u) + BO%u + B*002u + B2cOiu + B7dO>u = ed?u (2)

das equacoes de Rosenau-KdV-RLW e Benney-Lin e, suplementando-as com uma condicao inicial

w(0,2) = uepo(w), (3)

estabelecemos a existéncia de solugdes globais u. s para os problemas (1)-(3) e (2)-(3). Além
disso, estudamos o comportamento limite da sequéncia u.g quando os parametros € e 3 sao
mantidos em balanco e tendem a zero, e mostramos que a funcao limite consiste da tunica solucao

de entropia da lei de conservacao associada
Oyu + O, f (u) = 0.

As ferramentas utilizadas serdo a Teoria da Compacidade Compensada desenvolvida por
Tartar-Murat [22, 23, 27, 28] e a teoria de DiPerna [10, 11] sobre Solugées de Entropia com
Valores em Medida, juntamente com uma série de estimativas uniformes sobre a sequéncia u. g

obtidas no decorrer do texto.



Abstract

We consider the approximations
Ovu + O, f(u) + Bb102u + Bby0,0%u + B2, 05u = edru (4)

and
Opu + Op f (u) + BO%u + B*002u + B2cOiu + B7dO>u = ed?u (5)

of the Rosenau-KdV-RLW and Benney-Lin equations and supplementing them with an initial

condition
u(0,z) = ucpo(r) (6)

we establish the global existence of solutions u, g for the problems (4)—(6) and (5)—(6). Moreover,
we study the limiting behaviour of the sequence u. 3 when the parameters € and 3 are kept in
balance and tend to zero, and we prove that the limit function consists of the unique entropy
solution of the conservation law

Oyu~+ 0, f(u) = 0.

The tools used will be the Compensated Compactness Theory developed by Tartar-Murat
[22, 23, 27, 28] and DiPerna’s theory [10, 11] on Entropy Measure-Valued Solutions together with

a number of uniform estimates on the sequence u, g obtained during the text.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solucoes globais u. g para os problemas de Cauchy

Oy + O, f (u) + BbiO2u + Bby0,0%u + B2c0,00u = €du

u(0, ) = uego(x)

(7)

Ou + 0, f(u) + BO%u + B2bd2u + Bcopu + B°dO>u = €d?u

u(0, ) = ue g (),

e investigaremos a convergencia da sequéncia u, g para uma solucao da lei de conservagao associada

(8)

Ou+ Oy f(u) =0 9)

quando os parametros € e § sao mantidos em balanco e tendem a zero.

Em (7) e (8) os parametros € e [§ sdo nimeros reais positivos, by, be, ¢ € etc. sdo os coeficientes
das equagoes, u. g0 ¢ uma aproximagao (no caso ug € L* N LP,p = 2,4) de um dado inicial ug e o
fluxo f é uma fungao sub-quadratica, i.e., | f'(u)] < Co(1 + |ul).

Baseando-se nos trabalhos [15] e [16] estabeleceremos a existéncia de solugoes globais mediante
um resultado local e um processo recursivo de extensao. Na extensao, faremos uso de uma série
de estimativas a priori, fundamentais para a validez do procedimento.

Com as solugbes em maos, estudaremos em seguida a convergéncia das mesmas para uma
solucao de (9) utilizando duas ferramentas de convergéncia: a Teoria da Compacidade Compen-
sada desenvolvida por Tartar [27, 28] e Murat [22, 23], e a teoria de DiPerna das Solugoes de
Entropia com Valores em Medida [11]. Mais precisamente, usaremos adaptagoes destas teorias
para o ambiente LP feitas por Schonbek [24] e Szepessy [26].

Quando ¢ = 0 e f = 1 em (7) e (8), resgatamos respectivamente as famosas equagdes de
Rosenau-KdV-RLW e de Benney-Lin:

v + adpu + kOyu" + b12u + by0,02u + 0, 00u =0, f(u) = a + ku" (10)
1
Oru + éaxzﬂ + O2u+ bPu + cOiu+ dBu =0, f(u) =u®/2. (11)

A primeira delas funciona como um modelo de captacao da dinamica de ondas rasas dispersi-
vas, enquanto a segunda, derivada primeiramente por Benney [3] e posteriormente por Lin [20],

descreve a evolugao unidimensional de ondas pequenas em varios problemas em dinamica dos

fluidos.



Em [6, 7] os autores consideraram dois casos particulares de (10). Assumindo algumas
condigbes sobre os dados iniciais e utilizando as adaptagoes (mencionadas acima) ao ambiente

LP, eles mostraram que as solugoes u, g das aproximagoes

dyu + Opu” + B20,00u = €dru,
Opu + 0pu® + BOPu — BOO*u + B20,00u = €02,

convergem localmente para a tnica solucao de entropia da equacao de Burgers
Oyu + O,u? =0

em todo espago L" para r € [1,4). Seguindo a mesma linha resultados similares foram obtidos

em [8] considerando a aproximacao
1
Oru + éﬁxif + B20%u + K*B203u + BP0tu = ed*u

da equagao de Kuramoto-Sivashinsky-Korteweg de Vries (b=c=1ed =0 em (11)). Em todos
estes casos os parametros €, § eram mantidos em balanco e tendiam a zero.
A titulo de informagao, os autores estabeleceram em [5] a boa colocacao global do problema

de Cauchy para a equacao de Benney-Lin
1
oru + éaqu + Pu+ B(2u + Opu) + €dou = 0

quando o dado inicial pertencia a algum espaco de Sobolev H® com s > 0. Para obter este
importante resultado eles fizeram uso da Teoria de Interpolacao Nao-Linear. Além disso, eles
analisaram o comportamento limite das solugoes u, g nos casos: (i) € fixoe § — 0 e (ii) 5 fixo e
e — 0.

Nosso objetivo neste trabalho serd estender para os problemas (7) e (8) os resultados mencio-
nados acima obtidos em [6, 7, 8], além de demonstrar a existéncia de solugoes globais dos mesmos.
Obteremos solugdes nos espagos C([0,00), H'(R)) para [ > 1 inteiro e mostraremos que as mesmas
convergem localmente para a unica solu¢ao de entropia de (9) em todo L" com (i) r € [1,2) se o
dado inicial estiver em L' N L? e (ii) 7 € [1,4) se o dado inicial estiver em L' N L%.

O texto esta estruturado em trés capitulos. O primeiro deles reune os pré-requisitos necessarios
para o entendimento do trabalho, enquanto os Capitulos 2 e 3 abordam, seguindo o roteiro descrito
no pardgrafo anterior, os problemas (7) e (8) respectivamente. Por fim, incluimos dois pequenos

apéndices contendo as demonstracoes de alguns fatos afirmados no texto.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Apresentaremos neste capitulo as ferramentas necessérias para o entendimento de todo o traba-
lho. Nele reuniremos as principais propriedades da transformada de Fourier, algumas estimativas
nos espacos de Sobolev H®, além de varios resultados elementares sobre Compacidade Compen-

sada e medidas de Young.

1.1 A Transformada de Fourier

Dada f € L'(R"), sua transformada de Fourier é a fungao J?deﬁnida por

~

fie) = em e [ o (g er)

A inversa desta funcao, como sabemos, é dada por

~

Fila) = flma) = @y [ et (o e R)
A fim de estender esta definicao para todo o espago L*(R™), necessitaremos do seguinte

Teorema 1.1 (Plancherel). Se f € L'(R") N L2(R") entio f, f¥ € L2(R") e

| fll2@ny = [ fl2@ey = 1] L2en)- (1.1)

A relagao (1.1) nos permite definir a transformada de Fourier de elementos do L?*(R™) da
seguinte maneira: dada f € L2(R™), pomos f = limy_e0 f5, sendo {filreny C L'(R™) N L2(R")
uma sequéncia convergindo para f em L?(R"). E claro que festé bem definida e que as igualdades

em (1.1) continuam validas. Além disso, temos a importante

Proposigao 1.1. Se f,g € L*(R"™), as sequintes propriedades sao vdlidas:

(i) Jou F@)a(2)de = [, f(@)g(x)de, (g(x) = g(x));

(ii) 5"7 = (m)o‘f para todo multi-indice a tal que 9° f € L*(R™), (0% = 02! ---99n);

8



(111) 80‘]?: [(—iz)* f]” para todo multi-indice o tal que zf € L*(R™);

~

(w) (f) = ()" =1
Todas estas propriedades serao utilizadas livremente no texto e podem ser encontradas em
[12].

1.2 Algumas Estimativas em H°

Teorema 1.2. Seja f: R — R uma fung¢do suave tal que f(0) = 0. Para qualquer inteiro s > 0,
seu € H*(R) e
[ull @) < K, (1.2)
entdo f(u) € H*(R) e
[1f ()]

sendo Cx > 0 uma constante que depende apenas de K.

m®) < COxllul| s m),

Teorema 1.3. Sejam f : R — R uma fun¢do suave e u,v € H*(R) com s > 1 inteiro. Se v
satisfizer (1.2), entao f(v)u € H*(R) e

1f (w)ul we (@) (| £ (0)] + [|v]

sendo Ck s > 0 uma constante que depende apenas de K e s.

) < Cksllul H(R)),

As demonstragoes dos resultados acima encontram-se, respectivamente, nas paginas 22 e 30
da referéncia [29]. O corolario seguinte ¢ uma consequéncia imediata do Teorema 1.3 e pode ser

encontrado na péagina 10 de [30].

Corolario 1.1. Assuma as hipdteses do Teorema 1.8 e suponha que u e v satisfacam (1.2).

Nestas condicoes,

1f(u) = f(v)] w0 @) (L (0) + ]

sendo Ck s > 0 uma constante que depende apenas de K e s.

s ®) < Crsllu— vl me®) + vl Es®),

Finalizaremos esta secao apresentando uma versao dos famosos mergulhos de Sobolev. Antes
disso, daremos algumas definigoes.
Dizemos que uma fungao f : R — R se anula no infinito, se para todo € > 0 o conjunto

{z € R;|f(z)] > €} é compacto. Denotaremos o espaco de tais funcoes por Cy(RR):
Co(R) = {f € C(R); f se anula no infinito}.
Mais geralmente, podemos considerar os espagos
CER) = {f € C*R); f9 € C4(R),j =0,...,k} k=0,1,2,....
Lema 1.1 (Sobolev). Se s >k +1/2, entio H*(R) C CE(R).

O Lema de Sobolev sera muito importante nos capitulos seguintes e sua demonstracao pode

ser encontrada [14].



1.3 Compacidade Compensada

Seguindo Schonbek [24], apresentaremos alguns resultados de compacidade para uma sequéncia
de solugoes aproximadas {uy}ren pertencentes a um subconjunto limitado de LP(€)) de uma
equacao diferencial parcial escalar da forma

Ou+ 0, f(u) =0, (1.3)

onde  é um aberto limitado de R?, f é uma fungao dada e a sequéncia {uy, }rey satisfaz a condicao
de entropia
Om(uy) + 0,q(uy) € [conjunto compacto de H ()] (1.4)

para todo par de fungdes (n,q) tal que ¢ = 1’ f’. Recordemos que um par de fungoes (1, q) é
chamado um par de entropia—fluzo de entropia com respeito a (1.3) se ele satisfizer a condicao
¢ =n'f". Este teorema é uma extensao de um resultado obtido por Tartar em [27] para solugoes

aproximadas pertencentes a um subconjunto aberto limitado de L*>(€2).

Teorema 1.4. Sejam Q C R?* um aberto limitado e f € CYR) uma funcgao satisfazendo a

condi¢cao de crescimento
' (w)] < Co(1 + [uf™") para algum p € (1,00).

Além disso, seja {ug}ren uma sequéncia de solugoes aproximadas de (1.3), uniformemente li-
mitada em LP(QY), satisfazendo a condi¢do de entropia (1.4) para todo par de entropia—fluzo de
entropia (n,q) comn € C*(R) convexa em algum intervalo limitado nao-vazio. Nestas condigoes,
existe uma subsequéncia {ug, }jen tal que

up, =0 e f(uy) = f(@) em 2'(Q)
e € LP(QY) € uma solucdo fraca de (1.3).
Corolario 1.2. Sejam Q, {ug}ren € f como no Teorema 1.4. Se f” > 0 entao
ug, —  fortemente em L4(S2) para todo q € (1,p).
Finalizaremos esta se¢do com o importante lema de Murat [23]:
Lema 1.2 (Murat). Sejam ©Q C R"™ um aberto limitado e { fx}ren uma sequéncia satisfazendo
(i) {fr}tren € [conjunto limitado de W=1°°(Q)];
(11) {fx}ren € [conjunto compacto de H=1(Q)] + [conjunto limitado de M()].
Entao
(iii) {fx}ren € [conjunto compacto de H(2)].

10



No lema acima,

Wb2(Q) ={T € D'(Q);T = fo+ > 0fi/0xi, fo, .., fn € L (Q)},

i=1

H Q) ={T €D (Q):T = fo+ > 0fi/0r; fo...., fn € L*(Q)}

e M(Q) denota o espago das medidas Radon em €, i.e., o espaco dos funcionais lineares em

C.(), ¢ — (u, @), tais que para todo compacto K C 2 existe uma constante C'x > 0 satisfazendo

(1, )| < Ckl|@||e () para toda ¢ € Ce(§2) com supp(¢) C K.

1.4 Medidas de Young e Solucoes de Entropia

Esta secao contém alguns fatos béasicos sobre medidas de Young e solucoes de entropia com
valores em medidas. O seu conteido pode ser encontrado em [19] e [26]. A seguir suporemos

p € (1,00) e denotaremos (de agora em diante) a semirreta positiva (0,00) por R, .

Lema 1.3. Seja {uy }reny uma sequéncia uniformemente limitada em L™ (R, ; LP(R)). Entdo existe
uma subsequéncia {uy }reny € uma aplicagao v : Ry x R — Prob(R) tal que, para toda fungao
g € C(R) satisfazendo

g(u) = O(1 + |u") (1.5)

para algum r € [0,p), a sequinte representacdo é vdlida

lim // g(up (t, z))o(t, x)dtdx = // / N vz (N)é(t, x)dtdr (1.6)
k'—=oo J JR, xR Ry xR

para toda ¢ € L' (R, x R) N L®(R,; x R).

A fungao v é chamada uma medida de Young associada com a sequéncia {uy }ren € é definida

por
Vo 6(N)) = / H(\)dvy (V)

O proximo resultado revela a relagao entre a medida v e a convergéncia forte da sequéncia
inicial.
Lema 1.4. Seja v uma medida de Young associada com uma sequéncia {uy}ren uniformemente

limitada em L®(Ry; LP(R)). Para uw € L®(R,; LP(R)), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) limg oo up = u em L®(Ry; L] (R)) para algum r € [1,p);

loc

(1) Vig)(N) = Ouez)(A) para quase todo (t,x) € Ry x R,

11



Agora consideremos o problema de Cauchy

{ O+ 0y f(u) =0 (t,z) € Ry xR (1.7)

u(0,2) =up(x) xe€R.

Dizemos que uma fungao u é uma solug¢ao de entropia de (1.7) se ela for uma solugdo fraca de

(1.7) e satisfazer a condigao de entropia
() + Org(u) <0

no sentido distribucional para todo par de entropia—fluxo de entropia (7, q) com 7 convexa, i.e.,

/OOO/R [Oin(u(t, ) + Ouq(ult, )] (t, x)dtdz < 0

para toda ¢ € C2°(R, x R) nao-negativa.
Mais ainda, se f satisfizer a condi¢ao de crescimento (1.5) e ug € L*(R) N LP(R), uma medida
de Young v associada com uma sequéncia {uy}ren, uniformemente limitada em L>®(R,; LP(R)),

é chamada uma solu¢do de entropia m-v de (1.7) se

1T
Tlg]([]l+ ?/0 /I<V(t@), A — up(z)|) dtdz =0 (1.8)
para todo compacto I C R, e
O (V) [N = ) 4+ 0, (v, sgn(X — @) (F(A) — f(a))) <0 (1.9)

no sentido distribucional para todo a € R.

Em relagao a sequéncia {uy}, as condigoes (1.8) e (1.9) sao conhecidas (respectivamente) como
consiténcia forte com o dado inicial e consisténcia fraca com as desigualdades de entropia. Esta
ultima faz uso das famosas entropias de Kruzkov (|A — al,|f(A) — f(@)])ra introduzidas em seu
célebre trabalho [17].

Relacionados a estas definicoes estao os teoremas abaixo.

Teorema 1.5. Assuma que f satisfaca (1.5) e que ug € L'(R) N LP(R). Se v for uma solugio de
entropia m-v do problema de Cauchy (1.7), entdo existe uma fung¢io w € L°(R,; L'(R) N LP(R))
tal que

Vita) = Ow(t,z)

para quase todo (t,z) € Ry x R.

Teorema 1.6. Assuma que f satisfaca (1.5) e que ug € L*(R) N LP(R). Entdo existe uma tinica
solugdo de entropia u € L= (Ry; L'(R)) N LP(R)) para o problema de Cauchy (1.7) satisfazendo

[t Moy < ol r

para quase todo t € Ry e todo r € [1,p]. A aplica¢do com valores em medida vy zy = dyie) € @

unica solugcdo de entropia m-v de (1.7).

12



Combinando o Lema 1.4 e os Teoremas 1.5 e 1.6 obtemos o importante

Corolério 1.3. Assuma que [ satisfaca (1.5) e que ug € L*(R) N LP(R). Sejam {ug}rer uma
sequéncia uniformemente limitada em L®(Ry; LP(R)), e v uma medida de Young associada com
esta sequéncia. Nestas condigies, se v for uma solugdo de entropia m-v de (1.7), entdo

lim u, =u em L*®(Ry; L;, .(R))

k—o0 loc

para todo r € [1,p), sendo u € L*(Ry; LP(R)) a dnica solugao de entropia de (1.7).

13



Capitulo 2

Equacao de Rosenau-KdV-RLW

(Generalizada

Estudaremos neste capitulo uma equacao tipo Rosenau-KdV-RLW. Mostraremos a existéncia
de solucoes globais para dados iniciais no espaco H® e analisaremos o comportamento das solucoes

quando os parametros tendem a zero.

2.1 Existéncia de Solucoes
Estabeleceremos nesta secao a existéncia de solucoes globais para o seguinte problema de Cauchy

O+ 0, f (u) + Bb103u + Bba0,0%u + B2c0;0%u = €d?u  (t,r) € R, x R (2.1)
uw(0,2) = uepo(xr) x€R (2.2)
sendo f : R — R uma funcao suave, € e  nimeros reais no intervalo (0, 1) e by, by e ¢ constantes

satisfazendo b, € R,b, < 0 e ¢ > 0. Em toda nossa discussao F denotard a transformada de

Fourier com relacao a x, e F ! a sua inversa. Assim, formalmente
F (O + Oy f (1) + Bb10%u + Bbe0,0u + B2c0,0Mu) = F(ed?u)

e daf
(1+ Blbal€® + B2c6")OF (u) + (6% — iBb18°) F (u) = —F (0uf (u))- (2:3)
Multiplicando (2.3) pelo fator integrante

{ (652 — i6b1§3)t }
PAT+ Blbafe? + F2ect

segue-se que

o fop {E TN p)] = e { (IR L TGS

14 Blbo|€? + p2c€? 1+ Blby|€? + B2c€* | 1+ Bba|€? 4 2c€?

14



e portanto integrando a expressao acima em (0, ) obtemos

(€2 — ifby €3t ¢ exp { HETHOND L F(0, f(u(s)))
}‘F(ue,,&o) _/0

F(u) = exp{1 Bl + Ped T+ Bl]e = el ds. (2.4)
Definindo (e i
Q0 = e { T+ Blbal€® + 52(:54}
e

G(tyu=FH(Q(t, ) Fu(-)),
a partir de (2.4) segue-se que a equacao integral da solugao é

_ i (T OS@e) Y
u(t) = G(t)uepp /OG(t )F (1+ﬁ|b2|§2+52054>d'

Dado u. 50 € H*(R) consideremos o espago de Banach

Xy = {u e C(0,T], F*(R)); [lu(t) = Gt)uesollm@ < luepollmm,t €10, 71}

COIIl a norma

lullxy = sup [lu(®)lm2m),
0<t<T

e definamos o seguinte operador em Xr:

ZOSu) ),
T+ Blbafé? + poegt)

O lema a seguir nos fornecera informagoes locais sobre o operador A. Na sua demonstragao

Au(t) = G(t)uepo — /Ot Gt —s)F™ (

(e na do Teorema 2.1) denotaremos com Cj as constantes que dependem apenas dos paradmetros

€, 5 e dos coeficientes by, by € ¢ em (2.1).

Lema 2.1. Supondo u.go € H*(R), existe T = T(ucp0) > 0 tal que as sequintes afirmagoes sao

validas:
(i) Au € Xy e ||Au(t) || m2m) < 2||uesollm2m) para todo t € [0,T] se u € Xp;
(ii) A € uma contragio em Xr.

Demonstra¢ao. Assumiremos (sem perda de generalidade) f(0) = 0 esejau € Xp. Dadot € [0,T]

(T serd escolhido a posteriori), observe que
2
_ : 2
GO ucsalle = 3 [ 177 (i@ OF s de
k=0

=5 [ l61 Q9w de 25

2
<y / F (0 uepo)Pde
k=0
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2
k=0 VR

= |[tep0 ||§{2 (R)

ja que |Q| < 1. Logo, G(t)uepo € H*(R) e consequentemente [|u(t)|| mzmr) < 2||tegoll m2m). Além
disso, pelo Lema de Sobolev u(t) se anula no infinito, e portanto

u?(t,y) = 2/?! u(t, z)0u(t, x)dx

—0o0

< 2[u(®)l| 2 [|0u(t)]] 2wy
< u®) @),

donde
[w(®) ||y < 2[lucpolluzw ¢ €[0,T]. (2.6)

A condicdo (2.6) juntamente com o Teorema 1.2 ¢ o Coroldrio 1.1 garantem a existéncia de uma

constante Ky > 0 (dependente apenas da cota 2||uc gl n2r)) tal que

1 (@) 2@y < Kollu(®)|l a2 (2.7)

1F (u(®)) = fo@)lm2@) < Kollult) = vz (L (O) + u(®)lr2@ + o@lln2m)  (28)

se u,v € Xr.

Agora observe que

2
(1+5|bz|§2+52654)2 <1+(%)7" ((€R) (2.9)

pois p(§) < 1se || <1, epara [{| > 1

p(§) =

4 4
p(§) < < :

_ 2 \—1
= 1+ Blba|€? + BPeg! = Pogi (Be)™

Assim, (2.7) e (2.9) implicam que

! &)k -5 u(s))|? i
[Au(t) — G(t)ue ol 2w < /0 { /R e ?ﬁmbé\?jj—(aﬁgﬁf ) df} ds
/ (1€)*F (D f(u(s)))

. ) 1/2
<) { 1+ Blbaf€? + et dg} “
1/2
o EF (5 (u(s))
- /0 {ko/R (1 + Blbaf&* + 52054)2d§} "

16

M= T

o

S|
o




< (1+ (B%)” 1/2/ {Z/IF (D8 £( d§}1/2ds

=+ N [ s

< (14 (%) 1/2K0/ lu(s)|| g2 (m)ds
0

< 2(1+4 (8%) ™) Ko ||uepoll 2yt

< g0l 2w

se
1
0<T< . 2.10
<4is 2(1 + (82c)~1)2K, ( )

Segue de (2.5) que Au(t) € H*(R) e [[Au(t)|| mz2w) < 2|ues0ll 2w
A seguir mostraremos que Au € C([0,T], H*(R)). Dados 0 < ty <t < T, temos

[Au(t) — Au(to) || 2wy < (|G (E)uep0 — G(to)uesoll a2

[ = (s )

_ /0 v Gty — s)F " (1 fﬁ(g;];(?uf)l@)?)cé“) ds

< ||G(t)uepo — Glto)uesollm2m)

/tg(s)rl ( F(0uf (ult — 5))) )ds

L+ B|ba|&% + 2 H2(R)

W (FIOf(ult — 5)) — Flulto — )]
/o Gl F ( 1+ Blbal€® 1 FPee? ) s

+

H*(R)

+

+

H?(R)
= A + Ay + As.

Em primeiro lugar, observemos que

2

e’ —ipb &’

q(§) = '1 e P ¢ limitada (2.11)
pois 204 | 321206
_ e+ B7b€ 2 | 272
q(g) - (1+5‘62|§2+B2C€4)2 <e +5 bl
para [£] <1, e
2 | 321208
o6 < CETWE _ (@1 ey

BAc2e8
para |£| > 1.
Logo a desigualdade do Valor Médio e (2.11) implicam que

17



42 = Z/@m Qlto, ©)21F (D0 e

2

— b &3
€€ IS | (0 upe) e

R |14 B[b2|€? + e

(2.12)

2
< Colt— 12 S / F (0 uep0)Pde
k=0 YR

= COHU@@OH%{?(R)H — to]?,

t
AQS/
to

e por (2.7) e (2.9)

G(s)F! ( F (0 f (u(t — s))) ) s

1+ Blba|& 4 526 ) || oy

2 . 9 1/2
' (i€)F F (D f (ult — 5)))
/to {EE/R Q.o LT dm} s
t 2 1/2
/{ dx} ds
to | e
2 1/2
[ E|F (0% f(u(t — s)))[?
—/to {kz/ (14 Blbo|&? + B2c€1)? df} ds (2.13)

1/2
gco/t{ /\ak \dg} ds

— Co/t 1f (u(t — )| 2wy ds

<

/ (1€)* F (0n f (u(t — s)))
r| 1+ Blbg|€? + B2t

0

t
< Culko [ [Ju(t = 5) e ds
to
< CoKollte ol r2my|t — tol-
Além disso, por (2.8) e (2.9) temos

to Fo.(f(ult — s)) — f(u(to — 5)))]
Az < /0 1+ B|ba|€* + B2cg? ) H2(R) *

1/2
EIF05(f (ult — s)) — f(ulto — 5)))]I”
/{ / 1+B|bzlﬁ2+52cﬁ4> df} *

< Co ; ||f(u(t =) — flu(to — 3))|lm2w)ds

G(s)F ! (

to
< COKO/ |u(t = s) = u(to = s)|| a2y (1f'(0)] + lu(t = )| z2@) + lulto — )|l m2(r))ds
0

to
< CoRol1f/(0)] + 4llue ol aey) / lu(t — 8) — ulto — $)l|eqayds.
0

18



A condigao u € C([0,T]; H*(R)) implica que a ultima integral converge para zero e consequen-
temente Az — 0 quando t — . Este fato, juntamente com (2.12) e (2.13) nos permite concluir
que

hm | Au(t) — Au(to)|| m2m) = 0.

t—>t

Sendo o caso 0 < t <ty < T anélogo segue-se que Au € C([0,T]; H*(R)).
Para finalizar a demonstracao provaremos que A é uma contracao em Xrp. Sejam entao u e v
dois elementos de Xr. Dado t € [0,77], (2.8) e (2.9) implicam que

t 1 (Fl0a(f (u(s)) — f(u(s))]
||AU<t)_AU(t)HH2(R) S/o G<t—8)./—" < 1+B|b2|§2+520§4 ) @) ds

1/2
EIF (05 (f (u(s)) — f(u(s)]”
/{ / 1+6!b2|£2+/a’2c64> df} -

< (14 (B2 )2 / 1 (u(s)) — F(0(8) ]2

< (L4 (8%) D) 2Ko (I (0)] + 4lluesoll m2m) /O [u(s) = v(s) || m2@yds

(1+(8%) ) 2 Ko(|.f'(0)] + 4lluesoll mge) 1w — vllx,t

1
Sl = vl

IA

IN

se
1
0<T < 2.14
0T P PR O] + Aaepolimm) (2.14)

mostrando que A é uma contragao. Portanto o resultado serd vélido se escolhermos (qualquer) T
satisfazendo as condigoes (2.10) e (2.14). O

Considerando 7" como no lema anterior, podemos entao enunciar o seguinte
Teorema 2.1. Se u. 50 € H°(R), o problema de Cauchy (2.1)~(2.2) admite uma solugdo
u € C([0,T], H*(R)) N C*((0,T], H*(R))
tal que [|u(t)]l 12y < 2lucpollie para todo t € [0,T].

Demonstracao. O lema anterior juntamente com o Teorema do Ponto Fixo de Banach garantem

a existéncia de um 1nico elemento u € Xr tal que Au = u. Assim, u serd uma solucao da equacao

_ ' o FOuf(uls)))
() = G(E)u g0 — /0 Gt —8)F ( e §4> ds, (2.15)

e cumpre a condi¢ao [|u(t)||p2w) < 2||uesollm2@). Sua norma em H°(R) satisfaz

G(t—s)fl( F(0sf (u(s))) )

integral

ds
H5(R)

t
ool < 16O uaale + [

:Al +A2

1+ B|ba|&2 + 2t

19



Estimando como em (2.5)

Ay =[G uepollasm < [[uesollmsm)

Em seguida, usando (2.7) e a estimativa (devido a (2.9))

€21 F (0 flu(s)P? €21 F (0 Flu(s)P
Z 1+ﬁ|bz\€2+ﬁ2£4) 3% < Coll f(u "H2R>+Z 1+B|bz\€2+ﬁ%£4) 3%

EIF (05 f (u(s))I”
= Col f(u !\H2<R)+Z/ 1+B|b2|£2+52(:£4) Sde (2.16)
< Coll f(u(s)) [Frary + (B 7ML f (uls)) ey
< Coll f(u(s)) 2wy

1/2
ELF O (u(s)
ns [ {Z A P dﬁ} *

<G / 1 () e

§ C()Ko/ Hu(S)HHQ(]R)dS
0

segue-se que

< COKOHUE,,B,OHHQ(R)T

e portanto u(t) € H*(R) para todo t € [0, T].
A prova de u € C([0,T], H*(R)) é andloga & prova de Au € C([0,T], H*(R)) estabelecida no
Lema 2.1. A tnica diferenca é a necessidade da estimativa (2.16) na argumentagao.

Agora mostraremos que dyu € C((0,T]; H°(R)). Em primeiro lugar, observemos que a partir
de (2.3)

e —ipng __ F(0:f(w)
F(O) = <1+ﬁ|b2|52+ﬁ2cs4)“r W) = T Bbgler 1 e

Logo, substituindo (2.4) na igualdade acima resulta que

. €€ — ifb &’
du(t) = — F! K e T 52C£4> Qt,&)F (UE,B,O)}

C T e —ife? ) L FOS ()
+/of K1+6!b2|€2+520§4 QU =5 0T e + poee

L FOuf(u)
d (1+5\62!£2+52054)

20



donde

2 3
e < |7 [ (S ) Q4w

HA(R)

1+ B|ba|€% + 2t

+/o 1+ B[b2|&% + B2c&t
L FOuf ()

* Hf <1 T Blb,lé? +52c54)

H5(R)
= By + By + Bs.
A partir de (2.11)
2 _ b 53 2
B2 < 65 7/6 1 F 8ku€ 2d
b R |1+ B]b2|§? + B2c€* 7 (Oruep0) e

5
<Gy [ 1F@kua0) Pt
e R

= COHUe,,B,OH%ﬁ(R)

Além disso, de (2.7), (2.9) e (2.16) resulta que

1/2
EIF( (u(s)) P
p<c [ {Z T s e dg} *

<%/w )2y s

S%%/WSMW%
0

< CoKolluegoll 2@ T,

§2|f ak |2
22 1+M%K”+W¢ﬂd€

< Co||f( ON 2t
< CoKgllu(o)llzemy
< Cokglluesoll i)
Consequentemente
10 (t) | 715 ) < o0

para todo t € (0,77.
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Agora sejam 0 < tyg <t < T. Entao

1O (t) — Dyulto) || s (my

-1 _ €§” — ifb&’ ) ]
< HF [[Q(t,ﬁ) Q(to,ﬁ)](Hﬁlb2|§2+ﬂzc54 F(uepo) .

C €2 — i e ) F (0, f(u(s)) ]
* /0]: {Q“ S’Q(Hﬁ\bzmuﬁ?c& T Blbafe® + 2t ™

LI P €2 — i’ ) F (0. (u(5)) }
, 7 {Q(to 8'5><1+ﬁ|62\52+ﬁ2c54 T Bl + egi]

Pt

2 €€ — i, &’
{ o/’th Qo O | T B + et
5

to

H5(R)

H3(R)
2

1/2
[F (D ue,p0)]*dE }

1/2
'f € —iBbiE®  |” CIF@5f (ult = 5))
+ {Z o T B0 + Pegt| (T4 plbafe? + Pec? [
: €2 — ifh,&®

1+ Blby|62 + B2e

? 1/2
EIF 05 (f(ult — s)) = flulto — )
(14 51b2|€2 + p2e?)? d&} ds

Sz

1/2
EFEL(f () — Fulta))F
{Z e dg}

= Dy + Dy + D3 + Dy.

Pela desigualdade do Valor Médio e (2.11)

4

2 _ iBb, £2
& INE I F (@ ) P

R |1+ Blba|§2 + f2c€t

< Cylt — t0|2l|u€,670||§{5(R)

Di <

e por (2.7), (2.11) e (2.16)

5 1/2
[ 1@l - )P
D<cy | {z;/ﬂe(l+ﬁ|52|€2+52054)2d€} “

k

t
<G / 1£(ult = )] oy

t
S COKO/ ”U,(t — S)HHQ(]R)dS
to

< CoKo||te ol 2|t — tol-
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As estimativas para D3 e Dy sdo feitas utilizando (2.8), (2.11) e (2.16):

2 2 1/2
Dggco/{ /w u(t = 5)) = f(ulto — )))| dg} I

(1 + Blba|€2 + 2c€t)?
<Gy / I (ult = )) = Fulto — 5))llmayds

to
< CoKo(|f'(0)] + 4||ue,ﬂ,o||H2(R))/ lu(t — s) — u(to — 8)|| 2w ds,
0

Dy < Coll f(u(t)) — f(u(to))] m2m)
< CoKo(|f/(0)] + 4lluc,goll @) [[u(t) — u(to) |2

Uma vez que u € C([0,T]; H*(R)), D3 e Dy — 0 quando ¢ — t, e portanto

hm ||8tu( ) 8tu(t0)|\H5(R) =0.

t—)t

Sendo o caso 0 < t <ty < T tratado analogamente, podemos concluir a continuidade de d,u em
todo o intervalo (0, T7. O

Observe que u(t) € C¢(R) pelo Lema de Sobolev e que a estimativa feita em (2.16) nao
funcionaria nos espagos H" (R) para N > 5, pois o grau do polinomio p(£) = (1+ S|be|&%+ 3%c£*)?
é 8.

A fim de estender esta solucao para todo t > 0 precisaremos estabelecer dois lemas técnicos.

Comecaremos supondo a existéncia de uma constante Cy > 0 satisfazendo
||Ue,/3,0||2L2(R) + BI/QHaer,B,OH%?(R) + 53/2“8:%“6,6,0”%2(1&) + 55/2“82“676,0”%2(1&) < Co. (2.17)

Lema 2.2. Assuma a condi¢ao (2.17). Se u for uma solugao do problema de Cauchy (2.1)-(2.2)
em [0,t1] X R tal que u € C([0,t1], H°(R)), entao existe uma constante Cy > 0 (independente do
tempo) tal que

t
e, sy + Blballuttt, ) e+ B2l O2utt, sy + 2¢ | 105, ey < Co
para todo t € [0,t4].
Demonstragao. Multiplicando (2.1) por u temos
udpu + udy f (u) + Bbiudu + Bbyud;02u + B*cud,diu = eudru.

Integrando cada termo da expressao acima em R e usando o fato que cada u(t) se anula no infinito

obtemos as seguintes igualdades:

1 [d .2 _1d 2 .
[ bt =5 [ L = 5t ey
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u0, f(u)dr = — [ Opuf(u)de = — [ Oyug' (u)dzx
/ / /

—AQWM%—

onde ¢ = f;
3 2 Bbl 2
Bby | udiudr = —pby 8 udsudr = - 0p(Opu) dx
R R
b, / ud,udx = — b, / Oy ud,Opuda = el / — ((Opu)?)da
R 2 dt
_ Plbe| d 2
LRI T
B%/u@t(‘?ifudx = —B2c/axu0tai’ud:v = B%/@iuatﬁgudx
R
52 2 - *cd 2 2 .
5 | @i = B Lottt ey
e/uaiudx = —e/(axu)%lx = —el|Opult, )72
R R
Assim,

d d d
ot M) + Blool = 10:u(t, )72y + B e N07ult, )72

+ 2|0, u(t, )||L2 =0.
Integrando (2.18) em (0,¢) com t € (0,1 e utlhzando (2.17), segue-se que

lut, M Z2qy + Blo2l10zut, ) IIZz e +5%W2(-W§®

—|—2e/ 10su(s, ) [22ge

= Hue,ﬁ,OHH(R) + 5\52“’31%6,0”%2(1&) + BQCHague,ﬁ,OH%%R)

< Cy
estabelecendo o resultado.

Assumiremos agora a condicao

|f (u)] < Co(1+|u]) ueR.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Lema 2.3. Assuma as condigoes (2.17) e (2.20) e suponha 8 = O(e'). Se u for uma solugdo
do problema de Cauchy (2.1)-(2.2) em [0,t;] x R tal que u € C([0,t1], H>(R)), entdo existe uma

constante Cy > 0 (independente do tempo) tal que
[ Los (o.01)xr) < Cof™*

24
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Blldwu(t, M iz + 82162l 03ult, )72 + Bellofult, )l
(2.22)
+ﬁe/ 102u(s, )1 72m)ds < Co
para todo t € [0,t].

Demonstragdo. Multiplicando (2.1) por —3/20%u e integrando cada termo obtido em R, obtemos

as seguintes igualdades:
ﬁl /2 d
g2 / Oubdiuds = =10t ) e
—ﬁlﬁ/@gu@xf(u)dx: —51/2/81u8§uf’(u)d:1:
R R

—53/2b1/82u8§udx = 0;
R

32b d

=5, [ a0tudtuds = P02t ) g,
65 2c d

~%c [ a0tudtuds = L1000 g

~3e [ fudtuds = —p el dbutt. e
Portanto,
d d d
BY2 L 0,u(t, ) 22z + B2 ol = 102u(t, )2y + B2 [ 3ult, )2,
dt dt dt (2.23)
282 Pt ) 2oy = 2612 / OpudPuf (u)ds
R

Pela condicao (2.20) e a desigualdade

ab< =(a*+b*) a,beR

DN | —

temos

51/2/8xu8§uf’(u)d:c§ﬁ1/2/ |0, ud?uf' (u)|dx
R R
:51/2/ Y20%u|e V2 0uf! (u)|da
R

1/2¢ 1/2
<2 /|az|da:+—/|a uf(w)Pdz
B12 00612
€

(2.24)

J02u(t, e + 2o [ 101+ ul
1/2, 1/2
5 ozt Migey + < [ 101+ )

51 /2 0051/2

||82 (t ')||%2(R)+

(1+ HUH%OO([O,tl]XR))”aﬂcu(tv')“%Q(R)
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Substituindo (2.24) em (2.23) e usando a hipétese 3 = O(e?) segue-se que

d d d
B2 |0t )| Zamy + B2 1bal — 107ult, 7o) + B e 10%u(t, )l
dt dt dt
+ B2 %ut, )7 @)

2.25
< O 1 4l 5 e o
< Co€(L + [[ullZoe (0,111, 1wttt ) 22 ey
Uma integracao de (2.25) em (0,t) com t € (0,14], (2.17) e o Lema 2.2 fornecem
BY21|0su(t, 2@y + B2 (bl 107u(t, )|F2m) + B 2cllOFult, ) |72y
+ 8% / [02u(s ||L2(1R ds
(2.26)

< Coe(L + [[ull oo 1, xm)) /0 19zt(s, M 72@yds + B2 10zues0ll72 )

+ 53/2“72"|8§Ue,ﬁ,0H%2(R) + 55/20H83u6,5,0H%2(R)
< Co(1 + NJullFoe 0,01 xm))-

A seguir mostraremos (2.21). Em primeiro lugar, observe que (2.26) e o Lema 2.2 implicam em

u'(t, @) < 2fult, )l 2w |0ult, )l 2

< CoBM(1+ [/l oo (0,01 xm)) 2, (227
donde
[l F e 0.1y < CoB™ (1 + ullFoo (0,015 )- (2.28)
Pondo y = ||u| Lo (0,11 xr), (2-28) equivale a
yt < CoBTVA(1 + 4P, (2.29)
a qual por sua vez acarreta (2.21). Com efeito, se y € [0, 1], obviamente y < 37'/4. Se for y > 1

(note que y < oo poisu € C([0,t], H*(R))), (2.29) implica em y* < CoB~2(14y?) < 2C,8~ 2y
Logo, y? < 2Cy571/? e consequentemente y < (2Cy)/2371/4. Assim, y < max{1, (20,)Y/?}p~/*
o que estabelece a afirmagao.

Agora, a partir de (2.21) e (2.26)

BY210zu(t, )72y + 8212l 1030 (t, )17 2 ) + B2l O2ult, ) 72w
+ 3% / [02u(s ”L2]R)d3

< Co(14 CoB~Y?)
S 005_1/27

e daf (2.22) resulta imediatamente
Blozult, MLz + B2lbal|Ou(t, )12 + BellOzult, ) IIzz @

+66/ 10%u(s ||L2 yds < Co. O
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Observe que se by # 0 (lembre que by < 0), (2.21) serd uma consequéncia imediata do Lema
2.2 e a primeira desigualdade em (2.27).

Podemos enfim estender nossa solucao.

Teorema 2.2. Assuma a condi¢io (2.20) e suponha 3 = O(e*). Dado u.po € H*(R), o problema
de Cauchy (2.1)—(2.2) admite uma solugio u € C([0,00), H*(R)).

Demonstragao. O Teorema 2.1 assegura a existéncia de um nimero real 7' > 0 (garantido através
das condigoes (2.10) e (2.14)) e uma solugao u € C([0,T], H*(R)) dada por (2.15). Assim, pelos
Lemas 2.2 e 2.3 existe uma constante Cy > 0 independente de T tal que |[urp|/g2@) < Coy sendo

ur(-) = u(T,-). Agora considere o espaco
Xs={ue O([T,T + S|, H*(R)); [[u(t) — G(t — T)ur| w2 < |lurllu2m, t € [T,T + ]}

e o seguinte operador nele definido:

t

Au(t) = G(t — T)ur — /

Gt — s)F! ( F(0:f(uls))) ) ds. (2.30)

1+ Bby|€? + B2e

Dado u € Xg temos |[u(t)|pemy < 2||ur|m2@ de modo que [[u(t)||z~m < 2Cp para todo
t € [T, T+S]. Logo pelo Teorema 1.2 e o Corolario 1.1 existird uma constante K; > 0 dependendo
apenas da cota 2Cj (e consequentemente independente de T') tal que (2.7) e (2.8) se verificam
para quaisquer u,v € Xg. Portanto argumentando como na demonstragao de (2.10) e (2.14) e

fixando (qualquer) S no intervalo
(0, min{a™", [a(|f(0)] +4Co)] Y] a=2(1+ (8%) )"k,

o Teorema 2.1 nos garante uma solucao u € C([T,T + S], H*(R)) dada por (2.30) (e portanto
uma solugao u € C([0, T+ S], H*(R))) e, além disso, este S servira para todas as etapas seguintes
uma vez que as constantes Cy e K7 nao dependerao dos dados iniciais devido aos Lemas 2.2 e 2.3.

Isto nos permite estender a solugao para todo t > 0 procedendo recursivamente. O

O papel dos Lemas 2.2 e 2.3 é limitar uniformemente a norma H?(R) dos dados iniciais das
etapas de extensdo e a norma |[u(t)||zem®) em [T, +00) de modo que a magnitude de S possa ser
fixada.

O Lema 2.3 é necessario apenas quando by = 0, pois neste caso o Lema 2.2 nao nos permite
limitar uniformemente o termo ||0,u(t,-)||r2r). Contudo se ocorrer by # 0, como o Lema 2.2

utiliza apenas a hipé6tese (mais fraca)

Hue,ﬁ,OH%%R) + BHaIUE,ﬁ,OH%Z(R) + 52’\35“6,,8,0”%2(1&) < Co, (2.31)

o Teorema 2.2 continuard valido sem as condigoes (2.20) e 3 = O(e?) desde que assumamos (2.31).
Em toda nossa discussdo acima poderiamos trocar o espago H2(R) por H3(R). Com efeito, os
Lemas 2.2 e 2.3 ainda nos permitiriam limitar uniformemente ||u(t)||z=®) € a norma H*(R) dos

dados iniciais de cada etapa de extensao. Desta forma, utilizando a estimativa (andloga & (2.16))
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6
EIF (@ (u(s)? EIF (@ (u(s)?
2 o Bl + gregi = ColS WDl +Z/ T Pl e

& F (95 (u(s)))?
—COHf ||H3(R +Z 1“‘6“72’52_"62654) df
SCO||f(u<S))HH3(R)+( 402) () 1wy

< C'0||f(u<5))”12r{3(R)

obteriamos o seguinte

Teorema 2.3. Assuma a condi¢io (2.20) e suponha 3 = O(e*). Dado u.po € H°(R), o problema
de Cauchy (2.1)—(2.2) admite uma solugio u € C([0,00), HS(R)).

2.2 Estimativas a priori e Convergénia em L?

Para cada €, 8 € (0,1) consideremos o problema de Cauchy (2.1)—(2.2) com coeficientes by, by € ¢

satisfazendo by € R, b, < 0 e c > 0, e f suave tal que
|f ()| < Co(1+ |ulP) para algum p € [0, 1). (2.32)

Assumindo uc g9 € C(R), seja ueg € C([0,00), H*(R)) uma solugao de (2.1)—(2.2) (garantida

pelo Teorema 2.2). Suponhamos ainda que u. g0 seja uma aproximagao da funcao real
ug € L'(R) N L*(R) (2.33)
tal que

Ue g0 — up em L'(R) N L*(R) quando €, 3 — 0; (2.34)
{ H%ﬂ,o”%% + (B2 +€)|0, ueﬁOHLQ < Co (2.35)
(82 + Be) 10 ue0ll2z) 55/2|!33ue,80!|m < Co;

sendo Cy > 0 uma constante independente de € e 3.

O principal resultado desta secao é o seguinte

Teorema 2.4. Nas condi¢oes acima, se 3 = o(e?) e

[te,s(t, Mzro@) < lluesollLrom paraalgumro € (1,2)
entdo a sequéncia (inteira) u.g converge para uma func¢io u € L®(Ry, L*(R)) em todo espaco
LT’

Ry X R) com r € [1,2), sendo u a tinica solugdo de entropia de

Ou+ 0, f(u) =0 (t,z) e Ry xR (2.36)
u(0,2) = up(x) xR (2.37)
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Para demonstrar o teorema acima necessitaremos de algumas estimativas sobre as solucoes

U 3. Os dois primeiros lemas abaixo sao na realidade os Lemas 2.2 e 2.3.

Lema 2.4. Assumindo a condi¢ao (2.35), existe uma constante Co > 0 (independente de €, ) tal

que
ue,6(t, 22y + Bloal10wtues(t, M2y + Bl Orucs(t, )72

+%/H@mﬂaw;®wSCb
0
para todo t > 0.

Lema 2.5. Assumindo (2.35) e 3 = O(€*), existe uma constante Cy > 0 (independente de ¢, 3)

tal que

|te | Loo (ry xR) < Cop~ "

Além do mais,
Bl dstie(t, )72y + B2102l107 e (L, )2y + BocllFues(t, )72
+%AH%%M&M%@BS%
para todo t > 0.

Lema 2.6. Assumindo (2.35) e 8 = O(e'), as sequintes afirmacoes sio vdlidas:
(i) as familias {BY*€0,uc5}ep e {B%4€0?u 5} s sio limitadas em L>(R,; L2(R)).

(ii) as familias {B%4€/20,0,uc g }e5, { B4 20uc g }e s, { B4/ 20,03uc g} e €
{321 120,0%uc g} e p sG0 limitadas em L*(Ry x R).

Demonstra¢ao. Multiplicando (2.1) por
—B€0,02u. 5 + €Dyuc g

e integrando cada termo obtido em R obtemos

/ (—BedOrucs + Ortie ) Oytic pdx = Bel|00ue,s(t, |2y + €llOetiep(t, ) 12wy
R

/(—Be@ﬁiuﬁ,g + €0yie 5) O f (e g)dr = —ﬁe/ Optie 500U 5 f (ue g)da
R R
6/ Ozt 50¢Ue g f (e g)dx
R

Bb, /(—ﬁe@ﬁiueﬁ + eatueﬁ)aiueﬂdx = —[(%eb; / 3t8§u6758§u6,5dx + Beby / 8tu61562u675dx
R R R

= —526b1/8t8§u6758§u675d3:—Bebl/ataxueﬁagugﬁdx,
R R
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5 /( 56@3 Ue,p + eatue ﬁ)ata Ue Bd.ﬁC = 526]1)2\”@82116 ,3( )HLQ + ﬁdbg‘ Hﬁta Ue /j( )HLQ(R
R

520/(—5667533%,5 + e@tueﬁ)ﬁta;lueﬂdx = ﬂ%c/(@ﬁiueﬂ)Qdm +62€c/(0t8§u675)2dx
R
= BPec||0i03ucp(t, )| T2 my + BPecl|0i2ucs(t, )72y
Be* d

e/(—ﬁe@t(?gueﬂ + €0 5) 02t pdr = ———||02u, 5(t, )HLQ(R
; > dt

€2 d
RN

Portanto,
Be(1 + |ba])[10:0uue,5(t, )| z2m) + €llOrtie (t, |72my + B(c + [ba])|0:Daue,s(t, )2y

Be? d
+ etV age) + e N0ty + o I0stes(t, Ve

= ﬁe/ Optie 5010%uc s f (U g)dx — e/ Outte sOyue g f (e p)dx
R R

+52€b1/atf)zueﬂ@gueﬁdx%—ﬁebl/E)t@xueyf;@zugﬁdx.
R R

(2.38)

A partir do Lema 2.5 temos as seguintes estimativas:
Be/ Optic 500 uc g f (U g)dw < 66/ 10ptte 5002 uc 5 f (e 5)|dx
R R

= ¢ [ 18 D) 082 uc gl Iol) 20015 )

B2e(c+ byl €

< # |8t82u65| dr + ———— et 10D L 10,uc g f (uep)Pdx
e )

< Tﬂ\atazue,ﬂ(t,-)nm + G [ 0utaP(1+fucal P
B2e(c+|b _

< A0 5 20, ey + Cor™ 210050

e/@xueﬁatueﬁf'(usﬂ)dx < e/ |0zt 5Orue g f (e g)|dx
R R

S E/ ’atu6’5’2d$—|—f/ \axueygf’(ueﬂ)\zdx

< —||5’tusﬁ( M@y + CoeB™ 2 100ue s(t, ) 172 my

52661/8t8£u6758§u6ﬁdx: |ﬂ26b1/8t83u6758§u6ﬁdx|
R R

< e/ |cl/2B3/20t82u675\|blc_1/2ﬁl/20§u€,5]d$
5360 B

eb?
100 ue (2, )||L2(R+ 1||82u66( N Zemy;
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Beby / 0,0pc 0 uc pda < € / |8Y20,0,uc 6| | /20107 5| da
R

Be ﬁebQ
< —||3t8 ues(ts )7 ) :

107w s(t, )17 )
Substituindo todas estas desigualdades em (2.38) resulta que

e
(e o) 10:07ucs(t, 72w

662 d ¢ d 2.39
LT (][ ey SYPICAR]

<CEB V21 0stte 5 (t, M2z + CoBellOues(t, ) Za),

1
Be(5 + 102Dzt 72wy Hatueﬁ< Miew + =5
5360

100, e(t, T2y + =

Agora integrando (2.39) em (0,t), e em seguida utilizando os Lemas 2.4 e 2.5 além da condi¢ao
(2.35), obtemos

1 t e [!
Be(5 + Ibzl)/ 10s0zc,(s, )| Z2myds + —/0 10stuc,(s, )| F2(myds

52 Bec
Pt [ 8 Wt + 5 [ 10020t e s

56 O 02t ey + S 102t

< 0065_1/2/0 ||a:cue,ﬁ(3a')||%2(R)d3+0056/0 102ue 5 (5, ) |7 2wy ds
5

€ €
— 0%, 0||L2 §||arue,ﬁ,0“%2(ue)

< Coﬁ 12 4 ¢y
< Cop1/?

e portanto

20t oo [ 16.0 -Qdﬁl/2€t8 M2 apend
5 6(2+| 2]) i 1050z te 5(8, ) 172 myds + > /. [0ste (8, ) 72m)ds

55/26 t ) ) B7/2€C t 5 .
+—5—(c+b2) i 100z e 5 (s, )| L2y ds i 1007 ue5(s, )| L2y ds
33/2¢2 @1 /2.2
+ 5 102ue st e + 10zte,5(t, )17 r)
< Cy
finalizando a demonstracao. O

Daremos agora a

Demonstragao (do Teorema 2.4). De acordo com o Corolério 1.3 serd suficiente verificar as condi-
¢oes (1.8) e (1.9). Isto serd feito seguindo Lefloch [19].
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Comegamos observando que pelo Lema 2.4, {u. g} s é limitada em L>(R; L?(R)), e portanto
o Lema 1.3 garante a existéncia de uma subsequéncia {u,, g, }ren ¢ uma medida de Young v :
R, xR — Prob(R) tal que

klim / / g(te, g, )O(t, dtd:v—/ /<Vm o(t, x)dtdz, (2.40)
—00

para toda ¢ € L'(R, x R) N L>(R, X R) e toda g € C(R) satisfazendo g(u) = O(1 + |u|") para
algum r € [0,2). De posse da representacao acima, estamos aptos & provar que
V) satisfaz (1.8).

Considere a fungao g(A) = |\ e defina
G(A A0) = g(A) = g(Ao) — g'(Ao) (A = Ao).
Entao (Vide Apéndice A)

7”0(7“0 — 1) ()\ — )\0)2
4 (L4 |A] + | Xo])2—T0

e g"(\) = ro(ro — 1)|A|*"2 se A # 0. Dados I C R compacto e T > 0, considere as medidas

G(X\ No) > (A, Xo) € R? (2.41)

f, o c X - R X=1[0TxIxR
dadas por

dun(t, 2, A) = (Tm(I))'dyg . (N)dtdz,
du?(t7 z, )‘) = dy(t,m)(A)dtdxa

onde m denota a medida de Lebesgue em R. Entao py, pg > 0 e p1(X) = 1. Sendo g convexa em
(0,00), a desigualdade de Jensen, a desigualdade de Holder (com expoentes conjugados p = 2/7

eq=2/(2—rp)) e a estimativa (2.41) implicam em

{T;U @degyoz{/ﬁx—ud@um}m

/’)\—Uo ’"Odul /l)\ TOdIUQ (242)

2—rp

= {/ i ||i|_+l|éf¢i<l|>2|)2—m o Q}W {/X(l A fuo(@)l) ™ du } 2

2—rp

<
- T
% {/ /<Vm (A, ug(x >dtdx}m/2 {/X(l+ Al + |u0(x)|)mdﬂ2} e

Agora observe que

L I s 207 (0 A o) (N
X

X
T
ZmUW+T/WwMWM+/(/@WHWWﬁM (2.43)
I I
. 0
S C]T—i—kll_}l"ilo/o /I|u€k75k|rodtdx‘
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Pelo Lema 2.4

T
/ /|uek75k|2dtdx < C,T (Cp independente de € e )
o Jr

ro/2
[ e g [

< CT.
Substituindo (2.44) em (2.43) obtemos

e dai

/ (14 I\ + [uo(@))) 0 dps < CIT.
X

A partir de (2.42) e (2.45) segue-se que

1 (7T 1 [T 1/2
_/ /<V(t,x)7 A — ug(z)]) dtdz < C; {—/ /<V(t7x), G\ up(z))) dtdx} .
T Jo Jr TJy Jr

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Em seguida seja {¢, }nen € C°(R) tal que ¢, — ¢'(up) em L'0(R) onde 1/r + 1/7, = 1. Para

cada n € N temos

//@m Aw)>ﬁw—//wmu| ~ Juol@)[" — o (o)) (A — ol

// Vitys [N — |uo(z)]) dtdx+//<u(m uo(x) — \) ¢n()
[ (A = 1) 0n(0) — o et

Ora, (2.40), (2.34) e a condicao

[ues(ts Mzro®) < lluepollzrom)

implicam em

T T
/ /<I/(t7x), |A|" — |u0(3:)|7"°> dtdx = / /<I/(t’x), |/\|T°> dtdx — T/ |ug ()| dx
o Jr I

:gg/’/m%mtmmﬁw— [ (e

< Jim Tl ol = [ funle)d

— T||uo||L,0 /\uo |"dz

:T/ o ()"0 dx
R\I
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//<V(tw)’ 0(2)) (¢n(x) = g'(uo(x)))dtdx
_ /O/I<V(t,w)7>\> (¢n(2) —g/(uo(x)))dtdx—T/uo(x)((bn(x) _ g o)) dtd

I
S || <V(tvl’)’ )\> ||LTO((07T)><I)H¢TL - g/(uo)HLT()((O,T)XI) + THUOHLTO(R)Han - g,(UO)HLré(R)

T 1/ro
< TV"o||¢,, — g’(u[))”Lré(R) {/0 /I<V(t’x)’ IA") dtdm} + T||wol| ro®) | — g’(uO)HLTé(R)

T 1/ro
— 1/7{ Y , . 0
T g<uO>||LTO(R){ i [ [ st o) dtdm} (2.49)
o+ Tllao o 60 = o' (w0l
1/7¢ / 1/70
< T = 9/ (o) g gy § i Tty ol ey}

k
+ T |

rro®)l|én — g’ (uo) | b m)
= 2T||UO||LT0(]R)“¢n -9 (uO)HLTf)(]R)'

Substituindo (2.48) e (2.49) em (2.47) segue-se que

T
ta) G(A, dd V(tx) n(x)dtde +T rod
/0/1@(7) (A ol m<// o) — A) b ()dtdz + /}R\I!uo(m)] " s

+ 2T ||uol [ o ) |on — 9" (o) | g )
Agora seja {K; }ien uma sequéncia de compactos tal que

ICK,CKyC--+ e UKi:R.

€N

Entao, sendo G > 0

T T
//<V(t7x)a G\, up(z))) dtde < // (W), GO\ uo())) dtd
0J1 o Jx
1 T 1 T
f /0 /I<V(t,m)7 G()\7UO(SC>)> dtdr < T /0 /Kz <V(t,$),u0 )\> ¢n dtdx

+ / [uo ()" d + 2||uoll Lo @) |6n — 9 (w0) | rp -
R\ K;

e portanto

Como uy € L™ (R),

lim |up(z)|°dz =0
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e consequentemente

1/T/ 1/T/
— Vita), G ug(x))) dtde < — Vita)s Uo(T) — A) ¢p(x)dtdx
7 | ] {am GO (@) 7 | [, (Ve ) 251)

-+ 2HUOHLTO(R)H¢7L - gl(uo)HLré(R)'

A partir de (2.46) e (2.51) concluimos que

1 /T
T/O/I<U(t7x),|)\—uo(x)|>dtdx

1 T /

A seguir mostraremos que

1 (252)

lim — / / <1/(tm uo(x /\> ¢n(x)dtdx <0 n=123,.... (2.53)

T—0 T

De fato, fixado n € N

1 T
f/o /R<l/(t,a:)7u0 = X) ¢ (2)dtds = hm —/ /uo — U, 3, (1, 7)) (x)dtdr.  (2.54)

Por outro lado,

%/0 /R(UO(DU) — Ug, g, (t, 7)) p(z)dtdr = /(uo(x) — g, g, 0(2)) b (x)da

1 T t .
——/ /(/ asuekﬁk(s,x)ds) On(x)dtdz
T Jo Jr\Jo
SR

onde

17 = | (tale) = . ,0(0)n(0)da

R

¢

R=-7 /0 ' /R ( /0 t 8Suek”3k(s,x)ds) 60 () dtdz.

Como |I}| < [Jug — tie, .0/l L1 supp(.)) |9nl| L% (supp(@n)) € Uey.0 = o em Ligo(R), [I¢] — 0 quando
k — oco. Agora estimaremos cada termo de J; observando que

k:__/ /(/8u5k5ksxd8)¢n( )dtdx

— —f/o‘ /R/O‘ [Ekazuawﬂk(s;x) — axf(uek:ﬁk (8, x)) — ﬁkblaiuek,,ﬁk(s,l')
— Brb20s02ue, g, (5, 7) — BrcdsOue, g, (5, )] dn(x)dsdtda.
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Pelo Lema 2.4

T t T ‘
0 R JO 0 rJo
T t
T 0 R JO

T pt
€k
= T/ / e, (5, ) 2w 9560 | L2y dsdt
0 JO

T it
< Coe / / dsdt
T Jo Jo

= C()EkT,

Bkbl 4 ! 3 - kbl r ! 3
— O, 3, (S, T) P (2)dsdtdr = Uey 3, (S, )0y () dsdtdx
T Jo JrJo T Jo JrJo

< Gl 5[ o3 dsd
< [tes, 5, (8, ) 2@ |05 Pnl| 2wy dsll
0 0

T

T ot
< Coﬁk/ /dsdt
T Jo Jo

< CoBiT.

Devido ao Lema 2.6,

Bibs [T Lo _ Balbs| [T '
— 050;Ue, 3, (S, ) (x)dsdtdr = —— 050z U, g, (S, )0y (x)dsdtdx
T Jo JrJo T Jo JrJo

Bilba| [T
< =5 [ 1050sue sl 200 <m0 1000 | 20,0 <mydt
0

1/4 —1/2 ,T
= T 0

< Cop e, PT

32¢ (T ¢ B2 (T t
i/ //656§u6k,5k(3,x)qbn(:p)dsdtdx: —i/ // 0:02u,, g, (8, 7)0pn(x)dsdtd
T Jo JrJo T Jo JrJo

526 T
< % 10502 ue, | 22((0.0)x®) |02 Pl | 2((0.0) ) At
0

1/4 —1/2 T
= T 0

< CoB e PTV,
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Observando que | f(u)] < Co(1 + |u|*) e usando o Lema 2.4 segue-se que

[ outantsponosinto =% [ [ [ oo, 900,01t
< [ [ 1t mpionoasatas

1
- _/ / / |/ (tey 3, (5, %)) Daop ()| disdlt
T supp(én)
g/ / / (1 + ue, g, (5, 7)) dsdtda
T supp(¢n)
S?Om(supp(%))/ /dsdt+?0/ / H“ek,ﬁk(S,')H%z(R)dsdt
o Jo
<COT+—/ /dsdt

< CyT.

Assim,
I < ColerT + BT + B e P T2 + 1),

e pela hipétese 8 = o(e?),
lim |7 < GoT (2.55)
—00

Logo (2.54) e (2.55) implicam que

—/ /<V(m uo(z /\>¢n Ydtdr < CoT

e a partir deste fato (2.53) segue imediatamente.
Portanto resulta de (2.52) e (2.53) que

1/2
iy [ [ e n = o) dvte < € {elluallogelion — gl }

e fazendo n — oo obtemos

%IL%T/ /<Vm A — ug(z)|) dtdz =0

estabelecendo a afirmacao.
Passemos agora a segunda etapa da demonstracao.
v satisfaz (1.9).
Seja (1, q) um par de entropia—fluxo de entropia 7,q : R — R com 1 € C*(R) convexa, 1/ e 7

- /0 " e ()t (2.56)
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Multiplicando (2.1) por n'(u ) e fazendo uso da igualdade ¢’ = f'n’ tem-se

@77(%/3) + arq(ueﬂ) = ‘577/<u67,6’)a§u6”3 - 51)177’(11%”3)82%75 - 5b277’(u675)8t8§u6ﬁ
— 321 (uce,p) 00y uc s

8
- Z ]i,e,ﬁa
=1

(2.57)

onde
I1e5 = €05(n (ue,)Osticp);
Lyep = =€ (uep)(Bnticp)?;
I35 = —Bb x(n’(ue,ﬁ)aﬁue,ﬁ);
Liep = Boin"(uep)
Isep = —Bb20: (1 (te,5) 00 tic,5);
Ises = Bban (ucp)
Itep = =320, (1 (e p) 0y ue )
Lsep = 37" (uep)0ptie 50,051 -

2
awueyﬁazufﬁ;

axue,ﬂatamue,/ﬁ;

Sendo 1 convexa, n” > 0. Logo, se ¢ € C* (R, x R) for uma fung¢ao nao-negativa

/ / [0in(Ue, p,) + 0uq(te, 5, )] Pdtdr = ek/ / 0 (e, g, ) Oz lie, 5, )] Pdtdx

— ek/o /Rn”(uek’gk)(ﬁxuekﬂk) qbdtd:c—ﬁkbl/o /R(9m(77’(u6k,5k)@%uek,gk)qﬁdtd:c
# by [ )00t 0t = it [ [ 020 50001t
by [ 30000000010 00000 = e [ [ 0.0 5005505 )t
+ Bic /OOO/R 10" (te, g, ) Outic, 5, 002U, g, pdtda

<= [ [ )0 00t + b [ 000000000000
by [ 0 5000005520 0t + ity [ 170500000050,
+ Biby /OOO/R n"(uekﬁk)6muekﬂgk8tamuekﬁkgbdtdx—i—ﬁic/ooo/R n'(uekﬁk)3t8§uek,5k8x¢dtdx
+ Bic /OOO/R 10" (te, g, ) Outic, 5, 002U, p, pdtda

<l [ [ rtsduoaae+ Slbll ey [ 102 0c0latd

+6’6‘61‘Hn//HL‘X’(R)H¢HL°°(R+><R)/ /laﬂﬁu%ﬁkaiu%ﬁk’dtdx
0 R

38



+ Aulbal 0 lmce) [ [ 1009rt 0,0t
0 R
T Belballln” e o | bl e k) / / 1Oyt 5, Oty |t
0 R
+ Bl | [ 1008 s 0.0l
0 R

+/31§C||77"||L°0(R)||<Z5||L°<>(R+x1R)/ /R|axusk,5k8taiuek,ﬁk|dtdx
0

< CoekHaxusk,,Bk||L2(]R+><]R)”ax¢||L2(R+><R)
+ CoBkl|02ue, g, | L2, <) |08 2R, xR)
+ CoBe|Oxticy g, || L2 (s xR) 102t1e, 5, | z2®y xR)
+ CoBel|0:0puie, 8, | L2y xm) 102D || 2R, <)
+ CoBrl|Onticy g, || L2(r . x®) | 0102 te,, 8, || L2(R xR)
+ Coﬁillataiuek,ﬁk HLQ(R+><R) ||8x¢HL2(R+xR)
+ CoBh||Ontter g, || 12(R s x®) | 0s02Uer 5 || 12(R, xR)
< Coerl|Opticy, g, | L2 xR)
+ CoBkl|02ue, 5, |22 ®y xR)
+ CoBrllOutic, 5, | L2®s xm) |02tey, 8] L2 @, xR)
+ CoBrl|0:0xtie, 5, || L2, xR)
+ Co B || Ontie,, 5, ||L2(R+><R) |0:Ontic,, 5, ||L2(R+><R)
+ CoBillondue, g, |22 (®y xR)
+ Cofil|Ontic, 5, L2y x®) |0 tey, 5| L2 (R <)

A partir dos Lemas 2.4, 2.5 e 2.6 obtemos

1/2
1/2
EkHaerk,BkHL?(RerR) = ek/ {Ek/ ||a uﬁkﬁk( )HL2 R)dt}
0

< 0061/2,

1/2 _1/2||ﬁ1/2 1/262

6k||83u5k76k||L2(R+XR) = uek,ﬁk||L2(R+><R)

< Coﬁ1/2 —1/2

1/2 —1/2

BrllOxtiey 5, | L2 s x) |02tey, 5, || 2R xRy < CoBy |0 tiey 8, || L2 (4 xR)

< 006,1/%,;1,

1/4 1/2||ﬁ3/4 1/231;

Bre|| 010z e 5, || 2R, xR) = Oxliey B, || L2(R . xR)

< 0051/4 1/2
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Bl Ostiey 5, | 22y ) | 0Oty gy || 2 xm) < CoBa’ e[| Ontiey 0 | 2@y i)

< CoB e,

1/4 —1/2“57/4 1/2(9t

Bell0Due, g | 12w xr) = P, gl 2R, xR)

< 0051/4 —-1/2

e
BillOsticy g | L2, xr) 10602, 5 || 2Ry xR) < CoB 6 2|0ty |22 (®y xR)
< 0051/4 L

Combinando estas estimativas e usando o fato de que ¢, 8 € (0, 1) obtemos

/ / [0 (e, 5,) + 0xq(ue, p,)] pdtdr < COEk + 0051/4 L

donde -
/ / (1t 5,)060 + a(ttey, 5,)050) dtdz > —Coe,/* — CoBy e
0 R

Fazendo k — oo na expressao acima, a condicao 3 = o(e?) (crucial nesta passagem) nos diz que

// A)) 0o + (v, (X)) 8u0] dtdz > 0

e portanto

O (), n(A) + 05 (v, q(N)) <0 (2.58)

no sentido distribucional. A desigualdade (1.9) é obtida a partir de (2.58) e de uma regularizacao
padrao da funcdo ¢,(u) = |u — a para todo a € R (Vide Apéndice B).
Mostramos entdao que v é uma solugdo de entropia m-v para o problema (2.36)—(2.37), e
portanto o Corolario 1.3 nos diz que u.s — w em L>®(Ry, L] (R)) quando ¢ — 0 para todo
€ [1,2), sendo u € L>(R,, L*(R)) a tinica solucao de entropia de (2.36)(2.37). O

Agora consideremos o problema (2.1)—(2.2) com f suave satisfazendo
If'(w)] < Co(1+Ju]) uweR, (2.59)
ue g0 € C(R) satisfazendo (2.35) e seja u. 5 € C([0,00), H>(R)) uma solugao do mesmo.

Teorema 2.5. Nas condigoes acima, se 3 = O(e*), existirao uma subsequéncia {ue, g, }ren com

€k, B — 0 e uma fungdo u € L} (R, x R) tais que u., 5, — u, f(ue 5,) — f(u) em Z' (R, x R)

loc

e u € uma solucao fraca de

Ou+ 0, f(u) =0 em Ry x R. (2.60)

Além disso, u,, g, — u fortemente em L] (R x R) para todo r € [1,2) se f" > 0.
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Demonstragdo. Seja (n,q) um par de entropia—fluxo de entropia 7,q : R — R com n € C?(R)
convexa em algum intervalo limitado nao-vazio e ¢ dada por (2.56). Argumentando como em

(2.57) temos a seguinte decomposigao

8”](“6 5) + 8$q ueﬂ Z 1165 (261)

As afirmacoes abaixo nos fornecerao informacoes sobre cada elemento ;. 4.
Afirmagdo 1. I, 5 — 0 em H (R, x R) quando € — 0 (i = 1,3,5,7).
De fato, devido ao Lema 2.4

e (1t ) st s 22 ey = €2 / / 17 (e 5) Ottt
< Coe(e / [9rtte (8, ) 2t
0

S 006.

Logo, se ¢ € CX(R; x R)

| (J1.e8,0) | =

en (ue p)Optie sOddtdx
R

< ||€77/(u6,5)8wu6,6 2 (R4 xR) 109 L2(Ry XR)
S 0061/27

e consequentemente ;.5 — 0 em H (R, x R) quando € — 0. Analogamente, a hipétese [ =

O(€*) e os Lemas 2.5, 2.6 implicam em

180/ (el sy = 587 [ 1 )2l
<Cof? [ 102t ) et
0

< o (B [ 108ualt, ) eyt

3
§0067

821" (110 5)Duyte 5 2o,y = 5202 / / 17" (te 5) Dyt st
0

<Gof? [ 100ttt

= 0067161/2Hﬁ3/461/2atazu€ﬂH%Z(RJFXR)
< Coe 12
S 006
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1821 (te,8)0s02ue 5132 1, iy = B / / 7' (e 5) 0:02ue g|*dtdz
0 R

S 0054/ /|8t8§u675|2dtdx
0 JR

= 006_161/2||ﬁ7/4€1/28ta§u6,5||%2(R+><]R)
< C0€_1ﬁ1/2
S C()E.
As convergéncias I3, g, I5 .5, I7.5 — 0 em H ' (R, x R) quando € — 0 seguem imediatamente.
Afirmacgdo 2. I, p sao limitadas L' (R, x R) (i = 2,4,6,8).

A verificacdo deste fato é simples. Com efeito, a partir da hipétese 3 = O(e*) e dos Lemas
2.4, 2.5 e 2.6, obtemos

1 12,e.8]| L1 (R, xR) =/ /|€77/,(u5,5)(8xu5,5)2’dtdw
0 R

< Cole [ 10t N t)

S CO?

e8]l L1y xRy = / / | 8017 (e, 5) Ot g0 uc gl dtda
0o Jr
< Cgﬁ/ /\@ue,g@iueﬁldtdaﬂ
0o Jr
:C’O/ /|61/28$u675]|ﬂe_1/28§ueﬁ|dtdx
0o Jr

SCOE/ /|8mu€75\2dtdx+005261/ /\8§u675]2dtdm
o Jr o Jr

< Co+ Coe* (e [ 02ucalt, eyt
0

Ml oy = / / |Bbar (110 5) Dt 501Dyt | dt
0 R
SC()B/ /\amueﬂatﬁxue,ﬂdtdx
0 R

= OO/ / ‘61/46_1/28zu5,ﬁ|’53/461/20tarue”3|dtd$
0 JR

42



<GB! /0 102tte s (t, ) |72yt + Coll ¥ 1€ 200sue s 722 . <)

S C()G/ ||axu€75(t, )H%Q(R)dt + CO
0

< Cy

HIS,E,,BHLI(]R+><R) :/ /\52677”(ue,,g)@xue,gé?t@iuﬁﬂ|dtdx
0 R
§0052/ /|8xu5,58t82u675|dtdx
0 R
= C, / |BY4e120,u, 6|71 /20,03u, g|dtda
0

< Cypt et / 10atte 5(t, )72y dt + Coll 874 20,03 5
0

2
|L2(]R+ xR)

< 006/ H@xuﬁwg(t, )H%z(R)dt + CO
0

< .

Agora defina
Tep=11ept+ 13ep+ Isep+ Irep

tep = Iaep+ Laep+ loep + Iscp,

de modo que
On(ue,) + Ouq(ucp) = Tep + pe,s-

As Afirmagoes 1 e 2 nos dizem (respectivamente) que {T.s}.s ¢ compacto em H '(R; x R)
e {pteplep € limitado de M(Ry x R). Sendo n uma funcdo de suporte compacto, claramente
{0m(uc ) + 0:q(ucp) }e p é uma sequéncia limitada em W~1°(R, x R). Portanto, pelo Lema de
Murat, a sequéncia de distribuigoes {0;n(uc ) +0.q(ue )} g Pertence a um subconjunto compacto
de H71(Q) se 2 for um subconjunto aberto limitado de R, x R. A primeira parte do teorema
¢ uma consequéncia imediata do Teorema 1.4 e de um argumento diagonal padrao, e a segunda

resulta do Corolario 1.2. O

2.3 Estimativas a priori e Convergéncia em L*

Para cada €, 8 € (0,1), sejam u. 5 € C(]0,00), H*(R)) uma solugao de (2.1)-(2.2) onde by, by € ¢
sao tais que by € R,by < 0 e c >0, f é uma fungao suave satisfazendo (2.59) e u. g0 € C°(R).

Suponhamos também que ue g seja uma aproximacao da funcao real
uo € L*(R) N L4(R) (2.62)
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tal que

Ue g0 — up em L'(R) N L*(R) quando ¢, 3 — 0 (2.63)

{ ||Us,570||%2(ug) + ||Ue,ﬁ70||%4(R) + (/81/2+€2)||5xusﬁ,0||%2(u§) < Co (2.64)

(B2 + B 107uc p.0ll Tamy + (B + B2 3ue ol 72wy < Co
com Cy > 0 independente de € e 3.

Provaremos nesta secao o seguinte

Teorema 2.6. Nas condicoes acima, se 3 = O(e*) existe uma fungio u € L=(R,, L*(R)) tal que

r
loc

uepg — uw em L, (Ry x R) para todo r € [1,4), sendo u a tinica solu¢do de entropia de

Ou+ 0, f(u) =0 (t,z) e Ry xR (2.65)
u(0,2) = ug(xz) = €R. (2.66)

Estabeleceremos a seguir algumas estimativas sobre cada u g.
Lema 2.7. Assumindo (2.64), existe uma constante Co > 0 (independente de € e [3) tal que
e, oo s xr) < CoB™™ (2.67)
Demonstragao. Isto resulta imediatamente do Lema 2.4 uma vez que by # 0. O
Lema 2.8. Suponhamos (2.64) e 3 = O(€*). Entdo as sequintes afirmagées sao vdlidas:
(i) a familia {u.p} € limitada em L=(Ry, L*(R));
(ii) as familias {€0yuc3}e g, {8/ %€0%uc g} € {Be0Puc}e s sio limitadas em L®(R,, L*(R));

(iii) as familias {(66)1/2@@%75}575, {661/281585’&675}675, {63/261/2@82%,5}675, {63/28§u57/3}6”3 e
€U, g0yue g Ye 3 sao limitadas em L*(R, x R).
7/3 7B 75

Demonstrag¢ao. Multiplicando (2.1) por
uf’ﬂ — ABed0u. 3 — BEDu s

onde A e B sao constantes positivas escolhidas a posteriori, e integrando cada termo da expressao

resultante, obtemos

1d
/R (uf g — ABed,03ucp — BE D uc p)Oyuc pd = Z%Hue,ﬁ(ﬂ Mz

9 Be? d 9
+ABe||0:0zue (L, ) 72y + TEH@:Uaﬁ(ta M2y
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ud 5 — APed,d*uc g — B0 ue 3)0y f (ueg)der = —ABe | 0,0%uc 30, f (ue 5)dx
€5 x We,B x Ye,B 8 x Ye,B B8
R R

—Be2/8£ue,58mf(ue75)dx
R

Bby /R(uiﬁ — Aﬁe@tﬁiue,g - Bezaiueﬂ)@i’ueﬁdx = —38b; /RU2/38$U6”383U6,6dZ’

—ABQGbl/3§’u6,g8t8§u6,5dx,
R

Bby /R(ug’,ﬁ — Aﬁe@,ﬁiueﬁ — Be%ﬁueﬁ)@t@guggdx = —30by /R ufﬁ@xuaﬁ&ﬁxugﬁdm

B|b2|

+AB%elba] 0071 5 (t, ) 112 ) 52—||32ueﬁ( Mo

520/(7«6?,,3 — ABed,02uc 5 — Be%ﬁueng)@@;‘ueﬁdx = —3ﬁ2c/ u? 5Optic 30 05uc gl
R R

FAB 0051, Ve + 8 0% 5(0, ) e
(&
e [ (0 = ABe00R s = BETEu )0l = =3elup(t,W0rueslt, e
Rt sy — BN (t, ) e
Assim,
d B 2 2 2
dt[ et M + 5 0etes(t, ) Zagmy + 5 (A + BlbaBe02ucs(t, sy

52 N07uest, )Lz }+Aﬁ€|\at<9ueﬁ( Wio@) + AB%elba| [0:07ue 5t ) 12y
+A053€||0t33u56( Moy + 3ellues(t, VOutics(t, ) L2m) + Be | 0ues(t, ) T2

:3blﬁ/uiﬁﬁxugﬁ@xueﬁda:—I—Ab162e/8§u5756t8$u675da: (2.68)
R R
+3625/Rufﬂ@mueﬁﬁt@xueﬁdx—i—3052/Ruzﬁamueﬁ@t@iueﬂdx
+A56/8t8§u6,531f(u5,5)dx+362/83u5,581f(u6’5)dx
R R

A partir da hipdtese 3 = O(e?) existe uma constante positiva Dy (especificada posteriormente)
tal que
B < Dye. (2.69)
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Entao, usando (2.67) e (2.69) segue-se que
5 [ 2000 < 350 el sty [ 10etc0Pc
R R
S X

dx

51/2/ ‘203 12 pYAe-1/2g 4y, H S BY2p; VA 202y,
2 6

B

< 8 o DY Ot e +

Dy 2 0ue (8, ) P }

_ B
< CoB ™ Doel|Oruept, )12y + g€ 100t ) z2mys

‘Al/Qel/Qatﬁxueﬁ dx

3b2ﬂ/ufﬁ@xueﬁﬁtﬁgcueﬁdx < 6/ ’3b2A_1/26_1/2u368$U67@
R
< CoA™ B [ute pll ooy xmy Itk 8 (8 ) Outic (s M2y + 5 56\!@3 tes(t, Mzam
< CoAT B2 fues(t, )t )| Fay + ﬁdlaﬁ Ue,s(t, |72 m)

<C’A1D1/2€Hueg( )0y uc p(t, )HL2 + 5€Haﬁueﬁ( )HLQ(R

e
3520/uiﬁﬁmugﬁ@@gugﬁdm
R
A1/2
Sc/ ‘614_1/251/2 —12y 2 0 L Ue g ‘ 2 ﬁ?’/zel/Qaﬁﬁue,g dx
R
Ac

< CoAT' B2  ue p(t, )Oatiep(t, ) |72y + —636H@t83ue (t, )72

< CoA™ Dy elfucs(t, Wuﬁ(ﬂmm+—ﬁwﬁamd)ha
Como

()] < Co(1 + [ul)

segue-se que
Be/@tﬁgue,gaxf(ugﬂ)da: :Aﬁe/atague,/@f'(uewg)ﬁxugﬁdx
R R
< COABG/ \8t8§u675(91u6,5|dm+C’0Aﬁe/ e 50 te 500U, 5|da
R R

— Ae / ‘§|52|1/2ata§ueﬁ dz
b

’200“?2‘71/28{&6’5

‘g\bz\lmaﬁiueﬂ dx

+A6/ )200|b2’71/2u57,88xUE,,3
R
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Ab
< A 0020,y + ottt Ve

Ab
+ Coeluep(t )it Yo +

A!bzl

— BPellodzucs(t, Ilizm)

— Brellodiucs(t, Il m) +CoA6H(9ueﬁ( Wiz + CoAellues(t, )0sues(t, )72

62/8§u6758xf(u6,5)dx:BEQ/8§ueyﬁf’(u€75)8xu6,5daj
R R

< C’OB(—:Z/ laiueﬁ(?zu@ﬂdx—i—CoBg/ |u€753xu€758£u6,ﬁ|dx
R

= BeQ/IR f@ Ue g ‘2006_1/28:5’&675 d:p—l—BEQ/ ‘2006_1/21%758761%,5 ‘ 5 8 e g|d
<§ﬂwmm Wao + CoBelutrea(t, ) age

+ CoBelluealt, V(b sy + 5 N0%ucs(t, s
= ge?’na?ueﬁ( Wiz@) + CoBelldpuep(t, )72y + CoBellucs(t, )duucs(t, ) |72y

Além disso,
Ab1526/8§u5,58ﬁ£u675dm = —Ab152e/a§ueﬁ&8§ueﬁd:ﬁ
R R

< Aﬁe/ ’2()1071/235116,5 ‘écl/zaﬁfzue,g dx

< CoABe||0Fucp(t, )HL2 ® T _53€||8t83u66( )HL?(R
Substituindo estas estimativas em (2.68) temos

d B
7 || te s (6, M zae) + 5 € N0tes(t )z + 3 (A+B!b2|)ﬁ€2||32ueﬁ( Wiz

5B
5”|I33ueﬁ( Wie@ | + 56||3ta et )|z + € 10zues(t, )z

3A b 3Ac (2.70)
] o) 02t ) ey + 2 Bl D) e

+e[3 Co(A+ B+ A DY) |ues(t, ) 0pue (2, M3y
< Co(A+ B+ B™ Do)el|Ostic g(t, )72 my + CoABel|0Fuc (L, )1 22x)

Nosso proximo passo sera encontrar constantes positivas A e B tais que
3— Co(A+ B+ A"'DY?) > 0. (2.71)
Considerando a fungao polinomial
p(T) =T+ (B —3C; )T + Dy/?
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a condicdo (2.71) equivale a p(A4) < 0 para alguma constante A > 0. Pondo B = 2C; ", entdo
B>0ep(T)=T%— Co’lT—i—Dém. Escolhendo Dy > 0 de modo que Dy < (2C;)™4, o discrimante
A= Cp?— 4D(1)/2 é positivo e a fun¢ao p possui dois zeros 0 < T; < Ty. Portanto, (2.71) é
verificada quando A € (T3,75). Fixado um A € (T1,7T3) defina K; =3 — Co(A+ B + AilDé/Q).
Entao K; > 0 e a partir de (2.70)

d B
7 Hueﬁ( Mg + 5 N0euest: Mizg + 5 ~(A+ Blbal) Be202u (. Mo
52 N 0ues(t, MLy | + Bellaﬁ tes(t, )IL2m)

3A b 3Ac (2.72)
el e ou02u (1, + BN (1) e

5B
+ Kaellues(t, )0rucs(t, )iam + 5 €ll05ues(t iz

< Kae||Oue(ts )72y + KaBellOgues(t, ) |Tam).

sendo K5y e K3 duas constantes positivas.
Logo, integrando (2.72) em (0,¢) e usando (2.64) além dos Lemas 2.4 e 2.5 segue-se que

B 1
—||ueﬂ( M) + 5 N0:ues(t: Miam) + 5(A + Blbal) B 10zucs(t, 2w

+—ﬂ%%@mAumaR+—&/W@mmAaM§R@

3Ab
AL e [ 10020t Mnyts + 2555 [ 100800060 e

2.73
+Kg/m%@%mwaﬂmmw+—f/wymﬁ Meam (2:73)
0
t
SKﬁ/H@%m&w;m@+kw%/n%%Aaw§R@+—mﬁﬂ;R
B
_6 ||a “eBOHL2 ® 15 (A + B|b2|)562”82U660HL2 ® T _52 2“83“660”L2
< Cy
estabelecendo o lema. O

Passemos enfim &

Demonstragdo (do Teorema 2.6). Pelo Lema 2.8 {u. g} 6 limitada em L>(R; L*(R)). Assim,
o Lema 1.3 garante a existéncia de uma subsequéncia {u., g, }ren € uma medida de Young v :
R, x R — Prob(R) satisfazendo (2.40) para toda g € C(R) tal que g(u) = O(1 + |u|") com
re[0,4).

Argumentando como na demonstragao do Teorema 2.4 verificaremos as condigoes (1.8) e (1.9).

V() satisfaz (1.8).

Considere a fungao g(\) = A\? e defina

G\ Ao) = g(A) — g(Xo) — gl(Ao)O\ — Ao).
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Pela Férmula de Taylor, G(\, A\g) = (A — \g)%. Agora sejam I C R um compacto e i : (0,7) x I x
R — R a medida de probabilidade dada por du(t,z,\) = (Tm(I))”" dv..)(\)dtdz. Entio pela

desigualdade de Jensen

{umu»JAa[@mmwﬂM@DMMF={[&WMQA—m@wmwmmF
SKQWMRM—U%@WWELA%=@mUW*Aﬁz@wwM—uwwﬁdmx
— (Tm(D))"! /0 ! /I Wy GO o)) dtde,

e portanto

1 T 1/2
T/ /<I/(m), |A — |> dtdr < Cy { / /<V(m (A, up(x >dtdx} ) (2.74)
0o JI

Em seguida seja {¢n}nen C C(R) tal que ¢, — ¢'(uo) em L2(R). Para cada n € N temos
[ [ e GO uteyatas = [ [ G N2 = uo@)l? = a3 = w0 s
= /T/ (Vta), AP = Juo(2)?) dida + / /<l/tx),uo — \) ¢ (z)dtdx (2.75)
[ = o) (n(a) = o o

Ora, (2.40), (a igualdade em) (2.19), (2.63) e (2.64) implicam que

T
/O /I<y(t7x),|/\|2—|u >dtdx—/ /@m AP dtde — T /|u0( 2da
T
~ fim / / e, 5, (, )Pt — T / o () 2
k—oo 0 I I

< Jimn T { g ol 2oy + Cop/?} — T / o () [2da (2.76)
k—o00 I

=mehm—iAM@Wm

:T/ luo () | da
R\I

//<”<”’ — up(z)) (dn(x) — ¢'(uo(2)))dtd
_/O/I<V(t,m)7)\> (éf)n(x)—g’(uo(:c)))dtdx—T/l o () (dn () — ¢ (uo(2))d

< Mty A) 20,0y |00 — 9’ (o) | 2201y %1y + Tllwol 2@yl én — ¢ (wo)|l 2w
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T 1/2
< TY3||¢n — ¢ (wo) || 22wy {/ /<1/(m), A%) dtda:} + Tl 2@y lém — o' (o)l 22wy
0 I

T 1/2
< T2 — ' (o)l 2y { lim / / e, o (1, x)|2dtdx}
0 I

k—o0

+ T|uoll 2wyl dn — 9" (uo) || L2 () (2.77)
1/2 / 1/2 1/2
< 1260 = o/ () 12y { Jim Tl 032y + o)}

+ T|uoll 2wyl dn — 9" (wo) || L2 ()
= 2T |Juol| 2wy | on — 9 (w0) ]l L2(r)

Substituindo (2.76) e (2.77) em (2.75) segue-se que

/OT/I <V(t,x); G()\,uo(x))> dtdr < /OT/I <y(t7x), up(z) — )\> On(x)dtdr + T/R\I lug ()| *dx

+ 2T [Juoll 2y | on — 9 (uo) [l 2 r)

Agora seja {K; }ien uma sequéncia de compactos tal que

ICK CKyC-- e UKi:R.

€N

Entao, sendo G > 0,

/OT/I Wity GO\ up(@)) ) dtde < /OT/K (Vo)) GO\, () ) dtda

e portanto

I I
—//<V(t7x),G()\,u0(x))>dtdx§—// <I/(t,x),u0 )\>¢n )dtdx
T Jo Ji T Jo Jx,

T / o ()2 + 2ol 2 160 — o (u0) 2w
R\K;

Como uy € L*(R),

lim lugp(z)[*dx = 0,
i—oo JR\ K,

e dai

[t < [t

+ 2||uoll 2@yl Pn — 9 (wo) || L2 ()

A partir de (2.78) e (2.74) concluimos que

1 T
f/o/@/(t,x),|)\—u0(x)|>dtdx
< {7 [ ol = ) it + 2ol s o o)l
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Mostraremos a seguir que

TL%T/ /<V(tm ug( )\>¢n )dtdx < 0 n=123,.... (2.80)

De fato, fixado n € N

T
%/ /<1/(t,x),u0 )\> On(x)dtdr = hm —/ /uo — U, 3, (1, 7)) (x)dtdr.  (2.81)
o Jr

Por outro lado, note que

%/0 /(UO(:L’) — Ue, 3, (1, 7)) p(x)dtdr = /(uo(x) — e, g 0(2))fn(x)d

- —/ / (/ Ostie, 5, (S IL’)dS) On(z)dtdx
=1y + Jy,
onde
17 = | (tafe) = @) )
_ __/ /(/ Dt 5, (s x)ds) 6 () b
Como

|]1?| < ||u0 - Uekﬂk,OHLl(supp(dm))||¢n||L°°(supp(¢n))

e Ue, 5.0 — Up em L (R), resulta que |I}'| — 0 quando k — oco. Agora estimaremos cada termo

loc

de J;' observando que

___/ /(/ Dt 5, (s x)ds) o () dtda

=g [ o) - 0t o,) ~ i . 2)
— Brb20s02ue, 5, (5, 1) — BrcOdsOytie, 5, (5, 7)] dp(z)dsdtdz.

Pelo Lema 2.4 e observando que
|f(w)] < Co(1 + [ul?)

temos

T ¢
_6_’“/ //3§uek,5k(5,x)¢n(x)dsdtd:c———/ // Ue, 5, (8, )02p, (x)dsdtdx
T /) J&lto
T t
_e_k/ // |Uer 5 (8, )03 (1) |dsdtdz
0 R JO
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T t
€k
<E [ [ s w0l owdsd:
0 0
T t
< o / / dsdt
T 0 0

S CO EkTa

= /0 ' /R /0 00 F e, (5, ) () st — = /0 ' /]R /0 (e g (52))Oubn(2) dsdida

1 [T t
<3 | [ [ 15t oontoasitas
T 0 RJO
1 (7 t
- T/ / / | f (tey, 8, (5, 7)) Ouon () | dsdlt
0 Jsupp(¢n) JO
Cy, [T t
= _/ / / (1+ |ty 6, (s, 2)[*)dsdtdz
T Jo supp(¢n) J0
Co T
< Tm(supp(%))/ / ds dt+—/ / ity 0 (5, ) |2y dsclt

< CoT.

Pela hipotése
B < Doe* (2.82)

temos

Biby [T Ly —Beby [T ! 3
—/ //8xuek75k(s,x)qbn(x)dsdtdx— / // Ue, 8, (8, )0, ()dsdtdz
T Jo JrJo T Jo JrJo

< Bl s e [P dsdt
ST ex. B\ Sy L2(R)H x¢n||L2(R) S
0 0

4 T t
< G0t / / dsdt
T 0 0

S CoEkT.

Pelo Lema 2.8 e (2.82)

Pibs 0:0%uc, g, (5, 2)pn(x)dsdtdr = _ Prelb 050zc, 3, (5, ©) Oy (x)dsdtd
sl AL

< ilbs] [ 9,0 d d
= 7, 1050ntte, 8, || L2((0,6) x®) || O P || L2((0,0) x ) At
Co 172 1/2/T 1
< B %€ tY2at
T k k 0
< CoerTY?
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2. T ¢
%C/ //838§uek,ﬁk(8,x)%(x)dsdtd:v— ——/ // 0s03u,, g, (5, 7)0pn(x)dsdtdr
o JrJo

Bzc T
< % 10502 ue, 5| 220,y x®) |02 Pl | 2 (0,0 xRy A
0

Co ijo —172 [* 1)
< 6% / tY2dt
T 0

S C()Ele/z.

Assim,
‘Jl?‘ S Co(EkT + EkT1/2 + T),

e portanto
lim |7 | < CoT.

A partir de (2.81) e (2.83) obtemos

—/ /<y(m uo(x )\> ¢n(z)dtdr < CoT

e fazendo T' — 0 estabelecemos (2.80).
Resulta entao de (2.79) e (2.80) que

hm / /<Vtx ‘)\ — UO ’> dtd.l? < C[ {QHUQHL2(R ||¢n (UQ)HLz(R)}l/Z

T—0 T

e fazendo n — oo em (2.84) concluimos que

%IE%JT/ /<Vtx A — ug(z)|) dtdz = 0.

V() satisfaz (1.9).

(2.83)

(2.84)

Seja (1, q) um par de entropia-fluxo de entropia 7,¢ : R — R com n € C*(R) convexa, ' e i’

limitadas e ¢ dada por (2.56). Em vista de (2.57),

O (ue,p)+02q(ue ) Zfze/s
e dai

/0 / Ot 52) + Dottt p0)] it

< Coe||Ontiey g, || 2R, xR)

+ Co Bk ||8§u€ka6k ||L2(R+ xR)

+ CoBllOnticy 8, | 22® <) 10300, 5, || L2 @y <R)

+ CoBk||0s0x ey, g, || L2(R . xR)

+ CoB||Oxtie 5, || 2Ry xR) || O1Ortey, 5, || L2 (R, )

+ Coﬁzf ||ata§uek,,8k || L2(Ry xR)

+ CoBillOutiey, g, || L2(r s x) 100020, 8, || L2 (R xR)
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para toda fungao nao-negativa ¢ € C°(R; x R). Em seguida, usando (2.82) e os Lemas 2.4 e 2.8

obtemos
1/2 T 1/2
k]| Oxttey | L2 ) = €7 lim { /0 105 tie,, 5, (8, ) Z2m dt}
< 0061/2,
Bill 0%t |l 12 xr) < Doy *lleg *0%ue, g, |l 12, xv)
< 0065/2
S 0062/27
Bicl| Oxey, g, | 2 (R4 xR) ||a:%u€k76k ||L2(R+xR < 0062/2 |0z tiey || 12 (R4 xR)
< 0061/2,
B110:0tte 50 | 2y ) < Doey 1182 ey 2 000t1cr || 121, <)
< 0063/2
< 0061/2’
Br Haxuek.,ﬁk HL2 (R4 xR) ”ataxuek,ﬁk HL2(R+xR) < 0062/2 Haxuek,ﬁk HL2 (R4 xR)
< 0061/2,
Biz||ataguek,ﬁk||L2(R+xR) <D 63/2”53/2 1/23t33Uek Bk||L2(R+><]R)
< 0063/2
< Cfoe1/2
(§]

B0t 50 |12y ) 106020y 0 | 2y sy < Coey || Oty |l 120, xm)
< 0061/2.

Combinando estas estimativas

/ / [0n(tey 8,) + 0uq(te, 5, )] Pdtda < 0061/2

e dai

/ / uEk Bk at¢ + q(uek ﬂk) x¢] dtdz > 0051/2~ (2.85)

Fazendo k — oo em (2.85) segue-se que

/OOO/R [V, 1(N)) 0 + (v, q(N)) Dugd] dtda > 0,

o4



donde
O (Vey,m(N)) + 0, (v, q(N)) <0 (2.86)

no sentido distribucional. A desigualdade (1.9) é obtida a partir de (2.86) e de uma regularizagao
padrao da fungao ¢,(u) = |u — « para todo a € R.

Mostramos entao que v é uma solugao de entropia m-v de (2.65)—(2.66), e portanto o Corolario
1.3 implica que ucg — w in L>®(Ry, L] (R)) quando ¢ — 0 para todo r € [1,4), sendo u €

L>®(R,, L*(R)) a tnica solugdao de entropia do mesmo problema. O
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Capitulo 3

Equacao de Benney-Lin Generalizada

Neste capitulo estudaremos uma equacao do tipo Benney-Lin. Além da existéncia de solugoes
globais suaves, mostraremos a convergéncia das mesmas para solucoes de entropia quando os

parametros tendem a zero.

3.1 Existéncia de Solucoes

Estabeleceremos nesta secao a existéncia de solugoes globais para o seguinte problema de Cauchy
Opu + Op f (u) + BO%u + B2b02u + Bcdiu + BPdOPu = edPu (t,z) € Ry x R (3.1)
u(0,z) = uepo(r) xR (3.2)

sendo f : R — R uma fungao suave, € e § nimeros reais no intervalo (0,1) e b, ¢ e d constantes
satisfazendo b,d € R e ¢ > 0. Novamente, F denotard a transformada de Fourier em z ¢ F~! a

sua inversa. Assim, formalmente
F(Ou+ 0, f(u) + BO2u + B*0d2u + BPcOiu + B°d0u) = F(ed?u)

e dai
OuF (u) + [(e = B)E* + B +i(B°dE” — B*bE7)] F(u) = —F (0. f(u)). (3.3)
Definindo
Q(t,€) = exp {— [(e = B)E* + Bcg’ +i(B°dE” — B°bE%)] t}
G(t)u = FH(Q(t, ) Fu(-)

e argumentando como no capitulo anterior, segue-se que a equacao integral da solugao ¢é
u(t) = G(t)uecpo — /]t G(t — s)0.f(u(s))ds.
0
Dado u. g0 € H*(R) consideremos o espago de Banach
Xr ={u e C([0,T], H'(R)): [Ju(t) = G(t)uesollm @ < l[uesollm @), t € 0,71}
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CO1m a norma

lullxy = sup |lu(®)||m @),
0<t<T

e definamos o seguinte operador em Xr:

Au(t) = G(t)uepo — /0 G(t — $)0.f(u(s))ds

Na demonstracao do lema a seguir (e na do Teorema (3.1)) denotaremos com Cj a constantes

que dependem apenas dos parametros €, 5 e dos coeficientes b, c e d em (3.1).

Lema 3.1. Supondo uc.go € H'(R) e 8 < €, existe T = T(ucgo) > 0 tal que as sequintes

afirmacoes sao validas:
(i) Au e Xy e ||Au(t)||mr) < 2||uesollm @ para todo t € [0,T] se u € Xp;
(ii) A € uma contragio em Xr.

Demonstragao. Assumiremos (sem perda de generalidade) f(0) = 0. Dado t € [0,T] (T sera
escolhido a posteriori), obtemos ||G(t)uegollm @) < [|tesollmi(r) uma vez que a condicao f < €

mmplica em < 1. Logo ||u 1 < 2||Ue¢ 1 e consequentemente
impli |Q < 1. Logo [[u(t) ||z m) < 2l|uesollarw) q

[u()]| oo ) < 2luepollarew ¢ €0,T]. (3.4)

A condicdo (3.4) juntamente com o Teorema 1.2 ¢ o Coroldrio 1.1 garantem a existéncia de uma

constante Ky > 0 (dependendo apenas da cota 2||uc g0l m1(r)) tal que

1 (w@) @) < Kollu(®)ll ar ) (3.5)

1f (u(®)) = fo@) i@ < Kollut) = vl m @ (L7 O + lu@®)lm @ + lv@llmw) — (3.6)

se u,v € Xr.

Assim, utilizando (3.5) e a limitagao
texp{—at} < (ae)™' (a >0) (3.7)

para todo t > 0 obtemos

1/2
[Au(t) — G(t)uesollm®) /O{Z/l i€)Q(t — 5,6)F (0 f(u(s))]’ df} ds
1/2
/O{Z/exp{Qt—se— )E2 | (i€)F F (0 f (u( |d§} ds

1/2
/0{ /§ exp{—2(t — s)(e — B)E} | F (0% f (u ‘d{} ds

) / (t— ) V2] () | a1 gy s
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t
< 2Kp[2e(e — ﬁ)]’l/ZHuE,g,OHHl(R) / (t — 5)’1/2d5
0

= 2V2Ko[e(e — B)] Y2 e p ol yt >

< uesoll o (r)

se
e(e - f)
SK2
Em particular, Au(t) € H'(R) e |[[Au(t)|| i ®) < 2||ues0llm®) para todo t € [0,T].
A seguir mostraremos que Au € C([0,T], H'(R)). De fato, dado ty, € [0,T), para todo ty <
t <T temos

0<T< (3.8)

t
[Au(t) — Au(to)|[mr) < |G()ueso — Gto)uesollmm) + / |G ()0 f (u(t — 5)) || 1 () ds
to

+AWW@&U@@—W—f@%—$mmmws
:A1+A2+A3.

Como

1
ﬁZEQ/@mo—@%@WV@m%mw@
k=0 YR

segue-se que A; — 0 quando ¢t — t;§ pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Além disso,
utilizando (3.5) e (3.7)

t 1 1/2
&SA{;Aémﬂﬂwam%vwmwﬂmw% ds

g@ﬁ—mr“/?*%ﬂwvwmmww

to

¢
< 2Ky[2e(e — B)]_1/2||u675,0||H1(R)/ s 2ds

to
= 2V2Kole(e = B)) 2 luepollm e (172 — 157?)
estabelecendo a convergéncia A — 0 quando t — t§. Mais ainda, por (3.6) e (3.7)

1/2

&squ%fwmﬁw—m%vwmw—m—mm—mm%}ds

SWﬂ—@FW/WfWWW@—w—f@%—ﬂmmww

0

to
< Ko[2e(e — B)] 72 [|£(0)] + 4lJue g0l 11 ) / sT2u(t — s) — u(to — )| wyds.
0
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A condigao u € C([0,T], H'(R)) implica que a tltima integral converge para zero e consequente-
mente A3 — 0 quando ¢ — t;. Disto resulta que

lim | Au(t) — Au(to) | ey = 0

t—tg

e sendo o caso ty € (0,7T] andlogo, Au € C([0,T], H'(R)). Para finalizar a demonstragao prova-
remos que A é uma contragdo em Xp. Sejam entdo u e v dois elementos de X7. Dado t € [0, 77,
através de (3.6) e (3.7) obtemos

IAu(t) = Aol0) ey < [ G = 90,1 (0(s)) = S0
1/2

</ {Z [[€exp =2l = (e = B} IFO (u(e) - f<v<s>>>]|2d§} ds

t

< Re(c— B)]12 / (t— ) 2] f(uls)) — £(0(8) ey

0

<

=

o[2e(e = B)]V2[1.£(0)] + 4||Ue,ﬂ,o\|Hl(R)]/o (t — ) |uls) = v(s) || ryds

Kole(e = B2 (0)] + dllucpoll mam)llu — vl xpt"?

N

IN
N | —

Ju = vl[x,
se
3 )
= 8K (O] + 4luesollm @)
mostrando que A é uma contracdo. Logo, o resultado serd vélido se escolhermos (qualquer) T

satisfazendo as condigoes (3.8) e (3.9). O

0<T

(3.9)

Considerando T como no lema anterior podemos entao enunciar o
Teorema 3.1. Se u. 50 € H'(R) e 8 < ¢, o problema de Cauchy (3.1)~(3.2) admite uma solugdo
we C([0,T], HY(R)) N C((0,T), H'(R)) 1=1,2,3,...

tal que ||u(t)||m @) < 2||uepollm®) para todo t € [0,T]. Além disso, se ucgo € H'(R) para algum
inteiro | > 1, entdo u € C([0,T], H(R)).

Demonstrag¢ao. Sendo X7 um espaco de Banach, o Lema 3.1 juntamente com o Teorema do Ponto
Fixo de Banach garantem a existéncia de um tnico elemento u € X tal que Au = u. Assim, u
serda uma solucao da equacao integral

ult) = G0 — / G(t — 3)0, f (u(s))ds (3.10)

e satisfaz |[u(t)||m@®) < 2||uepollmr(w) para todo t € [0,T]. Dado [ > 1 inteiro, nossa proxima
etapa sera mostrar que u € C((0,T], HFY(R)) se u € C((0,T], H(R)). Fixando t, € (0,7T), serd
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suficiente provar que u € C([to, T], H"1(R)). Escolhendo 0 < t; < t; e utilizando as propriedades
G(0) =1e G(t+s) = G(t)G(s) para t,s > 0 podemos escrever u da seguinte maneira:

t
u(t) = G(t —t1)u(ty) — / G(t — )0, f(u(s))ds (t > ty). (3.11)
t1
O primeiro fato a ser estabelecido é o seguinte:
sup ||u(t)|| g ry < 00 (3.12)
to<t<T

De fato, dado t € [ty, T| temos

t
[u() | @y < G = t)ult) || me ) +/ |Gt = )00 f(w(s)) || r+1(myds
t1
= A + As.

Pela estimativa (3.7)

=3 / GO QU — 11, €) Flu(ty)|} de

l+1

D K S LI

+1

/|f (t1) 2d§+2/§ exp{—2k1(t — t1) (e — B)EXF| F (u(ty))Pdé

+1

< ult) ey + D2kt = t1)(e = B)el ™ lults) |72
k=1
I+1

< llut) 2w {1 + > K2t — t1)(e - 6)6]_'“} :

sup |[u(t)[|m(r) < o0
t1<t<T

uma vez que u € C((0,T], H(R)), o Teorema 1.2 juntamente com (3.7) implicam que

s 1/2
/t{z/“f (t=5.0) (8f(()))\2d€} ds

I+1

1/2
10 f (u()] 72 +Z/| i€)*Q(t — 5,€)F (O f (uls )))IQdf} ds

1/
) ey + 206 — )l A ey} 7

IN

I+1 1/2
/ {Hf ) I my +Z / ¢t exp{—2(t — s) B¢} F (0! f(u(s))\zdf} ds
[
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= / ) iy {1+ (20t — 5)B%ce] 1} s
/ 1S (u() | ey {1+ 2 2(t — s5)B%ce] /?} ds (a+ b)Y < a2+ b2 (a,b>0)
< K, / ()l sy {1+ (20t — 5)8%e] 2} ds

< Ko sup ey | {1+ (20— )] 2} ds

t1<t<T

< Ko sup [|u®)llme { (= ) + V2T 20— 1)}

t <t<T

< Ko sup |u(®)|mw {(T —t1) + V2[Bce] V(T - tl)l/Q}

t1<t<T
sendo K, uma constante que depende apenas da cota 2||ucgol g1 r). A estimativa (3.12) segue
imediatamente.
Agora dado ty € [tg,T), para to <t < T temos

() = alts) sy < G = t)u(ts) = Glts — t)ults) |

[ UGl = 5l e

2—t1

" / TG (ult — ) — Flults — )]s ayds
=A; + Ay + As.

Em primeiro lugar, observe que
I+1

=3 [ 101 =19~ Qe ~ 1 OF PO P
- / QU — £1,) — Qlta — 11, PIF (utr) e (3.13)

+Z [ 6@t~ 1.9 - Gt~ 1 PO

O primeiro termo (da segunda igualdade) acima tende a zero quando t — t5 pelo Teorema da

Convergéncia Dominada. Agora definindo

D) = 6@ —1,6) = Qb2 — t1, O)PIF@fu(t) P k=0,1,....1
claramente qbgk) (¢) = 0 quando t — t5. Além disso, (3.7) e a condigao t; < ty <ty <t implicam
em
(9 <22 {1Q(t — 1, + Q2 — 1, O} [F (D u(t))|
< 26 {exp{-2(t — 1)(c — H)E} + exp{—2(ts — 1) (e — HE}} | F(@ku(t)]’
S 452 exp{—Z(to — t1>(€ - 52} |f 8’;14 tl))|

< 2(to — t1)(e = B)e] " [F(Dkult)|"-
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Portanto utilizando a hipétese u(t;) € H'(R), o segundo somatério em (3.13) tende a zero quando
t — t5 pelo Teorema da Convergéncia Dominada, e consequentemente A; — 0 quando ¢ — 5.
Quanto ao termo Ay, o Teorema 1.2, a estimativa (3.7) e a relagdo t; < t — s < T para

ty —t; < s <t—t; implicam que

I+1 1/2
me [0 {Z/us (5,0 F (@, f(ult — )] ds} ds

I+1

t—ty 1/2
S/t {Ilamf( ()Z2w +Z/§ exp{—2s3°c" }F (05" f(ult —S)))!2d£} ds

2—11

< / 100 (5)) ey + 255t = ) ey} s

2—t1

< / At — )l {1+ [258%e] Y2 ds

2—11

t—t1
< KO/ lult — )i {1+ [258%ce] 2} ds
t

2—t1

t—t1
< Ky sup ||u(t )||H1(R)/ {1 + [236306]_1/2} ds
t

tl <t< 2 7t1

= Ko sup[[u(®)lmee {(¢ = t2) + VEIGee 2t 0)"2 — (1 = 1))}

t1<t<

onde novamente K, ¢ uma constante que depende apenas da cota 2|uc g g1 (k). Assim, Ay — 0
quando t — t3. Analogamente, como t; <ty — s,t —s < T para 0 < s < t, — t;, o Coroldrio 1.1
e (3.7) implicam que

to—t; [ 11 1/2
A < / {Z!(iﬁ)’“Q(s,ﬁ)f(@x[f(U(t—8))—f(U(tz—S))Dlgdé“} ds

< / o {uaxmu(t = 8)) = Flults — )] [Zace

I+1

1/2
+ Y & exp{—2s8%c¢ Y F (O [f (ult — ) — flults — )] dé} ds

k=1

< / Al — ) — Flults — ) gy {1+ [258%€] 1 ds

to—t1
< KFO1+2 swp @) [ e = 5) = ults = 5) ey {1+ 255ce] 72} s
1SS 0

onde K; é uma constante dependente da cota 2|uc g0l i1 (r) € do expoente I. Utilizando a hipétese

u € C((0,T], H(R)), a dltima integral converge para zero pelo Teorema da Convergéncia Domi-
nada, e daf A3 — 0 quando t — t5. Portanto,

lm [fu(t) = u(ta)]| s sy = 0

—,
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e sendo o caso ty € (tg, T] andlogo, concluimos que u € C([ty, T], H**(R)). Finalmente, usando
a expressao (3.10) para a solucao u, a ultima afirmacao do teorema é estabelecida seguindo as

mesmas linhas do procedimento acima. Mais precisamente, basta observar que
Uepo € HT(R) e u e C([0,T], H(R)) = u € C([0,T], H(R))
para todo inteiro [ > 1. O

Uma consequéncia imediata deste resultado é que u(t) € C§°(R) para todo t € (0,7] devido
ao Lema de Sobolev.
Um refinamento do teorema acima é fornecido pelo

Corolério 3.1. Seu. 50 € H'(R) e 3 < ¢, a solugdo do Teorema 5.1 satisfazu € C*((0,T], H(R))
para todo | € N.

Demonstrac¢ao. Com as notagoes da demonstragao do Teorema 3.1, sejam 0 < t; < tg < T e u
dada por (3.11). Nosso objetivo serd mostrar que dyu € C([ty, T], H'(R)). Escrevendo

R(&) = (e — B)E* + BPc&* +i(BdE” — B7bE?)
e utilizando (3.3) e (3.11), obtemos (argumentando como no capitulo anterior)
duu(t) = —F [ROQ( — 1, F(ul(t))]
/ FHREQU — 5. F 0uf (u(s)))] ds
o f(u(t)
para todo ¢ > t,. Logo, se t € [to, T]
0Oy < IF TREQ( — 11, F(ult)] e
+ [ 17 ROQ - s OF @SN s

102 f (u(®) | 1wy
= A+ Ay + As.

Observando que

IR(E)]? < Co(¢* + &8+ +¢)

temos

A2 < Z/ R(E)F(0Fu(ty))|2de

cay / (€4 €0 4+ € + €O F(Dhu(ty) P
k=0 VR
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Z [ {F@ ey de
<4OOZ/\fak (t))|de

= 4Colultr) s ey

ms [ {Z [ im@F s >>>2d5}mds

1/2
<G / {Z / (€4+€6+€8+61“)|F(0£“f(U(8)))I2d§} ds

=Co/1 {ZZ/ [ F (05 f (u( >>>2d5}1/2ds

k=0 =2

146 1/2
§200/ {Z/pf (% f(u(s)))] dg} ds
t1

=260 [ 17 s

< 2CoKo sup |[u(t)||gom)(T —t1)

t1 <t<T

As < (o)l < Kolluls)llmrwy < Ko sup ful®)]|me e
1>

sendo K, uma constante dependendo da cota 2||uc g0l #1®). Disto resulta que

sup || Gpu(t)|| mrry < 00
to<t<T

uma vez que u € C((0,T], H(R))(l = 1,2,3,...) pelo Teorema 3.1.
Agora dado ty € [tg, T), para to <t < T temos

|9ru(t) = Buu(t2) iy < IF RIEHQE = 11,) = Qlt2 — 11, ) F(w(ta))] e
+ /ttl IFL[R(E)Q(s, &) F (Do f (ult — )] || mmyds

+ /0 - IFR(E)Q(s, ) F (0 (f (ult — 5)) — f(ults — )] || mrryds

110 f(u(t)) = O f (ult)) ||ty
=A + A+ A3+ Ay
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Ora,

l

£<C3 / €+ €+ QU — t1,€) — Qb — t1, ) PIF(Ou(ty))Pdg

l

- Z [ 106~ 11.6) = Qta — 11, OPIF(0k utt)) P

k=

< 400 / QU — £1,) — Qlts — 11, E)PIF(Dulty)) P,

| /\

1/2
. {Z/ “4“‘“6+58+€1°>\f<8§“f<u<t—s>>>|2dg} ds

= / . {ZZ / F(@E f(u s>>>2d5}1/2ds

k=0 =2

SQCO/ . {f/v (@ F(ult — 5))) df}mds

t—t1
— 20, / 1 (alt — )l mrsods
to

—t

S 2K()CO sup HU(t)HHHG(R)(t — tg),
t1 <t<T

to—t1 l 1/2
Az < Co /0 {Z / (§4+£6+§8+§10)IF(8§“[f(U(t—s))—f(U(tz—s))])|2d§} ds

. 1/2
= CO/O {ZZ/ [ FO [ (u(t = s)) — flu(ty —S))])Izdé} ds

k=0 =2

1+6 1/2
szco/ {Z/vak ult — 5)) — flu(tz — 5)))) dg} ds
— 20, / N (ult = 8)) = Flulty — )] msods

to—t1
< 2K,6Col|f/(0)] +2 sup Hu(t)||Hz+6(R)]/ |u(t — 8) — u(ty — 5)|| g+ (ryds,
1 <t<T 0

. 1/2
Ay = {;/R |05 [ f (ult) — f(U(tz))]I2d§}

< |f(u®) = fult)l e )
< K[l f(0)] + Qt Sup_ (@) ] l|wlt) — ulto) | gy
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onde Ky depende da cota 2|[uc gl n1(r) ¢ 0s K; dependem da dimensao [ e da cota 2|[uc g0l g (r)
Pelo Teorema 3.1, u € C((0,T], H(R)) para todo I € N, e portanto cada A; converge para zero
quando t — t5, donde

lim {|0yu(t) — dpu(te)l| e = 0.

t—>t

Sendo o caso ty € (to, T] andlogo, concluimos que dyu € C([ty, T], H'(R)) finalizando a demons-
tracao. O

A fim de estender nossa solucao para toda a semirreta positiva necessitaremos de alguns lemas

técnicos. Comecaremos supondo a existéncia de uma constante positiva Cy satisfazendo
||U660||L2(]R + 510, UeﬁouLz < Co. (3.14)

Lema 3.2. Assuma a condi¢io (3.14) e suponha 3 < €2/2. Se u for uma solug¢do do problema de
Cauchy (3.1)-(3.2) em [0,t;] X R tal que u € C([0, 1], HY(R)) e u(t) € C5(R) para todo t € (0,,],

entdao existe uma constante Cy > 0 (independente do tempo) tal que

W+ [ 106, s +25% [ 1020t s < Ci

para todo t € [0, t4].

Demonstragao. Multiplicando (3.1) por u e integrando em R teremos a seguinte cadeia de igual-
dades:

2
/Ruatudl"— 5%” u(t, )72

/ u0y f(u)dx = 0;
R

ﬁAu@ﬁudm = —ﬁ”amU@f)H%%R);

ﬁ2b/ ududx = 0;
R
Bgc/ udtudr = B3c||0%ul(t, ')”%2(R)§
R
BSd/ udoudr = 0;
R

6/u82udx = —¢l||0,ult, )”Lz
R

Assim,

d
ot ey + 2€l0wult, iz +28°l07ult, Miam = 28100u(t, 72w,
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Sendo 8 < €*/2 e e € (0,1),

28(105ult, |72y < eldault, )7

e portanto
d
aHU(tw)H%m) + €l|Dpult, )72 + 28%cllOFult, )| 72@ < 0. (3.15)
Integrando (3.15) em (0,¢) e usando (3.14)
lut, ) 22ce / 1005, ) 2y ds + 26% / 102u(s, N 2aqzyds < it sol2ae) < Co
estabelecendo o resultado. O

Agora suponhamos
If (u)] < Co(1+|ul) ueR. (3.16)

Lema 3.3. Assuma as condigoes (3.14) e (3.16) e suponha 8 < €2/2. Se u for uma solu¢io do
problema de Cauchy (3.1)-(3.2) em [0,t1] x R tal que u € C([0,t,], HY(R)) e u(t) € C3(R) para
todo t € (0,t1], entao existe uma constante Cy > 0 (independente do tempo) tal que

||| oo (f0,1]xR) < Co /2

F0uu(t, i + 35% / 102u(s, )22 ds + 26% / 10%u(s, )22y ds < Co
para todo t € [0, t4].

Demonstragdo. Multiplicando (3.1) por —30%u e integrando em R temos

_5/atu32udx - E%”a u(t, )72

B / 0, f () Puds = —B / F ()0, udPude,
R R
_p / SPutPudi = — B2 Pu(t, ) 2.
—531)/ O2ududr = 0,
R
~e [ Otudtuds = Bt obut. ) e,

—Bﬁd/ @i’u@gudx =0
R
_Be /R Pududz = —Be||02ult, ) |2em
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Assim,
Ha ult, Moy + 28ell07u(t, )| Zam) + 28 cllOzult, ) Z2m)
= 257 02u(t. sy + 28 | J'(0)0udEude
Sendo 8 < ¢€*/2 e e € (0,1),
2671 02u(t, )| 2my < BellOzult, )72,

donde

d ,
B 10mu(t ey + Bel G2t ) s+ 28"t sy < 26 [ 1/w)0su0ude

Devido a (3.16) temos

26/ f'(w)0pud?udr < 2006/ |0, u0?u|dx + 2005/ (0, ud?u|dx

R R R
e observando que
1
2005/ |0, u0u|dr = ﬁ/ |4C’0€_1/28$u||561/28§u|dx
R R
-1 2 Be o 2
< Cofe [10zut, )lIzam) + 5 10zl )2

56
< Coel|0zult, ) |72 §||3§U(ta MNiam)

e
ZCoﬁ/Rluaxu@guldxzﬂ/ ]4006_1/2u8xu||%el/28§u]daz
< o udau(t, VW3agey + e 32ult, ) oo
< Coellul oo o) m 1050t |2y + %H@iu(t, Nie)
obtemos

Be
QBAf’(U)axuaiudm < CoellBzult, M2 (1 + llullFos o.n)xm)) + ZH@%U(@ iz

Substituindo (3.18) em (3.17) segue-se que

Ha u(t, e + BEH(?Q( Wiz + 26 llozult, ) za)

< Coelldzut, )72 (L + el Zoe 0,011 xm))
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e integrando a expressao acima em (0,¢) e utilizando o Lema 3.2 obtemos

B0su(t, ) 3o + 556 / |02u(s, ) |22 ds + 26 / 102u(s, )22 s ds

3.19
< Co(L+ Il o1 )¢ / |90, )y + BlOuuesolfogy O
< Co(1 + [[ullZoo 0,11 xm))-
Agora note que pelo Lema 3.2 e (3.19)
w?(t,y) < 2lult, )2 10sult, )l 2 ey
< CoB™ V(1 A+ [l oo (0.0 xm))
donde
HUH%oo([o,tl}xR) < 00571(1 + HuH%w([O,tl}xR))'
Argumentando como no capitulo anterior vemos que
[l Lo (0.0 xRy < CoB™?
para alguma constante positiva Cj independente de t. Logo,
B0 ey + 55 [ 107005, s +25% [ 102005,y < o™
e portanto
F0su(t, i + 3% / 102u(s, )2y ds + 26% / |02u(s, ogyds < o O

Diferentemente do capitulo anterior, nosso resultado global garante a suavidade (na varidvel

x) da solugao u.

Teorema 3.2. Assuma a condicao (3.16) e suponha 8 < €2/2. Dado u.po € H*(R), o problema
de Cauchy (3.1)-(3.2) admite uma solugao

u € C([0,00), H{(R)) N C((0,00), H(R)) 1=1,2,3,....
Além disso, se ucgo € H'(R) para algum inteiro | > 1 entdo u € C([0,00), H'(R)).

Demonstracao. O Teorema 3.1 assegura a existéncia de um nimero real 7' > 0 (garantido através
das condicdes (3.8) e (3.9)) e uma solucio u € C([0,T], H*(R))NC((0,T], H'(R)) dada por (3.10).
Logo pelos Lemas 3.2 e 3.3 existe uma constante Cy > 0 independente de T" tal que |[ur|| g1 @) < Co

onde ur(-) = u(7),-). Em seguida considere o espago

Xo = {u€ C(T,T +S), H'(R)): [ult) - G(t = Thurllm < lurllme;t € [I.7+ 5]}
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e o seguinte operador em Xg:
t
Au(t) = Gt — Tyur — / G(t — $)0, f(u(s))ds. (3.20)
T

Dado u € Xg temos ||u(t)||m @ < 2||ur||m @ de modo que [[u(t)||rem) < 2C, para todo t €
[T, T + S]. Logo pelo Teorema 1.2 e o Corolario 1.1 existird uma constante K; > 0 dependendo
apenas da cota 2Cy (e consequentemente independente de T') tal que (3.5) e (3.6) se verificam
para quaisquer u,v € Xg. Assim, argumentando como na demonstracao de (3.8) e (3.9) e fixando
(qualquer) S no intervalo

(.minfen al(£0) + 462, o= L2

o Teorema 3.1 nos garante uma solugao u € C([T,T + S], H(R)) dada por (3.20) (e portanto
uma solugdo u € C([0,T + S|, HY(R)) N C((0,T + S], H'(R))) e, além disso, este S servira para
todas as etapas seguintes uma vez que as constantes Cy e K1 nao dependerao dos dados iniciais

devido aos Lemas 3.2 e 3.3. Entao, procedendo recursivamente obtemos uma solucao
u € C([0,00), H'(R)) N C((0,00), H'(R))
para todo [ € N. O

O papel dos Lemas 3.2 e 3.3 é limitar uniformemente a norma H'(R) dos dados iniciais das
etapas de extensao e a norma ||u(t)||z=(®) em [T, 00) de modo que a magnitude de S possa ser
fixada.

3.2 Estimativas a priori e Convergéncia em L?

Para cada ¢,5 € (0,1) consideremos o problema (3.1)—(3.2) com coeficientes b, c e d tais que
b,d € R ec > 0e f suave satisfazendo (3.16). Suponhamos que u.go € CP(R) satisfaga a
condicao
e g0l 72y + Bll0ztic ol 72y + B105uc s ol F2my < Co (3.21)
com Cy > 0 independente de € e 8 e seja u.g € C((0,00), H(R)) uma solugao deste problema
(garantida pelo Teorema 3.2).
A seguir estabeleceremos algumas estimativas sobre a sequéncia de solucoes u.g. Os dois

primeiros lemas abaixo sao na realidade os Lemas 3.2 e 3.3.

Lema 3.4. Assuma a condigio (3.21) e suponha § < €*/2. Existe uma constante Cy > 0
(independente de € e [3) tal que

t t
e st ) 2oy + € / 1Bstte (5, ) |2aqayds + 26% / 1Pue (s, )22y ds < Co
0 0
para todo t > 0.
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Lema 3.5. Assuma as condi¢oes (3.16) e (3.21) e suponha B < €%/2. FEuiste uma constante
Co > 0 (independente de € e ) tal que

|te | Loo(my xR) < CoB™2.

Além disso,
2 2 3 ! 2 2 5 ' 3 2
B10mcp Mg + 1% [ 1080 ayds +26% [ 1020 (s. )l Eageds < Co
para todo t > 0.

Lema 3.6. Assuma as condi¢oes (3.16) e (3.21) e suponha B < €%/2. FEuiste uma constante
Co > 0 (independente de € e ) tal que

t t
BN 0ues(t, )72 @) + 556/0 103 te,s(s, )72y ds + 580/0 10z te,s(s, )| 72z)ds < Co
para todo t > 0.

Demonstragdo. Multiplicando (3.1) por $*0tu. s e integrando cada termo obtido em R, teremos

4 4 p*d 2
0 0 d 0
B tUe, 0L Ue, AT = — 9 dt” Ueﬂ( )||L2(R
R

54/]1{&}”(“5,6)3;1%56550=54/Rf'(ue,ﬁ)ﬁzue,ﬁaiueﬂd%
8 [ ues0tucade = ~5°102ucslt, Mg
ﬁ%/ﬂgai’ueﬁﬁiueﬁdx =0,
57 [ tues0tucade = et ) o
Bgd/R@i’ue,ga;lueﬁdw =0

5464@%53@6,66595 = —Bel|Ducs(t, 72

Assim,
54—”32%5( Wiz + 28| Fuc p(t, 72wy + 287l Ozues(t, )72
= 257028 ey 25" [ £ e Orc e
Como B < e?/2eec(0,1),
26°(|05ue p(t, M Z2my < BrellOiucs(t, )72 ),
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e portanto
ﬁ4—||82uea( Wia@ + Bl Oues(t, Mz + 287 ¢llOrucs(t, )Iz>m)
(3.22)
< —254/f’(ueﬁ)@xuggaiueﬁdx.
R

Agora observe que por (3.16)

264/ ]f’(ue,g)axueﬁﬁiueﬂdm < 200ﬁ4/ \8xu6758§u6,5]dw+20054/ |u6758xu€758§u67[3]d:v,
R R R

e como
20054/ |8xu6,56§u575|dx:51/2/ |2000_1/23xu6”3||B7/201/28§u5,5|dx
R
< CoB?||Opties(t, )72 + 515/20H34u65( M@

< CoellOatie st ) Iz2r) + 3 B7C|la4ueﬁ( Mo

e
20054/|u€753mu€’58§u5,5|dx = ﬂl/z/ |2000_1/2u6,,g8xu5,5||ﬁ7/201/28§u6,5|dx
R
< CoBY? |ue sl 7o iy x| 0xtic s (t, ) I 2wy + 515/20||54Ue6( Mz

< Coellue sl o sy 10atte a8 Ml + 5 L g e, iz m)

obtemos

%ﬁéwwﬁmwﬁﬁ%wmsaﬂ@mAumamu+mﬁmw&mp

+ BTl Opues(t, )T

(3.23)

Resulta de (3.22) e (3.23) que

||32ueﬁ( Wiz + B ellOzucs(t, Miam + Bl Opucs(t, )llia)
< Coel|Oatiep(t, ) I722) (1 + IluesllZoe e, )

Integrando esta tltima desigualdade em (0,¢) e usando (3.21) e os Lemas 3.4 e 3.5 segue-se que

t t
BW@%AhWE®+5%AH%%A&N%®%+6%AH%mﬂawémw

t
< Co(1+ ||u6,,3||%°°(R+><R))€/ [0zt (s, ')||%2(R)d=5‘ + 54”33“6,6,0”%2(11@)
0

< 00(1 + Hue,ﬁH%O@(RerR))
< Cop!

e consequentemente
t t
B107ues(t, )2 my +ﬁ56/ 103ue5(5, ) | L2y ds +ﬁ86/ 10zue,5(5, ) IZ2@yds < Co. O
0 0
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Nosso primeiro resultado é o seguinte

Teorema 3.3. Assuma as condigies (3.16) e (3.21). Se 8 < €2/2, existirio uma subsequéncia
{te, g tr com €x, B = 0 e uma fungio u € L (R X R) tais que ue, g, — u, f(ue, 5,) — f(u) em
2'(Ry X R) e u é uma solugao fraca de

Ou+ 0, f(u) =0 em Ry xR

Além disso, u,, g, — u fortemente em L], (R4 x R) para todo r € [1,2) se f” > 0.

loc

Demonstragdo. Seja (n,q) um par de entropia—fluxo de entropia 7,q : R — R com n € C?(R)

convexa em algum intervalo limitado nao-vazio e ¢ dada por

=LU%W@&

Multiplique a equagao (3.1) por 7/(u. ). A relacao ¢’ = f'n’ nos fornece a seguinte decomposicao:

On(ues) + 02q(ucg) = (€ — B (ue,)Ooucs — 8201 (uep) e g — BPen/ (uep)Osuc g
— Bdn (ue,3))uc

8
= Z Ii,e,ﬂ
=1

(3.24)

onde

Licp = (€ = 8)0:(0 (ue,p)Ortic p);

Lyep = —(e = 8" (uep) (Ouicp)*;

Lycp = —B°00: (11 (ue )0 tte )

Licp = B0 (uc3)Optic 02U g;

Is.c.p = —B°c0: (1) (e, ) O ttc );

Iscp = BPen" (te,)Ortic 0uc, 5

Itep = —B°d0: (1) (e ) Opuc,p);

Iscp = B2dn" (ues)Outic sO0Uc -

As afirmacoes abaixo nos darao informacoes sobre cada elemento I; . s.

Afirmacgdo 1. I;.5 — 0em H'(R, x R) quando e = 0 (i =1,3,5,7).
De fato, pelo Lema 3.4

(6= B (e Drtc ey = = A [ [ b )Pt

<ot [ 10uualt. ) e

=i (e [ Nortaate ot

S 006.
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Assim, se ¢ € CP(Ry x R)

| (L1, 0) | = (€ — B)n (e p)Optic g0, bdtdx

< H €— )77 (te,3) 04 Ueﬁ‘|L2(R+xR)’|3x¢HL2 (R4 xR)
S 0061/27

e consequentemente ;. 5 — 0 em H (R, x R) quando € — 0.

Analogamente, usando os Lemas 3.4, 3.5 e 3.6 obtemos
1820/ ()Rl iy = 8 [ [ )0 P

<ot [ 108ttt
gCoe(ﬁ3 [ 12t e dt)
0

S 0067

‘|B3cn/<u6,ﬁ)a§ue,ﬁ|%2(R+XR) = 5602/ /R’nl(u@ﬁ)aiue,Mthdm
0

< Cye <ﬁ5 [ 0t ->||%2(R)ds)

S 006

180 )0kl = B [ [ )bt

< o (58 TG >\|L2(Rdt)

S C()E.
Logo, Iscp,I5cp, I7.5 — 0 em H (R} x R) quando € — 0.

Afirmagao 2. I, p é limitado em L'(Ry x R) (i = 2,4,6,8).
De fato, a partir dos Lemas 3.4, 3.5 e 3.6

| L2,6,8]| 11 (o xR) < (e+6)/ /In”(ugﬁ)(@xug,ﬁ)ﬂdxdt
o Jr

< Coe / 102t 5t ) 2yt

S C’07
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Maesllo o = 6210 / / 17" (te.5)Dute 5O, g dbde
0 R

S 0052/ /|8Iu6758§u6,5|dtdm
0 R

00 1/2 00 1/2
sco{e / Haxue,ﬂ(s,->u%2®ds} {/33 / ||a§ue,g<s,->u%2®ds}

S COa

ocalli ey = B | / 7 (1 ) Dy 50 | dt
0 R

S 00/83/ /|8Iu6’58§’u6,5|dtdx
0 R

00 1/2 0 1/2
§00{€ / \|axue,g<s,->u%2®ds} {/35 / ||azue,g<s,->u%2®ds}

< Cy

Vs eslli e = 87d / / 0 (1e5)Oute 5D | dbde
0 R

S Coﬁs)/ /lamueﬁaiue,ﬂdtdx
0 R

00 1/2 00 1/2
§00{€ / Hazue,as,ouimds} {68 / ||a§ue,ﬁ<s,->|r%2®ds}
< (.

Agora defina
TE,B - ]l,e,ﬁ + 137676 + 15,6,,3 + ]7,e,B

He, g = [2,6,,8 + [4,6,,8 + [6,6,,5 + [8,6,,6’

de modo que
atn(ue,ﬁ) + a;tq<ue,ﬂ) - Te,ﬁ + He 3-

As Afirmagoes 1 e 2 nos dizem (respectivamente) que {7, s}.s ¢ compacto em H '(R; x R)
e {ftep}ep € limitado em M(R; x R). Claramente {On(ucg) + 0-q(ucp)}tes é uma sequéncia
limitada em W~1*(R, x R) uma vez que 7 tem suporte compacto. Portanto, pelo Lema de
Murat a sequéncia de distribuigoes {0;1(u, g) + 0.q(ue g) }e g Pertence a um subconjunto compacto
de H71(Q) se Q for um subconjunto aberto limitado de R, x R. A primeira parte do teorema é
uma consequéncia imediata do Teorema 1.4 e de um argumento diagonal padrao; a segunda segue
do Corolario 1.2. O]
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Um resultado andlogo ao Teorema 2.4 pode ser obtido se assumirmos (2.32), (2.33), (2.34) e
(3.21), além das hipdteses

B < 62/2 e |[ues(t, )l Lrom) < ||tesollLrom para algum g € (1,2).

A demonstragao é feita utilizando os Lemas 3.4, 3.5 e 3.6.

3.3 Estimativas a priori e Convergéncia em L*

Nesta secao, além da condigao (3.16) com f suave (e b,d € R e ¢ > 0), assumiremos também que

Ue g0 € CP(R) seja uma aproximacao da fungao real
uo € L*(R) N L4(R)

satisfazendo
Ucpo — up em L'(R)NLYR) quando e 8 — 0 (3.25)

Hu€/30HL4(R + ||Ue,ﬂ,0”L2 (R) + 00, Ueﬁ,0| L2(R) +B4||32U660||L2 < Cy (3.26)

sendo Cp > 0 uma constante independente de ¢, 5 e seja u. s € C((0,00), H(R)) uma solugao
deste problema.

O lema a seguir nos dard algumas informagoes sobre a sequéncia u, g.
Lema 3.7. Assumamos as condi¢des (3.16) e (3.26). Se
B < Dyé? (3.27)

para alguma constante Dy € (0,1/2) suficientemente pequena, entdo as sequintes afirmagoes sao

validas:
(i) a familia {ucp}ep € imitada em L=®(R,, L*(R));
(i) a familia {$?0?ucg}eps € limitada em L=(Ry, L*(R));

(iii) as familias {B2€203uc g}ep, {8720 p}es € {62 Uc 3Optic p}e s sG0 limitadas em
I2(R, x R).

Demonstragao. Multiplicando (3.1) por
uzg + B548§U5’5

onde B ¢ constante positiva escolhida a posteriori, e integrando a expressao obtida em R teremos

as seguintes igualdades:

1d BB d
[+ B8 s e = 3 el Wi+ o PRcatt,
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/R(ufﬁ + Bﬁ”‘@iueyg)@xf(ueﬂ)da: = Bp* /R 8§u6758xf(u6,5)dx

5 /R (u? 5 + BB Oguc )0 uc gd = —3||ue 30z p(t, )| 72wy

- 355"83%6( )HL?(R

BQb/(u‘:’ﬁ + Bﬂ43§ue,g)8§ueﬂdx = —3521)/ uzﬁaxue’gaiueﬁdq;,
R R

ﬁ%/(ufﬁ + BB*O%uc 5)Orue pdr = —3ﬁ3c/ﬂ§uz,58xueyg8§ueﬂdx
R

+ BBcl|Opucs(t, )72

B5d / (u? 5 + BB Oyuc g)Oue gdu = —33°d / u? 5Oytic g03ue gd
R R

e [ (W + BE O3 pdn = el st e
R

— BB%||07ucs(t, |72 m)-
Logo,

d Bp*
o —Hueﬁ( s + =5 107ues(t, iz o + BB elducs(t, )
dt

+Bﬁ70“84“eﬂ( )||L2(R + 3€|[ue,s0x e p(t, )HL?

~ _pp' / Ottt 00 (1.5)dz + 38|t pDttc p(t, ) 2o
+ B0t sy + 3% | 0.0
—|—363c/ufﬁﬁwueﬁgawueﬂdx+3B5d/ui581u6758;1u5,5dx.
R R

Por hipétese, existe uma constante Dy € (0,1/2) (a ser escolhida posteriormente) tal que

B < Dyé*. (3.28)
Em particular,
B <2 (3.29)
ja que € € (0,1). Logo,
BB‘*
BB (| 0ues(t, ) 72m < 105w 5(t, )17 )
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3 [tte, 80z 5(t, )| 72y < 6““6,88 Ues(t, ) |72 (m)

donde

d 354
E{—nw Moy + T 1020t Mo+ 550"t e

—EHueﬁ@ e p(t, M Z2m + BB ellOpuep(t, 72w
(3.30)
< —364/ a;lueﬁf)mf(ueﬁ)dx—f—iﬁﬁ%/ uf’ﬁaxueﬂﬁzueﬁdx
R R
+353c/uiﬁ@xueﬁaiuagdx—{%%ﬁ‘r’d/ufﬁ@xugg@;‘ueﬁd:&
R R
Pela condicao (3.16) temos
64/ Ot 5O, f (e p)dz < 364/ 102 30ptc g f (Ue )| d
R R
S CVOBB4/ |8xue,56§ue,ﬂ|d$+00354/ |u6,5aﬂﬁu€ﬂa§u€75|dm'
R R

Agora, a partir de (3.29)

1
CoBp* / |0yt 50 g|dx = B / |20051/2c*1/2axu6,5|1-57/201/2a§u6,5|dx
R R
367

< CoBB||0yucp(t, )HL2(R + H84u65( )HL2(R

Bﬁ7
10311e,5(ts )2 my

< CoBe||Opucp(t, Iz +

1
C’OBB4/ |u€7581u€753;1u6”3|dx:B/ |20061/20_1/2u€7581u675||§67/2cl/23§u6ﬁ|dx
R R

BB%c, .,
< CoBB|uesOutiep(t, ) 2w + —g— 10zues(t, Iz

BB7

< CoBelluesduticp(t, o + =5 l108es(t 3o

donde

Bﬂ

7
Ba* / Otte 50, f (ueg)dz < CoBel|Ontie(t, 3oy + —— [0ues(t, ) 22
R

+ CoBe||ue s0ruc 5(t, )HL?(R

(3.31)
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Além disso, utilizando (3.28) e o Lema 3.5 segue-se que

3ﬁ2b/ﬂ§uf7ﬁazue758§ue,gd:c < CoﬁQHUe,BHLOO(RJrXR)/R‘ue,ﬁaxuaﬁagueﬂ‘dx
SC’O/ |61/23_1/26_1/2%75035146,5||ﬁBl/261/28zu6’5|dx
< CoB™'Be™ [uep0uue s (t, )72y + CoBBe|0ucs(t, )72
< CoB™" Doellues0utucs(t, )72 +CoBﬁ2€||92Ueﬁ( Mzew
33% /R u? g0z pOiue gdr < Cof||ue )l L@, m) /R |tte 50 te 5O gl d
< / 12C, 52 371/2671/2%753%“6,5”1 BY23% 203, gldx
R
< CoBB7 e M|uep0uc st )||L2 + Bﬁ4e||63u65( N ®dx

< CoDoB ™ ellue s0sticp(t, ) L2my + 3 BB4E|!<93UE,B( i@y de

365d/ui58xu5”38§u6’5dx < C’Oﬁ‘r’”ueﬁ”Lm(MxR)/ |u6”38xu6758;1u575|dx
R R

1
< / ‘20051/23_UQC_I/QUe,Ba:cUe,B"_5431/201/26§u675|dm
R

Bﬁs
+ b s () [

357
10kt ) 3y

Assim, substituindo as estimatinas (3.31)—(3.34) em (3.30) resulta que

< CoB7' Blues0ntepts ) 7aw)

< COB D()EHuega ueﬁ( )||L2 +

d 1
ﬁ{ugd M + T 1n(t M

+ Bﬁ4€||33ueﬁ( Mezw + 3 > BTe] 9l iz

Bﬁ‘*

3
+(§_@w+3ﬂm0¢mwuﬁ<nm

< CoBel|0suc s(t, ) I72z) + CoBB)|Orucs(t, ) 2w
Procuraremos a seguir uma constante B > 0 tal que

3
3~ Co(B + B™'Dy) > 0.

Considerando a fun¢ao polinomial

p(T) =T? — 3(2Cy) T + Dy,

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

a condicao (3.36) equivale a p(B) < 0 para alguma constante B > 0. Escolhendo Dy € (0,1/2) de

modo que Dy < 9(4Cy) 2, o discrimante A = 9(2C,)~2 — 4Dy é positivo e a funcao p possui dois
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zeros 0 < Ty < T,. Portanto, (3.36) é verificada quando B € (71,T3). Fixando um B € (11, T3)
defina K; = 3/2 — Cy(B + B7'Dy). Entao K; > 0 e a partir de (3.35) obtemos

d 1
£{4mmum;m+

+3 BB7C||34U66( Nio@) + Kiellues0ates(t, )L

< ngHa uep(t, )”L2 ®) T K3,826H82u65( )HLQ(R

BB
BB 52u o, mpm}+ S B0t )2,

sendo K5 e K3 duas constantes positivas.
Por fim, integrando em (0, t) a desigualdade acima, (3.26) e os Lemas 3.4 e 3.5 nos permitem

concluir que

Bﬁ4 2 2 3 4 ! 3 2
ﬂWw( Wia + =5 105ucs(t, Miaw + BB | [02ucs(s, )72 ds
2 8 0

t
#2857 [ 1080, s + K [ oo, o

t t
1
< Kae [ D0stesls. s + Kafe | 102ucs(s. s + 3 lapole

BB
= ucpolltaqe

< Cy
finalizando a demonstracao. O]
Podemos entao enunciar o seguinte
Teorema 3.4. Assuma as condi¢oes (3.16), (3.25) e (3.26). Se
B < Dyé? (3.37)

para alguma constante Dy € (0,1/2) suficientemente pequena, entao existe uma fun¢io u €
L*(R,,LYR)) tal que ucg — u em L

de entropia de

1Ry x R) para todo r € [1,4), sendo u a unica solugdo

Ou+ 0, f(u) =0 (t,z) e Ry xR
u(0,2) = up(xz) z €R.

Demonstrag¢ao. Argumentando como na demonstracao do Teorema 2.6 é suficiente verificar que

lim [J¥ < CoT  n=1,2,3,... (3.38)
k—o0
e o0
| [0t + v slotids < Coef paraaigumre@no.00  (339)
0 R
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sendo {ue, g, }x uma subsequéncia satisfazendo (2.40) para toda g € C(R) tal que g(u) = O(1 +
|u|") com r € [0,4), {¢n}n € CZ(R) tal que ¢, — 2ug em L*(R), (n,q) um par de entropia—fluxo
de entropia com 1 € C?(R) convexa, 1 e 1’ limitadas, ¢ € C>°(R, x R) nao-negativa e

JF = —% /OT/R </0t 8Su6k’5k(s,x)ds> On(z)dtdz.

Para verificar (3.38) comegamos observando que

_ 1 / / / Fltte ) + (€5 — B)0%ue, 5 — B2 ey 5, — Bcd e, .
_Bkdagusk,ﬁk} On(x)dsdtdz.

Agora pelo Lema 3.4 e a relagao (3.37) segue-se que

1 T t 1 T t
—/ //8wf(u€k’5k)gbn(x)dsdtdx:——/ // [ (e, 8, (8, 7)) 0 n(x)dsdtdx
T Jo JrJo T Jo JrJo
CO T t )
< = (1 + |te, 5, (5, 2)[7)|Ouon ()| dsdid
T Jo JrJo
CO T t )
< — (14 |ue, g, (s, x)|?)dsdtdx
T Jo Jsupp(on) Jo
C T t
< CoT + =2 / / dsdt
T Jo Jo

S COTa

@ /0 ' /R / t@guekﬁkqbn(m)dsdtdx: M /0 ' /R /0 tuek,ﬁk(s,x)@igbn(m)dsdtdm

QEk
2 [ s 20 0o

gooek//dsdt
T Jo Jo

S COGICT7

2 T t 9
0 R JO

g 3
B T/O /0 Huek’ﬁk(sﬂ')”LQ(R)H8x¢n($)||L2(R)d5dt

T rt
S %Gk / / dsdt
T 0 0

< CO GkT7
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/830 T t 636 T t
i/ / / O, g, On(T)dsdtdr = L/ / / Ue, 5, (8, 7)0sby(7)dsdtdx
T Jo JrJo T Jo JrJo

Be [T [ 4
<5 [ MMz 026(@) st

< —Ek/ / dsdt

S C()EkT,

5 T t 5
%/ﬂ /R/O82uek,5k¢n(x)dsdtdx__ﬁﬁi/ // Ue, 5, (8, )02, (x)dsdtdzx

S »
= Huﬂcﬂk(s? )”LQ(R)H x¢n(x)’|L2(R) sdt

< —Ek/ / dsdt

S C(]EkT

e portanto

k—o0

Quanto a (3.39), a partir de (3.24) é facil ver que

/0 /R [atn(uekﬁk) + axQ(uek,ﬁk)] ¢dtdx

< Coek|Optiey, 8, || 2R, xR) + CoBil|O3ue, 5, || 2R, xR)
+ CoBillOutiey i || 2Ry x®) 102 Uey 8 | L2 (R xR) + CoBillO2ue, 8, | L2 (R, xR)
+ CoBil|Ontiey 5, |12, <) |02y 5| 2R, x®) + CoBillOptiey 5, |22 (R xR)

+ CoBllOnticy 5, || 22 e x) | Oty || 2R xR) -

Assim, utilizando (3.37) e os Lemas 3.4 e 3.7 obtemos

el Ontter e |2k, <) = € [l

< 0061/2,

1/25 zUey,,Br ||L2(1R+ xR)

32102y || 12 xy = By N1 B 2020y | 22 )

< 0061/2

< 0061/2,

1/2
ﬁlznawufkﬁk||L2(R+><R)||a§u€k75k||L2(R+XR) S COBk/ ||axu5k,ﬁk”L2(R+xR)
< Coe||Ontiey 5, || 2R, xR)

S CYOellg/27
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—1/2 1/2
Bg”aiuek,,BkHL?(RerR) = Bréy / ||5136k/ 8§u6k75k”L2(R+XR)
< Ooﬂk(f];lﬂ

S 00611/27

B0 tiey 5, |2y ) 020y 5, | 2z xy < CoBrer, 21 0ntiey 5| 2z xm)
< Co€r||Otiey g, || 2R, xR)

S 00611/27

3/2 7/2
/82||8;1u6k»3k"L2(R+XR) = k/ ”5]/ a;luék,ﬁk‘|L2(R+><R)

< Coﬁ;i/z

S 006116/2

3/2
B0ty | 2Ry x) || Oxtiey 60 || 22, xR) < C'o@k/ |02 tie 8, || 2R, xR)

< Coe||Ontiey 5, || 2R, xR)

S 00611/2

estabelecendo (3.39).
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Apeéendice A
Verificagao de (2.41)

Afirmacgdo. Sejam r € (1,2) e g(A) = |A|". Se

QA o) = g(A) — g(Xo) — g’(Ao)(A — o)

entao

r(r—1) (A= Xo)?
4 (T4 N+ |Xo])? T

Demonstracao. Comecamos observando que

Q(/\, )\0) > ()\, )\0) € R2.

AT NS>0

g\ =
A" A<0

e que ¢’ ¢ diferencidvel (apenas) em R\{0} com ¢"(\) = r(r — 1)|A\]""2. Note também que g é
uma funcao par e ¢’ é uma funcao impar. Além do mais, sendo a afirmacao ébvia para A = A,
suporemos A # Ag. Se for A\g = 0 (donde A # 0) entao

r(r—1) A2 < r(r—1) A2
4 (T+ADF T2 (LA
)\2
< —
— ’)\‘277. Q(A7 0)7

e portanto podemos também assumir Ay # 0. O restante da demonstragao sera dividida em vérios
Casos.
Caso 1: g >0
1.1: 0 < Ay < A
Pela Férmula de Taylor existe ¢ € (Ag, A) tal que

g(A) = g(Xo) + g'(Aa) (A = Ao) +

ou seja,
O\ 2g) = r(r—1)




Como 0 <c <1+ A+ X er—2<0seguese que (1+ X+ X)) "2 < "2, e portanto

cmxmng“;1%1+A+A@“%A—A@2

S rir—1) (A= Xo)? |
4 (T AF AT

1.2: 0 <A< Ao
Neste caso —\g < —A < 0 e existe ¢ € (=g, —A) tal que

g(=A) = g(=Xo) + g'(=Xo) (=X + Ao) +

donde .
Q()\,)\0> _ T(T2— )

Logo, argumentando como no Caso 1.1 concluimos que

el (A = Xo)*.

QQJ@ETW;JH1+A+MVQQ—A@2

S rir—1) (A= Xg)? |
4 (AN

1.3: =0
Como
Q(0,X) = (r —1)Xg

r(r—1) A2 < r(r—1) A2
I 0t anPT = 2 (xa
<(r—1X

segue-se que
r(r—1) A2
TR WERT

Q(0, X0) =

1.4: A <0< )\
Por defini¢ao

QA Ao) = g(A) — g(Ao) — 9/(/\0)0\ — o)

Q(A,0) +Q(0, X)) = g(A) — g(Aa) + g'(Mo)Xo-

Agora observando que 0 < A\g < A\g — A e ¢'(Ag) = 7A;"" > 0 obtemos
—g' (M) (A = o) = ¢'(Xo) Ao

e portanto
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Mas

r(r—1) A2
R (i
e
r(r—1) A2
Q(()?)‘O) > 2 (1 + )\0 )2,747
donde
r(r—1) A2 r(r—1) A2
O (RN 1Y) R (S WE

- r(r—1) A2+ A2

-2 (IH A+ M)
r(r—1) (A — Xo)?

4 (T NP

pois (A — Ag)? < 2(A2 + \2).
Caso 2: \g <0

Por um lado, o Caso 1 nos diz que

r(r—1) (A — Xg)?
4 (T4 A+ [Aol)>r

Q<_/\7 _AO) Z ()\ € R)

uma vez que —Ag > 0. Por outro lado,
Q(=A,=Ao) = Q(A, Ao)

para todo par (A, \g) € R?. Logo,

r(r—1) (A —Xo)?
4 (T+ A+ [Ao])> T

QA Ao) = Q(=A, —Xo) = (A €R)

o que finaliza a demonstracao.
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Apeéendice B

Verificagao de (1.9)

Afirmagao. Conforme a Segao 2.2,
O, <1/(.), A — a|> + 0, <1/(.), sgn(A — a)(f(N\) — f(a))> <0
no sentido distribucional para todo a € R.

Demonstragao. Considere uma fungio w € C°(R) tal que w > 0, supp(w) C B[0,1] e [y w(z)dz =

1, e defina para cada § > 0 a fungao suavizante ws(x) = 6 'w(d'x). Fixado a € R, definamos

Js(z) = sgn x ws(z),

ns(x) = /x Js(s — a)ds

_ / ") Y ()ds

onde sgn denota a fungao sinal dada por sgn(z) = z/|z| se x # 0 e sgn(0) = 0.

Afirmamos que cada (7§, ¢§) é uma par de entropia-fluxo de entropia com n§ € C*°(R) convexa
e (ng), (ng)" limitadas. De fato, js € C*°(R) (donde n§ € C>*(R)) e j5 = sgn * ws = 2ws. Agora
como (n$)"(x) = j5(x — a) = 2ws(x — ) e ws é ndo-negativa, ng é convexa. Além disso, (ng) e
(ng)" sao limitadas pois |(n$)'| < 1e |(ng)"| < C,07%, e claramente (g§) = f/(n§)’. Assim, como
estabelecido em (2.58) obtemos

Oy <I/(.), 77?()\)> + 0, <l/(.), q?(/\)> <0 (5 > 0) (B.l)

no sentido distribucional.

Observe também que js — sgn em R\{0},n§(\) = |[A—al e ¢§(A) = sgn(A—a)(f(A) — f(a))
para todo A € R quando  — 0.

Dada ¢ € C®(Ry x R) com ¢ > 0, defina h§ (A, t,z) = n58(N\)0wp(t, ). Entao h§ (N t,z) —
A — a|0wp(t, ) quando § — 0 e |h§(\, t,2)| < |A — o||0wp(t, x)|. Logo, a representacao (1.6) e o
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Lema 2.4 implicam que

/ //|/\—oz||8tq5 (t, 2)|dv 2 (N)dtde = llm / /|u5k 5, (L, x) — al|0p(t, x)|dtdx

< Cy+ lim / / ey 5, (£ 2)]| D6t )| dtd
< ot Jim [ () s 10008l e
Jo
<Co+Co [ 100(t,raceydt < o
0

e portanto

zlsin(l)/ /at (V)15 (V) (8, @)dtde = —hm/ //ho‘ (A £, 2)dv(e,q) (N dtda
—UJo Jr
= / / / A — |0y (t, 2)dv(s 2y (N dtda
0 JRJR

= / / O (Vit)s [N — al) (t, z)dtdx
o Jr

pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Analogamente, se g§(\, t,2) = ¢§'(N\)0,¢(t, ) entdo
g\ tx) — sgn(A — a)(f(A) — f(a))d.é(t,x) quando § — 0, e utilizando (2.32) obtemos
g5 (At )| < Co(1 + [APF)|0:0(L, 7).

|. Como p+ 1 < 2, a desigualdade de Holder (com ex-
poentes r =2/(p+1) e v’ =2/(1 — p)) juntamente com (1.6) e o Lema 2.4 implicam que

/ // + AP 000 (t, @) |dv( ) (N dtdz = Cy + hm / /|u€k75k(t,x)|p+1|6x¢(t,x)|dtdx
R
< ot Jim [ it 6 02000, 0o et

<o+ Co [ 1.0t rion et <

0

e dai

}sig%/o /R&r (Vw), a5 (N)) o(t, ) dtdx__}slg(l)/ //g5 (At 2)dv 2 (A)dtdx

- /OOO/R /R sgn(A = ) (f(A) = f(@))0x(t, 2)dve 2 (N)did
- /ooo/R Do (Va2 s9n(A = @) (f(A) = f(a))) 6(t, z)didz

pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

O resultado é agora obtido fazendo 6 — 0 em (B.1). O
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