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Resumo

Neste trabalho estudamos aspectos tedricos resultantes do fato de se considerar
uma teoria quantica com relagoes gerais de nao-comutatividade. Através do forma-
lismo da mecanica quantica no espaco de fase segundo a prescricao de Wigner-Weyl,
obtivemos as funcoes de Wigner descrevendo o estado do sistema e as respecti-
vas auto-energias. Utilizando o mapa de Seiberg-Witten para descrever sistemas
quanticos nao-comutativos no espago de Hilbert convencional, foi possivel escrever
efeitos nao comutativos como potenciais no operador hamiltoniano, onde verificou-se
que estes atuam em geral como um campo magnético externo efetivo sobre o sis-
tema. Avaliamos o impacto desta algebra de Heisenberg-Weyl deformada em alguns
sistemas quanticos relevantes por meio de quantificadores da teoria de informacao
quantica. Por fim, investigamos possiveis assinaturas de efeitos nao-comutativos
em maquinas térmicas quanticas e as quantificamos através do rendimento termo-
dinamico para alguns ciclos especificos, a saber, o iso-magnético e o iso-energético.
Ainda no ambito de ciclos termodinamicos, investigamos efeitos nao-comutativos
em um ciclo de Carnot e mostramos que neste caso o rendimento nao é afetado,
reforgando a validade da segunda lei da termodinamica.



Abstract

In this work we study theoretical aspects arising from the fact of considering a
quantum theory with general relations of noncommutativity. Through the quantum
mechanics in phase-space formalism in the Wigner-Weyl prescription, we obtained
the Wigner function describing the state of the system and the respective eigen-
values. By using the Seiberg-Witten map to describe noncommutative quantum
systems in the standard Hilbert space, it was possible to write NC effects as poten-
tial terms in the Hamiltonian operator, where it was verified that they act in general
like an effective external magnetic field on the system. We quantify the impact of
this deformed Weyl-Heisenberg algebra in some relevant quantum systems through
the tools of information theory. Finally, we investigate noncommutative effects in
quantum heat engines and quantify them by using the thermodynamic efficiency for
some specific cycles, the iso-magnetic and the iso-energetic ones. Also considering
thermodynamics cycles, we investigated noncommutative effects in a Carnot cycle
and one shows in this case that the efficiency is not affected, reinforcing the validity
of the second law of thermodynamics.
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Introducao

O estudo de fenomenos relacionados a fisica de altas energias possibilita que
conceitos oriundos tanto da mecanica quantica quanto da relatividade geral sejam
aplicados simultaneamente a um mesmo sistema. Enquanto a relatividade geral
de Einstein, formulada em 1915, tem como um dos objetivos ampliar o escopo da
fisica para sistemas envolvendo velocidades proximas a da luz, corpos extremamente
massivos e altas densidades de energia, a teoria quantica permite que a fisica compre-
enda fenomenos relacionados com a estrutura fundamental da matéria. Entretanto,
quando a fisica adentra em cendarios em que ambas as teorias sao relevantes para
descrever corretamente a natureza, ou ao menos buscar uma descri¢ao apropriada,
como, por exemplo, em cosmologia quantica e fisica de particulas, deve-se abrir mao
do carater individual destas teorias e levar em consideracao uma sobreposicao de
seus conceitos fundamentais. Como consequéncia, novos conceitos tedricos sao ela-
borados, dentre eles, a proposta de quantizacao do espaco-tempo, fundamental para
o desenvolvimento da presente tese.

Em termos histéricos, a ideia de quantizagao do espaco-tempo foi originalmente
sugerida por Snyder [1] como uma tentativa de resolver o problema dos infinitos
em teoria quantica de campos, em analogia direta com a introducao da quantidade
fundamental conhecida como constante de Planck, h, para resolver o problema cha-
mado catdstrofe do utravioleta da radiacao de corpo negro. A abordagem de Snyder
foi mostrar que a hipdtese de que o espaco-tempo é continuo nao é uma condicao
necessaria para para garantir a invariancia de Lorentz na teoria relativistica. Nas
préprias palavras de Snyder no artigo, ele diz:

“The principal result in this paper is that there exist a Lorentz invariant space-time
in which there is a natural unit of length. We hope that the introduction of such a
unit of lenght will remove many of the divergenge troubles of present field theory.”

Apoés algumas consideragoes referentes a nova estrutura algébrica resultante da
introducao de uma nova constante fundamental na teoria, denominada a no artigo,
Snyder mostra matematicamente que devido ao fato das novas relagoes de nao-
comutacao diferirem daquelas bem conhecidas da mecanica quantica padrao apenas
para grandes valores de momento, isso implica que uma teoria quantica baseada
na quantizagao do espago-tempo ira fornecer os mesmos resultados da mecanica
quantica convencional para todos processos que nao envolvam grandes valores de
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momento, mas proporcionaria resultados diferentes para processos envolvendo gran-
des valores de momento. Para deixar isso claro, a quantizagao do espaco-tempo
introduzida por Snyder resulta na seguinte alteracao no comutador entre variaveis
canonicas:

[, pz] = ah[1 + (a/h)*p],

indicando que quando a razao a/h — 0 os efeitos da quantizagdo do espago-tempo
sao desconsiderados.

Snyder finaliza o artigo afirmando que a quantizacao do espago-tempo proposta
nao é suficiente para impactar a descricao de fendomenos atomicos ou mesmo ma-
croscopicos. No entanto, o sucesso da teoria de renormalizagao [2] em fitar os dados
experimentais fez com que a tentativa de quantizacao do espaco-tempo fosse tem-
porariamente abandonada.

Mais recentemente, com a fisica experimental de altas energias capaz de obser-
var efeitos que até entao eram impossiveis devido a limitacao instrumental e, ao
mesmo tempo, com o surgimento de diversas propostas com a intencao de unificar
a mecanica quantica e a relatividade geral como, por exemplo, a teoria de cordas
3, 4] e a gravidade quantica em loop [5], ficou evidente que em distancias em torno
daquela conhecida como comprimento de Planck, ou seja,

lp= % ~ 10" *cm, (1)
a geometria do espago-tempo deve ser totalmente reformulada em termos de novos
conceitos que englobem tanto fundamentos da mecanica quantica quanto da rela-
tividade geral, ou seja, um ponto definido como algo sem dimensao deixa de fazer
sentido e passa a ser atribuido a este uma quantidade minima de incerteza a regiao
do espago-tempo [6].

A proposta acima de uma incerteza minima relevante ao tratarmos da fisica
para comprimentos em torno do comprimento de Planck, [p, pode ser associada
a quantizacao do espaco-tempo sugerida por Snyder se pensarmos em termos da
estrutura de espaco de fase. Na mecanica quantica convencional, o espaco de fase
construido com as varidveis canonicas posicao e momento possui uma regiao de
incerteza minima cujo comprimento é proporcional a constante de Planck. De forma
analoga, ao se estender as regras de nao-comutacao, associa-se aos novos pares de
variaveis que agora nao comutam, por exemplo, x e y, uma regiao de incerteza
minima neste novo espaco de fase, cujo comprimento também estara associado a
nova constante introduzida na teoria.

Ao mesmo tempo, com a descricao da teoria quantica feita através do formalismo
do espaco de fase [7], onde posigdo e momento possuem a mesma relevancia teérica,
passou a se considerar também relagoes gerais de nao-comutatividade no espago de
fase, ou seja, relagoes do tipo

(@5, ;] =05, e [pi, p;] = iny, (2)
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com 0;; e 1;; matrizes constantes, incorporadas a teoria quantica padrao. A esta
nova teoria dé-se o nome de mecéanica quantica nao-comutativa (MQNC), enquanto
a mecanica quantica com relagoes de nao-comutatividade apenas entre posicao e
momento ¢ denominada mecanica quantica padrao. O formalismo da mecanica
quantica nao-comutativa no espaco de fase, usado nesta tese, sera detalhadamente
explicado posteriormente.

Alguns trabalhos visando impor limites tedricos as duas novas constantes da
teoria quantica nao-comutativa tém sido publicados. Dentre eles, o estudo do sistema
composto por néutrons ultra-frios interagindo com o campo gravitacional terrestre
por meio de estados ligados foi 1til para impor limites tedricos inferiores e superiores
an [8, 9]. Estes limites indicam que a MQNC seria valida apenas em regimes de
altas energias ou para algum sistema periddico em que os efeitos nao-comutativos
levariam uma escala de tempo muito grande para poderem ser observados [10].
Entretanto, assim como a mecanica quantica padrao tende de algum modo para
a mecanica classica na medida em que os nimeros quanticos envolvidos tornam-
se relativamente grandes, a MQNC deve assumir a forma da mecanica quantica
padrao no limite de baixas energias. Esta conexao entre MQNC e mecanica quantica
padrao é feita através do chamado mapa de Seiberg-Witten, que conecta as variaveis
canonicamente conjugadas das duas teorias por meio de uma transformagao linear
[11].

A mecanica quantica nao-comutativa vem sendo estudada em diversos sistemas
fisicos conhecidos com o objetivo de se verificar novos efeitos que supostamente po-
deriam ser testados experimentalmente como, por exemplo, o efeito Hall quantico
[12], diversos trabalhos envolvendo osciladores harmonicos [10, 13, 14], o problema
de uma particula em um potencial central [15], entre outros. Isso mostra a alta
variedade de cenarios em que a MQNC pode ser aplicada e estudada, como meio
de testar sua consisténcia matematica e fisica. Para além disso, é necessario dizer
que a mecanica quantica nao-comutativa nao deve ser considerada como uma pro-
posta de teoria de unificagao, uma vez que ela nao engloba em seu amago conceitos
fundamentais da relatividade geral. Ela deve ser considerada algo como um toy mo-
del, onde é possivel compreender melhor as implicacoes matematicas e fisicas de se
considerar novas relagoes de nao-comutacao e novas constantes intrinsecas a teoria
quantica. Assim, ela cumpre muito bem o papel o qual foi objetivado, averiguar
como tais relagoes afetam sistemas quanticos bem conhecidos e, futuramente, como
poderiamos modelar sistemas de modo a quantificar estes efeitos.

Do ponto de vista do formalismo da MQNC no espaco de fase, sera utilizado a
prescricao de Weyl para transformar um operador em uma fungao escalar. Neste
sentido, a fungao de Wigner, que é justamente a transformada de Weyl do operador
densidade de um sistema fisico, sera a responsavel por descrever o estado do sistema,
ao mesmo tempo em que assume o status de uma funcao de quase-probabilidade,
por ser possivel assumir valores negativos. Embora existam outros formalismos para
descrever fendomenos da mecanica quantica nao-comutativa, como pode ser visto em
[16], o formalismo no espago de fase, conhecido em sua forma completa como Wigner-
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Weyl-Groenewold-Moyal (WWGM), é o que mais se aproxima de uma descrigao
classica dos sistemas fisicos que iremos tratar neste trabalho. Além disso, ele possui
a vantagem de permitir descrever um dado sistema através da funcao de Wigner, que
contém ao mesmo tempo informacao a respeito da posi¢ao e momento do sistema,
como sera detalhado no préximo capitulo. Por fim, uma vez que trataremos de
sistemas interagentes, a funcao de Wigner torna-se conveniente no mesmo sentido
em que o operador densidade é mais apropriado para tratar interacao no formalismo
de operadores da mecanica quantica.

Além dos resultados obtidos ao longo do doutorado, esta tese também apresenta
uma descricao detalhada do formalismo da mecanica quantica no espaco de fase
segundo a prescricao de WWGM. Embora a funcao de Wigner seja bem conhe-
cida no contexto de Otica quantica, em particular para visualizar estados quanticos
comprimidos no espaco de fase, o formalismo é muito mais abrangente e pode ser
utilizado como uma alternativa para a descricao quantica em termos de operadores
atuando no espaco de Hilbert. Assim, o primeiro capitulo, juntamente com re-
feréncias, apresenta um conjunto de informagcoes que permite a qualquer aluno dar
os primeiros passos na direcao de aprender uma outra abordagem matematica da
mecanica quantica.

Esta tese é organizada como se segue. No capitulo 1 é apresentado detalhada-
mente o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase segundo a prescricao de
WWGM. Em seguida, é feita a extensao para o espaco de fase com relagoes gerais
de nao-comutatividade, onde é apresentado o mapa de Seiberg-Witten, responsavel
pela conexao entre os dois espacos de Hilbert distintos. O capitulo 2 é destinado
ao tratamento da particula livre no espaco de fase nao-comutativo. O capitulo 3 é
voltado para uma revisao de alguns resultados sobre o caso do oscilador harmonico
no espaco de fase nao-comutativo, onde é apresentado basicamente os mesmos re-
sultados obtidos no capitulo 2, por questao de linearidade da tese. No capitulo 4
apresentamos os resultados sobre o estudo da influéncia de campos externos sobre
alguns sistemas fisicos particulares e quantificamos o efeito por meio da fidelidade
para estados gaussianos. Aqui, utilizamos do fato de que é possivel mapear efeitos
nao-comutativos como campos magnéticos externos efetivos atuando em um sistema
fisico. O capitulo 5 é destinado a analise da influéncia de efeitos nao-comutativos
sobre a termodinamica de algumas configuragoes de gases. Analisamos o efeito sobre
gases formados for um ensemble de particulas livres, e rotores quanticos. No capitulo
6 apresentamos os resultados sobre possiveis correcoes nao-comutativas na eficiéncia
de maquinas térmicas quanticas operando em dois ciclos particulares. Além disso, é
feita também uma andlise destas corregoes sobre o ciclo de Carnot. Finalmente, nos-
sas conclusoes sao apresentadas no capitulo 7, além de indicarmos futuros trabalhos
a serem realizados nesta area.

Ao longo do periodo de doutorado foram publicados dois trabalhos apresentando
nossos resultados e atualmente um se encontra em processo de andlise pela revista.
Os trabalhos sao:

e Probing phase-space noncommutativity through quantum mechanics and ther-
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modynamics of free particles and quantum rotors, publicado na revista PhysicaA em

2015, disponivel em [17],
e Gaussian fidelity distorted by external fields, publicado na revista PhysicaA em

2016, disponivel em [18],
e (Quantum engines and the range of the second law of thermodynamics in the

noncommutative phase-space, em submissao.
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Capitulo 1

Formalismo da Mecanica Quantica
no Espaco de Fase

Neste capitulo iremos apresentar o formalismo tedrico e conceitos relevantes para
o desenvolvimento do presente trabalho. Primeiramente vamos desenvolver deta-
lhadamente o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase e comentar suas
vantagens em relacao ao formalismo baseado em operadores. Em seguida uma ex-
tensao para o espaco de fase nao-comutativo ¢é feita.

O formalismo padrao da mecanica quantica é construido utilizando-se operadores
que atuam no chamado espago de Hilbert. A descricao de um sistema fisico é feita
por meio de uma funcao de onda, que pode ser dada na representacao de posicao
ou, através de uma transformada de Fourier, escrita na representacao de momento.
Ao mesmo tempo, existe uma relacao de comutacao entre os operadores posicao e
momento que pode ser expressa por

A equagao (1.1) representa o fato de que é impossivel, através de uma medida
fisica, conhecer os valores da posicao e momento de uma particula simultaneamente
com precisao arbitraria.

Dentre os formalismos existentes da mecanica quantica, todos devem, de uma
forma ou de outra, incorporar a relagao (1.1), conhecida como principio de incerteza
de Heisenberg. O formalismo da mecanica quantica no espaco de fase, no qual a
funcao de Wigner desempenha um papel tao importante quanto a fungao de onda
no formalismo apresentado por Heisenberg-Schrodinger, tem a grande vantagem
de incorporar simultaneamente informagcoes sobre a posicao e momento do sistema
quantico [7]. Além disso, uma vez que neste formalismo nao se utilizam operadores
atuando no espago de Hilbert, mas sim c-numbers, este é o formalismo que mais
se aproxima da descricao da mecanica classica e, portanto, o mais suscetivel a se
realizar uma transicao quantico-classica de um sistema fisico.

O formalismo a ser apresentado detalhadamente aqui comecou a ser desenvolvido
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por Wigner [19] e foi finalizado com os trabalhos posteriores de Weyl [20], Moyal
[21] e Groenewold [22]. Deve ser enfatizado que embora a fungao de Wigner esteja
intimamente associada a funcao de onda ou ao operador densidade de um sistema
quantico, é possivel descrever o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase
apenas fazendo referéncia a funcao de Wigner. Neste sentido, tal descricao é comple-
tamente analoga a descri¢cao por meio de operadores e fungoes de onda. Deste modo,
além de apresentarmos nossos resultados, esta tese tem a intencao de mostrar uma
alternativa ao formalismo padrao da mecanica quantica, nao amplamente divulgada
na literatura brasileira e que pode ser til para futuros estudantes de fisica.

E conveniente indicarmos também ao leitor duas referéncias interessantes sobre
o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase. Os dois trabalhos foram
publicados na revista brasileira de ensino de fisica e podem ser encontrados em
23, 24].

Transformada de Weyl e funcao de Wigner

Considere um operador A((}, p), onde ¢ e p sdo os operadores posigdo e momento
respectivamente. O ponto chave aqui é a transformada de Weyl, que converte um
operador em uma funcao escalar de g e p, definida da seguinte forma:

AV (q,p) = /dye‘ipy/h(Q+y/2|A|q—y/2>
- / dy 19 p — /2 Alp + y/2), (1.2)

tanto na representacao de posi¢ao quanto na representacao de momento, com “W”indicando
a transformada de Weyl.

Para elucidar a transformada de Weyl, considere o operador identidade, 1, o
operador posicao, ¢, e o operador momento, p. Suas respectivas transformadas de
Weyl sao, apos um rapido célculo,

v o= 1,
¢ = q
o= p (1.3)

Considerando agora um sistema fisico descrito por um operador densidade p, tal
que

p=[¥){¥l, (1.4)

onde [¢) sao auto-estados do sistema, a fungao de Wigner é definida justamente
como sendo a transformada de Weyl do operador densidade, ou seja, [19],

Wi(g,p)=h""p" =h" /dy e Pt (g — y/2) (g + y/2). (1.5)
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Uma propriedade importante da funcao de Wigner é que ela deve ser normalizada
quando integrada em todo o espaco de fase, ou seja,

//W@MM®=L (1.6)

Além disso, a fungao de Wigner permite obter a distribuicao de probabilidade
para ¢ e p por meio de sua integragao no espago de fase do seguinte modo:

/ dgWig.p) = o)
/ dpW(g.p) = (g (17)

onde ¥(q) é a fungao de onda do sistema na representagao de posigao e ¢,(p) a
funcao de onda do sistema na representacao de momento.

A partir da funcao de Wigner é possivel também obter as respectivas funcoes de
onda para o sistema fisico. Para ver isso explicitamente, multiplicamos a equacao
(1.5) por e ¢'/M e integramos sobre a varidvel p em ambos os lados, de modo que

/eipq'/hW(q,p)dp =h"! /@b*(q —y/2)¢(q +y/2) U e‘”’(y‘q')/hdp} dy. (1.8)
Usando a seguinte propriedade da funcao delta de Dirac,

Iz —a) ! /eip(x“)dp, (1.9)

T or

a equagao (1.8) pode ser escrita como

/ (g — 9/20(q + 3/2)5(d — y)dy = / UM (g, p)dp,  (110)

de modo que, definindo ¢ = ¢ e ¢ = ¢/2, obtém-se

U(g) = = /ei”qu(q/?,p)dp- (1.11)

O valor de ¥*(0) pode ser obtido através da normalizagao dos estados do sistema.
Como exemplo, no caso do oscilador harmonico as fungoes de Wigner sao dadas em
termos de polinomios de Laguerre, enquanto as fungoes de onda sao escritas em
termos de polinomios de Hermite.

Deve ser enfatizado que em seu trabalho original, Ref. [20], Weyl tinha como
objetivo a transformada inversa da apresentada acima, ou seja, a questao era encon-
trar uma certa representacao em termos de operadores atuando no espaco de Hilbert
para uma dada funcao escalar. Para fazer isso, Weyl introduziu uma regra de asso-
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ciacao mapeando funcoes escalares em operadores que deviam obedecer um padrao
de ordenamento, este sendo necessario satisfazer a relacao de comutacao entre os
operadores posicao e momento da mecanica quantica. Neste sentido, a chamada
correspondéncia de Weyl nao ¢ tnica. Varias outras regras de associacao existem
e para cada uma existe uma funcao de quase-probabilidade associada. A extensao
deste assunto foge do escopo da presente tese mas pode ser encontrada em mais
detalhes em [7].

A transformada de Weyl ainda possui a propriedade de que o traco do produto
de dois operadores, A e B, é dado pela integral no espaco de fase do produto de
suas respectivas transformadas de Weyl [25],

T?“[AB]Zhl//dqdpAW(q, p) B¥ (¢, p), (1.12)

onde h é a constante de Planck.

Para um sistema descrito pelo operador densidade p e composto por um ob-
servavel representado por um operador O, é possivel usar a equacdo (1.12) para
obter o valor esperado deste observavel, tal que

Tr[ﬁé]zh‘l//dqdppw(q, p) 0" (q, p) = (0). (1.13)

Utilizando a equacao (1.13) é possivel escrever o valor médio de um observavel
como

<0>=h‘1//dqde(q, p)O" (g, p). (1.14)

A equagao (1.14) pode ser interpretada como se o valor esperado de O fosse ob-
tido através da média de uma quantidade fisica, O" (g, p), no espaco de fase com
densidade de probabilidade W (g, p) caracterizando o estado.

Produto de Moyal

Como dito antes, qualquer formalismo da mecanica quantica deve incorporar
de alguma maneira o principio de incerteza de Heisenberg, descrito pela equagao
(1.1). O formalismo da mecéanica quantica no espago de fase realiza isso por meio
do chamado produto de Moyal (%), definido no espago de fungdes comutativas como

Frg=ow|5e00,|  fa) (1.15)

=S

onde A é uma constante.
Em termos das variavais posi¢ao e momento, o produto de Moyal pode ser escrito
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como [7]

, AR =
ol (o n)| L1

Assim, considerando dois operadores A(d, p) e B (q,p) e suas respectivas trans-
formacoes de Weyl, A% (q,p) e BY (q, p), a correspondéncia geral entre operadores
atuando no espaco de Hilbert e suas respectivas representagoes em termos de fungoes
comutativas podem ser escritas do seguinte modo:

) xﬂ@m < A% (q,p),
A(q.p)B(q,p) «< A"(q.,p)» B (q,p). (1.17)

O produto de Moyal ainda permite escrever a transformada de Weyl de dois
operadores como [26]

(A(g,p) Blq,p)" = Aq,p)" » Blq,p)""" (1.18)

Ao substituir o produto ordindrio pelo representado por (1.16) o formalismo
da mecanica quantica no espaco de fase permite que as varidveis ¢ e p tenham as
mesmas interpretacoes da mecanica cléssica e ao mesmo tempo incluam a relagao
de incerteza de Heisenberg. Vejamos como, considerando a relagao de comutacao
entre as fungoes escalares ¢ e p utilizando o produto de Moyal:

g, Pl = g*xp—p*q
[ ih (%3 ‘53)

2 \0qdp Opdq p—p 2 aqﬁ_p Op Oq
h h
==w+%—m+%=m (1.19)

A conexao com a interpretacao cldssica torna-se mais evidente quando a dinamica
da transformada de Weyl de um dado operador, O(q,p;t), é escrita através do
produto de Moyal,

OW(g,p,t) = ——[0™(0),HY (q,p;1)],

;
h
7
= #HW*OW—OW*HW% (1.20)
sendo esta equagao conhecida como equagao de Moyal [7].

Deve ficar claro que a equacao de Moyal é a analoga da equacao de Heisenberg
no formalismo do espaco de fase. Deste modo, assim como na representacao de
Heisenberg os operadores evoluem no tempo enquanto as fungoes de onda sao in-
dependentes do tempo, utilizando a equacao de Moyal, as transformadas de Weyl

dos operadores possuem dependéncia temporal, enquanto as funcoes de Wigner sao,
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inicialmente, estacionarias. Pode-se clarificar esta relacao recorrendo a equacao de
Heisenberg, ou seja,

A

A.p.1) = (A~ A)A), (1.21)

onde assumimos por simplicidade que AA(t)/dt = 0.
Aplicando a transformada de Weyl de ambos os lados da equacao acima e usando
a propriedade (1.18), iremos obter exatamente a equacao (1.20).
Ao substituir na equacao (1.20) as variaveis posigdo e momento, verificamos que
elas satisfazem as equacoes de Hamilton, isto é,
po= 5" HY (q.pit)] = ~V,H"

i = —5[a" 0. 5" (q.pt)). = +V,H". (1:22)
Novamente, deve ser dito que o produto de Moyal faz parte da correspondéncia
Weyl-Wigner-Moyal, no qual um operador atuando sobre o espaco de Hilbert pode
ser mapeado em fungoes escalares através de uma regra de associagao que obedece a
relagao de comutagao entre posicao e momento, e vice-versa. Para outros conjuntos
de regras de associagao e funcoes de quase-probabilide, naturalmente exitem outros
produtos internos que em geral sao diferentes do produto de Moyal. O Apéndice A
apresenta algumas outras propriedades do produto de Moyal.

Equacao de auto-valor para a fungao de Wigner

Para completar o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase, é conve-
niente escrever uma equacao analoga a equacao de auto-valor, em que operadores
atuam no espaco de Hilbert. Partindo da equagao de auto-valor para um dado
operador hamiltoniano H,

Hly) = Elp), (1.23)
e aplicando (¢ em ambos os lados da equagao (1.23) pela direita,
H|yp) (| = E ) (], (1.24)

onde estamos assumindo por simplicidade que p = [¢)(¢)| é o operador densidade
de um estado puro.

Ao integrar a equacao (1.24) de modo a obtermos as transformadas de Weyl dos
operadores de ambos os lados da igualdade, temos

[ vi2iigla - v/2ay = [ v yppa- /Ay (129

onde, apds levar em conta a transformada de Weyl de dois operadores, como mos-

21



trado em (1.18), esta equagao pode ser escrita da seguinte forma:

HY (q,p) * W(q,p) = EW (g, p). (1.26)

A equagao (1.26) permite obter os auto-estados e as auto-energias para um dado
sistema fisico descrito por uma funcao comutativa H"Y (¢q,p), que é exatamente a
transformada de Weyl de um operador hamiltoniano, H (4,p). Os auto-estados que
descrevem o sistema sao agora as fungoes de Wigner, associadas a um respectivo
auto-valor. A equagao (1.26) é vilida para sistemas com d dimensoes, tal que pode
ser escrita, de forma mais geral,

Para um dado sub-espaco especifico, (g, px), a fungao de Wigner pode ser obtida
realizando o trago, ou seja, integrando sobre todo o espaco de fase (qq_g, pa—r), de
modo que

W(Qkapk):// W (gi, pi) dg*" dp=*. (1.28)

Evolucao temporal da funcao de Wigner

Finalmente, é importante termos um procedimento para obter a evolugao tempo-
ral da funcao de Wigner, uma vez que podemos estar interessados no comportamento
do sistema no espago de fase como funcao de um parametro externo ou mesmo na
interacao entre sub-sistemas ao longo do tempo. Uma vez conhecida W (qg;, p;;0)
através da equacao de auto-valor (1.27), a evolucdo temporal da funcao de Wigner
¢é definida por uma operacao unitaria escrita como

Ud(gi, pist) = /" =14 (it /) HY + (”;h) HY «HY + (”g‘) HY « HY < HY +
(1.29)
onde HY (¢, p;) é a transformada de Weyl do hamiltoniano descrevendo um sistema
arbitrario.
Deste modo, partindo de W(g;, p;,t = 0), a fungdo de Wigner para um tempo
arbitrario ¢ serd dada por [7]

W (i, pis t) = U (g5, pis t) * W (s, pi; 0) * Un(qi, pi; ). (1.30)

Na pratica, a evolugao temporal da funcao de Wigner é feita através da evolucao
temporal das coordenadas do espaco de fase, ¢;(t) e p;(t), obtidas utilizando-se as
equagoes em (1.22). Deste modo, tem-se que

Wiqi, pi;t) = Wi, (t), pi () 0). (1.31)

Para ilustrar, considere o oscilador harmonico em uma dimensao, que possui as
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seguintes equacoes de movimento,

q(t) = qocos(wt) + posin(wt)
p(t) = pocos(wt) — qosin(wt), (1.32)

onde qg, po € w sao constantes arbitrarias.
A evolugao temporal das coordenadas do oscilador harmonico seré descrita por

g = qcos(wt)— psin(wt)
po = pcos(wt)+ gsin(wt), (1.33)

e, consequentemente, a evolugao temporal da funcao de Wigner no espaco de fase
serd dada por

W(q,p;t) = W(qcos(wt) — pcos(wt), pcos(wt) + gsin(wt);0). (1.34)

1.1 Extensao para o Espaco de Fase Nao-Comutativo

O formalismo da mecanica quantica apresentado acima sera denominado a partir
de agora por mecanica quantica padrao, ou seja, descrito pelas seguintes relagoes de
comutacao,

[Qz, Qj] == O, [Qz; ﬂ]] == Zhdj, [ﬂz, ﬂj] == O, Z == 1, d, (135)

onde indicaremos por letras maitsculas as variaveis da mecanica quantica padrao.

A inclusao de novas relagoes de comutacao, ou seja, a extensao de novos pares de
observaveis que nao podem ser medidos simultaneamente com precisao arbitraria, se
faz com a generalizacao da algebra nao-comutativa. Denominaremos por mecanica
quantica ndo-comutativa (MQNC) a teoria quantica que satisfaz as seguintes relagoes
de comutacao:

onde indicaremos por letras minusculas as varidveis da mecanica quantica nao-
comutativa.

Nas relagoes de comutacao descritas em (1.36), 6;; e 7;; representam matrizes
reais, anti-simétricas e invertiveis. Tais matrizes podem ser ainda representadas por

gij = geij (& 77ij - 7’]6ij, (137)
onde €;; = —¢€;;, tal que €12 =1, €91 = —1 e €11 = €2 = 0.
As novas constantes, 6 e n, tem um significado completamente analogo a i no

que diz respeito a realizacao de medidas simultaneas de observaveis fisicos com
precisao arbitraria. Para reforcar a natureza fisica destas constantes, elas possuem
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as seguintes dimensoes no sistema internacional:
0]=17 VO =L,

] = ML*/T®,  [/n] = ML/T.

Uma propriedade importante de operadores que nao comutam ¢ sua relacao de
incerteza, que pode ser escrita para dois operadores A e B como

< <i[AB] >
AAAB > % (1.38)
E instrutivo mostrar que para a algebra da mecanica nao-comutativa esta relacao
também ¢ véalida. Considere que ¢; = & e ¢2 = ¥, tal que p; = p, e p2 = p,. Teremos,

entao:
[Z,9] =10, e [Pz, Dy] =1in, (1.39)

e, substituindo estas rela¢oes em (1.38), obtemos
AGAE > 0/2, ApAps >1/2, ApoAi > h/2 = Ap,Aj>F/2,  (1.40)

ou seja, fica claro que # e 1) representam a impossibilidade de conhecer com precisao
arbitraria os valores dos observaveis que nao-comutam de maneira simultanea.

Uma caracteristica fundamental da MQNC é sua possibilidade de ser mapeada
na mecanica quantica padrao. Através de estudos focando na estrutura formal da
teoria quantica descrita pela algebra (1.36), esta pode ser mapeada na dlgebra da
mecanica quantica padrao, equagoes (1.35), através de uma classe de combinagoes
do tipo o o

G = ¢:i(Q5, 1),  pi = pi(Qy, 11;), (1.41)
conhecidos como mapa de Seiberg-Witten [3].

Devido as relagoes (1.41), é possivel encontrar uma representagao dos operadores
nao-comutativos como operadores atuando no espaco de Hilbert convencional da
mecanica quantica padrao. Isso significa que um sistema descrito na MQNC passa
a ser mapeado para a mecanica quantica padrao como um sistema modificado por
efeitos nao-comutativos presentes no hamiltoanino. Deve ser notado também que o
mapa de Seiberg-Witten nao é uma transformacao canonica, pois ele nao preserva
as relacoes de comutacao.

O mapa de Seiberg-Witten pode ser escrito como uma combinacao linear da
seguinte forma [3]:

Gi = AyQ; + Bylly, i = CyQ; + Dyll;, (1.42)

onde A, B, C e D sao matrizes reais e constantes. E considerado também que tais
matrizes sao invertiveis, de modo que o mapa inverso também é valido.
E possivel escrever um conjunto de equagoes matriciais cujas matrizes A, B, C e
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D séo solugoes. Para isso, substituindo o mapa (1.42) em (1.36) e usando as relagoes
de comutagao (1.35), obtemos:

AD?” —-BCT =1,,,, AB? —BAT = %@, cD” —DCT = %N, (1.43)
onde o sobre-escrito T' representa a matriz transposta e A, B, C, D, © e N sao
matrizes com elementos A;;, B;;, Cyj, D;j, 0;; e n;; respectivamente.

As solugoes das equagoes matriciais em (1.43) determinam a estrutura do mapa
de Seiberg-Witten. Podemos considerar elementos matriciais iniciais para A;; e D;;
tais que representem a realidade fisica que estamos interessados, ou seja, que em
algum caso limite as variaveis da MQNC tendam as variaveis da mecanica quantica
padrao. Assumindo isso, podemos escrever:

Aij = I/I, Dij = /LI, (144)
onde v e i sao parametros constantes e reais e satisfazem a seguinte condicao:

On
g = =), (1.45)
com 6n < h? e com o correspondente jacobiano:

dg,p) . On (1.46)

a(Q, II) 2N

O mapa de Seiberg-Witten com estes parametros iniciais pode entao ser comple-
tamente escrito, pois, como solugao das equagoes (1.43), obtém-se

4 U
Bij = —ﬁ@j, Cz'j = 2M—h€ij, (147)
o que resulta no seguinte mapa de Seiberg-Witten:
= 00— T p= 4 O (1.48)
i = Vi — 5 €ijlly, i = ML € .
¢ oup U P T g it

E importante notar que uma vez que 6 e n tendam a zero, os parametros v e p
tendem automaticamente a 1 e a mecanica quantica padrao é recuperada da MQNC.

Generalizacao da algebra para o espaco de fase

No contexto da mecanica quantica nao-comutativa descrita no espaco de fase, pode
ser escrita uma algebra comutativa de Heisenberg-Weyl generalizando o produto de
Moyal da seguinte forma:

[qi, qj]*g = i@ij, [qi,pj]*ﬁ = ZFLCSU, [pi,pj]*n = i?’]z‘j, 7 = 1, d, (149)
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onde o produto de Moyal generalizado, %y = *g % %, 6 representado por
xo = exp 202] (V0¥ - ﬁj.?%)] ,
wn = exp % (Vo ¥, - %pj?qi)} ,
1 (9,.9,, - ﬁj.%i)} . (1.50)

*p = exp

| 2

Naturalmente, as relagoes (1.50) satisfazem as relagdes de comutagao para a
mecanica quantica nao-comutativa no espaco de fase. Assim, existem dois modos de
se tratar um sistema descrito pela mecanica quantica nao-comutativa. Considerando
um operador hamiltoniano HNC (¢i, pi), a primeira possibilidade é obter a transfor-
mada de Weyl deste operador para o espaco de fase nao-comutativo e entao realizar
o mapa de Seiberg-Witten para o espaco de fase da mecanica quantica padrao. A
segunda alternativa é realizar o mapa de Seiberg-Witten do hamiltoniano e entao ob-
ter a transformada de Weyl correspondente no espaco de fase da mecanica quantica
padrao:

HNC (63, ;) —rve HY(gi,p:) —sw HY(Qi, 11)
HNC(CE‘,]%) —sw  H(Q;, 1L) — s HW(QiaHi)~

Para operadores hamiltonianos simples como, por exemplo, p?/2m, ambos os
métodos sao relativamente diretos. Porém quando o hamiltoniano nao-comutativo
contém termos mais gerais, utilizar primeiro o produto de Moyal geral pode ser
matematicamente mais trabalhoso e por isso é mais conveniente realizar o mapa de
Seiberg-Witten sobre o operador hamiltoniano NC e entao obter sua transformada
de Weyl para o espaco de fase da mecanica quantica padrao. Este método serd o
utilizado ao longo de todo o trabalho.

Para completar o formalismo da mecanica quantica nao-comutativa, alguns tra-
balhos tedricos tém estudado possiveis valores para as constantes 6 e 7. Um sistema
fisico relevante para este fim é a interagdo entre neutrons ultra frios (ultra cold
neutrons) e o campo gravitacional da Terra [8, 9]. Neutrons ultra frios [27, 28]
sao produzidos em laboratério com velocidades relativamente baixas quando com-
paradas com velocidades relativisticas. Devido ao fato desses neutrons interagirem
gravitacionalmente com a Terra do mesmo modo que uma particula em um poco
de potencial na mecanica quantica, este sistema torna-se conveniente para se testar
possiveis efeitos gravitacionais em sistemas quanticos.

Comparando dados experimentais de neutrons ultra frios interagindo com o
campo gravitacional terrestre [27], foi possivel impor limites superiores aos parametros
nao-comutativos 1 [8, 9] e, por meio de outros estudos teéricos, impor limites ao
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parametro 6 [29]
0 <4x10*m? e n<1.76 x 107 kg’m?s 2. (1.51)

Resumindo o procedimento a ser usado para estudar sistemas quanticos nao-
comutativos, temos: primeiramente, dado um operador hamiltoniano descrito por
meio de varidveis nao-comutativas da algebra de Heisenberg deformada, nés mapea-
mos ele para o espaco de Hilbert convencional utilizando o mapa de Seiberg-Witten;
em seguida, obtemos a transformada de Weyl do hamiltoniano, agora descrito pelo
conjunto de varidveis (Q;, I1;); finalmente, utilizamos a equagao de auto-valor (1.26)
para obter a fungao de Wigner e as respectivas auto-energias do sistema.

1.1.1 Necessidade da funcao de Wigner na MQNC

Uma vez que detalhamos a expansao do formalismo da mecanica quantica no espaco
de fase para a dlgebra nao-comutativa generalizada de Heisenberg-Weyl, é conveni-
ente explicitarmos aqui a necessidade em se utilizar a funcao de Wigner na descri¢ao
de sistemas quanticos no ambito da mecanica quantica nao-comutativa.

Na mecanica quantica padrao, onde existe apenas a relacao de comutacao entre
posicao e momento, ou seja,

(9, ps] = ihdy;, (1.52)

¢é possivel escrever o estado de um sistema quantico por meio de sua representacao
no espaco de posicao ou por meio de sua representacao no espaco de momento,
mas nao em ambas simultaneamente. Isto decorre justamente devido ao fato de
que os elementos do espaco de posicao nao comutam com os elementos do espaco de
momento, muito embora eles estejam conectados por uma transformada de Fourier e,
mais importante, os elementos de cada espago comutam entre si. No entanto, sempre
é possivel obter a funcao de Wigner a partir da funcao de onda, independente de
qual representacao estiver sendo utilizada.

Ja na mecanica quantica nao-comutativa as relagoes de comutacao da teoria sao
dadas pelas equagoes (1.36). Tem-se que, desde o inicio, os elementos do espago de
posi¢ao nao comutam entre si, 0 mesmo acontecendo com os elementos do espaco de
momento. Devido a isso, utilizando a algebra da mecanica quantica nao-comutativa,
¢ impossivel mantermos o conceito de fungao de onda em uma das representacoes. O
conceito de funcao de onda, portanto, falha na MQNC. Para ilustrar, consideremos
um caso particular onde temos apenas uma relagao de nao-comutacao extra, ou seja,

4, 9;) = 165, @i, pj] = ihdy, [pi,p;] = 0. (1.53)

Neste caso, ainda conseguimos uma fungao de onda na representacao de mo-
mento, embora o conceito nao seja vélido na representagao de posicdo [16]. Deste
modo, quando generalizamos a dlgebra nao-comutativa tal como em (1.36), devemos
abrir mao do conceito de funcdao de onda. Apenas quando realizamos o mapa de
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Seiberg-Witten e passamos a descrever os operadores nao-comutativos em termos
de operadores da mecanica quantica padrao podemos voltar a descrever o sistema
em termos de funcoes de onda.

A grande vantagem da funcdo de Wigner reside justamente neste fato, pois ela
¢é valida tanto na &algebra nao-comutativa como na &dlgebra da mecanica quantica
padrao, uma vez que ela é, por construcao, funcao da posicao e momento do sistema
fisico em estudo.
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Capitulo 2

Particula Livre no Espaco de Fase
Nao-Comutativo

Neste capitulo serd estudado o comportamento de um sistema composto por
particulas livres num espaco de fase nao-comutativo. Embora o sistema seja simples
do ponto de vista da mecanica quantica padrao, novos efeitos sao obtidos ao se
considerar relagoes gerais nao-comutativas.

Considere um sistema bi-dimensional composto por uma particula livre no espago
de fase nao-comutativo, cujo hamiltoniano é dado por

2

Hpp(4,p) = 5—, (2.1)

onde m € a massa da particula.
As coordenadas no espaco de fase deste sistema estao sujeitas as relagoes em
(1.36), ou seja,

iy 45 = i0€ij , [Gi, ;] = i035h, [PiDs) = ineij , 4,5 =1,2, (2.2)
onde €ij = —€ji-

Ao aplicar o mapa de Seiberg-Witten (1.48) em (2.1) obtém-se a seguinte trans-
formada de Weyl do hamiltoniano, descrita em termos de variaveis comutativas:

2
HY(Q.ID) = o? Q% + B +4 Y e11,Q;, (2.3)
irj=1
onde
2 2
2_ M 2 _ M __n
__ " - M - 2.4
o 8myu2h?’ b om’ ¢ 7= omn (24)

com 2af3 = 7. Note que a equagao (2.3) nao depende de § e v uma vez que nao foi
realizado o mapa nas coordenadas espaciais.
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Uma vez que as varidveis @; e II; em (2.3) satisfazem as equagoes de movi-
mento de Hamilton, descritas em (1.22), obtemos o seguinte conjunto de equagoes
diferenciais acopladas de primeira ordem:

. 1
M, = — [, HYYp] = —20° Q — v i1l
&G = —7 [Qr, Hpp) = 28° T — v €5.Q;, k,j=12. (2.5)

Como ja mencionado no capitulo anterior, as variaveis aqui podem ser interpreta-
das classicamente. Reescrevendo as equagoes acima como duas equacoes diferenciais
de terceira ordem, temos:

Qr +47°Qr =0, (2.6)

é possivel entao resolver as equagoes em (2.6), cujas solugoes sao:

Q) = % K:c + %) + (m - %) cos(27t) + (y + —) sin(m)] ,
4 M N e |
M) = 3 [(m —myy) + (m+ myy) cos(2at) + (m, — moy2) sin(231)],

() = 5 [+ my2) + (ry — ) cos(21) — (e + ey g) sin(20)] (27

onde z, y, T, € T, sdo constantes arbitrdrias, e v = n/2mh é a frequéncia carac-
teristica do sistema.

Note que o sistema descrito por (2.3) é andlogo ao hamiltoniano do efeito Zeeman,
identificando a intensidade do campo magnético como B ~ 1/hq, onde ¢ é a carga
elétrica da particula. Deve ser enfatizado que a carga aqui é uma mera analogia
matematica, pois em nosso sistema original a particula nao possui qualquer carga
elétrica. Além disso, quando é tomado o limite n — 0, o efeito de campo magnético
¢ anulado e obtemos as equagoes de movimento conhecidas para uma particula livre:

Q) ~ z+ %t
m
@Qa(t) ~ Y+ = f
H1<t) ~ Ty,
L(t) ~ (2.8)

Podemos analisar o efeito da nao-comutatividade através da evolucao temporal
das coordenadas (@ (t),I1;(t)) e (@Q2(t),I15(t)) da particula livre no espago de fase.
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Figura 2.1: Evolugao temporal das coordenadas do espaco de fase, (Qy(¢),I11(t)) e (Qa(t), (1)),
para o sistema de particula livre NC, com o pardmetro nao-comutativo, 7, sendo escolhido como
1 (linha mais grossa), 1/2, 1/5,1/20, e 1/500 (linha mais fina), implicando um decréscimo de
espessura das linhas. Foi usado uma escala Azul- Verde-Amarelo para indicar a evolucdo temporal,
7, variando de 0 (azul) até m/v (amarelo). Adotamos h =m =1 e @1,2(0) =1II; 2(0) = 0.5. Note
que a medida que o valor de v diminui, as trajetérias no espago de fase se aproximam de linhas
retas.

A Figura 2.1 mostra a evolucao temporal das coordenadas como curvas elipticas, as
quais podem ser extrapoladas para linhas retas no limite em que v — 0. E possivel
notar aqui claramente a analogia entre o efeito nao-comutativo e o campo magnético
para uma particula livre, ao se introduzir um confinamento através do parametro ~.

2.1 Funcao de Wigner e auto-energias

Seguindo o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase para este sistema,
pode-se obter a fungao de Wigner utilizando a equagao (1.26). Para a hamiltoniana
(2.3), temos:

H;/WVP*WH<Q7 IT) = E, W, (Q,II) (2.9)

Para resolver esta equacao seguimos o mesmo procedimento utilizado em [10, 15],
onde o produto de Moyal e suas derivadas parciais direcionais desempenham papel
fundamental. O céalculo detalhado pode ser visto no apéndice B. A funcao de Wigner
obtida para este sistema é escrita como

Wo(QIT) = A (:;L)nexp —Q/B] L0 (Q/h), (2.10)

onde N é o fator de normalizacao, L? sao os polinémios de Laguerre associados, n

31



¢ um inteiro nao-negativo e

gnz(t) +2 ) (e (1) Qs(1)). (2.11)

ij=1

mw=%¢@+

E importante notar que €2(¢) é uma variavel estacionaria, ou seja, substituindo
(2.7) em (2.11) obtemos

Q) = 20) = G+ 9 + S ) 4 2y - mpa), (212)

mostrando que 2(t) é uma constante de movimento neste caso.
A equagao (2.9) também fornece as auto-energias do sistema, que sao dadas por

E, =hy(2n+1). (2.13)

Deve ser enfatizado que as auto-energias obtidas em (2.13) sdo exclusivamente
devido ao efeito nao-comutativo da algebra de Heisenberg-Weyl generalizada mape-
ada via mapa de Seiberg-Witten. Tais energias representam o confinamento imposto
pelo parametro nao-comutativo v sobre a particula livre.

2.2 Efeito da nao-comutatividade sobre a distri-
buicao de momento

A fungao de Wigner (2.10), permite que a distribuigdo de momento seja estudada
em termos do parametro nao-comutativo . Para proceder com a integracao da
funcao de Wigner no espago de fase, deve ser notado que, analogamente ao problema
encontrado na funcao de onda descrevendo uma particula livre, deve-se impor uma
localizacao espacial sobre a funcao de Wigner. Isto nos garante um valor finito
para o fator de normalizacao AN. Assim, no caso da integracao de (2.10) sobre o
espaco de fase, o cédlculo sobre as coordenadas espaciais sera feito tal que @2 €
(—a,+a). Para obter a distribuicdo de momento, for exemplo, para Iy, devemos
primeiramente realizar a integragdo de (2.10) sobre as coordenadas ((Q)2,1ls) e em
seguida integrar a fun¢ao de Wigner referente ao sub-espaco (@1, II;) na coordenada
espacial. Integrando sobre ()5 e Ily, obtemos

Ja6: [anw.@mo) = WG )
= WW(Q,1I;0) = (2a) 7Y ®(I; 0)]%.  (2.14)

A 1ltima passagem acima foi obtida notando-se que Wé”(@l, I1;; 0) ndo depende
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de @)1, ou seja:

Lﬁ@ W(Q,11;0) = 2aWM(Qy,I1;0) = |B(I1;0)[% (2.15)

A Figura 2.2 apresenta a distribui¢do de momento estacionéria, |®(II;;0)|?, para
os numeros quanticos n = 0 en = 1, com y = 0 e y = 4 e para uma escolha
arbitraria de a = 3. E importante notar que a distribui¢ao nao depende de x e m, e
N foi escolhido de modo a garantir que

ﬁ@/mwlﬁmm /m@mhﬂa. (2.16)

—o0

Os resultados mostram a distor¢ao introduzida pelo parametro nao-comutativo
v(n) sobre a distribuigdo de momento.
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Figura 2.2: Projecdo da distribuicio de momento, |®(II;;0)|?, sobre a coordenada II;
(direcdo x) para o sistema de particula livre com nuimeros quanticos associados n = 0
(primeira linha) e n = 1 (segunda linha). A fim de distinguir a distor¢ao introduzida pelo
parametro NC, ~, foram escolhidos dois valores de coordenadas inicias para (s, y = 0
(primeira coluna) e y = 4 (segunda coluna), mantendo 7, arbitrario. Os resultados nao
dependem de x e .
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2.3 Decoeréncia e recorréncia quantica de informacao
em estados gaussianos no espaco de momento

A fungao de Wigner (2.10) para o sistema de particula livre é estacionaria,
nao sendo possivel estudar efeitos de perda de informacao dependentes da nao-
comutatividade em termos de sua evolucao temporal. Para este fim, é 1til cons-
truirmos um envelope gaussiano no espago de momento, Il; e Il,, tal que possiveis
distorcoes devido ao parametro nao-comutativo possam ser verificadas. O forma-
lismo apresentado no capitulo 1 garante que a evolucao temporal da funcao de
Wigner seja dada por [25]

We(Q TLt) = We (1), y(t), T (t), y(1); 0), (2.17)

onde Z(t), 4(t), 7,(t) e 7,(t) correspondem a solucdo inversa de (2.7) para ob-
ter, por exemplo, 7, ,(t) = 7., (Q1, 11, (2, 12;t), que governam o movimento de

Um envelope gaussiano no espa¢o de momento pode ser escrito como

Wa(Q.TL:t) — 4;@2 exp [ ((Fu(t) — m)? + (7 (8) — 2] (2.18)

onde, novamente, o fator de normalizacao é dependente da localizacao espacial tal
que Q12 € (—a,+a).

De acordo com a dinamica das varidveis 7, ,(t) = 7, ,(Q1, 11, @2, Iy 1), re-
alizando a inversao das equagbes (2.7), pode-se obter explicitamente a evolugao
temporal para o vetor de estado descrito em (2.18). Note que para a mecanica
quantica padrao, sem efeitos nao-comutativos, We( Q, IT; t) ainda é estacionério, pois
Tay(t) =112 = m,,. O mesmo nao acontece no caso da dinamica nao-comutativa.

Deve ser ressaltado que durante a evolugao temporal nao ha perda de informacao
como um todo. A informagao oscila entre os sub-espacos (@1, 1I1;) e (Q2,113). Isto
fica claro quando calculamos a pureza do sistema, que se mantém inalterada, ou
seja,

//W(Qi, I1;)* dQ; dI1; = constante. (2.19)

Para mostrar como a nao-comutatividade afeta o vetor de estado descrito por
W, estudamos a evolucao temporal da fungao de Wigner correspondente aos sub-
espagos (Q1,111) e (Q9,113) do espago de fase. As fungdes de Wigner nestes sub-
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espacos sao definidas como

Wc(ll)(Qle;t) = Tryy We(Q,II; 1))

Wé2)(Q2,H2,t) - Tr{l} [WG<Q7H>t>]
= /dQl/dnl WG(QaHQt)- (2-21)

As expressoes acima significam que, integrando W sobre @); e II; obtemos a
funcao de Wigner correspondente ao sub-espaco (Q;,I1;), para i, j = 1,2. Por uma
escolha arbitraria, vamos analisar a evolugao temporal dos vetores de estado ao longo
da direcao z, ou seja, através de Wél)(Ql, Iy ).

Os resultados sao mostrados na Figura 2.3. Pode ser notado que o parametro
nao-comutativo, v, introduz um tipo de distorcao periédica sobre o comportamento
estacionario inicial tal que o vetor de estado, W((;l)(Ql, I1y;t), recupera seu padrao
original de 7 = 0 apés um tempo 7 = 7/7. De forma mais especifica, v # 0 modifica
o comportamento padrao do problema da particula livre comutativa, introduzindo
um comportamento de espalhamento ao carater de localizagao da funcao de Wigner,
que também exibe um efeito de rotacao no espaco de fase ao longo de sua evolucao
temporal. Os resultados sao obtidos para intervalos temporais miultiplos de 7(8v) ™.

Além do resultado mostrado acima, é possivel quantificar o efeito do parametro
nao-comutativo, -, sobre a evolugao temporal do envelope gaussiano (2.18) através
da informacao mutua. A informacao mutua é uma medida de correlacao entre dois
subsistemas de um estado quantico. No presente caso, estamos interessados em
correlagoes geradas exclusivamente pelo parametro NC, v, o que significa que para
o caso onde v = 0, Wg(Q,II;t) reproduz o produto de dois estados puros nao
relacionados, ou seja, o vetor de estado evolui como um estado puro estacionario.

A informagao mutua é definida como

Lo(t) = Si(t) + Sa(t) — Sa(t) = I (¢), (2.22)

onde S (t), Sa(t) e S12(t) sdo as entropias lineares, também conhecida como impureza
e definida de maneira mais geral como

S = (1 = Trl), (2.23)
d—1
onde d é a dimensao do operador densidade, p, tal que quando S; = 0 temos um
estado completamente puro. A motivacao para se escrever a informacgao mutua
como funcao da entropia linear (impureza) é justamente medir a correlagao entre os
sub-espacos, na medida em que estamos interessados em correlagoes exclusivamente
devido aos efeitos nao-comutativos.
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Figura 2.3: Evolugao temporal da funcao de Wigner, Wél)(Ql,Hl;t), para o sistema
de particula livre NC correspondente ao vetor de estado projetado sobre o plano ¢y —
II;. No tempo 7 = 0 foi assumido que W((;l)(Ql,Hl; t) estd centrada no momento m, =
1(= —my), para uma coordenada espacial arbitraria dada por x = 1/v (a qual nao é
relevante em ¢ = 0). Foi considerado intervalos de tempo tais que 7 = kn(8y)~!, onde k
corresponde a valores inteiros de 0 & 8 (para figuras da esquerda para a direita e de cima
para baixo), e m = 1. O esquema de cores segue a escada Azul- Verde-Amarelo, de amarelo

-3 -2 =1 0 1 2 3

(correspondendo & 1) até azul (correspondendo a 0).
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Para o caso do sistema de particula livre NC, obtemos:

Si(t)

Sa(t)

S12(t)

| 2aver Tryy [(TW} We(Q, I t)])Z]
L o)

1~ [ cos(vt)],

1— 202 Tria) [(Tr{l} [WG(QaH;t)])2]
2av2m ~ (2 2

1- ;L/_TT{Q} [(Wc(:)(QmHz;t)) ]

1 — | cos(y1)],

87 a?

L= = Try [Ty [(We(Q,T1;1))%]]
1 — cos(vt)*.

(2.24)

Substituindo os resultados (2.24) em (2.22) obtemos a seguinte expressao para a

informagao mutua:

Lp(t) = (1 = [cos(v1)])*.

(2.25)

A Figura 2.4 apresenta o resultado para a informacao mutua e quantifica a
correlagao entre os estados x(«> 1) e y(«+» 2) exclusivamente devido a efeitos nao-
comutativos. Pode ser visto que o parametro NC, (), atua como o principal agente
responsavel por introduzir desvios no comportamento estacionéario do envelope gaus-
siano, Wg. E importante notar também a relagao entre as Figuras 2.3 e 2.4 no que
diz respeito a evolucao temporal do envelope gaussiano no espago de momento.
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Figura 2.4: Informacao mutua, I12, em fungao de ¢, para o sistema de particula livre des-
crito pelo vetor de estado Wg. Como esperado segundo a Figura 2.3, a informacao mutua
quantifica a distor¢ao do comportamento estaciondrio e o cardter oscilante introduzido
pelo parametro NC, ~(n).

2.4 Discussoes

Neste capitulo foram consideradas relagoes gerais de nao-comutatividade no sis-
tema de particula livre. Embora seja um sistema simples, sua descricao feita através
da mecanica quantica nao-comutativa e o posterior mapeamento para a mecanica
quantica padrao através do mapa de Seiberg-Witten mostrou desvios do comporta-
mento tradicional devido a efeitos nao-comutativos. Neste sistema, o efeito NC é
caracterizado pelo parametro v(n), o qual introduz um comportamento similar ao
efeito Zeeman, que é bem conhecido quando uma particula é sujeita a um campo
magnético externo uniforme. Tais efeitos podem ser vistos na Figura 2.1 onde, para
v(n) ~ 0, o comportamento da particula livre dado em termos das variaveis da
mecanica quantica padrao é recuperado.

Para estudar o efeito nao-comutativo na evolucao temporal do sistema, foi consi-
derado uma funcao de Wigner gaussiana nas variaveis (I1y, ITy). A evolucao temporal
da respectiva funcao de Wigner gaussiana para o sub-espaco (Q1,I1;) estd intima-
mente conectada com o comportamento da informacao mutua do sistema. Estes
resultados sao visualizados nas Figuras 2.3 e 2.4, em particular para o caso em que
7y = 7/2, implicando uma méxima informac¢ao mitua entre os dois sub-espagos.
O comportamento estaciondrio de Wél)(Ql,Hl;t) sofre uma distor¢cao devido ao
parametro NC, v(n), além de introduzir uma rotacao no espaco de fase. No capitulo
6, dedicado ao estudo de efeitos nao-comutativos em variaveis termodinamicas, ire-
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mos retomar brevemente o sistema de particula livre e estudar o comportamento de
um gas 2D e 3D. Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados na
revista PhysicaA e podem ser visualizados em [17].
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Capitulo 3

Oscilador Harmonico no Espaco de
Fase Nao-Comutativo

Este capitulo tem como objetivo tratar o oscilador harmoénico no espago de fase
nao-comutativo. Os resultados aqui apresentados nao sao novos e foram estudados
com maior ou menor detalhe em [10, 15]. A ideia de introduzir este capitulo é
proporcionar uma apresentacao de resultados de forma linear e mais completa, uma
vez que no capitulo sobre fidelidade para estados gaussianos incluimos o oscilador
harmonico dentre os trés sistemas estudados.

De forma andaloga ao capitulo anterior, vamos considerar um oscilador harmonico
bi-dimensional de massa m e frequéncia w no espaco de fase nao-comutativo, ou seja,
descrito pelas variaveis (¢;, p;) como

PP ;L
H(qzapz> - om + 2mw 4, (31)
onde, para relembrar, as varidveis nao-comutativas obedecem as seguintes relagoes
de comutagao:

Gi, 4] = 1055, (G, D] = iRdij,  [Di, Dy] = imi, i =1,..2. (3.2)

Para descrever o oscilador harménico em (3.1) em termos dos operadores da

mecanica quantica padrao, @); e II;, é necessario utilizar o mapa de Seiberg-Witten,
dado por

. A s - N A
G = vQ; — IL;,  py = pll; + zu—hﬁ'j@j- (3.3)

2wh
Ap6s aplicar o mapa de Seiberg-Witten em (3.1), a transformada de Weyl do

operador hamiltoniano descrevendo o oscilador harmonico na mecanica quantica
padrao pode ser escrito como

2
HY(Qi1L) = 0*Q2 + 712 49 3 €,1LQ), (3.4)

ij=1
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onde €ij = —€ji, €

2.2 2
2 vmw N n 2
2 8mu’h
52 _ ,u_2+mw282
2m  8u2h?
0 2 n
= — — . 3.5
i n"™ T o (3:5)

Deve ser notado a semelhanca entre a estrutura da hamiltoniana do oscilador
harmoénico mapeada, equacao (3.4), e a obtida utilizando o mesmo procedimento
para caso da particula livre, equacdo (2.3). Aqui, a impossibilidade de escrever a
relacao 2a8 = v torna as equagoes de movimento diferentes das obtidas paro caso
da particula livre, como iremos ver em seguida.

Uma vez que as variaveis ); e Il;, agora comutativas, satisfazem as equacoes de
movimento de Hamilton, por meio de (3.4) é possivel obter um conjunto de equagoes
diferenciais acopladas de primeira ordem dado por

1

7
. i
Qr = —ﬁ[Qk, HYyl = 20°M, — ve,Q;. (3.6)

1T, [, Hyyl = —20°Qk — veiyll;,

Como ja mencionado, o formalismo da mecanica quantica no espaco de fase per-
mite que as variaveis (); e II; sejam interpretadas como variaveis dinamicas classicas.
O conjunto de equagoes em (3.6) pode ser reescrito como duas equagdes diferenciais
desacopladas de quarta ordem, ou seja,

Hk _ _2(72_'_404262)1:%_'_ (72 —4&252)Hk,

Qr = 200" +40’F) i + (7" — 40 Qs (3.7)
cujas solugoes sao dadas por
Q1(t) = xcos(Q) cos(vt) + y cos(2t) sin(yt) + g[wy sin(Q¢) sin(vt) + . sin(Qt) cos(yt)],
Q2(t) = ycos() cos(yt) — x cos(Qt) sin(yt) — g[ﬂ'w sin(Qt) sin(vyt) — m, sin(Qt) cos(vt)],

II,(t) = m,cos(Qt)cos(yt) + my, cos(Q) sin(yt) — — [y sin(Qt) sin(yt) + x sin(Qt) cos(yt)],

| ™IL

y(t) = m,cos(Qt) cos(yt) — my cos(2t) sin(yt) + — [z sin(Q) sin(yt) — ysin(Qt) cos(1t)],(3.8)

onde z, y, T, e m, sao parametros arbitrarios, e

Q=208 =w\/(2ur —1)2 + €2, (3.9)
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sendo

£ = % [mw@ + L] , (3.10)

resultando em v = w¢.

Pode ser visto que quando os efeitos nao-comutativos sao nulos, ou seja, quando
¢ = 0, as equagoes de movimento em (3.8) tornam-se as mesmas que para dois
osciladores desacoplados,

O

1(t
Qa(t
(

(

o .
= t — t
x cos(wt) + - sin(wt),

m

y cos(wt) + - sin(wt),
I (¢
Iy (t

=, cos(wt) — mwz sin(wt),

)
)
)
) = mycos(wt) — mwy sin(wt). (3.11)

O efeito da nao-comutatividade na dinamica do oscilador harmonico pode ser
analisado através da evolugao temporal das coordenadas (Q1(t), I11(t)) e (Qa(t), I2(2))
no espaco de fase. Com este objetivo, foi considerado um parametro auxiliar, €, tal
que
v §

Q@ Jew-12+e

A Figura 3.1 mostra a evolugdo temporal das equagoes de movimento (3.8) no
espaco de fase. De modo a quantificar o efeito nao-comutativo sobre o sistema,
foram escolhidos os valores € = 0,1/4,1/10 e 1/100, tal que ¢ = 0 representa dois
osciladores harmonicos desacoplados sem efeitos NC. Para cada valor de € as coor-
denadas evoluem no tempo no intervalo [0,27/Q]. A Figura 3.1 também apresenta
o caso em que € = 1/2m, com a intenc¢ao de evidenciar o fato de que para a escolha
de € como um numero racional as orbitas sao fechadas, o mesmo nao acontecendo
quando € é um numero irracional.

(3.12)

3.1 Funcao de Wigner e auto-energias

Utilizando o formalismo da mecanica quantica no espacgo de fase, é possivel es-
crever a seguinte equagao de auto-valor para o oscilador harmonico nao-comutativo,

HgvH(Qw Hz) * Wnl,ng (Qza Hz) = Enl,nQWnl,nz (Ql; Hz)a (313)

onde HY;(Q;,11;) é dado por (3.4).

Para resolver a equagao (3.13) usa-se um método completamente andlogo ao
apresentado no apéndice B, com a diferenga que neste caso teremos duas solugoes
do tipo mostrado no apéndice, sendo uma para cada oscilador, pois aqui nao é
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Figura 3.1: Evolugao temporal das coordenadas (Q1,I11) e (Q2,1I2) no espago de fase,
para o oscilador harmoénico nao-comutativo. O primeiro par de figuras é composto por
orbitas elipticas referentes ao caso em que nao ha efeitos NC, ou seja, e = 0. Em seguida
sao apresentados resultados para e = 1/4,1/10 e 1/100 respectivamente, sendo 6rbitas
fechadas. O caso em que € = 1/27 é mostrado por ultimo como 6rbitas abertas, pelo fato
de € ser um niimero nao inteiro. As érbitas sdo iniciadas em (z,7,) = (y,7,) = (1/v/2,0).
Foi usada uma escala Azul-Verde-Amarelo para indicar a evolugdo temporal, 7, variado
de 0 (azul) até 27 /Q (amarelo). Além disso, foi adotado o = 3 tal que mw =h =1
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possivel escrever 2a3 = ~v. A fungao de Wigner para o sistema é dada por

(_1>n1+n2

w2h?

Wi (@0 TL) = ow -3 (5 + 2m) | L im0

h \p Q

de LY sa linomios de L iad a0 nu intei a
onde L, sao os polinomios de Laguerre associados, n; e ng sao nimeros inteiros nao
negativos, e
Q@

QiZBQ?"‘

A equagao (3.13) também fornece as auto-energias do sistema, escritas como

s
«

2

ij=1

Eviny = h2aB(ny +na + 1) + y(ny — nay)| (3.16)

Novamente, uma vez que os efeitos nao-comutativos sejam considerados nulos, as
auto-energias assumem a expressao bem conhecida para dois osciladores harmonicos
desacoplados.

3.2 Batimento quantico e decoeréncia

Nesta se¢ao ¢ apresentada uma andlise sobre a evolugao temporal de uma fungao
de Wigner representando dois osciladores harmonicos inicialmente desacoplados mas
que, a parir da dinamica das equagoes de movimento em (3.8), tornam-se acoplados
e exibem propriedades de batimento e decoeréncia. Para ver isso, note que a funcao
de Wigner (4.14) é estaciondria, uma vez que das equagoes de movimento em (3.8)
obtém-se

= (a 8 a 8

2. (5621-(75)2 + QH%> Q0] (1) = Z(2* +47) + T 4 m5) +amy —yms. (3.17)
ij=1

Entretanto, em [10] mostra-se que é possivel construir uma func¢ao de Wigner des-
crevendo o estado de dois osciladores inicialmente desacoplados mas que obedecem
a dindmica das equagoes de movimento em (3.8). Guardadas as devidas diferengas
no que diz respeito ao sistema fisico, o procedimento aqui é andlogo ao realizado
no caso da particula livre, onde analisamos a evolugao temporal de uma funcao de
Wigner gaussiana no espaco de momento. A fungao de Wigner neste caso pode ser
escrita como

anﬂ%y (Qu IL; t) =W, (Sg)Wny (55) — W, (Qu 11; t)Wny (le 1L; t)v (3'18)

onde n, = n — n,, com n = ny + ng,

Wi (€2,) = —oxp [~€2, /H] L9, [262,, /] (319)
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B 2 g2

£="at+0n2 =

v o B

A funcdo de Wigner (3.18) é inicialmente estaciondria. Porém, ao obtermos a
relagao inversa das equagdes de movimento (3.8), ou seja, equagoes para x, y, T, €

Ty, € substituirmos em (3.20), temos que

L2y B7T2 (3.20)

£ ~ {(%Qf + gﬂf) cos(yt)? + (%Q% + gﬂg) sin(yt)? — (%QIQQ + §H1H2> sin(27t)] ,
&~ |(5@+2m)sintn? + (G084 018 ) oo+ (§QuQu + S ) sinzio)]

o que evidencia o fato de (3.18) nado ser mais estaciondria e agora ter uma de-
pendéncia temporal associada a . Naturalmente, para v = 0, a funcao de Wigner
volta a ser estaciondria.

Para visualizar como a nao-comutatividade afeta o comportamento de um sis-
tema composto por dois osciladores harmonicos inicialmente desacoplados, podemos
obter a funcao de Wigner em um sub-espaco particular e depois acompanhar sua

evolugao temporal no espago de fase. A fungao de Wigner para os sub-espagos
(Q1,11;) e (@2, 115) sao obtidas via

nw,ny(QhHla ) = TT{2} [an,ny(Q7H;t)j|

+oo +oo
= [aq. [anw, @m0, (3.21)
+oo +oo

A Figura 3.2 ilustra o comportamento da funcao de Wigner no espago de fase
para o sub-espaco (Q1,I1;) em funcdo do tempo, 7. Para 7 = 0 (primeira linha) a
fungao de Wigner assume o comportamento de um oscilador harmonico estacionario
uni-dimensional com nimero quantico n,. O efeito de batimento quantico devido ao
parametro nao-comutativo, 7, pode ser visualizado através de intervalos de tempo
multiplos de 7(8¢Q2)~?

3.3 Discussoes
Neste capitulo apresentamos resultados ja existentes na literatura sobre a inclusao
de efeitos nao-comutativos em um sistema composto por dois osciladores harmonicos

inicialmente desacoplados, sendo a nao-comutatividade responsavel por mediar o
acoplamento entre eles. A evolugao temporal das coordenadas e da fungao de Wigner
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Figura 3.2: Evolugao temporal da fungdo de Wigner para o sub-espago (Q1,I1;) mos-
trando o efeito de batimento quantico, para n, = 2 e n, = 1 (primeira coluna), 2 (segunda
coluna), e 5 (terceira coluna). A funcao de Wigner estd centrada em (0,0) para o tempo
7 = 0, sendo considerados intervalos temporais tais que 7 = k7m(8¢Q) !, com k = 0,1,2,3 e
4 afim de reproduzir a evolugao temporal em 5 estagios. Foi utilizado a escala Azul-Verde-
Amarelo para indicar a intensidade da funcido de Wigner, tal que Amarelo corresponde a
1, enquanto azul corresponde a 0.



em um dos sub-espagos foi ilustrada, bem como o fenomeno de batimento quantico
devido a nao-comutatividade.

Os resultados deste capitulo sao tteis a nivel de complementar os resultados
obtidos ao longo da pesquisa de doutorado, uma vez que utilizamos o sistema de
dois osciladores harmonicos como exemplo para investigar a fidelidade para estados
gaussianos na presenca de campos externos, capitulo 4. Para maiores detalhes,
a técnica de se analisar o sistema aqui apresentado pode ser visualizada em [13,
14], respectivamente para osciladores bi-dimensional e tri-dimensional. Para estudo
sobre o limite termodinamico e implicagoes em informagcao quantica, é indicado [10).
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Capitulo 4

Fidelidade Gaussiana Distorcida
por Campos Externos

Este capitulo é dedicado ao estudo da influéncia de campos externos sobre o com-
portamento de estados gaussianos para trés sistemas fisicos particulares utilizando-se
um grandeza comum em informacao quantica, a fidelidade, F'. Como é bem conhe-
cido na literatura, correlagoes quanticas gaussianas sao importantes do ponto de
vista de informacao quantica envolvendo variaveis continuas. A relevancia de esta-
dos gaussianos é evidente também no estudo de estados de vacuo, estados térmicos
e estados coerentes [30], além de serem fundamentais em 6tica quantica, sistemas de
baixa dimensionalidade, e na descri¢ao de ensembles atomicos [31]. Finalmente, de
um ponto de vista fenomenoldgico, fungoes de Wigner gaussianas podem ser para-
metricamente manipuladas para descrever a transicao quantico-classica de sistemas
fisicos [33, 34], bem como atuar como indicadores de caos quantico [35].

Os sistemas fisicos que foram estudados utilizando-se estados gaussianos sao: o
oscilador harmonico, ja descrito no capitulo 3; o sistema de particula livre, ana-
lisado no capitulo 1; e por ultimo o pogo gravitacional quantico. A inclusao de
campos externos nestes sistemas torna-se relevante como fonte para se estudar efei-
tos de decoeréncia e dissipacao [34]. Tais efeitos sobre sistemas especificos podem
ser implementados e quantificados através de simulacao quantica, onde um sistema
controlavel é frequentemente usado para estudar outro sistema que por alguma razao
nao é controlavel como, por exemplo, limites nas escalas de energia do experimento
[44]. J4& foi mostrado nesta tese que, ao se mapear a MQNC na mecanica quantica
padrao via mapa de Seiberg-Witten, efeitos NC sao incluidos no hamiltoniano do
sistema como campos magnéticos externos efetivos. Deste modo, ao se considerar
campos externos nos sistemas mencionados, deve ser dito que estamos interessados
em realizar uma correspondéncia entre o campo externo considerado e efeitos de
nao-comutatividade.

A fidelidade é uma medida comumente usada para comparar estados de entrada
e safda através de um canal quantico [30, 36, 37|, assim como pode ser 1til atuando
como uma fungao quantificadora de decoeréncia. Em certo sentido, quando a fide-
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lidade tende a 1, isso significa que o estado de saida é muito similar ao estado de
entrada em um dado canal, enquanto que se I’ tende a zero, o estado de saida é
completamente diferente do estado de entrada. Em termos efetivos para o propdsito
desta tese, a fidelidade mede a projecao, com variacao 0 < F < 1, de um estado
dependente do tempo sobre um estado inicial.

A fidelidade quantica é definida como [30]:

2
F(p1, p2) = [Tl"( P1p2 ,51)1 ) (4.1)
onde p; e po sao dois estados do sistema quantico.

Lembrando da transformada de Weyl de um operador e da propriedade do trago
do produto de dois operadores, equacao (1.12), é possivel escrever

Te[(pu ) 2] = / / (P ) 2dq dp, (4.2)

e usando a definigao da fungao de Wigner, equacao (1.5), temos

Tr[(ﬁlfb)lﬂ] Z//(W1W2)1/2dqdp, (4'3)

0 que nos permite escrever a expressao original para a fidelidade como:

F = U/(WIWQ)l/?dqdpr. (4.4)

A equagao (4.4) pode ser escrita para um espago de fase quadri-dimensional da
seguinte forma:

2
b= [////Wl(th%Q2ap2)W2(91ap1aQ2,p2)dfhd]thdez} : (4.5)

Para investigar efeitos de decoeréncia devido a campos externos, serd denominado
por Wi a fungao de Wigner gaussiana inicial do sistema, ou seja, o estado quantico
imediatamente antes do campo externo ser ligado. Entao, inserindo as equacoes
de movimento referente a cada sistema estudado em W7, é possivel estudar quao
diferente este novo estado quantico, agora denominado Wj, serd do estado original.
Para os trés sistemas serd considerada a seguinte fungao de Wigner gaussiana:

W(q, p;t) = % exp [— ((#(t) — z0)” + (y(t) — y0)*)] exp [— ((Pu(t) — Puo)?® + (Py(t) — Pyo)?)] -
(4.6)

onde as coordenadas canonicas sao identificadas por q ~ {z,y} e p ~ {p, py }-
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4.1 Oscilador harmonico acoplado a campos magnéticos

Considere o caso de um oscilador harmoénico 2D de massa m, frequéncia wy e
carga ¢, em uma regiao de campo magnético uniforme B perpendicular ao plano
2D. O hamiltoniano deste sistema, ja visto no capitulo 3, é dado por [10, 15, 45]:

) 212
Sria A p qB q°B,
H(a,p) - 277”(L]LZ+ 8m0

2
R R mwg , . R
=5 (@7 + @3) + —=2(41 + @), (4.7)

2

onde Bj ¢ a intensidade do campo magnético, L, é a componente do momento
angular na direcao Z, perpendicular ao movimento do oscilador.

Definindo w = ¢By/2m como sendo a frequéncia de acoplamento e os novos
parametros dados por [10, 15]

m 9 1

)\2 = 5(&)2 —|—w(2]), R = %, (48)

a transformada de Weyl do operador hamiltoniano, como ja feito anteriormente,
pode ser escrita como

H" (q;,p:) = N’q} + £°p} + WE;;Piq;- (4.9)

As equagoes (1.22) sao usadas para obter o seguinte conjunto de equagoes dife-
renciais acopladas:

' i
br = —% [k, HY] = =2X° qu — wejip;,
= —3 [qk, HW] = 26D — WERY, k,jg=1,2. (4.10)

Reescrevendo as equagoes em (4.10) como duas equagoes diferenciais desacopla-
das de quarta ordem, tem-se

P o= 2w AN P + (WP — AN Ry,
G = 2w + AN KA G + (W — AN, (4.11)

cujas solugoes sao [10]:

q(t) = x0cos(Qt) cos(wt) + yo cos(2t) sin(wt) + ; [Dyo SIn(Q) sin(wt) + py, sin(Qt) cos(wt)],
¢@(t) = yocos(Qt) cos(wt) — g cos(Qt) sin(wt) — ; [Dao SIN(2) sin(wt) — py, sin(Qt) cos(wt)],
pi(t) = pa, cos(02t) cos(wt) + py, cos(Qt) sin(wt) — % [yo sin(§2) sin(wt) + x¢ sin(Qt) cos(wt)],

pa(t) = Dy, cos(Qt) cos(wt) — pg, cos(Qt) sin(wt) + % [0 sin () sin(wt) — yo sin(Q2t) cos(wt)](4.12)
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onde g, Yo, Pz, € Py, Sa0 constantes arbitrarias iniciais e

2

Q=2 = (w2 +w) "2 (4.13)

Utilizando o mesmo procedimento para o oscilador harmonico nao-comutativo
descrito no capitulo 3 [10, 15], é possivel obter a fungao de Wigner para o presente
sistema, apenas alterando apropriadamente os parametros, sendo dada por

(_ 1 ni1+n2
72h?

1 /A

Wl p) = ow -3 (2t + 50 )| £ et m, ()

onde L? sdo os polinomios associados de Laguerre, n; e ny sdo inteiros positivos, e

K

A
Q:—2
+ HQﬂL)\

P’ F 257 ) (e;0ip5)- (4.15)

As fungoes de Wigner em (4.14) sao estaciondrias. Entretanto, inserindo as
equagoes de movimento de (4.12) na fungdo de Wigner gaussiana (4.6), é possivel
quantificar a fidelidade entre um estado gaussiano inicial, o qual evolui no tempo
como um estado acoplado ao campo magnético externo. Integrando a equagao (4.5)
para o oscilador harmoénico acoplado a campos magnéticos, obtém-se a seguinte
expressao para a fidelidade,

F(w,t) =exp [(p2, + P2, + o§ + y5) (—1 + cos(t) cos(wt)) + 2(py,& — Payy) sin(t) sin(wt)] ,
(4.16)
onde foi considerado por simplicidade wy = 1.
A Figura 4.1 ilustra a fidelidade gaussiana para o oscilador harmonico de acordo
com a equagao (4.16) para trés casos, w = 0.1, 0.5, 1 e para o caso em que nao hé
campo magnético, w = 0.

4.2 Sistema de particula livre

O proximo sistema que foi estudado do ponto de vista da funcao de Wigner
gaussiana (4.6) foi o sistema de particula livre, j& estudado com outro viés no capitulo
2. As equacoes de movimento neste caso podem ser recuperadas das equacoes para
o oscilador harmonico da secao anterior simplesmente impondo que a frequéncia do
oscilador seja nula, ou seja, wy = 0. Apds manipulagbes matematicas, obtém-se as
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Figura 4.1: Fidelidade gaussiana em funcao do tempo, 7, para um estado quantico
evoluindo de acordo com a dinamica do oscilador harmoénico na presenca de um campo
magnético externo. Foi considerado m =h =1e x =y = pyy = py, = 1, com By = 0,0.1,
0.5 e 1. O aumento no valor de By é representado pelo aumento na frequéncia w, res-

ponséavel pelo comportamento de batimento.
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mesmas equagcoes do capitulo 1,

() = 5 (e ) + (o= ) onton) + (s 2 sinon)]

ot = L{o=22) - o+ )t (22 ]

Pu(t) = 5 [(ry — m000) + (P + M0 90) €08(201) + (py — miozg) sin(2)],
Polt) = 5 (b + e w0) + (pyy — o 70) coS(2t) — (pry + i) sin(2e)], (4.17)

sendo as fungoes de Wigner estaciondarias deste sistema escritas como

Wa(a,p) = N exp [-/m) 18 (/m). (4.18)
onde ,

De maneira andloga ao procedimento feito no caso do oscilador harmonico, estu-
damos o efeito de decoeréncia via fidelidade gaussiana para o sistema de particula
livre. A Figura 4.2 apresenta os resultados da fidelidade gaussiana para este sistema.

As Figuras 4.1 e 4.2 mostram que, para w # 0, a fidelidade Gaussiana assume
um comportamento periddico em funcao da frequéncia do campo externo.
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Figura 4.2: Fidelidade gaussiana em fungao do tempo, 7, para um estado evoluindo
de acordo com a dinamica de uma particula livre em uma regiao de campo magnético
uniforme. Foi considerado m = h =1ex =y = py, = py, = 1, com By = 0,0.1, 0.5 e
1. O aumento do valor do campo magnético implica que o comportamento do oscilador
harmonico é rapidamente recuperado.
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4.3 O poco gravitacional quantico

O pogo gravitacional quantico (GQW) para neutrons ultra-frios (UCN) é um sis-
tema considerado importante devido a sua potencialidade para se testar a mecanica
quantica através de estados ligados via um potencial classico, ou seja, devido ao aco-
plamento gravitacional entre a Terra e neutrons ultra-frios [27, 28, 46, 47, 48, 49].
Por este motivo ele é o terceiro sistema a ser considerado do ponto de vista da
funcao de Wigner gaussiana. O hamiltoniano para uma particula em um potencial
gravitacional é dado por

~

. 1 . .
H(4,p) = %pz + mgy, (4.20)

onde, através das equacoes de Hamilton, obtemos as seguintes equagoes de movi-
mento:

z(t) = xo+ @t,
m
DPyo g.,9
) = yo— Lt —Z¢
y(t) yo— St =5t
p:c(t) = Dzo0,
py(t) = pyo —mgt. (4.21)

A funcao de Wigner do sistema pode ser obtida através da separagao da trans-
formada de Weyl do operador hamiltoniano em duas partes, uma em relagao a
coordenada x, a qual exibe um comportamento de particula livre, e outra parte
relativa a coordenada y, dada por

P2
HY = ~L 4 mgy, 4.22
vy =5 Mgy (4.22)

e a equacgao de auto-valor escrita como
HxW, = E,W,. (4.23)

Através da atuacao do produto de Moyal na equacao acima, obtém-se a seguinte
forma para a equacao diferencial,

h*mg? 02
5— 3 8_52 - Ey Wy(f) =0, (4-24)
onde definimos a nova variavel
P2
=L +mgy. (4.25)

2m

A solugao para a equagao (4.24) é dada em termos das fungoes de Airy, Ai(§), e
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pode ser escrita como,

Wy (y,py) = An At , (4.26)

8 1/3 pz
- il - B,
() (a5

onde as auto-energias sao determinadas pelos zeros da funcao de onda e expressas

da seguinte forma:
2h2 1/3
E, —=— (mg > Any» (4.27)

Y 2
com \,, sendo as rafzes da funcao de Airy, além da unitariedade da funcao de Wigner
permitir escrever o fator de normalizagao como

oo oo ] 1/3 p2
. Y
/0 dy /OO dpy Ai <—mggh2) (% +mgy — Eny)

Por outro lado, para a coordenada z a particula comporta-se como uma particula
livre e a transformada de Weyl do operador hamiltoniano neste sub-sistema é dada
por

A, = (4.28)

1
w 2
H, = om e (4.29)
e a localizagao é feita através de uma gaussiana G(z, p,;t) no espago de fase.
Deste modo é possivel escrever a fungao de Wigner completa para o sistema como

Wz, pe, ¥, pyst) = W(x,pe; )W (y, pys;t)

8 1/3 p2
— £ —F 4.

A relevancia em se considerar o acoplamento gravitacional em sistemas quanticos
estd em gerar novas possibilidades para se medir desvios na mecanica quantica em
escalas de altas energias. Como exemplo, assinaturas de decoeréncia podem ser
detectados através da distorcao da fidelidade para estados quanticos gaussianos su-
jeitos a perturbacgoes oriundas de campos externos. Neste sentido, o sistema GQW
pode ser 1til para se estimar correcoes nao-comutativas na mecanica quantica padrao
8, 9].

A maneira que utilizamos para estudar esta caracteristica do sistema foi intro-
duzir um campo magnético externo, o que permite escrever a hamiltoniana como

HZJVQW(%M) = N¢} + &P} + w(prge — p2q1) + m g g, (4.31)

onde A\, k and w sdao os mesmos parametros introduzidos na secao sobre o sistema
de particula livre.
A hamiltoniana (4.31) permite que seja escrita duas equagdes diferenciais de
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terceira ordem desacopladas para as equacoes de movimento, dadas por

']'?'k+4w2pk+2mgw252k = O,
qp+4wG + 29wy, = 0, (4.32)

o que resulta no seguinte conjunto de solugoes:

1 t z .
alt) = = 9t + <$0 + pﬂ) + <:150 — pﬂ) cos(2wt) + (yo + Pzo + i) sin(2wt)
2| w mw mw mw  2w?
1 Pry 9 2 Pry , 9 Pyo \
wlt) = 5 (s =g = 97) + (w0t 2+ 55 ) cos(2t) = (wo = [ ) sin(2u)|
1 .
m(t) = 3 [(Pzy — MW Yo) + (Pzy + Mw Yo) cos(2wt) + (py, — Mmw xp) sin(2wt)]
1 .
pe(t) = 5 [—2mgt + (py, + mw xo) + (py, — Mw Tg) cos(2wt) — (Pa, + Mw Yo) sin(2wt)],

onde pode ser notado a partir da solucao acima que, no limite em que w — 0,
recuperamos a solu¢ao de uma particula em um potencial gravitacional, equacoes
(4.21).

Seguindo o mesmo procedimento adotado nas duas secoes anteriores, as equacoes
de movimento acima sao inseridas na fungao de Wigner gaussiana (4.6) com o obje-
tivo de analisar o comportamento de decoeréncia introduzido pelo campo magnético
externo sobre o sistema GQW. Os resultados sao ilustrados na Figura 4.3. Como
esperado, o proprio efeito do potencial gravitacional é o principal responsavel pelo
distanciamento do estado quantico do seu perfil gaussiano original, causando assim
uma queda nas curvas de fidelidade. Entretanto, a inclusao de um campo magnético
externo torna este decaimento das curvas mais acentuado, como pode ser notado.
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Figura 4.3: Fidelidade gaussiana em fungao do tempo, 7, para um estado evoluindo
de acordo com a dindmica do sistema GQW. Foi considerado m = h = 1, g = 2 e
T =Y =DPgy =Dy, = 1, com By =0.1,0.5 e 1. O caso em que By = 0 ¢ ilustrado através
da curva continua. Aumentando o valor da intensidade do campo magnético, tem-se o
aumento da supressao da fidelidade gaussiana.
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4.4 Mapeando efeitos nao-comutativos via campo
magnético externo

Uma vez que foi analisada a influéncia de campos magnéticos externos sobre a
evolucao temporal de estados gaussianos segundo a dinamica dos trés sistemas con-
siderados, pode ser realizado um mapeamento, ja descrito anteriormente em outros
capitulos, para interpretar efeitos nao-comutativos como um campo magnético efe-
tivo. Em outras palavras, ao aplicar o mapa de Seiberg-Witten no hamiltoniano NC
de um sistema e descreve-lo através de variaveis da mecanica quantica padrao, temos
a inclusao de um termo de campo magnético efetivo no hamiltoniano representado
por

B=B(0,n). (4.33)

Esta analogia pode ser feita de maneira explicita associando a frequéncia do campo
magnético aos parametros nao-comutativos do sistema em anadlise.
Para a dinamica do oscilador harmonico, esta comparagao resulta em

q By 0 2 n

~ — —_— 4.34
om " o (4:34)
ou, evidenciando a intensidade do campo magnético,
2,2 I
By~ 0% (4.35)

gh  qh’
Ja para a dinamica da particula livre, descrita pelo hamiltoniano NC, H =

p?/2m, pode ser notado que o parametro @ é irrelevante, sendo os efeitos nao-
comutativos simulados através da relacao

By~ L. (4.36)
qh

Por fim, para o terceiro sistema considerado, o poco gravitacional quantico, pode
ser visto que as equagoes de movimento sao muitos similares aquelas referentes ao
sistema de particula livre NC, com algumas modificagoes devido ao fato de que na
direcao ¢ a particula esta interagindo com um potencial linear.

Deste modo, a analogia entre a frequéncia do campo magnético externo e os
efeitos nao-comutativos é essencialmente a mesma que para o caso da particula livre
nao-comutativa, o que pode ser verificado também ao se tomar o caso limite em que
g — 0.

4.5 Discussoes

Neste capitulo foi estudado, através da fidelidade, o efeito de decoeréncia causado
pela inclusao de campos magnéticos externos sobre a dinamica de trés sistemas fisicos
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especificos, a saber, o oscilador harmonico, o sistema de particula livre e o potencial
gravitacional quantico. Partindo de uma funcao de Wigner gaussiana inicial com
comportamento estacionario, o calculo da fidelidade em fun¢ao do tempo mostrou a
alteracao na funcao de Wigner inicial a partir da consideragao de um campo externo
na dinamica do sistema.

Uma vez que, ao mapear o hamiltoniano nao-comutativo de um sistema para
a mecanica quantica padrao via mapa de Seiberg-Witten, efeitos NC possam ser
descritos no novo hamiltoniano como um campo magnético efetivo B = B(6,n), este
capitulo mostrou como se realizar a analogia entre efeitos NC e campos magnéticos
externos nos trés sistemas considerados. Em particular para o poco gravitacional
quantico nao-comutativo, ele ja foi usado para estimar limites para o valor de 7.
Deste modo, sua relevancia em ser um sistema onde se pode estudar novas propostas
de formulacao quantica a partir de um acoplamento gravitacional é comprovada.

Por fim, do ponto de vista de simulagao quantica, os resultados sugerem a pos-
sibilidade de construir sistemas controlaveis que podem exibir um comportamento
nao-comutativo segundo a analogia com campos magnéticos externos, de modo a
entender melhor a dinamica NC.
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Capitulo 5

Termodinamica para Gases num
Espaco de Fase Nao-Comutativo

Este capitulo tratard do estudo da influéncia da nao-comutatividade na termo-
dinamica de gases. Primeiramente serao analisadas as propriedades termodinamicas
de um gas formado por um ensemble de particulas livres, tanto na configuragao
2D quanto 3D. Logo apos voltaremos a atencao para um gas formado por rotores
quanticos, também nas configuracoes 2D e 3D, e analisaremos suas propriedades
termodinamicas.

5.1 Funcao de particao e variaveis termodinamicas
para um gas de particulas livres

Para o sistema de particula livre nao-comutativo estudado no capitulo 2, convém
lembrar que através da equacgao de auto-valor,

HY W (Q, 1) = B, W,(Q, TI), (5.1)

foi obtida a funcao de Wigner estacionaria do sistema,

W,(Q.1II) = ./\/’<;;_L)nexp [—Q/n] L2 (Q/h), (5.2)

onde
2

(1) + 2> (e5IL(t) Q;(t)), (5.3)

ij=1

B

«

ar) = 5 @) +

além das seguintes auto-energias,

B, = Try(2n + 1). (5.4)
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Ao considerar um gés formado por particulas livres em contato térmico com
um reservatorio a temperatura 7T', estamos tratando de um ensemble canonico de
particulas. Uma vez que, para uma gas 2D de particulas livres, os micro-estados
ocupados pelo sistema obedecem as propriedades NC da mecanica quantica, eles sao
descritos em termos de (5.2), onde (5.4) denotam as auto-energias do sistema em
um dado micro-estado discreto indexado pelo parametro n.

Para se estudar a variaveis termodinamicas de um gas, é mister que a funcao de
particao do sistema seja obtida. Formalmente, a funcao de particao é obtida através
do traco expresso em termos do vetor de estado coerente, W,,, ou seja,

Z(o) = /dQl/ng/dﬂl/dﬂg exp[ T ]W

= Zexp{ }—exp Zexp —2n 0]
n=0 k T n=
1 1
- 2 sinh (o) (5:5)

o qual é consistente com a condigdo de normaliza¢ao em (5.2), sendo introduzido
o parametro o = hy/kg T, responsavel pelo efeito nao-comutativo através de v =
n/2mh.

Iremos quantificar o gas de particulas livres nao-comutativo através das seguintes
quantidades termodinamicas: a energia interna, U(f3), a entropia de Boltzmann,
Sk(B), e a capacidade térmica a volume constante, C,(/3), sendo 5 = 1/kgT. Usando
a relacao de que o = 8 h7y, podemos escrever as quantidades termodinamicas como

U(o) = —hy 5% In[Z(0)], (5.6)
Si(o) = kg {In[Z(0)] + cU(c)/R}, (5.7)
C,=kpo 86—22 In[Z(0)]. (5.8)

Ao substituir a fungao de particao (5.5) nas expressoes acima, obtém-se:
U(c) = hy coth(o), (5.9)

Sk(0) = —kp (In[2sinh (o)] — o coth(o)), (5.10)

C, = kg (my (5.11)

Da defini¢ao 0 = hy/kp T, fica evidente que efeitos nao-comutativos em um gés
de particulas livres 2D poderiam ter uma assinatura mais consideravel no limite em
que 0 — oo. Nesta condigao temos os comportamentos assintoticos das quantidades
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2.0r

U(a)/hy
C\(0)/kp

1.5} Si(o)/kp

Figura 5.1: Energia interna, U(0), capacidade térmica, C,(0), e entropia de Boltzmann,
Sk(0), em fungao de o = hy/kpT, para um gas de particulas livres ndo-comutativo. O
grafico também ilustra o comportamento assintético das varidveis (curvas pontilhadas)
quando ¢ < 1, limite classico.

termodinamicas,
Ulo)/hy ~ 1,
Sk/kp ~ 0,
Cy/kp ~ 0, (5.12)

que sao ilustrados na Figura 5.1 e estao de acordo com a interpretacao do limite em
que T'— 0. A figura também ilustra o comportamento do gas quando consideramos
seu limite cldssico, ou seja, o < 1, representado pelas curvas pontilhadas. Uma vez
que o teorema da equiparticao de energia é valido apenas para a mecanica estatistica
classica, este limite esta de acordo com os resultados para um gas 2D classico de
particulas livres. Outro fato importante é que este limite é valido apenas quando
a temperatura absoluta é relativamente alta, no sentido em que o espacamento de
energia AFE entre os niveis de energia sao pequenos comparados a energia térmica,
kgT, ou seja, AE < kgT, significando no grafico que as curvas assintoticas sao
validas para valores pequenos de o, o que de fato pode ser verificado pela con-
cordancia das curvas sélidas e pontilhadas para pequenos valores de ¢ no grafico.

Apoés considerar as quantidades termodinamicas de um gés 2D de particulas
livres e verificar a influéncia do parametro nao-comutativo, (), sobre tais quan-
tidades, veremos qual a importancia em se considerar uma terceira dimensao ao
sistema, ou seja, fornecendo mais um grau de liberdade.

Um gés 3D de particulas livres nao-comutativo é representado pelo seguinte
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hamiltoniano:

Hip(q,p) = 2m sz (5.13)

Escrevendo a versao 3D da relacao de comutagao para os momentos,
[Di, D] = t€iemi , 1,7 =1,2,3, (5.14)

onde €;;;, € o tensor de Levi-Cevita e n; = (11,12, 73), é possivel escrever uma versao
3D do mapa de Seiberg-Witten para o momento como sendo

A

R 1
bi = H 2h61jk77] Qk ; (515)

onde foi escolhido = 1 por simplicidade.
Ao substituir (5.15) no hamiltoniano (5.14), obtemos

HHQI = 5o | s Q)T

2h
I12 1 1
= %—l-% ‘(QXH)—FW(UXQ)Z
I1? 1
= %—f‘ﬁ -(QXH)+8mh2 [nZQQ_(n'Q)Q}' (516)

Como ja mencionado ao longo da tese, em especial no capitulo 2, ao introduzir
nao-comutatividade sobre o hamiltoniano descrevendo uma particula livre e utilizar
o mapa de Seiberg-Witten para descrevé-lo em termos das varidveis comutativas, o
resultado é um hamiltoniano semelhante ao que descreve o efeito Zeeman. Seguindo
este fato, sera escolhido uma representacao apropriada para os operadores tal que
n = 13z = 1z, de modo que o sistema aqui tenha uma simetria axial tal como no
efeito Zeeman. Ao fazer isso, o hamiltoniano pode ser escrito do seguinte modo,

2 2
n
t+ 5= (2 Q1 = T Qo) Z

=1 =1

Q2+ Hﬂi. (5.17)

8m h2
Para obter a fungao de particao para um gas 3D de particulas livres nao-
comutativo, portanto, deve ser notado que excetuando-se pela componente i = 3

m (5.17), o hamiltoniano é o mesmo usado para descrever um gas 2D de particulas
livres. Deste modo, a funcao de particao sera dada por

7 = 700 (3 fir [ o[-0
- \/g%z(a) mkgT, (5.18)
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onde foi usado que g3 = Q5 e, de (5.15), p3 = IL;.

Da fungao de particao em (5.18), pode ser notado que a tnica contribuigao em
se adicionar uma terceira dimensao é o aumento de mais um grau de liberdade. No
entanto, isto nao afeta a influéncia do efeito nao-comutativo sobre o sistema.

5.2 Gas formado por rotores quanticos

Na secao anterior foi analisado o comportamento termodinamico de gases 2D
e 3D nao-comutativos formados por particulas livres. Nesta secao serao estuda-
das as quantidades termodinamicas de gases formados por rotores quanticos. A
importancia em se tratar rotores é que as particulas livres podem possuir mais
graus de liberdade além do translacional, ou seja, graus de liberdade associados a
rotacoes, por exemplo. Neste sentido, estamos estendendo o estudo da influéncia da
nao-comutatividade para outros graus de liberdade possiveis de particulas livres.

Primeiramente, serd descrito o hamiltoniano para um gas 2D de rotores quanticos
e suas auto-energias serao obtidas. Entao, o formalismo serd estendido para um gés
3D. Ao considerar rotores, devemos aplicar o seguinte vinculo,

2
R =Y Qi =Qi+@Q3, (5.19)

i=1
no hamiltoniano 2D que descreve o sistema, ou seja,

2

HY(Q,TI) =

2 2
77 Ui 2
—(II —1II + . 5.20
2 h 2 Q1 — 111 Q) ;:1 — Q; (5.20)
Ao fazer isso, usando a relacao n = 2mh~y e introduzindo o momento angular L.,
o hamiltoniano acima pode ser reescrito como
2 R2

> m
2mR2+7LZ+ 5 o (5.21)

H%UJZ) -

Note que os efeitos nao-comutativos sao contabilizados através do parametro ~.
Para obter as auto-energias, necessarias para calcular a fungao de particao, podemos
fazer uso da equagao de auto-valor

HY(L,) x W, = EXP®w,, . (5.22)

E possivel obter as auto-energias através do procedimento andlogo via equacao de
auto-valor para os operadores no formalismo padrao da mecanica quantica. As
auto-energias sao dadas por

h*m? mR2~?
2D(R) _ : g
mz 2mR2 + /sz +

(5.23)
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Por conveniéncia, vamos definir um parametro de inércia adimensional do se-
guinte modo:

2mR%*y R’y
A p— g 5-24
0 que permite reescrever (5.23) como
2 A
E2P) — iy {mT +ms + ﬂ . (5.25)

Estendendo o formalismo para um gas 3D, o hamiltoniano pode ser escrito como

2

L 1
HY (L L) = 5 T L+ 5mR2 2, (5.26)

onde, através da seguinte equagao de auto-valor,

HY (L) % p = BP0 (5.27)

my,L my,0)
obtém-se as auto-energias para o sistema, ja em termos do parametro de inércia:

0 +1 A
BT =1y (T+) +ms+ 7| (5.28)

Algumas observagoes relevantes sobre as auto-energias (5.25) e (5.28): nestas
expressoes, a nao-comutatividade é contabilizada via parametro de inércia, definido
em (5.24). Além disso, os efeitos nao-comutativos sdo anulados nas auto-energias
quando tomamos o limite v — 0.

5.2.1 Funcgao de particao e variaveis termodinamicas

Para analisar a influéncia da nao-comutatividade no comportamento de um gés
formado por rotores quanticos, devemos obter a funcao de particao para o sistema,
que possibilitara calcular as seguintes variaveis termodinamicas: energia interna
U(o), capacidade térmica C, (o) e entropia de Boltzmann Si(c). Para isso, devemos
somar sobre todos os estados possiveis, ou seja, m, = (—00,00) e £ = (0,00).
Consequentemente a fungao de particao para o gas 2D pode ser escrita como

o0

E2D
ZPR ()= 3" exp {— k""f] : (5.29)
B

my=—00

que pode ser reescrita como fungao de o:

Z2D(R) (1 . m? A
ve (o) = Z exp |—o T+mZ+Z . (5.30)

m,=—00
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Seguindo o mesmo procedimento, obtemos a funcao de particao para o gas 3D
de rotores quanticos como sendo

73 (5) = i izexp [—a (@ +mz+2)]

=0 m,=—

- 00+1) A
= Z [cosh(lo) + coth(o/2) sinh({o)] exp [ <¥ + Z)} (5.31)
=0
Assim como foi feito no caso do gas de particulas livres, é possivel tomar o limite
em que 7 — 0 e obter expressoes para as fungoes de partigao (5.30) e (5.31) em
acordo com a descricao da mecanica quantica padrao. Ao tomar o limite, obtemos

> 2
2D(R) _ _
Z (o) . :Eoo exp [ o } : (5.32)
€
= 0(0+1)
Z3DE (20+1 { ] . 5.33

A partir das equagdes (5.30), (5.31), (5.32) e (5.33) é possivel obter as quanti-
dades termodinamicas relevantes de um gas de rotores quanticos, comparando os
resultados em termos do parametro nao-comutativo com aqueles para a mecanica
quantica padrao (y — 0). A Figura 5.2 mostra a energia interna, U, a entropia
de Boltzmann, Sj, e a capacidade térmica, C,, para um gas quantico 2D nao-
comutativo (primeira linha), em fungao dos parametros termodinamico e de inércia,
o e A, e também ilustra as quantidades AQ = QWC) — Q(Stand) (segunda linha), com
Q=U, S, C,, comparando os resultados nao-comutativos e os resultados segundo
a mecanica quantica padrao (7 — 0). A Figura 5.3 mostra os mesmos resultados
para um gas quantico 3D nao-comutativo.

As Figuras 5.2 e 5.3 ilustram qualitativamente o comportamento das varidveis
termodinamicas em fun¢ao dos parametros termodinamico, o, e de inércia, A, bem
como o desvio destas variaveis em relacao aos valores para a mecanica quantica
padrao (7 — 0). Como pode ser notado nas figuras, o desvio maximo ocorre para
valores proximos a o ~ 5 para rotores quanticos 2D e em uma regiao entre o ~ 2—4
para rotores quanticos 3D. Também pode ser notado das figuras que o aumento do
parametro de inércia até um certo valor arbitrario causa um aumento no desvio entre
as variaveis termodinamicas para um gas nao-comutativo em relacao as mesmas
variaveis para um gas quantico obedecendo a mecanica quantica padrao. Outra
informacao que podemos obter das figuras é que, ao ser introduzida uma terceira
dimensao, tem-se uma amplificacao dos efeitos NC em relagao a temperatura, ou
seja, os efeitos tornam-se maiores para menores valores de ¢. Uma vez que 0 =
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Figura 5.2: Energia interna, U(c), entropia de Boltzmann, Si(c), e capacidade
térmica, C, (o), para um gas 2D de rotores quanticos (primeira linha), e as variagoes
em relacdo aos resultados esperados para a mecanica quantica padrao (v — 0), em
funcao dos parametros termodinamico e de inércia, o e A. Foi usada uma escala de
tons de azul, com azul escuro correspondendo a zero e azul claro correspondendo a
unidade.
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Figura 5.3: Energia interna, U(c), entropia de Boltzmann, Si(c), e capacidade
térmica, C, (o), para um gas 3D de rotores quanticos (primeira linha), e as variagoes
em relacdo aos resultados esperados para a mecanica quantica padrao (v — 0), em
funcao dos parametros termodinamico e de inércia, o e A. Foi usada uma escala de
tons de azul, com azul escuro correspondendo a zero e azul claro correspondendo a
unidade.
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hvy/kpT, nota-se que experimentalmente um gas formado por rotores quanticos 3D
¢ mais apropriado para se visualizar efeitos nao-comutativos.

As varidveis termodinamicas para gases nao-comutativos também foram analisa-
das quantitativamente em funcao do parametro de inércia, A. As Figuras 5.4 ¢ 5.5
mostram os resultados (curvas pretas) para os seguintes valores de A: 0.01, 0.1 e 1,
para gases nas configuragoes 2D e 3D respectivamente, onde também é feita a com-
paracao com os resultados segundo a mecanica quantica padrao, ou seja, no limite
em que v — 0 (curvas vermelhas). Os resultados mostram mais uma vez que efeitos
nao-comutativos sao mais evidentes para maiores valores de A\ e 0. Em particular
para a energia interna, pode ser notado que a introducao de efeitos nao-comutativos
resulta em um plateau a medida que o valor de o aumenta, indicando a existéncia de
um minimo de energia no sistema, devido exclusivamente ao efeito nao-comutativo.
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Figura 5.4: Energia interna, U(c), entropia de Boltzmann, Si(o), e a capacidade
térmica, C,(0), para um gés de rotores quanticos 2D em fungao de o, e para os
seguintes valores de parametro de inércia: A = 0.01 (curvas pontilhadas), 0.1 (curvas
tracejadas) e 1 (curvas sélidas) para sistemas descritos pela MQNC (curvas pretas)
e pela mecanica quantica padrao (curvas vermelhas).
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Figura 5.5: Energia interna, U(o), entropia de Boltzmann, Si(o), e a capacidade
térmica, C,(0), para um gés de rotores quanticos 3D em fungao de o, e para os
seguintes valores de parametro de inércia: A = 0.01 (curvas pontilhadas), 0.1 (curvas
tracejadas) e 1 (curvas sélidas) para sistemas descritos pela MQNC (curvas pretas)
e pela mecanica quantica padrao (curvas vermelhas).
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5.2.2 Funcao de particao e variaveis termodinamicas para
os primeiros estados

Nesta secao sera feito um tratamento completamente andlogo ao da secao ante-
rior, porém iremos focar nos primeiros estados possiveis do gas formado por rotores
quanticos, ou seja, estaremos agora interessados em m, = (—1,1) e £ = (0,1). A
razao para isso é analisar o efeito nao-comutativo exclusivamente nestes estados,
que sao ocupados mais densamente no regime de baixas temperaturas. Neste caso,
as fungoes de particao para os gases 2D e 3D de rotores quanticos sao dadas por:

L 2
A
ZJQV%(R)(U) = Z exp [—0 (% +m, + Z)] (5.34)

my=—1

para um gas de rotores quanticos 2D, e

73 (5) = i i exp [—a (@ +m, + 2)} (5.35)

para um gas de rotores quanticos 3D.

A partir das equagoes (5.34) e (5.35) é possivel obter as varidveis termodinamicas
para um gas formado por rotores quanticos. Utilizando ainda as equagoes (5.32) e
(5.33), com as devidas restri¢oes para os estados acessiveis, obtém-se as fungoes
de particao para um gas de rotores quanticos segundo a mecanica quantica padrao

(v —0),

L 2
72D(R) _ __m; _
(o) ; E__l exp | —o—F 1, (5.36)
e
1
(+1)
Z3P(H) (20+1)e {— —} 5.37

para rotores quanticos 2D e 3D respectivamente.

As Figuras 5.6 e 5.7 ilustram qualitativamente o comportamento da energia
interna, U, a entropia de Boltzman, Sy, e a capacidade térmica, C,, em funcao
dos parametros termodinamico, o, e de inércia, A, para gases de rotores quanticos
nao-comutativos 2D (Fig. 5.6) e 3D (Fig. 5.7) (primeira linha de cada figura). As
figuras também mostram as quantidades AQ = QWC) _ Q(Stand) (segunda linha),
com Q = U, S, C,, comparando os resultados nao-comutativos e os resultados
segundo a mecanica quantica padrao (v — 0) para os primeiros estados.

Como pode ser notado das Figuras 5.6 e 5.7, o maior desvio entre as varidveis

74



U (o)/hy Sy ks clio) ks

ASL (ks Ack(o)/ks

Figura 5.6: Energia interna, U(c), entropia de Boltzmann, Si(o), e capacidade
térmica, C,(0), para um gés 2D de rotores quanticos para os primeiros estados
(primeira linha), e as variagoes em relagao aos resultados esperados para a mecéanica
quantica padrao (7 — 0), em func¢ao dos parametros termodinamico e de inércia, o
e A. Foi usada uma escala de tons de azul, com azul escuro correspondendo a zero
e azul claro correspondendo a unidade.
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Figura 5.7: Energia interna, U(c), entropia de Boltzmann, Si(o), e capacidade
térmica, C,(0), para um gas 3D de rotores quanticos para os primeiros estados
(primeira linha), e as variagoes em relagao aos resultados esperados para a mecéanica
quantica padrao (7 — 0), em func¢ao dos parametros termodinamico e de inércia, o
e A. Foi usada uma escala de tons de azul, com azul escuro correspondendo a zero
e azul claro correspondendo a unidade.

76



termodinamicas para gases descritos pela MQNC e a mecanica quantica padrao
ocorre aproximadamente em o ~ 4 — 5 para rotores quanticos 2-D e em o ~ 2 — 3
para rotores quanticos 3D. Novamente, o desvio é diretamente proporcional ao
aumento do valor do parametro de inércia, ao passo que a inclusao de uma terceira
dimensao também causa uma amplificacao dos efeitos nao-comutativos em relagao
a temperatura.

Quantitativamente, os efeitos nao-comutativos foram analisados para gases de
rotores quanticos 2D e 3D em termos do parametro de inércia, A\. As Figuras 5.8 e 5.9
apresentam o comportamento das variaveis termodinamicas para diferentes valores
do parametro de inércia para gases de rotores quanticos 2D e 3D para os primeiros
estados. Os resultados também comparam as variaveis termodinamicas calculadas
em fungao de efeitos ndo-comutativos (curvas pretas) com aqueles obtidos para a
mecanica quantica padrao (7 — 0) (curvas vermelhas). Os resultados mostram
novamente que efeitos nao-comutativos sao mais evidentes para maiores valores de
o e A\, em concordancia com o fato de que para pequenos valores de o, os resultados
nao-comutativos tendem aqueles descritos pela mecanica quantica padrao.

5.3 Discussoes

Neste capitulo foi estudado o efeito da nao-comutatividade sobre sistemas des-
crevendo gases em configuracoes 2D e 3D. Apos tratar o caso de um gas formado
por particulas livres NC, analisamos o caso da influéncia de efeitos nao-comutativos
sobre outros graus de liberdade de particulas com uma certa estrutura interna, ao
considerar gases formados por rotores quanticos. Estes resultados também foram
comparados com gases descritos pela mecanica quantica padrao, ao se tomar o li-
mite em que v — 0.

No caso de um géas formado por rotores quanticos, verificou-se que o desvio das
variavies termodinamicas relativo aos esperados pela mecanica quantica padrao é
intensificado ao se aumentar os parametros termodinamico, o, e de inércia, A. Uma
vez que 0 = hvy/kgT, considerar maiores valores de o pode ser entendido como
tomar menores valores de temperatura 1" para o reservatorio térmico ao qual o gas
estd em contato térmico. Além disso, ao se introduzir uma terceira dimensao aos
gases em geral os o desvio é amplificado. Estes dois resultados indicam que efeitos
nao-comutativos poderiam ser mais apropriadamente verificados para gases em uma
configuracao 3D e em um regime de baixas temperaturas.
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Figura 5.8: Energia interna, U(c), entropia de Boltzmann, Si(o), e a capacidade
térmica, C,(0), para um gés de rotores quanticos 2D em fungao de o e para os
seguintes valores de parametro de inércia: A = 0.01 (curvas pontilhadas), 0.1 (curvas
tracejadas) e 1 (curvas sélidas) para sistemas descritos pela MQNC (curvas pretas)
e pela mecanica quantica padrao (curvas vermelhas).
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Figura 5.9: Energia interna,

U(o), entropia de Boltzmann, Si(o), e a capacidade

térmica, C,(0), para um gés de rotores quanticos 3D em fungao de o e para os
seguintes valores de parametro de inércia: A = 0.01 (curvas pontilhadas), 0.1 (curvas
tracejadas) e 1 (curvas sélidas) para sistemas descritos pela MQNC (curvas pretas)

e pela mecanica quantica padrao (curvas vermelhas).
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Capitulo 6

Efeitos Nao-Comutativos em
Maquinas Térmicas Quanticas

Este capitulo visa abordar efeitos nao-comutativos em maquinas térmicas quanticas,
estendendo a aplicagao da nao-comutatividade para a area de estudo denominada
Termodinamica Quantica. Tal area tem recebido grande atengao nos tltimos anos
por permitir relacionar as leis bésicas da termodinamica com os postulados da
mecanica quantica e suas consequéncias. Recentes estudos de como as leis da ter-
modinamica sdo aplicdveis no regime quantico [40, 50|, ou mesmo como sistemas
quanticos podem ser construidos para atuar como maquinas térmicas [41] mostram
a relevancia desta area de pesquisa tanto experimental quanto teoricamente.

Sendo a termodinamica quantica uma area de pesquisa interdisciplinar dentro
da fisica, a possibilidade em se analisar conceitos fundamentais dentro de seu con-
texto é muito grande. Neste sentido, o conceito de irreversibilidade, tao presente em
sistemas macroscopicos, tem sido testado experimentalmente também em sistemas
microscépicos no ambito da termodinamica quantica como, por exemplo, em [51].
Além disso, a termodinamica quantica permitiu o estudo tedrico e pratico de teore-
mas de flutuacao envolvendo processos fora do equilibrio em conexao com a segunda
lei da termodinamica, cujo trabalho pioneiro de Jarzynski [52] foi seguido por diver-
sos outros envolvendo os mais variados sistemas quanticos em que tais teoremas sao
possiveis de serem testados.

Dentre outras diversas aplicacoes desta area, destacam-se as maquinas térmicas
quanticas, no qual focamos nossa aten¢ao ao longo deste capitulo. Maquinas térmicas
quanticas geralmente usam sistemas fisicos especificos como fluidos de trabalho
como, por exemplo, dtomos em cavidade [41], spins em campos magnéticos [42],
fons aprisionados [53] etc, e dois (ou mais) reservatérios para transformar calor em
trabalho. Considerando o fato de que efeitos nao-comutativos sao mapeados no ha-
miltoniano de um sistema como um campo magnético externo efetivo, que pode ser
representado por B(6,n), foi estudado, do ponto de vista da MQNC, uma méquina
térmica construida como uma particula em um campo magnético, onde a variacao do
campo magnético é responsavel pela realizagao dos ciclos termodinamicos que foram
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analisados, a saber, um ciclo iso-magnético e um ciclo iso-energético. A proposta
da configuracao mencionada acima para uma maquina térmica quantica foi original-
mente proposta em [43], onde basicamente quantificou-se a eficiéncia da maquina
térmica para um ciclo iso-energético para diferentes valores de campos magnéticos
iniciais. O capitulo termina com uma discussao sobre efeitos nao-comutativos para
uma méquina térmica operando em um ciclo de Carnot.

6.1 MaAquinas térmicas geradas por campos magnéticos
externos

Antes de ser introduzido os ciclos que foram analisados, vamos descrever o for-
malismo geral de uma maquina térmica operando através da variagao de um campo
magnético externo. Para isso, considere um sistema quantico composto por uma
particula confinada em um potencial cilindrico de frequéncia caracteristica w e so-
bre a influéncia de um campo magnético externo uniforme ao longo do eixo z,

B = Bz, (6.1)
onde foi adotado o gauge simétrico
B
A= E(_q%qho)' (62)

Para este sistema, o hamiltoniano pode ser escrito como

2 2 2
N pi+p mS2 w
H(q, pi) = 12m 2+ 5 (Q% + q%) + 73(612 P1— q1p2), (6.3)

onde m é a massa da particula, wg = ¢B/m é a frequéncia associada ao campo
magnético, e foi definido uma frequéncia efetiva €2 tal que

0 = IB + w?. (6.4)

Uma vez que supomos que o hamiltoniano em (6.3) descreve o sistema para
uma algebra de Weyl-Heisenberg nao-comutativa que estamos estudando ao longo
da tese, ou seja,

[in7 qA]] = ieija [(j’uﬁ]] = Zh61j7 [ﬁlaﬁj] = inija Za] = 17 ey 2 (65)

podemos mapear (6.3) para a mecanica quantica padrdo via mapa de Seiberg-

81



Witten,

N . n A

o= — T, Py = pll 4+

¢ v Qi o p1 = plly + 2/17’1@2,

; Ot 0 TLy, o= plly— -0 (6.6)
= 17 _— = _— .

q2 2 Suh 1, P2 = ullp 2uh 15

escrito novamente para facilitar a leitura do capitulo.
Apoés realizar o mapa e organizar os termos, o hamiltoniano pode ser reescrito
como

A(Qi, 1) = 63(Q3 + Q) + B2 + 1) + (£ +7) (IQ2 — 1LQu),  (6.7)

onde
" vimQ? N 7 VW)
2 Smu2h®  p 4h’
w o om20* pw, 6

o 0

g = 2m+ 8u2h? +I/4h’

v o= imQ2 v (6.8)
2h 2mh’ '

Sobre o hamiltoniano (6.7) deve ser notado que, excetuando-se pelos parametros
a e B, ele ainda possui a mesma estrutura do hamiltoniano para uma particula
em um campo magnético uniforme. Observa-se ainda que v atua como um campo
magnético efetivo, como ja visto ao longo da tese. A diferenca fundamental entre
wp ey é que, ao contrario do primeiro, que é permitido variar para se gerar um ciclo
termodinamico, v é um parametro fixo ao longo de todo o processo. Através da
equagao de auto-valor da mecanica quantica padrao, vé-se que as fungoes de onda
do sistema sao dadas em termos dos polinomios de Laguerre e as auto-energias sao

~ w
E.o=2haf2r+ 0| +1)—h (73 —i—v) ‘. (6.9)
Com a finalidade de garantir que a variagao quase-estatica da intensidade do
campo magnético seja o unico responsavel por induzir transi¢oes quanticas e assim
gerar uma maquina térmica, é necessario impor a seguinte regra de selecao,

71%2 X /‘d¢ ei(fl_&)(ﬁ = 5@1,527 (610)

onde Ti_, é chamada amplitude de probabilidade de transicao, e significa que a
componente do momento angular, L., é conservada ao longo dos quatro processos
referentes a um ciclo especifico, e /1 = /5, ou seja, s6 hé transicao entre estados com o
mesmo momento angular. Além disso, por simplicidade, iremos considerar somente
o estado fundamental (k = 0,¢ = 0) e o primeiro estado excitado (x = 1, ¢ = 0) como
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Figura 6.1: Ilustragao dos ciclos iso-magnético (indices romanos) e iso-energéticos
(indices arabicos) para um sistema efetivo de dois niveis composto pelo estado fun-
damental, (k = 0,¢ = 0), e pelo primeiro estado excitado, (k = 1, = 0). O ciclo iso-
magnético envolve duas trajetérias iso-magnéticas e duas iso-entropicas, enquanto
o ciclo iso-energético envolve duas trajetorias iso-energéticas e duas iso-entropicas.

responsaveis por compor ciclos termodinamicos. Ainda sobre esta regra de transicao,
uma vez que desejamos que a componente do momento angular na direcao Z seja
conservada durante uma transicao de estados, devemos ter

[H,L.] = 0. (6.11)

A Figura 6.1 ilustra os dois ciclos considerados. O primeiro deles é o ciclo iso-
magnético, composto por duas trajetorias iso-magnéticas e duas iso-entrépicas, e
representado por algarismos romanos I, I1, Il e IV. Por ser matematicamente
mais simples, serd o primeiro a ser analisado. O segundo ciclo é chamado iso-
energético, composto por duas trajetorias iso-energéticas e duas iso-entrépicas, e
representado pelos algarismos arabicos 1, 2, 3 e 4. Este ultimo tem sido estudado
sobre outras configuragoes como, por exemplo, em [54]. A orienta¢do dos processos
termodinamicos é o sentido crescente dos niimeros em ambos os ciclos. Além disso,
em ambos os ciclos, consideramos um ensemble estatistico de particulas como nosso
sistema.

Para estudar efeitos nao-comutativos em maquinas térmicas quanticas, é mais
conveniente reescrever as auto-energias (6.9) explicitamente como fungao dos parametros
nao-comutativos ¢ e n. Substituindo as relagoes (6.8) em (6.9) obtemos

E,M:ahw1/1+f§>(2m+|€|—|—1)—h<w73+7>€, (6.12)
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onde F2 é definido como

1 w?
Fo = <—B +w, + 72> , (6.13)

o2w? \ 4

e 0 é uma funcao dos parametros NC, 6 and 7,

o=1/1— 2L (6.14)

Notando que ao tomarmos o limite de v — 0 e ¢ — 1 os efeitos nao-comutativos
sao anulados e a descri¢ao do sistema segundo a mecanica quantica padrao é obtida,
Fs torna-se wp/2w. Esta quantidade é identificada como Ng = w,/2w na Ref.
[43] e denominada como ndmero de fluro de quanta. Nossa nova definigdo desta
quantidade, portanto, envolve tanto efeitos magnéticos quanto nao-comutativos.

6.2 Maquina térmica operando sobre o ciclo iso-
magnético

Sera considerado nesta secao uma maquina térmica operando sobre o ciclo iso-
magnético. O ciclo se inicia no ponto I do estado fundamental do sistema. Ao
longo da trajetéria I — I1, o trabalho realizado pela maquina é zero, pois o campo
magnético ¢ mantido constante. Deste modo, o calor trocado entre o sistema e o
reservatorio é devido a variacao de energia de

E070(B[):O_ha.)\/1+‘/—';%[, (615)

para
E170<B]) :3O'h(.U\/1+f(%I, (616)
onde )
1 w
2 B 2
Fo, = 0202 (TI +yws T ) : (6.17)

Consequentemente, o calor neste processo é dado por

Q[ﬁ][ =AF = EI,O(BI) — EO,O(BI) =20hw \/ 14 f‘%l > 0. (618)

O préximo processo é realizado ao longo da trajetéria I — [11, sendo caracte-
rizado por ser um processo iso-entropico onde nao ha troca de calor entre sistema
e reservatorio. No entanto, uma vez que ha uma mudanca no campo magnético e
por consequéncia na frequéncia associada ao campo, o sistema sofre uma alteracao
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no que é chamado radio efetivo de Landau, definido por
l,=+/h/(mw,). (6.19)

Durante este processo o sistema sofre a mudanga ¢, — ¢p,,,, 0 que permite
escrever um coeficiente de expansao, «, como

OKZEBU[/gBU (620)
tal que a relagao entre as frequéncias inicial e final neste processo seja dada por
wg,,,; = wg, /o’ (6.21)

O terceiro processo, III — IV, ocorre novamente através de uma trajetéria
iso-magnética, onde acontece a transicao de

El,g(B]]]) :30'71(4}\/14—};%1117 (622)

para
E()J)(B[[]) =chw A/ 1 + ]:‘%HI’ (623)
com 9
1 w w
2 B YWwB 2
‘F<1>HI - o202 (40;1 + a2 ! + 7 ) . (6.24)

O calor trocado entre o sistema e o reservatério durante este processo é dado por

QI[I—)IV =AF = Emo(B[[[) — El,D(B[[[> = —-20hw z/ 1 + ‘FC%IH < 0. (625)

Para completar o ciclo, uma trajetoria iso-entropica é necessaria de IV para I.

A fim de analisar o efeito nao-comutativo sobre maquinas térmicas operando
sobre o ciclo iso-magnético descrito acima, calculamos a influéncia NC sobre o ren-
dimento termodinamico do ciclo, dado por

N —1— QII]—>IV

QI—)II (626)

A Figura 6.2 mostra os resultados para A em funcao do coeficiente de expansao,
a, e em termos de um parametro auxiliar representando o campo magnético inicial,
Néol) = wp,/2w. Os efeitos nao-comutativos sao quantificados por meio da escolha
de alguns valores para 0n e 7, com v = 0.1 (figura a esquerda) e v = 0.5 (figura a
direita).
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Figura 6.2: Rendimento, A, de um ciclo iso-magnético para Néol) = 4 (curvas pretas),

Néol) = 10 (curvas azuis) e Ng? = 100 (curvas vermelhas) em func@o do coeficiente de
expansao, «, para (0n = 0, = 0) (curvas sélidas), On = 0.1 (curvas tracejadas), n = 0.5
(curvas pontilhadas) e para v = 0.1 (figura a esquerda) e v = 0.5 (figura a direita). Foi
considerado h =1 e w = 1.

6.3 Maquinas térmicas operando sobre um ciclo
iso-energético

O proximo ciclo em que estudamos efeitos nao-comutativos sobre uma maquina
térmica como descrita anteriormente foi o ciclo iso-energético, composto por duas
trajetorias iso-energéticas e duas iso-entropicas, sendo representado na Figura 6.1
pelos pontos 1, 2, 3 e 4. Antes de descrevermos o ciclo como fizemos na secao
anterior, é conveniente detalhar a obtencao das expressoes para o trabalho e calor
ao longo de cada trajetéria aqui considerada.

Uma vez que a intensidade do campo magnético é a Uinica maneira de se alterar
o sistema, a variagao total de energia pode ser escrita como [43, 55]

dE = Y peo(B)dE, «(B)+ > dp.o(B)E, (B), (6.27)
K, L K, L

onde py ¢(B) corresponde a probabilidade do sistema estar no estado quantico ¢, ¢(B).
O primeiro termo do lado direito da Eq. (6.27) representa um processo iso-entrépico,
enquanto o segundo termo representa um processo iso-energético. Deve ser enfati-
zado que a relacao acima para a variacao total de energia é vélida para processos
quase-estaticos.

Para a trajetéria iso-entrépica o coeficiente de probabilidade, p, ¢(B), é constante
e o trabalho infinitesimal ao longo deste processo pode ser calculado utilizando-se a

86



magnetizacao M, ou seja,
dW = —MdB. (6.28)

A magnetizacao considerada para variar o campo magnético de um valor inicial
B = B, até um valor final B = B, é dada por

M = —(0E/3B). (6.29)

Utilizando as informagoes acima é possivel obter a seguinte expressao para o
trabalho ao longo de um processo iso-entropico para um ciclo iso-energético,

Wa—)b = an,é(Ba) [En,ﬁ(Bb) - En,£<Ba)]a (630)
K, £

cuja obtencao de forma detalhada pode ser vista no apéndice C.

Por outro lado, uma trajetéria iso-energética é caracterizada pela energia cons-
tante, £, o. Além disso, a primeira lei da termodinamica diz que em um processo
iso-energético tem-se

o que implica Q,_, = —W,_p.
Esta tultima relagao permite que o calor trocado entre o sistema e o reservatorio
em um processo iso-energético seja obtido e dado por

By dp,. (B
Qasp = — Z/ Eﬁ,g%d& (6.32)
K, b a

onde a obtengao detalhada de (6.32) também pode ser encontrada no apéndice C.
Na expressao acima, B varia de B, para By, e p, ¢(B) satisfaz a seguinte condicao
de normalizacao:

Trp = pe(B) =1, (6.33)
K, L

com p sendo o operador matriz densidade e lembrando que na auto-base de energia
o operador matriz densidade no equilibrio térmico é diagonal.

Para completar, ao longo de um processo iso-energético, a energia satisfaz a
condicao

Zp&e(B)Eﬂ,f(B) = an,f(Ba)En,£<Ba>7 (634)
K, L K, L
que combinada com a condi¢ao de normalizagao (6.33), permite obter

 Byo(Ba) — Evo(B) | Boo(Ba) — Eio(Ba)
" Eoo(B)— Ero(B) | Eoo(B) — Bro(B)

PO,O(B) po,o(Ba)- (6-35)

Através das equagoes (6.32) e (6.35) é possivel obter uma expressao analitica
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para o calor durante um processo iso-energético, dado por

Eo 0(By) — E1,0(Byp)

Qa—b = {E1,0(Ba) +[Eo,0(Ba) — E1,0(Ba)]po,0(Ba)} x In , (6.36)
o que completa o apéndice C.

Estamos agora em condicoes de iniciar a descricao de uma maquina térmica
operando sobre um ciclo iso-energético. A partir da ilustragao na Figura 6.1, o ciclo
se inicia com uma expansao iso-energética de ¢p, para (p,, onde se assume que o
sistema inicialmente estd em um determinado estado tal que

poo(B1) =1, (6.37)

e podemos escrever {p, = a1lp,, onde oy é um coeficiente de expansao para este
processo.

Para este processo iso-energético, a Figura 6.1 deixa claro que o sistema sofre
uma mudanca de energia de

E(),[)(Bl) :O'hCU\/l—FFq%I, (638)

para
ELO(BQ) = 30’75)(,0\/ 1 —f—]:(%2, (639)
onde
2 1 w]231 2
Fo, = =\ 1 +vywp, +7° ), (6.40)
1 w2 YWwp
Tay, = = L+4%). 6.41
2 o2w? (40/{‘+ a? 7 ( )

Uma vez que o processo é iso-energético, podemos usar a condi¢ao Ey o(By) =
E, o(By) para encontrar uma expressao para o coeficiente de expansao, ay. Ao fazer
isso, € obtido

1/2
32N

(6.42)

a1

\/w2Né01)2 (72 + QW’YN(%? + LL)Q(Nq()Ol)Q —802)) — 3w7Né)01)

O préximo processo é uma trajetéria iso-entrépica 2 — 3, onde nao hé troca de
calor entre sistema e reservatério. Este processo inicia-se com a condicao

pro(B2) = 1, (6.43)

e realiza uma expansao iso-entrépica tal que podemos escrever

€B3 = CYEBQ = X 631, (644)
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onde a é um coeficiente de expansao.
O terceiro processo sobre o sistema é uma compressao iso-energética no qual

ng — fB4 < £B3, (645)

e podemos escrever uma relacao de igualdade a partir de um coeficiente de com-
pressao iso-energética, as,

534 :(13633 :OélOé30é€Bl. (646)

Analogamente ao caso da expansao iso-energética, na compressao iso-energética
tem-se a igualdade

Ei0(B3) = Eoyo(By)

Wi+ Fg, = 14+ F3,, (6.47)

6.48)
onde
FZ —_ 1 wﬁl + ’wal _|_ ,}/2 (6 49)
3 o2w? \4(a; )t (g a)? ’ '
1 w% Ywp
F o : 1 2). 6.50
P4 o2w? (4(@1 aag)? + (o v az)? T ( )

Ao resolver a equagao (6.48), obtém-se a seguinte expressao para asg:

0 2
wQNél)

a3 =

\/szé(i)z(lSwd(aal)nyNg) + 9w2Né01)2 + (a1)2(992 + 802w?)) — w(aal)QyNéOl)

(6.51)

Deve ser notado que as equagoes (6.42) e (6.51), para a; e ag respectivamente,

sao funcgoes tanto do campo magnético inicial, representado por Nég), como dos

parametros nao-comutativos, o e . Para uma maquina térmica no qual um campo

magnético externo é o unico agente atuando sobre o sistema, como descrito, e ope-
rando sobre um ciclo iso-energético, o rendimento sera dado por

Q3—>4
N=1-
Q1—>2

As expressoes para os calores trocados entre sistema e reservatérios sao obtidas
de (6.36) para cada processo iso-energético e sao dados por

. (6.52)

Ey 0(B2) — E1,0(Bs)
Eo,0(B1) — E1,0(B1)

Q12 = {E1,0(B1)+ [Eo,0(B1) — E1,0(B1)]po,0(B1) } x In [ , (6.53)
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Figura 6.3: Rendimento, A/, de um ciclo iso-energético para Néol) = 4 (curvas pretas),

Ng? = 10 (curvas azuis) e Né,(? = 100 (curvas vermelhas) em func@o do coeficiente de
expansao, «, para (0n = 0, = 0) (curvas sélidas), On = 0.1 (curvas tracejadas), n = 0.5
(curvas pontilhadas) e para v = 0.1 (figura a esquerda) e v = 0.5 (figura a direita). Foi
considerado h =1 e w = 1.

para a expansao iso-energética, e

Ey,0(Bs) — E1,0(Ba)
Eo,0(B3) — E1 O(Bs)] » (6:54)

)

Q3—4 = {E1,0(B3) + [Eo,0(B3) — E1,0(B3)]po,0(B3)} x 1In [

para a compressao iso-energética.

Ao substituir (6.53) e (6.54) em (6.52) e utilizando o mesmo procedimento ma-
tematico feito na referéncia [43], é possivel obter uma expressao analitica para o
rendimento, dada por

O(aaias)
@(aal) In |: @(aclzli ]

(0)
N —1— .
N( ®, 10,7, ) 3 o) 1n[9(1)} , (6.55)
O(a1)
onde foi definido
O(r) = 41+ L (“B v9n ) (6.56)
o2w? \ 424 2

A Figura 6.3 ilustra quantitativamente o rendimento de uma méquina térmica
operando sobre um ciclo iso-energético em fungao da intensidade do campo magnético
inicial, com os efeitos nao-comutativos sendo quantificados através de o e v, com
v = 0.1 (figura a esquerda)e v = 0.5(figura a direita).
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As Figuras 6.2 e 6.3 mostram a influéncia de efeitos nao-comutativos no rendi-
mento termodinamico para os ciclos iso-magnético e iso-energético respectivamente.
De forma geral, os efeitos nao-comutativos tendem a aumentar o rendimento dos
ciclos, embora nota-se que ao variar o valor de v de 0.1 para 0.5 ha uma supressao
dos efeitos NC. A explicacao para isso deve ser acompanhada do fato de que ao au-
mentarmos o campo magnético, a razao y/wp torna-se cada vez menor e a influéncia
do campo magnético predomina sobre os efeitos NC. Isto fica claro ao notarmos que
para Néol) = 100 o sistema atinge um maior rendimento para 6n = 0.

Em particular para o ciclo iso-energético, o limite assintético do rendimento
(6.52) para grandes valores de campo magnético é dado por

N(Né)ol)a g,7, O[) —1- 1/0'/27 (657)

o qual coincide com o resultado da Ref. [43]. Isto indica que efeitos nao-comutativos
nao afetam o rendimento maximo de uma maquina térmica operando sobre um ciclo
iso-energético, como ilustra também as Figuras 6.2 e 6.3.

6.4 Eficiéncia termodinadmica para o caso de uma
orientacao oposta do campo magnético

Com a finalidade de melhor analisar os efeitos nao-comutativos sobre a maquina
térmica, consideramos aqui os ciclos iso-magnéticos e iso-energéticos para o caso de
uma orientacao oposta do campo magnético, tal que wp — —wp. Este caso é util
para evidenciar o fato de que efeitos NC podem, dependendo da escolha inicial da
orientacao do campo magnético, diminuir o rendimento dos ciclos. Os resultados,
apods a reorientagao de B nas equacoes adequadas, podem ser vistos na Fig. 6.4.

Além disso, pode ser levantada a questao sobre qual valor de wp é necessario para
anular os efeitos nao-comutativos, representados pelo parametro . Para responder
a isso, consideremos wp — —wp na equacao (6.12), o que resulta em:

Eﬁ,g:am,/ufg(zmmﬂ)—h(—%ﬂ)e, (6.58)

onde F2 é agora dado por

2 1 wy 2
Fy = e\ et (6.59)
Deste modo, ao impor que F2 = 0, é obtida a condigao de que wp = 27,

sendo este o valor da frequéncia associada ao campo magnético tal que efeitos nao-
comutativos sejam cancelados.
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Figura 6.4: Rendimento, N, dos ciclos iso-magnético (primeira linha) e iso-
energético (segunda linha) para Né,ol) = 4 (curvas pretas), Né,ol) = 10 (curvas azuis)
e Néol) = 100 (curvas vermelhas) em funcdo do coeficiente de expansdo, «, para
(On = 0,7 = 0) (curvas sélidas), On = 0.1 (curvas tracejadas), On = 0.5 (curvas
pontilhadas) e para v = 0.1 (figura a esquerda) e v = 0.5 (figura a direita) e con-
siderando uma orientacao oposta para o campo magnético, tal que B — —B. Foi
considerado h =1 e w = 1.
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Figura 6.5: Tlustragao de um ciclo de Carnot. As trajetérias isotérmicas, 1 — 2 e 3 — 4,
representam o contato térmico do sistema com os reservatérios térmicos com temperaturas
Tu(Tq) > Tc(Tr) respectivamente. A imagem foi retirada da referéncia [43].

6.5 Ciclo de Carnot e efeitos NC

Nesta secao estudaremos a influéncia de efeitos nao-comutativos sobre uma versao
quantica do ciclo de Carnot. Este é um ciclo termodinamico tedrico que impoe um
limite superior sobre a eficiéncia de qualquer ciclo termodinamico classico durante
um processo objetivando converter energia térmica em trabalho. A questao levan-
tada é: efeitos nao-comutativos mapeados efetivamente como um campo magnético
externo podem afetar o rendimento de um ciclo de Carnot? A Figura 6.5 apresenta
uma ilustracao do ciclo de Carnot, onde as trajetorias isotérmicas representam o
contato térmico entre o sistema fisico e os reservatérios térmicos. O sistema consi-
derado é um ensemble estatistico de particulas que utilizamos para construir uma
maquina térmica no inicio do capitulo.

Durante o primeiro estagio do ciclo, o sistema é colocado em contato com um
reservatério térmico a temperatura Tp. Uma vez que condigoes isotérmicas sejam
satisfeitas durante o processo, ou seja, que o sistema esteja isolado da vizinhanca
(menos do reservatério) e que o processo ocorra lento o suficiente para permitir que
o sistema se ajuste continuamente a temperatura do reservatorio, o sistema sofrera
uma expansao que sera caracterizada por

EBI — 632. (660)

Considerando ainda que o equilibrio térmico entre sistema e reservatorio é man-
tido ao longo de todo o processo, a probabilidade de encontrar o sistema em um
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auto-estado |9y (B)) sera dada por [56]:

1

Pre(B, Bo) = 7(B. 0)

conhecida como distribuigdo de Boltzmann, onde Z (B, 3) é a fungao de particao e
ﬁ = (k}BT)fl.

A obtencao da funcao de particao para este sistema esta detalhada no apéndice
D e é dada por

e Pabue(B), (6.61)

1 1

(Bh;’*) QSinh(ﬁh%)7

we = owy[1+F2 £ (2 +7). (6.63)

Para a verificagao sobre a influéncia nao-comutativa sobre o ciclo de Carnot,
analisamos a eficiéncia termodinamica do ciclo, que é dada por

Z(B,B) =Y e PBuilB) — 6.62
(B.6) ; 2 sinh ( )

onde

C -1 Q3~)4
N Ql*)?

onde (Y34 € Q12 estao representados na Figura 6.5.

Utilizando a definigdo da funcao de partigdo em (6.62) obtém-se expressoes
analiticas para o calor absorvido pelo sistema, (Q1_,2, € 0 calor cedido pelo sistema,
(34, OU seja,

B>
Qi = / ZE,M(B)MCZB

: (6.64)

B 5 dB

= E(By,Bq) — E(B1,8g) + 8 'In [iggj—:gﬂ : (6.65)
e

= E(By,fr) — E(Bs,Br) + 57 'In [%] . (6.66)

Nas expressoes (6.65) e (6.66) a energia em cada ponto do ciclo é obtida através
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da funcao de particao, tal que

0Z(B
B(B.j) = —%
= _5h2w+ coth <5h;+> + Bh;_ coth (Bh%) . (6.67)

As caracteristicas do ciclo de Carnot ainda nos permite encontrar uma relagao
entre as energias dos diferentes estdagios através da entropia de von Neumann, defi-
nida como [56]

S = —kgTr[p] In[p]. (6.68)

Assumindo equilibrio térmico entre sistema e reservatorio nos quatro estagios, o
operador matriz densidade é diagonal e (6.68) pode ser escrito como

S(B) = —kp me,e In[py.e]. (6.69)

Ao substituir a distribui¢do de Boltzmann (6.61) em (6.69) obtemos a seguinte
relacgao:
S(B,B) = kp(BE(B, 8) + In[Z(B, B)]), (6.70)

o que fornece o valor de entropia para os estagios do ciclo de Carnot e também
permite obter a variacao de entropia entre os processos 2 — 3 e 4 — 1, ou seja,

Aoy = S(Bs, Br) — S(Bs, Bg), (6.71)

Ays1 = S(By, Bg) — S(Bu, Be). (6.72)

Agora, usando o fato de que ao completar o ciclo de Carnot a soma das entropias
nos quatro processos € zero, temos que

A2%3 = _A4~>17 (673)

e, substituindo (6.70) na relagdo acima, o resultado é a condicao:

Br(E(Bs, Br) — E(By, fr)] + In [%]
= —BolE(B1, Bq) — E(Bz, fq)] +In E%—’gg} . (6.74)

A relagao (6.74) permite escrever, por exemplo, a expressao analitica para (1,
equacao (6.65), em termos das energias e fungdes de partigdo para Bs, By e fo. Ao
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fazer isso, a eficiéncia do ciclo de Carnot pode ser escrita como:

C23—)4 1 _ ﬁ_@ =1 E (6.75)

Q152 Br T

Este resultado mostra que efeitos nao-comutativos nao alteram a eficiéncia ter-
modinamica do ciclo de Carnot. Este fato ja era esperado uma vez que, como ja
mencionado, efeitos nao-comutativos sao mapeados como um campo magnético ex-
terno efetivo no hamiltoniano, e a Ref. [43] mostra que o mesmo ciclo de Carnot nao
tem sua eficiéncia alterada por um campo magnético externo atuando como gera-
dor do ciclo. No entanto, é importante mostrar que tanto para o ciclo iso-energético
quanto para o ciclo de Carnot, correcoes nao-comutativas obedecem o limite maximo
da eficiéncia nestes ciclos.

NC=1-

6.6 Discussoes

Neste capitulo foi estudado uma extensao da proposta de se gerar uma maquina
térmica controlada por um campo magnético externo, onde quantificamos possiveis
assinaturas NC através do cédlculo do rendimento termodinamico para dois ciclos
particulares, um iso-magnético e um iso-energético. Além disso, uma breve discussao
sobre a influéncia dos parametros nao-comutativos sobre o rendimento do ciclo de
Carnot foi realizada.

Os resultados mostram que para os ciclos iso-magnético e iso-energético, ao con-
siderar uma algebra de Heisenberg-Weyl deformada e realizar o mapa de Seiberg-
Witten, efeitos NC podem aumentar o rendimento termodinamico dos ciclos estuda-
dos. Entretanto, para grandes valores de intensidade do campo magnético externo
aplicado sobre o sistema os efeitos NC deixam de ser relevantes e o rendimento
passa a se comportar assintoticamente como em outros trabalhos sobre o ciclo iso-
energético, ou seja, ./\/'(Néol), o,7,a) = 1 —1/a% Por outro lado, ao ser tomado o
limite B; — 0, ou seja, ao desligarmos o campo magnético externo afim de visuali-
zar no rendimento alguma assinatura exclusivamente devido aos efeitos NC, nota-se
a ausencia de qualquer efeito residual devido a nao-comutatividade. Isso pode ser
explicado pelo fato de que, embora v atue como um campo magnético efetivo no
hamiltoniano do sistema, ele é de fato um parametro fixo durante todo o ciclo.
Além disso, da equagao (6.56) é possivel ver que v* nao depende do coeficiente de
expansao, «.

Em relacao as assinaturas NC sobre o ciclo de Carnot, é 1til lembrar que ao
mapear a algebra de Heisenberg-Weyl deformada para a algebra padrao da mecanica
quantica, efeitos NC podem ser escritos no hamiltoniano como um campo magnético
efetivo B = B(S,n). Isto permitiu adotar o mesmo procedimento utilizado em [43]
para mostrar que o rendimento de uma maquina térmica operando sobre o ciclo de
Carnot através de dois reservatérios térmicos com temperaturas Ty e T se mantém
independente dos parametros nao-comutativos, ou seja, N¢ = 1 — T /Tg. Partindo
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do ponto de que relagoes gerais de nao-comutatividade sao esperadas em escalas de
altas energias, onde as teorias da relatividade geral e da mecanica quantica devem
ser consideradas, este resultado indica que a segunda lei da termodinamica continua
valida mesmo nesta escala de energia, reforcando assim a robustez da termodinamica
no que tange processos termodinamicos entre sistema e reservatorio térmico.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas futuras

Conclusoes

O presente trabalho teve como objetivo principal contribuir para um melhor en-
tendimento de uma proposta de generalizacao da mecanica quantica padrao, deno-
minada mecanica quantica nao-comutativa (MQNC). Como indicado na introdugao,
existem razoes tedricas que suportam a ideia de que em determinada escala de ener-
gia, denominada escala de Planck, o espacgo-tempo passa a se comportar de modo
diferente daquele suposto pela mecanica quantica padrao, assumindo um carater
quantizado ao invés de continuo. Esta consequéncia leva naturalmente ao desen-
volvimento de uma teoria quantica mais geral no que diz respeito as relacoes de
comutagao, possuindo assim uma algebra de Heisenberg-Weyl deformada. Através
de uma estrutura matematica denominada mapa de Seiberg-Witten, ou seja, um
conjunto de transformacoes lineares desenvolvido no ambito de teoria quantica de
campos, é possivel mapear toda a estrutura algébrica da mecanica quantica nao-
comutativa para o espaco de Hilbert da mecanica quantica padrao. Isto permite que
os efeitos oriundos de novas relagoes nao-comutativas possam ser analisados como
termos de potenciais no novo hamiltoniano mapeado. Utilizando esta consequéncia,
nosso trabalho focou em analisar alguns casos particulares de aplicacao da mecanica
quantica nao-comutativa.

No capitulo 1 estudamos o hamiltoniano descrevendo uma particula livre no
contexto da MQNC. Através do mapa de Seiberg-Witten, analisamos o sistema e
verificamos que a nao-comutatividade atua efetivamente como um campo magnético
externo perpendicular ao movimento da particula. Utilizando o formalismo da
mecanica quantica no espaco de fase, obtivemos as auto-energias e os auto-estados
do sistema, agora descritos em termos da funcao de Wigner. Através da construgao
de um estado inicial formado por uma funcao de Wigner gaussiana no espaco de mo-
mento, quantificamos a informagao mutua entre os sub-espacos do sistema em funcao
do tempo, uma vez que imputamos na funcao de Wigner a dinamica do sistema por
meio das equagoes de movimento. Em resumo, mostrou-se que, embora o sistema
de particula livre seja simples do ponto de vista da mecanica quantica padrao, o
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mesmo nao o é em geral quando tratamos o problema no escopo da MQNC.

Ja no capitulo 3, apresentamos alguns resultados ja obtidos na literatura para
o caso do oscilador harmonico no espago de fase nao-comutativo, onde obtivemos
alguns resultados analogos daqueles do capitulo 1, como a evolucao temporal de
uma funcao de Wigner construida inicialmente como dois osciladores desacoplados
mas que, apos a insercao da dinamica do sistema, pode ser verificado o fenomeno de
batimento e decoeréncia de informagao entre os sub-espacos.

O capitulo 4 tratou da influéncia de campos externos sobre alguns sistemas fisicos
especificos, a saber, o oscilador harmonico, o sistema de particula livre e o poten-
cial gravitacional quantico. Utilizando o conceito de fidelidade quantica através do
formalismo da mecanica quantica no espaco de fase, construimos um estado inicial
gaussiano estacionéario onde, por meio da dinamica para cada sistema em particu-
lar, foi possivel quantificar quao longe o estado final do sistema poderia estar do
estado inicial. A motivacao para esta analise foi que para os sistemas estudados,
o mapa de Seiberg-Witten permite escrever efeitos nao-comutativos como campo-
magnéticos externos efetivos. Diante disso, ao quantificar a influéncia de campos
externos, podemos interpretar estes efeitos como de origem nao-comutativa e quan-
tificar sua contribuicao utilizando a fidelidade. Além disso, este capitulo é util como
uma outra maneira de medir corre¢coes nao-comutativas, uma vez que tais sistemas
ja foram estudados por outros métodos na literatura.

No capitulo 5 foi estudada a influéncia de efeitos nao-comutativos sobre alguns
tipos de gases. Aqui, obtivemos algumas varidveis termodinamicas relevantes ao
nosso estudo para um gas formado por um conjunto de particulas livres, e gases
formados por rotores quanticos. Os resultados obtidos no contexto da MQNC foram
comparados com aqueles previstos pela mecanica quantica padrao. De fato, estes
ultimos sao recuperados quando se toma o limite em que v — 0, com o = hy/kgT,
sendo v o parametro responsavel pelas corre¢oes nao-comutativas. Além disso, ainda
foi possivel estimar os intervalos dos valores do parametro termodinamico, o, e do
parametro de inércia, A, de modo a obtermos uma maior diferenca entre os resultados
da mecanica quantica padrao e aqueles da MQNC. No que diz respeito a verificagao
experimental destes efeitos, ficou evidente que um gas na configuracao 3D é mais
suceptivel do que o mesmo gas na configuragao 2D, uma vez que a inclusao de uma
dimensao adicional amplifica os efeitos nao-comutativos.

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos uma analise da influéncia de possiveis
efeitos nao-comutativos sobre o rendimento termodinamico de maquinas térmicas
quanticas operando através de dois ciclos, o iso-magnético e o iso-energético. Uma
vez que os ciclos sao realizados por meio da variacao da intensidade de um campo
magnético externo, utilizamos novamente o fato de efeitos NC poderem ser mapea-
dos como campos magnéticos efetivos para quantificar os efeitos. Além disso, uma
breve discussao sobre efeitos NC sobre maquinas térmicas operando através do ciclo
de Carnot foi feita. Nossos resultados mostram que para o ciclo iso-energético, a
medida em que aumentamos o campo magnético externo, a eficiéncia termodinamica

assume o limite assintético tal que N/ (Né)o1 ,0,7,a) = 1—1/a?, ou seja, independente
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de parametros nao-comutativos. Além disso, através de manipulagoes algébricas,
pode ser verificado que a eficiéencia do ciclo de Carnot nao é afetada por correcoes
nao-comutativas. Este ultimo fato é 1til para indicar a robustez da segunda lei
da termodinamica, que restringe a quantidade de calor que pode ser transformada
em trabalho durante um ciclo termodinamico. Ao que se sabe até o presente mo-
mento, relacionar mecanica quantica nao-comutativa com termodinamica quantica
¢ algo novo e nosso trabalho pode ser 1til a outros pesquisadores no que diz respeito
a analisarem efeitos nao-comutativos a outros sistemas termodinamicos operando
através de outros ciclos.

Esta tese mostrou que ao se considerar relacoes gerais de nao-comutatividade em
sistemas bem conhecidos na mecanica quantica padrao, novos fenomenos podem sur-
gir e alterar as estruturas matematica e fisica do sistema. O mapa de Seiberg-Witten
¢é o responsavel pela conexao entre o espaco de Hilbert da mecanica quantica padrao
e o espago vetorial da MQNC. Foi visto que para um sistema com seus sub-espagos
inicialmente desacoplados, o mapa de Seiberg-Witten gera uma interagao entre es-
tes sub-espacos, tendo como consequéncias o fenomeno de batimento quantico e
decoeréncia nos sub-espacos do sistema fisico considerado, embora a informagao nao
seja perdida do como um todo.

Sobre a verificacao experimental de possiveis corre¢oes nao-comutativas em sis-
temas fisicos, nossos resultados indicam que tais efeitos seriam mais suceptiveis de
serem verificados em um géas de rotores quanticos na configuracao 3D. Além disso,
uma vez que podemos mapear efeitos nao-comutativos como campos magnéticos
externos, a possibilidade de realizar simulagao quantica de sistemas fisicos exibindo
efeitos NC torna-se uma boa maneira de compreender melhor as consequéncias de
se impor relagoes gerais de nao-comutatividade.

Finalmente, o estudo sobre mecanica quantica nao-comutativa e suas implicacoes
é importante para compreendermos possiveis formas de generalizar o escopo da teoria
quantica. Além disso, esta tese preocupou-se em apresentar os conceitos basicos para
se iniciar os estudos no formalismo da mecanica quantica no espaco de fase, tendo a
funcao de Wigner um papel chave na descrigao do estado de um sistema quantico.
Para interessados em desenvolver estudos em teoria quantica através do formalismo
apresentado, o contetido do primeiro capitulo é um bom comeco, com as referéncias
do capitulo indicando como proceder para outras aplicagoes.

Perspectivas futuras

Maquinas térmicas quanticas e correcoes NC

O presente trabalho tratou de efeitos nao-comutativos em alguns casos especificos
de gases. Além disso, estudamos corre¢oes NC na eficiéncia termodinamica de
maquinas térmicas quanticas operando através dos ciclos iso-magnéticos e iso-energéticos.
Pretendemos ampliar o estudo neste cenario, considerando novas possibilidades de
ciclos termodinamicos. Uma vez que obtivemos no capitulo 6 a funcao de particao
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para os sistemas estudados, foi possivel calcular a energia interna, U, a capaci-
dade térmica a volume constante, C, e a entropia de Boltzmann, S;. Usando estas
quantidades também é possivel obter a pressao para um dado gas. Através destes re-
sultados, estamos interessados em ampliar o estudo de efeitos nao-comutativos sobre
maquinas térmicas quanticas, utilizando como fluido de trabalho sistemas formados
por gases de particulas livres, osciladores harmonicos, rotores quanticos, tanto na
configuracao 2D quanto 3D. As corregoes nao-comutativas podem ser quantificadas
através da eficiéncia termodinamica destes gases para ciclos especificos.

Hamiltonianos dependentes do tempo

Outro aspecto da mecanica quantica que devemos explorar é quando temos ha-
miltonianos dependentes do tempo. O ponto é supor que as novas constantes da
natureza, ¢;; e n;;, sao agora dependentes do tempo e obedecem as seguintes relagoes
de comutagao,

onde a dependéncia temporal fica explicita no hamiltoniano quando realizamos o
mapa de Seiberg-Witten.

Em [57] foi utilizado o método dos invariantes de Lewis e Riesenfeld para obter
as fungoes de onda para o caso de um oscilador harmonico 2D nao-comutativo
obedecendo as relagdes (7.1). O trabalho tratou da andlise das variancias dos valores
esperados para a posicao e momento para alguns casos particulares na dependéncia
temporal. Pretendemos estender o tratamento, considerando, por exemplo, a analise
de informagcao mutua entre os sub-sistemas quando ha dependéncia temporal do tipo
(7.1). Além disso, estamos interessados em utilizar outras técnicas para o tratamento
de hamiltonianos dependentes do tempo como, por exemplo, a recém desenvolvida
transformagao de Arnold quantica [58].
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Apeéendice A

Outras propriedades do produto
de Moyal

Este apéndice apresenta algumas outras propriedades do produto de Moyal que
podem ser interessantes para futuros interessados no formalismo da mecanica quantica
no espaco de fase. As propriedades e uma historia mais detalhada do formalismo
podem ser visualizadas em [59]. Considere duas varidveis comutativas ¢ e p repre-
sentando a posicao e momento de um determinado sistema fisico, com a, b, A, B, «
e [ numeros reais. As seguintes propriedades sao vélidas:

1) Nao-comutatividade

a4 Htp 4 oATTBp _ o(atA)gt (b BlpgaB-bA)ih/2 (A1)
enquanto
eAq+Bp * eaq—l—bp — e(a+A)q+(b+B)PeAb—Ba)m/2’ <A2)
mostrando que
QTP 4 @AGTBY £ qAatBp y qagtbp, (A.3)
2) Associatividade
(eaq—i-bp * eAq—i—Bp) * eaq—l-ﬁp — e“‘l‘”’l’ * (eAq—i-Bp * eaq—l—ﬁp). <A4)

3) Trago de duas fungoes
[ [ dadvsa.pstan = [ [ dudvsavistan = [ [dadvstansan = [ [dadvgta.nnsian
(A.5)
4) Fungoes gaussianas

exp [0 4 ) woxw |~ L2 40)| = e |- (@ ) (4
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Apeéendice B

Resolucao da equacao de
autor-valor para a particula livre

Neste apéndice é resolvida detalhadamente a equagao de auto-valor para a particula
livre, onde obtemos a funcao de Wigner e as respectivas auto-energias do sistema.

Escrevendo o hamiltoniano (2.3) em termos dos seguintes operadores levanta-
mento e abaixamento:

b -
1, B.1
Viq (B1)

At o a

(67 Q . /8 1:[ ~
a; = (=i —1—7==1L, a;
Vhy Vhy vVhy

Qi-i-i

obtemos )
H(al, 4;) = hy(alay 4+ abay + 1) — ihry(agad — asal). (B.2)

Em seguida introduzimos o seguinte conjunto de operadores:

) 1 ) 1
AL = — (a1 Fia), AL =—(al +ial), B.3
+ \/E(l:F 2) + \/5(1 2) ( )

com as relacoes de comutacao dadas por

Ay AL = [An A =0
AL ALl = [AL AL] =0
Ay ALl = [y AL] =1
A AL] = [Ag ALl =o. (B.4)

Reescrevendo a equagao (B.2) em termos destes operadores, obtemos
H(AL A = hy(2AL AL +1). (B.5)

Note que a equacao foi simplificada pelo fato de 2a8 = ~v. O proximo passo é
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determinar a transformada de Weyl de (B.5). Para fazer isso, devemos escrever o
produto de Moyal em funcao destas novas varidveis que, apés algum calculo, é dado

por

1
* = eXp |:§ <<5A+5>Ai_<5‘413’4+>} s (B.ﬁ)

onde denotamos por A; e AT as transformadas de Weyl dos operadores A+ e fli
respectivamente.
Notando que o produto de Moyal entre as as varidveis AT e A, ¢ dado por

Afx Ay = ATA, - (B.7)
é possivel escrever a transformada de Weyl do hamiltoniano (B.5) na forma,
HY (AT, AL) =2nvATA,. (B.8)
Escrevendo a equacao de auto-valor para o sistema, temos:
HY (AT, A) x W, (AT, Ay) = EJW(AT AL, (B.9)

onde, aplicando o produto de Moyal:

0 8)182

oy |ATA, + (A= 7
7[ + ++( 10ATOA,

+aAi - +8A+ 1 Wn(Ai,AJr) =F, WH(AI7A+)

(B.10)

Definindo uma nova varidvel { = AT A, reescrevemos a equagao acima como
1 /0 0?
(L) e w) =0, B.11
{5 ; (85 652) E] © (1

onde € = E,,/(2h~).
A solucao da equagao diferencial (B.11) é dada em termos dos polinémios de
Laguerre associados, ou seja:

Wa(€) = %e—“’%,@ (4), (B.12)

™

além de obtermos as seguintes auto-energias:

E, = h~y(2n+1). (B.13)
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Apéndice C

Trabalho e Calor para um ciclo
iso-energético

Neste apéndice sera mostrado detalhadamente como obter expressoes analiticas
para o trabalho e o calor em um ciclo iso-energético. Foi visto que a variagao total
de energia neste ciclo é dada por

dE = pus(B)dE(B) + > dp.s(B)E,(B), (C.1)

onde o primeiro termo do lado direito é referente a um processo iso-entrépico e o
segundo a um processo iso-energético, p,, representa a probabilidade do sistema
estar em um estado particular |¢, ,(B)), e o operator matriz densidade, p, obedece
a seguinte condicao de normalizagao

Trp= pue(B) = 1. (C.2)

Um processo iso-entrépico é definido por p,, ¢ ser constante ao longo do processo.
Considerando condicoes quase-estaticas, o trabalho realizado ao variar o campo
magnético B estd relacionado a magnetizagao M do sistema por

dW = —MdB, (C.3)
onde M é dado por

OFE
M=-(=—) . 4
(55). o

Integrando (C.3) e utilizando (C.1) obtemos
B OF, (B

Wy = Zpﬁ,g(B)/ a’—;U dB. (C.5)

K, a
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Uma vez que p,(B,) = pre(Byp), conclui-se que o trabalho ao longo de um
processo iso-entrépico é

Wash = me,Z(Ba)[EH,Z(Bb) — Eq(B,))- (C.6)
K,

Para obter o calor em um processo iso-energético durante um ciclo iso-energético,
deve-se notar que a energia é mantida constante, de forma que a primeira lei da
termodinamica pode ser escrita como

Integrando (C.7) e utilizando (C.1) para um processo iso-energético, obtém-se

By dp.¢(B
Qa%b - Z/B EH,E(B)%)dB (C8>
KL a

Para obter uma expressao analitica para (C.8), deve ser considerado a condicao
de normalizacao

Trp =Y pre(B) = poo(B) + pro(B) = 1, (C.9)
K,

e que, para um processo iso-energético,

> pei(B)Ect(B) = pri(Ba)Ere(Bua). (C.10)
K, K,

Inserindo (C.9) em (C.10):

E10(Ba) — E1o(B) | Eoo(Ba) — Er0(Ba)

= Boo(B) — Fro(B) | Boo(B) = Fro(B) P20 (C.11)

po,o(B)

Em seguida, introduzindo a variavel
u = E070(B) — El,O(B>7 (ClQ)

a equacao (C.8) pode ser reescrita como

. Yo dpog(B)dU
Qasb = /uu B (C.13)

com Ug = E070<Ba) — El,O(Ba) e Up = E()’[)(Bb) — El,O(Bb)'
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Apés inserir (C.11) em (C.13) obtemos

Qusp = —/:b K—dEl’O(u) + El")(u)) _ ErolBa) _ ““po")(B“)} du.  (C.14)

du U U U

Considerando variagoes quase-estaticas do campo magnético, o primeiro termo
dentro da integral, entre parénteses, é nulo. Realizando a integracao sobre os dois
termos restantes, obtemos

Eoo(By) — E10(By)]
EO,O(Ba) - El,O(Ba) ’

(C.15)
que € a expressao para o calor trocado entre sistema e reservatorio ao longo de um
processo iso-energético durante um ciclo iso-energético.

Qu s = {Ero(Ba) + [Foo(Ba) — Ero(Ba)lpoo(Ba)}n [
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Apeéendice D
Funcao de particao do capitulo 6

Neste apéndice é apresentado detalhadamente a obtencao da funcao de particao
mostrada na secao sobre o ciclo de Carnot no capitulo 6. Considere as auto-energias
do sistema fisico em questao, dadas por

Evs(B) = ohwy/1+ F2(2k + (| =€) — h (%BH) ‘. (D.1)

Definindo um par de nimeros inteiros em funcao dos nimeros quanticos x e ¢
como

1 1
o=@l =0, o ni=@2k+]0+0), (D-2)

teremos que
26+l =ny+n_je £=n_—n,. (D.3)

A equacao (D.1) pode ser reescrita como

Enyn (B)ohw\/1+ F2(ny +n_+1)—h (%B + ’y) (n_ —ny). (D.4)

Define-se agora duas frequéncias associadas aos nimeros quanticos n. e n_ como

wi:ow@/l—i-}";j:(%g%—’y), (D.5)
,/1+f2:%(w++w_), e (Z+9)=(w —w) (D.6)

Isto permite reescrever (D.4) como

tal que

En, n (B) =hwi(ng +1/2) + hw_(n_ +1/2). (D.7)
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A funcao de particao pode ser obtida somando-se sobre todos os estados, ou seja,

Z(B,B) =) e M) = i i e PEnpn_(B), (D.8)
K,

n+=0 n_=0
O resultado é, portanto, dado por
1 1

N QSinh(ﬁh%) QSinh(ﬁh;L )

Z(B, B)

(D.9)
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