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Resumo

Seja Ω um tubo periódico em R3, denote por −∆Ω
D e −∆N

Ω os operadores

Laplacianos de Dirichlet e Neumann em Ω, respectivamente. Neste trabalho,

estudamos o espectro absolutamente contínuo de −∆j
Ω, j ∈ {D,N}, sob a con-

dição de que o diâmetro da seção transversal de Ω é su�cientemente pequeno.

Além disso, investigamos a existência e a localização de lacunas no espectro

σ(−∆j
Ω), j ∈ {D,N}. Por outro lado, também consideramos o caso em que Ω é

apenas um tubo torcido (limitado ou ilimitado), não necessariamente periódico.

Nesta situação, considerando o Laplaciano de Neumann −∆N
Ω em Ω, nosso obje-

tivo é encontrar o operador efetivo quando Ω é �espremido�. No entanto, já que

neste processo existam autovalores divergentes, consideramos −∆N
Ω atuando em

subespaços especí�cos do espaço de Hilbert inicial. A estratégia é interessante

porque encontramos operadores efetivos diferentes em cada situação. No caso

em que Ω é periodicamente torcido e su�cientemente �no, obtemos também

informações sobre o espectro absolutamente contínuo de −∆N
Ω (restrito a tais

subespaços) e a existência e a localização de lacunas na sua estrutura do seu

espectro.

Palavras chaves: Tubos periódicos, Laplaciano de Dirichlet, Laplaciano de

Neumann, espectro absolutamente contínuo, Lacunas espectrais.
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Abstract

Let Ω be a periodic waveguide in R3, we denote by −∆D
Ω and −∆N

Ω the

Dirichlet and Neumann Laplacian operators in Ω, respectively. In this work we

study the absolutely continuous spectrum of −∆j
Ω, j ∈ {D,N}, on the condi-

tion that the diameter of the cross section of Ω is thin enough. Furthermore, we

investigate the existence and location of band gaps in the spectrum σ(−∆j
Ω),

j ∈ {D,N}. On the other hand, we also consider the case where Ω is a twisting

waveguide (bounded or unbounded) and not necessarily periodic. In this situa-

tion, by considering the Neumann Laplacian operator −∆N
Ω in Ω, our goal is to

�nd the e�ective operator when Ω is �squeezed�. However, since in this process

there are divergent eigenvalues, we consider −∆N
Ω acting in speci�c subspaces

of the initial Hilbert space. The strategy is interesting because we �nd di�erent

e�ective operators in each situation. In the case where Ω is periodically twisted

and thin enough, we obtain information on the absolutely continuous spectrum

of −∆N
Ω (restricted to that subspaces) and existence and location of band gaps

in its structure.

Keywords: Periodic waveguide, Dirichlet Laplacian, Neumann Laplacian, ab-

solutely continuos spectrum, band gaps.
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Introdução

Seja Λ uma faixa (em R2) ou um tubo (em R3). Denote por −∆Λ o operador

Laplaciano restrito à Λ. Na fronteira ∂Λ, considere a condição de Dirichlet ou a

de Neumman. Durante os últimos anos, o operador −∆Λ tem sido estudado sob

vários aspectos [3, 5, 18, 20, 22, 29, 31, 32, 34]. Ressaltamos o caso particular

em que Λ é uma faixa periódica ou um tubo periódico [3, 5, 26, 27, 33, 34].

Nesse contexto, um assunto interessante é saber sob quais condições o espectro

σ(−∆Λ) é puramente absolutamente contínuo. Por outro lado, já que σ(−∆Λ) é

uma união de bandas, outra questão é sobre a existência e localização de lacunas

em sua estrutura.

No caso de uma faixa encurvada periodicamente, a continuidade absoluta

foi demonstrada por Sobolev em [33]; os resultados desse trabalho se aplicam

considerando a condição de Dirichlet ou a de Neumann na fronteira da faixa.

Em [34] o autor estudou o problema de existência e localização de lacunas

no espectro do Laplaciano de Dirichlet em uma faixa periódica em R2. Numa

situação mais particular, em [20] os autores encontraram uma estimativa para os

comprimentos das bandas do espectro quando o diâmetro da faixa se aproxima

de zero.

No caso de um tubo periódico, a continuidade absoluta foi estudada em

[3, 18]. Em [3], foi considerada apenas a condição de Dirichlet na fronteira e

além disso, a seção transversal do tubo era um disco Bε := {y ∈ R2 : |y| < ε}.
Em [18], as condições na fronteira são mais gerais, no entanto uma condição de

simetria na construção do tubo é assumida.

Em [28], o autor mostrou a existência de lacunas no espectro essencial do

Laplaciano de Neumann em um tubo periódico.
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Neste trabalho, Ω é um tubo periódico em R3 e denotaremos por −∆D
Ω e

−∆N
Ω os Laplacianos de Dirichlet e Neumann em Ω, respectivamente. A ge-

ometria de Ω é apresentada na Seção 2.1 do Capítulo 2. Nessa mesma seção

introduzimos os conceitos de tubo encurvado, tubo torcido e tubo deformado.

Na Seção 2.2 deste mesmo capítulo de�nimos de forma mais precisa os ope-

radores −∆D
Ω e −∆N

Ω . Um dos objetivos deste trabalho é estudar o espectro

absolutamente contínuo de −∆j
Ω, j ∈ {D,N}, sob a condição de que o di-

âmetro da seção transversal do tubo Ω é su�cientemente pequeno. Como já

comentado, para o operador −∆D
Ω , esse assunto foi estudado em [3] mas apenas

para o caso em que a seção transversal de Ω é um disco (este fato exclui o

caso em que Ω é torcido); nossa principal contribuição neste assunto é cobrir o

caso em que Ω é simultaneamente encurvado e torcido [26]. Para isto, a seção

transversal de Ω será um subconjunto aberto, limitado, conexo, com fronteira

suave e não vazio de R2.

Neste trabalho, estudamos também o espectro absolutamente contínuo do

Laplaciano de Neumann −∆N
Ω em um tubo deformado por uma função perió-

dica (veja Seção 2.1 para detalhes da construção deste tipo de tubo). Com

relação a este assunto, encontramos na literatura apenas resultados envolvendo

condições de simetria na construção do tubo. Não impor essa condição é a nossa

contribuição ao tema.

A outra parte do trabalho é destinada a estudar a existência e a localização

de lacunas no espectro σ(−∆j
Ω), j ∈ {D,N}. Temos resultados a�rmativos

para ambos os operadores; o caso Dirichlet é discutido em [26]. Para o caso

j = N , este assunto foi demonstrado em [28] de uma forma mais abstrata.

No entanto, apresentamos uma demonstração alternativa baseada nas ideias de

Yoshitomi [34]. Além disso, nossa análise mostra explicitamente como a geome-

tria do tubo in�uencia no resultado �nal. Destacamos que nossos resultados são

demonstrados mediante uma análise do comportamento assintótico das bandas

de σ(−∆j
Ω), j ∈ {D,N}, desde que o tubo seja su�cientemente �no.

Seja agora Ω um tubo reto torcido, limitado ou ilimitado e não necessa-

riamente periódico. Neste trabalho, estudamos também o comportamento do

operador −∆N
Ω quando o diâmetro da seção transversal de Ω se aproxima de
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zero. Uma questão interessante é conhecer o operador limite neste processo,

também chamado de operador efetivo. Embora este assunto já seja bem conhe-

cido, abordamos o problema de uma forma diferente da usual. De fato, quando

o tubo Ω é �espremido�, existem autovalores divergentes devidos às oscilações

transversais em Ω. Assim, consideramos −∆N
Ω restrito a subespaços especí�cos

do espaço de Hilbert inicial. O ponto interessante é que, quando o diâmetro

da seção transversal de Ω se aproxima de zero, encontramos operadores efeti-

vos diferentes em cada situação. Os operadores efetivos que encontramos são

novos na literatura. A estratégia usada neste problema é baseada nas ideias de

[11]. Nesse trabalho o autor considera o operador Laplaciano com a condição

de Dirichlet na fronteira do tubo.

Ainda no contexto do parágrafo anterior, assuma que Ω é periódico no sen-

tido de que o efeito de torção varia periodicamente. No caso em que Ω é

su�cientemente �no, encontramos informações sobre o espectro absolutamente

contínuo de −∆N
Ω (restrito a tais subespaços) e a existência e localização de

lacunas na estrutura do seu espectro, os resultados se encontram em [27].

Este trabalho é dividido em cinco capítulos. No Capítulo 1, apresentamos

as principais de�nições e resultados usados ao longo do trabalho. O Capítulo

2 é divido em três seções; na Seção 2.1, apresentamos a geometria de Ω e os

conceitos de tubo encurvado, tubo torcido e tubo deformado. Na Seção 2.2,

fazemos uma tradicional mudança de variáveis a �m de trabalharmos sempre

com um tubo reto. Na Seção 2.3, mencionamos algumas características do

espectro dos operadores Laplaciano de Dirichlet e de Neumann restritos à seção

transversal do tubo.

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo do operador Laplaciano de Dirichlet

−∆D
Ω em tubos periódicos e este capítulo é divido em quatro seções; na Seção

3.1 estudamos o seu espectro absolutamente contínuo, na Seção 3.2 realizamos

a decomposição de Floquet-Bloch, na Seção 3.3, estudamos o comportamento

assintótico dos seus autovalores e as Seções 3.4 e 3.5 são dedicadas ao estudo

da existência e localização de lacunas em σ(−∆D
Ω ).

No Capítulo 4, estudamos o operador Laplaciano de Neumann −∆N
Ω em

tubos periódicos. Este capítulo é divido em seis seções; a Seção 4.1 é dedicada
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ao estudo do seu espectro absolutamente contínuo, as Seções 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5

são dedicadas às demonstrações de resultados preliminares e a Seção 4.6 trata

a existência de lacunas no especto σ(−∆N
Ω ).

No Capítulo 5, estudamos o operador Laplaciano de Neumann em um tubo

reto e torcido (limitado ou ilimitado). Na Seção 5.1, apresentamos a geometria

do tubo e na Seção 5.2, apresentamos a estratégia de estudo e os resultados

principais do capítulo. A Seção 5.4 é dedicada às demonstrações de resultados

preliminares e de alguns dos resultados principais. A Seção 5.4 é dedicada

ao estudo de propriedades espectrais no caso em que Ω é ilimitado e torcido

periodicamente.

No �nal o texto apresentamos um apêndice com resultados que foram usados

ao longo do trabalho.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e resultados que serão usa-

dos ao longo do trabalho.

1.1 Família analítica de vetores e operadores num

espaço de Hilbert

Começamos com algumas de�nições. Seja D um subconjunto aberto do

plano complexo. Dizemos que uma função f : D → C é analítica em x ∈ D se

existir uma vizinhança Vx ⊂ D de x de forma que f admita uma representação

em séries de potências em Vx; dizemos que f é analítica em D se é analítica em

cada x ∈ D.

Seja J um intervalo aberto de R. Dizemos que uma função f : J → R é

analítica em x ∈ J se existir uma vizinhança Vx ⊂ J de x de forma que f admita

uma representação em série de potências em Vx. Dizemos que f é analítica em

J se é analítica em cada x ∈ J .
Agora, seja H um espaço de Hilbert, em que denotamos por (·, ·) o produto

interno em H. Novamente, seja J um intervalo aberto de R. Uma família de

vetores {u(x) ∈ H : x ∈ J} é chamada de família analítica em J se (u(x), η) é

uma função analítica em J , para cada η ∈ H.
Seja {T (x) ∈ B(H) : x ∈ J} uma família de operadores limitados em H.
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Dizemos que {T (x) ∈ B(H) : x ∈ J} é uma família analítica de operadores

limitados se a função (T (x)ψ, η) é analítica em J , para cada ψ, η ∈ H.
Uma vez que este trabalho é dedicado ao estudo de operadores autoadjuntos

não necessariamente limitados, é preciso introduzir alguns conceitos de analiti-

cidade para esta classe de operadores.

Seja {T (x) : x ∈ J} uma família de operadores autoadjuntos em H (não

necessariamente limitados). Dizemos que {T (x) : x ∈ J} é uma família analítica

de operadores autoadjuntos se {(T (x) − i1)−1 ∈ B(H) : x ∈ J} é uma família

analítica de operadores limitados; em que 1 denota o operador identidade.

1.2 Família analítica do tipo (A)

Uma família {T (x) : x ∈ J} de operadores autoadjuntos atuando num

espaço de Hilbert H é chamada de família analítica do tipo (A) se são satisfeitas

as seguintes condições:

i) dom T (x) = D, ou seja, os domínios dos operadores não dependem de x;

ii) (T (x)ψ, η) é uma função analítica em J , para cada ψ, η ∈ D.

Teorema 1.1. Toda família {T (x) : x ∈ J} analítica do tipo (A) é uma família

analítica de operadores autoadjuntos.

A demonstração do Teorema 1.1 pode ser encontrada em [23].

Sejam T : dom T v H → H e B : dom B @ H → H operadores lineares.

Dizemos que B é T -limitado se dom T ⊂ dom B e existem a, b ≥ 0 tais que

‖Bξ‖ ≤ a‖Tξ‖+ b‖ξ‖, ∀ξ ∈ dom T.

O T -limite de B é o ín�mo dos a's admissível na desigualdade.

Teorema 1.2. Sejam T (0), T1 e T2 operadores atuando num espaço de Hilbert

H. Para x ∈ (−a, a), considere a família de operadores

T (x) = T (0) + xT1 + x2T2.
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Suponha que T (0) é autoadjunto, que para cada x ∈ (−a, a), o operador V (x) =

xT1 + x2T2 é simétrico e V (x) é T (0)-limitado com T (0)-limite de V (x) igual a

0 (zero). Então, {T (x) : x ∈ (−a, a)} é uma família analítica do tipo (A).

Para detalhes da demonstração do Teorema 1.2, veja Teorema 2.6 do Capí-

tulo VII em [23].

Teorema 1.3. Seja {T (x) : x ∈ J} uma família analítica do tipo (A) e suponha

que para algum x ∈ J , T (x) possui resolvente compacto. Então, T (x) possui

resolvente compacto para todo x ∈ J .

Para a demonstração do Teorema 1.3, veja o Teorema 2.4 do Capítulo VII

em [23].

Teorema 1.4. Seja {T (x) : x ∈ J} uma família de operadores autoadjuntos do

tipo (A). Além disso, suponha que para algum x ∈ J , T (x) possui resolvente

compacto. Então, todos os autovalores de T (x) podem ser representados por

funções analíticas em J . Mais precisamente, existem uma sequência de funções

reais µn(x) e uma sequência de funções ϕn(x) em H, todas analíticas em J , de

forma que para cada x ∈ J , µn(x) representa todos os autovalores de T (x) e

a sequência ϕn(x) forma uma família ortonormal completa de autovetores de

T (x).

A demonstração do Teorema 1.4 também pode ser encontrada no Capítulo

VII em [23].

Observação 1.1. No Teorema 1.4 os autovalores podem ser organizados de

forma que µ1(x) ≤ µ2(x) ≤ · · · ≤ µn(x) ≤ · · · , para todo x ∈ J ; neste caso para

cada n ∈ N, µn(x) é uma função contínua e analítica por partes em J , para

mais detalhes veja Seção 3 do Capítulo VII em [23].
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1.3 Família analítica de formas do tipo (a) e famí-

lia analítica de operadores autoadjuntos do

tipo (B)

Como na seção anterior, seja J um intervalo aberto de R. Consideremos uma

família b(x) de formas quadráticas (não necessariamente limitadas) de�nidas em

J . Dizemos que {b(x) : x ∈ J} é uma família analítica de formas do tipo (a) se

são satisfeitas as seguintes condições:

i) cada b(x) é fechada e limitada inferiormente;

ii) dom b(x) = d, ou seja, não depende de x;

iii) d é denso em H;

iv) b(x)(η) é uma função analítica em x ∈ J , para cada η ∈ d.

O seguinte resultado pode ser encontrado no Capítulo VII em [23].

Teorema 1.5. Seja {b(x) : x ∈ J} uma família analítica de formas do tipo

(a). Para cada x ∈ J , seja T (x) = Tb(x) o seu operador autoadjunto associado.

Então, {T (x) : x ∈ J} é uma família analítica de operadores autoadjuntos.

Uma família analítica de operadores autoadjuntos associado a uma família

de analítica de formas do tipo (a) (de acordo com o Teorema 1.5) será chamada

de família analítica de operadores autoadjuntos do tipo (B).

Sejam b1 e b2 formas quadráticas densamente de�nidas, hermitianas e limi-

tadas inferiormente em H . Dizemos que b2 é b1-limitado se dom b1 ⊂ dom b2 e

existem a, c ≥ 0 tais que

|b2(ξ)| ≤ a|b1(ξ)|+ c‖ξ‖2, ∀ξ ∈ dom b1.

O ín�mo dos a's admissíveis é chamado de b1-limite de b2.

Teorema 1.6. Sejam b(0), b1 e b2 formas quadráticas densamente de�nidas

num espaço de Hilbert H. Para x ∈ (−a, a), considere a família de formas
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quadráticas

b(x) = b(0) + xb1 + x2b2.

Suponha que b(0) é fechada e limitada inferiormente e que, para cada x ∈
(−a, a) a forma quadrática q(x) = xb1 + x2b2 é b(0)-limitada com b(0)-limite

igual a zero. Então, {b(x) : x ∈ (−a, a)} é uma família analítica de formas do

tipo (a).

O Teorema 1.6 é um caso particular do Teorema 4.8 do Capítulo VII em

[23].

Teorema 1.7. Seja {T (x) : x ∈ J} uma família analítica de operadores auto-

adjuntos do tipo (B), suponha que para algum x ∈ J , T (x) possui resolvente

compacto. Então, T (x) possui resolvente compacto para todo x ∈ J .

A demostração do Teorema 1.7 pode ser encontrado no Capítulo VII em

[23].

Observação 1.2. As conclusões do Teorema 1.4 são válidas também para uma

família de operadores autoadjuntos {T (x) : x ∈ J} do tipo (B) com resolvente

compacto. Para mais detalhes sobre esta observação, veja Capítulo VII em [23].

A Observação 1.1 também vale para uma família analítica do tipo (B); veja

Seção 2 do Capítulo VII em [23] para mais detalhes.

1.4 Decomposição de Floquet-Bloch

Nesta seção apresentamos algumas notações e resultados a respeito da de-

composição de Floquet-Bloch, os quais podem ser encontrados na Seção XII.16

de [30] com mais detalhes.

Sejam H′ um espaço de Hilbert e (M,µ) um espaço mensurável com µ sendo

uma medida σ-�nita. Seja H̃ := L2(M, dµ,H′) o conjunto das funções mensu-

ráveis f : M → H′ de forma que∫
M

‖f(m)‖2
H′dµ(m) <∞.
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O conjunto L2(M,dµ,H′) é um espaço de Hilbert com o produto interno

dado por

(f, g)⊕ :=

∫
M

(f(m), g(m))H′dµ(m).

O espaço L2(M, dµ,H′) é também conhecido como a integral direta com

�bras constantes e também é usada a notação

H̃ :=

∫ ⊕
M

H′ dµ.

A norma em H̃ é denotada por ‖ · ‖⊕.
Uma função A : M → B(H′) é dita mensurável se, para cada ϕ, ψ ∈ H′, a

função m 7→ (ψ,A(m)ψ)H′ é mensurável. Denotamos por L∞(M, dµ,B(H′)) o

espaço das funções mensuráveis de M em B(H′) com

‖A‖∞ := ess sup ‖A(m)‖B(H′) <∞.

Um operador limitado A em H̃ =
∫ ⊕
M
H′dµ é dito ser decomposto pela

integral direta se existe uma função A(·) em L∞(M, dµ,B(H′)) de forma que,

para cada ψ ∈ H̃,
(Aψ)(m) = A(m)ψ(m).

Neste caso também dizemos que A é decomponível e escrevemos

A =

∫ ⊕
M

A(m)dµ(m);

os operadores A(m) são chamados de operadores �bras de A.

Teorema 1.8. Se A(·) ∈ L∞(M, dµ,B(H′)), então existe um único operador

decomponível A ∈ B(H̃) de forma que

(Aψ)(m) = A(m)ψ(m).

Além disso, ‖A‖B(H̃) = ‖A(·)‖∞.

A demonstração do Teorema 1.8 pode ser encontrada em [30].
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Uma função A(·) de um espaço mensurável (M,µ) no conjunto dos opera-

dores autoadjuntos em H′ (não necessariamente limitados) é chamada de men-

surável se, e somente se, a função (A(·)+ i1)−1 é mensurável. Nestas condições,

dada uma função mensurável A(·), de�nimos um operador A em H =
∫ ⊕
M
H′dµ,

com domínio

dom A :=

{
ψ ∈ H̃ : ψ(m) ∈ dom A(m), q.t.p.m,

∫
M

‖A(m)ψ(m)‖2
H′dµ(m) <∞

}
,

por

(Aψ)(m) = A(m)ψ(m).

Usamos a notação A =
∫ ⊕
M
A(m)dµ.

Teorema 1.9. Seja A =
∫ ⊕
M
A(m)dµ, em que A(·) é mensurável e A(m) é um

operador autoadjunto para cada m. Então:

a) O operador A é autoadjunto.

b) λ ∈ σ(A) se, e somente se, para todo ε > 0,

µ ({m : σ(A(m)) ∩ (λ− ε, λ− ε) 6= ∅}) > 0.

c) λ é um autovalor de A se, e somente se,

µ ({m : λ é um autovalor de A(m)}) > 0

Teorema 1.10. Seja (M, dµ), em que M = [a, b] (um intervalo fechado e li-

mitado) e µ a medida de Lebesgue. Sejam H′ um espaço de Hilbert separável

de dimensão in�nita e A =
∫ ⊕
M
A(m)dµ(m), em que cada A(m) é um operador

autoadjunto em H′. Suponha que são dadas funções {ψn(·)}∞n=1 de�nidas em

[a, b] com valores em H′ e contínuas em [a, b]. Suponha também que são dadas

funções {En(·)}∞n=1 com valores reais, analíticas numa vizinhança de [a, b], de

forma que:

i) En(·) é não-constante para cada n = 1, 2, · · · ;
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ii) A(m)ψn(m) = En(m)ψn(m) para todo m ∈ [a, b], n = 1, 2, · · · ;

iii) Para cada m, o conjunto {ψn(m)}∞n=1 é uma base ortonormal completa

para H′.

Então, A tem espectro puramente absolutamente contínuo.

As demostrações dos Teoremas 1.9 e 1.10 podem ser encontrados na Se-

ção XIII.16 em [30]. Também ressaltamos que o teorema continua sendo vá-

lido se existir uma partição P �nita do intervalo [a.b] de forma que as funções

{En(·)}∞n=1 sejam analíticas e não-constantes em cada subintervalo de P .

1.5 Laplaciano unidimensional com potencial pe-

riódico

Seja V : R → R uma função periódica, ou seja, existe L > 0 de forma que

V (s+ L) = V (s), para todo s ∈ R. Considere o operador unidimensional

T := − d2

ds2
+ V.

Agora, para cada θ ∈ [−π/L, π/L], considere o operador autoadjunto

T (θ) :=

(
−i d

ds
+ θ

)2

+ V, em L2(0, L),

em que dom T (θ) = {w ∈ H2(0, L), w(0) = w(L), w′(0) = w′(L)}. O espectro

de T (θ) é puramente discreto (veja Seção XIII.16 de [30]). Denotamos por νn(θ)

o seu n-ésimo autovalor contando com a sua multiplicidade. Com estas notações

temos o seguinte resultado:

Teorema 1.11. Suponha que V é uma função contínua por partes. Então,

a) σ(T ) = ∪∞n=1νn([−π/L, π/L]), em que νn([−π/L, π/L]) := {νn(θ), θ ∈
[−π/L, π/L]};

b) {T (θ), θ ∈ [−π/L, π/L]} é uma família analítica do tipo (A);
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c) νn(θ) = νn(−θ), para todo θ ∈ [−π/L, π/L];

d) Para cada n = 1, 2, · · · , νn(θ) é analítica em (0, π/L) e contínua em θ = 0

e θ = π/L;

e) Para n ímpar (respectivamente, par), νn(θ) é estritamente crescente (res-

pectivamente, decrescente) quando θ está entre 0 e π/L. Em particular,

ν1(0) < ν1(π/L) ≤ ν2(π/L) < ν2(0) ≤ · · · ≤ ν2n−1(0) < ν2n−1(π/L)

≤ ν2n(π/L) < ν2n(0) ≤ · · · .

Para detalhes da demonstração do Teorema 1.11 veja a Seção XIII.16 em

[30].
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Capítulo 2

Geometria do tubo

Na parte inicial deste capítulo apresentamos a construção do tubo Ω em R3

ao qual vamos restringir o operador Laplaciano −∆, com condições de Dirichlet

ou Neumann na fronteira ∂Ω.

Dado Ω, um parâmetro ε é acrescentado em suas seções transversais. Assim,

obtemos uma sequência de tubos {Ωε}ε>0, que no limite ε→ 0, se aproxima de

uma curva em R3. Por exemplo, se Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : y2 + z2 < 1} é um

tubo cilíndrico em R3, a sequência Ωε = {(x, εy, εz) ∈ R3 : (x, y, z) ∈ Ω} se
aproxima de uma reta em R3 (eixo x) quando ε→ 0. Um ponto interessante é

analisar o comportamento do operador Laplaciano nesse limite, ou seja, conhe-

cer o operador limite (também chamado de operador efetivo) nesse processo.

Outra questão é obter informações espectrais do operador Laplaciano restrito a

Ω.

Na primeira seção deste capítulo construímos detalhadamente a região Ω.

De fato, as regiões podem ser bem mais gerais do que tubos cilíndricos. Intro-

duzimos também a de�nição de tubo deformado, tubo encurvado, tubo torcido

e tubo periódico. Na segunda seção trabalhamos com o operador Laplaciano

restrito a tais tubos. De�nimos o Laplaciano de Dirichlet e o de Neumann. É

nessa seção que também realizamos uma tradicional mudança de variáveis a �m

de trabalharmos com um �tubo reto�. A última seção é destinada a algumas

propriedades do operador Laplaciano restrito apenas às seções transversais de

Ω.
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2.1 Construção do tubo

Seja I = R ou I = [a, b] um intervalo limitado de R. Considere r : I ⊂ R→
R3 uma curva simples de classe C3 em R3 e parametrizada pelo comprimento

de arco s. A curvatura de r na posição s é k(s) := ‖r′′(s)‖. Os vetores

T (s) = ṙ(s), N(s) =
1

k(s)
Ṫ (s), B(s) = T (s)×N(s), (2.1)

denotam os vetores tangente, normal e binormal à curva no ponto r(s), respec-

tivamente. O conjunto {T (s), N(s), B(s)} é chamado de referencial de Frenet.

Para justi�car a construção (2.1), assumimos k > 0. Por outro lado, se uma

parte de r é um pedaço de uma linha reta (ou seja, a curvatura k é identicamente

nula nesse pedaço), a construção de um referencial de Frenet de classe C2 é

descrito na Seção 2.1 de [17]. Como uma outra alternativa podemos assumir a

Condição 1 de [8]. Assim, é possível combinar referencial de Frenet constantes

com (2.1) e obter um referencial de Frenet global de classe C2.

Em cada uma das situações acima, quando um referencial de Frenet global

existe, dizemos que a curva possui um referencial de Frenet apropriado. Este,

por sua vez, se desenvolve ao logo da curva satisfazendo as equações de Serret-

Frenet: 
Ṫ

Ṅ

Ḃ

 =


0 k 0

−k 0 τ

0 −τ 0




T

N

B

 , (2.2)

em que τ(s) é a torção da curva no ponto s, a qual é de�nida por (2.2).

Ao longo deste trabalho, vamos assumir que a curva r possui um referencial

de Frenet apropriado.

Seja S um subconjunto aberto, limitado, conexo, com fronteira suave e não

vazio de R2. O conjunto

Ω := {x ∈ R3 : x = r(s) + y1N(s) + y2B(s), s ∈ I, (y1, y2) ∈ S}

é obtido transladando-se S ao longo de r. Este movimento é com relação à
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(2.2).

Agora, seja α : I → R uma função de classe C2 e de forma que α(0) = 0

se I = R ou α(a) = 0 se I = [a, b]. À medida que S se move ao longo de r,

podemos exigir que, na posição r(s), S apresente uma rotação de ângulo α(s).

Assim, obtemos uma nova região

Ωα := {x ∈ R3 : x = r(s) + y1Nα(s) + y2Bα(s), s ∈ I, (y1, y2) ∈ S},

em que
Nα(s) := cosα(s)N(s) + senα(s)B(s),

Bα(s) := − senα(s)N(s) + cosα(s)B(s).
(2.3)

Podemos ainda considerar a seguinte construção. Seja h : I → R uma função

de classe C2 satisfazendo

0 < c1 ≤ h(s) ≤ c2, ∀s ∈ I, (2.4)

em que c1, c2 ∈ R. De uma forma mais geral, de�nimos a região

Ωα,h := {x ∈ R3 : x = r(s) + h(s)y1Nα(s) + h(s)y2Bα(s), s ∈ I, (y1, y2) ∈ S},

em que Nα(s) e Bα(s) são de�nidos em (2.3).

Grosso modo, o tubo Ωα,h é obtido transladando-se a região S ao longo da

curva r(s) e, simultaneamente, realizando uma rotação de ângulo α(s) e uma

deformação h(s) na posição r(s). Se h não é uma função constante, chamamos

Ωα,h de tubo deformado.

Dizemos que o tubo Ωα,h é encurvado (ou possui um efeito encurvado) se

a curva r não é uma reta, ou seja, k 6= 0. Dizemos que o tubo Ωα,h é torcido

(ou possui um efeito torcido) se S não é invariante por rotação com respeito à

origem e τ + α′ 6= 0.

Consideremos agora o caso particular em que I = R e r é uma curva perió-

dica, ou seja, existem L > 0 e um vetor não nulo u ∈ R3 de forma que

r(s+ L) = u+ r(s), ∀s ∈ R.
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Além disso, suponha que α e h são funções periódicas e também com período

L, ou seja, α(s + L) = α(s) e h(s + L) = h(s), para todo s ∈ R. Neste caso,

chamamos a região Ωα,h de tubo periódico.

Independente das características geométricas de Ωα,h, adicionamos um pa-

râmetro ε > 0 em S e de�nimos a região

Ωα,h
ε := {x ∈ R3 : x = r(s) + εh(s)y1Nα(s) + εh(s)y2Bα(s), s ∈ I, (y1, y2) ∈ S}.

Obtemos assim uma sequência de tubos Ωα,h
ε que se aproxima da curva r(s)

quando ε→ 0.

2.2 Formas quadráticas e mudança de variáveis

Dado ε > 0, consideremos as formas quadráticas

qjε(ϕ) =

∫
Ωα,hε

|∇ϕ|2dx, j ∈ {D,N}, (2.5)

com domínios dom qDε = H1
0(Ωα,h

ε ) e dom qNε = H1(Ωα,h
ε ), respetivamente.

Em (2.5), ∇ denota o gradiente de ϕ nas coordenadas usuais de R3. Para

j ∈ {D,N}, denotamos por −∆j

Ωα,hε
o operador autoadjunto associado à forma

quadrática qjε; −∆D

Ωα,hε
e −∆N

Ωα,hε
são chamados de Laplaciano de Dirichlet e

Laplaciano de Neumann em Ωα,h
ε , respectivamente.

Ao longo de todo este trabalho, as técnicas são voltadas ao estudo da sequên-

cia de formas quadráticas (qjε)ε>0, j ∈ {D,N}.
Como em (2.5), a região de integração depende de ε; o objetivo agora é fazer

uma mudança de variáveis de modo que tal região não dependa deste parâmetro

e também se transforme em uma região mais simples. De fato, passaremos a

trabalhar no tubo reto I × S.
Consideremos a aplicação

Fε : I × S → Ωα,h
ε

(s, y1, y2) 7→ r(s) + εh(s)y1Nα(s) + εh(s)y2Bα(s)
.
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Assumimos que k é uma função limitada. Essa condição irá garantir que,

para ε su�cientemente pequeno, Fε seja um difeomor�smo.

De acordo com a mudança de coordenadas acima, passamos a trabalhar num

domínio �xo para todo ε > 0. Por outro lado, o preço a pagar é uma métrica

Riemanniana G = Gα,h não-trivial a qual é induzida pelo difeomor�smo Fε, ou

seja,

G = (Gij), Gij = 〈ei, ej〉, 1 ≤ i, j ≤ 3,

em que

e1 =
∂Fε
∂s

, e2 =
∂Fε
∂y1

, e3 =
∂Fε
∂y2

.

A matriz Jacobiana é dada por

J :=


e1

e2

e3

 =


βε σε δε

0 εh cosα εh senα

0 −εh senα εh cosα

 ,

em que

βε(s, y) := 1− εh(s)k(s)〈zα(s), y〉,

σε(s, y) := −εh(s)(τ + α′)(s)〈z⊥α (s), y〉+ εh′(s)〈zα(s), y〉,

δε(s, y) := εh(s)(τ + α′)(s)〈zα(s), y〉+ εh′(s)〈z⊥α (s), y〉,

zα(s) := (cosα(s),− sinα(s)),

z⊥α (s) := (sinα(s), cosα(s)).

A matriz inversa de J é

J−1 =


β−1
ε σ̃ε δ̃ε

0 (εh)−1 cosα −(εh)−1 senα

0 (εh)−1 senα (εh)−1 cosα

 ,

em que

σ̃ε(s, y) :=
1

βε

[
(τ + α′)(s) y2 −

h′(s)

h(s)
y1

]
,
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δ̃ε(s, y) := − 1

βε

[
(τ + α′)(s) y1 +

h′(s)

h(s)
y2

]
.

Note que JJ t = G e det J = | detG|1/2 = ε2h2(s)βε(s, y). Já que k e

h são funções limitadas, para ε su�cientemente pequeno, βε não se anula em

I × S. Assim, Fε é um difeomor�smo local. Assumindo que o tubo não possui

autointersecção (para isso basta tomarmos ε su�cientemente pequeno), obtemos

um difeomor�smo global.

Introduzimos agora a notação

‖ψ‖2
G :=

∫
I×S
|ψ(s, y)|2h2(s)βε(s, y)dsdy

e consideremos também o operador unitário

Ψε : L2(Ωα,h
ε ) → L2(R× S, h2βεdsdy)

ψ 7→ ε ψ ◦ Fε
.

A partir de (2.5) e do operador unitário acima, obtemos uma nova sequência

de formas quadráticas

bjε(ψ) = qjε(Ψ
−1
ε ψ) = ‖J−1∇ψ‖2

G, dom bjε = Ψε(dom qjε), j ∈ {D,N},

em que ∇ψ = (∂sψ,∇yψ), ∂sψ := ∂ψ/∂s e ∇yψ := (∂ψ/∂y1, ∂ψ/∂y2).

Assumindo também que τ e α′ são funções limitadas, alguns cálculos mos-

tram que

bjε(ψ) =

∫
I×S

(
h2

βε

∣∣∂Rhs,yψ(s, y)
∣∣2 +

βε
ε2
|∇yψ(s, y)|2

)
dsdy, j ∈ {D,N},

em que dom bDε = H1
0 (I × S) e dom bNε = H1(I × S). Aqui, y := (y1, y2) ∈ S,

(∂Rhs,yψ)(s, y) := ψ′(s, y) + 〈∇yψ(s, y), Rh(s, y)〉,

Rh(s, y) := (Ry) (τ + α′)(s)− yh
′(s)

h(s)
,
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ψ′ := ∂sψ eR é a matriz de rotação

(
0 1

−1 0

)
. Observe que dom bjε, j ∈ {D,N},

é um subespaço do espaço de Hilbert L2(I × S, h2(s)βε(s, y)dsdy).

Denotamos por T jε o operador autoadjunto associado à forma quadrática

bjε(ψ), j ∈ {D,N}. De fato, Ψε(−∆j

Ωα,hε
)Ψ−1

ε ψ = T jεψ, dom T jε = Ψε(dom (−∆j

Ωα,hε
)),

para j ∈ {D,N}.

2.3 Sobre a seção transversal do tubo

Nesta seção vamos apresentar algumas características do operador Laplaci-

ano restrito à seção transversal S.

Começamos com o Laplaciano de Dirichlet −∆D
S em S. Especi�camente,

denotamos por −∆D
S o operador autoadjunto associado à forma quadrática

qD(u) :=

∫
S

|∇yu|2 dy, dom qD := H1
0 (S).

O espectro de −∆S
D é puramente discreto e escrevemos

σ(−∆S
D) = {λDn ∈ N},

−∆D
S u

D
n = λDn u

D
n , uDn ∈ H1

0(S),

0 < λD1 < λD2 ≤ λD3 ≤ · · · .

As características geométricas de S garantem que o primeiro autovalor λD1 é

simples. O Princípio Minimax também garante que∫
S

|∇yu|2 ≥ λD1

∫
S

|u|2, ∀u ∈ H1
0(S).

Os detalhes sobre estas a�rmações podem ser encontrados em [25].

De�nimos a constante

C(S) :=

∫
S

|〈∇yu
D
1 , Ry〉|2dy ≥ 0, (2.6)
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em que u1 é a autofunção associada ao autovalor λD1 . Lembremos que R é a

matriz de rotação

(
0 1

−1 0

)
. Observe que C(S) depende somente das caracte-

rísticas geométricas de S. Mais, se S contém a origem, argumentando como na

demonstração da Proposição 2.2 de [7], tem-se C(S) = 0 se, e somente se, S é

um disco.

Agora, consideremos a seguinte forma quadrática

qN(u) :=

∫
S

|∇yu|2 dy, dom qN := H1(S).

Chamamos de Laplaciano de Neumann restrito à S, e denotamos por −∆N
S , o

operador autoadjunto associado à qN . Desde que −∆N
S tem resolvente compacto

(veja Seção XIII.14 de [30]), o seu espectro σ(−∆N
S ) é discreto. Denotemos por

λNn o n-ésimo autovalor de −∆N
S , contando com a sua multiplicidade, e uNn a

correspondente autofunção normalizada, ou seja,

−∆N
S u

N
n = λNn u

N
n , uNn ∈ H1(S),

0 = λN1 < λN2 ≤ λN3 ≤ · · · .

Neste caso, a longo de todo o texto, vamos assumir que cada autovalor λNn
é simples; note que uN1 é uma função constante.
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Capítulo 3

Laplaciano de Dirichlet em tubos

periódicos

Durante os últimos anos o operador Laplaciano de Dirichlet −∆D restrito

à faixas (em R2) ou à tubos (em R3) tem sido estudado sobre vários aspectos.

Chamamos a atenção para o caso particular em que a geometria dessas regiões

é periódica [3, 5, 18, 20, 33, 34]. Nessas situações, um ponto interessante é

conhecer sob quais condições o espectro σ(−∆D) é puramente absolutamente

contínuo. Por outro lado, uma vez que σ(−∆D) é uma união de bandas, outra

questão é sobre a existência e localização de lacunas em sua estrutura.

No caso de uma faixa plana encurvada periodicamente, um estudo sobre o

espectro σ(−∆D) foi feito por Sobolev em [33]. Em seu trabalho, Sobolev mostra

que σ(−∆D) é puramente absolutamente contínuo. A existência e localização

de lacunas foi analisada por Yoshitomi em [34]. Nossas principais contribuições

sobre o tema são demonstrar resultados similares para o operador Laplaciano

de Dirichlet restrito à tubos periódicos em R3.

Na Seção 3.1 apresentamos os resultados relacionados ao espectro absolu-

tamente contínuo de −∆D. Demonstrações e mais detalhes serão apresentados

nas Seções 3.2 e 3.3.

Nas Seções 3.4 e 3.5 apresentamos e demonstramos os resultados relaciona-

dos à existência e à localização de lacunas em σ(−∆D

Ωα,hε
), respectivamente.

Ao longo deste capítulo, consideramos o tubo periódico Ωα,h
ε de�nido na
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Seção 2.1 com I = R e h(s) = 1, para todo s ∈ R. Por simplicidade, vamos

denotar essa região por Ωε.

3.1 Espectro absolutamente contínuo de −∆D
Ωε

Seja Ωε o tubo periódico descrito acima. Consideremos o Laplaciano de

Dirichlet −∆D
Ωε

em Ωε, ou seja, −∆D
Ωε

é o operador autoadjunto associado à

forma quadrática

qDε (ϕ) =

∫
Ωε

|∇ϕ|2dx, dom qDε = H1
0(Ωε).

Nesta seção vamos estudar o espectro absolutamente contínuo do operador

−∆D
Ωε

no caso em que ε é su�cientemente pequeno. Mais precisamente, seja

λD1 > 0 o primeiro autovalor do Laplaciano de Dirichlet −∆D
S em S (devido às

características geométricas de S, λD1 é simples). Temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Para cada E > 0, existe εE > 0 de modo que o espectro de

−∆D
Ωε

é puramente absolutamente contínuo no intervalo [0, λD1 /ε
2 + E], para

todo ε ∈ (0, εE).

A demonstração do Teorema 3.1 é um dos resultados principais deste capí-

tulo. Em [3], os autores mostraram o resultado considerando o caso particular

em que a seção transversal de Ωε é uma bola Bε := {y ∈ R2 : |y| < ε} (este
fato elimina o efeito de tubo torcido). Considerar o caso em que Ωε pode ser

simultaneamente encurvado e torcido é a nossa principal contribuição ao as-

sunto. Observamos também que em [18] foi provada que σ(−∆N
Ωε

) é puramente

absolutamente contínuo, mas sob a condição de simetria s 7→ −s na construção

do tubo.

A seguir, resumimos os principais passos para demonstrar o Teorema 3.1.

Em particular, chamamos atenção para o Teorema 3.2 e o Corolário 3.1 os

quais são as principais ferramentas para generalizar o resultado de [3]. Muitos

detalhes serão omitidos nesta seção, mas serão apresentados nas próximas.

Fixemos um número c > ‖k2/4‖∞. Denote por 1 o operador identidade.

Por razões técnicas, vamos estudar o operador −∆D
Ωε

+ c1.
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De acordo com a mudança de variáveis da Seção 2.2, a sequência de formas

quadráticas (qDε )ε>0 se torna (bDε )ε>0, em que

bDε (ψ) =

∫
R×S

(
1

βε

∣∣∂Rs,yψ(s, y)
∣∣2 +

βε
ε2
|∇yψ(s, y)|2 + c|ψ(s, y)|2βε

)
dsdy,

dom bDε = H1
0 (R× S),

βε(s, y) := 1− εk(s)〈zα, y〉, (3.1)

∂Rsyψ := ψ′ + 〈∇yψ,R y〉(τ + α′)(s), (3.2)

zα(s) = (cosα(s),− senα(s)) e R é a matriz de rotação

(
0 1

−1 0

)
. Observe que

a forma quadrática bDε atua no espaço de Hilbert L2(R× S, βεdsdy).

Alguns cálculos mostram que o operador autoajunto associado à forma qua-

drática bDε é dado por

TDε ψ := − 1

βε
(∂Rsyβ

−1
ε ∂Rsy)ψ −

1

ε2βε
div(βε∇yψ) + c ψ, (3.3)

em que dom TDε ⊂ dom bDε e ∂Rsyψ possui ação dada por (3.2). Os operadores

−∆D
Ωε

+ c1 e TDε são unitariamente equivalentes.

Desde que os coe�cientes de TDε são todos periódicos com respeito à variável

s, usamos a decomposição de Floquet-Bloch em C := [−π/L, π/L]. Mais preci-

samente, o Lema 3.2 da Seção 3.2 mostra que TDε é unitariamente equivalente

ao operador
∫ ⊕
C T

θ
ε dθ, em que

T θε ψ :=
1

βε
(−i∂Rsy + θ)β−1

ε (−i∂Rsy + θ)ψ − 1

ε2βε
div(βε∇yψ) + c ψ. (3.4)

O domínio dom T θε é um subespaço de L2((0, L)× S, βεdsdy) e, em particular,

as funções em dom T θε satisfazem as condições de contorno ψ(0, y) = ψ(L, y) e

ψ′(0, y) = ψ′(L, y) em L2(S). Além disso, cada operador T θε é autoadjunto.

Observemos que cada T θε tem resolvente compacto e é limitado inferiormente.

Assim, o espectro σ(T θε ) é discreto. Denote por En(ε, θ) o n-ésimo autovalor de

24



T θε , contando com a sua multiplicidade, e ψn(ε, θ) a correspondente autofunção

normalizada, ou seja,

T θε ψn(ε, θ) = En(ε, θ)ψn(ε, θ), n = 1, 2, 3, · · · , θ ∈ C.

Além disso, podemos organizar os autovalores de forma que

E1(ε, θ) ≤ E2(ε, θ) ≤ · · · ≤ En(ε, θ) ≤ · · · , θ ∈ C.

Nestas condições, temos

σ(−∆D
Ωε + c1) = ∪∞n=1 {En(ε, C)} , (3.5)

em que En(ε, C) := ∪θ∈C {En(ε, θ)}; cada En(ε, C) é chamado de n-ésima banda

de σ(−∆D
Ωε

+ c1).

Agora temos o seguinte resultado:

Lema 3.1. {T θε : θ ∈ C} é uma família analítica do tipo A.

Este lema garante que as funções En(ε, θ) são contínuas em C e analíticas

por partes em C; consequentemente, cada En(ε, C) ou é um intervalo fechado

ou é um conjunto com apenas um ponto. A prova do Lema 3.1 é apresentada

na Seção 3.2.

Outro ponto importante para provar o Teorema 3.1 é conhecer o comporta-

mento assintótico dos autovalores En(ε, θ), quando ε→ 0. Para esta caracteri-

zação, para cada θ ∈ C, considere o operador autoadjunto unidimensional

T θw := (−i∂s + θ)2w +

[
C(S)(τ + α′)2(s) + c− k2(s)

4

]
w, (3.6)

atuando em L2(0, L), em que, dom T θ = {w ∈ H2(0, L) : w(0) = w(L), w′(0) =

w′(L)}. A constante C(S) é de�nida por (2.6) no Capítulo 2 e depende apenas

da seção transversal S.

Por simplicidade, escrevemos Q := (0, L) × S. Lembre-se que λD1 > 0

denota o primeiro autovalor do Laplaciano de Dirichlet −∆D
S em S e uD1 a
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autofunção correspondente. Considere o subespaço fechado L := {w(s)uD1 (y) :

w ∈ L2(0, L)} ⊂ L2(Q) e o operador unitário Vε de�nido por (3.10) na Seção

3.3. Um passo importante na determinação do comportamento assintótico de

En(ε, θ) é dado pelo seguinte resultado:

Teorema 3.2. Existe um número K > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�ci-

entemente pequeno,

sup
θ∈C

{∥∥∥∥∥V−1
ε

(
T θε −

λ0

ε2
1

)−1

Vε − ((T θ)−1 ⊕ 0)

∥∥∥∥∥
}
≤ K ε,

em que 0 denota o operador nulo sobre o subespaço L⊥.

O espectro de T θ é puramente discreto (veja Seção 1.5); denotamos por κn(θ)

o n-ésimo autovalor contando com a sua multiplicidade. Como consequência

direta do Teorema 3.2 temos:

Corolário 3.1. Para cada n0 ∈ N, existe εn0 > 0 de modo que, para todo

ε ∈ (0, εn0),

En(ε, θ) =
λ0

ε2
+ κn(θ) +O(ε), (3.7)

para cada n = 1, 2, · · · , n0, uniformemente em C.

Em [3], os autores encontraram uma aproximação similar à do Corolário 3.1.

No entanto, o resultado foi provado com a hipótese de que a seção transversal era

uma bola Bε. Em suas demonstrações, foram usados resultados de [16] os quais

não podem ser usados para generalizar para o caso de outras seções transversais.

Por outro lado, em [6, 13, 24], resultados similares foram provados para outras

seções transversais, mas apenas para o caso em que θ = 0. Enfatizamos que em

[24], a convergência é estabelecida sem assumir a existência de um referencial

de Frenet na curva de referência r.

Com todas estas ferramentas em mãos, temos

Demonstração do Teorema 3.1: Seja E > 0. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que, para todo θ ∈ C, o espectro de T θε abaixo de E + λD1 /ε
2

consiste exatamente de n0 autovalores {En(ε, θ)}n0
n=1. O Lema 3.1 garante que
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En(ε, θ) são funções contínuas e analíticas por partes. Assim, podemos assumir

que existe uma partição �nita de C, a qual denotamos por P , de forma que cada

En(θ, ε), n = 1, 2, · · · , n0, é analítica em cada subintervalo dessa partição. Para

concluir o teorema, resta mostrar que cada En(ε, θ) é não-constante em cada

intervalo em que En(ε, θ) é analítica.

Considere as funções κn(θ), θ ∈ C. Pelo Teorema 1.11 da Seção 1.4 do

Capítulo 1, as funções κn(θ) são estritamente monótonas em (−π/L, 0) e em

(0, π/L). Pelo Corolário 3.1, existe εE > 0 de forma que (3.7) vale para n =

1, 2, · · · , n0, uniformemente em θ ∈ C, para todo ε ∈ (0, εE). Note que εE > 0

depende de n0, ou seja, a espessura do tubo depende do comprimento das

energias a serem cobertas. Assim, tomando εE > 0 su�cientemente pequeno,

En(ε, θ) é não-constante em cada subintervalo da partição P para todo ε ∈
(0, εE) e n = 1, 2, · · · , n0. Pelo Teorema 1.10 da Seção 1.4 do Capítulo 1, segue

a conclusão do teorema.

A longo das próximas seções, o simbolo K é usado para denotar constantes

diferentes e nunca depende de θ.

Como já comentado, as Seções 3.2 e 3.3 são dedicadas às demonstrações dos

resultados desta seção. Nas Seções 3.4 e 3.5, vamos apresentar e demostrar os

resultados relacionados à existência e à localização de lacunas em σ(−∆D
Ωε

).

3.2 Decomposição de Floquet-Bloch

Já que os coe�cientes de Tε são periódicos com respeito à variável s, nesta

seção apresentamos a decomposição de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin

C = [−π/L, π/L]. Para simpli�car as notações, escrevemos Ω := R× S,

Hε := L2(Ω, βεdsdy), H̃ε := L2(Q, βεdsdy).

Lembre-se que Q = (0, L)× S.
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Lema 3.2. Existe um operador unitário Uε : Hε →
∫ ⊕
C H̃ε dθ de forma que

Uε Tε U−1
ε =

∫ ⊕
C
T θε dθ,

em que

T θε ψ :=
1

βε
(−i∂Rsy + θ)β−1

ε (−i∂Rsy + θ)ψ − 1

ε2βε
div(βε∇yψ) + c ψ,

e

dom T θε =
{
ψ ∈ H2(Q) : ψ(s, y) = 0 em ∂Q \ ({0, L} × S),

ψ(L, ·) = ψ(0, ·), ψ′(L, ·) = ψ′(0, ·) em L2(S)
}
.

Além disso, para cada θ ∈ C, T θε é autoadjunto.

Demonstração. Baseado em [3], para (θ, s, y) ∈ C ×Q, de�nimos

(Uεf)(θ, s, y) :=
∑
n∈Z

√
L

2π
e−inLθ−iθsf(s+ Ln, y). (3.8)

Seja S(R×S) o espaço de Schwarts. Para cada f ∈ S(R×S) a série em (3.8) é

convergente e Uεf ∈
∫ ⊕
C H̃ε dθ. Vamos mostrar que Uε é um operador unitário.

Pelo Teorema de Fubini e pelo Teorema de Plancherel,

‖Uεf‖2
⊕ =

∫
C
‖(Uεf)(θ, ·, ·)‖2

H̃εdθ

=

∫
Q

βε(s, y)

∫
C

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

√
L

2π
e−inLθ−iθsf(s+ nL, y)

∣∣∣∣∣
2

dθ ds dy

=

∫
Q

[
βε

(∑
n,j∈Z

f(s+ nL, y)f(s+ jL, y)

)∫
C
e−i(n−j)Lθ

L

2π
dθ

]
ds dy

=

∫
Q

(∑
n∈Z

|f(s+ nL, y)|2βε(s+ nL, y)

)
dsdy

=

∫
Ω

|f(s, y)|2βε(s, y) dsdy

= ‖f‖2
Hε .
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Desde que S(R×S) é denso emHε, o operador Uε possui uma única extensão

isométrica.

Agora, vamos encontrar o seu adjunto U∗ε . Para cada g ∈ H, de�nimos

(U∗ε g)(s+ nL, y) =

√
L

2π

∫
C
einLθ+isθg(θ, s, y) dθ, 0 < s < L, y ∈ S, n ∈ Z.

(3.9)

Um cálculo direto mostra que U∗ε é o adjunto de Uε. Além disso,

‖U∗ε g‖2
Hε =

∫
R×S
|(U∗ε g)(s, y)|2βε(s, y) dsdy

=

∫
Q

∑
n∈Z

|(U∗ε g)(s+ nL, y)|2βε(s+ Ln, y) dsdy

=

∫
Q

βε(s, y)
∑
n∈Z

∣∣∣∣∣
∫
C

√
L

2π
einLθ+isθg(θ, s, y)

∣∣∣∣∣
2

dθdsdy

=

∫
Q

(∫
C
|g(θ, s, y)|2dθ

)
βε(s, y) dsdy

= ‖g‖2
⊕.

Segue que U∗ε é também uma isometria. Assim, Uε é sobrejetor. Portanto,

Uε é um operador unitário.

O operador Uε é uma modi�cação do operador do Teorema XIII.88 em [30].

Como consequência, os domínios dos operadores T θε não dependem de θ.

As demonstrações das outras a�rmações serão omitidas neste texto. De fato,

uma prova detalhada no caso de faixas periódicas planas pode ser encontrada

em [34]. O argumento para tubos periódicos em R3 é análogo.

Observação 3.1. Na demonstração acima, usamos o fato de que, para cada

s ∈ (0, L), o conjunto {
√
L/2πe−inLθ−isθ : n ∈ Z} é uma base ortonormal

completa de L2(C).

Observação 3.2. Apesar de T θε atuar no espaço de Hilbert H̃ε, o operador ∂Rsyψ

tem ação dada por (3.2) e βε é dado por (3.1) (veja Seção 3.1). Por simplicidade,

mantemos a mesma notação .
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Agora, apresentamos a demonstração do Lema 3.1 que foi enunciada na

Seção 3.1.

Demonstração do Lema 3.1: Para cada θ ∈ C, escrevemos T θε = T 0
ε + V θ

ε ,

em que, para ψ ∈ dom T 0
ε ,

V θ
ε ψ := (T θε − T 0

ε )ψ

= (−2iθ/β2
ε )∂

R
syψ +

[
−iθ(∂Rsyβ−1

ε )/βε + θ2/β2
ε

]
ψ.

A�rmamos que V θ
ε é T 0

ε -limitado com T 0
ε -limite de V θ

ε igual zero. De fato,

denotamos por Rz = Rz(T
0
ε ) = (T 0

ε − z1)−1. Escolhemos z ∈ C com img z 6= 0.

Desde que todos os coe�cientes de V θ
ε são limitados, existe K > 0 de modo que

‖V θ
ε ψ‖2

H̃ε =

∫
Q

|V θ
ε ψ|2βεdxdy

≤ K
(
〈ψ, T 0

ε ψ〉H̃ε + ‖ψ‖2
H̃ε

)
≤ K

(
〈Rz(T

0
ε − z1)ψ, T 0

ε ψ〉H̃ε + ‖ψ‖2
H̃ε

)
≤ K

(
〈RzT

0
ε ψ, T

0
ε ψ〉H̃ε + |z|〈ψ,RzT

0
ε ψ〉H̃ε + ‖ψ‖2

H̃ε

)
≤ K

(
‖RzT

0
ε ψ‖H̃ε‖T

0
ε ψ‖H̃ε + |z|〈ψ, (1 + zRz)ψ〉H̃ε + ‖ψ‖2

H̃ε

)
≤ K

[
‖Rz‖H̃ε‖T

0
ε ψ‖2

H̃ε +
(
|z|+ |z|2‖Rz‖H̃ε + 1

)
‖ψ‖2

H̃ε

]
,

para todo ψ ∈ dom T 0
ε e todo θ ∈ C. Na primeira estimativa usamos a desi-

gualdade de Minkovski e a propriedade ab ≤ (a2 + b2)/2, para todo a, b ∈ R.
Na terceira estimativa, usamos que RzT

0
ε = 1 + zRz.

Já que ‖Rz‖H̃ε → 0, quando img z →∞, a a�rmação está provada. Logo o

resultado segue pelo Teorema 1.2 do Capítulo 1.

3.3 Comportamento assintótico dos autovalores

Esta seção é dedicada em apresentar os detalhes da demonstração do Teo-

rema 3.2. Alguns passos são muito semelhantes aos de [13] e são necessárias

apenas algumas adaptações.
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Já que T θε > 0 é autoadjunto, existe uma forma sesquilinear fechada tθε > 0

de forma que dom T θε ⊂ dom tθε (ou seja, dom T θε é um cerne de dom tθε) e

tθε(φ, ϕ) = 〈φ, T θε ϕ〉, ∀φ ∈ dom tθε,∀ϕ ∈ dom T θε ;

para mais detalhes veja Teorema 4.3.1 em [10].

Para ϕ ∈ dom T θε , a forma quadrática tθε(ϕ) := tθε(ϕ, ϕ) atua da forma

tθε(ϕ) =

∫
Q

1

βε

∣∣(−i∂Rsy + θ
)
ϕ
∣∣2 dsdy +

∫
Q

βε
ε2
|∇yϕ|2dsdy + c

∫
Q

βε|ϕ|2dsdy.

Estamos interessados no estudo da sequência tθε(ϕ) para ε > 0 su�ciente-

mente pequeno. Sendo assim, é necessário controlar o termo (1/ε2)
∫
Q
βε|∇yϕ|2dsdy,

no limite ε → 0. Já que este fato está relacionado com as oscilações na seção

transversal do tubo, procedemos da seguinte forma. Como já comentado na Se-

ção 3.1, seja uD1 a autofunção associada ao primeiro autovalor λD1 do Laplaciano

de Dirichlet −∆D
S em S, ou seja,

−∆D
S u

D
1 = λD1 u

D
1 , uD1 ≥ 0,

∫
S

|uD1 |2dy = 1, λD1 > 0.

Devido às características geométricas de S, λD1 é um autovalor simples. A

estratégia é considerar a sequência de formas quadráticas

tθε(ϕ)− λD1
ε2
‖ϕ‖2

H̃ε =

∫
Q

1

βε

∣∣(−i∂Rsy + θ
)
ϕ
∣∣2 dsdy

+

∫
Q

βε
ε2

(
|∇yϕ|2 − λD1 |ϕ|2

)
dsdy + c

∫
Q

βε|ϕ|2dsdy,

ϕ ∈ dom T θε , a �m de controlar as energias divergentes da seção transversal

do tubo, quando ε → 0; uma discussão detalhada sobre este assunto pode ser

encontrada na Seção 1 de [14].

Um ponto importante é que, para cada ϕ ∈ dom T θε ,∫
S

βε
(
|∇yϕ|2 − λD1 |ϕ|2

)
dy ≥ γε(s)

∫
S

|ϕ|2dy, q.t.p.,
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em que γε(s)→ −k2(s)/4 uniformemente, quando ε→ 0. A prova desta estima-

tiva pode ser encontrada em [6]. Como consequência, desde que ‖k2/4‖∞ < c,

zero pertence ao resolvente ρ
(
T θε − (λD1 /ε

2)1
)
, para todo ε > 0 su�cientemente

pequeno.

Agora, de�nimos o operador unitário

Vε : L2(Q) → H̃ε

ψ → ψ/β
1/2
ε

. (3.10)

Com esta transformação, passamos a trabalhar em L2(Q) com a medida usual

de R3. Mais precisamente, vamos estudar a sequência de formas quadráticas

bθε(ψ) := tθε(Vθεψ)− λD1
ε2
‖Vθεψ‖2

H̃ε ,

em que dom bθε := V−1
ε (dom T θε ) ⊂ L2(Q). É possível mostrar que

bθε(ψ) =

∫
Q

1

β2
ε

∣∣−i [∂Rsyψ + β1/2
ε (∂Rsyβ

−1/2
ε )ψ

]
+ θψ

∣∣2 dsdy

+

∫
Q

1

ε2

(
|∇yψ|2 − λD1 |ψ|2

)
dsdy −

∫
Q

k2(s)

4β2
ε

|ψ|2dsdy + c

∫
Q

|ψ|2dsdy.

Os detalhes dos cálculos desta mudança de coordenadas pode ser encontrados

no Apêndice A de [13].

Denotamos por Bθ
ε o operador autoadjunto associado ao fecho da foma qua-

drática bθε(ψ). De fato, dom Bθ
ε = dom bθε e

V−1
ε

(
T θε −

λD1
ε2

1

)
Vε = Bθ

ε .

Substituindo o fator 1/β2
ε por 1 na primeira e terceira integral na expressão

de bθε(ψ), obtemos a forma quadrática

dθε(ψ) :=

∫
Q

∣∣−i [∂Rsyψ + β1/2
ε (∂Rsyβ

−1/2
ε )ψ

]
+ θψ

∣∣2 dsdy

+

∫
Q

1

ε2

(
|∇yψ|2 − λD1 |ψ|2

)
dsdy −

∫
Q

k2(s)

4
|ψ|2dsdy + c

∫
Q

|ψ|2dsdy,
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dom dθε = dom bθε. Denotamos por Dθ
ε o operador autoadjunto associado ao

fecho de dθε(ψ). Temos dom Dθ
ε = dom Bθ

ε e 0 ∈ ρ(Bθ
ε )∩ρ(Dθ

ε), para todo ε > 0

su�cientemente pequeno.

A�m de simpli�car os cálculos adiante, temos o seguinte resultado

Teorema 3.3. Existe um número K > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�ci-

entemente pequeno,

sup
θ∈C

{
‖(Bθ

ε )
−1 − (Dθ

ε)
−1‖
}
≤ K ε.

O ponto principal deste teorema é que βε → 1 uniformemente quando ε →
0. Sua demonstração é muito similar à do Teorema 3.1 em [15] e não será

apresentada neste texto.

Consideremos o subespaço fechado L := {w(s)uD1 (y) : w ∈ L2(0, L)} do

espaço de Hilbert L2(Q). Temos a decomposição ortogonal

L2(Q) = L ⊕ L⊥. (3.11)

Para ψ ∈ dom Dθ
ε , podemos escrever ψ(s, y) = w(s)uD1 (y) + η(s, y), em que

w ∈ H2(0, L) e η ∈ Dθ
ε ∩ L⊥. Além disso, w(0) = w(L).

Lembremos que

C(S) =

∫
S

|〈∇yu
D
1 , Ry〉|2dy ≥ 0.

Por simplicidade, denotamos V (s) := C(S)(τ + α′)2(s) + c− k2(s)/4 e lem-

bremos também o operador unidimensional

T θw = (−i∂s + θ)2w + V (s)w,

mencionado na Seção 3.1. Temos que dom T θ = {w ∈ H2(0, L) : w(0) =

w(L), w′(0) = w′(L)}. Com este domínio, T θ é autoadjunto e, desde que

‖k2/4‖∞ < c, 0 ∈ ρ(T θ).
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Denotamos por tθ(w) a forma quadrática associada à T θ. Para w ∈ dom T θ,

tθ(w) =

∫ L

0

[
|(−i∂s + θ)w|2 + V (s)|w|2

]
ds.

Demonstração do Teorema 3.2: A demonstração é dividida em dois passos.

Passo I. De�nimos a forma quadrática unidimensional

sθε(w) := dθε(wu
D
1 ) =

∫ L

0

[
|(−i∂s + θ)w|2 + (V (s) + gε(s)) |w|2

]
ds,

dom sθε = dom T θ, em que

gε(s) =

∫
S

{
βε(∂

R
syβ
−1/2
ε )2 −

[
β1/2
ε (∂Rsyβ

−1/2
ε )

]′} |uD1 |2dy ∈ L∞(0, L).

De uma forma mais simples, sθε é a restrição de dθε ao subespaço dom T θ =

dom Dθ
ε ∩ L.

Denotamos por Sθε o operador autoadjunto associado ao fecho de sθε(w).

Temos dom Sθε = dom T θ.

De acordo com a de�nição de βε em (3.1) na Seção 3.1, alguns cálculos

mostram que existe K > 0 de forma que

|gε(s)| ≤ K ε, ∀s ∈ (0, L). (3.12)

Este fato e a condição ‖k2/4‖∞ < c garantem que 0 ∈ ρ(Sθε ), para todo ε > 0

su�cientemente pequeno.

Denote por 0 o operador nulo no subespaço L⊥. Neste passo, vamos mostrar

que existe K > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

sup
θ∈C

{
‖(Dθ

ε)
−1 − ((Sθε )

−1 ⊕ 0)‖
}
≤ K ε. (3.13)

Devido à decomposição em (3.11), para ψ ∈ dom Dθ
ε ,

ψ(s, y) = w(s)uD1 (y) + η(s, y), w ∈ dom T θ, η ∈ dom Dθ
ε ∩ L⊥.
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Assim,

dθε(ψ) = sθε(w) + dθε(wu
D
1 , η) + dθε(η, wu

D
1 ) + dθε(η).

Vamos mostrar que existem c0 > 0 e funções 0 ≤ q(ε), 0 ≤ p(ε) e c(ε), de

forma que sθε(w), dθε(η) e dθε(wu
D
1 , η) satisfazem as seguintes condições:

sθε(w) ≥ c(ε)‖wuD1 ‖2
L2(Q), ∀w ∈ dom T θ, c(ε) ≥ c0 > 0; (3.14)

dθε(η) ≥ p(ε)‖η‖2
L2(Q), ∀η ∈ dom Dθ

ε ∩ L⊥; (3.15)

|dθε(wuD1 , η)|2 ≤ q(ε)2 sθε(w) dθε(η), ∀ψ ∈ dom Dθ
ε ; (3.16)

e

p(ε)→∞, c(ε) = O(p(ε)), q(ε)→ 0 quando ε→ 0. (3.17)

Assim, a Proposição 3.1 em [19] garante que, para ε > 0 su�cientemente pe-

queno,

sup
θ∈C

{
‖(Dθ

ε)
−1 − ((Sθε )

−1 ⊕ 0)‖
}
≤ p(ε)−1 +K q(ε) c(ε)−1,

para algum K > 0.

Chamamos a atenção que o ponto principal nesta prova é garantir que as

funções c(ε), p(ε) e q(ε) não dependam de θ.

Já que ‖k2/4‖∞ < c e gε(s)→ 0 uniformemente, existe c1 > 0 de forma que,

sθε(w) ≥ c1

∫ L

0

|w|2ds = c1‖wuD1 ‖2
L2(Q), ∀w ∈ dom T θ,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno. De�nimos, c(ε) := c1.

Seja λD2 > λD1 , o segundo autovalor do operador Laplaciano de Dirichlet em

S. O Principio do Minmax garante que∫
S

(
|∇yη|2 − λD1 |η|2

)
dy ≥ (λD2 −λD1 )

∫
S

|η|2dy, q.t.p. s, ∀η ∈ dom Dθ
ε ∩L⊥.

Assim,

dθε(η) ≥ (λD2 − λD1 )

ε2

∫
Q

|η|2dsdy, ∀η ∈ dom Dθ
ε ∩ L⊥.
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De�nimos, p(ε) := (λD2 − λD1 )/ε2.

A prova da estimativa (3.16) é muito semelhante àquela do Apêndice B em

[13]. Seguindo os mesmos passos, é possível mostrar que

|dθε(wuD1 , η)|2 ≤ K ε2 sθε(w) dθε(η), ∀ψ ∈ dom Dθ
ε ,

para algum K > 0. De�nimos, q(ε) :=
√
K ε. Uma vez que as condições (3.14),

(3.15), (3.16) e (3.17) são satisfeitas, vale (3.13) .

Passo II. Por (3.12), para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

|sθε(w)− tθ(w)| ≤ ‖gε‖∞
∫ L

0

|w|2ds ≤ K ε

∫ L

0

|w|2ds, ∀w ∈ dom T θ,∀θ ∈ C.

Pelo Teorema 3 em [2], para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

sup
θ∈C

{
‖(Sθε )−1 − (T θ)−1‖

}
≤ K ε.

Levando em conta o Teorema 3.3 e os passos I e II, concluímos a prova do

Teorema 3.2.

Observação 3.3. Sejam (hε)ε, (mε)ε duas sequências de formas sesquilineares

fechadas e positivas num espaço de Hilbert H com dom hε = dom mε = D,
para todo ε > 0. Denote por Hε e Mε os operadores autoadjuntos associados à

hε e mε, respetivamente. Suponha que exista ζ > 0 de forma que hε,mε > ζ,

para todo ε > 0, e

|hε(ϕ)−mε(ϕ)| ≤ j(ε)mε(ϕ), ∀ϕ ∈ D, (3.18)

em que j(ε) → 0, quando ε → 0. O Teorema 3 de [2] implica que existe um

número K > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

‖H−1
ε −M−1

ε ‖ ≤ K j(ε). (3.19)

Suponha que dom Hε = dom Mε =: D̃ e que a condição (3.18) seja satis-

feita para todo ϕ ∈ D̃. Aplicando a mesma demonstração de [2], ainda vale a
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estimativa (3.19).

A ideia da observação acima pode ser aplicada na Proposição 3.1 em [19].

Por isso, nesta seção, quando trabalhamos com formas quadráticas, restringi-

mos o estudo às suas ações apenas no domínio do seus respectivos operadores

autoadjuntos associados.

Demonstração do Corolário 3.1: Escrevemos λn(ε, θ) := En(ε, θ)−(λ0/ε
2).

O Teorema 3.2 e o Corolário 2.3 de [21] implicam∣∣∣∣ 1

λn(ε, θ)
− 1

κn(θ)

∣∣∣∣ ≤ K ε, ∀n ∈ N, ∀θ ∈ C, (3.20)

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno. Então,

|λn(ε, θ)− kn(θ)| ≤ K ε |λn(ε, θ)| |kn(θ)|, ∀n ∈ N, ∀θ ∈ C,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

Uma demonstração semelhante à do Lema 3.1 mostra que {T θ : θ ∈ C} é
uma família analítica do tipo A. Assim, as funções kn(θ) são contínuas em C
e consequentemente limitadas. Este fato e a estimativa (3.20) garantem que,

para cada ñ0 ∈ N, existe Kñ0 > 0, de forma que,

|λñ0(ε, θ)| ≤ Kñ0 , ∀θ ∈ C,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

Finalmente, para cada n0 ∈ N, existe Kn0 > 0 de forma que

|λn(ε, θ)− kn(θ)| ≤ Kn0 ε, n = 1, 2 · · · , n0,∀θ ∈ C,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

3.4 Existência de lacunas

Sabemos que o espectro de −∆D
Ωε

coincide com uma união de bandas; veja

(3.5) na Seção 3.1. É natural a questão sobre a existência de lacunas em sua
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estrutura. Esse assunto foi estudado em [34]. No entanto, nesse trabalho foi

considerada uma faixa encurvada periodicamente no plano R2. O autor garante

a existência de pelo menos uma lacuna no espectro do operador do Laplaciano de

Dirichlet e encontra sua localização. O objetivo desta seção é provar resultados

similares para o operador −∆D
Ωε
.

Lembremos que V (s) = C(S)(τ + α′)2(s) + c − k2(s)
4

. Temos o seguinte

resultado:

Teorema 3.4. Suponha que V (s) não seja uma função constante. Então, exis-

tem n1 ∈ N, εn1+1 > 0 e Cn1 > 0 de forma que, para todo ε ∈ (0, εn1+1),

min
θ∈C

En1+1(ε, θ)−max
θ∈C

En1(ε, θ) = Cn1 +O(ε). (3.21)

O Teorema 3.4 garante a existência de pelo menos uma lacuna no espectro

σ(−∆D
Ωε

), desde que ε > 0 seja su�cientemente pequeno. Sua demonstração é

baseada em argumentos de [4, 34] e serão apresentados nesta seção.

Consideremos o operador unidimensional

Tw = −w′′ + V (s)w, dom T = H2(R).

Denotamos por κn(θ) o n-ésimo autovalor (contando a multiplicidade) do ope-

rador T θ; relembremos a de�nição de T θ por (3.6) na Seção 3.1. Cada κn(θ) é

uma função contínua em C. Pela Seção 1.5 do Capítulo 1, temos as seguintes

propriedades:

(a) κn(θ) = κn(−θ), para todo θ ∈ C, n = 1, 2, 3, · · · .

(b) Para cada n ímpar (respetivamente par), κn(θ) é estritamente crescente

(respectivamente, decrescente) quando θ esta entre 0 e π/L. Em particular,

κ1(0) < κ1(π/L) ≤ κ2(π/L) < κ2(0) ≤ · · · ≤ κ2n−1(0) < κ2n−1(π/L)

≤ κ2n(π/L) < κ2n(0) ≤ · · · .
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Para n = 1, 2, 3, · · · , de�nimos

Bn :=

{
[κn(0), κn(π/L)] , para n ímpar,

[κn(π/L), κn(0)] , para n par,

e

Gn :=


(κn(π/L), κn+1(π/L)) , paran ímpar tais que κn(π/L) 6= κn+1(π/L),

(κn(0), κn+1(0)) , para n par tais que κn(0) 6= κn+1(0),

∅, caso contrário.

Pelo Teorema 1.11 do Capítulo 1, temos σ(T ) = ∪∞n=1Bn em que Bn é

chamado de j-ésima banda de σ(T ). Dizemos que Gn é uma lacuna de σ(T ) se

Gn 6= ∅.
Pelo Corolário 3.1, para cada n0 ∈ N existe εn0 > 0 de forma que, para todo

ε ∈ (0, εn0),

max
θ∈C

En(ε, θ) =

{
λ0/ε

2 + κn(π/L) +O(ε), para n ímpar,

λ0/ε
2 + κn(0) +O(ε), para n par,

e

min
θ∈C

En(ε, θ) =

{
λ0/ε

2 + κn(0) +O(ε), para n ímpar,

λ0/ε
2 + κn(π/L) +O(ε), para n par,

vale para cada n = 1, 2, · · · , n0. Assim, temos

Corolário 3.2. Para cada n0 ∈ N, existe εn0+1 > 0 de forma que, para todo

ε ∈ (0, εn0+1),

min
θ∈C

En+1(ε, θ)−max
θ∈C

En(ε, θ) = |Gn|+O(ε),

vale para cada n = 1, 2, · · · , n0, em que | · | denota a medida de Lebesgue.

Demonstração do Teorema 3.4: Para cada θ ∈ C, de�nimos a transforma-

ção unitária (uθw)(s) = e−iθsw(s). Em particular, consideremos os operado-

res T̃ 0 := u0T
0u−1

0 e T̃ π/L := uπ/LT
π/Lu−1

π/L cujos autovalores são dados por

{κn(0)}n∈N e {κn(π/L)}n∈N, respectivamente. Além disso, o domínio desses
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operadores são dados por (A.1) (veja Apêndice A); T̃ 0 e T̃ π/L são chamados

de operadores com condição periódica e antiperiódica na fronteira, respectiva-

mente.

Já que V (s) não é constante em [0, L], pelo Teorema de Borg (veja Seção A.1

do Apêndice A), sem perda de generalidade, podemos a�rmar que exite n1 ∈ N
de forma que κn1(0) 6= κn1+1(0). Agora, pelo Corolário 3.2 segue a conclusão

do Teorema 3.4.

3.5 Localização de lacunas

Com o resultado que apresentaremos nesta seção será possível determinar

n1 para o qual (3.21) vale. No entanto, alguns ajustes serão necessários.

Para γ > 0, usamos a escala

k(s) 7→ γ k(s), (τ + α′)(s) 7→ γ (τ + α′)(s) e c 7→ γ2 c. (3.22)

Assim, obtemos uma nova região Ωγ,ε e passamos a considerar −∆D
Ωγ,ε

em vez

de −∆D
Ωε
. Denote por Tγ,ε e T θγ,ε os operadores obtidos substituindo (3.22) em

(3.3) e (3.4), respectivamente. Denote por En(γ, ε, θ) o n-ésimo autovalor de

T θγ,ε, contando com a sua multiplicidade.

Escrevemos a função V (s) como uma série de Fourier, ou seja,

V (s) =
+∞∑

n=−∞

1√
L
νne

2πnis/L em L2(0, L),

em que a sequência {νn}+∞
n=−∞ é chamada de sequência de coe�cientes de Fourier

de V (s). Já que V (s) é uma função real, νn = ν−n, para todo n ∈ Z. Temos o

seguinte resultado:

Teorema 3.5. Suponha que V (s) não é uma função constante e seja n2 ∈ N de

forma que νn2 6= 0. Então, existem γ > 0 su�cientemente pequeno, εn2+1 > 0 e
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Cγ,n2 > 0 de modo que, para todo ε ∈ (0, εn2+1),

min
θ∈C

En2+1(γ, ε, θ)−max
θ∈C

En2(γ, ε, θ) = Cγ,n2 +O(ε).

A demonstração do Teorema 3.5 é baseada na demonstração do Teorema

1.3 em [34]. Por este motivo, apenas apresentamos os passos mais importantes.

Mais detalhes desta demonstração podem ser encontrados na Seção A.2 do

Apêndice A.

Lembremos a de�nição de T θ na Seção 3.1. Para cada θ ∈ C, de�nimos

T θγw := −w′′ + γ2 V (s)w, dom T θγ = dom T θ.

Denotamos κn(γ, θ) o n-ésimo autovalor de T θγ contando com a sua multiplici-

dade. Como na Seção 3.4, consideremos as bandas

Gn(γ) :=



(κn(γ, π/L), κn+1(γ, π/L)) ,

{
para n ímpar de forma que

κn(γ, π/L) 6= κn+1(γ, π/L),

(κn(γ, 0), κn+1(γ, 0)) ,

{
para n par de forma que

κn(γ, 0) 6= κn+1(γ, 0),

∅, caso contrário.

Temos o seguinte resultado:

Corolário 3.3. Para cada n3 ∈ N, existem γ > 0 su�cientemente pequeno e

εn3+1 > 0 de forma que, para todo ε ∈ (0, εn3+1),

min
θ∈C

En+1(γ, ε, θ)−max
θ∈C

En(γ, ε, θ) = |Gn(γ)|+O(ε), (3.23)

vale para cada n = 1, 2, · · · , n3, em que | · | denota a medida de Lebesgue.

Demonstração do Teorema 3.5: De acordo com a notação da Seção A.2 do

Apêndice A, temos |Gn(γ)| = δn(γ2), para todo ∈ N, se considerarmos µ = γ2 e

W (s) = V (s). Lembremos que {νn}n=+∞
n=−∞ denotam os coe�cientes de Fourier de

V (s). Já que V (s) não é constante, existe n2 ∈ N de forma que νn2 6= 0. Pelo
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Teorema A.3 da Seção A.2,

|Gn2(γ)| = 2√
L
γ2|νn2|+O(γ4), γ → 0.

Por outro lado, pelo Corolário 3.3, existe εn2+1 > 0 de forma que, para todo

ε ∈ (0, εn2+1), vale (3.23). Então, tomando Cγ,n2 := |Gn2(γ)| > 0, concluímos o

teorema.
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Capítulo 4

Laplaciano de Neumann em tubos

periódicos

Consideremos o Laplaciano de Neumann −∆N

Ωα,hε
restrito a um tubo perió-

dico Ωα,h
ε em R3; relembre a de�nição de Ωα,h

ε na Seção 2.1 do Capítulo 2. Este

capítulo tem dois objetivos. O primeiro é obter informações sobre o espec-

tro absolutamente contínuo σac(−∆N

Ωα,hε
) de −∆N

Ωα,hε
. O segundo é demonstrar

a existência de gaps no espectro σ(−∆N

Ωα,hε
). Este resultado foi provado de

uma forma mais abstrata em [28], no entanto, apresentamos neste texto uma

demonstração alternativa. Comparando com [28], nossa estratégia mostra ex-

plicitamente como a geometria do tubo pode interferir no resultado. Todos os

resultados são obtidos sob a condição de que ε é su�cientemente pequeno.

Por simplicidade de notação, escrevemos Ωε := Ωα,h
ε . Diferente do Capítulo

3, destacamos que aqui h(s) não é necessariamente uma função constante.

Dividimos o capítulo da seguinte forma. A Seção 4.1 é dedicada ao estudo

do espectro absolutamente contínuo de −∆N
Ωε
. Apresentamos nessa seção os

principais resultados relacionados. As demonstrações aparecem nas Seções 4.2,

4.3, 4.4 e 4.5. Na Seção 4.6, assumindo determinadas condições, garantimos a

existência de lacunas no especto σ(−∆N
Ω ).
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4.1 Espectro absolutamente contínuo de −∆N
Ωε

Seja−∆N
Ωε

o Laplaciano de Neumann em Ωε, ou seja, o operador autoadjunto

associado à forma quadrática

qNε (ψ) :=

∫
Ωε

|∇ψ|2dx, ψ ∈ H1(Ωε). (4.1)

Nesta seção vamos estudar o espectro absolutamente contínuo do operador

−∆N
Ωε
, para ε su�cientemente pequeno. Um dos nossos principais resultados é

o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Para cada E > 0, existe εE > 0 de forma que o espectro de −∆N
Ωε

é puramente absolutamente contínuo no intervalo [0, E], para todo ε ∈ (0, εE).

Observamos que em [18] os autores mostraram que o espectro σ(−∆N
Ωε

) é pu-

ramente absolutamente contínuo, mas assumindo uma condição de invariância

sob a re�exão s 7→ −s na construção do tubo Ωε

Nesta seção apresentamos as principais ferramentas que serão usadas para

demonstrar o Teorema 4.1; os detalhes e as demonstrações serão apresentados

nas próximas seções.

Fixemos um número c > 0. Por razões técnicas, vamos estudar o operador

−∆N
Ωε

+ c1; veja Seção 4.5.

A mudança de variáveis apresentada na Seção 2.2 do Capítulo 2 mostra que

−∆N
Ωε

+ c1 é unitariamente equivalente ao operador

Tεψ := − 1

h2βε

[(
∂s + divyR

h
) h2

βε
∂Rhs,yψ +

1

ε2
divy (βε∇yψ)

]
+ c ψ,

dom Tε :=

{
ψ ∈ H2(R× S) :

∂Rhψ

∂N
= 0 em ∂(R× S)

}
,

atuando no espaço de Hilbert L2(R × S, h2βεdsdy). Lembremos que, y =
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(y1, y2) ∈ S, divy denota o divergente de um campo vetorial em S,

βε(s, y) = 1− εh(s)k(s)(y1 cosα(s)− y2 sinα(s)),

(∂Rhs,yψ)(s, y) = ∂sψ(s, y) + 〈∇yψ(s, y), Rh(s, y)〉, (4.2)

Rh(s, y) = (Ry) (τ + α′)(s)− yh
′(s)

h(s)
, (4.3)

em que ∂sψ = ∂ψ/∂s, ∇yψ = (∂ψ/∂y1, ∂ψ/∂y2) e R é a matriz de rotação(
0 1

−1 0

)
. Além disso,

∂Rhψ

∂N
(s, y) :=

h2(s)

βε(s, y)
〈Rh(s, y), N(y)〉∂Rhs,yψ(s, y)

+
βε(s, y)

ε2
〈∇yψ(s, y), N(y)〉; (4.4)

N denota um vetor normal (unitário) em ∂S.

Desde que todos os coe�cientes de Tε são periódicos com respeito à variável

s, usamos a decomposição de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin C :=

[−π/L, π/L]. Mais precisamente, Tε é unitariamente equivalente ao operador∫ ⊕
C T

θ
ε dθ, em que

T θε ψ := − 1

h2βε

(
∂s + divyR

h + iθ
) h2

βε

(
∂Rhs,y + iθ

)
ψ

− 1

h2βεε2
divy(βε∇yψ) + c ψ, (4.5)

com domínio

dom T θε =
{
ψ ∈ H2((0, L)× S) :

ψ(0, ·) = ψ(L, ·) e ∂Rhs,yψ(0, ·) = ∂Rhs,yψ(L, ·) em L2(S),

∂Rhψ

∂N
= −iθh

2

βε
〈Rh, N〉ψ em L2((0, L)× ∂S)

}
.

Embora atuando no espaço de Hilbert L2((0, L) × S, h2βεdsdy), ∂Rhs,yψ e

∂Rhψ/∂N tem ações dadas por (4.2), (4.3) e (4.4), respectivamente. Além
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disso, para cada θ ∈ C, T θε é autoadjunto; veja Lema 4.1 na Seção 4.2 para

detalhes desta decomposição.

Cada T θε tem resolvente compacto e é limitado inferiormente. Assim, σ(T θε )

é discreto. Denotamos por En(ε, θ) o n-ésimo autovalor de T θε , contando com

a sua multiplicidade, e ψn(ε, θ) a correspondente autofunção, ou seja,

T θε ψn(ε, θ) = En(ε, θ)ψn(ε, θ), n = 1, 2, 3, · · · , θ ∈ C. (4.6)

Nestas condições, temos

σ(−∆N
Ωε + c1) = ∪∞n=1 {En(ε, C)} , (4.7)

em que En(ε, C) := ∪θ∈C {En(ε, θ)}.
Assim, para estudar o espectro σ(−∆N

Ωε
+ c1), vamos analisar cada En(ε, C)

o qual é chamado n-ésima banda de σ(−∆N
Ωε

+ c1). Além disso, organizamos

os autovalores de forma que

E1(ε, θ) ≤ E2(ε, θ) ≤ · · · ≤ En(ε, θ) ≤ · · · , θ ∈ C. (4.8)

Para cada θ ∈ C, considere o operador unitárioWθ dado por (4.12) na Seção

4.3. De�nimos T̃ θε := WθT
θ
εW−1

θ , dom T̃ θε = Wθ(dom T θε ). Devido à de�nição

de Wθ, cada domínio dom T̃ θε é independente de θ. Assim, naquela mesma

seção, demonstramos que {T̃ θε , θ ∈ C} é uma família analítica do tipo A. Este

fato garante que as funções En(ε, θ), n = 1, 2, 3, · · · , são funções contínuas

em C e analíticas por partes em C. Consequentemente, cada En(ε, C) ou é um

intervalo fechado ou um conjunto com apenas um ponto.

Outro fato importante para a demonstração do Teorema 4.1 é conhecer um

comportamento assintótico dos autovalores En(ε, θ), para ε > 0 su�cientemente

pequeno. Para cada θ ∈ C, considere o operador autoadjunto unidimensional

T θw := (−i∂s + θ)2w +
h′′(s)

h(s)
w + cw, (4.9)

agindo em L2(0, L), em que dom T θ = {w ∈ H2(0, L) : w(0) = w(L), w′(0) =

46



w′(L)}. Por simplicidade de notação, escrevemos Q := (0, L) × S. De�nimos

o subespaço fechado L := {w(s) 1 : w ∈ L2(0, L)} ⊂ L2(Q). Observe que este

subespaço está diretamente relacionado ao fato de que o primeiro autovalor

do operador Laplaciano de Neumann numa região limitada é zero e a função

constante é a autofunção correspondente.

Considere os operadores unitários Xε e Πε de�nidos por (4.14) e (4.25) na

Seção 4.5, respectivamente. Nossa principal ferramenta para encontrar um com-

portamento assintótico para En(ε, θ) é dado por pelo seguinte teorema:

Teorema 4.2. Existe um número K > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�ci-

entemente pequeno,

sup
θ∈C

{∥∥∥X−1
ε

(
T θε
)−1Xε −

(
Π−1
ε (T θ)−1Πε ⊕ 0

)∥∥∥} ≤ K ε,

em que 0 denota o operador nulo no subespaço L⊥.

Observe que o operador efetivo T θ depende apenas de um potencial induzido

pela deformação h(s). Os efeitos encurvado e torcido do tubo não in�uenciam

T θ. Esta situação muda se considerarmos a condição de Dirichlet na fronteira

∂Ωε; veja Capítulo 3 para uma comparação dos resultados.

O espectro de T θ é puramente discreto (veja Seção 1.5 do Capitulo 1), de-

notamos por νn(θ) seu n-ésimo autovalor, contando com a sua multiplicidade.

Como consequência do Teorema 4.2, temos:

Corolário 4.1. Para cada n0 ∈ N, existe εn0 > 0 de forma que, para todo

ε ∈ (0, εn0),

En(ε, θ) = νn(θ) +O(ε), (4.10)

para n = 1, 2, · · · , n0, uniformemente em C.

Finalizamos esta seção apresentando a demonstração do Teorema 4.1.

Demonstração do Teorema 4.1: Dado E > 0, suponhamos que, para todo

θ ∈ C, o espectro de T θε abaixo de E consista exatamente de n0 autovalores

{En(ε, θ)}n0
n=1. Como já comentado, as considerações da Seção 4.3 garantem

que En(ε, θ), n = 1, 2, · · · , n0, são funções contínuas e analíticas por partes.
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Ainda mais, podemos assumir que existe uma partição �nita de C, a qual deno-
tamos por P , de forma que cada En(θ, ε), n = 1, 2, · · · , n0, é analítica em cada

subintervalo dessa partição.

O próximo passo é mostrar que cada En(ε, θ), n = 1, 2, · · · , n0 é não-constante

em cada subintervalo da partição P . Considere as funções νn(θ), θ ∈ C. Pelo

Teorema 1.11 da Seção 1.4, elas são estritamente monótonas em (−π/L, 0) e em

(0, π/L). Pelo Corolário 4.1, existe εE > 0 de forma que En(ε, θ) satisfaz (4.10)

para n = 1, 2, · · · , n0 e uniformemente em θ ∈ C, para todo ε ∈ (0, εE). Observe

que εE > 0 depende de n0, ou seja, a espessura do tubo depende do compri-

mento dos autovalores a serem cobertos. Tomando εE > 0 su�cientemente

pequeno, podemos garantir que En(ε, θ) é não-constante em cada subintervalo

da partição P , para todo ε ∈ (0, εE) e n = 1, 2, · · · , n0. Pela Seção 1.4, segue a

conclusão do teorema.

4.2 Decomposição de Floquet-Bloch

Já que os coe�cientes de Tε são periódicos com respeito à variável s, usamos

a decomposição de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin C = [−π/L, π/L].

Para simpli�car as notações, escrevemos Ω := R× S,

Hε := L2(Ω, h2βεdsdy) e H′ε := L2(Q, h2βεdsdy).

Lembre-se que Q = (0, L) × S e, para cada θ ∈ C, o operador T θε é dado por

(4.5) na Seção 4.1.

Lema 4.1. Existe um operador unitário Uε : Hε →
∫ ⊕
C H

′
ε dθ de forma que,

UεTεU−1
ε =

∫ ⊕
C
T θε dθ. (4.11)

Além disso, para cada θ ∈ C, T θε é autoadjunto.

Demonstração. Para (θ, s, y) ∈ C × (0, L) × S e f ∈ Hε considere o operador
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unitário

Uεf(θ, s, y) :=
∑
n∈Z

√
L

2π
e−inLθ−iθsf(s+ Ln, y).

Cálculos semelhantes aos da demonstração do Lema 3.2, os quais serão omitidos

neste texto, conduzem à formula (4.11). Para a justi�cativa de que cada T θε é

autoadjunto, veja Apêndice B.

Observação 4.1. Para cada θ ∈ C, a forma quadrática tθε(ψ) associada ao

operador T θε é dada por

tθε(ψ) =

∫
Q

(
h2

βε
|∂Rhs,yψ + i θψ|2 +

βε
ε2
|∇yψ|2 + c h2βε|ψ|2

)
dsdy,

dom tθε = {ψ ∈ H1(Q) : ψ(0, ·) = ψ(L, ·) em L2(S)}.

Novamente, veja Apêndice B deste trabalho para uma discussão sobre este as-

sunto.

4.3 Propriedades de analiticidade

O objetivo desta seção é garantir que, para cada n = 1, 2, · · · , as funções
En(ε, θ) e ψn(ε, θ), de�nidas por (4.6) na Seção 4.1, são funções analíticas por

partes em C.
O primeiro passo é fazer uma mudança de variáveis de forma que o domínio

dom T θε seja independente do parâmetro θ.

Lembre-se das de�nições de ∂Rh/∂N e Rh dadas por (4.4) e (4.3), respecti-

vamente. Baseados em [18], consideremos µ : Q → R uma função real, suave

no conjunto fechado Q e satisfazendo:

(1) µ é L-periódica com respeito à variável s, ou seja, µ(0, y) = µ(L, y), para

todo y ∈ S;

(2)
∂Rhµ

∂N
=
h2

βε
〈Rh, N〉 em ∂Q.
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Agora, considere o operador unitário

Wθ : H′ε → H′ε
η 7→ eiθµ η

, (4.12)

e o operador autoadjunto

T̃ θε =WθT
θ
εW−1

θ , dom T̃ θε =Wθ(dom T θε ).

Lembre-se que a ação de ∂Rhs,yψ é dado por (4.2). Uma substituição direta

mostra que

T̃ θε ψ : = − 1

h2βε

(
∂s + divyR

h + iθ(1− ∂Rhs,y µ)
) h2

βε

(
∂Rhs,y + iθ(1− ∂Rhs,y µ)

)
ψ

− 1

ε2h2βε

2∑
j=1

(∂yj − iθ∂yjµ)βε(∂yj − iθ∂yjµ)ψ + c ψ,

e

dom T̃ θε =
{
ψ ∈ H2(Q) :

ψ(0, ·) = ψ(L, ·) e ∂Rhs,y ψ(0, ·) = ∂Rhs,y ψ(L, ·) em L2(S),

∂Rhψ

∂N
= 0 em L2((0, L)× ∂S)

}
.

Já que dom T̃ θε não depende de θ, temos

Lema 4.2. {T̃ θε : θ ∈ C} é uma família analítica do tipo A.

A demonstração do Lema 4.2 segue os mesmos passos da demonstração do

Lema 3.1 na Seção 3.2 do Capítulo 3. Por essa razão, não a repetiremos aqui.

Já que os operadores T θε e T̃ θε são unitariamente equivalentes, eles possuem

o mesmo espectro. Assim, os autovalores de T̃ θε são dados por En(ε, θ), n =

1, 2, 3, · · · . Para cada n = 1, 2, 3, · · · , a autofunção correspondente é dada por

ψ̃n(ε, θ) := eiθµψn(ε, θ).

O Lema 4.2 garante que as funções En(ε, θ), ψ̃(ε, θ), n = 1, 2, 3, · · · são con-
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tínuas e analíticas por partes em C. Consequentemente, ψn(ε, θ), n = 1, 2, 3, · · ·
são continuas e analíticas por partes em C .

4.4 O problema restrito à seção transversal

Nesta seção, investigamos um problema de Neumann na seção transversal

S. Este estudo é necessário para auxiliar a demonstração do Teorema 4.2.

Para cada s ∈ (0, L) e ε > 0, considere o espaço de HilbertHs
ε := L2(S, βεdy)

o qual é equipado com o produto interno (u, v)Hsε :=
∫
S
uvβεdy. De�nimos a

forma quadrática

qsε(u) :=

∫
S

|∇yu|2βεdy, dom qsε = H1(S),

e denotamos por Qs
ε seu operador autoadjunto associado. As características

geométricas de S garantem que Qs
ε tem resolvente compacto. Denotamos por

λnε (s) o n-ésimo autovalor de Qs
ε contando com a sua multiplicidade e unε (s) a

correspondente autofunção normalizada, ou seja,

0 = λ1
ε(s) ≤ λ2

ε(s) ≤ λ3
ε(s) ≤ · · · ,

e

Qs
εu

n
ε (s) = λnε (s)unε (s), n = 1, 2, 3, · · · .

Observe que, para cada s ∈ (0, L) e ε > 0, λ1
ε(s) = 0 e sua autofunção

correspondente u1
ε(s) é uma função constante.

Introduzimos o operador unitário

Vsε : L2(S) → Hs
ε

u 7→ β
−1/2
ε u

,

e de�nimos

q̃sε(u) := qsε(V
s
ε u), dom q̃sε := H1(S).
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Alguns cálculos mostram que

q̃sε(u) :=

∫
S

∣∣∇yu−∇yβε(2βε)
−1u
∣∣2 dy, dom q̃sε := H1(S).

Seja −∆N
S o operador Laplaciano de Neumann em S, ou seja, o operador

autoadjunto associado à forma quadrática

qN(u) =

∫
S

|∇yu|2dy, dom q = H1(S).

Lembremos que λNn denota o n-ésimo autovalor de −∆N
S contando com a sua

multiplicidade e uNn a correspondente autofunção normalizada, ou seja,

0 = λN1 < λN2 ≤ λN3 ≤ · · · ,

e

−∆N
S u

N
N = λNn u

N
n , n = 1, 2, 3, · · · .

Teorema 4.3. Fixemos um número c1 > 0. Existe K > 0 de forma que, para

todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

sup
s∈[0,L)

{
‖(Vsε )−1(Qs

ε + c11)−1Vsε − (−∆N
S + c11)−1‖

}
≤ K ε.

Demonstração. Adicionamos a constante c1 > 0 apenas por detalhes técnicos.

Alguns cálculos mostram que existe um número K > 0 de forma que, para todo

ε > 0 su�cientemente pequeno,

∣∣(qsε(u) + c1‖u‖L2(S))− (q(u) + c1‖u‖L2(S))
∣∣ ≤ εK (q(u) + c1‖u‖L2(S)),

para todo u ∈ H1(S), para todo s ∈ (0, L). Agora, o resultado segue pelo

Teorema 3 em [2].

Como consequência do Teorema 4.3, para todo ε > 0 su�cientemente pe-

queno, ∣∣∣∣ 1

λ2
ε(s) + c1

− 1

λN2 + c1

∣∣∣∣ ≤ εK, ∀s ∈ (0, L).
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Então,

0 < γ(ε) ≤ λ2
ε(s), ∀s ∈ (0, L),

em que γ(ε) := (λN2 − εc1K(λ2 + c1))/(1 + εK(λN2 + c1)) → λN2 > 0, quando

ε → 0. Assim, existe γ̃ > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�cientemente

pequeno,

0 < γ̃ ≤ γ(ε) ≤ λ2
ε(s), ∀s ∈ (0, L). (4.13)

4.5 Comportamento assintótico dos autovalores

Lembremos que H′ε = L2(Q, h2βεdsdy). Consideremos agora o espaço de

Hilbert H̃ε := L2(Q, βεdsdy) equipado com o produto interno 〈ψ, ϕ〉H̃ε =∫
Q
ψϕβεdsdy. Vamos fazer uma mudança de variáveis e passar a trabalhar em

H̃ε. Esta mudança é dada pelo operador unitário

Xε : H̃ε → H′ε
ψ 7→ h−1ψ

. (4.14)

Sendo assim, vamos estudar a forma quadrática

sθε(ψ) := tθε(Xε(ψ)), dom sθε := X−1
ε (dom tθε).

Alguns cálculos mostram que

sθε(ψ) =

∫
Q

h2

βε

∣∣∂Rhs,y (h−1ψ) + iθh−1ψ
∣∣2 dsdy

+

∫
Q

βε
ε2

∣∣∇y(h
−1ψ)

∣∣2 ds dy + c

∫
Q

∣∣h−1ψ
∣∣2 h2βεdsdy

=

∫
Q

1

βε

∣∣∂Rhs,yψ + hθ(s)ψ
∣∣2 dsdy

+

∫
Q

βε
ε2 h2

|∇yψ|2 dsdy + c

∫
Q

|ψ|2 βεdsdy,

em que hθ(s) := iθ − (h′(s)/h(s)).
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Já que h é uma função limitada e periódica com período L,

dom sθε = {ψ ∈ H1(Q) : ψ(0, ·) = ψ(L, ·) em L2(S)}.

Observe que aqui H1(Q) é um subespaço do espaço de Hilbert H̃ε.

Denotamos por Sθε o operador autoadjunto associado à forma quadrática

sθε(ψ). De fato, domSθε ⊂ dom sθε e

X−1
ε (T θε )Xε = Sθε .

Por outro lado, de�nimos

mθ
ε(ψ) :=

∫
Q

βε
∣∣∂Rhs,yψ + hθ(s)ψ

∣∣2 dsdy

+

∫
Q

βε
ε2 h2

|∇yψ|2 dsdy + c

∫
Q

|ψ|2 βεdsdy,

dom mθ
ε := dom sθε. Denotamos por M θ

ε o operador autoadjunto associado à

mθ
ε(ψ).

Proposição 4.1. Existe um número K > 0 de forma que, para todo ε > 0

su�cientemente pequeno,

sup
θ∈C

{
‖(Sθε )−1 − (M θ

ε )−1‖
}
≤ Kε.

O ponto principal na demonstração desta proposição é que βε → 1 unifor-

memente quando ε→ 0. A demonstração é muito parecida com a demonstração

do Teorema 3.1 em [12] e por esse motivo será omitida aqui. Passamos a estudar

a sequência de operadores M θ
ε .

Consideremos o subespaço fechado L = {w(s) 1 : w ∈ L2(0, L)} do espaço de
Hilbert H̃ε e a decomposição ortogonal H̃ε = L⊕L⊥. Assim, para ψ ∈ dom mθ

ε,

podemos escrever

ψ(s, y) = w(s) 1 + η(s, y), w ∈ H1(0, L), η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥. (4.15)
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Além disso, w(0) = w(L).

De�nimos aε(s) :=
∫
S
βε(s, y)dy e introduzimos o espaço de Hilbert Haε :=

L2((0, L), aεds) equipado com o produto interno 〈w1, w2〉Haε =
∫ L

0
w1w2aεds.

Atuando em Haε , considere a forma quadrática unidimensional

nθε(w) := mθ
ε(w 1) =

∫
Q

βε
(
|(∂s + hθ)w|2 + c|w|2

)
dsdy,

=

∫ L

0

(
aε(s)|(∂s + hθ)w|2 + c aε(s)|w|2

)
ds,

dom nθε := {w ∈ H1(0, L);w(0) = w(L)}. Denotamos por N θ
ε o operador

autoadjunto associado à nθε(w).

Demonstração do Teorema 4.2: Começamos com algumas observações. Se

η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥, ∫

Q

w(s)η(s, y)βεdsdy = 0, ∀w ∈ L. (4.16)

Consequentemente, ∫
S

η(s, y)βε(s, y)dy = 0 q.t.p.s, (4.17)

e ∫
S

βε(s, y)∂sη(s, y)dy = −
∫
S

∂sβε(s, y)η(s, y)dy q.t.p.s. (4.18)

Além disso, para cada s ∈ (0, L), o Princípio do Minimax garante que∫
S

|∇yη(s, y)|2βεdy ≥ λ2
ε(s)

∫
S

|η|2βεdy; (4.19)

veja Seção 4.4.

Denotamos pormθ
ε(ψ1, ψ2) a forma sesquilinear associada à forma quadrática

mθ
ε(ψ). Para ψ ∈ dom mθ

ε, consideramos a decomposição (4.15) e escrevemos

mθ
ε(ψ) = nθε(w) +mθ

ε(w 1, η) +mθ
ε(η, w 1) +mθ

ε(η).
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Vamos veri�car que existem funções c(ε), 0 ≤ p(ε) e 0 ≤ q(ε), as quais

não dependem de θ ∈ C, de forma que nθε(w), mθ
ε(w 1, η) e mθ

ε(η) satisfazem as

seguintes condições:

nθε(w) ≥ c(ε)‖w‖2
Haε , ∀w ∈ dom nθε, c(ε) ≥ c0; (4.20)

mθ
ε(η) ≥ p(ε)‖η‖2

H̃ε , ∀η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥; (4.21)

|mθ
ε(w 1, η)|2 ≤ q(ε)2nθε(w)mθ

ε(η), ∀ ∈ ψ ∈ dom mθ
ε; (4.22)

em que

p(ε)→∞, c(ε) = O(p(ε)), q(ε)→ 0 quando ε→ 0. (4.23)

Assim, a Proposição 3.1 de [19], garante que, para todo ε > 0 su�cientemente

pequeno,

sup
θ∈C

{
‖(M θ

ε )−1 − ((N θ
ε )−1 ⊕ 0)‖

}
≤ p(ε)−1 +K q(ε)c(ε)−1, (4.24)

para algun número K > 0. Lembre-se que 0 denota o operador nulo no subes-

paço L⊥.
Claramente,

nθε(w) ≥ c‖w‖2
Haε , ∀w ∈ dom nθε.

De�nimos c(ε) := c e segue a condição (4.20).

Lembre-se da condição (2.4) na Seção 2.1. Note que

mθ
ε(η) ≥ 1

ε2

∫
Q

βε
h2
|∇yη|2dsdy ≥ 1

ε2c2
2

∫
Q

βε|∇yη|2dsdy, ∀η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥.

Pelas estimativas (4.13) e (4.19), para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

mθ
ε(η) ≥ γ̃

ε2c2
2

∫
Q

|η|2βεdsdy, ∀η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥.

Agora, de�nimos p(ε) := γ̃/ε2c2
2 e a condição (4.21) é satisfeita.
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Pela identidade de polarização,

mθ
ε(w 1, η) =

∫
Q

βε
(
∂Rhs,y + hθ

)
w(∂Rhs,y + hθ)η dsdy +

∫
Q

βε
ε2h2
〈∇yw,∇yη〉dsdy,

a qual, por (4.16) e (4.17), a expressão é simpli�cada à

mθ
ε(w 1, η) =

∫
Q

βε(∂sw + hθw) ∂sη dsdy +

∫
Q

βε(∂sw + hθw)〈∇yη,R
h〉 dsdy.

Por (4.18), temos

mθ
ε(w1, η) = −

∫
Q

∂s(βε)(∂sw + hθw)η dsdy+

∫
Q

βε(∂sw + hθw)〈∇yη,R
h〉 dsdy.

Observe que existe K > 0 de forma que |∂(βε)(s, y)| ≤ εK, para todo

(s, y) ∈ Q e para todo ε > 0 su�cientemente pequeno. Desde que Rh tem

coordenadas limitadas, pela desigualdade de Hölder,

|mθ
ε(w 1, η)| ≤ K

(
ε

∫
Q

|∂sw + hθw| |η| dsdy +

∫
Q

|∂sw + hθw| |∇yη| dsdy
)

≤ εK

(∫
Q

|∂sw + hθw|2dsdy

)1/2(∫
Q

|η|2 dsdy

)1/2

+ K

(∫
Q

βε|∂sw + hθw|2dsdy

)1/2(∫
Q

βε|∇yη|2 dsdy

)1/2

≤ K
(
nθε(w)

)1/2

[
ε
(
mθ
ε(η)

)1/2
+

(∫
Q

βε
h2
|∇yη|2 dsdy

)1/2
]
,

para todo w ∈ dom nθε, para todo η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥, para algum K > 0 e para

todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

Agora, podemos ver que

|mθ
ε(w 1, η)| ≤ K ε (nθε(w))1/2(mθ

ε(η))1/2, ∀w ∈ dom nθε,∀η ∈ dom mθ
ε ∩ L⊥,

para algum K > 0, para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

Então, considerando-se q(ε) := K ε, veri�ca-se que as condições (4.22) e

(4.23) são satisfeitas. Portanto, terminamos a demonstração de (4.24) em que
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o limite superior dessa desigualdade é K ε (para algum número K > 0).

O próximo passo é estudar a sequência de operadores unidimensionais N θ
ε .

Para trabalhar em L2(0, L) com a medida usual, de�nimos o operador unitário

Πε : L2(0, L) → Haε

w 7→ a
−1/2
ε w

, (4.25)

e a forma quadrática

oθε(w) := nθε(Πεw)

=

∫ L

0

(
|∂sw + hθw − (2 aε)

−1∂s(aε)w|2 + c|w|2
)

ds,

dom oθε = {w ∈ H1(0, L);w(0) = w(L)}. Denotamos por Oθ
ε o operador auto-

adjunto associado à oθε(w). Temos Oθ
ε = Π−1

ε N θ
ε Πε.

Finalmente, de�nimos

tθ(w) :=

∫ L

0

(
|∂sw + hθw|2 + c|w|2

)
ds, dom tθ := dom oθε.

O operador autoadjunto associado à tθ(w) é dado por T θ; veja (4.9) na Seção

4.1.

É possível mostrar que existe K > 0 de forma que, para todo ε > 0 su�ci-

entemente pequeno,

|oθε(w)− tθ(w)| ≤ K ε tθ(w), ∀w ∈ dom tθ,∀θ ∈ C.

Assim, o Teorema 3 de [2] garante que, para todo ε > 0 su�cientemente pequeno,

sup
θ∈C

{
‖(Oθ

ε)
−1 − (T θ)−1‖

}
≤ Kε. (4.26)

É importante observarmos que todas as constantes K ′s que aparecem nesta

demonstração não dependem de θ ∈ C.
Pela Proposição 4.1, estimativas (4.24) e (4.26), segue-se o Teorema 4.2.

Demonstração do Corolário 4.1: O Teorema 4.2 na Seção 4.1 e o Corolário

58



2.3 de [21] implicam que∣∣∣∣ 1

En(ε, θ)
− 1

νn(θ)

∣∣∣∣ ≤ K ε, ∀n ∈ N, ∀θ ∈ C,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno. Então,

|En(ε, θ)− νn(θ)| ≤ K ε |En(ε, θ)| |νn(θ)|, ∀n ∈ N, ∀θ ∈ C, (4.27)

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

As funções νn(θ) são contínuas em C e consequentemente limitadas (veja

Teorema XIII.89 em [30]).

Este fato junto com a estimativa (4.27) garantem que, para cada ñ0 ∈ N,
existe Kñ0 > 0 de forma que,

|Eñ0(ε, θ)| ≤ Kñ0 , ∀θ ∈ C,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

Finalmente, para cada n0 ∈ N, existe Kn0 > 0 de forma que

|En(ε, θ)− νn(θ)| ≤ Kn0 ε, n = 1, 2 · · · , n0,∀θ ∈ C,

para todo ε > 0 su�cientemente pequeno.

4.6 Existência de lacunas

Da Seção 4.1 observamos que σ(−∆N
Ωε

+cI) = σ(Tε) = ∪∞n=1 {En(ε, C)} (veja
(4.7) e (4.8) para mais detalhes). Assim, o espectro de −∆N

Ωε
+ cI é uma união

de bandas. É natural questionar a existência de lacunas em sua estrutura. Este

assunto foi estudado em [28]. Nesse trabalho, o autor garante a existência de

lacunas. No entanto, nesta seção apresentamos uma demonstração alternativa

para o resultado. Vamos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Existem n1 ∈ N, εn1+1 > 0 e Cn1 > 0 de forma que, para todo
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ε ∈ (0, εn1+1),

min
θ∈C

En1+1(ε, θ)−max
θ∈C

En1(ε, θ) = Cn1 +O(ε).

O Teorema 4.4 garante que pelo menos uma lacuna aparece no espectro

σ(−∆N
Ωε

), para todo ε > 0 su�cientemente pequeno. Chamamos atenção que a

deformação na fronteira ∂Ωε causada por h(s) gera este efeito. A demonstração

do Teorema 4.4 é baseada nos argumentos de [4, 34] e é muito semelhante à

demonstração do Teorema 3.4. da Seção 3.4 do Capitulo 3.

Antes de apresentar a demonstração do Teorema 4.4, consideramos o ope-

rador

Tw = −w′′ + h′′(s)

h(s)
w + cw, dom T = H2(R).

Lembre-se que denotamos por νn(θ) o n-ésimo autovalor de T θ (veja, (4.9)

na Seção 4.1). Pelo Teorema XIII.89 em [30], cada νn(θ) é uma função contínua

em C. Além disso,

(a) νn(θ) = νn(−θ), para todo θ ∈ C, n = 1, 2, 3, · · · .

(b) Para n ímpar (respectivamente, par), νn(θ) é estritamente crescente (res-

pectivamente, decrescente) quando θ está entre 0 e π/L. Em particular,

ν1(0) < ν1(π/L) ≤ ν2(π/L) < ν2(0) ≤ · · · ≤ ν2n−1(0) < ν2n−1(π/L)

≤ ν2n(π/L) < ν2n(0) ≤ · · · .

Agora, par cada n = 1, 2, 3, · · · , de�nimos

Bn :=

{
[νn(0), νn(π/L)] , para n ímpar,

[νn(π/L), νn(0)] , para n par,

e

Gn :=


(νn(π/L), νn+1(π/L)) , para n ímpar tal que νn(π/L) 6= νn+1(π/L),

(νn(0), νn+1(0)) , para n par tal que νn(0) 6= νn+1(0),

∅, caso contrário.
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Pelo Teorema XIII.90 em [30], temos σ(T ) = ∪∞n=1Bn; Bn é chamado de

n-ésima banda de σ(T ) e Gn é chamado de lacuna de σ(T ) se Bn 6= ∅.
O Corolário 4.1 implica que para qualquer n0 ∈ N, existe εn0 > 0 de forma

que, para todo ε ∈ (0, εn0),

max
θ∈C

En(ε, θ) =

{
νn(π/L) +O(ε), para n ímpar,

νn(0) +O(ε), para n par,

e

min
θ∈C

En(ε, θ) =

{
νn(0) +O(ε), para n ímpar,

νn(π/L) +O(ε), para n par,

vale para cada n = 1, 2, · · · , n0. Assim, temos

Corolário 4.2. Para cada n2 ∈ N, existe εn2+1 > 0 de forma que, para todo

ε ∈ (0, εn2+1),

min
θ∈C

En+1(ε, θ)−max
θ∈C

En(ε, θ) = |Gn|+O(ε),

vale para n = 1, 2, · · · , n2, em que | · | é a medida de Lebesgue.

Observação 4.2. Devido às características de h, se h não é uma função cons-

tante, então h′′/h não é constante. De fato, suponhamos que h′′/h = C. Sem

perda de generalidade, assumimos que C > 0. Pela condição (2.4), temos

h′′ > 0, ou seja, h′ é estritamente crescente. Mas isso contradiz ao fato de que

h′ é periódica.

Demonstração do Teorema 4.4: Para cada θ ∈ C, de�nimos a transforma-

ção unitária (uθw)(s) = e−iθsw(s). Em particular, consideremos os operado-

res T̃ 0 := u0T
0u−1

0 e T̃ π/L := uπ/LT
π/Lu−1

π/L cujos autovalores são dados por

{νn(0)}n∈N e {νn(π/L)}n∈N, respectivamente. Além disso, os domínios destes

operadores são dados por (A.1) no Apêndice A; T̃ 0 e T̃ π/L são chamados de ope-

radores com condição periódica e antiperiódica na fronteira, respectivamente.

Desde que h′′(s)/h(s) não é uma função constante em [0, L], pelo Teorema

de Borg, sem perda de generalidade, podemos dizer que existe n1 ∈ N de forma

que, νn1(0) 6= νn1+1(0). Agora, o resultado segue pelo Corolário 4.2.
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Observação 4.3. Sobre as condições dos Teoremas 4.1 e 4.4, temos garantida

a existência de pelos menos uma lacuna no espectro absolutamente contínuo

de −∆N
Ωε
, para ε su�cientemente pequeno. De fato, é su�ciente escolher ε

su�cientemente pequeno e um número E > 0 apropriado.
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Capítulo 5

In�uência dos estados limitados no

Laplaciano de Neumann em um

tubo torcido

Seja (Ωα
ε )ε>0 uma sequência de tubos torcidos. Neste capítulo estudamos o

operador Laplaciano de Neumann −∆N
Ωαε

e o nosso primeiro objetivo é estudar

o seu comportamento quando ε → 0, mais precisamente, encontrar o opera-

dor efetivo no limite ε → 0. No entanto, quando Ω é �espremido�, existem

autovalores divergentes devido às oscilações transversais. Então, nós conside-

ramos −∆N
Ωαε

restrito à subespaços especí�cos do espaço de Hilbert inicial. O

ponto interessante é que, quando o diâmetro da seção transversal de Ω tende

à zero, encontramos operadores efetivos diferentes em cada situação. A saber,

o efeito de rotação de ângulo in�uencia diretamente a ação desses operadores;

veja (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) na Seção 5.2. O segundo objetivo deste capítulo

é considerar o caso em que cada Ωα
ε é um tubo periódico no sentido que seu

efeito torcido varia periodicamente. Considerando o operador −∆N
Ωαε

restrito

aos subespaços escolhidos, encontramos informações sobre o seu espectro ab-

solutamente contínuo e a existência e localização de lacunas em sua estrutura.

Nas próximas seções, explicamos o modelo e fornecemos detalhes dos nossos

principais resultados.
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5.1 Geometria do tubo e mudança de variáveis

Nesta seção, apresentamos a construção de um tubo torcido a partir de um

curva que é uma reta (ou um pedaço de uma reta). Embora essa construção

possa ser feita de acordo com as considerações da Seção 2.1 do Capítulo 2,

preferimos detalhá-la neste momento.

Seja I = R ou I = [a, b], um intervalo limitado em R. Seja S 6= ∅ um

subconjunto aberto, limitado, conexo e com fronteira suave de R2; denote por

y := (y1, y2) um elemento de S. Seja α : I → R uma função de classe C2;

suponhamos que α(0) = 0 se I = R, ou α(a) = 0 se I = [a, b]. Para cada ε > 0

su�cientemente pequeno, de�nimos o tubo torcido

Ωα
ε := {Γαε (s)xt,x = (s, y) ∈ I × S},

em que

Γαε (s) :=


1 0 0

0 ε cosα(s) −ε sinα(s)

0 ε sinα(s) ε cosα(s)

 . (5.1)

Seja −∆N
Ωαε

o Laplaciano de Neumann em L2(Ωα
ε ), ou seja, o operador auto-

adjunto associado à forma quadrática

b̃ε(ψ) =

∫
Ωαε

|∇ψ|2dx, dom b̃ε = H1(Ωα
ε ). (5.2)

Já que vamos usar a técnica de Γ-convergência (veja Apêndice C.2 e [9]),

nossa análise é baseada no estudo da sequência (b̃ε)ε.

Agora, realizamos a usual mudança de variáveis de forma que dom b̃ε se

torne independente de ε. Considere a aplicação

Fε : I × S → Ωε

(s, y1, y2) 7→ Γαε (s)(s, y1, y2)t
,

em que Γαε (s) é dado por (5.1); Fε será uma difeomor�smo (global ) para ε > 0

su�cientemente pequeno.
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Nas novas variáveis, dom b̃ε passa a ser H1(I×S). Por outro lado, passamos

a trabalhar com uma métrica Riemannian G = Gα
ε a qual é induzida por Fε.

Mais precisamente, G = (Gij), Gij = 〈ei, ej〉, 1 ≤ i, j ≤ 3, em que e1 = ∂Fε/∂s,

e2 = ∂Fε/∂y1, e e3 = ∂Fε/∂y2. Alguns cálculos mostram que

J =


e1

e2

e3

 =


1 −εα′(s)〈z⊥α (s), y〉 εα′(s)〈zα(s), y〉,
0 ε cosα(s) ε sinα(s)

0 −ε sinα(s) ε cosα(s)

 ,

em que

zα(s) := (cosα(s),− sinα(s)), z⊥α (s) := (sinα(s), cosα(s)).

A matriz inversa de J é

J−1 =


1 α′(s)y2 −α′(s)y1

0 (cosα(s))/ε −(sinα(s))/ε

0 (sinα(s))/ε (cosα(s))/ε

 .

Observe que JJ t = G e det J = | detG|1/2 = ε2 > 0. Assim, Fε é um

difeomor�smo local. Já que o tubo não tem autointersecções, Fε é injetora.

Assim, obtemos um difeomor�smo global.

Introduzindo a transformação unitária

Uε : L2(Ωα
ε ) → L2(Q)

φ 7→ εφ ◦ Fε
, (5.3)

obtemos a forma quadrática

b̂ε(ψ) := b̃ε(U
−1
ε ψ) = ‖J−1∇ψ‖2

L2(Q)

=

∫
Q

(
|ψ′ + 〈∇yψ,Ry〉α′(s)|2 +

|∇yψ|2

ε2

)
dsdy,

dom b̂ε = H1(Q), em que Q := I×S, ψ′ := ∂ψ/∂s, ∇yψ := (∂ψ/∂y1, ∂ψ/∂y2) e
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R é a matriz de rotação

(
0 −1

1 0

)
. Denotamos por −∆̂ε o operador associado

à b̂ε.

Alguns cálculos mostram que−∆̂εψ = Uε(−∆N
Ωαε

)U−1
ε ψ, em que dom (−∆̂ε) =

Uε(dom (−∆N
Ωαε

)).

5.2 Estados limitados e o operador efetivo

Consideremos a sequência de formas quadráticas atuando em L2(Q)

b̂ε(ψ) =

∫
Q

(
|ψ′ + 〈∇yψ,Ry〉α′(s)|2 +

|∇yψ|2

ε2

)
dsdy, (5.4)

dom b̂ε = H1(Q).

Nesta seção, apresentamos a estratégia para estudar a sequência (b̂ε)ε quando

ε→ 0.

Quando o tubo é �espremido�, ou seja, ε → 0, −∆N
Ωαε

apresenta autovalores

divergentes devido às oscilações na seção transversal de Ωα
ε ; podemos observar

isso pela presença do termo (1/ε2)
∫
Q
|∇yψ|2dsdy em (5.4). Para controlar essa

divergência, vamos tomar a seguinte estratégia: como já comentado na Seção

2.3 do Capítulo 2, seja −∆N
S o operador Laplaciano de Neumann restrito à S,

ou seja, o operador autoadjunto associado à forma quadrática u 7→
∫
S
|∇yu|2dy,

u ∈ H1(S). Lembre-se que denotamos por λNn o n-ésimo autovalor de −∆N
S e

por uNn a correspondente autofunção normalizada, ou seja,

0 = λN1 < λN2 < λN3 < · · · , −∆N
S u

N
n = λNn u

N
n , n = 1, 2, 3, · · · .

Assumimos que cada autovalor λNn é simples; note que uN1 é uma função cons-

tante.

Para cada n ∈ N �xado, nossa estratégia é estudar a sequência

b̂εn(ψ) := b̂ε(ψ)− λNn
ε2
‖ψ‖2

L2(Q),

dom b̂εn := H1(Q). Denotamos por T̂ εn o operador autoadjunto associado à b̂εn;
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isso pode ser feito desde que cada forma quadrática b̂εn seja fechada e limitada

inferiormente em L2(Q). De fato, T̂ εn = −∆̂ε − (λNn /ε
2)1; 1 denota o operador

identidade.

Na literatura, é usual considerar apenas o caso em que n = 1, ou seja, já

que λN1 = 0, estuda-se direitamente a sequência de formas quadráticas b̂ε(ψ).

A ideia de considerar o caso n 6= 1 é baseada em [11]; o autor considera o

operador Laplaciano de Dirichlet restrito a um tubo com o objetivo de encontrar

o operador efetivo. Naquele caso, a ação do operador efetivo é o mesmo para

n = 1 e n 6= 1 e depende da geometria do tubo.

Agora, para cada n ∈ N, consideremos os subespaços fechados

Ln := {w(s)uNn (y) : w ∈ L2(I)} e Kn := {w(s)uNn (y) : w ∈ H1(I)}

de L2(Q) e H1(Q), respectivamente. Temos as decomposições

L2(Q) = L1 ⊕ L2 ⊕ L3 ⊕ · · · , H1(Q) = K1 ⊕K2 ⊕K3 ⊕ · · · ,

e cada Kn é um subespaço denso de Ln.
Seja T1w := −w′′ o operador Laplaciano unidimensional com domínio dom T1 =

H2(R) se I = R, e dom T1 = {w ∈ H2(I) : w′(a) = w′(b) = 0} se I = [a, b].

Denotamos por 0 o operador nulo no subespaço L⊥1 . No caso particular em

que n = 1, é conhecido que T̂ ε1 ≈ T1 ⊕ 0, quando ε → 0; veja [32]. Como já

comentado anteriormente, podemos notar que o operador efetivo nessa situação

não depende da geometria do tubo.

Um dos objetivos deste capítulo é estudar a sequência (T̂ εn)ε (para cada

n > 1 �xado) e caraterizar o operator efetivo quando ε → 0. No entanto,

alguns ajustes serão necessários para que esse limite exista em algum sentido.

O fato interessante nessa situação é que encontramos um operador efetivo (para

cada n) que depende da geometria do tubo.

Para estudar a sequência (T̂ εn)ε, serão necessárias algumas considerações.

Seja v(s, y) = w(s)uNj (y), com w ∈ H1(I). Uma simples substituição mostra
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que

b̂εn(v) =

∫
Q

|w′uNj + 〈∇yu
N
j , Ry〉α′(s)w|2dsdy +

1

ε2

∫
Q

(
|∇yu

N
j |2 − λn|uNj |2

)
|w|2dyds

=

∫
Q

|w′uNj + 〈∇yu
N
j , Ry〉α′(s)w|2dsdy +

(λNj − λNn )

ε2
‖w‖2

L2(I),

ou seja, para j < n,

lim
ε→0

b̂εn(v) = −∞. (5.5)

Assim, a sequência (b̂εn(v))ε não é limitada inferiormente. Portanto, para estudar

(b̂εn)ε, é necessário excluir alguns vetores do domínio dom b̂εn. Baseado em (5.5),

o procedimento para este problema é o seguinte. De�nimos os espaços de Hilbert

Hn :=

{
L2(Q), n = 1,

(L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln−1)⊥, n = 2, 3, · · · ,
(5.6)

todos equipados com a norma (induzida) de L2(Q). Consideramos a sequência

de formas quadráticas atuando em Hn;

b
ε

n(ψ) =

∫
Q

(
|ψ′ + 〈∇yψ,Ry〉α′(s)|2 +

1

ε2
|∇yψ|2

)
dsdy, (5.7)

dom b
ε

n = H1(Q) ∩ Hn. Denotamos por −∆ε
n o operador autoadjunto em Hn

associado à b
ε

n. Finalmente, de�nimos

bεn(ψ) := b
ε

n(ψ)− λNn
ε2
‖ψ‖2

Hn ,

dom bεn := H1(Q) ∩ Hn. Denotamos por T εn o operador autoadjunto associado

à bεn a qual é um forma quadrática positiva e fechada; T εn atua no espaço de

Hilbert Hn. Mais, T εn = −∆ε
n − (λNn /ε

2)1.

Portanto, vamos estudar a sequência (T εn)ε em vez de (T̂ εn)ε. Como uma

nota, seja Uε o operador unitário de�nido em (5.3) na Seção 5.1. O operador

−∆ε
n = T εn + (λn/ε

2)1 é unitariamente equivalente ao operador Laplaciano com

domínio Uε(dom T εn) no espaço de Hilbert U−1
ε (Hn). Neste sentido, dizemos

que trabalhamos com o operador Laplaciano de Neumann restrito a subespaços
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especí�cos do espaço de Hilbert L2(Ωα
ε ).

No caso particular em que n = 1, T̂ ε1 = T ε1 é unitariamente equivalente ao

operador Laplaciano de Neumann no tubo torcido.

Seja bn a forma quadrática unidimensional

bn(w) := bεn(wuNn ) =

∫
Q

|w′uNn + 〈∇yu
N
n , Ry〉α′(s)w|2dsdy,

dom bn = H1(I). De fato, bn é a restrição de bεn ao subespaço Kn. Denotamos

por Tn o operador autoadjunto associado à bn.

Para cada n ∈ N, de�nimos as constantes

C1
n(S) :=

∫
S

|〈∇yu
N
n , Ry〉|2dy, C2

n(S) :=

∫
S

uNn 〈∇yu
N
n , Ry〉dy, (5.8)

e o potencial real

Vn(s) := C1
n(S)(α′(s))2 − C2

n(S)α′′(s). (5.9)

Pelas considerações no Apêndice C.1,

Tnw = −w′′ + Vn(s)w, (5.10)

em que dom Tn = H2(R) se I = R e

dom Tn =

{
w ∈ H2(I) :

w′(a) = −C2
n(S)α′(a)w(a)

w′(b) = −C2
n(S)α′(b)w(b)

}
(5.11)

se I = [a, b]. No ultimo caso, para n > 1 temos a condição Robin em dom Tn.

Por outro lado, para n = 1, C1
1(S) = C2

1(S) = 0 e dom T1 = {w ∈ H2(I) :

w′(a) = w′(b) = 0}, ou seja, T1 é o operador Laplaciano de Neumann unidimen-

sional.

Enfatizamos que, para n > 1, em ambos os casos, I = R ou I = (a, b), as

constantes C1
n(S) e C2

n(S) controlam os efeitos de α em Tn.

Agora, apresentamos o primeiro resultado deste capítulo.
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Teorema 5.1. (A) Para cada n ∈ N �xado, a sequência de operadores auto-

adjuntos T εn converge no sentido forte dos resolventes para Tn em Ln, quando
ε→ 0. Isto é,

lim
ε→0

R−λ(T
ε
n)ζ = R−λ(Tn)Pnζ, ∀ζ ∈ Hn,∀λ > 0,

em que Pn é a projeção ortogonal em Ln.
(B) Além disso, suponha que I = [a, b] é um intervalo limitado. Denotamos

por µj(ε) (respectivamente, µj) o j-ésimo autovalor de −∆ε
n (respectivamente.

Tn) contando com sua multiplicidade. Então, para cada j ∈ N,

µj = lim
ε→0

(
µj(ε)−

λNn
ε2

)
. (5.12)

A demonstração do Teorema 5.1 é baseada nos argumentos de [6, 11]. Nes-

ses trabalhos, os autores consideraram o Laplaciano de Dirichlet em um tubo

�no. Nós realizamos os ajustes necessários para trabalhar no espaço de Sobolev

H1(Q).

No caso particular em que n = 1, T̂ ε1 = T ε1 é unitariamente equivalente ao

operador Laplaciano de Neumann −∆N
Ωαε

em L2(Ωα
ε ). Teorema 5.1 mostra que o

operador efetivo neste caso é o operador Laplaciano de Neumann unidimensio-

nal. Este problema foi estudado em [32]. Portanto, nossa principal contribuição

no assunto é o caso n > 1.

A demonstração do Teorema 5.1 é apresentada na Seção 5.3 a seguir.

5.3 Resultados preliminares e demonstração do

Teorema 5.1

Esta seção é dedicada à demonstração do Teorema 5.1. A estratégia é ba-

seada no estudo da sequência de formas quadráticas (bεn)ε e alguns resultados

preliminares serão necessários. Começamos com algumas considerações. Denote

por [uN1 , u
N
2 , . . . , u

N
k ] o subespaço de L2(S) gerado por {uN1 , uN2 , . . . , uNk }. Desde

que Uk := [uN1 , u
N
2 , . . . , u

N
k ]⊥ é invariante sobre o operador −∆N

S , a restrição
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−∆N
S |Uk está bem de�nida e seu primeiro autovalor é λNk+1. Denotamos por qk

a forma quadrática associada à −∆N
S |Uk . Temos que

qk(v) ≥ λNk+1‖v‖2
L2(S), ∀v ∈ Uk ∩H1(S). (5.13)

Para estudar a sequência (bεn)ε, vamos usar a técnica de Γ-convergência;

veja Apêndice C.2. Então, precisamos estender bεn a todo o espaço Hn de�nindo

(usamos a mesma notação)

bεn(v) =

{
bεn(v), se v ∈ dom bεn

+∞, caso contrário
.

De forma semelhante, estendemos bn em todo o espaço Hn;

bn(v) =

{
bn(w), se v = wuNn , com w ∈ dom bn

+∞, caso contrário
.

Lema 5.1. Se vε ⇀ v em Hn e (bεn(vε))ε é uma sequência limitada, então (v′ε)ε

e (∇yvε)ε são sequências limitadas em Hn. Além disso, v′ε ⇀ v′, ∇yvε ⇀ ∇yv

e v ∈ H1(Q).

Demonstração. Uma vez que (vε)ε e (bεn(vε))ε são sequências limitadas, existe

um número K > 0 de forma que,

lim sup
ε→0

∫
Q

|v′ε + 〈∇yvε, Ry〉α′(s)|2dsdy ≤ lim sup
ε→0

bεn(vε) < K,

e

lim sup
ε→0

∫
Q

|∇yvε|2dsdy

= lim sup
ε→0

(∫
Q

(
|∇yvε|2 − λn|vε|2

)
dsdy +

∫
Q

λn|vε|2dsdy

)
≤ lim sup

ε→0
Kε2 + lim sup

ε→0

∫
Q

λn|vε|2dsdy < K. (5.14)

Essas estimativas, junto com o fato de que α′(s) e Ry são funções limitadas,
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mostram que (v′ε)ε e (∇yvε)ε são sequências limitadas em L2(Q). Portanto,

(vε)ε é uma sequência limitada em H1(Q). Assim, existe ψ ∈ H1(Q) e uma

subsequência de (vε)ε, também denotado por (vε)ε, de forma que vε ⇀ ψ em

H1(Q) (lembre-se que este espaço de Hilbert é re�exivo). Como vε ⇀ v em Hn,

segue que v = ψ, v′ε ⇀ v′, ∇yvε ⇀ ∇yvε, em Hn e v ∈ H1(Q).

Lema 5.2. Seja vε → v em Hn de forma que exista o limite lim
ε→0

bεn(vε) < +∞
. Então, v(s, y) = w(s)uNn (y), com w ∈ H1(I) (ou seja, v ∈ Kn).

Demonstração. De fato, pelo Lema 5.1, ∇yvε ⇀ ∇yv fracamente em L2(Q).

Pela semicontinuidade fraca (inferior) da norma em L2, da estimativa (5.14) e

da convergência forte de (vε)ε, temos∫
Q

|∇yv|2dsdy ≤ lim inf
ε→0

∫
Q

|∇yvε|2dsdy ≤ lim sup
ε→0

λn

∫
Q

|vε|2dsdy = λn

∫
Q

|v|2dsdy.

Agora, de�nimos a função fn(s) :=
∫
S

(|∇yv(s, y)|2 − λn|v(s, y)|2) dy. A es-

timativa acima mostra que fn(s) ≤ 0. Entretanto, (5.13) garante que fn(s) ≥ 0.

Logo, fn = 0 q.t.p.. Concluímos que v(s, ·) ∈ Un−1 ∩ H1(S) e também é uma

autofunção do operador −∆N
S |Un−1 cujo autovalor associado é λ

N
n . Desde que λ

N
n

é simples, v(s, ·) é proporcional a uNn . Assim, escrevemos v(s, y) = w(s)uNn (y)

com w ∈ H1(I), já que v ∈ H1(Q).

Proposição 5.1. Para cada n ∈ N, a sequência de formas quadráticas bεn Γ-

converge fortemente a bn, quando ε→ 0.

Demonstração. Temos que veri�car os itens (i) e (ii) de acordo com a de�nição

de Γ-convergência forte apresentada no Apêndice C.2.

Seja v ∈ Hn e vε → v em Hn. Se lim inf
ε→0

bεn(vε) = +∞, então bn(v) ≤
lim inf
ε→0

bεn(vε). Suponhamos lim inf
ε→0

bεn(vε) < +∞. Passando a uma subsequência,

se necessário, podemos supor que lim inf
ε→0

bεn(vε) = lim
ε→0

bεn(vε) < +∞.
O Lema 5.1 garante que v′ε ⇀ v′, ∇yvε ⇀ ∇yv fracamente em L2(Q), e

v ∈ H1(Q). Já que α′ é uma função limitada,

v′ε + 〈∇yvε, Ry〉α′ ⇀ v′ + 〈∇yv,Ry〉α′
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fracamente em L2(Q). Logo,∫
Q

|v′ + 〈∇yv,Ry〉α′(s)|2dsdy ≤ lim inf
ε→0

∫
Q

|v′ε + 〈∇yvε, Ry〉α′(s)|2dsdy

≤ lim inf
ε→0

bεn(vε). (5.15)

Pelo Lema 5.2, podemos escrever v(s, y) = w(s)uNn (y), com w ∈ H1(I).

Assim,

bn(v) ≤ lim inf
ε→0

bεn(vε).

Portanto, veri�camos o item (i).

Agora, vamos mostrar que para cada v ∈ Hn, existe uma sequência (vε)ε

em Hn de forma que vε → v em Hn e lim
ε→0

bεn(vε) = bn(v). Primeiramente,

consideramos o caso particular em que v(s, y) = w(s)uNn (y), com w ∈ H1(I).

Seja vε := v, para todo ε > 0. Note que bεn(v) = bn(w) e

lim
ε→0

bεn(vε) = bn(v).

Por outro lado, se v ∈ Hn \ {w(s)uNn (y) : w ∈ H1(I)}, temos que bn(v) =

+∞. Seja (vε)ε uma sequência de forma que, vε → v em Hn. Neste caso,

lim
ε→0

bεn(vε) = +∞. De fato, suponhamos que lim
ε→0

bεn(vε) < +∞. Pelos Lemas 5.1

e 5.2 deveríamos ter v = wuNn , com w ∈ H1(I), o que não ocorre. Portanto,

lim
ε→0

bεn(vε) = +∞ = bn(v). Logo, o item (ii) é veri�cado.

Proposição 5.2. Para cada n ∈ N, a sequência de formas quadráticas bεn Γ-

converge fracamente à bn, quando ε→ 0.

Demonstração. A princípio, vamos veri�car a condição (i) da de�nição de Γ-

convergência, ou seja, bn(v) ≤ lim inf
ε→0

bn(vε), para toda sequência vε ⇀ v emHn.

Assim, assumimos a convergência fraca vε ⇀ v. Inicialmente, consideramos o

caso em que (vε)ε não pertence a Hn ∩ H1(Q). Então, bεn(vε) = +∞, para

todo ε > 0, e a estimativa é veri�cada. Agora, assumimos que (vε)ε ⊂ Hn ∩
H1(Q). Suponhamos que v = wuNn , com w ∈ H1(I). Por de�nição bn(v) <

+∞. Se lim inf
ε→0

bεn(vε) = +∞ a estimativa é veri�cada. Agora, suponhamos que

lim inf
ε→0

bεn(vε) < +∞. Passando a uma subsequência, se necessário, podemos
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supor

lim inf
ε→0

bεn(vε) = lim
ε→0

bεn(vε) < +∞.

Como na demonstração da proposição anterior,

lim
ε→0

bεn(vε) ≥
∫
Q

|v′ + 〈∇yv,Ry〉α′(s)|2dsdy

=: bn(w).

Agora, suponhamos que v não pertença ao subespaço {wun : w ∈ H1(I)}.
Vamos mostrar que necessariamente lim inf

ε→0
bεn(vε) = +∞. De fato, seja P⊥n+1

a projeção ortogonal sobre Hn+1. Temos ‖P⊥n+1v‖ > 0. Já que vε ⇀ v em

Hn ∩H1(Q), temos P⊥n+1vε ⇀ P⊥n+1v e

lim inf
ε→0

‖P⊥n+1vε‖ ≥ ‖P⊥n+1v‖ > 0. (5.16)

Notemos também que

bεn(vε) ≥
1

ε2

∫
Q

(
|∇yvε|2 − λn|vε|2

)
dsdy. (5.17)

A estratégia é estimar o termo do lado direito desta desigualdade.

Para ψ ∈ H1(S) ∩ [uN1 , u
N
2 , . . . , u

N
n−1]⊥, denotamos por ψn a componente de

ψ em [uNn ] e por Qn+1 a projeção ortogonal sobre [uN1 , u
N
2 , . . . , u

N
n ]⊥ em H1(S).
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Assim,

1

ε2

∫
Q

(
|∇yvε|2 − λn|vε|2

)
dsdy

=
1

ε2

∫
I

(
‖∇yvε(s, ·)‖2

L2(S) − λn‖vε(s, ·)‖2
L2(S)

)
ds

=
1

ε2

∫
I

(
‖vε(s, ·)‖2

H1(S) − (λn + 1)‖vε(s, ·)‖2
L2(S)

)
ds

=
1

ε2

∫
I

(
‖Qn+1vε(s, ·)‖2

H1(S) + ‖vnε (s, ·)‖2
H1(S)

− (λn + 1)‖vε(s, ·)‖2
L2(S)

)
ds

=
1

ε2

∫
I

(
‖∇yQn+1vε(s, ·)‖2

L2(S) + ‖Qn+1vε(s, ·)‖2
L2(S)

+‖∇nv
n
ε (s, ·)‖2

L2(S) + ‖vnε (s, ·)‖2
L2(S)

− (λn + 1)‖vε(s, ·)‖2
L2(S)

)
ds

≥ 1

ε2

∫
I

(
λn+1‖Qn+1vε(s, ·)‖2

L2(S) + λn‖vnε (s, ·)‖2
H1(S)

− λn‖vε(s, ·)‖2
L2(S)

)
ds

=
1

ε2

∫
I

(λn+1 − λn)|Qn+1vε|2dsdy

=
(λn+1 − λn)

ε2
‖P⊥n+1vε‖2

≥ (λn+1 − λn)

ε2
‖P⊥n+1v‖2.

Essas desigualdades, (5.16), (5.17) e o fato de que λn+1 > λn, implicam que

lim inf
ε→0

bεn(vε) = +∞.

Finalmente, a condição (ii) da de�nição de Γ-convergência pode ser com-

provada de uma forma semelhante à demonstração da Proposição 5.1.

Agora temos condições de demonstrar o Teorema 5.1.

Demonstração do Teorema 5.1: (A) Este item segue das Proposições 5.1 e

5.2 acima e da Proposição C.1 do Apêndice C.2.

(B) Temos que veri�car os itens a), b), e c) da Proposição C.2 do Apêndice C.2.

O item a) segue das Proposições 5.1 e 5.2. Já que o operador Tn tem resolvente
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compacto, o item b) é satisfeito. Resta mostrar que o item c) é satisfeito.

Consideremos o subespaço K := {K1 ⊕ · · · ⊕ Kn−1}⊥. Pelo Teorema Rellich-

Kondrachov [25], K pode ser compactamente mergulhado em Hn. Assim, se

(vε)ε é uma sequência limitada em Hn e (bεn(vε))ε é também limitada, uma

demonstração semelhante à do Lema 5.1 mostra que (vε)ε é um subconjunto

limitado de K. Logo, o item c) é satisfeito. Pela Proposição C.2 do Apêndice

C.2, (T εn)ε converge no sentido da norma dos resolventes a Tn em Ln. Pelo

Corolário 2.3 em [21], temos o comportamento assintótico dos autovalores dado

por (5.12).

5.4 Propriedades espectrais no caso em que o

tubo é periódico

Nesta seção consideramos a região Ωα
ε no caso particular em que I = R e

α : R→ R é uma função periódica de classe C2, ou seja, existe L > 0 de forma

que, α(s + L) = α(s), para todo s ∈ R. Neste contexto, o objetivo desta seção

é encontrar informações sobre o espectro do operador −∆ε
n, para cada n ∈ N.

Mais precisamente, estudamos o espectro absolutamente contínuo σac(−∆ε
n) e

a existência e localização de lacunas em σ(−∆ε
n).

5.4.1 Resultados preliminares

Devido às características periódicas de −∆ε
n, podemos usar a decomposição

de Floquet-Bloch sobre a zona de Brillouin C = [−π/L, π/L]. Mais precisa-

mente, de�nimos QL := (0, L) × S, LLn := {w(s)uNn (y) : w ∈ L2(0, L)}, n ∈ N,
e

HL
n :=

{
L2(QL), n = 1

(LL1 ⊕ LL2 ⊕ · · · ⊕ LLn−1)⊥, n = 2, 3, · · ·
.

Considere a família de formas quadráticas atuando em HL
n :

b
ε

n(θ)(ϕ) =

∫
QL

(
|ϕ′ + iθϕ+ 〈∇yϕ,Ry〉α′(s)|2 +

|∇yϕ|2

ε2

)
dsdy, (5.18)
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para cada θ ∈ C, dom b
ε

n(θ) = {ϕ ∈ H1(QL) ∩ HL
n ;ϕ(0, ·) = ϕ(L, ·) emL2(S)}.

Denotamos por −∆ε
n(θ) o operador autoadjunto associado à b

ε

n(θ).

Lema 5.3. Para cada n ∈ N, {−∆ε
n(θ), θ ∈ C} é uma família analítica do tipo

(B).

Demonstração. Primeiramente, observemos que dom b
ε

n(θ) não depende de θ.

Para cada θ ∈ C, escrevemos b
ε

n(θ) = b
ε

n(0)+cεn(θ), em que, para ϕ ∈ dom b
ε

n(0),

cεn(θ)(ϕ) := b
ε

n(θ)(ϕ)− bεn(0)(ϕ)

= 2 Re

(∫
QL

(ϕ′ + 〈∇yϕ,Ry〉α′(s))(iθϕ)dsdy

)
+ θ2

∫
QL

|ϕ|2dsdy.

A�rmamos que cεn(θ) é b
ε

n(0)-limitado com índice limite igual zero. De fato,

dado δ > 0,

|cεn(θ)(ϕ)| ≤ 2

∫
QL

|ϕ′ + 〈∇yϕ,Ry〉α′(s)| |iθϕ|dsdy + θ2

∫
QL

|ϕ|2dsdy

≤ δ

∫
QL

|ϕ′ + 〈∇yϕ,Ry〉α′(s)|2dsdy + θ2(1/δ + 1)

∫
QL

|ϕ|2dsdy

≤ δ b
ε

n(0)(ϕ) + (π/L)2(1/δ + 1)‖ϕ‖2
HLn ,

para todo ϕ ∈ dom b
ε

n(0), para todo θ ∈ C. Desde que δ > 0 é arbitrário,

a a�rmação é veri�cada. Pelo Teorema 1.6 do Capítulo 1, {bεn(θ) : θ ∈ C} é

uma família analítica do tipo (a). Consequentemente, {−∆ε
n(θ), θ ∈ C} é uma

família analítica do tipo (B).

Lema 5.4. Existe um operador unitário Un : Hn →
∫ ⊕
C H

L
n dθ de forma que,

Un(−∆ε
n)U−1

n =

∫ ⊕
C
−∆ε

n(θ) dθ.

Demonstração. Para (θ, s, y) ∈ C ×QL, de�nimos

(Unf)(θ, s, y) :=
∑
k∈Z

√
L

2π
e−ikLθ−iθsf(s+ Lk, y), dom Un = Hn,
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o qual é um operador bijetivo em
∫ ⊕
C H

L
n dθ; a de�nição de Un é baseada em

[3, 30] (veja também a demonstração do Lema 3.2).

Recordemos a forma quadrática b
ε

n; veja (5.7) na Seção 5.2. De�nimos

qεn(ϕ) := b
ε

n(U−1
n ϕ), dom qεn := Un(dom b

ε

n).

Observe que qεn é uma forma quadrática fechada e limitada inferiormente no

espaço de Hilbert
∫ ⊕
C H

L
n dθ e Un(−∆ε

n)U−1
n é o seu operador autoadjunto asso-

ciado.

Para (s, y) ∈ QL e k ∈ Z,

(U−1
n ϕ)(s+ Lk, y) =

∫
C

√
L

2π
eikLθ+isθϕ(θ, s, y) dθ,

(U−1
n ϕ)′(s+ Lk, y) =

∫
C

√
L

2π
eikLθ+isθ(ϕ′(θ, s, y) + iθϕ(θ, s, y)) dθ,

e

∇y(U−1
n ϕ)(s+ Lk, y) =

∫
C

√
L

2π
eikLθ+isθ∇yϕ(θ, s, y) dθ.

Já que α′ é uma função periódica, pela Identidade de Parseval, e pelo Teorema

de Fubini, temos
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qεn(ϕ) = b
ε

n(U−1
n ϕ)

=

∫
Q

(∣∣(U−1
n ϕ)′ + 〈∇y(U−1

n ϕ), Ry〉α′(s)
∣∣2 +

|∇y(U−1
n ϕ)|2

ε2

)
dsdy

=
∑
k∈Z

∫
QL

∣∣(U−1
n ϕ)′(s+ Lk, y) + 〈∇y(U−1

n ϕ)(s+ Lk, y), Ry〉α′(s)
∣∣2 dsdy

+
∑
k∈Z

∫
QL

1

ε2

∣∣∇y(U−1
n ϕ)(s+ Lk, y)

∣∣2 dsdy

=

∫
QL

∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫
C

√
L

2π
eikLθ+isθ(ϕ′(θ, s, y) + iθϕ(θ, s, y) + 〈∇yϕ(θ, s, y), Ry〉α′(s))dθ

∣∣∣∣∣
2

dsdy

+

∫
QL

∑
k∈Z

1

ε2

∣∣∣∣∣
∫
C

√
L

2π
eikLθ+isθ∇yϕ(θ, s, y)dθ

∣∣∣∣∣
2

dsdy

=

∫
QL

(∫
C
|(ϕ′(θ, s, y) + iθϕ(θ, s, y) + 〈∇yϕ(θ, s, y), Ry〉α′(s))|2 dθ

)
dsdy

+

∫
QL

(∫
C

1

ε2
|∇yϕ(θ, s, y)dθ|2 d θ

)
dsdy

=

∫
C

(∫
QL

|(ϕ′(θ, s, y) + iθϕ(θ, s, y) + 〈∇yϕ(θ, s, y), Ry〉α′(s))|2 dsdy

)
dθ

+

∫
C

(∫
QL

1

ε2
|∇yϕ(θ, s, y)dθ|2 dsdy

)
dθ

=:

∫
C
b
ε

n(θ)(ϕ(θ)) dθ.

Então, ϕ ∈ dom qεn se, e somente se, ϕ(θ) ∈ dom b
ε

n(θ), q.t.p. θ, e ϕ ∈
∫ ⊕
C H

L
ndθ.

Agora, consideremos o operador autoadjunto

Qε
n :=

∫ ⊕
C
−∆ε

n(θ) dθ,

em que

dom Qε
n := {ϕ : ϕ(θ) ∈ dom (−∆ε

n(θ)), q.t.p. θ,
∫
C
‖−∆ε

n(θ)ϕ(θ)‖2
HLndθ < +∞}.

Para cada ϕ ∈ dom qεn e para cada η ∈ dom Qε
n, pela identidade de polari-
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zação, temos

qεn(ϕ, η) =

∫
C
b
ε

n(θ) (ϕ(θ), η(θ)) dθ.

=

∫
C
〈ϕ(θ),−∆ε

n(θ)η(θ)〉HLn dθ.

=

∫
C
〈ϕ(θ), (Qε

nη)(θ)〉HLn dθ.

= 〈ϕ,Qε
nη〉 .

Portanto, Qε
n é o operador autoadjunto associado à qεn e, por unicidade,

Qε
n = Un(−∆ε

n)U−1
n .

5.4.2 Comportamento assintótico dos autovalores de −∆ε
n(θ)

quando ε→ 0

Desde que −∆ε
n(θ) tem resolvente compacto e é limitado inferiormente, seu

espectro é discreto. Denotamos por En,j(ε, θ) o j-ésimo autovalor de −∆ε
n(θ),

contando com a sua multiplicidade, e por ψn,j(ε, θ) a correspondente autofunção

normalizada, ou seja,

−∆ε
n(θ)ψn,j(ε, θ) = En,j(ε, θ)ψn,j(ε, θ), j = 1, 2, 3, · · · , θ ∈ C.

Além disso, podemos organizar os autovalores de forma que

En,1(ε, θ) ≤ En,2(ε, θ) ≤ · · · ≤ En,j(ε, θ) ≤ · · · , θ ∈ C,

σ(−∆ε
n) = ∪∞j=1{En,j(ε, C)}, em que En,j(ε, C) := {En,j(ε, θ) : θ ∈ C};

cada En,j(ε, C) é chamado de j-ésima banda de σ(−∆ε
n).

O Lema 5.3 garante que as funções En,j(ε, θ) são funções contínuas em C e

analíticas por partes em C; consequentemente, cada En,j(ε, C) ou é um intervalo

fechado ou um conjunto formado por apenas um elemento.

O objetivo desta seção é encontrar um comportamento assintótico para os

autovalores En,j(ε, θ), quando ε→ 0.
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Com base na discussão da Seção 5.2, começamos a estudar a sequência

bεn(θ)(ψ) := b
ε

n(θ)(ψ)− λn
ε2
‖ψ‖2

HLn , (5.19)

dom bεn(θ) := dom b
ε

n(θ). O operador autoadjunto associado à bεn(θ) é T εn(θ) :=

−∆ε
n(θ)− (λn/ε

2)1.

De�nimos a forma quadrática unidimensional

bn(θ)(w) := bεn(θ)(wuNn )

=

∫
QL

|w′(s)uNn (y) + iθw(s)uNn (y) + 〈∇yu
N
n , Ry〉α′(s)w(s)|2dsdy,

dom bn(θ) := {w ∈ H1(0, L) : w(0) = w(L)}. Denotamos por Tn(θ) seu opera-

dor autoadjunto associado. De fato,

Tn(θ)w := (−i∂s + θ)2w + Vnw,

dom Tn(θ) = {w ∈ H2(0, L) : w(0) = w(L), w′(0) = w′(L)}, em que Vn é

de�nido por (5.9) na Seção 5.2.

Denotamos por kn,j(θ) o j-ésimo autovalor de Tn(θ) contando com a sua

multiplicidade. Com estas notações temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2. Para cada n ∈ N e cada θ ∈ C �xado, a sequência de operadores

autoadjuntos T εn(θ) converge no sentido uniforme dos resolventes a Tn(θ) em

LLn , quando ε→ 0. Além disso, para n ∈ N, j ∈ N e θ ∈ C �xado, temos

lim
ε→0

(
En,j(ε, θ)−

λNn
ε2

)
= kn,j(θ).

A demonstração do Teorema 5.2 é semelhante à demonstração do Teorema

5.1 e por este motivo será omitida aqui.

Como consequência do Teorema 5.2, temos o seguinte resultado:

Corolário 5.1. Para cada n ∈ N e cada j ∈ N, temos

lim
ε→0

(
En,j(ε, θ)−

λNn
ε2

)
= kn,j(θ), (5.20)
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uniformemente em θ ∈ C.

Demonstração. O Teorema 5.2 e o Corolário 2.3 de [21] implicam que (5.20) vale

para cada j ∈ N e cada θ ∈ C. Por outro lado, se ε1 < ε2, então bε2n (θ)(ψ) ≤
bε1n (θ)(ψ), para todo ψ ∈ dom bεn(θ) e para todo θ ∈ C. Assim, para cada j ∈ N
e cada θ ∈ C, a sequência (En,j(ε, θ) − λNn /ε

2) é decrescente em ε. Agora, o

resultado segue pelo Teorema de Dini.

5.4.3 Espectro absolutamente contínuo do operador −∆ε
n

O objetivo desta seção é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Para cada n ∈ N e para cada E > 0, existe εE > 0 de forma

que o espectro de −∆ε
n é puramente absolutamente contínuo no intervalo [0, E+

λNn /ε
2], para todo ε ∈ (0, εE).

A demonstração do Terema 5.3 é uma consequência dos resultados apresen-

tados nas Seções 5.4.1 e 5.4.2.

Demonstração do Teorema 5.3: Dado E > 0, sem perda de generalidade,

podemos supor que, para cada θ ∈ C, o espectro de −∆ε
n(θ) abaixo de E+λn/ε

2

consiste exatamente de j0 autovalores {En,j(ε, θ)}j0j=1. O Lema 5.3 garante que

En,j(ε, θ) e ψn,j(ε, θ) são funções contínuas e analíticas por partes em C.
O Teorema 1.11 da Seção 1.4 garante que as funções kn,j(θ) são estritamente

monótonas em (−π/L, 0) e em (0, π/L), respectivamente. Pelo Corolário 5.1,

existem εE > 0 e K(ε) > 0 de forma que, |En,j(ε, θ)−(λNn /ε
2)−κn,j(θ)| < K(ε),

para todo θ ∈ C, para todo ε ∈ (0, εE), para todo j = 1, 2, · · · , j0, e K(ε)→ 0,

quando ε → 0. Consequentemente a função En,j(ε, θ) não é constante em

cada intervalo em que é analítica, para todo ε ∈ (0, εE) e j = 1, 2, · · · , j0.
Observamos que εE > 0 depende de j0, ou seja, a espessura do tubo depende

do comprimento das energias a serem cobertas. Agora, pela Seção 1.4, segue a

conclusão do teorema.
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5.4.4 Existência de lacunas

Lembremos que σ(−∆ε
n) = ∪∞j=1{En,j(ε, C)}, ou seja, o espectro de −∆ε

n é

uma união de bandas. Sendo assim, é natural estudar a existência de lacunas

em sua estrutura. Nesta seção tratamos deste assunto. Mais precisamente

demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 5.4. Suponha que Vn(s) não seja uma função constante. Para cada

n ∈ N\{1}, existe j ∈ N e εj > 0, de forma que, para todo ε ∈ (0, εj), o espectro

do operador −∆ε
n tem pelo menos uma lacuna.

Considere o operador unidimensional

T̃nw := −w′′ + Vnw, dom T̃n = H2(R). (5.21)

Denotamos por kn,j(θ) o j-ésimo autovalor (contando com a sua multipli-

cidade) do operador Tn(θ). Para cada j ∈ N, kn,j(θ) é função analítica em

(0, π/L) e contínua em θ = 0 e θ = π/L. Pelo Teorema 1.11 da Seção 1.5,

temos as seguintes propriedades:

(a) kn,j(θ) = kn,j(−θ) para todo θ ∈ C, j = 1, 2, 3, · · · .

(b) Para j ímpar (respectivamente, par), kn,j(θ) é estritamente crescente (res-

pectivamente, decrescente) quando θ está entre 0 e π/L. Em particular,

kn,1(0) < kn,1(π/L) ≤ kn,2(π/L) < kn,2(0) ≤ · · · ≤ kn,2j−1(0) < kn,2j−1(π/L)

≤ kn,2j(π/L) < kn,2j(0) ≤ · · · .

Para cada j ∈ N, de�nimos

Bn,j :=

{
[kn,j(0), kn,j(π/L)], para j ímpar,

[kn,j(π/L), kn,j(0)] , para j par,
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e

Gn,j :=



(kn,j(π/L), kn,j+1(π/L)),
para j ímpar tal que,

kn,j(π/L) 6= kn,j+1(π/L),

(kn,j(0), kn,j+1(0)),
para j par tal que,

kn,j(0) 6= kn,j+1(0),

∅, caso contrário.

Então, pelo Teorema XIII.90 em [30], temos σ(T̃n) = ∪∞j=1Bn,j, em que Bn,j

é chamado de j-ésima banda de σ(T̃n), e Gn,j é um gap de σ(T̃n) se Gn,j 6= ∅.
Pelo pelo argumento exposto na demonstração do Corolário 5.1, desde que

En,j(ε, θ) é uma sequência decrescente em ε, para cada j ∈ N e para cada ε > 0

su�cientemente pequeno, temos

max
θ∈C

En,j(ε, θ) ≤

{
λNn /ε

2 + kn,j(π/L), para j ímpar,

λNn /ε
2 + kn,j(0), para j par

.

Se Gn,j 6= ∅, novamente pelo Corolário 5.1, existe εj > 0 de forma que, para

todo ε ∈ (0, εj),

min
θ∈C

En,j+1(ε, θ) ≥

{
λNn /ε

2 + kn,j+1(π/L)− |Gn,j|/2, para j ímpar,

λNn /ε
2 + kn,j+1(0)− |Gn,j|/2, para j par,

em que | · | denota a medida de Lebesgue. Assim, temos

Corolário 5.2. Se Gn,j 6= ∅, existe εj > 0 de forma que, para todo ε ∈ (0, εj),

min
θ∈C

En,j+1(ε, θ)−max
θ∈C

En,j(ε, θ) ≥
1

2
|Gn,j|.

Com este resultado estamos prontos para demonstrar o Teorema 5.4.

Demonstração do Teorema 5.4: Considere W (s) = Vn(s) no Teorema de

Borg. O operador Tn(0) (respectivamente, Tn(π/L) ) é unitariamente equi-

valente ao operador T+ (resp. T−) da Seção A.1 do Apêndice A; de fato,

basta considerar o operador unitário (uθw)(s) := e−iθsw(s) em que θ = 0

(respectivamente, θ = π/L). Lembre-se que {kn,j(0)}j∈N (respectivamente.

{kn,j(π/L)}j∈N) são os autovalores de Tn(0) (respectivamente, de Tn(π/L)).
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Desde que Vn(s) não é uma função constante em [0, L], pelo Teorema de

Borg, sem perda de generalidade, podemos a�rmar que exite j ∈ N de forma

que kn,j(0) 6= kn,j+1(0). Agora, a a�rmação do Teorema 5.4 se segue Corolário

5.2.

5.4.5 Localização de lacunas

Nesta seção, vamos encontrar a localização no σ(−∆ε
n) em que o Teorema

5.4 vale. Para este propósito, usamos a escala

α 7→ γα, (5.22)

em que γ > 0 é uma parâmetro su�cientemente pequeno. Assim, obtemos

o tubo Ωα
ε,γ := Ωγα

ε . Consideremos −∆N
Ωαε,γ

em vez de −∆N
Ωαε

na Seção 5.2.

Denotamos por b
ε,γ

n e b
ε,γ

n (θ) as formas quadráticas obtidas substituindo (5.22)

em (5.7) e (5.18), respectivamente. Os operadores autoadjuntos associados à

estas formas quadráticas são denotados por −∆ε,γ
n e −∆ε,γ

n (θ), respectivamente.

Denotamos por En,j(γ, ε, θ) o j-ésimo autovalor de −∆ε,γ
n (θ), contando com a

sua multiplicidade.

De�nimos

Wn(s) := C1
n(S)(α′)2(s)

e escrevemos esta função como uma série de Fourier, ou seja,

Wn(s) =
+∞∑
j=−∞

1√
L
wjne

2πjis/L em L2(0, L).

A sequência {wjn}∞j=−∞ são os coe�cientes de Fourier de Wn. Sendo Wn uma

função real, wjn = w−jn , para todo j ∈ Z. Temos

Teorema 5.5. Suponha que Vn(s) não seja uma função constante e que Wn(s)

seja não nula. Seja j ∈ N de forma que, wjn 6= 0. Então, existem γ > 0

su�cientemente pequeno, εn,j+1 > 0 e Cn,j(γ) > 0, de forma que para todo
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ε ∈ (0, εn,j+1),

min
θ∈C

En,j+1(γ, ε, θ)−max
θ∈C

En,j(γ, ε, θ) ≥ Cn,j(γ).

Para demonstrar o Teorema 5.5 usaremos uma estratégia adotada em [34].

Apresentamos aqui apenas os passos mais importantes; para uma explicação

mais detalhada veja Apêndice A.2. No entanto, nosso problema requer alguns

ajustes os quais são explicados nos próximos parágrafos.

Problema auxiliar. Para cada γ > 0 e θ ∈ C, considere a forma quadrática

unidimensional

sγn(θ)(w) :=

∫ L

0

(
|w′ + iθw|2 + γ2Wn(s)|w|2

)
ds,

dom sγn(θ) := {w ∈ H1(0, L) : w(0) = w(L)}. O operador autoadjunto associ-

ado à sγn(θ) é dado por

Sγn(θ)w := (−i∂s + θ)2w + γ2Wn(s)w,

dom Sγn(θ) := {w ∈ H2(0, L) : w(0) = w(L), w′(0) = w′(L)}. Denotamos por

νn,j(γ, θ) o j-ésimo autovalor de Sγn(θ) contando com a sua multiplicidade.

Agora, consideremos

bγn(θ)(w) := bε,γn (θ)(wun) =

∫ L

0

(
|w′ + iθw|2 + V γ

n (s)|w|2
)

ds,

dom bγn(θ) := {w ∈ H1(0, L) : w(0) = w(L)}, em que V γ
n (s) := γ2Wn(s) −

γC2
n(S)α′′(s). O operador autoadjunto associado à bγn(θ) é

T γn (θ)w := (−i∂s + θ)2w + V γ
n (s)w,

dom T γn (θ) := {w ∈ H2(0, L) : w(0) = w(L), w′(0) = w′(L)}. Denotamos por

kn,j(γ, θ) o j-ésimo autovalor de T γn (θ) contando com a sua multiplicidade.

Seja c > max{‖Vn‖∞, ‖Wn‖∞}. Alguns cálculos mostram que existe K > 0
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de forma que,

| (bγn(θ) + c) (w)− (sγn(θ) + c) (w)| ≤ K γ | (bγn(θ) + c) (w)|, (5.23)

para todo w ∈ dom bγn(θ), para todo θ ∈ C, e γ > 0 su�cientemente pequeno.

A estimativa (5.23), o Teorema 2 em [2], e o Corolário 2.3 em [21] implicam

o seguinte resultado:

Corolário 5.3. Para cada j ∈ N, existe γj > 0 de forma que, para todo γ ∈
(0, γj),

kn,j(γ, θ) = νn,j(γ, θ) +O(γ),

uniformemente em C.

Algumas estimativas. I. De�nimos

Gn,j(γ) :=



(kn,j(γ, π/L), kn,j+1(γ, π/L)),
para j ímpar tal que,

kn,j(γ, π/L) 6= kn,j+1(γ, π/L),

(kn,j(γ, 0), kn,j+1(γ, 0)),
para j par tal que,

kn,j(γ, 0) 6= kn,j+1(γ, 0),

∅, caso contrário.

.

Se Gn,j(γ) 6= ∅, Gn,j(γ) é chamado de um gap no espectro σ(T γn ), em que

T γnw := −w′′ + V γ
n (s)w, dom T γn = H2(R).

De forma similar às considerações da Seção 5.4.4 e Corolário 5.2, temos:

Corolário 5.4. Se Gn,j(γ) 6= ∅, existe γj > 0 e εj > 0 de forma que, para todo

γ ∈ (0, γj) e para todo ε ∈ (0, εj),

min
θ∈C

En,j+1(γ, ε, θ)−max
θ∈C

En,j(γ, ε, θ) ≥
1

2
|Gn,j(γ)|. (5.24)
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II. Agora, considere

G̃n,j(γ) :=



(νn,j(γ, π/L), νn,j+1(γ, π/L)),
para j ímpar tal que,

νn,j(γ, π/L) 6= νn,j+1(γ, π/L),

(νn,j(γ, 0), νn,j+1(γ, 0)),
para j par tal que,

νn,j(γ, 0) 6= νn,j+1(γ, 0),

∅, caso contrário.

Se G̃n,j(γ) 6= ∅, G̃n,j(γ) é chamado de um gap no espectro σ(Sγn), em que

Sγnw := −w′′ + γ2Wn(s)w, dom Sγn = H2(R).

Como na demonstração do Teorema 5.4, consideramos o operador unitá-

rio (uθw)(s) = e−iθsw(s). De�nimos os operadores autoadjuntos S̃γn(0) :=

u0S
γ
n(0)u−1

0 e S̃γn(π/L) := uπ/LS
γ
n(π/L)u−1

π/L, cujos autovalores são dados por

{νn,j(γ, 0)}j∈N e {νn,j(γ, π/L)}j∈N, respectivamente. Além disso, os domínios

destes operadores são dados por (A.2) e (A.3) no Apêndice A.2, respectiva-

mente. Assim, podemos observar que |G̃n,j(γ)| = δj(γ
2), para todo j ∈ N, se

considerarmos µ = γ2 e W (s) = Wn(s) no Teorema A.3 do Apêndice B.

Com as notas dos parágrafos anteriores, temos condições para demonstrar o

teorema principal desta seção.

Demonstração do Teorema 5.5: Lembre-se que denotamos por {wjn}+∞
j=−∞

os coe�cientes de Fourier de Wn. Desde que Wn não é uma função constante,

existe j ∈ N de forma que wjn 6= 0. Pelo Teorema A.3,

|G̃n,j(γ)| = 2√
L
γ2|wjn|+O(γ4), γ → 0.

Esta estimativa junto com o Corolário 5.3 implicam que |Gn,j(γ)| > 0,

para todo γ > 0 su�cientemente pequeno. Pelo Corolário 5.4, considerando

Cn,j(γ) := |Gn,j(γ)|/2 > 0 temos o resultado do teorema.

Observação 5.1. Já que assumimos que Vn(s) não é uma função nula, se

Wn(s) = 0, para todo s ∈ R, podemos considerar W̃n(s) := C2
n(S)α′′(s) em
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vez de Wn(s) nesta seção. Todos os resultados apresentados acima valem neste

caso; as demonstrações são muito semelhantes e não serão apresentadas aqui.
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Apêndice A

Neste apêndice, reunimos os principais resultados que usamos ao longo do

texto relacionados à existência e localização de lacunas no espectro dos opera-

dores estudados.

A.1 Teorema de Borg

O teorema abaixo é devido à Borg [4]. Com ele, é possível garantir a exis-

tência de lacunas no espectro de determinados operadores lineares. Veja, por

exemplo Teorema 3.4 deste trabalho.

Teorema A.1. (Borg) Suponha queW seja uma função real e contínua por par-

tes em [0, L]. Seja λ±n o n-ésimo autovalor, contando com a sua multiplicidade,

do operador dado, respectivamente, por

T± := − d2

ds2
+W (s), em L2(0, L),

com domínio

dom T± := {w ∈ H2(0, L);w(0) = ±w(L), w′(0) = ±w′(L)}. (A.1)

Suponha que

λ+
n = λ+

n+1, para todo n par,

e

λ−n = λ−n+1, para todo n ímpar.
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Então, W é constante em [0, L].

A.2 Comportamento assintótico dos autovalores

de uma pertubação analítica

Garantida a existência de uma lacuna, o próximo passo é tentar descobrir

a sua localização. Para isso serão necessários algumas de�nições e resultados

preliminares.

Seja W ∈ L2(0, L) uma função real. De�nimos os operadores

T+
0 w := −w′′, em L2(0, L),

com domínio

dom T+
0 := {w ∈ H2(0, L) : w(0) = w(L), w′(0) = w′(L)}, (A.2)

e

T−0 w := −w′′, em L2(0, L),

com domínio

dom T−0 := {w ∈ H2(0, L) : w(0) = −w(L), w′(0) = −w′(L)}. (A.3)

Para cada µ ∈ C, consideremos os operadores

T+(µ)w := T+
0 w + µW (s)w

= −w′′ + µW (s)w, (A.4)

em que dom T+(µ) := dom T+
0 e

T−(µ)w := T−0 w + µW (s)w

= −w′′ + µW (s)w, (A.5)

91



em que dom T−(µ) := dom T−0 .

Dizemos que T+
0 e T−0 são operadores não perturbados e µW é uma pertu-

bação. Para µ ∈ R, denotamos por {l+n (µ)}n∈N e {l−n (µ)}n∈N os autovalores de

T+(µ) e T−(µ), contando com as suas multiplicidades, respectivamente. Abaixo

descrevemos os autovalores e autofunções dos operadores não perturbados T+
0

e T−0 .

Para cada n ∈ N, consideramos as funções

ψ0(s) =
1√
L
, ψn,1(s) =

1√
L
e
i2πns
L , ψn,2(s) =

1√
L
e−

i2πns
L . (A.6)

Tem-se que {ψ0, ψn,1, ψn,2}n∈N é uma base ortonormal completa de L2(0, L) e

ainda

T+
0 ψ0 = 0, T+

0 ψn,1 =

(
2πn

L

)2

ψn,1, T+
0 ψn,2(s) =

(
2πn

L

)2

ψn,2, (A.7)

para cada n ∈ N. Portanto, temos

l+0 (0) = 0, l+2n(0) = l+2n+1(0) =

(
2πn

L

)2

, n ∈ N. (A.8)

Em seguida, para cada n ∈ N, consideramos

ϕn,1(s) =
1√
L
ei(n−

1
2

) 2π
L
s, ϕn,2(s) =

1√
L
e−i(n−

1
2

) 2π
L
s. (A.9)

Então, {ϕn,1, ϕn,2}n∈N é uma base ortonormal completa de L2(0, L) e

T−0 ϕn,1 =
4π2

L2

(
n− 1

2

)2

ϕn,1, T−0 ϕn,2(s) =
4π2

L2

(
n− 1

2

)2

ϕn,2, (A.10)

para cada n ∈ N. Logo,

l−2n(0) = l−2n+1(0) =
4π2

L2

(
n− 1

2

)2

, n ∈ N. (A.11)
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Para cada µ ∈ R e cada n ∈ N, de�nimos

δ+
n (µ) := l+2n+1(µ)− l+2n(µ) (A.12)

e

δ−n (µ) := l−2n(µ)− l−2n−1(µ). (A.13)

Finalmente de�nimos

δ2n−1(µ) := δ−n (µ) e δ2n(µ) := δ+
n (µ).

Vamos analisar o comportamento assintótico de δn(µ) quando µ→ 0. Para

isso, enunciamos um teorema sobre pertubação analítica devido à Kato e Rellich.

Tal teorema é reescrito adequadamente para a nossa situação (veja Capítulo VII

e Teorema 2.6 no Capítulo XIII em [23]).

Teorema A.2. (Kato e Rellich) Seja T0 um operator autoadjunto num espaço

de Hilbert H. Suponha que E0 é um autovalor de T0 com multiplicidade m e que

existe ε > 0 de forma que, σ(T0) ∩ (E0 − ε, E0 + ε) = {E0}. Seja {Φ1, · · ·Φm}
um sistema ortonormal de autovetores de T0 associados ao autovalor E0:

Φj ∈ dom T0, T0Φj = E0Φj, para 1 ≤ j ≤ m,

(Φi,Φj)H = δij para 1 ≤ i, j ≤ m.

Seja V um operator simétrico e T0-limitado. Para µ ∈ C, de�nimos

T (µ) := T0 + µV atuando em H com domínio dom T (µ) = dom T0.

Sejam λ1, · · · , λm todos os autovalores da matriz ((V Φi,Φj)H)1≤i,j≤m contados

com a sua multiplicidade. Então, existem m funções analíticas λ1(µ), · · · , λm(µ)

em µ ∈ C numa vizinhança de 0, de forma que, λ1(µ), · · · , λm(µ) são todos os

autovalores de T (µ), contados com a sua multiplicidade, em {E ∈ C : |E−E0| <
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ε/2}, para µ ∈ C numa vizinhança de 0. Ainda mais,

λj(µ) = E0 + λjµ+O(µ2), µ→ 0, (A.14)

para 1 ≤ j ≤ m.

Como uma consequência deste teorema, no caso particular em que m = 2

temos o seguinte resultado.

Corolário A.1. Seja m = 2 no enunciado do teorema acima. Então, temos

(λ1(µ)− λ2(µ))2 =
{

[(V Φ1,Φ1)H − (V Φ2,Φ2)H] + 4|(V Φ1,Φ2)H|2
}
µ2+O(|µ|3).

Demonstração. De acordo com (A.14), é su�ciente calcular (λ1 − λ2)2. Desde

que λ1 e λ2 sejam autovalores da matriz(
(V Φ1,Φ1)H (V Φ1,Φ2)H

(V Φ2,Φ1)H (V Φ2,Φ2)H

)
,

λ1 e λ2 são as raízes da seguinte equação quadrática em t:

t2 − ((V Φ1,Φ1)H − (V Φ2,Φ2)H) t

+(V Φ1,Φ1)H(V Φ2,Φ2)H − (V Φ1,Φ2)H(V Φ2,Φ1)H = 0. (A.15)

Temos

λ1 + λ2 = (V Φ1,Φ1)H + (V Φ2,Φ2)H

e

λ1λ2 = (V Φ1,Φ1)H(V Φ2,Φ2)H − (V Φ1,Φ2)H(V Φ2,Φ1)H

= (V Φ1,Φ1)H(V Φ2,Φ2)H − |(V Φ1,Φ2)H|2.
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Portanto, obtemos

(λ1 − λ2)2 = (λ1 + λ2)2 − 4λ1λ2

= [(V Φ1,Φ1)H + (V Φ1,Φ1)H]2

−4[(V Φ1,Φ1)H(V Φ2,Φ2)H − |(V Φ1,Φ2)H|2]

= [(V Φ1,Φ1)H − (V Φ2,Φ2)H]2 + 4|(V Φ1,Φ2)H|2.

Assim, demonstramos o Corolário A.1.

Com o Corolário A.1, é possível obter um comportamento assintótico para

δn(µ) quando µ → 0. A princípio, seja {ωn}n=+∞
n=−∞ os coe�cientes de Fourier de

W (s). Mais precisamente, podemos escrever

W (s) =
+∞∑

n=−∞

1√
L
ωne

2nπis/L em L2(0, L). (A.16)

Desde que W (s) é uma função real, temos

ωn = ω−n, para cada n ∈ Z. (A.17)

Segue o seguinte resultado.

Teorema A.3. Para cada n ∈ N,

δn(µ) =
2√
L
|ωn||µ|+O(|µ|2), µ→ 0, µ ∈ R. (A.18)

Demonstração. Primeiramente, demonstramos (A.18) para o caso em que o

índice é par. Lembre-se de (A.6), (A.7) e (A.8). Aplicamos o Teorema de Kato

e Rellich e o Corolário A.1 considerando

H ≡ L2(0, L), T0 ≡ T+
0 , V ≡ W, m ≡ 2,

E0 ≡ l+2n(0) = l+2n+1(0) =
(

2πn
L

)2
,

Φ1 ≡ ψn,1 = 1√
L
e
i2πns
L , Φ2 ≡ ψn,2 = 1√

L
e
i2πns
L , para cada n ∈ N.

(A.19)
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Sejam λ1(µ) e λ2(µ) como no teorema anterior sob a situação (A.19). Então,

(δ+
n (µ))2 = (l+2n+1(µ)− l+2n(µ))2

= (λ1(µ)− λ2(µ))2

= {[(Wψn,1, ψn,1)H − (Wψn,2, ψn,2)]2

+4|(Wψn,1, ψn,2)|2}µ2 +O(|µ|3), µ→ 0, µ ∈ R.

Alguns cálculos mostram que

[(Wψn,1, ψn,1)H − (Wψn,2, ψn,2)]2 + 4|(Wψn,1, ψn,2)|2

=
1

L2

(∫ L

0

W (s)ds−
∫ L

0

W (s)ds

)2

+ 4

∣∣∣∣ 1L
∫ L

0

W (s)e
i4πns
L ds

∣∣∣∣2
= 4

∣∣∣∣ 1√
L
ω−2n

∣∣∣∣2 =
4

L
|ω2n|2,

usamos (A.16) na terceira linha e (A.17) na quarta passagem. Assim, temos

(δ2n(µ))2 = (δ+
n (µ))2

=
4

L
|ω2n|2µ2 +O(|µ|2), µ→ 0, µ ∈ R. (A.20)

Observe que λ1(µ)−λ2(µ) é uma função analítica em µ ∈ C numa vizinhança

da origem e

δ+
n (µ) = |λ1(µ)− λ2(µ)|, para µ ∈ R, numa vizinhança de 0.

Então, (A.20) implica

δ2n(µ) = δ+
n (µ) =

4√
L
|ω2n||µ|+O(|µ|2), µ→ 0, µ ∈ R.

Agora, vamos a demostrar (A.18) para o caso em que o índice é ímpar.
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Lembre-se de (A.9),(A.10), (A.11) e (A.13). Como no caso anterior, temos

(δ−n (µ))2 = (l−2n(µ)− l−2n−1(µ))2

= {[(Wϕn,1, ϕn,1)H − (Wϕn,2, ϕn,2)H]2

+4|(Wϕn,1, ϕn,2)H|2}µ2 +O(|µ|3), µ→ 0, µ ∈ R.

Para cada n ∈ R,

[(Wϕn,1, ϕn,1)H − (Wϕn,2, ϕn,2)H]2 + 4|(Wϕn,1, ϕn,2)H|2

=
1

L2

(∫ L

0

W (s)ds−
∫ L

0

W (s)ds

)2

+ 4

∣∣∣∣ 1L
∫ L

0

W (s)e−i(2n−1) 2π
L
sds

∣∣∣∣2
= 4

∣∣∣∣ 1√
L
ω−(2n−1)

∣∣∣∣2 =
4

L
|ω2n−1|2,

Portanto,

δ2n−1(µ) = δ−n (µ)

=
2√
L
|ω2n−1||µ|+O(|µ|2), , µ→ 0, µ ∈ R.

para cada n ∈ N. Assim, completamos a demonstração do Teorema A.3.
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Apêndice B

B.1 Formas quadráticas

Seja J um espaço de Hilbert e b : dom b × dom b → C uma forma ses-

quilinear em J . Denotamos por b(ψ) = b(ψ, ψ) a sua forma quadrática asso-

ciada. Dizemos que b(ψ) é limitada inferiormente se existe β ∈ R de forma

que, b(ψ) ≥ β‖ψ‖2, para todo ψ ∈ dom b. Se β > 0, b é chamada de positiva.

Uma forma sesquilinear b é chamada hermitiana se b(ψ, η) = b(η, ψ), para todo

ψ, η ∈ dom b.

Seja b uma forma hermitiana e (ψn) ⊂ dom b (aqui b não é necessariamente

positiva). Esta sequência é chamada de sequência de Cauchy com respeito à b

(ou em (dom b, b)) se b(ψn − ψm) → 0, quando n,m → ∞. Dizemos que (ψn)

converge à ψ com respeito à b (ou em (dom b, b)) se ψ ∈ dom b e b(ψn−ψ)→ 0,

quando n→∞.

Uma forma sesquilinear b é fechada se para cada sequência de Cauchy (ψn)

em (dom b, b) com ψn → ψ em J , tem-se ψ ∈ dom b e ψn → ψ em (dom b, b).

Dada uma forma sesquilinear b, com dom b denso em J , o operador Tb
associado à b é de�nido por

dom Tb := {ψ ∈ dom b : ∃ζ ∈ J com b(η, ψ) = 〈η, ζ〉,∀η ∈ dom b},

Tbψ := ζ, ψ ∈ dom Tb.

Assim, b(η, ψ) = 〈η, Tbψ〉, para todo η ∈ dom b, para todo ψ ∈ dom Tb. Esse

operador está bem de�nido já que dom b é denso em J .
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Lembre-se da forma quadrática tθε(ψ) e do operador T θε de�nidos na Seção

4.2. O objetivo é justi�car que T θε é o operador autoadjunto associado à tθε(ψ).

A demonstração é separada em dois passos. Primeiro, vamos demonstrar que

tθε(ψ) é uma forma quadrática fechada. Assim, pelo Teorema 4.2.6 em [10],

existe um operador autoadjunto, denotado por Ttθε , de forma que,

tθε(η, ψ) = 〈η, Ttθεψ〉, ∀η ∈ dom tθε,∀ψ ∈ dom Ttθε .

Em seguida, vamos demonstrar que Ttθε = T θε .

Proposição B.1. Para cada θ ∈ C, a forma quadrática tθε(ψ) é fechada.

Demonstração. Vamos considerar o caso particular em que θ = 0 e k(s) = 0,

ou seja, βε(s, y) = 1. O caso geral é similar.

Seja (ψn) uma sequência de Cauchy em (dom t0ε, t
0
ε) tal que ψn → ψ em

L2(Q, h2dsdy). Em particular, sendo h uma função limitada, (ψn) é uma sequên-

cia de Cauchy em L2(Q). Notemos também que∫
Q

|∇y(ψn − ψm)|2dsdy ≤ ε2 t0ε(ψn − ψm),

e∫
Q

|∂s(ψn − ψm)|2dsdy ≤ 1

(inf h(s))2

∫
Q

h2|∂s(ψn − ψm)|2dsdy

≤ 2

(inf h(s))2

∫
Q

h2
∣∣∂Rhs,y (ψn − ψm)

∣∣2 dsdy

+ 2

∫
Q

∣∣〈∇y(ψn − ψm), Rh〉
∣∣2 dsdy

≤ K

(
t0ε(ψn, ψm) +

∫
Q

(
|∇y(ψn − ψm)|2 + |ψn − ψm|2

)
dsdy

)
,

para algum K > 0.

Com estas estimativas, podemos observar que (ψn) é uma sequência de Cau-

chy no espaço de Hilbert H1(Q). Assim, existe η ∈ H1(Q) de forma que ψn → η

em H1(Q). Concluímos que η = ψ em L2(Q). Além disso, ∂sψn → ∂sψ,

∇yψn → ∇yψ em L2(Q).
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Agora, vamos mostrar que ψ(0, y) = ψ(L, y) em L2(S). De�nimos

Vn(y) :=

∫ L

0

∂sψn(s, y)ds, V (y) :=

∫ L

0

∂sψ(s, y)ds,

e notemos que∫
S

|Vn(y)− V (y)|dy ≤
∫
Q

|∂sψn − ∂sψ|dsdy

≤ |Q|1/2
(∫

Q

|∂sψn − ∂sψ|2dsdy

)1/2

→ 0, n→∞.

Assim, Vn → V em L1(S). Portanto, existe uma subsequência (Vnk) de (Vn)

de forma que, Vnk(y)→ V (y), q.t.p.. Mais exatamente,

lim
k→∞

∫ L

0

∂ψnk(s, y)ds =

∫ L

0

∂sψ(s, y)ds, q.t.p. y.

Já que ψnk(L, y) = ψnk(0, y), pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

0 = lim
k→∞

(ψnk(L, y)− ψnk(0, y)) = ψ(L, y)− ψ(0, y), q.t.p. em y.

Assim, ψ ∈ dom t0ε.

Finalmente, podemos observar que existe K > 0 de forma que,

t0ε(ψn − ψ) ≤ K‖ψn − ψ‖2
H1(Q) → 0, n→∞,

ou seja, ψn → ψ em (dom t0ε, t
0
ε).

Proposição B.2. Para cada θ ∈ C, T θε = T θtε.

Demonstração. De novo, consideramos o caso particular em que θ = 0 e k(s) =

0. Escrevemos Rh = (Rh
1 , R

h
2), denotamos por N = (N1, N2) o campo vectorial

normal à S e dA a medida em ∂S.

Pela identidade de polarização, obtemos a forma sesquilinear t0ε(η, ψ) asso-
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ciada à forma quadrática t0ε(ψ). De fato,

t0ε(η, ψ) =

∫
Q

(
h2∂Rhs,y η ∂

Rh
s,y ψ +

1

ε2
〈∇yη,∇yψ〉

)
dsdy

=

∫
Q

h2∂sη ∂
Rh
s,y ψdsdy +

∫
Q

h2〈∇yη,R
h〉∂Rhs,y ψdsdy

+

∫
Q

1

ε2
〈∇yη,∇yψ〉dsdy + c

∫
Q

h2ηψ dsdy.

Para cada η ∈ dom t0ε e ψ ∈ dom t0ε ∩ H2(Q), o Teorema de Fubini e uma

integração por partes mostra que∫
Q

h2∂sη ∂
Rh
s,y ψdsdy = −

∫
Q

η ∂s
(
h2∂Rhs,y ψ

)
dsdy +

∫
S

(
η h2∂Rhs,y ψ

)
|L0 dy =

−
∫
Q

η ∂s
(
h2∂Rhs,y ψ

)
dsdy +

∫
S

η(0, y)h2(0)
(
∂Rhs,yψ(L, y)− ∂Rhs,yψ(0, y)

)
dy.

Além disso,∫
Q

h2〈∇yη,R
h〉∂Rhs,y ψdsdy =∫

Q

(∂y1η)Rh
1h

2∂Rhs,y ψdsdy +

∫
Q

(∂y2η)Rh
2h

2∂Rhs,y ψdsdy =

−
∫
Q

η ∂y1
(
Rh

1h
2∂Rhs,y ψ

)
dsdy +

∫ L

0

∫
∂S

η Rh
1h

2∂Rhs,y ψN1 dAds

−
∫
Q

η∂y2
(
Rh

2h
2∂Rhs,y ψ

)
dsdy +

∫ L

0

∫
∂S

η Rh
2h

2∂Rhs,y ψN2 dAds =

−
∫
Q

η divy
(
Rhh2∂Rhs,y ψ

)
dsdy +

∫ L

0

∫
∂S

η〈Rh, N〉h2∂Rhs,y ψ dAds,

e ∫
Q

1

ε2
〈∇yη,∇yψ〉 dsdy = −

∫
Q

1

ε2
η∆yψ dsdy +

∫ L

0

∫
∂S

1

ε2
η〈∇yψ,N〉 dAds.
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Assim,

t0ε(η, ψ) = −
∫
Q

η

[(
∂s + divyR

h
)
h2∂Rhs,y ψ +

1

ε2
∆yψ

]
dsdy

+

∫
S

η(0, y)h2(0)
(
∂Rhs,yψ(L, y)− ∂Rhs,yψ(0, y)

)
dy

+

∫ L

0

∫
∂S

η

(
h2〈Rh, N〉∂Rhs,y ψ +

1

ε2
〈∇yψ,N〉

)
dAds+ c

∫
Q

h2ηψdsdy.

Para cada ψ ∈ dom t0ε ∩H2(Q), de�nimos

Z0
εψ := − 1

h2

[(
∂s + divyR

h
)
h2∂Rhs,y ψ +

1

ε2
∆yψ

]
+ cψ.

Portanto,

t0ε(η, ψ) = 〈η, Z0
εψ〉H +

∫
S

η(0, y)h2(0)
(
∂Rhs,yψ(L, y)− ∂Rhs,yψ(0, y)

)
dy

+

∫ L

0

∫
∂S

η
∂Rhψ

∂N
dAds, (B.1)

para todo η ∈ dom t0ε, para todo ψ ∈ dom t0ε ∩H2(Q).

Passo 1: Dado ψ ∈ dom T 0
ε , temos (∂Rhψ/∂N) = 0 em (0, L)× ∂S e

t0ε(η, ψ) = 〈η, T θε ψ〉H′ε , ∀η ∈ dom t0ε.

Assim, ψ ∈ dom Tt0ε e Tt0εψ = T 0
ε ψ.

Passo 2: Agora, seja ψ ∈ dom Tt0ε ⊂ dom t0ε. Então, existe ζ ∈ H de forma

que

t0ε(η, ψ) = 〈η, ζ〉H′ε , ∀η ∈ dom t0ε.

Como consequência, tem-se ψ ∈ H2(Q) (veja Capítulo 7 em [1]). Por (B.1),

〈η, ζ−Z0
εψ〉H′ε =

∫
S

η(0, y)h2(0)
(
∂Rhs,yψ(L, y)− ∂Rhs,yψ(0, y)

)
dy+

∫ L

0

∫
∂S

η
∂Rhψ

∂N
dAds.
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Em particular,

〈η, ζ − Z0
εψ〉H′ε = 0, ∀η ∈ C∞0 (Q) ⊂ dom t0ε.

Portanto, ζ = Z0
εψ. Resta mostrar que ψ ∈ dom T 0

ε .

Já sabemos que ψ(0, y) = ψ(L, y) em L2(S). Por outro lado, desde que

ζ = Z0
εψ,∫

S

η(0, y)h2(0)
(
∂Rhs,yψ(L, y)− ∂Rhs,yψ(0, y)

)
dy +

∫ L

0

∫
∂S

η
∂Rhψ

∂N
dAds = 0,

para todo η ∈ dom t0ε. Em particular, para η(s, y) = w(s)u(y), de forma que

w ∈ C∞0 (0, L) e u ∈ H1(S), tem-se∫ L

0

w(s)

∫
∂S

u(y)
∂Rhψ

∂N
dAds = 0.

Como esta igualdade vale para todo w ∈ C∞0 (0, L) e para todo u ∈ H1(S),

temos então
∂Rhψ

∂N
= 0, em L2((0.L)× ∂S). (B.2)

Consequentemente,∫
S

η(0, y)h2(0)
(
∂Rhs,yψ(L, y)− ∂Rhs,yψ(0, y)

)
dy = 0, ∀η ∈ dom t0ε.

Escolhendo η de forma adequada, é possível mostrar que

∂Rhs,yψ(L, y) = ∂Rhs,yψ(0, y), em L2(S). (B.3)

O fato de que ψ(0, y) = ψ(L, y) em L2(S) junto com as condições (B.2) e

(B.3) garantem que ψ ∈ dom T 0
ε .

Observação B.1. Lembre-se da forma quadrática bNε (ψ), de�nida na Seção

2.2 e do operador Tε de�nida na Seção 4.1. Analogamente, é possível mostra

que bNε (ψ) é uma forma quadrática fechada e Tε é seu operador autoadjunto

associado.
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Apêndice C

C.1 Forma quadrática

Lembremos da forma quadrática

bn(w) =

∫
Q

|w′(s)uNn (y) + 〈∇yu
N
n (y), Ry〉α′(s)w(s)|2dyds,

dom bn = H1(I), de�nida na Seção 5.2 deste trabalho. O objetivo desta seção é

mostrar que o operador Tn, de�nido por (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) é o operador

autoadjunto associado à bn.

Consideremos o caso particular em que I = [a, b] é um intervalo limitado.

Alguns cálculos mostram que

bn(w) =

∫ b

a

(
|w′(s)|2 + Vn(s)|w(s)|2

)
ds+C2

n(S)α′(b)|w(b)|2−C2
n(S)α′(a)|w(a)|2,

em que Vn(s) = C1
n(S)(α′(s))2 − C2

n(S)α′′(s); as constantes C1
n(S) e C2

n(S) são

de�nidas em (5.8).

Seja bn(w, u) a forma sesquilinear associada à bn(w). Temos

bn(w, u) = 〈w, Tnu〉, ∀w ∈ dom bn,∀v ∈ dom Tn.

Sendo assim, Tn é o operador autoadjunto associado à bn. O caso I = R pode

ser demonstrado de forma semelhante.
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C.2 Γ-convergência

Neste apêndice de�nimos o conceito de Γ-convergência e mostramos sua

relação com a convergência de operadores no sentido dos resolventes.

Sejam H um espaço de Hilbert (real or complexo), R = R ∪ {+∞} e fε :

H → R uma sequência de funcionais. Dizemos que a sequência fε Γ-converge

fortemente a f : H → R (denotamos, fε
SΓ−→ f) se, as seguintes condições são

satisfeitas:

i) Para cada v ∈ H e toda sequência vε → v em H, tem-se

lim inf
ε→0

fε(vε) ≥ f(v).

ii) Para cada v ∈ H, existe uma sequência vε → v em H de forma que

lim
ε→0

fε(vε) = f(v).

Observação C.1. Se em vez da convergência forte vε → v for considerada

a convergência fraca vε ⇀ v em i) e ii), então dizemos que fε Γ-converge

fracamente a f e denotamos fε
WΓ−−→ f .

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [9], onde é demonstrada

a versão para espaços de Hilbert reais; a generalização para espaços de Hilbert

complexos é apresentada em [11].

Proposição C.1. Sejam dε, d formas sesquilineares fechadas e positivas em um

espaço de Hilbert H, e Dε, D os respectivos operadores autoadjuntos associados.

Então, as seguintes a�rmações são equivalentes:

a) dε
SΓ−→ d e, para cada ζ ∈ H, tem-se d(ζ) ≤ lim inf

ε→0
dε(ζε), para toda

sequência ζε → ζ em H;

b) dε
SΓ−→ d e dε

WΓ−−→ d;
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c) Dε converge a D no sentido forte dos resolvente em H0 = dom D ⊂ H,
ou seja,

lim
ε→0

R−λ(Dε)ζ = R−λ(D)P0ζ, ∀ζ ∈ H,∀λ > 0,

em que P0 é a projetor ortogonal em H0.

O seguinte resultado é apresentado em [11].

Proposição C.2. Sejam dε, d ≥ β > −∞ formas sesquilinear fechadas e

Dε, D ≥ β os respetivos operadores autoadjuntos associados. Seja dom D =

H0 ⊂ H. Assuma que as seguintes condições são satisfeitas:

a) dε
SΓ−→ d e dε

WΓ−−→ d;

b) O operador resolvente Rλ(D) é compacto em H0 para algum número real

λ > |β|;

c) Existe um espaço de Hilbert K, compactamente mergulhado em H, de

forma que se a sequência (ψε) é limitada em H e (dε(ψε)) e também limi-

tada, então (ψε) é uma sequência limitada em K.

Então, Dε converge no sentido da norma dos resolvente a D em H0 quando

ε→ 0.

Observação C.2. Em ambas proposições acima, o domínio de D não é as-

sumido denso em H mas é necessário que img D ⊂ H0; dizemos que D é

autoadjunto em H0.
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