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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um pouco sobre as teorias de semigrupos e atratores
globais. Também falamos sobre processos de evolucao e atratores pullback. E por fim,

estudamos a existéncia e a regularidade do atrator pullback para o problema da forma
uy + B(t)ur = Au + f(u)

em um dominio suave 2 C R™ com condicoes de contorno de Dirichlet. A perturbacao
B:R — (0,+00) é uma fungio apropriada e f € C*(R) é uma fun¢ao nao-linear com

uma condicao de dissipatividade.

Palavras-chave: processos de evolucao, atrator pullback, equacao de onda semilinear

amortecida.






Abstract

In this work, we present some of the theories of semigroups and global attractors. Also,
we present process of evolution and pullback attractors. Finally, we show the existence

and regularity of the pullback attractor for the problem
uy + B(t)ur = Au + f(u)

in a bounded smooth domain 2 C R" with the Dirichlet boundary conditions, the damping
B:R — (0,+00) is a suitable function and f € C*(R) is a nonlinear function with a

dissipative condition.

Key-words: Evolution process, pullback attractor, damped wave equation.
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Prefacio

O conceito de sistema dinamico tem importancia fundamental na compreensao de
muitos fendmenos naturais, serve para estudar modelos fisicos, quimicos, biol6gicos, entre
outros. Matematicamente, um sistema dindmico é uma familia a um parametro (em geral
o tempo) de aplicagbes de um espacgo abstrato (o conjunto de estados) nele mesmo. Em
geral, um sistema dindmico estd associado a uma equacgao diferencial.

Quando trabalhamos num sistema dinamico podemos estudar a dinAmica backwards
(comportamento do sistema no passado, quando o parametro é o tempo) e a dinamica
forwards (comportamento no futuro, quando o parametro é o tempo). Nos sistemas de
carater autonomo, as dinamicas backwards e forwards tem o mesmo comportamento, o
que pode nao ser verdade nos sistemas nao-auténomos.

Neste trabalho, buscamos apresentar a teoria de semigrupos e de processos de modo
a oferecer uma introducao a quem nao estd habituado. Na segunda parte, fazemos uma
aplicagao da teoria a uma equacao de onda semilinear amortecida, com o objetivo de
mostrar a existéncia do atrator pullback e sua regularidade. Inicialmente, vamos modi-
ficar o problema a uma forma que exige menos regularidade, depois mostraremos que as
solucoes do problema modificado tem a regularidade necesséria e nos apresentam solucoes
do problema inicial.

O primeiro capitulo é um conjunto de resultados preliminares, isto é, resultados que
serao utilizados nos proximos capitulos. O Capitulo 2 apresenta um pouco sobre a teoria de
semigrupos e atratores globais, poténcias fracionérias e teoria de interpolagoes. No terceiro
capitulo, falaremos de processos, atratores pullback e apresentaremos alguns resultados
gerais para tratar o problema do capitulo que o sucede. O tltimo capitulo trata do

problema de equacao de onda semilinear amortecida.

XixX






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar resultados basicos que utilizaremos no decorrer do
trabalho. As principais referéncias para este capitulo sao [1], [7], [11], [12], [14] e [L5].

Adicionalmente, apresentaremos alguns poucos resultados sobre teoria de interpolacao,
que é tratada de maneira minuciosa em [26].

No decorrer do texto, se nada for declarado, assumimos que X é um espaco de Banach

sobre R.

1.1 Alguns resultados

Proposicao 1.1. Seja (X, d) um espaco métrico. Suponhamos que C C X seja um
compacto e que existe sequéncia {x,} em X com d(C,x,) — 0 quando n — +o00. Entao

{z,} admite uma subsequéncia convergente.
A demonstracao desta proposicao é feita em [12].

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Young). Consideremos a,b € Rt e 1 < p,q < 400
1,1
com o+ o = 1. Temos
al bl

ab < — + —.
p q

A demonstracao desta proposi¢ao, pode ser encontrada em [I5].

Corolario 1.3. Sejam a,b € R*. Para qualquer € > 0, temos

a’?  eb?

p< L4
Ww=oo Tt

Em [I4], a desigualdade acima é referida como Desigualdade de Cauchy.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.4 (Lax-Milgram). Suponhamos que X seja um espaco de Hilbert. Conside-
remos uma forma sesquilinear limitada b : X x X — K tal que para algum ¢ > 0, ocorra

b(z,x)| > c||lz||%, para todo x € X. Entdo, para cada f € X* existe z; € X tal que
| ) X, P ;» P f q
f(x) = b(zy, x), Ve e X.
Relembre que uma forma sesquilinear b(-, -) é uma aplicacdo que é linear na segunda

., o1e . . ., T . b
variavel e antilinear na primeira variavel e é dita limitada se ||b|| := sup % < +00.
z,y€X\{0}

1.2 Os espagos LP(f)) e de Sobolev

Seja 2 um conjunto mensuravel de R™, com a o—algebra de Lebesgue e medida de

Lebesgue. Consideremos 1 < p < 400 e

LP(Q) = {f Q=R 'f é mensuravel e || f||Lr(q) = (/Q ’f(m)‘pdl’)p < +oo} :

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski). Para 1 < p < 400 e f,g € LP(Q), temos

1f + gllzey < 1fllze) + l9llzr@)-

O teorema acima nos mostra que || - ||L»(q) satisfaz a desigualdade triangular e, a partir

disto, fica muito simples ver que || - ||z»(o) é uma norma. Mais ainda:
Proposicao 1.6. Suponhamos que 2 C R™ seja um aberto.
i) (LP(Q), || - () € wm espago de Banach, para 1 < p < 4o00.
i) (L*(Q), (-,-)y) € um espago de Hilbert, onde (u,v), = / u(z)v(z)de.
0

Comumente, quando trabalhamos nos espacos LP(£2), utilizamos as duas desigualdades

que seguein:

Teorema 1.7 (Desigualdade de Holder). Consideremos 1 < p < 400 e q tal que %—l—% =1

Se f e g sao funcoes mensurdveis em €2, temos

1f9llr@) < N fllzellgllza)-

Em particular, se f € LP(Q) e g € LY(Q), entdo fg € L'(Q).
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Corolario 1.8. Suponhamos que |Q] < co. Para 1 < p < q < 400, é vdlido que L(Q) —
LP(QY). Mais ainda,

1 fllzrie) < 1917 | fllza) — Vf € LUQ).
Corolario 1.9. Sejam 1 <p < ¢ <r < +oo. Temos LP(Q) N L" () — L4(Q) e
1l zo) < IFNZoo 11y
para X € (0,1) tal que é = )\% + (1= N1

Para mais detalhes sobre os espacos LP(€2), com 1 < p < 400, assim como a demons-

tracdo dos dois teoremas acima, veja [L15].
Teorema 1.10. O espaco LP(Q2) € reflexivo, para 1 < p < +o0.

Relembre que um espaco de Banach X é reflexivo se X = X**, onde X** representa o

bidual de X.

Seja Q@ C R" e f: ) — R uma fungao mensuravel. Consideremos

I Fllzeioy == inf {a > 0 ({If(2)] > a}) = 0},
com a conven¢ao que inf () = —oo. Definimos o conjunto
L*(Q) ={f:Q— R | f é mensuravel e || f||1=@) < +oo}.
Teorema 1.11. O espago (L®(QQ), || - ||z () € um espago de Banach.

Pouco utilizaremos sobre o espago L™(2) e, por tal razao, ndo o exploraremos. Para

mais detalhes, bem como a demonstragiao dos resultados anteriores, veja [15] e [22].

Alguns problemas fisicos nao podem ser estudados de maneira satisfatoria apenas com
a ideia de solucao usual. Isto serviu de motivacao para definir os espacos de Sobolev e
solucao fraca de um problema. Apresentamos os resultados sem demonstracdo, mas as
mesmas podem ser encontradas em [I] e [7].

Consideremos 2 C R"™ um conjunto limitado e p € R, com 1 < p < 4+00. Seja
Cx(Q)={ feC™®Q) : ftem suporte compacto em € }.

A funcao f tem suporte compacto em {2 quando existe um subconjunto compacto

Q C Q tal que f(x) =0 paraz € Q\ Q.
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Proposigao 1.12. O espaco C(Q) € denso em LP(2), para 1 < p < 400.

Para mais detalhes, veja [7].

Para p > 1, definimos

P B9 _ _ .
Wir(Q) = d u e L7(Q) af1, fo, ..., fn € LP(Q2), com /Quaxj /ijgé,
Vope CX(Q)eVj=1,...,n.

Ou  Ou Ou_
Oxy’ Bzy’ """ Oy )

Denota-se f; = %, paraj=1,...,ne Vu:= <
J

Definicao 1.13. Consideremos 1 < p < +00. O espago de Sobolev é definido como o par
(WP (), [ - lwiry) » onde

n

lullwrogy = lull) + )
j=1

ou
O LP(Q) .

Proposicao 1.14. (W'?(Q), | - [lwre)) € um espago de Banach. Além disso, W'P(Q)

é reflexivo se 1 < p < 400 e separdvel se 1 < p < +o0.

No caso em que p = 2, o espaco de Sobolev ¢ denotado por W2(Q) = HY(Q). O

espaco H'(Q) admite o seguinte produto interno

"/ ou Ov
(b = () + 3 (g ) (L)
) © ; dx; 05/ 2
Proposig¢ao 1.15. O espaco H'(2) com o produto interno (1.1)) € um espaco de Hilbert.

Proposicio 1.16. Seja 1 < p < +oo. Consideremos u,v € W'P(Q). E vdlido que uv €
WhP(Q) e
d du dv

() = —vfu—,  Vi=1,...,n
dxj(uv) az, j=1....n

A seguir definimos um subespago de W1?(Q) que aparecera no problema do capitulo

final. Consideremos C}(Q2) o conjunto das fun¢oes em C'(Q) com suporte compacto.
Defini¢ao 1.17. Definimos o conjunto Wy (Q) como o fecho de C1(Q) em WP(1).

Em particular, denotamos H{ () = W, (Q).

O subespaco I/VO1 () é muito til quando procuramos solu¢ao de uma equagao dife-

rencial com a condicao de Dirichlet de fronteira, pelo seguinte resultado:
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Teorema 1.18. Seja 1 < p < +00 e suponhamos a fronteira de ), denotada por OS2, uma

curva de classe C'. Para u € WH(Q) N C(Q), sdo equivalentes:
i) u=0 em 08
i) u e WhP(Q).
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [7].

Teorema 1.19 (Desigualdade de Poincaré). Seja 1 < p < +oo e Q C R™ um aberto

limitado. Entao existe uma constante k > 0 tal que
lullzoie) < kIVullo), — Yu€ Wy™ ().

Para mais detalhes, veja [7]. A desigualdade de Poincaré tem algumas consequéncias,

em especial:

Corolario 1.20. A forma bilinear (-,-), : Hy(Q2) x Hj(2) — R dada por

“ ou Ov
<u, U> - < ’ >
1 ]Z:; 8$] 8x] L2(9)

define um produto interno em Hy (). Mais ainda, (-,-), € equivalente ao produto interno

usual de H}(Q).

A fim de facilitar as contas, consideraremos o espago H}(€2) com o produto interno

acima, e a norma gerada por este.

Tendo definido W?(Q), podemos também considerar para m € Z com m > 2,

WmP(Q) = {u e Wmlr(Q) a%“ cW™P(Q), Vj=1,... n} .
J

E possivel mostrar que se u € W™P((2) entdo existem gy, ..., g, € LP(Q) tal que

a0 @yte = (<17 [ gi@o@is,  voec(@),

onde ¢V & a j—ésima derivada de ¢, para j = 1,..., m. Usualmente, denotamos
D7 := g;, para todo j = 1,...,m e definimos
lullwmae) = llullo@ + D I1D7ull o). (1.2)

J=1
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Proposicao 1.21. (Wm’i”(Q), I| - me,p(g)) € um espaco de Banach. Além disso, a norma

dada em (1.2)) é equivalente ¢ norma

[llull] = l[ullzre) + [D™ull o (@)-

Também podemos definir H™(Q) = W™2(2), com produto interno dado por

<U7U>H7”(Q) = (u, U>Lp(g) + Z <Dju, DjU>L2(Q) :

j=1

Neste trabalho, usaremos bastante o espago H?(f2), que podemos escrever como

H*(Q) = {u € H'(Q): g—“ cH'(Q),Vji=1,... n}
L

Teorema 1.22. Sejamr,s e N e 1 < p,q < +oo. Temos
r—=2>s-2 = W"Q)— W(Q).
q
No caso em que r — % > 5 — %, a inclusao é compacta.

Para mais detalhes, ver [14].

Teorema 1.23. Suponhamos que 2 C R"™ seja um aberto limitado com fronteira de classe

C'. Sao injecoes compactas

WhP(Q) < L™ ()  para p < n e para todo r € [1,q), onde % = % -1
WP(Q) — LYQ) para p=n e para todo q € [p,+00).

Em particular, para todo p > 1, temos W?(Q) — LP(Q) e tal inclusdo é compacta.
O teorema acima é parte do Teorema de Rellich-Kondrachov, que pode ser encontrado

em |[7].

1.3 Operadores setoriais
Consideremos X e Y espagos de Banach (reais ou complexos). Definimos o conjunto
Z(X,)Y)={T: X =Y | T é um operador linear e continuo} .

Se X =Y usamos a nota¢io .Z(X) = Z(X, X).
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Definicao 1.24. Consideremos um operador linear A : D(A) C X — X. Definimos o

resolvente de A, e representamos por p(A), o conjunto
{)\ € C: imagem de (A — A) é densa em X e (M — A)~" ¢ limitado}.

O conjunto o(A) = C\ p(A) é dito o espectro de A. Para facilitar, denotemos a imagem

de (AT — A) por R(\ — A).

Definicao 1.25. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que um operador T €
Z(X,Y) € compacto se, para cada conjunto limitado B C X temos T(B) é um con-

junto pré-compacto.
Lembrando que um conjunto B é pré-compacto se B é compacto.

Definicao 1.26. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado com p(A) # 0.
Dizemos que A tem resolvente compacto se existe \g € p(A) tal que (Al — A)™' € um

operador compacto.

Paraa € R e 0 € (0, %) definimos o setor
Yoo={ 2eC:0<]arg(A—a)| <7, A#a },

onde arga representa o argumento (entre [—m, 7)) de a € C.

Y

Figura 1.1: A area sombreada representa parte da regiao do setor X, 4.

Definigao 1.27. Um operador A: D(A) C X — X € dito setorial se A é um operador

fechado, D(A) = X e existem M > 0 e setor X,9 C p(A) tais que
M
I = A) ) < Bal VA € Sap.

Usualmente, se D(A) = X, dizemos que o operador A é densamente definido.
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Proposigao 1.28. Consideremos A um operador setorial, com X,9 C p(A). Se b € R,

entio Ay = A+ bl é um operador setorial, com Xq1p9 C p(Ap).
Para mais detalhes, veja [14].

Proposigao 1.29. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado densamente definido.

Sao equivalentes:
i) Ag € setorial, para todo s € R;
ii) Ay € setorial, para algum s € R;

iii) Erxistem constantes r,s € R e M > 1 tais que {\ € C : ReX < r} C p(Ay) e
AN — A) 7 zx) < M, se Red <.

A demonstracao da proposi¢ao acima é feita em [14].

Consideremos (H, (-,-),;) um espaco de Hilbert. Suponhamos A : D(A) C H - H

um operador densamente definido.
Definigao 1.30. O adjunto de Hilbert de A € dado por
A*:DA")CH — H

com D(A*) = {y € H : o operador D(A) 5 x — (Az,y), ¢ limitado}, onde A*y € tal
que (2, A*y) y = (Az,y)y , para todo z € D(A).

E facil ver que A* é um operador linear e que, pelo Teorema de Representacio de

Riesz, estd bem definido.

Definicao 1.31. Um operador linear A : D(A) C H — H € dito simétrico se é densa-

mente definido e

(Az,y) = (z,Ay), Vz,y € D(A).
Em outras palavras, A é simétrico se D(A) C D(A*) e A*x = Az, para todo z € D(A).

Defini¢ao 1.32. Suponhamos A : D(A) C H — H um operador densamente definido.
Dizemos que A € autoadjunto se D(A*) = D(A) e A* = A.

Notemos que se o operador é autoadjunto entao é simétrico. A proposicao abaixo nos

oferece condigoes para garantir a reciproca.
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Proposicao 1.33. Se A: D(A) C H — H ¢é um operador simétrico e sobrejetor entdio

¢ autoadjunto, injetor e At € L (H).
Resultado retirado de [13].

Teorema 1.34. Seja A : D(A) C H — H um operador linear com D(A) = H. Supo-

nhamos que A seja autoadjunto e que exista m € R tal que
(A, )y > mllzll3, Vo€ D(A).
Entao A € um operador setorial.

Este resultado pode ser encontrado em [I4].
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Capitulo 2

Semigrupos

Neste capitulo estudaremos um pouco da teoria de semigrupos bem como dos atrato-
res globais. Apresentaremos alguns resultados sobre existéncia de atratores globais. As

principais referéncias para este capitulo sao [3], [12], [I7], [20] e [23].

2.1 Cy—semigrupos

Para a € R, consideremos a equacao

Ja sabemos que as solugoes sao da forma x(t) = ce™, para t € R, onde ¢ ¢ uma

constante real.

Agora, consideremos A € Z(X). Queremos mostrar que o problema

T = Ax
o~ (tA)"
admite como solucio e! := Z > bara t > 0. Observemos que
—~ nl
AT A" < "]l A"
i < TR VneN e ZO T, couverge.
n—=

Logo, e converge absolutamente, pelo teste da comparacdo. Concluimos assim que

et € L(X), para todo t > 0.

Proposicao 2.1. Dado A € Z(X), temos {em it > 0} satisfaz as sequintes proprieda-
des:

i) 94 = I, onde I representa o operador identidade em £ (X);

11
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ii) Para cada t,s > 0, temos e9)4 = t4es4,

d
iii) Temos e et = At

. . . . t—07t
w) e converge uniformemente a I quando t — 0%, isto é, ||e"* — I||xx) — 0.

Demonstracao.
: tA o (tA)"
i) Para cada t > 0 podemos escrever ' = [ + Z e calculando em t = 0, temos
n!
n=1
o desejado.

ii) Primeiramente, para cada t > 0, Ae!t = e A. De fato, para cada x € X e para
cada k € N, temos

k

> (t:')nA:B = Zk:A {(tﬁn:p] = A

k

tA)"
Z<n;)l"

n=0 ’ n=0 n=0
~ (tA)"
Logo, et* Az = Ae'x, para todo = € X, ja que A € L(X) e ' = lim Z ,
k—+o00 e n!

por Teorema da Convergéncia Dominada.
Usando o fato de e?? ser uma série de poténcias, temos

d a N~ AT RS A S~ (t4)”

dt© Z (n—1)! Z(n—l)! Z n! ‘

n=0

onde usamos implicitamente as limitacoes dos operadores A e e*.

Agora, para cada z € X e s > 0, consideremos o sistema

T = Azx
7(0) = ez,

Observemos que u(t) = etz e v(t) = eMe®z, sdo ambas solugdes do sistema

definidas para t € R. Como A € Z(X), o sistema admite uma tnica solugao.

AteAs

Consequentemente eA(+9) 2 = ¢ z, para todo z € X.

Portanto, eA(t+9) = eAteAs para t, s > 0.

+00 +oo
t"AMx " Ay
iii) Para z € X, temos "o — 2 = Z — = tAr + —-
—~ nl —~ nl
Entao, para cada x € X, e h > 0,
etH Ay _ gthy  hAgtA _ oA chAy g

h B h B h
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+0o0 _
) BhAZE —r . hn lAn
hm _— = hHl AI’ -+
h—0t h h—0t 5 n!
n=

(x) = Ax.

Portanto, para cada t > 0,

d 4a tA
Cﬁ—+€ = Ae™”.
iv) Consideremos que, para t > 0,
+o00 +oo |4|n—1 n—1
tnAn LAl
tA (X)
-1 < < [t[||A _— .
e e < | oy < [t Al 2x) (E : n(n—1)!
n=1 Z(X) n=1

Comon €N, temosn >1e

AN
4 (X) t—0t
2(x) < [HAll2x) (ZW = [t{[|A]LgxelAlzen =0,

n=1

HetA — 7]

[
Baseado nas propriedades da familia {4 : ¢ > 0}, definimos:
Definicao 2.2. Uma familia {T'(t) : t > 0} C L(X) € dita semigrupo se satisfaz
i) T(0) =1, onde I é o operador identidade em £ (X);
i) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0;
ii) A funcao [0,+00) x X 3 (t,x) — T(t)x € X € continua.

Também é possivel definir um semigrupo {T'(t) : t > 0} C C(X) mas neste trabalho,
supomos que estamos trabalhando com operadores lineares.

Se nao houver perigo de confusdo, denotaremos o semigrupo {7'(t) : t > 0} simples-
mente por T'(-).

O semigrupo {T'(t) : t > 0} é dito semigrupo fortemente continuo ou Cp—semigrupo
se | T(t)r — x| x 297 0. No caso em que [|T'(t) — I]|#x) N 0, o semigrupo é dito

uniformemente continuo.

Observacao 2.3. Um semigrupo uniformemente continuo {T(t) : t > 0} € um Co—semi-

grupo. De fato, para cada v € X, temos

t—+00
IT(t)x — 2llx < T(t) = Il o0 llz)x == 0.
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A reciproca da observagao acima ndo é verdadeira, veja [17].

Teorema 2.4. Suponhamos que {T'(t) : t > 0} seja um Cy—semigrupo. Entdo existem
M >1epBeR tais que
IT(#)|| 2x) < Me'®, ¥t > 0.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [23]. No caso especial em
que M =1e f=0,isto ¢ [|[T(t)||zx) <1, Vt > 0, o semigrupo ¢ dito semigrupo de

contracao.

Definicao 2.5. Dado um Cy—semigrupo {T'(t) : t > 0} sobre X, o gerador infinitesimal
de T(+) € a aplicagao A : D(A) C X — X, onde

D(A):{xGX . existe lim%}

t—0t

T(t)xr —
e o operador € definido por Ax = lim M
t—0+ t

Teorema 2.6. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy—semigrupo. Temos:
a) Para todo x € X, a fungao [0,400) 3t — T(t)x € continua.
b) [0,400) >t — [|T(t)| 2x) € semi-continua inferiormente.

c) Se A é o gerador infinitesimal de {T(t) : t > 0} entdo A é um operador fechado
com D(A) = X.

d) Para x € D(A) temos T(t)x € D(A) e a funcao [0,400) Dt +— T(t)x € continua-

mente diferencidvel com

d
aT(zﬁ)m = AT (t)x = T(t)Ax, vVt > 0.

e) ﬂ D(A™) é denso em X.
n>1

f) Suponhamos que | T(t)||zx) < MePt, ¥t > 0. Entao, para todo X € C, com ReX > f3
€ valido

(M — A = /%o e MT(t)dt.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3] e [23].
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Proposicao 2.7. Se {T'(t) : t > 0} e {S(¢) : t > 0} sdo Co—semigrupos com o mesmo
gerador infinitesimal entao T'(t) = S(t), para todo t > 0.

A demonstracao é feita em [23]. Este resultado nos mostra que um operador pode ser

o gerador infinitesimal de um tnico Cy—semigrupo.

Teorema 2.8. Consideremos X um espaco de Banach. Suponhamos que A seja gerador

infinitesimal de um Co—semigrupo T(-). Para xy € D(A), o problema de Cauchy

{5& = Ax
z(0) = xg

admite uma tnica solugio & € CHRY,D(A)). Mais ainda, £(t) = T(t)xo, para todo
t e RT.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [4].
Notemos que para A € Z(X), o resultado j4 era conhecido, pois £(t) = et4xq, Vt > 0.
Consideremos o setor ¥ = {z € C: 6 < argz < 05}, onde 6; < 0 < 0s.

Definicao 2.9. Suponhamos que X seja um espaco de Banach. Dizemos que um Cy—semigrupo
{T(t) : t > 0} € um semigrupo analitico se existe um setor ¥ e existe uma familia

{S(z) : z € £} que satisfaz:
i) Parat >0, temos S(t) = T(t);
ii) S(z1 + 2z2) = S(21)S(22), para todo z1,zy € 3;
i) A funcao X3 z — S(z) € analitica.

Teorema 2.10. Se A ¢ um operador setorial em X entao —A € gerador infinitesimal de

um semigrupo analitico.

Demonstracao feita em [I6]. E possivel mostrar que a reciproca também ¢é vélida.

Notemos que na definicao de gerador infinitesimal ¢ necessario o conhecimento do
Co—semigrupo. Apresentaremos o Teorema de Hille-Yosida, que oferece oportunidade
de mostrar que um operador é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo, sem precisar

exibi-lo.



16 CAPITULO 2. SEMIGRUPOS

Teorema 2.11 (Teorema de Hille-Yosida). Seja A um operador linear (limitado ou ndo).
O operador A € gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes se, e somente

se, as duas condi¢oes acontecem.:

i) D(A) =X e A é um operador fechado;

—_

it) RT C p(A) e para X\ > 0, ocorre a sequinte limitagio |[(A — A) || x) < T
A prova do Teorema de Hille-Yosida envolve diversos resultados preliminares e pode

ser encontrada em [12].

Nosso objetivo agora é apresentar o teorema de Lumer-Phillips que nos fornece uma
ferramenta para identificar se um operador é gerador infinitesimal de um Cjy—semigrupo.
Consideremos X um espago de Banach e X* o seu dual. Também denotaremos por

2X" o conjunto das partes de X*. A aplicacao dualidade é definida por

F:X —92%

z+— F(z)={feX": f(z)=|z% = | f|

X+

A fungao estd bem definida pois o Teorema de Hahn-Banach garante que F(x) #
0, Vx € X.

A fim de facilitar a escrita, passemos a utilizar a seguinte notacao: (f,z) := f(z) para

feX*exreX.

Defini¢ao 2.12. Um operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo se, para cada
x € D(A) existir f € F(x) satisfazendo Re(f, Az) < 0, onde Re(f, Ax) representa a

parte real do nimero complexo (f, Ax) .

Proposicao 2.13. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se, para cada X\ > 0,
IO = Al > Alallx, Vo € D(A).
A demonstracdo da proposicao é feita em [23].

Teorema 2.14 (Teorema de Lumer-Phillips). Suponhamos que A : D(A) C X — X

seja um operador linear densamente definido. Sao vdlidos:

i) Se A € dissipativo e existe \g > 0 tal que R(A\ol — A) = X entdo A € o gerador

infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragoes em X.
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ii) Se A € o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contracées em X entdo A é

um operador dissipativo e R(N — A) = X para X > 0.
A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [23].

Definigao 2.15. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear densamente definido.
Definimos o adjunto de A como o operador A' : D(A") C X* — X*, onde D(A") é
formado por todos os funcionais f € X* tal que exista hy € X* com (f, Ax) = (hs,z),
para cada x € D(A) e é dado por A'f = hy.

Seja {T'(t) : t > 0} um Cy—semigrupo em X. Consideremos {7'(¢t)* : ¢ > 0}, onde para
cadat >0
T(t) : X* — X*
fr—=T@)"f
¢ o operador adjunto de T'(t), isto é, (T'(t)* f,x) = (f,T(t)x), Vo € X.

A familia {T'(¢)* : t > 0} é um semigrupo, nao necessariamente fortemente continuo.

Proposicao 2.16. Suponhamos que X seja um espago de Banach reflexivo e consideremos
um Co—semigrupo {T(t) : t > 0} com gerador infinitesimal A. Entao {T(t)* : t > 0} €

um Cy—semigrupo com gerador infinitesimal A’

Veja o resultado em [11].
Recorde o fato de que se X é espaco de Hilbert entao X é um espaco reflexivo, veja

em [22].

Queremos apresentar o Teorema de Stone. Antes, recordemos a seguinte definicao:

Definicao 2.17. Seja H um espaco de Hilbert. Um operador U é dito unitdrio se U* =
U=, onde U* representa o adjunto de Hilbert de U.

Teorema 2.18 (Teorema de Stone). Suponhamos H um espaco de Hilbert. Um operador
A € o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de operadores unitdrios em H se, e

somente se, 1A € um operador auto-adjunto.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [I].
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2.2 Atratores globais

Sejam A e B subconjuntos de X, definiremos a semi-distancia de Hausdorff entre A e
B por
d(A, B) = sup inf d(a,b),

acA bEB

onde d(a,b) ¢ a distancia usual de a,b € X.
Observemos que d(4, B) = 0 implica A C B.

Definicao 2.19. Sejam B,C' C X. Dizemos que

i) B atrai C sob {T'(t) : t > 0} se d(T(t)C, B) — 0 quando t — +o00. Nestas condigoes,

dizemos que C' € atraido por B.
ii) B absorve C sob {T'(t) :t > 0} se existe to > 0 tal que T(t)C C B, para todo t > t.

Defini¢ao 2.20. Um conjunto A C X ¢ dito positivamente invariante sob {T'(t) :t > 0}
se para todo t > 0, T(t)A C A e é dito invariante sob {T(t) : t > 0} se para todo t > 0,
T(t)A = A.

Dado B C X, podemos definir os seguintes conjuntos

vB)=JTt)B e w(B) =[JT®B.

t>0 s>0t>s

O conjunto y*(B) é chamado de orbita positiva de B e w(B) é o conjunto w—limite

de B. E possivel mostrar que
w(B) = {x €eX : Hx,} X, IHt,} CRT com t,, — +oo e T(t,)z, — x}
Definicao 2.21. Seja A C X um conjunto nao-vazio e invariante. Dizemos que

i) A € estdvel se dada vizinhanca U C X de A, existe uma vizinhanca B de A de modo

que T(t)B C U, para todo t > 0.

ii) A é assintoticamente estdvel se A é estdvel e existe vizinhanga W de A tal que A

atrai todo ponto x € W, isto é, tliin T(t)x € A.
—+oo

iii) A € uniformemente assintoticamente estdvel se A € estdvel e existe vizinhang¢a W

de A que € atraida por A.
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Observemos que #4i) = i) = ).

Definigao 2.22. Um conjunto A C X € dito atrator global de um semigrupo {T'(t) : t > 0}

se € compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X.

Proposicao 2.23. Dado um semigrupo {T'(t) : t > 0}. O semigrupo admite no mdzimo

um atrator global.

Demonstracao. Suponhamos que existam A, B C X conjuntos nao-vazios, compactos,
invariantes e que atraem subconjuntos limitados de X. O conjunto A é limitado pois é

compacto. Como B atrai subconjuntos limitados, pela invariancia de A, segue que
d(A,B) =d(T(t)A,B) — 0, quando t — +o00.

Logo A C B.
Da mesma forma, B é um conjunto limitado, pois é compacto e A atrai subconjuntos

limitados. Pela invariancia de B, segue que
d(B,A) =d(T(t)B,A) — 0, quando t — +00.

E entdo B C A.

Consequentemente A = B, ja que sao conjuntos fechados. O

Podemos tirar algumas consideracoes. Seja A C X o atrator global de um semigrupo
{T'(t) : t > 0} e B C X um conjunto limitado e invariante. Temos, para todo ¢ > 0,
B =T(t)B e entao

d(B,A) = d(T(t)B, A) =5 0.

Logo, B C A. Concluimos que A é o elemento maximal entre os conjuntos limitados e
invariantes sob {T'(t) : ¢t > 0}.
Consideremos C' C X um conjunto limitado e fechado que atrai subconjuntos limitados

de X. Em particular, C' atrai A e entao
d(A,C) = d(T()A,C) =5 0.

Assim, A C C, o que nos mostra que A é o elemento minimal entre os conjuntos limitados

e fechados que atraem limitados de X.
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Definicao 2.24. Uma funcao continua u: R — X € uma solucao global para

{T'(t) : t > 0} se, para cada t > 0,
T(t)u(s) = u(t + s) Vs € R.
Teorema 2.25. Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo que possui atrator global <. Temos
of ={x € X : existe uma solu¢io global uw: R — X, com u(0) = z}.

A demonstracdo deste teorema é encontrada em [13].

2.3 Existéncia do atrator global
Defini¢ao 2.26. O semigrupo {T'(t) :t > 0} € dito

i) ponto dissipativo se existe B C X nao-vazio, limitado e que atrai todo ponto de X,

isto €, d(T(t)x, B) — 0 quando t — +o0, para todo z € X.

ii) limitado dissipativo se existe B C X ndo-vazio, limitado e que atrai subconjuntos

limitados de X.

Definigao 2.27. O semigrupo {T(t) : t > 0} € dito assintoticamente suave se para
cada conjunto B C X nao-vazio, limitado, fechado e positivamente invariante existe um

compacto C' C B que atrai B.

Proposicao 2.28. Suponhamos que um Cy—semigrupo {T'(t) : t > 0} seja assintotica-
mente suave. Suponhamos que B C X € um conjunto nao-vazio para o qual existe tg > 0

com (J;s,, T(t)B compacto. Entio w(B) € nao-vazio, compacto, invariante e atrai B.
Demonstragao feita em [14].

Corolario 2.29. Seja {T'(t) : t > 0} um Co—semigrupo que possui atrator global <.
Entao

i) o € a unido de conjuntos w(B), para B C X limitado.
ii) o/ € a uniao de conjuntos w(B), para B C X compacto.

Resultado encontrado em [14].
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Teorema 2.30. Suponhamos que um Cy—semigrupo {T'(t) : t > 0} seja ponto dissipativo,
assintoticamente suave e y*(B) seja limitado, para cada conjunto limitado B de X. Temos

T(t) admite atrator global.
Demonstragao feita em [14].

Defini¢ao 2.31. Dizemos que v € X ¢ um ponto de equilibrio para {T(t) : t > 0} se
T(t)x = x, para todo t > 0.

Definicao 2.32. Um semigrupo {T(t) : t > 0} € dito compacto se para cada t > 0, T(t)

é um operador compacto, isto €, se B é um limitado de X temos T(t)B é pré-compacto.

Proposicao 2.33. Se {T'(t) : t > 0} € um Cy—semigrupo compacto entao {T'(t) : t > 0}

€ assintoticamente suave.
Demonstracao feita em [14].

Lema 2.34. Se {T'(t) : t > 0} € um Cy—semigrupo entdo para cada B C X limitado e
t1 >ty >0 o conjunto U T(t)B € limitado.

tE(to,t1]

Veja demonstracao em [14].

Definicao 2.35. Dizemos que um Cy—semigrupo {T(t) : t > 0} é assintoticamente com-

pacto se, para cada B C X nao-vazio para o qual exista tg > 0 com U T(t)B é€ limitado,
t>tp
{T(tp)xn} tal que x, € B, para todo n € N e t, — +oo admite uma subsequéncia

convergente.

Proposicao 2.36. Seja {T'(t) : t > 0} um Co—semigrupo. Temos T'(-) € assintoticamente

suave se, e somente se, T(-) é assintoticamente compacto.
Ver demonstragdo em [14].

Teorema 2.37. Consideremos {T'(t) : t > 0} um Cy—semigrupo tal que para todo t > 0,
T(t)=S5(t) + K(t), onde:

i) Para cada B C X limitado, existe tg > 0 com K(t)B pré-compacto, para todo
t>tg.

ii) Para cada B C X limitado, existe tg > 0 tal que sup ||S(t)z||x < 400, para todo
zeB

t>tp esup|S(t)z]|x — 0 quando t — +o0.
zeB
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Entao {T(t) : t > 0} € assintoticamente compacto.

Demonstracao. Para cada conjunto nao-vazio B C X, fechado, limitado e positivamente
invariante, mostremos que w(B) é um subconjunto compacto de B e que atrai B.

Seja € > 0. Existem %, t; > 0 tais que

sup |[S(t)z|x < § Vit > to. (2.1)
reB
K(t)B é pré-compacto  Vt > t;. (2.2)

Logo, ambos os resultados valem para ¢ > max{to,t;}. Como um conjunto compacto é

totalmente limitado, existem n € N, e xy,..., 2, € K(t)B tais que

j=1

Observemos que

wB) =) UT(s)B2() T(t)B.

>0 s>t

Por outro lado, B é positivamente invariante e entao

wB)=(JTWBc(\ TH)BCcT{t)B C S(t)B+K(t)B.

>0 s>t >0

Usando as equagoes (2.1]) e (2.3), temos

n

w(B) C Bx (0,5) + | Bx (z;,5) < | Bx(;.9).

j=1 j=1
Acabamos de mostrar que w(B) é totalmente limitado. Agora, por defini¢do w(B) é
fechado e, como X é espaco de Banach, segue que w(B) é compacto.

Sejam {z,} € Bet, € R com t, — +00. A sequéncia
{T(t,)zn} = {Stn)zn + K(tn)z, }

é totalmente limitada e possui subsequéncia convergente. Logo, w(B) # 0. E claro que
w(B) C B, pois B é fechado e positivamente invariante.

Basta provar agora que w(B) atrai o conjunto B. De fato, se isto ndo ocorresse, exis-
tiriam sequéncias {z,} C B e {t,} C R, com t, — +oo tal que d(T'(¢,)z,,w(B)) > ¢,
para todo n € N. Mas a sequéncia é totalmente limitada, pelo argumento acima, logo ad-
mite uma subsequéncia que converge a um ponto de w(B), pela defini¢ao de tal conjunto.
Chegamos a uma contradicao.

Portanto, provamos deste modo que T'(t) é assintoticamente compacto. ]
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Quando obtemos a existéncia do atrator também buscamos conhecer caracteristicas
sobre tal conjunto. Dado um semigrupo com atrator global, nosso objetivo ¢ estudar
quanto uma perturbacao pode afetar o atrator global.

Consideremos (X, d) e (A, d) espacos métricos.
Defini¢ao 2.38. Dizemos que uma familia {Ax}ren C X, €
i) semicontinua superiormente em g se

d(A)\,A)\O) = Sup d(ZL'A,AAU) Aiﬁ) 0.

TNEA)

i) semicontinua inferiormente em Ao se

d(Axy, Ax) = sup d(z, A)) 2,

IEA/\O
Para mais detalhes sobre a semicontinuidade de atratores globais, veja [12]. Em [10]
e em [25] é mostrada a continuidade de um atrator global para um problema parabdlico

semilinear.

2.4 Poténcilas fracionarias

Consideremos X um espago de Banach. Dado um operador A : D(A) C X — X,

queremos definir o operador A® para o € C tal que A° =T e A" = Ao---0 A, para todo
—_—

n vezes

n € N. Tais operadores sao ditos poténcias fracionérias de A.

E possivel mostrar que se A € £(X) é um operador fechado, com (A4) € C\ (—o0, 0],
conseguimos definir tais poténcias. No entanto, como é o caso do problema do tltimo
capitulo, o operador nem sempre é limitado.

Para nossa sorte, é possivel definir poténcias fracionérias para uma classe mais ampla

de operadores.

Definigao 2.39. Suponhamos que A : D(A) C X — X seja um operador linear fechado
e densamente definido. Dizemos que A é um operador do tipo positivo se RT C p(A) e

existe constante C > 0 de modo que

11+ s)(s] + A) .z <C, Vs € RT.
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Observacao 2.40. Se o operador A € do tipo positivo, existem 0 € (0,7) e r > 0 tais
que o setor

Yog:={AeC:larg(\)| <0} U{X: |\ <r} Cp(—A)

e para algum C > 0,

T+ DI+ A) g <C, VA € .

Para o € C, com Rea < 0, defina

1 1
A% = — [ (=N* M+ A)ld\ = 5 AN — A)~tdA,

2w Jp m J_p
onde I' é uma curva simples em Yy \ RT suave por partes, indo de coe™™ a ooe’®, com
0<p<fe-T={-N:Ael}
E possivel mostrar que a poténcia estd bem definida, isto &, ndo importa a curva I’

considerada. Para mais detalhes, ver [11].

Consideremos A um operador do tipo positivo. Os resultados que seguem nao serao

demonstrados, mas suas demonstragoes podem ser encontradas em [11].
Proposicao 2.41. Temos
AYAP = potB Vo, 3 € C, com Rea < 0, Ref < 0.
Proposicao 2.42. Eziste M > 0 tal que, para cada o € (0,1), temos || A~ ¢x) < M.
Observemos que tal limita¢do ndo depende de « € (0, 1) considerado.
Proposigao 2.43. {A®:a € C, Rea < 0} U{I} é um semigrupo analitico.

Lema 2.44. Para cada o € C, com Rea < 0, temos A* € injetor.

Para a € C, com Rea > 0, consideremos D(A%) = R(A™“) e podemos definir
A*: DAY C X — X
x+— A% =y,
paray € D(A™%), com A~%y = x.
Notemos que tal definicao faz sentido pelo Lema anterior, ja que A~ é bijetora sobre

R(A™).
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Proposicao 2.45. Sejam o, € C, com Ref > Rea > 0. Sao vdlidas as sequintes

propriedades:

i) D(A") = X;

ii) D(A?) C D(AY) C X;

Além disso, temos

AtBy = A APy = AP A%x, x € D(A*TP),
AotBy = A= APz, x € D(AP),
A By = AP Ay, x € D(A”).

Proposicao 2.46. Suponhamos que n € NU {0}. Se 0 < Reaw < n+ 1 entdao podemos

escrever
sin(ma) n!

A= T (1—a)---

+o00
NN = AL
n=a) / (AL +4)

Em particular, para n =1, e z € D(A)
sin (7(1 — a))

lye’

+o0
A = ATAz = A~ Ay = / AN+ A)2 Az d\ = Aqz.
0

Resta apenas definir as poténcias fracionarias para Rea = 0. Consideremos « € C tal
que —1 < Rear < 1 e entdo 0 < Re(a+ 1) < 2.
Definimos

_ sin(ma)

Ayx

+o0
/ s%(sl 4+ A)~? Axds, Vo € D(A).
Ta o

Agora, A1 = A=01=% ¢ 0 < Re(1 — a) < 2.
E possivel mostrar que o operador A, é fechavel, isto é, para cada sequéncia {z,} C
D(A) com z, "2 0 temos Az, =50 0.

Para a € C, com Rea = 0, definimos A® = fecho de A,, isto é, a extensao de A,.
Teorema 2.47. Seja A um operador do tipo positivo. Temos

i) A% é um operador fechado densamente definido, para todo o € C;

i) Para o € C, com Rea < 0, temos A* € Z(X).

Para a > 0, definimos X* := R(A™%). O conjunto {X* : a > 0} é dito o conjunto das

poténcias fracionarias do operador A.
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Proposicao 2.48. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:
i) Sea>p >0, temos X* — XB de maneira continua e X é denso em XP.
ii) Se p(A) é um conjunto compacto entdo X* é compacto, para cada o > 0.

iii) Para o >0, a fungédo
| l|xe: X*—R
x> [|lz]lxe = [A%]lx

¢ uma norma e (X% || - ||xa) € um espaco de Banach.

Teorema 2.49. Consideremos H um espago de Hilbert e o operador A : D(A) C H —
H densamente definido para o qual existe m > 0 com (Ax,z), < m|z||%, para todo

x € D(A). Entao A é um operador do tipo positivo e existem ¢ > 0 e C. > 0 tais que
A" | 2y < Cs, VE € [—¢,¢].

Além disso, para cada z € C, podemos escrever

1
A= [ (A OT + Ay,
21 r

onde I' € unido dos raios —b+ oce” e —b+ooe ™ com b € (0,m) e 0 € (0,7), orientada

de forma que a parte imagindria cresca ao longo de T'.
A demonstracdo do teorema acima ¢ feita em [2].

Teorema 2.50. Consideremos H um espaco de Hilbert. Suponhamos que A : D(A) C
H — H seja um operador autoadjunto, densamente definido e que, para algum o > 0,
(Az,z)y > al|lz||F, para todo x € D(A). Entao A é um operador do tipo positivo e existe

e>0eC. >0 com
A e g(H) e HAitHg(H) <, vVt € [—8,8].

Este resultado esta demonstrado em [2].



2.4. POTENCIAS FRACIONARIAS 27
2.4.1 Poténcias fracionarias do operador adjunto A’

Suponhamos que X seja um espago de Banach reflexivo. Consideremos A : D(A) C

X — X um operador setorial positivo definido, com setor Xy C p(—A) e

(LA |[(AT— A <C (C>0). (2.4)

)7 ) <

Consideremos A! o operador adjunto de A, veja Definicao Para facilitar, vamos

utilizar a seguinte notacao: X, := X*.

Teorema 2.51. Nas condicoes acima, A' é um operador setorial com mesma constante
C de (2.4) e mesmo setor 3.

Além disso,

(X~ =X  Va€eR.

Demonstracao. Para u € X temos A%u € X *eparave X ¢ A% e X.

Se x € A entao
(€ x) = (6 A"A™z) = (€0 A°, A )

eentdo £ € (X )" < Lo A* € X,.

Agora, usando a defini¢do de adjunto, para cada x € D(A®), temos

(€0 A% z) = (¢, A%) = ((A*)'¢, @)

e entdo o A* € D(A*)* & € € D ((A*)').
Falta mostrar que as normas também sao equivalentes. Para isto, veja que
€llgeey = sup {(€,2) 2 € X0, [falx-o = 1}
=sup {({,z) 1z € X7, [[Az||x =1}
=sup {{§,A%) 1y € X, [lyllx =1}
=sup {((A")'€y) vy € X, |lylx =1}
= [[(A%)'¢]

= 1€l (x.)a-

X
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2.4.2 Poténcias fracionarias de um operador autoadjunto

Suponhamos H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador autoad-

junto, com resolvente compacto e que exista C' > 0 tal que
(Au,u)p = Cllully,  Yu € D(A).

Nestas condigbes, sabemos que o(A) é formado por apenas uma quantidade enume-
ravel de autovalores com multiplicidade finita, digamos o(A) = {A1, A2, ... } onde A, sdo
autovalores com multiplicidade m; € N e A\; < Aj4q, para todo j € N. Para detalhes sobre
este resultado, consulte: [7], [IT] e [22].

Observemos que, se u; ¢ um autovetor nao-nulo associado ao autovalor \;, temos
Allusllze ) = (Aug, ug) 2y = Cllugll
F U511 L2 (0) 3 Wil r2Q) < il L2(9)

e entao \; > C, para todo j € N.
+00

Podemos decompor H = @Mj, onde M; é um subespaco com base de autovetores
j=1

de A;. Logo dimM; = m; e M; L M, para j # 1.

Consequentemente, o operador A pode ser reescrito como
o0
Au=>"NPu,  Vu€ D(A),

onde P; : D(A) — M, representa o operador projegao ortogonal de H sobre M;.

A poténcia fracionaria para o > 0 também fica simplificada para o seguinte
+o0
A"u=>"XPu,  Vue D(A"). (2.5)
=1

A partir disto, é facil ver que, para a > 0, A* é um operador autoadjunto: de fato,

dados u,v € D(A%) temos

“+oo 400

+oo ~+00 +oo
(A%, v) ;= <Z NS P, Z Bv> Z Z <X1P u, Pv> Z <)\;»1Pju, PJU>H
j=1 i=1 J=1

Jj=1 i=1

—+00 +00

+o0o
(u, A") <ZPU ZA&PU> =D > (P Py =) (P AfP),
j=1

7j=1 =1
ja que Pju € M; e Py € M, e entao (Pju, Pv) =0, se i # j.
Sabemos que \; € R, para cada j € N. Logo, se &« > 0 e u,v € D(A%), temos

+o0 +o00 +00
v) = > (NP, o), = 3 X (P, Py = S (P, A2 P, = (u, A%).
j=1 7j=1 j=1
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2.5 Interpolacao

Neste trabalho, vamos utilizar um pouco de Teoria de Interpolagoes. Tal teoria data
dos anos 50 e uma das funcionalidades é a de criar fun¢oes continuas a partir de outras ja
existentes, com um conjunto de saida diferente das funcoes ja existentes. Nao entraremos
em detalhes, mais informacoes podem ser encontradas em [2] e [26].

O que nos interessa sao os seguintes resultados:

Proposicao 2.52. Seja A : D(A) C X — X um operador do tipo positivo para o qual

existem e >0 e C. > 0 com
1A 200 < Cei VEE [—e,e].
FEntao, para cada o, B € C, com Rea < Ref, e 6 € (0,1) temos
(X2, X7), = X(1-00+08.

Na proposicao acima, X representa a poténcia fracionaria do operador A, para o € C,
[-,-]g Tepresenta o espago de interpolagao complexo. Para mais detalhes, veja [26].

Podemos obter um resultado semelhante, considerando o operador setorial.

Proposicao 2.53. Consideremos X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um
operador setorial para o qual existam e > 0 e C. > 0 com ||A"||#x) < C., para todo

t € [—¢,¢|. Entao para cada o, > 0, € vdlido o sequinte:
(X2, X7, = X(1-00t05, 0 € (0,1).
Corolario 2.54. Assuma as hipdteses da Proposi¢ao acima. Para 6 € (0,1),
X7 =[X,D(A)], .

Para a demonstragao dos dois resultados acima, veja [14] e [26].
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Capitulo 3

Processos de evolucao

Neste capitulo, abordaremos os processos de evolucao. Vamos estudar resultados que
garantam a existéncia de atratores pullback. Além disso, trataremos de topicos que nos
auxiliem com o problema do proximo capitulo. As principais referéncias sao: [2], [12], [13]

e [21].

Definicdo 3.1. Um processo de evolugdo (processo) é uma familia {S(t,s) : t > s} C

€ (X), que satisfaz as sequintes propriedades
i) S(t,t) = I, para todo t € R, onde I € a identidade em € (X);
ii) S(t,7)S(1,s) =S(t,s), parat > 1 > s;
iii) (t,s,x) — S(t,s)x € continua, parat > s ez € X.
Também denotamos o processo {S(t,s) : t > s} por S(-, -), se ndo ha risco de confuso.
Definicao 3.2. Uma familia {A(t) : t € R} € dita
i) positivamente invariante sob {S(t,s) : t > s} se S(t,s)A(s) C A(t), para cadat > s,

ii) invariante sob {S(t,s) : t > s} se S(t,s)A(s) = A(t) para t > s.

Seja B C X. Os conjuntos

S(t,s)B={S(t,s)z:x€ B}, ¥ (B)=JSts)B e  y(Bt)=|]S(t 9B

sao ditos respectivamente a imagem de B sob S(t,s), a orbita de B a partir do instante

s € R e a orbita pullback de B no instante t € R.

31
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A defini¢do de atrator para um processo nao ocorre de maneira andloga ao caso de

semigrupos. Consideremos o seguinte problema retirado de [12]:
7' = h(t)r — 2%, (3.1)

onde h : R — [0,1] ¢ uma funcdo continuamente diferenciavel satisfazendo h(t) = 0,
quando ¢t <0 e h(t) =1, quando t > 1.
O retrato de fase da equagdo, assemelha-se a Figura [3] onde a regido sombreada ¢é a

parte onde nao conseguimos explicitar o comportamento.

F=—x3 !

1

—
=

L
1o

-1

Figura 3.1: Representacao das solugoes da equagao i = h(t)z — 23

A partir deste exemplo, tentemos formular a melhor candidata & definicao de atra-
tor para um processo, isto ¢, a definicado que mantenha mais proximidade ao caso de
semigrupos. Observemos primeiramente que, diferentemente do caso auténomo, o atrator
pullback deve ser uma familia {A(¢) : t € R} e ndo apenas um conjunto, pela defini¢ao

de invariancia sob {S(¢,s) : t > s}.

(I) Digamos que {A(t) : t € R} ¢ atrator pullback de {S(t,s) : ¢ > s} se é invariante,
A(t) é compacto, para todo t € R e d(S(t, s)B, A(t)) =25 0, para cada B C X limitado
eselR
Pela Figura o possivel candidato a atrator para o processo gerado por é a familia
{A(t) : t € R}, com A(t) = [—1,1], para todo t € R. Mas, tal familia ndo ¢ invariante e o
problema, apesar de ser relativamente simples, ndo admite atrator satisfazendo (I).
Modifiquemos um pouco a defini¢ao:
(1I) Digamos que {A(t) : t > 7} é atrator pullback de {S(t,s) : t > s} se é invariante,
t—+o0

A(t) é compacto para t > 7, e d(S(t,s)B, A(t)) — 0, para cada B C X limitado e
s e R.
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Observemos que a familia {A(t) = [—1,1] : t > 1} é invariante sob o processo associado
a (3.1). Logo, o problema admite um candidato a atrator. No entanto, criamos um outro
problema, existe uma infinidade de familias satisfazendo esta definicao. De fato, para

cada 7 € R e um compacto K C R com 0 em seu interior, consideremos
B(t) =St 1)K, Vit > .
Temos, para todo t,s € R, com t > s > 1,
S(t,s)AB(s) = S(t,s)S(s, 1)K = S(t, 7)K = AB(t).

Observemos que B(t) = S(t, 1)K =25° [—1,1] e entao d(S(t,s)D, A(t)) "255°0, para
todo D C X limitado.

Notemos que a familia {C(t) : t € R}, com C(t) = {0}, para todo t € R, ndo pode
ser atrator para o processo associado a , ja que {1} é um conjunto limitado em R e
S(t,s){1} = {1}, para cada t > s > 1, que nao ¢é atraido por {C(t) : t € R}.

Exibimos infinitas possibilidades para o atrator e nao conseguimos garantir um ele-
mento minimal.

Por isso, a abordagem no caso de um atrator pullback sera diferente do caso de semi-

grupos, ao invés de estudarmos a dinamica forwards, estudamos a dinamica backwards.

Definicao 3.3. Consideremos {S(t,s) : t > s} um processo de evolugdo. Sejamt € R e
B C X. Dizemos que

i) B atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante t € R sob a ag¢ao de S(-,-)
se para cada limitado D em X, lim d(S(t,s)D,B) = 0.
S§——00

ii) B absorve-pullback subconjuntos limitados de X no instante t € R sob a agao de
S(-, ) se para cada limitado D em X, eziste tp € R, tp <'t, tal que S(t,s)D C B,

para todo s < tp.

A partir disso, podemos definir que uma familia {B(¢) : t € R} atrai-pullback subcon-
juntos limitados de X se, para cada t € R, B(t) atrai-pullback subconjuntos limitados de
X no instante ¢ sob a agdo de S(-, ).

E uma familia {B(t) : ¢ € R} absorve-pullback se para cada t € R, B(t) absorve-

pullback subconjuntos limitados de X no instante ¢ sob a agao de S(,-).
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3.1 Atratores pullback

Nesta secao, definiremos atrator pullback e apresentaremos alguns resultados que ga-

rantam a sua existéncia.

Definicao 3.4. Dizemos que uma familia {A(t) : t € R} € o atrator pullback para S(-,-)

se satisfaz as sequintes condicoes:
i) A(t) é compacto, para cada t € R;
ii) A(-) € uma familia invariante;

iii) A(-) atrai-pullback subconjuntos limitados de X e é a familia minimal de fechados
satisfazendo essa propriedade, isto €, se {B(t) : t € R} € uma familia de fechados

que atrai-pullback subconjuntos limitados de X, temos A(t) C B(t) para todo t € R.

Recorde que um atrator para um semigrupo, pela Proposicao [2.23] nao é preciso exigir
qualquer tipo de minimalidade. O exemplo a seguir justifica a necessidade desta exigéncia

no caso de atratores pullback.

Teorema 3.5. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo e {S(t,s) : t > s} o processo autdénomo
associado. Isto €, S(t,s) = T(t — s), para t > s. O semigrupo T(-) possui atrator global
o, se e somente se, S(-,-) tem atrator pullback {A(t) : t € R}, com A(t) = &, para
teR.

A demonstracdo deste teorema ¢é feita em [13].

Exemplo 3.6. Consideremos o semigrupo {T'(t) : t > 0}, onde T(t)x = e~*x, com x € R.
Logo, o processo S(-,-) associado é dado por S(t,s)x = e~ "9z, para todo x € R.

A familia de compactos {A(t) : t € R}, onde A(t) = {0}, para todo t € R, é uma
familia invariante e que atrai-pullback subconjuntos limitados: para cada limitado B C X

et,s eR, comt>s temos
S(t,s)B = e~ B "Z=5° {0}.

Agora, consideremos {C(t) : t € R} com C(t) = [—e, e "]. Essa familia é invariante,
POLS

S(t,s)C(s) = e ) [—e™% 7] = [~ e = C(1), Vt > s.
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Logo, {C(t) : t € R} é uma familia invariante de compactos e que atrai-pullback
subconjuntos limitados de X, ja que 0 € C(t), para todo t € R.
Ezribimos duas familias que satisfazem as propriedades requeridas para um atrator

pullback, o excecao da minimalidade.

3.1.1 Existéncia do atrator pullback

Definicao 3.7. Dizemos que u : R — X é uma solucao global para {S(t,s) : t > s} se
para cada t > s, S(t,s)u(s) = u(t).

Uma solucao global constante é dita um ponto de equilibrio.

Definicao 3.8. Dizemos que uma solugcio global v : R — X de {S(t,s) : t > s} é

backwards-limitada se existe T € R tal que o conjunto {u(t) : t < 7} € limitado.

Uma familia {A(¢) : t € R} ¢ dita backwards-limitada se existe um limitado B C X e

7 € R tal que A(s) C B, para s < 7.

Teorema 3.9. Se uma familia {A(t) : t € R} backwards-limitada € o atrator pullback de
{S(t,s) : t > s} entao

A(t) ={u(t) :u: R — X é uma solug¢ao backwards-limitada}.
Demonstragao feita em [13].

Corolario 3.10. Consideremos um processo {S(t,s) : t > s} que admite atrator pullback

{A(t) : t € R}. Se U,er A(t) € um conjunto limitado entdo, para todo t € R,
A(t) ={u(t) : u: R — X € uma solugao global limitada}.
Demonstragao feita em [13].

Definigao 3.11. Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolu¢io. Para cada t € R,

definimos o w—limite de B C X como o conjunto

w(B,t) = |Js(ts)B.

Tt s<T

Pode ocorrer que w(B,t) = (). Podemos reescrever o w—limite de B da seguinte forma

w(B,t)={r e X : Ha,} C X, IH{s,} CR, s, = —oc0, com S(t,s,)z, = z}. (3.2)
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Definicao 3.12. Se {S(t,s) : t > s} admite uma familia de conjuntos limitados que
absorve-pullback subconjuntos limitados, dizemos que o processo € pullback limitado dissi-

pativo.

Definicao 3.13. Um processo {S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo
se, para cada t € R, existe um limitado B(t) C X que absorve-pullback subconjuntos
limitados de X no instante s, para cada s < t.

Em outras palavras, para cada limitado K C X e s < t, existe so(s, K) com
S(s,7)K C B(t), V1 < Sp.

Definicao 3.14. Um processo de evolugao {S(t,s) : t > s} é dito pullback assintotica-
mente compacto se, para cada t € R, e {s,} C R com s, — —o0 e sequéncia limitada
{z,} T X, em que {S(t, sp)x,} € uma sequéncia limitada, {S(t, sp)x,} admitir subsequén-

cia convergente.

Observemos que, por defini¢ao, w(B,t) atrai todo ponto x € B, mas ndo necessaria-

mente atrai o conjunto B.

Lema 3.15. Suponhamos que X seja um espaco métrico. Consideremos o processo

{S(t,s) : t > s}. Sao vdlidos:
i) Para todo t > s, temos S(t, s)w(B,s) C w(B,t), para todo B C X;

ii) Suponhamos que para B C X eziste s € R tal que w(B, s) é compacto e atrai-pullback
B no instante s. Entao, S(t,s)w(B,s) = w(B,t), para todo t > s.

Demonstracao. i) Sejam t,s € R, com ¢ > s e suponhamos que w(B,s) # (). Basta
observar que se x € w(B,s) entdo existem sequéncias {x,} C B, {0,} C R com

n—-+oo . n—-+oo
on<seo, —» —oo tais que S(s,0,)x, —

Agora, pela continuidade de S(¢,s), segue que S(t,0,)x, e S(t,s)r € w(B,t),
por @),

Portanto, S(t, s)w(B,s) C w(B,t).

ii) Precisamos mostrar que w(B,t) C S(t, s)w(DB, s).

Por definigdo, se y € w(B,t) entdo existem sequéncias {z,} C B e {0,} C R com

o, <teao, —5° —00, tais que S(t,0,)yn ey Yy



3.1. ATRATORES PULLBACK 37

Agora, existe ng € N tal que 0, < s para n > ngy e como w(B, s) atrai-pullback B
no instante s, temos d(S(s, oy,)yn, w(B, $)) "ZE° 0. Mas w(B, s) é compacto e, pela
Proposicao [1.1] existe subsequéncia convergente de {S(s,0,)%, tn>n,, digamos que

S(S,0n, ) Tn, e X

Notemos que x € w(B, s), por (3.2)). Logo, pela continuidade de S(t, s), concluimos
que S(t,s)x =y.

Portanto, S(t, s)w(B, s) = w(B,1).
[

Lema 3.16. Consideremos X um espago métrico e {S(t,s) : t > s} um processo de
evolugcao pullback assintoticamente compacto. Suponhamos que um conjunto nao-vazio
B C X ¢€ tal que, para cada t € R existe 7 € R, com 7 < t e com J,.,S(t,s)B
limitada. Entao, para cada t € R, temos w(B,t) € nao-vazio, compacto e atrai-pullback
B no instante t. Além disso, {w(B,t) : t € R} € uma familia invariante.

Demonstragao. Sejam sequéncias {r,} C Be {s,} C Rcom s, <tes, [N

Temos S(t, sn)r, C U<, S(t,5)B, para todo s, < 7. Como o processo ¢ pullback assin-
toticamente compacto, a sequéncia {S(¢, s, )z,} admite subsequéncia convergente. Logo,
w(B,t) # 0.

Sejam {y,} C w(B,t). Logo, para cada n € N, conseguimos sequéncias {z,} C B e
{sn} tal que s, < n e ainda, d(S(t,s,)Ln, yn) < +. Como (J,, S(t,s)B & um conjunto
limitado e o processo é pullback assintoticamente compacto, temos {S(t, s, )z, } tem sub-

n——+o00

sequéncia convergente, digamos S(t, s,, )x,, — « € X. Por consequéncia,

1 —too
A(Yny, ) < d(Yny,, S(t, Sny )Ty, ) + A(S(E, S0, )20y, ) < — + d(S(t, sn,)Tn,, ) koo
k

Logo, {y,} admite subsequéncia convergente. Entao w(B,t) é compacto.
Suponhamos, por absurdo, que para algum ¢ € R, o conjunto w(B, t) ndo atrai-pullback
B no instante t. Entao existem € > 0 e sequéncias {r,} C Be {s,} CRcom s, <te
Sp — 100 tais que
d(S(t, sp)xn, w(B, 1)) > ¢, Vn € N. (3.3)
Mas, pelo mesmo argumento anterior, {S (t, sn)mn} admite uma subsequéncia conver-
gente a algum ponto em w(B,t), o que contradiz (3.3). Logo, w(B,t) atrai-pullback B no

instante ¢.

Pelo Lema a familia {w(B,t) : t € R} ¢ invariante. O
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Para os dois teoremas que seguem, consideremos a familia {A(¢) : ¢ € R} definida por
A(t) = J {w(B,t) : B C X, B limitado}. (3.4)

Teorema 3.17. Suponhamos que o processo {S(t,s) : t > s} seja pullback limitado
dissipativo e pullback assintoticamente compacto. FEntao {A(t) : t € R}, definida em
, ¢ uma familia de conjuntos limitados, € invariante e atrai-pullback subconjuntos
limitados de X.

Além disso, se {B(t) : t € R} é uma familia que atrai-pullback subconjuntos limitados

de X entao A(t) C B(t), para todo t € R.

Demonstragao. Pela defini¢ao de {A(t) : t € R} e pelo Lema [3.16] temos de imediato que
{A(t) : t € R} é uma familia invariante e que atrai-pullback subconjuntos limitados de X.
Seja {B(t) : t € R} é uma familia que atrai-pullback subconjuntos limitados de X.
Observemos que, por (3.2)), para cada D C X limitado w(D,t) C B(t). Logo, A(t) C B(t),
para cada t € R.
Finalmente, como o processo é pullback limitado dissipativo, existe uma familia de

limitados que absorve-pullback subconjuntos limitados. Pelo que acabamos de mostrar,

segue que A(t) é limitado, para cada t € R. ]

Teorema 3.18. Se {S(t, s) : t > s} é um processo pullback fortemente limitado dissipativo
e pullback assintoticamente compacto entio {S(t,s) : t > s} admite atrator pullback

{A(t) : t € R}, tal que para cada s € R, o conjunto U A(t) é limitado.

t<s
Demonstragao. Pelo Teorema [3.17, temos que a familia {A(t) : t € R} dada em (3.4)
atrai-pullback subconjuntos limitados de X e é a familia minimal com esta propriedade.

Resta mostrar que A(t) é compacto, para cada t € R.

Como {S(t,s) : t > s} & pullback fortemente limitado dissipativo, existe uma familia
{B(t) : t € R} que absorve-pullback subconjuntos limitados de X no instante 7, para
todo 7 < t.

Em particular, existe o, € R tal que S(t,s)D C B(t), para cada s < o, e D C X

limitado. Logo, |J S(t,s)D é um conjunto limitado sempre que D ¢é limitado. Pelo

s<ot
Lema [3.16] temos que w(D,t) é ndo-vazio, compacto e atrai-pullback D no instante t.
Como B(t) é limitado, temos que w(B(t),t) é ndo-vazio, compacto e atrai-pullback B(t)

no instante t.
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Para cada limitado D C X, mostremos que w(D,t) C w(B(t),t). Se x € w(D,t)
existem sequéncias {z,} C D, {s,} CR, com s, <t, paracadan € Ne s, 50, de
modo que z = lim,, o S(t, $,)Tn.

Agora, {S(t,s) : t > s} & pullback fortemente limitado dissipativo e entdo, dada
sequéncia {7} com 7, — —oo existe sequéncia {o}} com oy < 74, para cada k € N tal
que

S(ti,s)D C B(t), Vs < oy.

Como s,, = —oo, para cada n € N, existe n;, € N tal que s, < 0. Assim, denotando

Ynp = S(Tk, Sny ) Tn, € B(t), temos

x= lim S(t,sn,)Tn, = St T%)Yn,,

k—+o00
e entdo v € w(B(t),1).
Com isto mostramos que A(t) C w(B(t),t). Agora, por definicio de A(t), segue que
w(B(t),t) C A(t).
Portanto, {A(t) : t € R} é uma familia de compactos pois A(t) = w(B(t),t) para todo
teR. 0

Definigao 3.19. Um processo {S(t,s) : t > s} € pullback fortemente limitado se, para

cadat € R e B C X limitado, o conjunto

U US(ﬂS)B

<t s<t

é limitado.

Teorema 3.20. Consideremos um processo pullback fortemente limitado {S(t,s) : t > s}

que admite a sequinte decomposicao:
S(t,s) = L(t,s) + U(t,s)
tal que

i) Existe uma func¢io o : RY x Rt — R tal que, para cada r > 0, a(-,r) € nao-

t——+o0
crescente e a(t,r) — 0 com

IL(t, s)z|x < alt —s,7), Vs <t, Ve e X, com |z||x <r;

i) U(t,s) é um operador compacto, para cada t > s.
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Nestas condigées, o processo {S(t,s) :t > s} é pullback assintoticamente compacto.

Resultado retirado de [§].

Quando perturbamos um problema, queremos saber se isto modificard o comporta-

mento assintético ou nao, ou seja, buscamos um certo tipo de continuidade.

Definicao 3.21. Consideremos A C R e uma familia de conjuntos {A.(t) : t € R}.ea.

Dizemos que a familia é

i) semicontinua superiormente em gy € A, quando sup d(A.(t), As,(t)) =2 0.
teR

ii) semicontinua inferiormente em g9 € A, quando sup d(A., (1), A:(t)) == 0.
teR

iii) continua em gq se for semicontinua superiormente e inferiormente em €.

Em termos mais gerais, a semicontinuidade superior garante, sob uma perturbacgao,
que o atrator nao exploda e a semicontinuidade inferior, que o atrator nao imploda. Para
encontrar mais resultados de semicontinuidades inferior e superior, veja [12]. Em [5], &
mostrada a semicontinuidade superior do atrator pullback para um problema parabélico

com difusibilidade grande localizada e em [6], para um problema termoelastico.

3.2 Problemas da forma 2Lz + Az = f(t, z)

Nesta secao, iremos tratar de equacoes semilineares. Serao omitidas as demonstragoes
dos resultados abaixo, que podem ser consultadas em [I3].

Consideremos X um espago de Banach. Suponhamos A : D(A) € X — X um
operador setorial ou que —A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
{e=4t .t > 0}. Suponhamos que Reo(A) > A para algum \ > 0.

Consideremos uma equacao da forma

{%x—l—Al‘:f(tﬁ)v t>7 (3.5)

x(T) = .

Defini¢ao 3.22. Uma funcio u : [1,7 + s] — X', (s > 0) € dita uma “mild solution”

de (3.5) se u € O([r,7 + s], X') e satisfaz

¢
u(t) = e Ay + / e~ A9 £ (s, u(s))ds.
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Teorema 3.23. Consideremos o problema da forma (3.5). Suponhamos que ocorra uma

das situacoes:

i) A € setorial e para algum o € (0,1], f: Rx X' — X* € tal que existam C(R) > 0
e p:[0,+00) — [0,+00) uma fungao crescente com ¢(0) = 0 satisfazendo
[t z) = f(ty)llxe S C(R)p(t —7) [t — 7]z — yllx1,
[t 2)|lxe < C(R)p(t —7) [t — 777,

quando ||z||x1, ||y||x < R.

i) —A € gerador infinitesimal um Co—semigrupo e f: R x X1 — X1 é tal que existe
C(R) > 0, com
1f (@t z) = f(ty)lx < C(R)||z —yllx1,
Hf(tvx)HXl < O(R)7

quando ||z||x1, |lyl|x1 < R.

Entao, para cada R > 0, eziste Tyqa, > T tal que, para cada xy € Bx1(0, R) existe uma
tinica mild solution u(-,7,2o) : [T, Timaz) — X' de (3.5).

Mais ainda, para cada xq, 2y € Bx1(0, R),
lx(t, 7, 20) — x(t, 7, 20) || x1 < C(R)||o — 20| x Yt € [T, Timaz)-
Em [I3], é feita a demonstragao do teorema acima.

Teorema 3.24. Consideremos vdlida alguma das condi¢oes do Teorema[3.23 Suponha-
mos ainda que [ seja continuamente diferencidvel e vy € XL,

Entdo a mild solution u(-,7,20) : [T, T + Tmaz] — X', dada pelo Teorema é
continuamente diferencidvel, u(t,7,7y) € X' e u satisfaz a equagao para t €
(T, T + Tinaz)-

Mais ainda,
u(T + h) —u(r)

lim = Axo + f(7,20).

h—0t
Corolario 3.25. Suponhamos que sdo satisfeitas as condi¢oes do Teorema [3.25. Entao,
para cada (10, 70) € R x X' a mild solution u(-,7,20) : [To, Tmaz) — X' € definida no

intervalo mazimal [Ty, Tmaz) onde uma das situagoes ocorre

Tmaz = 00 ou %11’11 inf Hu(t,’ro, ]}0)“){1 = +00.

—Tmax
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Teorema 3.26. Suponhamos que sao satisfeitas as condi¢oes do Teorema|3.25 e que
f iR x X' — X® seja diferencidvel em relacio & sequnda varidvel, isto é, para cada
(t,z) € R x X! emiste Df(t,x) € L(X', X?) satisfazendo

lim Hf(t,x + h) — f(t,l') - Df(tax)hHX"

=0.
h—0 ||h||X1

Se (t,x) — Df(t,x) é uma funcao continua de R x X' em Z(X', X*) entio, para

cada (t,7,7) € [1,7 4 0] X [to — 0,10 + 0] X Be(x0), existe Dyu(t, 7,2) € L(X") tal que

lim |u(t, 7,2 + h) —u(t,7,2) — Dyu(t, 7, 2)h| x:

=0.
h—0 17| x

Mais ainda, fizado (1,2) € [ty —o0,to+ 0] X Bo(xg), temos t — Dyu(t, 7, x)u é uma fungdo

continua de 1,7+ 0] em X' e
¢
Dyu(t,r,z) = e Ay 4 / e~ A=) D f(s,u(s, 7, 2)) Dyuls, T, 2)ds,
para cada t € [T, T + 0.

Os resultados acima sao demonstrados em [13].

3.2.1 O operador Laplaciano em L*(()

O operador Laplaciano é muito conhecido, aparece em diversas equacoes, como por
exemplo, a equacao de onda, a equacao de calor e a equacao de Laplace. Nesta secao,
mostraremos que sob um dominio determinado, o operador Laplaciano em L?(£2) possui
propriedades que tornam possivel a utilizacao de poténcias fracionérias.

Seja 2 um conjunto mensurdvel de R", com a o—algebra de Lebesgue e medida de
Lebesgue. Consideremos X = L%*(€2), que é um espago de Hilbert. Definimos o operador

A:DA) CX —X
u+— Au = —Au,
onde D(A) = H*(Q) N Hy ().
Mostremos que I + A ¢ sobrejetor, isto ¢, dado f € L*(2) existe u € D(A) tal que

(I+Au=f

Definimos F : H}(Q) — R com F(¢) = [, ¢(z)f(z)dz. E facil ver que F é um

funcional linear limitado.
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Seja b: Hi(Q) x H} () — R a forma bilinear dada por

b(u,v) = / u(x)v(x)dx+/Vu(x) - Vo(x)dz.
Q Q
Observemos que, pela desigualdade de Holder, para u,v € H}(Q),
b(u,v) < [lull2@llvll2@) + 1Vull L@ IVl 2@) < 2lullm @) lvllm@).,

assim [|b]| <2 < 4o0.

Mais ainda, para cada u € HJ (),

1
bl = [ e+ [ [Vu@)Pde = [l = 5l
Q Q

Logo, b satisfaz as hipoteses do Teorema de Lax-Milgram. Em particular, existe um

tinico u € H}(Q) tal que
F(v) = b(u,v), Yo € Hy(9).
Reescrevendo, existe u € H} () tal que, para todo v € Hj (),

/Qv(a:)f(a:)da::/Qu(x)v(a:)dx+/QVU(:E)VU(x)dx. (3.6)

E possivel mostrar que u € H?(12). Este resultado é feito no capitulo 9 de [7].

Para u,v € D(A), usando integragao por partes duas vezes temos

(A, v) 120 :/ —Au(z) Z/ ddugp v(x)d = Z/ dxj dxj

Q

(u, Av) 12 (q) :/U(l’)(_AU(ﬂ?))dl": —é/ﬂu(m) Z/ dxf dxj

Q

Entdo, para cada u,v € D(A), (Au,v) 2 = (u, Av) 12(q) €

(I + A)U7U>L2(Q) = <u7U>L2(Q) + <AU7U>L2(Q)
= (U, V) 120 + (U AV) 12
= (u, (I + A)v) 2 -
Logo, o operador [ + A é simétrico.

Pela Proposigio [1.33] segue que I + A é autoadjunto em H?(Q2) N H (). Portanto,
temos que A = —A também é autoadjunto em H?(Q) N HJ ().
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Mostremos agora que A tem resolvente compacto. A Proposicao garante que
existe
A LA(Q) — LA(Q)
e A~! é um operador limitado.
Consideremos um limitado B C L?*(f2). Nosso objetivo é mostrar que A™'B é pré-
compacto em L?(£2). Mas isto ¢ simples, pois A'B C D(A) = H?*(Q2) N H} () ¢ limitado
e

D(A) C H*(f), que estd compactamente imerso em L?(12), pelo Teorema [1.23]

Agora, para u € H*(Q) N HY (), temos

Q(—AU(SB))U(x)dx = /Q [Vu(z)*dz = [[Vul72(q

e, pela desigualdade de Poincaré, segue que
<_Auvu>L2(Q) 2 K2||U||2L2(Q)-

Pelo Teorema [2.50} existem ¢ > 0 e C. > 0 tais que A" € Z(H), ¢ ||A*| g < C-,
para todo t € [—¢,¢]. Logo, pela Proposicao [2.52, dados o, 3 > 0e 6 € (0,1),

[Xanﬁ]e — X(l—@)a—i—@ﬂ‘

Como X" = L*(Q), X' = D(A) = H*(Q) N H}(Q), segue que

Pela desigualdade de Poincaré, se u € D(A), temos |[ul|r2) < k[|Vul[r2q). Este

resultado pode ser melhorado para u € H} ().
Proposigao 3.27. Para u € H}(Q) temos
_1
ullr2@) < Ay 2 IVull 2,
onde A\ representa o menor autovalor de A.

Demonstracao. Pela Subsecao temos que o(A) = {A1,Ag,... }, em que A; é au-
tovalor de A, com A\; > 0, para cada j € N. Suponhamos \; seja 0 menor entre estes

autovalores. Sabemos ainda que, para cada u € D(A%), temos
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onde P; é a projecao de X no subespaco gerado pelos autovetores associados a A;, para
cada j € N.

Notemos que D(Az) = H(Q) e que Azu = Vu para u € HE(Q). Logo,
2

+oo +00
ey = 2 NPl = D M Pl ey = Ml 72
j=1

j=1

+oo 1
[V ullyaq) = || D22 P
j=1
Portanto, para todo u € H} (),

_1
[ull2@) < A 2Vl 2 )

3.3 Equacgoes do tipo %az = Az + f(t,x)

Os resultados desta secao nos auxiliarao no proximo capitulo.
Seja X um espago de Hilbert. Para 6 € [0,1], 8 > 0, consideremos um operador do

tipo positivo e autoadjunto A : D(A) C X — X e o seguinte problema
Ut + 5A0Ut = —AU (37)

Definindo v = u;, obtemos o sistema equivalente

(0), =% (),
onde Ay Cj) = (—BAez _ Au) . Consideremos
D(Ag) = {(5) EXzxX:—pfv—A"ue XQ} .
Pela equacao temos

<utt, Ut>X + 6 <A9Ut, ut>X = <—AU, ut>X .

E, como A? ¢ autoadjunto,
d1

5 |we||3 + B <Agut, Agut> =— <A%u, Aiut>X :

X
Entao, podemos reescrever
d (1 1, .1 [
& (31l + glatully ) = -pllatul

o que nos sugere o uso do funcional de energia

1 1
Vig,w) = 510l + 5llely + Bllwl? 4.
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Proposicao 3.28. Sao vdlidas:
i) O operador Ay é fechado;
i) —Ag € dissipativo em Yo = X2 x X, com 1 € p(Ag);
iii) 0 € p(Ag):
i) Ay tem resolvente compacto se 0 < 1.
v) Ay € um gerador infinitesimal de um Co—semigrupo de contracado.

A demonstracao desta proposigao é feita em [13].



Capitulo 4

Uma equacao de onda semilinear
amortecida

A equacdo de onda é representada por uy; = c2Au onde ¢ > 0 é uma constante. Como
o préprio nome diz, a equacao de onda modela problemas ondulatorios e a constante ¢ é
a velocidade de propagacgao de onda. Para mais detalhes, veja [7] e [18].

Neste capitulo, iremos estudar resultados para uma equacgao de onda semilinear amor-
tecida, baseado no trabalho em [9]. Seguimos a sequéncia do capitulo 15 do livro [13],
onde ¢ feita uma versao em R3. No artigo [§] ¢ feita toda a parte de existéncia do atrator
pullback para R™ com n > 3.

Mudamos ligeiramente a condicao de dissipatividade do problema, nao desenvolvere-
mos os resultados sobre a estrutura do atrator pullback mas mostraremos a semicontinui-
dade superior do atrator pullback.

No decorrer deste capitulo, denotaremos o termo constante sempre com o mesmo

simbolo em todas as passagens, a fim de simplificar os calculos.

Para n > 3, consideremos 2 C R"™ um conjunto limitado e com fronteira suave.

Queremos estudar o processo de evolucao relacionado a equacao:
uy + B(t)uy = Au+ f(u), (4.1)

em ) C R", com condigdo de contorno de Dirichlet e f € C?(R) uma fungio nao-linear

tal que

[F(s)l < c(l+][slPh), (4.2)
lim sup s) < Aj. (4.3)

|s| 5400 S

47
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comc>0el <p<
H2(Q) N H ().

—25 e A > 0 é o menor autovalor de —A, quando definido em

Assumimos que  : R — (0, +00) é uma fun¢ao suave, globalmente Lipschitz, e que

existem (3; > [y > 0 tal que
Bo < B(t) < B (4.4)

Conseguimos retirar algumas informagoes adicionais do problema:

Observacgao 4.1. De (4.3), pela defini¢ao de limsup, inf sup & < A\ e entao existe

T>0\s\>r S
r1 > 0 tal que S := sup & < Al
|s|>r1 S
Para s € R, com |s| > ry, temos
f(s)

T—)\1§S—A1<0.

Denotemos eg = Ay — S > 0 e entdo, para € € (0,2¢) e |s| > ry € vdlido que

f(s) f(s)

2V < > B e
S S

Como [ € uma funcao continua, existe M > 0 tal que |f(s)] < M, quando |s| < ry.

Logo, podemos escrever

f(s) < (M —¢g)s, s>
f(s) > (M —¢e)s, s<—n
f(s)] < 2, |s| < 7.

Portanto, existe gy > 0 tal que €9 < A; e para ¢ € (0, &),
sf(s) < (A —¢e)s®+ M  VseR. (4.5)

Observacao 4.2. A partir das hipdteses, podemos extrair mais resultados sobre a fun¢ao

f. Pelo Teorema do Valor Médio, para s,t € R, existe 0 € (0,1) de modo que

[f(s) = FOI < |F (1= 0)s +0t)|[s —¢].

Usando a equagao (4.2) e a desigualdade de Young
£ (s) = f(1)]

IN

c(1+](1—=0)s+6t [P )]s—t

IN

c( 14271 =0)s|Ph 2071 |t ) |s — ¢
< e (14 s P ) s — ¢

Além disso, para t =0, temos

[f()] = [FO)] <277 Te( L+ [s["")ls].
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-1

Pela desigualdade de Cauchy, para todo s € R, temos |s| < B e concluimos que

p—1 p;l |8j p)
()] < 1F(0)] +2 ( L B
< 1F(0)] + 277 e (1 + 2/sl7)

< ([FO)] +2P¢) (1 + [s]7).

Portanto, f satisfaz uma desigualdade do tipo

1f(s)] < c(1+]sP) Vs e R. (4.6)

4.1 Boa colocacao local

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que o problema estd bem definido localmente, isto é,
para cada dado inicial, a solucao local existe, é tinica, além disso, as solucoes dependem

continuamente dos dados iniciais.

. U
Consideremos 2" = Hj(Q)) x L*(Q). Se escrevermos v = uy, e w = ( ) , podemos
v
transformar a equagao no seguinte sistema

wy = Bw + G(t,w), t>7

wlr) =y = (“z) 0

0 I 0
onde B = (A O) , G(t,w) = (g(t,w)) com
A:D(A) = H*(Q) N Hy (Q) C L*(Q) — L*(Q)

dado por Au = —Au e g(t,w) = —p(t)v + f(u), onde
FeC) - Hy(Q) — L*(Q)

¢ dada por f°(u)(x) = f(u(x)), para cada = € 2.

Observemos que f¢ esta bem definida ja que se u € H} (), entao

I @lzer = ([ 1770 |dx) ([ 1rtut |dx)

e pela limitagao de f dada por (4.6)),
3
I @ley < e [ (14 uto)P)a)
<c (||1||L2(Q + | Pl 22 o)
< ¢ (190 + lulag) ) < +oo,
pois Hi(Q) = L?(Q), pelo Teorema [1.23
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Proposigao 4.3. Dados s,t € R, suponhamos que |f(s)—f(t)] < c|s—t| (1+]|s|P~+]¢[P~1) .
Entao, para todo uy,us € H} (),

177(us) = £7(ua) ey < e el (1 + iy + Nty )-
Seque que para zi,z9 € X,
1G(t,21) = Gty 2)ll 2 < ellzr = 2ol (L [zl + [zl ) -

Demonstragdo. Consideremos uy, us € Hy(£2). Temos

Logo,

N|=

IWWQ—(wme<®<AM@%%MWO+M@W1+MMWU%Q

Usando a desigualdade de Holder, com —*5 e 2, temos

Uuy) — U2 L2(Q CllUp — U2 2n, U1 U9 L™(9)
17 () = F(u2) ][ 20 < €] e A (T (i

1 1
swm—mu%ﬁomwmewn sl )
Como H{(Q) — L™P~D(Q), segue
175() — £y < el = sl (1 il + lallply )

Isto conclui a primeira parte. Consideremos agora z1,2o € 27, digamos 2z = (uy,v;) e

29 = (g, v3). Temos

||G(t, Zl) — G(t, 2,'2)

o = | = B(t)[vr — vo] + [f(ur) — [ (u2)]ll22(0)
< || = B@®)[v1 — valll L2y + 1f“(u1) — f(u2) |l L2()
< Billvr = valla + cffur — u2HH1 Q) (1 + HulHiﬁg) + HquE}tg))

7 (

onde usamos que 1+ [|z;]|%" + [|22]/%" > 1 e que

< CHZl

el

1@ + villz2@), J =
1,2. 0
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Como consequéncia da Proposicao 4.3 se 21,20 € 27, com ||z1]| 2, || 22]|2z < R entédo

existe C'(R) > 0 tal que

HG(t, Zl) — G(t, ZQ)

7 < C(R)|21 — 2 o
Observemos que, dado R > 0, se z = (u,v) € 2 ¢é tal que ||z||2 < R temos

1G22 = gt W)z = | = B + (W)l < | = 8@z + 17 (@) 20

Agora,

| = B2 < Billv|lz) < Billz]|2

e

Il < e ([ @+ lutaP i) < e (190 4 1) < e (1908 + ol

Usando que H}(Q) — L*(Q) e que ||z

X = ||u||Hé(Q) + ||UHL2(Q). Logo,

G2, 2)

%SC]%

para algum Cpg > 0.
Notemos que B ¢ um operador da forma B = —Ay, operador dado na Se¢io [3.3] Pela
Proposicao [3.28] concluimos que —B é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo.

Finalmente aplicamos o Teorema e, para cada R > 0, se zp € 2 com ||2]|2 < R
entao existe uma tnica mild solution z(-,7,wy) : [1,7 + 5] — X' de (4.7).

Ainda é valido que, se wy, zg € Bx1(0, R) entao

|2(t, 7, wo) — 2(t, T, 20) || xr < Cllwy — 20| x2 Vt e [, 7+ 3]

4.2 Diferenciabilidade

Nesta parte, precisamos supor ainda que

11" (s)] <e(1+|s]), Vs € R, (n=3) (4.8)
1f"(s)] < K, Vs €R, (n > 3) (4.9)

para algum K > 0. Ainda, consideremos vélida a hipotese (4.2]) com p = 2 quando n = 4.
Como G ¢é definida de 2~ em L*(Q) sua derivada de Fréchet DG € Z(2, L*(Q)).

Precisamos do seguinte resultado:
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Lema 4.4. Consideremos f € C*(R) satisfazendo e . Temos que f€ € conti-
nuamente diferencidvel e sua derivada de Fréchet Df¢ : Hj(Q) — Z(H(Q), L*(Q)) €
um operador limitado.

Mais ainda, para os casos n =3 en = 4, temos que D f¢ é Lipschitz continua e para

n > 4, satisfaz a sequinte desigualdade: existe o € (0,1) tal que, para u,v € HJ (),

1D fu = D[l 2(my0),c2@) < cllu = vl q)

Demonstracao. Definimos o operador
Dy : Hy(Q) — Z(H;(Q), L*(2))
ur— Dyu
onde [Dsu(h)|(z) := f'(u(x))h(zx), para z € Q.
O operador Dy esta bem definido: dados u, h € Hy(2), usando e as desigualdades
de Holder e de Minkowski, temos

Dt = [ 15 o) a2 ) < [ (14 fu(o)r!) 8o
< c/Q (1+ |u(x)|2(p_1))h2(m)dm

< el Tl g g 1]

L2 ()
2 _
< (1907 + I T3 0y ) 18]

<o (1 2 ) B
2 ()

Ln2

"2 ()

n(p—1)
2

Agora, H}(Q) — L (2), pois p < 5. Segue que

IDpu() 22y < ¢ (1++ lullploy ) 10l ) < +oo.

Provemos que Dy = D f¢, isto, Dy é a derivada de Fréchet de f¢. Para tal, dividiremos

em trés casos: n =3, n=4en > 4.

Cason=3:

2

1£Cu+ h) — 1) = Dypu(h)|agqy = / [ (u(@) + b)) — f(u(@)) — f/(@)h(z)] de
_ / (7 (u(x) + 0 (2)h(x)) — f(u(z))]?

= [ 17" (ule) + 0@)h(a))* h @)

h*(z)dx
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onde aplicamos duas vezes o Teorema do Valor Médio e 0(z),0(z) € (0,1), para todo

x € ). Observemos que, para cada x € (2,
/" (u(z) + 8(2)h(2))]* < (1 + [ul(z) + 6(z)h(x)])*
(1 + u(@)] + |6(2)| | (x)])*
(
(

IN

IN

L+ Ju(@)] + |A(@)])’

3max{l, |u(z)|, |h($)|})2

IN

IN

9 (14 u?(z) + h*(z)).

Usando (4.8), a desigualdade de Holder e a desigualdade de Minkowski temos

1f9(u+ ) = f(u) = Dpu(h) |32 < 9/Q (1+w?(x) + h*(2)) h'(2)da

<O+ 2 + B2 s 1]

1
<9 <!Q!3 + Hu2HL3(Q) + HhQHLR’(Q)) Hh4HL%(Q)

<c (1 + ||U||%6(Q) + ||h||%6(§2)> HhHAiﬁ(Q)'

Agora, observemos que H}(Q2) — L°(Q) (pois assumimos n = 3) e entdo

1
75+ k) = f2(u) = Dyu(h) 2@y < ¢ (1 -+l + 1000 1A% )

< (14 lullmy + Pl ) 10l

Logo, fazendo ||| 1) — 0,

er(u + h) — f€<u) — Dfu(h)||L2(Q) <
HhHH(}(Q) N

Cason=4:

Podemos escrever, usando a mesma ideia acima,

1£(u+ h) = f(u) = Dyu(h)||Z2q) = /Q[f”(U(w) +0(x)h(x))*h () dz,

com 6(z) € (0,1), para todo = € Q. Por (4.9), temos
1£°(w+ h) = f(u) = Dyu(h)ll72() < K/Qh‘l(iv)diﬂ = K| 74(0)-
Como HJ(Q) — L*(Q) (usando que n = 4), concluimos que

1£(u+ h) = f(u) = Du(h)llra@) < Kbl q

(1 + el mgio + IAllmyeey ) Iy = O
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e quando ||h[|g1q) — 0,

1/“(u+h) — f(u) = Dyu(h)|| 120

— 0.
17l 2 )

Cason >14:

Neste caso, utilizaremos interpolacio, observando que % < 2 < —22_.
n—2 (n—2)p

Temos

I ) = ) = Dyulh)7 A, o = [ (7o) + b)) (@) ™ do
onde 8(z) € (0,1), para todo z € Q. Por (1.9), segue que
I ) = 20 = D72, ) < [ K
< Kb,

como H}(Q) — L%(Q)7 concluimos que, para alguma constante K’ > 0,
1F<(u+ h) = f(u) = Dpu(h)| zy ) < KNl 0 (4.10)

A fim de facilitar as contas, denotemos n = ﬁ. Entao

[/ (w+R) = f(u) = Dyu(h)][},q) /Q[f(u(l’Hh(x))—f(U(fv))—f'(U(x))h(fE)dx]"

= /Q [f'(u(z) + 0(z)h(x))h(z) — f'(u(z))h(z)dz]"

onde usamos o Teorema do Valor Médio, (z) € (0,1), para cada x € €. Aplicando a

desigualdade de Holder para -5 e p temos

[ 9(u+h) = f*(u) = Dyu(h H <H(f'(“JFWL)—f'(“>)nHL%(Q)th”m(ﬂ)
Hf (u+6h) —

()17 sz g 121 2
( ()

Agora,

17 - 0R) = f@] oy o < (O] g o I ()] oy

(@) LT (Q) L7 T(Q)

Notemos que, por 1 ,
| f/(u+ 6n))|| . c/ 1+ |u(z (a:)h(x)\p’l)l’%dx
Q

<c <|Q|np +/ lu(z) +9(93)h(:v)|n2—n2dx)

c <1—|— Hu—|—6h| o Q)) )
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Como HL(Q) — L=+3(Q),
Itk o7 < e (1 e onll )

Entao

1" (u+ OR)]|| 2ey

oy S (1 + flu+ 0], )

e, de maneira anéloga,

1 )l g g < e (1 Nuligly ) -

Unindo os resultados anteriores

| £ (u+h)— f(u)—Dyu(h)| <c<1+uu\ +Hu+ehyHOQQ))HhHHOI(m. (4.11)

L (71 2)p

Pelo Corolario [1.9) e pelas desigualdades (4.10) e (4.11)), para algum X € (0,1)
1 1) = £ () — Dyl ey
A
-1 —1
< [KlRy|  [o (1 + Nullfgta, + e+ 0n10 ) Ibllmyo)]

A
—1 -1 -
<c <1 +llullf ) + lu+ eh”ifé(ﬂ) "h|‘?{3?9)

Portanto
1/°(u+h) = f(u) = Dyu(h)| 1200

— 0
1Al 23 o)

quando ||k g1 ) — 0.

Com isto, provamos que D é a derivada de Fréchet de f°. Mostremos a segunda parte

do lema. Dividiremos em trés casos: n =3, n=4en > 4.

Cason=3:

IDfe(u)h — Dfe(v)hl[f2) = /Q[f’(u(ff)) — f'(v(2))*h*(x)da.
Agora, para cada x € ), existe 0(x) € (0,1) tal que

(@) = fo@)]? = /(1= 0()u(@) + 0(x)o(x)) (u(x) - v()?
¢ [14](1 = 0(@)u() + O(a)o(@)]]” (u(@) — v(z))?
< e [1+ (1= 0(0) (@) + 02(@)*(@) | (u() - v()?
< c[14u?(z) + v*(2)] (u(z) — v(z))?,
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onde usamos (4.8)). Logo,

IDf(u)h = Df*(v)hl 72 < 40/(2(1 +u*(2) + v*(2))(u(z) — v(@))*h*(z)dz
<@ +w? +v*) (=) 3 11h%]2ee)
< 1+ + v*| @l (u = )| o187 20

1
< (1905 + ooy + Nolsiy ) v = vls@ Al

Como H}(Q2) — L°(Q) concluimos que

1

& e 2
[Df(wh = Df(v)hr2e) < c <1 + ||U||§{5(Q) + ||U||?15(Q)> lw = vl g1 @17l z2 0

< (14l + ol ) le = ol Bl

Cason=414:

IDfe(w)h—Df(0)h|7a ) Z/Q[f’(U( )= f'(v(@))]h*( d:v</K )1 (x)dx

onde usamos o Teorema do Valor Médio e a equacdo (4.9). Agora, pela desigualdade de
Holder, segue

IDf(u)h = Df*(0)hl 72y < Kll(u = 0)*[lz2 1R 120) = Kl(u = 0)[|7s 0 121|740y
Como, neste caso, H} () — L*(Q), temos

1D (u)h = Df(0)hl| 20 < cllu = vllmyellhllmy @)

Cason >14:

Observemos que —*5 < 2 < ( Consequentemente
LW@)@(Q) < L2(Q) < LT2(Q). (4.12)

Assim, para u,v,h € H(Q),

n

IDf(u)h — Dfe(v)hHZn%(Q) — /Q [ (u(@)h(x) — F(v(x))h(z)dz] "7 .

Agora, para cada x € ), existe 6(z) € (0,1) tal que

f(u@))h(z) = f'(v() < (1= 0@)ul@) + 0(x)v(@)) (u(z) — v(@)).
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Logo, por (4.9), seguido da desigualdade de Holder e (4.12)), temos

| Dfé(u)h — Dfe(v)hH;L:?_lQ(Q)da: < K/ u(z) — v(:c))h(:c)dgg}ﬁ
< K[ = )7 || paggy 12772 | 2

< K-l 75, 1907,
n=2 n=2(Q)

SN (Q)IIhHHlm

Portanto, para u,v € Hg (), temos

IDf(h = DAy g < Kllw =0 o oy 1l 11

Denotemos k := ( Aphcando da desigualdade de Holder com p e - g

[Df(u)h = Dfe(v)h

oy = [ [ () (o) = (0l a)de]
=Avw@ywwmwmw
< 17w~ PO, s
= 17 (0) ~ £ g WAl

1A% o ()

Observemos que

17/ @) = PO g < (17N + 17O )

< e (1% + e,

<c(1+u 7 gy + 01 )
< (14l + loligte)”

onde usamos que HE(Q) < L7 (Q).

Consequentemente,

|Dfe(u)h — Dfe(v)h

vy S ¢ (Ll Sy + [0l ren) Naligeon
Utilizemos as equacoes e e o Corolario Para algum A > 0,

IDf(u)h = Df(v) < [IDf(u)h = Df(v)h

hHL2(Q) ;(Q)HDfe(“)h_Dfe hH

57

(4.13)

Q'+ ot "
IO+ )

(4.14)

L2 ()

_ _ A _
e (14 Nl gtan + Mellgion) e = ot 1 g
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Provado o Lema [4.4] ¢ facil ver que G é continuamente diferenciével e a derivada de
Fréchet de G é o operador
DG : X — L(Z,L*(Q))

(2) =2 (t)

onde [DG( )} (Z;) = —B(t)hy + D fe(u)hy

U1 U2
Observemos que, se z; = y B2 = h =
U1 V2

que ||z1]| 2, [|21]| 2= < 7, existe C(r) com

hy

h)e% tal que dado r > 0, tal
2

IDG(z1)h — DG ()| 12(0) = [|Df(ur) — D f(u2)|l2(0) < C(r)lJur — uallf o) 12l 5y

coma=1paran=3oudeac(0,1)paran > 4.

Pelo Teorema segue que as solugoes do problema (4.7) sdo continuamente dife-

rencidveis com respeito a condicao inicial.

4.3 Boa colocagao global

Nesta segao, queremos mostrar que as solugoes da equagao (4.7)) sdo definidas glo-
balmente. Para tal, consideremos § > 0 e o seguinte funcional Vs : & — R definido

por

1 1
Vs(u,v) = _Hqu%Q(Q) + 5”””%2(9) +9 <u7U>L2(Q) - /QFW(?C))CM

onde F(r f N

Proposigao 4.5. Ezistem g9 € Rt com g < A\ e M. > 0 tal que para todo € € (0, &),
1
F(r) < 5()\1—5) + M., Vr € R.

Demonstracao. Consideremos ¢y > 0 e r; > 0 dados na Observacao Notemos que,

para € € (0,&), se |r| <y, existe M > 0 tal que |f(r)]| < M e
F(r) <|F(r)| < M|r| < Mr;.
Se r > rq,

/f ds—/ f(s ds+/f ds—/ f(s ds—l—/()\l—g)sds

1
< Mry + 2()\1 —&)r? — 5()\1 —e)rs.
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Se r < —ry entao
F(r)= / f(s)ds +/ f(s)ds < Mry —/ f(s)ds < Mry —/ —(A\ —¢)sds
0 —ry r 1
1 2 1 2
SMT1+§<)\1—€)T —5()\1—6) ri-
Denotemos M, := Mr;. Para cada r € R, é valido que

F(r) < =(A\ —e)r* + M.. (4.15)

N | —

]

Finalmente, estamos em condicoes de garantir a boa colocacao global das solucoes.

Pela defini¢ao de Vs(u,v),

317l 5 ooy = Vit 0) = 8 w0}y + | Fluta)da
< Vi) + [ [50n = £)02(a)+ M do -+ Gl o2
< Vilot, ) + 20w — )l + M1 + Sl o2
< Vit ) + 30 = N [Vl + MI9)
+ OVl 20l 220

na ultima desigualdade foi usada a desigualdade de Poincaré. Usando a desigualdade de

Young, temos

_ 0. _ o
A IVull @ llvllzze) < SAC IVl + 510150

Conseguimos disto que

1 1 . 0 1 9
(5 500 =9 = 520 ) IVl + (5 = 5 ) Mol < Vatuwo) + Col,

Considerando § < min{1,\;} e escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo

que 3 — L(A; —g)A7' = A7 > 0, obtemos

1w, v)

2
= (lullgioy + Mollze) < 4 (lulldy o) + 013w ) < aVs(,v) + e, (416)

com constantes ci, co > 0.
Sejam ty € R e zy = (z9,y0) € D(B). Consideremos a mild solution z(-, to, 29) tal que

z(to) = zo, definida no intervalo maximal [to, 73, .,). Lembrando que tal solugao existe,
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pelo Teorema Calculando a derivada de Vj sob a mild solugao, temos

D) = (Y, V) + {utgy ) + Sl[aell® + 6 oty ) — (), )

dt
= (Vu, Vug) + (ug, —B()ug + Au+ f(u)) + 8|lug||® + 8 (u, —B(t)uy + Au+ f(u))
— (f(u), ur)
= —(B(t) = O)luell® — 68(t) (u, ur) + 6 (u, Au) + 6 (u, f(u))

= —(B(t) = 0)llwe]l* = I Vull* = 6B(t) (u, ue) + 8 (u, f(u)).
(4.17)

Para 6 = 0, segue que %Vg(u) < 0. Logo, Vj é nao-crescente, continua e limitada em

subconjuntos limitados de 2. Para cada r > 0, se ||29]|2= < r existe C(r) > 0 tal que
[Vo(z)| < C(r). Por (4.16) e (4.17), para t > to,

”Z(t? to, ZO))

@ S Cl‘/()<Z(t,t0,Z())> + Co
< 1 Vo(2(to, to, 20)) + c2 = c1Vo(20) + c2
< M(r),

onde M(r) := ¢1C(r) 4 co. Observemos que M (r) nao depende de ¢, € R. Logo
sup { [|2(t, %0, 20)[| 2 : [|20]l2r <7, to €R, ¢ € [to, T(to,20}) } < M(r). (4.18)

Logo, pelo Corolério , segue que T z,} = +00.

Portanto, podemos definir o processo
S(t,s)xo = 2(t, s, x0), x9 € X, Vt > s. (4.19)

Provemos que o processo {S(t,s) : t > s} é pullback fortemente limitado. Seja
B C X um conjunto limitado, queremos mostrar que, para cada t € R, o conjunto
U<t U<, S(7,8) B ¢ limitado.

Existe R > 0 tal que B C By (0, R). Agora, observemos que por , para cada

t, 7 € R, com 7 < t, segue que
S(r,8)B C By (0, M(R)) Vs e R, s <,

isto 6, |J.._S(r,8)B C By (0, M(R)).

s<T

Como o resultado é valido para cada 7 < t, concluimos que

U S(r,5)B € B4 (0, M(R)).

T<t s<T
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4.4 O processo é pullback fortemente limitado
dissipativo

Mostremos que o processo {S(t,s) : t > s} definido acima é pullback fortemente
limitado dissipativo. Consideremos Vs como na secao anterior.

Usando ({4.5)), temos

(u, f()) 20 Z/QU(ﬂf)f(u(fC))dfc < /Q(M—@ “(2) + M dz < (M —e)l|ullfa o) + MIQ.

Temos

d
= Vi, up) = =(B(t) = 0)|uellL2q) — 01 VullLai) — 08() (w, ) pa(q) + 0 (u, f(1)) 2

dt
—(Bo = O)lluell 2y — OVl + 3B llull - luel 2o

+ (M = e)lullf2q) + MR,
onde foi usado (4.6)). Agora, pela desigualdade de Cauchy com A; > 0, temos

Bud|ull 2o lluell L2y = dllull2 ) (Billull 2 ()

oM SB2A !
< S llullie + —5—lwllzz

GBI

< §HVUH%Z(Q)

HUth(Q)-

Usando o resultado acima e a desigualdade de Poincaré, segue que

L) < ( 510 5 Hn =L ) IVullZ o)

dt
532\
~ (60— 25— ) g + ol
. . 0PN
Podemos escolher § < min(1, \;) suficientemente pequeno tal que fy—26 ————— > 0
e € > 0 suficientemente pequeno tal que —% + (A — &)\t > 0. Tomemos
BN 6
a := min (60 —0— %, —5 + (A — 5))\1_1)
e entao
d
“Vs(2) < > sm.|Q). (4.20)
dt
5m5|QH-1

Consideremos r3 = . Suponhamos que ||z(t,to, 20)|| 2~ >

Vs(z) < —(t —to) + Vis(20)-
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Logo, existe ¢ > 0 tal que Vs(2(¢)) < 0, para todo t > to + ¢. Por (4.16]), segue que
12O < cay VE > to+1.

Suponhamos agora que existe 7" > 0 de modo que ||2(to + T')|| 2= < 7. Sem perda de
generalidade, suponhamos que T seja 0 menor niimero positivo satisfazendo esta condigao.

Neste caso, temos duas possibilidades, T'< t ou T' > t. Observemos que, no primeiro caso,

por (4.18), temos
lzB)|| 2 < M(ro),  Vt>to+T.

Suponhamos que T > ¢. Pelo mesmo argumento acima, temos ||z(t)|| 2= < M(ro), para
todo t > ty + T. Agora, observemos que se t € [to + t,to + T entdo ||z(¢)||2 > 10 e
Vs(2(t)) < 0. Assim, ||2()[|% < ca.

Tomemos R = max{,/c2,7o}. Concluimos assim que, para cada B C 2 limitado e

para cada ty € R, existem ¢t > 0 e R > 0 tal que

S(t+to,to)B C B (0,R),  Vt>1.

4.5 Existéncia do atrator pullback

Queremos mostrar que o processo admite atrator pullback. Para tal, utilizaremos o

Teorema Reescrevemos o problema ({4.1]) na forma

wy = C(t)w + F(w)

onde C(t) = (_O L 5I(t) 1) e F(w) = ( fe?w)) .

Logo podemos escrever o processo S(-,-) da seguinte forma
S(t, s)wy = L(t, s)wy + U(t, s)wy,
onde L(-,-) é o processo associado & equagao linear w, = C(t)w e U(t, s)wy é dado por
t
Ul(t, s)wyg :/ L(t, 7)F(S(r, s)wg)dr.
Proposicao 4.6. Existem constantes K > 0, a > 0 tal que

| L(t, s)|| .22y < Ke =), Yt > s.
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Demonstracao. Para b > 0, consideremos o funcional dado por

1
Wi(p,¢) = —||90HH1 )26 (0: ) 20y + 5191520

Observemos que, pela desigualdade de Cauchy,
126 (0, 9) 2y | < 269l 2@ 1l 22(0) < bl o) + Ol lI72(0)

Consideremos b < by tal que %HSOHJ%I(%(Q) + 20 (0, V) 20y + %H@/}H%%Q) >0

Assim,

1 1
el + 71610 < Wile.9) < (5+0) Iolye + (3 +0) 13- (421)

(%

Calculemos a derivada de W}, sob L(t, s)(¢,v) := <v> :

%Wb(v V) = 0,06 g1y + 20M|vell72 () + 26 (0, V1) 20y + (V1 Vi) 120
= (Vu, V) aq) + 20|04 |72 (0 + 2b (v, —B(t)v, + AV) 12y
+ (v, =B(t)ve + Av) 12
= 20][vi]| 720y — 26B(t) (v, 01) 120y — 20(VV, V) 120y — B vel 720y
—(Bo = 2b)[[vell720) — 26l Vol 72() + 2081 (v, 1) p2(q
onde usamos o Corolério e que (v, Av) 2y = _HVUH%Q(Q)' Pela desigualdade de

Young, para € > 0, temos
€
[{v, 0 2oy | < ollez@llvellze) < 5l10lze) + - llvellza)-

E entao

d

2 Wolv,v) < —=(Fo — 20) vl 20y — Bllvll3 @) — DI VUlIZ2() + 0B ][0l 2(q)
bBy

+— Hthm(Q

bB
s—(&—2w—€)uwm2 ~ bl + (bt~ DA ol

Para e < %, temos

d b3
W) < = (5= 2= 20 e, ol

Tomando b > 0 suficientemente pequeno tal que 5y — 2b — % > 0, existe a > 0 tal

que
d
aWb(U v) < —ZH v, v ||% (4.22)



64 CAPITULO 4. UMA EQUACAO DE ONDA SEMILINEAR AMORTECIDA

Por (4.21) e (4.22) segue que
d

%Wb(L(t’ 3)(907 1/])) < _aWb(L(t> S)(Spa ¢))

Observemos que, pela nossa escolha de b < by temos W, > 0 e entao

AWML )0 0) _
WLt s)(ew) — "

integrando de s até ¢ temos

log Wy, (L(t, 5) (0, ¥)) — log Wi (¢, ¢) < —a(t — s)
I
Wi(L(t, s)(,¥)) < e IWy (0, 9).

Finalmente,

[ L(t, 5)(¢, %)

o SAWL(L(E, 8) (0, ) < 4e Wy, 9) < A(5 + b)e )

Portanto, existe K > 0 tal que, se t > s entao

HL(t S Hz < Ke @

Proposicao 4.7. U(t,s), para t > s é um operador compacto.

Demonstracao. Mostremos primeiramente que f6 leva subconjuntos limitados de H} ()
em subconjuntos limitados de W17 (Q), para =% <1 < 2. De fato, usando ( . e .,

temos

1@l = | 1F I + / ) V) ds
S/QC(“F’U(v”’f)|p)rdf5+/C(lJr\u(af:)Ip1)T\Vu(:c)|Td:c

2

Agora usando Holder com expoentes % e 22:, temos

I

+ Hup 'Yu

L’“(Q))

- / () O V() dr < [l )

) r
= [lull 2l IVl

Tomemos r > 0 de modo que rlp=l) _ QT"Z =rp—1)n-2)=n2-r)=2r>

2—r n

2n —nr = r > 2. Temos
n+2

N Y

o=Vl gy < ol %0

1220
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Usando isto e que rp < 2p < =5, vemos que

er<U>||§V1,r(Q)<c(1+H ull 2y o IVl oy + ll g 1V UHZz(Q))-

Portanto, f leva subconjuntos limitados de H}(€2) em subconjuntos limitados de
W (Q), para algum 2% < r < 2. Agora, pelo Teorema temos W17 (Q) esta imerso
compactamente em L2(Q).

Concluimos assim que f¢ é um operador compacto.

Logo, F' é um operador compacto, L(t,7)F(S(7,s)(:)) é compacto ja que é composi¢ao
de um operador linear e um compacto. Finalmente, U(t, s) é compacto, para t > s pois
o operador é compacto.

Portanto, U é um operador compacto. O

Logo, pelo Teorema 0 nosso problema admite atrator-pullback {A(t) : t € R} e,

para cada t € R, temos que U A(s) é limitado em 2.
s<t

4.6 Regularidade do atrator pullback

J& sabemos que U A(t) é limitado em 2. Logo, para cada t € R,
teR

={&(t) | £: R — X & uma solucao global limitada para S(-,-) } . (4.23)
Nosso objetivo agora ¢ mostrar que UA(t) ¢ limitado em 21 = H?*(Q) x H}(Q).

teRr
Consideremos & : R — 27 uma solugao limitada. O conjunto {£(¢) : ¢t € R} é limitado

em 2, pois £(t) € A(t), para todo ¢t € R. Agora &(-) = (u(-), w(-)) e podemos escrever,

pela formula da variacao das constantes

£(t) = L{t, $)€(s) + / L(t, 7)F(¢(r))dr,

e pela Proposicio [4.6] temos
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Observemos que w(s) = wy(s) = 0. Também Aw(s) = 0. Logo, w satisfaz a seguinte
equacao

wy + BH)we = Aw + f(w)
com w(s) = w(s) =0.

Consideremos o funcional de energia

Wil,0) = 3190 laiay + 511y + 20 (6. Vi

Derivando sob (w,w;), temos

d
£Wb( w(t), wi(t)) = (Vw, Vwe) 12 gy + 2b (we, We) 12y + 26 (W, Wit) 120y + (W, Wet) 12(q)
= (Vw, Vwe) 12y + 2b||thL2 + 20 (w, —B(t)we + Aw + [9(w)) 12
+ <’U}t, —B( )wt + Aw + fe(w)>L2(Q)

= 2b||w| . @ — 26B(1) (w,w1) 12y — 2b (Yo, V) 12
+2b <w>fe<w>>L2(Q) — B(t ||thiz @ T (wy, fe<w)>L2(Q)
—(% _zb)Hth;( 2b|vaHL2 + 2681 (w, we) p2(qy
+2b(w, f4(w)) 20y + (Wi, [ (W) 20 -
Facamos algumas limitagoes. Primeiramente, veja que para a > 0, temos

o 1
{w, we) 20y < ”me(Q)HthL?(Q) < EHI‘)H;(Q) - %Hth;(Q)‘ (4.24)

Agora, da condigao de dissipatividade (4.5)

(0, 1)) gy = / w(a) f (w(z))dz < / (M — )uP(x) + Mz

e entao

(w0, () ey < (= &) 0]y + M1 (425)
Observemos agora que
£ ey = [P o< [+ u@pPar<e(1+ [ o d)
= ¢ <1 ™ ||wHiZP(Q))

e, como 2p < =5 temos

er(w)HiQ(Q) sc (1 + HwHZ)&(Q)) <C
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para algum C' > 0.

Assim, para v > 0, temos

(we, (W) 20y < Hwt”m(g)”fe(w)HL?(Q) = %”thiQ(Q) +C (4.26)

Logo, por (4.24)), (4.25) e (4.26),

d
g Volw w) < = (8o = 26) el ) = 200V [y + BBl

dt
bﬁ 2b(\ —¢ ¥
el +—1 IVwlag) + 5 lwtlla, + €

b3 2be
(BO_Qb__l_ ) Hwt|lL2(Q) va”L2
+bﬁla||’w||iz o tC

b3 be
(ﬁo —2b— _1 - _> Hwt”;(m - )\_1”va§2(9)
+ (bpra — be) HwHL2 +C.

Agora, tomemos o = g—le ~v = 2b e considerando b suficientemente pequeno temos

d 0 2
CWp(a(r), w(0)) < =2 2y — 3

Por consequéncia disso, para cada limitado B em 2,

U U(r,s)B é um subconjunto limitado de 2" (4.27)

s<1<t

Denotemos v = w;. Entao é satisfeita a equacao

v + B(t)vy = Av — /() v + f(w(t, s;uo))v(t, s;up), (4.28)

com condi¢oes iniciais v(s) = 0 e v(s) = f(wo).

Estimemos (v,v;) solugao de em H}(Q2) x L*(Q). Para tal, utilizaremos um
método de aproximacdo usado em [3]. Para e > 0, definimos Y = D ((—A)2), com a
norma do grafico e Y ¢ = (Y)*, o dual de Y*.

Definimos o funcional

Wil ) = Llellea 4 SllelE . + 2 (o) Vi) € VI v

Tomemos €; = w < 1. Encontremos r* > 0 tal que

1 (w)welly—o < e ()

L (@)
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Para termos essa desigualdade, basta que Y «— L"(2), onde % + ri = 1. Como

Ye = X3 = H9(Q), segue que

2n
€E— 5 2——=>r<
T n — 2¢;
Tomemos r = nf’;ﬂ e entao r* = nigﬂ.
Assim
17 helly o < el il (.20
Usando a desigualdade de Holder para "*261 e "+2€1 , temos
AT ||f'<w>>|ﬁ(m>|wtum o
L[| Jwl L (© >HthL2(Q)
(4.30)

<c (1 + Hw‘ e Un(ﬂ)) HthL2(Q)
<c (1 + [Jw]” %(Q > HthL2(Q) =G,

com constante C' > 0. Acima, também usamos a desigualdade de Minkowski, que || &
finita e que Hj(Q) — L*(Q).
Agora, para v satisfazendo (4.28)),

d

g We (0(8), ui(t)) = (v, 0y + 26 {0, =B(t)o + Av = (Yo + [/ (w)wi)y—

+ 20 (v, i)y + (v, —B()ve + Av — B (t)v + f(w)wi)y o -
chegamos que

Usando que (v, v)y1-0 = — (A0, )y € (U, AV)y o, = —|0][}1.,,

S (0(0), 00)) = =(B(0) = 20) [l -, = 2o, — (B50) + 1)) 0, 0)
= 28 ) [elly ., + 26 (0, S (whwn)y— + (0n, S (w)wr)y -
(80 = ) [onlly—y = 2[ellyaes + @081+ Dlfolly o [fee]ly -,
+20LJolyey + 200l |5 C)ewely ey + enllyo [ Co)ene]l oy
onde L > 0 é a constante de Lipschitz de 3.

Usando a desigualdade de Cauchy para o, v,n > 0,

IN

2
olly-cillerlly-o = 5o llolly-o + 5 lerlly-

IN

vy 1
lolly-alls @y < Fllelly-o + 5ol @l

i 1
[Vl [ )wff -y < gHthi-q+5Hf’<w>wt}li-q
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Pelas desigualdades acima e por e (4.30), temos

d
%mngs%%—%wwayﬂww;ﬂ SR

e @tial 2ol + byl + Dl +C.
Como g1 < 1 temos

Q) =X X7 =y,

Consequentemente,

@i, Lol <k, (431)

para alguma constante k > 0.
Ainda, Y'7°1 < Y1, Logo, existe ¢ > 0 tal que || - ||y-«r < ¢f - [ly1-e.

Pela imersao dada acima e pela equagao (4.31)), temos

d a
i Waa(v,v1) < = (B — 26— 2258 T Jlo| |1 b3,

2
+ (=b+cby) |Jv][y1, +C.
Com as escolhas apropriadas para valores de «,~,n > 0 e tomando b suficientemente

pequeno, chegamos que

%Wel(v(t),vt(t))<—@HthY o) (4.32)

De (4.32)) e usando (4.23)), temos

U A(t) é limitado em Y2~ x Y'1~¢1, (4.33)

teR

Usando desigualdade de Hélder,

17 @eelly o, < el S el gy o

= P %

Agora, observemos que Lt (Q) — H'=9(Q) = Y. Logo,

I @wrlly.,, < ellwillysallF @, gz

< clfwifl e [[1+ Jol

[@=eFT ()

< CHthYFEl <1 + H ’w’pleL#(Q)

< CHthyl €1 (1 + Hw‘ n(p 1 > .

1H1(Q)
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n(p=1) .
Nossa intengao é descobrirmos €3 > 0 de modo que Y274 — Le-a+1(Q). Isto é valido

se
n _ —ne—e +1) n—2
2 — = sp-1)(-1 D) e+ 1
€1 5 = n(p—l) (p )( +€1+ 9 )_62 €1+
Usando que ¢; = (”_1)2&, temos

per—p+1<e—e+1=e>((p+1l)eag—Dp.

Usando (4.33) para ea = (p + 1)e; — p temos
U A(t) é limitado em Y27 x Y17,
teR
Continuando esta iteragao, acabamos por provar que
|J A(t) ¢ limitado em Y? x Y. (4.34)
teR

De (4.34]), temos

Sup sup {”5(75)”17

ted teR

&(t)

&(1)

21 y} < 400.

4.7 Semicontinuidade superior da familia de atratores

O estudo da continuidade do atrator pullback nos fornece informagoes sobre o compor-
tamento do atrator pullback de um problema quando este problema sofre alguma pertur-
bacao. Esta é um propriedade muito conveniente visto que em problemas fisicos, quimicos,
biolégicos, etc, usualmente trabalhamos com equagoes que sao modelagens aproximadas
dos problemas.

Nesta secao, mostraremos que para o atrator pullback da equacao de onda semilinear
amortecida ¢é valida a semicontinuidade superior. O desenvolvimento deste resultado foi
baseado em [6].

Consideremos uma familia {5.(-)}.>0 em que para cada € > 0, a funcdo . : R —
(0, +00) € limitada, globalmente Lipschitz e existem [y < f.(t) < S, com (1 > 5y > 0
(constantes que independem de ¢).

Fixe € > 0. Consideremos €2 C R™ um conjunto com fronteira suave e a equacao:

g + Be(H)uy = Au+ f(u) (4.35)
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em () C R", com condigao de contorno de Dirichlet e f € C?(R) uma fungiao nao-linear

tal que
[f'(s)] < e(1+ [s[P7h), (4.36)
lim sup @ < Ar. (4.37)
|s|—=+o0
comc>0el<p<-5e A éo menor autovalor de —A.

Observemos que as condlgoes de sdo exatamente as mesmas de (4.1). Logo,
existe um processo de evolucao {S.(t,s) : t > s} associado a equagao (4.35) e o mesmo
admite atrator pullback o7 = {A.(t) }ier.

Teorema 4.8. Suponhamos que ||5e — Poll Lo (m) =00, Entao, para zo = (ug,v9) € 2" e

T € R, temos que 2 = (u(f),ugs)) = S.(-,7)z converge a 2 = (u(o),u§0)> =S(-,7)z0
quando € — 0.

Mais ainda, € vdlida a semicontinuidade superior da familia {A-(t) : t € R}.so em 0,
15t0 €,

sup (A (1), Ag(t)) =% 0.

teR

(e) _

Demonstrag¢io. Denotamos u = u®) — u©® e v, = uy u§0). Observemos que

uy + Beul® — Bul” = Au+ f (u®) — f (u). (4.38)
Multiplicando a equagao acima por u; e integrando sobre €2, temos

/Qutt( Juy(x )dw+ﬁg/ ( Yug(z)dx — B ut x)uy(x)dx

= /QAu(x)ut(x)dx —i—/Q [f (u®(x)) - f (u(o)(x))] u(z)dx.

Podemos reescrever da seguinte forma

31 | w@Pds 5. [ juio)fde = (5= 8) [ ¥ @u(oyts
= /QAu(x)ut(x)dx%—/Q [f (u(s)(x)) —f(u(o)(x))} w(z)dz.

Usando integracao por partes e reorganizando, temos

m ( / Jur(2) Pz + / [Vu(z |dw> :\—@ /Q () [Pdz + (B. — B) /Q u® (2)uy () dz
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Observemos (x) e (x%) separadamente.

() Observemos que
/ g () Pz + (8. — B) / ul )y (z)dz < (8. — ) /Q Wl () (z)de
< 18 = Bl | 1 @t

Agora,

1 1
/Q’UEO)(@“t(m)‘dx < HUEO)HLQ(Q)”utHLQ(Q) < 5”“1%0)“;(9) + §||utHi2(Q)

Como u{”, u, € L?(Q), existe C' > 0 tal que [, \ugo)(:v)ut(xﬂdx < C. Portanto,

—B. / fur(2) >+ (B = B) / ul” (@) (2)dz < C||B: = B| e g

(%) Temos

1 @) = £ @O @) ot < 1 () = £ () | o

e f(u®) = f(u®) = f (0u® + (1 - )u®) (u® —u®) onde 0 ¢ uma funcio definida
em 2, com 0(x) € (0,1), para todo = € €. Agora, aplicando Holder para § e -5, temos
[f () = f (@) 2o
< [ e (U4 10(2)u@ (@) + (1 - 0()u® @) ) 1 (@) — u® (2)Pda
N2
\ (14106 + (1= 0P| g | = u)?[] 2ny

|
R el P el P [
1) <

2nsegue que Hy(Q) — L"P~D(Q) e

I/\

| /\

Como n(p —

1 () = 7 () [y < & (U 15 + a5 ) el

Como, u®, ul®) € H}(Q), existe K > 0 tal que

Hf (u(e)) —f (U(O)) HL2(Q) <K (HUHZ(}(Q) + HutHiQ(Q)) :

Logo, usando o Corolério [1.20] temos

2dt (HVUHL2 + H“tH;(Q)) < CHﬁﬁ - ﬁ”Loo(R) + K (HVUHiZ(Q) + ”utHi2(Q)> :
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—2K(t—s

Multiplicando ambos os lados por e ), podemos escrever

d o o
a [(Hquizmﬁ [ Ca )} < OB = Bl| ey

Logo

t
<Hvu||ig(ﬂ) + HutH;(Q)) e 2K < / CHﬂs — BHLOO(R)e*?K(S*T)dS

T

2K (s—7) < e 2K.

e usando que e~ V= 1, para s € (T, t), segue que

(17072 0y + lel3aiey) €725 < ClIB: = Bl oy (¢ = 7)-
Finalmente, temos

”V“H;(Q) + HutH;(Q) < Cl|B: - BHLOO(R)(t —)e T,

e—07F
Logo, como ||8; — f||z®) — 0, segue que

u® 5 0 (4.39)
ul® 28 O, (4.40)

Para cada wy € B limitado de 2", temos que w® = S.(t,7)wy — w = S(t,7)wy em
subconjuntos compactos de R, uniformemente para wy em subconjuntos limitados de 2.

Consequentemente, dado 6 > 0, existe g9 > 0 tal que, para todo € < &,

)
sup |5 (t, )ve = St Tl < 5 (4.41)
Ve €A (T)

Fixe t € R. J4 sabemos que existe um limitado D C X tal que J,, A:(s) C D. E,

pela definicao de atrator-pullback, para cada 0 > 0, existe 7 < t de modo que

d(S(t,7)D, A(t)) <

| >

(4.42)

Assim, para cada t € R, usando desigualdade triangular
d(A:(t), A(t)) = d(S:(t, 7)Ac(7), S(t, T)A(7))
< d(S-(t,7)A(7), S(t, 7)A(T)) + d(S(t, 7)A(T), S(t, T)A(T)).

Observemos que se v. € A.(7) entdo

d(S:(t, T)ve, S(t, T)ve) > inf  d(S:(¢, T)v., S(t, T)u.)

us €A (T)
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e entao

d(S:(t, 7)A(7), S(t,7)Ac(7)) < sup  d(S:(t,7)ve, S(E, 7)ve).

Ve €Ae(T)

Consequentemente,

d(A.(t), A(t)) < sup d(S:(t,7)v., St 7)v.) +d(S(t, 7)A(T), S(t, 7)A(T))

ve €A (T)

o 0
<4 =5
_2+2 )

Portanto, esta provada a semicontinuidade superior. O
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