
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SÃO CARLOS

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA

PROGRAMA DE PÓS GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA

Atrator pullback para uma equação de onda semilinear

amortecida

Estefani Moraes Moreira

Orientador: Prof. Dr. Marcelo José Dias Nascimento

São Carlos-SP

Abril de 2018





UNIVERSIDADE FEDERAL DE SÃO CARLOS

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA

PROGRAMA DE PÓS GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA

Atrator pullback para uma equação de onda semilinear

amortecida

Estefani Moraes Moreira

Orientador: Prof. Dr. Marcelo José Dias Nascimento

Dissertação apresentada ao Programa de Pós
Graduação em Matemática da Universidade
Federal de São Carlos como parte dos requi-
sitos para a obtenção do Título de Mestre em
Matemática.

�VERSÃO REVISADA APÓS A DEFESA�

Data da defesa: 26/02/2018

Visto do orientador:

São Carlos-SP

Abril de 2018









Dedico este trabalho

a Haide e ao Everaldo,

meus pais.





Agradecimentos

Durante todo o decorrer da minha vida, em especial agora, sou imensamente grata

ao meus pais, por serem meu suporte e apoiarem todas as minhas decisões, dando-me a

oportunidade de errar e acertar fazendo minhas próprias escolhas, por mais difícil que isso

deva ter sido. Obrigada por me fazerem a pessoa que sou hoje e espero fazê-los orgulhosos.

Agradeço também aos demais familiares.

Não poderia deixar de agradecer meu namorado, Anderson, por ser uma das pessoas

mais incríveis que eu conheço e sempre me motivar a correr atrás do que acredito. Sempre

vou ser grata por ter te conhecido.

Agradeço ao meus amigos, em especial aqueles que faziam parte da minha rotina

diária: Cláudio, Thaysa, Juan, Felipe, Camila, Ana e meu colega Saulo.

Um agradecimento a todos os professores que �zeram parte da minha vida e que se

importam com a pro�ssão. Vocês me inspiraram profundamente! Tenho imenso orgulho

de ter feito licenciatura e espero um dia conseguir inspirar alguém também.

Sou grata aos funcionários do Departamento de Matemática e ao meus colegas da

pós-graduação, por toda a parceria no decorrer do mestrado.

E por último, mas não menos importante, agradeço ao meu orientador por ter acei-

tado o trabalho de me orientar mesmo já sabendo a �dor de cabeça� que isto seria, pela

experiência que teve no TCC. Professor, sou muito grata por todo o apoio, paciência e

tranquilidade durante a elaboração do trabalho.

Agradeço a quem se dará ao trabalho de ler a minha dissertação, dediquei-me pro-

fundamente e com grande carinho à mesma, espero que isto seja perceptível durante a

leitura.

Este trabalho contou com o apoio �nanceiro da CAPES.





Resumo

Neste trabalho, apresentamos um pouco sobre as teorias de semigrupos e atratores

globais. Também falamos sobre processos de evolução e atratores pullback. E por �m,

estudamos a existência e a regularidade do atrator pullback para o problema da forma

utt + β(t)ut = ∆u+ f(u)

em um domínio suave Ω ⊂ Rn com condições de contorno de Dirichlet. A perturbação

β : R −→ (0,+∞) é uma função apropriada e f ∈ C2(R) é uma função não-linear com

uma condição de dissipatividade.

Palavras-chave: processos de evolução, atrator pullback, equação de onda semilinear

amortecida.





Abstract

In this work, we present some of the theories of semigroups and global attractors. Also,

we present process of evolution and pullback attractors. Finally, we show the existence

and regularity of the pullback attractor for the problem

utt + β(t)ut = ∆u+ f(u)

in a bounded smooth domain Ω ⊂ Rn with the Dirichlet boundary conditions, the damping

β : R −→ (0,+∞) is a suitable function and f ∈ C2(R) is a nonlinear function with a

dissipative condition.

Key-words: Evolution process, pullback attractor, damped wave equation.
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Prefácio

O conceito de sistema dinâmico tem importância fundamental na compreensão de

muitos fenômenos naturais, serve para estudar modelos físicos, químicos, biológicos, entre

outros. Matematicamente, um sistema dinâmico é uma família a um parâmetro (em geral

o tempo) de aplicações de um espaço abstrato (o conjunto de estados) nele mesmo. Em

geral, um sistema dinâmico está associado a uma equação diferencial.

Quando trabalhamos num sistema dinâmico podemos estudar a dinâmica backwards

(comportamento do sistema no passado, quando o parâmetro é o tempo) e a dinâmica

forwards (comportamento no futuro, quando o parâmetro é o tempo). Nos sistemas de

caráter autônomo, as dinâmicas backwards e forwards tem o mesmo comportamento, o

que pode não ser verdade nos sistemas não-autônomos.

Neste trabalho, buscamos apresentar a teoria de semigrupos e de processos de modo

a oferecer uma introdução a quem não está habituado. Na segunda parte, fazemos uma

aplicação da teoria a uma equação de onda semilinear amortecida, com o objetivo de

mostrar a existência do atrator pullback e sua regularidade. Inicialmente, vamos modi-

�car o problema a uma forma que exige menos regularidade, depois mostraremos que as

soluções do problema modi�cado tem a regularidade necessária e nos apresentam soluções

do problema inicial.

O primeiro capítulo é um conjunto de resultados preliminares, isto é, resultados que

serão utilizados nos próximos capítulos. O Capítulo 2 apresenta um pouco sobre a teoria de

semigrupos e atratores globais, potências fracionárias e teoria de interpolações. No terceiro

capítulo, falaremos de processos, atratores pullback e apresentaremos alguns resultados

gerais para tratar o problema do capítulo que o sucede. O último capítulo trata do

problema de equação de onda semilinear amortecida.

xix





Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, vamos apresentar resultados básicos que utilizaremos no decorrer do

trabalho. As principais referências para este capítulo são [1], [7], [11], [12], [14] e [15].

Adicionalmente, apresentaremos alguns poucos resultados sobre teoria de interpolação,

que é tratada de maneira minuciosa em [26].

No decorrer do texto, se nada for declarado, assumimos que X é um espaço de Banach

sobre R.

1.1 Alguns resultados

Proposição 1.1. Seja (X, d) um espaço métrico. Suponhamos que C ⊂ X seja um

compacto e que existe sequência {xn} em X com d(C, xn) → 0 quando n → +∞. Então

{xn} admite uma subsequência convergente.

A demonstração desta proposição é feita em [12].

Proposição 1.2 (Desigualdade de Young). Consideremos a, b ∈ R+ e 1 < p, q < +∞

com 1
p

+ 1
q

= 1. Temos

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

A demonstração desta proposição, pode ser encontrada em [15].

Corolário 1.3. Sejam a, b ∈ R+. Para qualquer ε > 0, temos

ab ≤ a2

2ε
+
εb2

2
.

Em [14], a desigualdade acima é referida como Desigualdade de Cauchy.

1
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Teorema 1.4 (Lax-Milgram). Suponhamos que X seja um espaço de Hilbert. Conside-

remos uma forma sesquilinear limitada b : X ×X −→ K tal que para algum c > 0, ocorra

|b(x, x)| ≥ c‖x‖2
X , para todo x ∈ X. Então, para cada f ∈ X∗ existe zf ∈ X tal que

f(x) = b(zf , x), ∀x ∈ X.

Relembre que uma forma sesquilinear b(·, ·) é uma aplicação que é linear na segunda

variável e antilinear na primeira variável e é dita limitada se ‖b‖ := sup
x,y∈X\{0}

|b(x,y)|
‖x‖X‖y‖X

< +∞.

1.2 Os espaços Lp(Ω) e de Sobolev

Seja Ω um conjunto mensurável de Rn, com a σ−álgebra de Lebesgue e medida de

Lebesgue. Consideremos 1 ≤ p < +∞ e

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R

∣∣∣∣f é mensurável e ‖f‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

< +∞

}
.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski). Para 1 ≤ p < +∞ e f, g ∈ Lp(Ω), temos

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

O teorema acima nos mostra que ‖·‖Lp(Ω) satisfaz a desigualdade triangular e, a partir

disto, �ca muito simples ver que ‖ · ‖Lp(Ω) é uma norma. Mais ainda:

Proposição 1.6. Suponhamos que Ω ⊂ Rn seja um aberto.

i) (Lp(Ω), ‖ · ‖Lp(Ω)) é um espaço de Banach, para 1 ≤ p < +∞.

ii) (L2(Ω), 〈·, ·〉2) é um espaço de Hilbert, onde 〈u, v〉2 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Comumente, quando trabalhamos nos espaços Lp(Ω), utilizamos as duas desigualdades

que seguem:

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hölder). Consideremos 1 < p < +∞ e q tal que 1
p
+ 1
q

= 1.

Se f e g são funções mensuráveis em Ω, temos

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω).
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Corolário 1.8. Suponhamos que |Ω| <∞. Para 1 < p < q < +∞, é válido que Lq(Ω) ↪→

Lp(Ω). Mais ainda,

‖f‖Lp(Ω) ≤ |Ω|
q−p
pq ‖f‖Lq(Ω) ∀f ∈ Lq(Ω).

Corolário 1.9. Sejam 1 < p < q < r < +∞. Temos Lp(Ω) ∩ Lr(Ω) ↪→ Lq(Ω) e

‖f‖Lq(Ω) ≤ ‖f‖λLp(Ω)‖f‖1−λ
Lr(Ω),

para λ ∈ (0, 1) tal que 1
q

= λ1
p

+ (1− λ)1
r
.

Para mais detalhes sobre os espaços Lp(Ω), com 1 ≤ p ≤ +∞, assim como a demons-

tração dos dois teoremas acima, veja [15].

Teorema 1.10. O espaço Lp(Ω) é re�exivo, para 1 < p < +∞.

Relembre que um espaço de Banach X é re�exivo se X = X∗∗, onde X∗∗ representa o

bidual de X.

Seja Ω ⊂ Rn e f : Ω −→ R uma função mensurável. Consideremos

‖f‖L∞(Ω) := inf
{
a ≥ 0 : µ ({|f(x)| > a}) = 0

}
,

com a convenção que inf ∅ = −∞. De�nimos o conjunto

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R | f é mensurável e ‖f‖L∞(Ω) < +∞}.

Teorema 1.11. O espaço (L∞(Ω), ‖ · ‖L∞(Ω)) é um espaço de Banach.

Pouco utilizaremos sobre o espaço L∞(Ω) e, por tal razão, não o exploraremos. Para

mais detalhes, bem como a demonstração dos resultados anteriores, veja [15] e [22].

Alguns problemas físicos não podem ser estudados de maneira satisfatória apenas com

a ideia de solução usual. Isto serviu de motivação para de�nir os espaços de Sobolev e

solução fraca de um problema. Apresentamos os resultados sem demonstração, mas as

mesmas podem ser encontradas em [1] e [7].

Consideremos Ω ⊂ Rn um conjunto limitado e p ∈ R, com 1 ≤ p < +∞. Seja

C∞c (Ω) = { f ∈ C∞(Ω) : f tem suporte compacto em Ω }.

A função f tem suporte compacto em Ω quando existe um subconjunto compacto

Q ⊂ Ω tal que f(x) = 0 para x ∈ Ω \Q.
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Proposição 1.12. O espaço C∞c (Ω) é denso em Lp(Ω), para 1 ≤ p < +∞.

Para mais detalhes, veja [7].

Para p ≥ 1, de�nimos

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣ ∃f1, f2, . . . , fn ∈ Lp(Ω), com
∫

Ω

u ∂φ
∂xj

= −
∫

Ω

fjφ,

∀φ ∈ C∞c (Ω) e ∀j = 1, . . . , n.

 .

Denota-se fj = ∂u
∂xj
, para j = 1, . . . , n e ∇u :=

(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, . . . , ∂u

∂xn

)
.

De�nição 1.13. Consideremos 1 ≤ p < +∞. O espaço de Sobolev é de�nido como o par(
W 1,p(Ω), ‖ · ‖W 1,p(Ω)

)
, onde

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
n∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Proposição 1.14.
(
W 1,p(Ω), ‖ · ‖W 1,p(Ω)

)
é um espaço de Banach. Além disso, W 1,p(Ω)

é re�exivo se 1 < p < +∞ e separável se 1 ≤ p < +∞.

No caso em que p = 2, o espaço de Sobolev é denotado por W 1,2(Ω) = H1(Ω). O

espaço H1(Ω) admite o seguinte produto interno

〈u, v〉H1(Ω) = 〈u, v〉L2(Ω) +
n∑
j=1

〈
∂u

∂xj
,
∂v

∂xj

〉
L2(Ω)

. (1.1)

Proposição 1.15. O espaço H1(Ω) com o produto interno (1.1) é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.16. Seja 1 ≤ p < +∞. Consideremos u, v ∈ W 1,p(Ω). É válido que uv ∈

W 1,p(Ω) e
d

dxj
(uv) =

du

dxj
v + u

dv

dxj
, ∀j = 1, . . . , n.

A seguir de�nimos um subespaço de W 1,p(Ω) que aparecerá no problema do capítulo

�nal. Consideremos C1
c (Ω) o conjunto das funções em C1(Ω) com suporte compacto.

De�nição 1.17. De�nimos o conjunto W 1,p
0 (Ω) como o fecho de C1

c (Ω) em W 1,p(Ω).

Em particular, denotamos H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

O subespaço W 1,p
0 (Ω) é muito útil quando procuramos solução de uma equação dife-

rencial com a condição de Dirichlet de fronteira, pelo seguinte resultado:
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Teorema 1.18. Seja 1 ≤ p < +∞ e suponhamos a fronteira de Ω, denotada por ∂Ω, uma

curva de classe C1. Para u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω), são equivalentes:

i) u = 0 em ∂Ω;

ii) u ∈ W 1,p(Ω).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [7].

Teorema 1.19 (Desigualdade de Poincaré). Seja 1 ≤ p < +∞ e Ω ⊂ Rn um aberto

limitado. Então existe uma constante k > 0 tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ k‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Para mais detalhes, veja [7]. A desigualdade de Poincaré tem algumas consequências,

em especial:

Corolário 1.20. A forma bilinear 〈·, ·〉1 : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R dada por

〈u, v〉1 =
n∑
j=1

〈
∂u

∂xj
,
∂v

∂xj

〉
L2(Ω)

de�ne um produto interno em H1
0 (Ω). Mais ainda, 〈·, ·〉1 é equivalente ao produto interno

usual de H1
0 (Ω).

A �m de facilitar as contas, consideraremos o espaço H1
0 (Ω) com o produto interno

acima, e a norma gerada por este.

Tendo de�nido W 1,p(Ω), podemos também considerar para m ∈ Z com m ≥ 2,

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p(Ω) :

∂u

∂xj
∈ Wm−1,p(Ω), ∀j = 1, . . . , n

}
.

É possível mostrar que se u ∈ Wm,p(Ω) então existem g1, . . . , gm ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω

u(x)φ(j)(x)dx = (−1)j
∫

Ω

gj(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ C∞(Ω),

onde φ(j) é a j−ésima derivada de φ, para j = 1, . . . ,m. Usualmente, denotamos

Dj := gj, para todo j = 1, . . . ,m e de�nimos

‖u‖Wm,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
m∑
j=1

‖Dju‖Lp(Ω). (1.2)
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Proposição 1.21.
(
Wm,p(Ω), ‖ · ‖Wm,p(Ω)

)
é um espaço de Banach. Além disso, a norma

dada em (1.2) é equivalente à norma

|||u||| = ‖u‖Lp(Ω) + ‖Dmu‖Lp(Ω).

Também podemos de�nir Hm(Ω) = Wm,2(Ω), com produto interno dado por

〈u, v〉Hm(Ω) = 〈u, v〉Lp(Ω) +
m∑
j=1

〈
Dju,Djv

〉
L2(Ω)

.

Neste trabalho, usaremos bastante o espaço H2(Ω), que podemos escrever como

H2(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) :

∂u

∂xj
∈ H1(Ω), ∀j = 1, . . . , n

}
.

Teorema 1.22. Sejam r, s ∈ N e 1 ≤ p, q < +∞. Temos

r − n
p
≥ s− n

q
⇒ W r,p(Ω) ↪→ W s,q(Ω).

No caso em que r − n
p
> s− n

q
, a inclusão é compacta.

Para mais detalhes, ver [14].

Teorema 1.23. Suponhamos que Ω ⊂ Rn seja um aberto limitado com fronteira de classe

C1. São injeções compactas

W 1,p(Ω) ↪→ Lr(Ω) para p < n e para todo r ∈ [1, q), onde 1
q

= 1
p
− 1

n
,

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p = n e para todo q ∈ [p,+∞).

Em particular, para todo p ≥ 1, temos W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) e tal inclusão é compacta.

O teorema acima é parte do Teorema de Rellich-Kondrachov, que pode ser encontrado

em [7].

1.3 Operadores setoriais

Consideremos X e Y espaços de Banach (reais ou complexos). De�nimos o conjunto

L (X, Y ) = {T : X → Y | T é um operador linear e contínuo} .

Se X = Y usamos a notação L (X) = L (X,X).
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De�nição 1.24. Consideremos um operador linear A : D(A) ⊂ X → X. De�nimos o

resolvente de A, e representamos por ρ(A), o conjunto{
λ ∈ C : imagem de (λI − A) é densa em X e (λI − A)−1 é limitado

}
.

O conjunto σ(A) = C\ρ(A) é dito o espectro de A. Para facilitar, denotemos a imagem

de (λI − A) por R(λI − A).

De�nição 1.25. Sejam X e Y espaços normados. Dizemos que um operador T ∈

L (X, Y ) é compacto se, para cada conjunto limitado B ⊂ X temos T (B) é um con-

junto pré-compacto.

Lembrando que um conjunto B é pré-compacto se B é compacto.

De�nição 1.26. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado com ρ(A) 6= ∅.

Dizemos que A tem resolvente compacto se existe λ0 ∈ ρ(A) tal que (λ0I − A)−1 é um

operador compacto.

Para a ∈ R e θ ∈ (0, π
2
) de�nimos o setor

Σa,θ = { λ ∈ C : θ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ 6= a },

onde argα representa o argumento (entre [−π, π)) de α ∈ C.

a θ

Figura 1.1: A área sombreada representa parte da região do setor Σa,θ.

De�nição 1.27. Um operador A : D(A) ⊂ X −→ X é dito setorial se A é um operador

fechado, D(A) = X e existem M > 0 e setor Σa,θ ⊂ ρ(A) tais que

‖(λI − A)−1‖L (X) ≤
M

|λ− a|
, ∀λ ∈ Σa,θ.

Usualmente, se D(A) = X, dizemos que o operador A é densamente de�nido.
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Proposição 1.28. Consideremos A um operador setorial, com Σa,θ ⊂ ρ(A). Se b ∈ R,

então Ab = A+ bI é um operador setorial, com Σa+b,θ ⊂ ρ(Ab).

Para mais detalhes, veja [14].

Proposição 1.29. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador fechado densamente de�nido.

São equivalentes:

i) As é setorial, para todo s ∈ R;

ii) As é setorial, para algum s ∈ R;

iii) Existem constantes r, s ∈ R e M ≥ 1 tais que {λ ∈ C : Reλ < r} ⊂ ρ(As) e

‖λ(λI − A)−1‖L (X) ≤M, se Reλ < r.

A demonstração da proposição acima é feita em [14].

Consideremos (H, 〈·, ·〉H) um espaço de Hilbert. Suponhamos A : D(A) ⊂ H → H

um operador densamente de�nido.

De�nição 1.30. O adjunto de Hilbert de A é dado por

A∗ : D(A∗) ⊂ H −→ H

com D(A∗) =
{
y ∈ H : o operador D(A) 3 x 7→ 〈Ax, y〉H é limitado

}
, onde A∗y é tal

que 〈z, A∗y〉H = 〈Az, y〉H , para todo z ∈ D(A).

É fácil ver que A∗ é um operador linear e que, pelo Teorema de Representação de

Riesz, está bem de�nido.

De�nição 1.31. Um operador linear A : D(A) ⊂ H −→ H é dito simétrico se é densa-

mente de�nido e

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 , ∀x, y ∈ D(A).

Em outras palavras, A é simétrico se D(A) ⊂ D(A∗) e A∗x = Ax, para todo x ∈ D(A).

De�nição 1.32. Suponhamos A : D(A) ⊂ H → H um operador densamente de�nido.

Dizemos que A é autoadjunto se D(A∗) = D(A) e A∗ = A.

Notemos que se o operador é autoadjunto então é simétrico. A proposição abaixo nos

oferece condições para garantir a recíproca.
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Proposição 1.33. Se A : D(A) ⊂ H −→ H é um operador simétrico e sobrejetor então

é autoadjunto, injetor e A−1 ∈ L (H).

Resultado retirado de [13].

Teorema 1.34. Seja A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear com D(A) = H. Supo-

nhamos que A seja autoadjunto e que exista m ∈ R tal que

〈Ax, x〉H ≥ m‖x‖2
H , ∀x ∈ D(A).

Então A é um operador setorial.

Este resultado pode ser encontrado em [14].
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Capítulo 2

Semigrupos

Neste capítulo estudaremos um pouco da teoria de semigrupos bem como dos atrato-

res globais. Apresentaremos alguns resultados sobre existência de atratores globais. As

principais referências para este capítulo são [3], [12], [17], [20] e [23].

2.1 C0−semigrupos

Para a ∈ R, consideremos a equação

ẋ = ax.

Já sabemos que as soluções são da forma x(t) = ceat, para t ∈ R, onde c é uma

constante real.

Agora, consideremos A ∈ L (X). Queremos mostrar que o problema

ẋ = Ax

admite como solução eAt :=
+∞∑
n=0

(tA)n

n!
, para t ≥ 0. Observemos que

∥∥∥∥tnAnn!

∥∥∥∥ ≤ |t|n‖A‖nn!
, ∀n ∈ N e

+∞∑
n=0

|t|n‖A‖n

n!
converge.

Logo, eAt converge absolutamente, pelo teste da comparação. Concluímos assim que

eAt ∈ L(X), para todo t ≥ 0.

Proposição 2.1. Dado A ∈ L (X), temos
{
etA : t ≥ 0

}
satisfaz as seguintes proprieda-

des:

i) e0.A = I, onde I representa o operador identidade em L (X);

11
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ii) Para cada t, s ≥ 0, temos e(t+s)A = etAesA;

iii) Temos
d

dt+
etA = AetA;

iv) etA converge uniformemente a I quando t→ 0+, isto é, ‖etA − I‖L (X)
t→0+−→ 0.

Demonstração.

i) Para cada t ≥ 0 podemos escrever etA = I+
+∞∑
n=1

(tA)n

n!
e calculando em t = 0, temos

o desejado.

ii) Primeiramente, para cada t ≥ 0, AetA = etAA. De fato, para cada x ∈ X e para

cada k ∈ N, temos

k∑
n=0

(tA)n

n!
Ax =

k∑
n=0

A

[
(tA)n

n!
x

]
= A

[
k∑

n=0

(tA)n

n!
x

]
.

Logo, etAAx = AetAx, para todo x ∈ X, já que A ∈ L(X) e etA = lim
k→+∞

k∑
n=0

(tA)n

n!
,

por Teorema da Convergência Dominada.

Usando o fato de eAt ser uma série de potências, temos

d

dt
eAt =

+∞∑
n=1

A
(tA)n−1

(n− 1)!
= A

[
+∞∑
n=1

(tA)n−1

(n− 1)!

]
= A

[
+∞∑
n=0

(tA)n

n!

]
= AetA.

onde usamos implicitamente as limitações dos operadores A e etA.

Agora, para cada z ∈ X e s ≥ 0, consideremos o sistema{
ẋ = Ax

x(0) = eAsz.

Observemos que u(t) = eA(t+s)z e v(t) = eAteAsz, são ambas soluções do sistema

de�nidas para t ∈ R. Como A ∈ L (X), o sistema admite uma única solução.

Consequentemente eA(t+s)z = eAteAsz, para todo z ∈ X.

Portanto, eA(t+s) = eAteAs, para t, s ≥ 0.

iii) Para x ∈ X, temos etAx− x =
+∞∑
n=1

tnAnx

n!
= tAx+

+∞∑
n=2

tnAnx

n!
.

Então, para cada x ∈ X, e h > 0,

e(t+h)Ax− etAx
h

=
ehAetA − etA

h
=
ehAx− x

h
etA
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e

lim
h→0+

ehAx− x
h

= lim
h→0+

Ax+
+∞∑
n=2

hn−1An

n!
(x) = Ax.

Portanto, para cada t ≥ 0,
d

dt+
etA = AetA.

iv) Consideremos que, para t ≥ 0,

‖etA − I‖L (X) ≤

∥∥∥∥∥
+∞∑
n=1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
L (X)

≤ |t|‖A‖L (X)

(
+∞∑
n=1

|t|n−1‖A‖n−1
L (X)

n(n− 1)!

)
.

Como n ∈ N, temos n ≥ 1 e

‖etA − I‖L (X) ≤ |t|‖A‖L (X)

(
+∞∑
n=1

|t|n−1‖A‖n−1
L (X)

(n− 1)!

)
= |t|‖A‖L (X)e

|t|‖A‖L (X)
t→0+−→ 0.

Baseado nas propriedades da família {etA : t ≥ 0}, de�nimos:

De�nição 2.2. Uma família {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L (X) é dita semigrupo se satisfaz

i) T (0) = I, onde I é o operador identidade em L (X);

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0;

iii) A função [0,+∞)×X 3 (t, x) 7−→ T (t)x ∈ X é contínua.

Também é possível de�nir um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} ⊂ C(X) mas neste trabalho,

supomos que estamos trabalhando com operadores lineares.

Se não houver perigo de confusão, denotaremos o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} simples-

mente por T (·).

O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito semigrupo fortemente contínuo ou C0−semigrupo

se ‖T (t)x − x‖X
t→0+−→ 0. No caso em que ‖T (t) − I‖L (X)

t→0+−→ 0, o semigrupo é dito

uniformemente contínuo.

Observação 2.3. Um semigrupo uniformemente contínuo {T (t) : t ≥ 0} é um C0−semi-

grupo. De fato, para cada x ∈ X, temos

‖T (t)x− x‖X ≤ ‖T (t)− I‖L (X)‖x‖X
t→+∞−→ 0.
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A recíproca da observação acima não é verdadeira, veja [17].

Teorema 2.4. Suponhamos que {T (t) : t ≥ 0} seja um C0−semigrupo. Então existem

M ≥ 1 e β ∈ R tais que

‖T (t)‖L (X) ≤Metβ, ∀t ≥ 0.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [23]. No caso especial em

que M = 1 e β = 0, isto é, ‖T (t)‖L (X) ≤ 1, ∀t ≥ 0, o semigrupo é dito semigrupo de

contração.

De�nição 2.5. Dado um C0−semigrupo {T (t) : t ≥ 0} sobre X, o gerador in�nitesimal

de T (·) é a aplicação A : D(A) ⊂ X −→ X, onde

D(A) =

{
x ∈ X : existe lim

t→0+

T (t)x− x
t

}

e o operador é de�nido por Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

.

Teorema 2.6. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0−semigrupo. Temos:

a) Para todo x ∈ X, a função [0,+∞) 3 t 7→ T (t)x é contínua.

b) [0,+∞) 3 t 7→ ‖T (t)‖L (X) é semi-contínua inferiormente.

c) Se A é o gerador in�nitesimal de {T (t) : t ≥ 0} então A é um operador fechado

com D(A) = X.

d) Para x ∈ D(A) temos T (t)x ∈ D(A) e a função [0,+∞) 3 t 7→ T (t)x é continua-

mente diferenciável com

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0.

e)
⋂
n≥1

D(An) é denso em X.

f) Suponhamos que ‖T (t)‖L (X) ≤Meβt, ∀t ≥ 0. Então, para todo λ ∈ C, com Reλ > β

é válido

(λI − A)−1 =

∫ +∞

0

e−λtT (t)dt.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [3] e [23].
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Proposição 2.7. Se {T (t) : t ≥ 0} e {S(t) : t ≥ 0} são C0−semigrupos com o mesmo

gerador in�nitesimal então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

A demonstração é feita em [23]. Este resultado nos mostra que um operador pode ser

o gerador in�nitesimal de um único C0−semigrupo.

Teorema 2.8. Consideremos X um espaço de Banach. Suponhamos que A seja gerador

in�nitesimal de um C0−semigrupo T (·). Para x0 ∈ D(A), o problema de Cauchy{
ẋ = Ax

x(0) = x0

admite uma única solução ξ ∈ C1(R+, D(A)). Mais ainda, ξ(t) = T (t)x0, para todo

t ∈ R+.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [4].

Notemos que para A ∈ L (X), o resultado já era conhecido, pois ξ(t) = etAx0, ∀t ≥ 0.

Consideremos o setor Σ = {z ∈ C : θ1 < argz < θ2}, onde θ1 < 0 < θ2.

De�nição 2.9. Suponhamos que X seja um espaço de Banach. Dizemos que um C0−semigrupo

{T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo analítico se existe um setor Σ e existe uma família

{S(z) : z ∈ Σ} que satisfaz:

i) Para t ≥ 0, temos S(t) = T (t);

ii) S(z1 + z2) = S(z1)S(z2), para todo z1, z2 ∈ Σ;

iii) A função Σ 3 z 7→ S(z) é analítica.

Teorema 2.10. Se A é um operador setorial em X então −A é gerador in�nitesimal de

um semigrupo analítico.

Demonstração feita em [16]. É possível mostrar que a recíproca também é válida.

Notemos que na de�nição de gerador in�nitesimal é necessário o conhecimento do

C0−semigrupo. Apresentaremos o Teorema de Hille-Yosida, que oferece oportunidade

de mostrar que um operador é gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo, sem precisar

exibí-lo.
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Teorema 2.11 (Teorema de Hille-Yosida). Seja A um operador linear (limitado ou não).

O operador A é gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo de contrações se, e somente

se, as duas condições acontecem:

i) D(A) = X e A é um operador fechado;

ii) R+ ⊂ ρ(A) e para λ > 0, ocorre a seguinte limitação ‖(λI − A)−1‖L (X) ≤
1

λ
.

A prova do Teorema de Hille-Yosida envolve diversos resultados preliminares e pode

ser encontrada em [12].

Nosso objetivo agora é apresentar o teorema de Lumer-Phillips que nos fornece uma

ferramenta para identi�car se um operador é gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo.

Consideremos X um espaço de Banach e X∗ o seu dual. Também denotaremos por

2X
∗
o conjunto das partes de X∗. A aplicação dualidade é de�nida por

F : X −→ 2X
∗

x 7−→ F (x) =
{
f ∈ X∗ : f(x) = ‖x‖2

X = ‖f‖X∗
}
.

A função está bem de�nida pois o Teorema de Hahn-Banach garante que F (x) 6=

∅, ∀x ∈ X.

A �m de facilitar a escrita, passemos a utilizar a seguinte notação: 〈f, x〉 := f(x) para

f ∈ X∗ e x ∈ X.

De�nição 2.12. Um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X é dissipativo se, para cada

x ∈ D(A) existir f ∈ F (x) satisfazendo Re 〈f, Ax〉 ≤ 0, onde Re 〈f, Ax〉 representa a

parte real do número complexo 〈f, Ax〉 .

Proposição 2.13. Um operador linear A é dissipativo se, e somente se, para cada λ > 0,

‖(λI − A)x‖L (X) ≥ λ‖x‖X , ∀x ∈ D(A).

A demonstração da proposição é feita em [23].

Teorema 2.14 (Teorema de Lumer-Phillips). Suponhamos que A : D(A) ⊂ X −→ X

seja um operador linear densamente de�nido. São válidos:

i) Se A é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que R(λ0I − A) = X então A é o gerador

in�nitesimal de um C0−semigrupo de contrações em X.
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ii) Se A é o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo de contrações em X então A é

um operador dissipativo e R(λI − A) = X para λ > 0.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [23].

De�nição 2.15. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear densamente de�nido.

De�nimos o adjunto de A como o operador At : D(At) ⊂ X∗ −→ X∗, onde D(At) é

formado por todos os funcionais f ∈ X∗ tal que exista hf ∈ X∗ com 〈f, Ax〉 = 〈hf , x〉 ,

para cada x ∈ D(A) e é dado por Atf = hf .

Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0−semigrupo em X. Consideremos {T (t)∗ : t ≥ 0}, onde para

cada t ≥ 0

T (t)∗ : X∗ −→ X∗

f 7−→ T (t)∗f

é o operador adjunto de T (t), isto é, 〈T (t)∗f, x〉 = 〈f, T (t)x〉 , ∀x ∈ X.

A família {T (t)∗ : t ≥ 0} é um semigrupo, não necessariamente fortemente contínuo.

Proposição 2.16. Suponhamos que X seja um espaço de Banach re�exivo e consideremos

um C0−semigrupo {T (t) : t ≥ 0} com gerador in�nitesimal A. Então {T (t)∗ : t ≥ 0} é

um C0−semigrupo com gerador in�nitesimal At.

Veja o resultado em [11].

Recorde o fato de que se X é espaço de Hilbert então X é um espaço re�exivo, veja

em [22].

Queremos apresentar o Teorema de Stone. Antes, recordemos a seguinte de�nição:

De�nição 2.17. Seja H um espaço de Hilbert. Um operador U é dito unitário se U∗ =

U−1, onde U∗ representa o adjunto de Hilbert de U.

Teorema 2.18 (Teorema de Stone). Suponhamos H um espaço de Hilbert. Um operador

A é o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo de operadores unitários em H se, e

somente se, iA é um operador auto-adjunto.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [11].
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2.2 Atratores globais

Sejam A e B subconjuntos de X, de�niremos a semi-distância de Hausdor� entre A e

B por

d(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b),

onde d(a, b) é a distância usual de a, b ∈ X.

Observemos que d(A,B) = 0 implica A ⊆ B.

De�nição 2.19. Sejam B,C ⊂ X. Dizemos que

i) B atrai C sob {T (t) : t ≥ 0} se d(T (t)C,B)→ 0 quando t→ +∞. Nestas condições,

dizemos que C é atraído por B.

ii) B absorve C sob {T (t) : t ≥ 0} se existe t0 ≥ 0 tal que T (t)C ⊂ B, para todo t ≥ t0.

De�nição 2.20. Um conjunto A ⊂ X é dito positivamente invariante sob {T (t) : t ≥ 0}

se para todo t ≥ 0, T (t)A ⊂ A e é dito invariante sob {T (t) : t ≥ 0} se para todo t ≥ 0,

T (t)A = A.

Dado B ⊂ X, podemos de�nir os seguintes conjuntos

γ+(B) =
⋃
t≥0

T (t)B e ω(B) =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

T (t)B.

O conjunto γ+(B) é chamado de órbita positiva de B e ω(B) é o conjunto ω−limite

de B. É possível mostrar que

ω(B) =
{
x ∈ X : ∃{xn} ⊂ X, ∃{tn} ⊂ R+ com tn → +∞ e T (tn)xn → x

}
.

De�nição 2.21. Seja A ⊂ X um conjunto não-vazio e invariante. Dizemos que

i) A é estável se dada vizinhança U ⊂ X de A, existe uma vizinhança B de A de modo

que T (t)B ⊂ U, para todo t ≥ 0.

ii) A é assintoticamente estável se A é estável e existe vizinhança W de A tal que A

atrai todo ponto x ∈ W, isto é, lim
t→+∞

T (t)x ∈ A.

iii) A é uniformemente assintoticamente estável se A é estável e existe vizinhança W

de A que é atraída por A.
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Observemos que iii)⇒ ii)⇒ i).

De�nição 2.22. Um conjunto A ⊆ X é dito atrator global de um semigrupo {T (t) : t ≥ 0}

se é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X.

Proposição 2.23. Dado um semigrupo {T (t) : t ≥ 0}. O semigrupo admite no máximo

um atrator global.

Demonstração. Suponhamos que existam A,B ⊂ X conjuntos não-vazios, compactos,

invariantes e que atraem subconjuntos limitados de X. O conjunto A é limitado pois é

compacto. Como B atrai subconjuntos limitados, pela invariância de A, segue que

d(A,B) = d(T (t)A,B)→ 0, quando t→ +∞.

Logo A ⊂ B.

Da mesma forma, B é um conjunto limitado, pois é compacto e A atrai subconjuntos

limitados. Pela invariância de B, segue que

d(B,A) = d(T (t)B,A) −→ 0, quando t→ +∞.

E então B ⊂ A.

Consequentemente A = B, já que são conjuntos fechados.

Podemos tirar algumas considerações. Seja A ⊂ X o atrator global de um semigrupo

{T (t) : t ≥ 0} e B ⊂ X um conjunto limitado e invariante. Temos, para todo t ≥ 0,

B = T (t)B e então

d(B,A) = d(T (t)B,A)
t→+∞−→ 0.

Logo, B ⊂ A. Concluímos que A é o elemento maximal entre os conjuntos limitados e

invariantes sob {T (t) : t ≥ 0}.

Consideremos C ⊂ X um conjunto limitado e fechado que atrai subconjuntos limitados

de X. Em particular, C atrai A e então

d(A,C) = d(T (t)A,C)
t→+∞−→ 0.

Assim, A ⊂ C, o que nos mostra que A é o elemento minimal entre os conjuntos limitados

e fechados que atraem limitados de X.
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De�nição 2.24. Uma função contínua u : R −→ X é uma solução global para

{T (t) : t ≥ 0} se, para cada t ≥ 0,

T (t)u(s) = u(t+ s) ∀s ∈ R.

Teorema 2.25. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo que possui atrator global A . Temos

A = {x ∈ X : existe uma solução global u : R→ X, com u(0) = x}.

A demonstração deste teorema é encontrada em [13].

2.3 Existência do atrator global

De�nição 2.26. O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito

i) ponto dissipativo se existe B ⊂ X não-vazio, limitado e que atrai todo ponto de X,

isto é, d(T (t)x,B)→ 0 quando t→ +∞, para todo x ∈ X.

ii) limitado dissipativo se existe B ⊂ X não-vazio, limitado e que atrai subconjuntos

limitados de X.

De�nição 2.27. O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito assintoticamente suave se para

cada conjunto B ⊂ X não-vazio, limitado, fechado e positivamente invariante existe um

compacto C ⊂ B que atrai B.

Proposição 2.28. Suponhamos que um C0−semigrupo {T (t) : t ≥ 0} seja assintotica-

mente suave. Suponhamos que B ⊂ X é um conjunto não-vazio para o qual existe tB ≥ 0

com
⋃
t≥tB T (t)B compacto. Então ω(B) é não-vazio, compacto, invariante e atrai B.

Demonstração feita em [14].

Corolário 2.29. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0−semigrupo que possui atrator global A .

Então

i) A é a união de conjuntos ω(B), para B ⊂ X limitado.

ii) A é a união de conjuntos ω(B), para B ⊂ X compacto.

Resultado encontrado em [14].
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Teorema 2.30. Suponhamos que um C0−semigrupo {T (t) : t ≥ 0} seja ponto dissipativo,

assintoticamente suave e γ+(B) seja limitado, para cada conjunto limitado B de X. Temos

T (t) admite atrator global.

Demonstração feita em [14].

De�nição 2.31. Dizemos que x ∈ X é um ponto de equilíbrio para {T (t) : t ≥ 0} se

T (t)x = x, para todo t ≥ 0.

De�nição 2.32. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito compacto se para cada t ≥ 0, T (t)

é um operador compacto, isto é, se B é um limitado de X temos T (t)B é pré-compacto.

Proposição 2.33. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0−semigrupo compacto então {T (t) : t ≥ 0}

é assintoticamente suave.

Demonstração feita em [14].

Lema 2.34. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0−semigrupo então para cada B ⊂ X limitado e

t1 > t0 ≥ 0 o conjunto
⋃

t∈[t0,t1]

T (t)B é limitado.

Veja demonstração em [14].

De�nição 2.35. Dizemos que um C0−semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente com-

pacto se, para cada B ⊂ X não-vazio para o qual exista tB ≥ 0 com
⋃
t≥tB

T (t)B é limitado,

{T (tn)xn} tal que xn ∈ B, para todo n ∈ N e tn −→ +∞ admite uma subsequência

convergente.

Proposição 2.36. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0−semigrupo. Temos T (·) é assintoticamente

suave se, e somente se, T (·) é assintoticamente compacto.

Ver demonstração em [14].

Teorema 2.37. Consideremos {T (t) : t ≥ 0} um C0−semigrupo tal que para todo t ≥ 0,

T (t) = S(t) +K(t), onde:

i) Para cada B ⊂ X limitado, existe tB ≥ 0 com K(t)B pré-compacto, para todo

t ≥ tB.

ii) Para cada B ⊂ X limitado, existe tB ≥ 0 tal que sup
x∈B
‖S(t)x‖X < +∞, para todo

t ≥ tB e sup
x∈B
‖S(t)x‖X → 0 quando t→ +∞.
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Então {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente compacto.

Demonstração. Para cada conjunto não-vazio B ⊂ X, fechado, limitado e positivamente

invariante, mostremos que ω(B) é um subconjunto compacto de B e que atrai B.

Seja ε > 0. Existem t0, t1 > 0 tais que

sup
x∈B
‖S(t)x‖X < ε

2
∀t ≥ t0. (2.1)

K(t)B é pré-compacto ∀t ≥ t1. (2.2)

Logo, ambos os resultados valem para t ≥ max{t0, t1}. Como um conjunto compacto é

totalmente limitado, existem n ∈ N, e x1, . . . , xn ∈ K(t)B tais que

K(t)B ⊂
n⋃
j=1

BX(xj,
ε
2
). (2.3)

Observemos que

ω(B) =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

T (s)B ⊇
⋂
t≥0

T (t)B.

Por outro lado, B é positivamente invariante e então

ω(B) =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

T (t)B ⊂
⋂
t≥0

T (t)B ⊂ T (t)B ⊂ S(t)B +K(t)B.

Usando as equações (2.1) e (2.3), temos

ω(B) ⊂ BX

(
0, ε

2

)
+

n⋃
j=1

BX

(
xj,

ε
2

)
⊂

n⋃
j=1

BX(xj, ε).

Acabamos de mostrar que ω(B) é totalmente limitado. Agora, por de�nição ω(B) é

fechado e, como X é espaço de Banach, segue que ω(B) é compacto.

Sejam {xn} ∈ B e tn ∈ R com tn → +∞. A sequência

{T (tn)xn} =
{
S(tn)xn +K(tn)xn

}
é totalmente limitada e possui subsequência convergente. Logo, ω(B) 6= ∅. É claro que

ω(B) ⊂ B, pois B é fechado e positivamente invariante.

Basta provar agora que ω(B) atrai o conjunto B. De fato, se isto não ocorresse, exis-

tiriam sequências {xn} ⊂ B e {tn} ⊂ R, com tn → +∞ tal que d(T (tn)xn, ω(B)) > ε,

para todo n ∈ N. Mas a sequência é totalmente limitada, pelo argumento acima, logo ad-

mite uma subsequência que converge a um ponto de ω(B), pela de�nição de tal conjunto.

Chegamos a uma contradição.

Portanto, provamos deste modo que T (t) é assintoticamente compacto.
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Quando obtemos a existência do atrator também buscamos conhecer características

sobre tal conjunto. Dado um semigrupo com atrator global, nosso objetivo é estudar

quanto uma perturbação pode afetar o atrator global.

Consideremos (X, d) e (Λ, d) espaços métricos.

De�nição 2.38. Dizemos que uma família {Aλ}λ∈Λ ⊂ X, é

i) semicontínua superiormente em λ0 se

d(Aλ, Aλ0) = sup
xλ∈Aλ

d(xλ, Aλ0)
λ→λ0−→ 0.

ii) semicontínua inferiormente em λ0 se

d(Aλ0 , Aλ) = sup
x∈Aλ0

d(x,Aλ)
λ→λ0−→ 0.

Para mais detalhes sobre a semicontinuidade de atratores globais, veja [12]. Em [10]

e em [25] é mostrada a continuidade de um atrator global para um problema parabólico

semilinear.

2.4 Potências fracionárias

Consideremos X um espaço de Banach. Dado um operador A : D(A) ⊂ X → X,

queremos de�nir o operador Aα para α ∈ C tal que A0 = I e An = A ◦ · · · ◦ A︸ ︷︷ ︸
n vezes

, para todo

n ∈ N. Tais operadores são ditos potências fracionárias de A.

É possível mostrar que se A ∈ L (X) é um operador fechado, com σ(A) ⊂ C\(−∞, 0],

conseguimos de�nir tais potências. No entanto, como é o caso do problema do último

capítulo, o operador nem sempre é limitado.

Para nossa sorte, é possível de�nir potências fracionárias para uma classe mais ampla

de operadores.

De�nição 2.39. Suponhamos que A : D(A) ⊂ X → X seja um operador linear fechado

e densamente de�nido. Dizemos que A é um operador do tipo positivo se R+ ⊂ ρ(A) e

existe constante C > 0 de modo que

‖(1 + s)(sI + A)−1‖L (X) ≤ C, ∀s ∈ R+.
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Observação 2.40. Se o operador A é do tipo positivo, existem θ ∈ (0, π) e r > 0 tais

que o setor

Σθ := {λ ∈ C : |arg(λ)| < θ} ∪ {λ : |λ| < r} ⊂ ρ(−A)

e para algum C > 0,

(1 + |λ|)‖(λ+ A)−1‖L (X) ≤ C, ∀λ ∈ Σθ.

Para α ∈ C, com Reα < 0, de�na

Aα =
1

2πi

∫
Γ

(−λ)α(λI + A)−1dλ =
1

2πi

∫
−Γ

λα(λI − A)−1dλ,

onde Γ é uma curva simples em Σθ \ R+ suave por partes, indo de ∞e−iφ a ∞eiφ, com

0 < φ < θ e −Γ = {−λ : λ ∈ Γ}.

É possível mostrar que a potência está bem de�nida, isto é, não importa a curva Γ

considerada. Para mais detalhes, ver [11].

Consideremos A um operador do tipo positivo. Os resultados que seguem não serão

demonstrados, mas suas demonstrações podem ser encontradas em [11].

Proposição 2.41. Temos

AαAβ = Aα+β, ∀α, β ∈ C, com Reα < 0, Reβ < 0.

Proposição 2.42. Existe M > 0 tal que, para cada α ∈ (0, 1), temos ‖A−α‖L (X) ≤M.

Observemos que tal limitação não depende de α ∈ (0, 1) considerado.

Proposição 2.43. {Aα : α ∈ C, Reα < 0} ∪ {I} é um semigrupo analítico.

Lema 2.44. Para cada α ∈ C, com Reα < 0, temos Aα é injetor.

Para α ∈ C, com Reα > 0, consideremos D(Aα) = R(A−α) e podemos de�nir

Aα : D(Aα) ⊂ X −→ X

x 7−→ Aαx = y,

para y ∈ D(A−α), com A−αy = x.

Notemos que tal de�nição faz sentido pelo Lema anterior, já que A−α é bijetora sobre

R(A−α).
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Proposição 2.45. Sejam α, β ∈ C, com Reβ > Reα > 0. São válidas as seguintes

propriedades:

i) D(Aα) = X;

ii) D(Aβ) ⊂ D(Aα) ⊂ X;

Além disso, temos

Aα+βx = AαAβx = AβAαx, x ∈ D(Aα+β),

A−α+βx = A−αAβx, x ∈ D(Aβ),

Aα−βx = A−βAαx, x ∈ D(Aα).

Proposição 2.46. Suponhamos que n ∈ N ∪ {0}. Se 0 < Reα < n + 1 então podemos

escrever

A−α =
sin(πα)

π

n!

(1− α) · · · (n− α)

∫ +∞

0

λn−α(λI + A)−n−1dλ.

Em particular, para n = 1, e x ∈ D(A)

Aαx = Aα−1Ax = A−(1−α)Ax =
sin
(
π(1− α)

)
πα

∫ +∞

0

λα(λI + A)−2Ax dλ = Aαx.

Resta apenas de�nir as potências fracionárias para Reα = 0. Consideremos α ∈ C tal

que −1 < Reα < 1 e então 0 < Re(α + 1) < 2.

De�nimos

Aαx :=
sin(πα)

πα

∫ +∞

0

sα(sI + A)−2Axds, ∀x ∈ D(A).

Agora, Aα−1 = A−(1−α) e 0 < Re(1− α) < 2.

É possível mostrar que o operador Az é fechável, isto é, para cada sequência {xn} ⊂

D(A) com xn
n→+∞−→ 0 temos Azxn

n→+∞−→ 0.

Para α ∈ C, com Reα = 0, de�nimos Aα = fecho de Aα, isto é, a extensão de Az.

Teorema 2.47. Seja A um operador do tipo positivo. Temos

i) Aα é um operador fechado densamente de�nido, para todo α ∈ C;

ii) Para α ∈ C, com Reα < 0, temos Aα ∈ L (X).

Para α > 0, de�nimos Xα := R(A−α). O conjunto {Xα : α > 0} é dito o conjunto das

potências fracionárias do operador A.
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Proposição 2.48. As seguintes a�rmações são válidas:

i) Se α ≥ β ≥ 0, temos Xα ↪→ Xβ de maneira contínua e Xα é denso em Xβ.

ii) Se ρ(A) é um conjunto compacto então Xα é compacto, para cada α ≥ 0.

iii) Para α ≥ 0, a função

‖ · ‖Xα : Xα −→ R

x 7−→ ‖x‖Xα = ‖Aαx‖X

é uma norma e (Xα, ‖ · ‖Xα) é um espaço de Banach.

Teorema 2.49. Consideremos H um espaço de Hilbert e o operador A : D(A) ⊂ H −→

H densamente de�nido para o qual existe m > 0 com 〈Ax, x〉H ≤ m‖x‖2
H , para todo

x ∈ D(A). Então A é um operador do tipo positivo e existem ε > 0 e Cε > 0 tais que

‖Ait‖L (H) ≤ Cε, ∀t ∈ [−ε, ε].

Além disso, para cada z ∈ C, podemos escrever

Az =
1

2πi

∫
Γ

(−λ)z(λI + A)−1dλ,

onde Γ é união dos raios −b+∞eiθ e −b+∞e−iθ, com b ∈ (0,m) e θ ∈ (0, π), orientada

de forma que a parte imaginária cresça ao longo de Γ.

A demonstração do teorema acima é feita em [2].

Teorema 2.50. Consideremos H um espaço de Hilbert. Suponhamos que A : D(A) ⊂

H −→ H seja um operador autoadjunto, densamente de�nido e que, para algum α > 0,

〈Ax, x〉H ≥ α‖x‖2
H , para todo x ∈ D(A). Então A é um operador do tipo positivo e existe

ε > 0 e Cε > 0 com

Ait ∈ L (H) e ‖Ait‖L (H) ≤ Cε, ∀t ∈ [−ε, ε].

Este resultado está demonstrado em [2].
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2.4.1 Potências fracionárias do operador adjunto At

Suponhamos que X seja um espaço de Banach re�exivo. Consideremos A : D(A) ⊂

X −→ X um operador setorial positivo de�nido, com setor Σθ ⊂ ρ(−A) e

(1 + |λ|)
∥∥(λI − A)−1

∥∥
L (X)

≤ C (C > 0). (2.4)

Consideremos At o operador adjunto de A, veja De�nição 2.15. Para facilitar, vamos

utilizar a seguinte notação: X∗ := X∗.

Teorema 2.51. Nas condições acima, At é um operador setorial com mesma constante

C de (2.4) e mesmo setor Σθ.

Além disso,

(X−α)∗ = Xα
∗ , ∀α ∈ R.

Demonstração. Para u ∈ X temos Aαu ∈ X−α e para v ∈ X−α, A−αv ∈ X.

Se x ∈ A−α então

〈ξ, x〉 =
〈
ξ, AαA−αx

〉
=
〈
ξ ◦ Aα, A−αx

〉
e então ξ ∈ (X−α)∗ ⇔ ξ ◦ Aα ∈ X∗.

Agora, usando a de�nição de adjunto, para cada x ∈ D(Aα), temos

〈ξ ◦ Aα, x〉 = 〈ξ, Aαx〉 =
〈
(Aα)tξ, x

〉
e então ξ ◦ Aα ∈ D(Aα)∗ ⇔ ξ ∈ D ((Aα)t) .

Falta mostrar que as normas também são equivalentes. Para isto, veja que

‖ξ‖(X−α)∗ = sup
{
〈ξ, x〉 : x ∈ X−α, ‖x‖X−α = 1

}
= sup

{
〈ξ, x〉 : x ∈ X−α, ‖A−αx‖X = 1

}
= sup {〈ξ, Aαy〉 : y ∈ X, ‖y‖X = 1}

= sup
{〈

(Aα)tξ, y
〉

: y ∈ X, ‖y‖X = 1
}

= ‖(Aα)tξ‖X∗

= ‖ξ‖(X∗)α .
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2.4.2 Potências fracionárias de um operador autoadjunto

Suponhamos H um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊂ H −→ H um operador autoad-

junto, com resolvente compacto e que exista C > 0 tal que

〈Au, u〉H ≥ C‖u‖2
H , ∀u ∈ D(A).

Nestas condições, sabemos que σ(A) é formado por apenas uma quantidade enume-

rável de autovalores com multiplicidade �nita, digamos σ(A) = {λ1, λ2, . . . } onde λj são

autovalores com multiplicidade mj ∈ N e λj < λj+1, para todo j ∈ N. Para detalhes sobre

este resultado, consulte: [7], [11] e [22].

Observemos que, se uj é um autovetor não-nulo associado ao autovalor λj, temos

λj‖uj‖2
L2(Ω) = 〈Auj, uj〉L2(Ω) ≥ C‖uj‖2

L2(Ω)

e então λj ≥ C, para todo j ∈ N.

Podemos decompor H =
+∞⊕
j=1

Mj, onde Mj é um subespaço com base de autovetores

de λj. Logo dimMj = mj e Mj ⊥Mi para j 6= i.

Consequentemente, o operador A pode ser reescrito como

Au =
+∞∑
j=1

λjPju, ∀u ∈ D(A),

onde Pj : D(A) −→Mj representa o operador projeção ortogonal de H sobre Mj.

A potência fracionária para α > 0 também �ca simpli�cada para o seguinte

Aαu =
+∞∑
j=1

λαj Pju, ∀u ∈ D(Aα). (2.5)

A partir disto, é fácil ver que, para α > 0, Aα é um operador autoadjunto: de fato,

dados u, v ∈ D(Aα) temos

〈Aαu, v〉H =

〈
+∞∑
j=1

λαj Pju,
+∞∑
i=1

Piv

〉
H

=
+∞∑
j=1

+∞∑
i=1

〈
λαj Pju, Piv

〉
H

=
+∞∑
j=1

〈
λαj Pju, Pjv

〉
H

e

〈u,Aαv〉H =

〈
+∞∑
j=1

Pju,

+∞∑
i=1

λαi Piv

〉
H

=
+∞∑
j=1

+∞∑
i=1

〈Pju, λαi Piv〉H =
+∞∑
j=1

〈
Pju, λ

α
j Pjv

〉
H
,

já que Pju ∈Mj e Piv ∈Mi e então 〈Pju, Piv〉 = 0, se i 6= j.

Sabemos que λj ∈ R, para cada j ∈ N. Logo, se α > 0 e u, v ∈ D(Aα), temos

〈Aαu, v〉 =
+∞∑
j=1

〈
λαj Pju, Pjv

〉
H

=
+∞∑
j=1

λαj 〈Pju, Pjv〉H =
+∞∑
j=1

〈
Pju, λ

α
j Pjv

〉
H

= 〈u,Aαv〉 .
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2.5 Interpolação

Neste trabalho, vamos utilizar um pouco de Teoria de Interpolações. Tal teoria data

dos anos 50 e uma das funcionalidades é a de criar funções contínuas a partir de outras já

existentes, com um conjunto de saída diferente das funções já existentes. Não entraremos

em detalhes, mais informações podem ser encontradas em [2] e [26].

O que nos interessa são os seguintes resultados:

Proposição 2.52. Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador do tipo positivo para o qual

existem ε > 0 e Cε > 0 com

‖Ait‖L (X) ≤ Cε, ∀t ∈ [−ε, ε].

Então, para cada α, β ∈ C, com Reα < Reβ, e θ ∈ (0, 1) temos

[
Xα, Xβ

]
θ

= X(1−θ)α+θβ.

Na proposição acima, Xα representa a potência fracionária do operador A, para α ∈ C,

[·, ·]θ representa o espaço de interpolação complexo. Para mais detalhes, veja [26].

Podemos obter um resultado semelhante, considerando o operador setorial.

Proposição 2.53. Consideremos X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um

operador setorial para o qual existam ε > 0 e Cε > 0 com ‖Ait‖L (X) ≤ Cε, para todo

t ∈ [−ε, ε]. Então para cada α, β ≥ 0, é válido o seguinte:

[
Xα, Xβ

]
θ

= X(1−θ)α+θβ, θ ∈ (0, 1).

Corolário 2.54. Assuma as hipóteses da Proposição acima. Para θ ∈ (0, 1),

Xθ = [X,D(A)]θ .

Para a demonstração dos dois resultados acima, veja [14] e [26].
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Capítulo 3

Processos de evolução

Neste capítulo, abordaremos os processos de evolução. Vamos estudar resultados que

garantam a existência de atratores pullback. Além disso, trataremos de tópicos que nos

auxiliem com o problema do próximo capítulo. As principais referências são: [2], [12], [13]

e [21].

De�nição 3.1. Um processo de evolução (processo) é uma família {S(t, s) : t ≥ s} ⊂

C (X), que satisfaz as seguintes propriedades

i) S(t, t) = I, para todo t ∈ R, onde I é a identidade em C (X);

ii) S(t, τ)S(τ, s) = S(t, s), para t ≥ τ ≥ s;

iii) (t, s, x) 7→ S(t, s)x é contínua, para t ≥ s e x ∈ X.

Também denotamos o processo {S(t, s) : t ≥ s} por S(·, ·), se não há risco de confusão.

De�nição 3.2. Uma família {A(t) : t ∈ R} é dita

i) positivamente invariante sob {S(t, s) : t ≥ s} se S(t, s)A(s) ⊂ A(t), para cada t ≥ s,

ii) invariante sob {S(t, s) : t ≥ s} se S(t, s)A(s) = A(t) para t ≥ s.

Seja B ⊂ X. Os conjuntos

S(t, s)B = {S(t, s)x : x ∈ B}, γs(B) =
⋃
t≥s

S(t, s)B e γp(B, t) =
⋃
s≤t

S(t, s)B

são ditos respectivamente a imagem de B sob S(t, s), a órbita de B a partir do instante

s ∈ R e a órbita pullback de B no instante t ∈ R.

31
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A de�nição de atrator para um processo não ocorre de maneira análoga ao caso de

semigrupos. Consideremos o seguinte problema retirado de [12]:

x′ = h(t)x− x3, (3.1)

onde h : R → [0, 1] é uma função continuamente diferenciável satisfazendo h(t) = 0,

quando t ≤ 0 e h(t) = 1, quando t ≥ 1.

O retrato de fase da equação, assemelha-se à Figura 3, onde a região sombreada é a

parte onde não conseguimos explicitar o comportamento.

ẋ=x−x3ẋ=−x3

0

1

1

−1

Figura 3.1: Representação das soluções da equação ẋ = h(t)x− x3

A partir deste exemplo, tentemos formular a melhor candidata à de�nição de atra-

tor para um processo, isto é, a de�nição que mantenha mais proximidade ao caso de

semigrupos. Observemos primeiramente que, diferentemente do caso autônomo, o atrator

pullback deve ser uma família {A(t) : t ∈ R} e não apenas um conjunto, pela de�nição

de invariância sob {S(t, s) : t ≥ s}.

(I) Digamos que {A(t) : t ∈ R} é atrator pullback de {S(t, s) : t ≥ s} se é invariante,

A(t) é compacto, para todo t ∈ R e d(S(t, s)B,A(t))
t→+∞−→ 0, para cada B ⊂ X limitado

e s ∈ R.

Pela Figura 3, o possível candidato a atrator para o processo gerado por (3.1) é a família

{A(t) : t ∈ R}, com A(t) = [−1, 1], para todo t ∈ R. Mas, tal família não é invariante e o

problema, apesar de ser relativamente simples, não admite atrator satisfazendo (I).

Modi�quemos um pouco a de�nição:

(II) Digamos que {A(t) : t ≥ τ} é atrator pullback de {S(t, s) : t ≥ s} se é invariante,

A(t) é compacto para t ≥ τ, e d(S(t, s)B,A(t))
t→+∞−→ 0, para cada B ⊂ X limitado e

s ∈ R.
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Observemos que a família {A(t) = [−1, 1] : t ≥ 1} é invariante sob o processo associado

a (3.1). Logo, o problema admite um candidato a atrator. No entanto, criamos um outro

problema, existe uma in�nidade de famílias satisfazendo esta de�nição. De fato, para

cada τ ∈ R e um compacto K ⊂ R com 0 em seu interior, consideremos

B(t) = S(t, τ)K, ∀t ≥ τ.

Temos, para todo t, s ∈ R, com t ≥ s ≥ τ,

S(t, s)B(s) = S(t, s)S(s, τ)K = S(t, τ)K = B(t).

Observemos que B(t) = S(t, τ)K
t→+∞−→ [−1, 1] e então d(S(t, s)D,B(t))

t→+∞−→ 0, para

todo D ⊂ X limitado.

Notemos que a família {C(t) : t ∈ R}, com C(t) = {0}, para todo t ∈ R, não pode

ser atrator para o processo associado a (3.1), já que {1} é um conjunto limitado em R e

S(t, s){1} = {1}, para cada t ≥ s > 1, que não é atraído por {C(t) : t ∈ R}.

Exibimos in�nitas possibilidades para o atrator e não conseguimos garantir um ele-

mento minimal.

Por isso, a abordagem no caso de um atrator pullback será diferente do caso de semi-

grupos, ao invés de estudarmos a dinâmica forwards, estudamos a dinâmica backwards.

De�nição 3.3. Consideremos {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução. Sejam t ∈ R e

B ⊂ X. Dizemos que

i) B atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante t ∈ R sob a ação de S(·, ·)

se para cada limitado D em X, lim
s→−∞

d(S(t, s)D,B) = 0.

ii) B absorve-pullback subconjuntos limitados de X no instante t ∈ R sob a ação de

S(·, ·) se para cada limitado D em X, existe tD ∈ R, tD ≤ t, tal que S(t, s)D ⊂ B,

para todo s ≤ tD.

A partir disso, podemos de�nir que uma família {B(t) : t ∈ R} atrai-pullback subcon-

juntos limitados de X se, para cada t ∈ R, B(t) atrai-pullback subconjuntos limitados de

X no instante t sob a ação de S(·, ·).

E uma família {B(t) : t ∈ R} absorve-pullback se para cada t ∈ R, B(t) absorve-

pullback subconjuntos limitados de X no instante t sob a ação de S(·, ·).
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3.1 Atratores pullback

Nesta seção, de�niremos atrator pullback e apresentaremos alguns resultados que ga-

rantam a sua existência.

De�nição 3.4. Dizemos que uma família {A(t) : t ∈ R} é o atrator pullback para S(·, ·)

se satisfaz as seguintes condições:

i) A(t) é compacto, para cada t ∈ R;

ii) A(·) é uma família invariante;

iii) A(·) atrai-pullback subconjuntos limitados de X e é a família minimal de fechados

satisfazendo essa propriedade, isto é, se {B(t) : t ∈ R} é uma família de fechados

que atrai-pullback subconjuntos limitados de X, temos A(t) ⊂ B(t) para todo t ∈ R.

Recorde que um atrator para um semigrupo, pela Proposição 2.23, não é preciso exigir

qualquer tipo de minimalidade. O exemplo a seguir justi�ca a necessidade desta exigência

no caso de atratores pullback.

Teorema 3.5. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo e {S(t, s) : t ≥ s} o processo autônomo

associado. Isto é, S(t, s) = T (t − s), para t ≥ s. O semigrupo T (·) possui atrator global

A , se e somente se, S(·, ·) tem atrator pullback {A(t) : t ∈ R}, com A(t) = A , para

t ∈ R.

A demonstração deste teorema é feita em [13].

Exemplo 3.6. Consideremos o semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, onde T (t)x = e−tx, com x ∈ R.

Logo, o processo S(·, ·) associado é dado por S(t, s)x = e−(t−s)x, para todo x ∈ R.

A família de compactos {A(t) : t ∈ R}, onde A(t) = {0}, para todo t ∈ R, é uma

família invariante e que atrai-pullback subconjuntos limitados: para cada limitado B ⊂ X

e t, s ∈ R, com t ≥ s temos

S(t, s)B = e−(t−s)B
s→−∞−→ {0}.

Agora, consideremos {C(t) : t ∈ R} com C(t) = [−e−t, e−t]. Essa família é invariante,

pois

S(t, s)C(s) = e−(t−s)[−e−s, e−s] = [−e−t, e−t] = C(t), ∀t ≥ s.
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Logo, {C(t) : t ∈ R} é uma família invariante de compactos e que atrai-pullback

subconjuntos limitados de X, já que 0 ∈ C(t), para todo t ∈ R.

Exibimos duas famílias que satisfazem as propriedades requeridas para um atrator

pullback, à exceção da minimalidade.

3.1.1 Existência do atrator pullback

De�nição 3.7. Dizemos que u : R → X é uma solução global para {S(t, s) : t ≥ s} se

para cada t ≥ s, S(t, s)u(s) = u(t).

Uma solução global constante é dita um ponto de equilíbrio.

De�nição 3.8. Dizemos que uma solução global u : R → X de {S(t, s) : t ≥ s} é

backwards-limitada se existe τ ∈ R tal que o conjunto {u(t) : t ≤ τ} é limitado.

Uma família {A(t) : t ∈ R} é dita backwards-limitada se existe um limitado B ⊂ X e

τ ∈ R tal que A(s) ⊂ B, para s ≤ τ.

Teorema 3.9. Se uma família {A(t) : t ∈ R} backwards-limitada é o atrator pullback de

{S(t, s) : t ≥ s} então

A(t) = {u(t) : u : R→ X é uma solução backwards-limitada}.

Demonstração feita em [13].

Corolário 3.10. Consideremos um processo {S(t, s) : t ≥ s} que admite atrator pullback

{A(t) : t ∈ R}. Se
⋃
t∈RA(t) é um conjunto limitado então, para todo t ∈ R,

A(t) = {u(t) : u : R→ X é uma solução global limitada}.

Demonstração feita em [13].

De�nição 3.11. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução. Para cada t ∈ R,

de�nimos o ω−limite de B ⊂ X como o conjunto

ω(B, t) =
⋂
τ≤t

⋃
s≤τ

S(t, s)B.

Pode ocorrer que ω(B, t) = ∅. Podemos reescrever o ω−limite de B da seguinte forma

ω(B, t) =
{
x ∈ X : ∃{xn} ⊂ X, ∃{sn} ⊂ R, sn → −∞, com S(t, sn)xn → x

}
. (3.2)
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De�nição 3.12. Se {S(t, s) : t ≥ s} admite uma família de conjuntos limitados que

absorve-pullback subconjuntos limitados, dizemos que o processo é pullback limitado dissi-

pativo.

De�nição 3.13. Um processo {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo

se, para cada t ∈ R, existe um limitado B(t) ⊂ X que absorve-pullback subconjuntos

limitados de X no instante s, para cada s ≤ t.

Em outras palavras, para cada limitado K ⊂ X e s ≤ t, existe s0(s,K) com

S(s, τ)K ⊂ B(t), ∀τ ≤ s0.

De�nição 3.14. Um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} é dito pullback assintotica-

mente compacto se, para cada t ∈ R, e {sn} ⊂ R com sn → −∞ e sequência limitada

{xn} ⊂ X, em que {S(t, sn)xn} é uma sequência limitada, {S(t, sn)xn} admitir subsequên-

cia convergente.

Observemos que, por de�nição, ω(B, t) atrai todo ponto x ∈ B, mas não necessaria-

mente atrai o conjunto B.

Lema 3.15. Suponhamos que X seja um espaço métrico. Consideremos o processo

{S(t, s) : t ≥ s}. São válidos:

i) Para todo t ≥ s, temos S(t, s)ω(B, s) ⊂ ω(B, t), para todo B ⊂ X;

ii) Suponhamos que para B ⊂ X existe s ∈ R tal que ω(B, s) é compacto e atrai-pullback

B no instante s. Então, S(t, s)ω(B, s) = ω(B, t), para todo t ≥ s.

Demonstração. i) Sejam t, s ∈ R, com t ≥ s e suponhamos que ω(B, s) 6= ∅. Basta

observar que se x ∈ ω(B, s) então existem sequências {xn} ⊂ B, {σn} ⊂ R com

σn ≤ s e σn
n→+∞−→ −∞ tais que S(s, σn)xn

n→+∞−→ x.

Agora, pela continuidade de S(t, s), segue que S(t, σn)xn
n→+∞−→ S(t, s)x ∈ ω(B, t),

por (3.2).

Portanto, S(t, s)ω(B, s) ⊂ ω(B, t).

ii) Precisamos mostrar que ω(B, t) ⊂ S(t, s)ω(B, s).

Por de�nição, se y ∈ ω(B, t) então existem sequências {xn} ⊂ B e {σn} ⊂ R com

σn ≤ t e σn
n→+∞−→ −∞, tais que S(t, σn)yn

n→+∞−→ y.
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Agora, existe n0 ∈ N tal que σn ≤ s para n ≥ n0 e como ω(B, s) atrai-pullback B

no instante s, temos d(S(s, σn)yn, ω(B, s))
n→+∞−→ 0. Mas ω(B, s) é compacto e, pela

Proposição 1.1 existe subsequência convergente de {S(s, σn)xn}n≥n0 , digamos que

S(s, σnk)xnk
k→+∞−→ x ∈ X.

Notemos que x ∈ ω(B, s), por (3.2). Logo, pela continuidade de S(t, s), concluímos

que S(t, s)x = y.

Portanto, S(t, s)ω(B, s) = ω(B, t).

Lema 3.16. Consideremos X um espaço métrico e {S(t, s) : t ≥ s} um processo de

evolução pullback assintoticamente compacto. Suponhamos que um conjunto não-vazio

B ⊂ X é tal que, para cada t ∈ R existe τ ∈ R, com τ ≤ t e com
⋃
s≤τ S(t, s)B

limitada. Então, para cada t ∈ R, temos ω(B, t) é não-vazio, compacto e atrai-pullback

B no instante t. Além disso, {ω(B, t) : t ∈ R} é uma família invariante.

Demonstração. Sejam sequências {xn} ⊂ B e {sn} ⊂ R com sn ≤ t e sn
n→+∞−→ −∞.

Temos S(t, sn)xn ⊂
⋃
s≤τ S(t, s)B, para todo sn ≤ τ. Como o processo é pullback assin-

toticamente compacto, a sequência {S(t, sn)xn} admite subsequência convergente. Logo,

ω(B, t) 6= ∅.

Sejam {yn} ⊂ ω(B, t). Logo, para cada n ∈ N, conseguimos sequências {xn} ⊂ B e

{sn} tal que sn ≤ n e ainda, d(S(t, sn)xn, yn) ≤ 1
n
. Como

⋃
s≤τ S(t, s)B é um conjunto

limitado e o processo é pullback assintoticamente compacto, temos {S(t, sn)xn} tem sub-

sequência convergente, digamos S(t, snk)xnk
n→+∞−→ x ∈ X. Por consequência,

d(ynk , x) ≤ d(ynk , S(t, snk)xnk) + d(S(t, snk)xnk , x) ≤ 1

nk
+ d(S(t, snk)xnk , x)

k→+∞−→ 0.

Logo, {yn} admite subsequência convergente. Então ω(B, t) é compacto.

Suponhamos, por absurdo, que para algum t ∈ R, o conjunto ω(B, t) não atrai-pullback

B no instante t. Então existem ε > 0 e sequências {xn} ⊂ B e {sn} ⊂ R com sn ≤ t e

sn → +∞ tais que

d(S(t, sn)xn, ω(B, t)) > ε, ∀n ∈ N. (3.3)

Mas, pelo mesmo argumento anterior,
{
S(t, sn)xn

}
admite uma subsequência conver-

gente a algum ponto em ω(B, t), o que contradiz (3.3). Logo, ω(B, t) atrai-pullback B no

instante t.

Pelo Lema 3.15, a família {ω(B, t) : t ∈ R} é invariante.



38 CAPÍTULO 3. PROCESSOS DE EVOLUÇÃO

Para os dois teoremas que seguem, consideremos a família {A(t) : t ∈ R} de�nida por

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B ⊂ X, B limitado}. (3.4)

Teorema 3.17. Suponhamos que o processo {S(t, s) : t ≥ s} seja pullback limitado

dissipativo e pullback assintoticamente compacto. Então {A(t) : t ∈ R}, de�nida em

(3.4), é uma família de conjuntos limitados, é invariante e atrai-pullback subconjuntos

limitados de X.

Além disso, se {B(t) : t ∈ R} é uma família que atrai-pullback subconjuntos limitados

de X então A(t) ⊂ B(t), para todo t ∈ R.

Demonstração. Pela de�nição de {A(t) : t ∈ R} e pelo Lema 3.16, temos de imediato que

{A(t) : t ∈ R} é uma família invariante e que atrai-pullback subconjuntos limitados de X.

Seja {B(t) : t ∈ R} é uma família que atrai-pullback subconjuntos limitados de X.

Observemos que, por (3.2), para cada D ⊂ X limitado ω(D, t) ⊂ B(t). Logo, A(t) ⊂ B(t),

para cada t ∈ R.

Finalmente, como o processo é pullback limitado dissipativo, existe uma família de

limitados que absorve-pullback subconjuntos limitados. Pelo que acabamos de mostrar,

segue que A(t) é limitado, para cada t ∈ R.

Teorema 3.18. Se {S(t, s) : t ≥ s} é um processo pullback fortemente limitado dissipativo

e pullback assintoticamente compacto então {S(t, s) : t ≥ s} admite atrator pullback

{A(t) : t ∈ R}, tal que para cada s ∈ R, o conjunto
⋃
t≤s

A(t) é limitado.

Demonstração. Pelo Teorema 3.17, temos que a família {A(t) : t ∈ R} dada em (3.4)

atrai-pullback subconjuntos limitados de X e é a família minimal com esta propriedade.

Resta mostrar que A(t) é compacto, para cada t ∈ R.

Como {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe uma família

{B(t) : t ∈ R} que absorve-pullback subconjuntos limitados de X no instante τ, para

todo τ ≤ t.

Em particular, existe σt ∈ R tal que S(t, s)D ⊂ B(t), para cada s ≤ σt e D ⊂ X

limitado. Logo,
⋃
s≤σt S(t, s)D é um conjunto limitado sempre que D é limitado. Pelo

Lema 3.16, temos que ω(D, t) é não-vazio, compacto e atrai-pullback D no instante t.

Como B(t) é limitado, temos que ω(B(t), t) é não-vazio, compacto e atrai-pullback B(t)

no instante t.
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Para cada limitado D ⊂ X, mostremos que ω(D, t) ⊂ ω(B(t), t). Se x ∈ ω(D, t)

existem sequências {xn} ⊂ D, {sn} ⊂ R, com sn ≤ t, para cada n ∈ N e sn
→+∞−→ −∞, de

modo que x = limn→+∞ S(t, sn)xn.

Agora, {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo e então, dada

sequência {τk} com τk → −∞ existe sequência {σk} com σk ≤ τk, para cada k ∈ N tal

que

S(τk, s)D ⊂ B(t), ∀s ≤ σk.

Como sn → −∞, para cada n ∈ N, existe nk ∈ N tal que snk ≤ σk. Assim, denotando

ynk = S(τk, snk)xnk ∈ B(t), temos

x = lim
k→+∞

S(t, snk)xnk = S(t, τk)ynk ,

e então x ∈ ω(B(t), t).

Com isto mostramos que A(t) ⊂ ω(B(t), t). Agora, por de�nição de A(t), segue que

ω(B(t), t) ⊂ A(t).

Portanto, {A(t) : t ∈ R} é uma família de compactos pois A(t) = ω(B(t), t) para todo

t ∈ R.

De�nição 3.19. Um processo {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado se, para

cada t ∈ R e B ⊂ X limitado, o conjunto⋃
τ≤t

⋃
s≤τ

S(τ, s)B

é limitado.

Teorema 3.20. Consideremos um processo pullback fortemente limitado {S(t, s) : t ≥ s}

que admite a seguinte decomposição:

S(t, s) = L(t, s) + U(t, s)

tal que

i) Existe uma função α : R+ × R+ −→ R tal que, para cada r > 0, α(·, r) é não-

crescente e α(t, r)
t→+∞−→ 0 com

‖L(t, s)x‖X ≤ α(t− s, r), ∀s ≤ t, ∀x ∈ X, com ‖x‖X ≤ r;

ii) U(t, s) é um operador compacto, para cada t ≥ s.
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Nestas condições, o processo {S(t, s) : t ≥ s} é pullback assintoticamente compacto.

Resultado retirado de [8].

Quando perturbamos um problema, queremos saber se isto modi�cará o comporta-

mento assintótico ou não, ou seja, buscamos um certo tipo de continuidade.

De�nição 3.21. Consideremos Λ ⊂ R e uma família de conjuntos {Aε(t) : t ∈ R}ε∈Λ.

Dizemos que a família é

i) semicontínua superiormente em ε0 ∈ Λ, quando sup
t∈R

d(Aε(t), Aε0(t))
ε→ε0−→ 0.

ii) semicontínua inferiormente em ε0 ∈ Λ, quando sup
t∈R

d(Aε0(t), Aε(t))
ε→ε0−→ 0.

iii) contínua em ε0 se for semicontínua superiormente e inferiormente em ε0.

Em termos mais gerais, a semicontinuidade superior garante, sob uma perturbação,

que o atrator não exploda e a semicontinuidade inferior, que o atrator não imploda. Para

encontrar mais resultados de semicontinuidades inferior e superior, veja [12]. Em [5], é

mostrada a semicontinuidade superior do atrator pullback para um problema parabólico

com difusibilidade grande localizada e em [6], para um problema termoelástico.

3.2 Problemas da forma d
dtx + Ax = f (t, x)

Nesta seção, iremos tratar de equações semilineares. Serão omitidas as demonstrações

dos resultados abaixo, que podem ser consultadas em [13].

Consideremos X um espaço de Banach. Suponhamos A : D(A) ⊂ X −→ X um

operador setorial ou que −A é gerador in�nitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

{e−At : t ≥ 0}. Suponhamos que Reσ(A) ≥ λ para algum λ > 0.

Consideremos uma equação da forma{
d
dt
x+ Ax = f(t, x), t > τ

x(τ) = x0.
(3.5)

De�nição 3.22. Uma função u : [τ, τ + s] −→ X1, (s > 0) é dita uma �mild solution�

de (3.5) se u ∈ C([τ, τ + s], X1) e satisfaz

u(t) = e−A(t−τ)x0 +

∫ t

τ

e−A(t−s)f(s, u(s))ds.
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Teorema 3.23. Consideremos o problema da forma (3.5). Suponhamos que ocorra uma

das situações:

i) A é setorial e para algum α ∈ (0, 1], f : R×X1 −→ Xα é tal que existam C(R) > 0

e ϕ : [0,+∞) −→ [0,+∞) uma função crescente com ϕ(0) = 0 satisfazendo

‖f(t, x)− f(t, y)‖Xα ≤ C(R)ϕ(t− τ) |t− τ |−α‖x− y‖X1 ,

‖f(t, x)‖Xα ≤ C(R)ϕ(t− τ) |t− τ |−α,

quando ‖x‖X1 , ‖y‖X1 ≤ R.

ii) −A é gerador in�nitesimal um C0−semigrupo e f : R×X1 −→ X1 é tal que existe

C(R) > 0, com

‖f(t, x)− f(t, y)‖X1 ≤ C(R)‖x− y‖X1 ,

‖f(t, x)‖X1 ≤ C(R),

quando ‖x‖X1 , ‖y‖X1 ≤ R.

Então, para cada R > 0, existe τmax > τ tal que, para cada x0 ∈ BX1(0, R) existe uma

única mild solution u(·, τ, x0) : [τ, τmax] −→ X1 de (3.5).

Mais ainda, para cada x0, z0 ∈ BX1(0, R),

‖x(t, τ, x0)− x(t, τ, z0)‖X1 ≤ C(R)‖x0 − z0‖X1 ∀t ∈ [τ, τmax].

Em [13], é feita a demonstração do teorema acima.

Teorema 3.24. Consideremos válida alguma das condições do Teorema 3.23. Suponha-

mos ainda que f seja continuamente diferenciável e x0 ∈ Xα+1.

Então a mild solution u(·, τ, x0) : [τ, τ + τmax] −→ X1, dada pelo Teorema 3.23, é

continuamente diferenciável, u(t, τ, x0) ∈ X1+α e u satisfaz a equação (3.5) para t ∈

(τ, τ + τmax).

Mais ainda,

lim
h→0+

u(τ + h)− u(τ)

h
= Ax0 + f(τ, x0).

Corolário 3.25. Suponhamos que são satisfeitas as condições do Teorema 3.23. Então,

para cada (τ0, x0) ∈ R × X1 a mild solution u(·, τ, x0) : [τ0, τmax) −→ X1 é de�nida no

intervalo maximal [τ0, τmax) onde uma das situações ocorre

τmax = +∞ ou lim inf
t→τmax

‖u(t, τ0, x0)‖X1 = +∞.
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Teorema 3.26. Suponhamos que são satisfeitas as condições do Teorema 3.23 e que

f : R × X1 −→ Xα seja diferenciável em relação à segunda variável, isto é, para cada

(t, x) ∈ R×X1 existe Df(t, x) ∈ L (X1, Xα) satisfazendo

lim
h→0

‖f(t, x+ h)− f(t, x)−Df(t, x)h‖Xα

‖h‖X1

= 0.

Se (t, x) 7→ Df(t, x) é uma função contínua de R × X1 em L (X1, Xα) então, para

cada (t, τ, x) ∈ [τ, τ + σ]× [t0 − σ, t0 + σ]×Bε(x0), existe Dfu(t, τ, x) ∈ L (X1) tal que

lim
h→0

‖u(t, τ, x+ h)− u(t, τ, x)−Dfu(t, τ, x)h‖X1

‖h‖X1

= 0.

Mais ainda, �xado (τ, x) ∈ [t0−σ, t0 +σ]×Bε(x0), temos t 7→ Dfu(t, τ, x)u é uma função

contínua de [τ, τ + σ] em X1 e

Dfu(t, τ, x) = e−A(t−τ)x+

∫ t

τ

e−A(t−s)Df(s, u(s, τ, x))Dfu(s, τ, x)ds,

para cada t ∈ [τ, τ + σ].

Os resultados acima são demonstrados em [13].

3.2.1 O operador Laplaciano em L2(Ω)

O operador Laplaciano é muito conhecido, aparece em diversas equações, como por

exemplo, a equação de onda, a equação de calor e a equação de Laplace. Nesta seção,

mostraremos que sob um domínio determinado, o operador Laplaciano em L2(Ω) possui

propriedades que tornam possível a utilização de potências fracionárias.

Seja Ω um conjunto mensurável de Rn, com a σ−álgebra de Lebesgue e medida de

Lebesgue. Consideremos X = L2(Ω), que é um espaço de Hilbert. De�nimos o operador

A : D(A) ⊂ X −→ X

u 7−→ Au = −∆u,

onde D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Mostremos que I + A é sobrejetor, isto é, dado f ∈ L2(Ω) existe u ∈ D(A) tal que

(I + A)u = f.

De�nimos F : H1
0 (Ω) −→ R com F (ψ) =

∫
Ω
ψ(x)f(x)dx. É fácil ver que F é um

funcional linear limitado.
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Seja b : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R a forma bilinear dada por

b(u, v) :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx+

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx.

Observemos que, pela desigualdade de Hölder, para u, v ∈ H1
0 (Ω),

b(u, v) ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) ≤ 2‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω),

assim ‖b‖ ≤ 2 < +∞.

Mais ainda, para cada u ∈ H1
0 (Ω),

|b(u, u)| =
∫

Ω

u2(x)dx+

∫
Ω

|∇u(x)|2dx = ‖u‖2
H1

0 (Ω) ≥
1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω).

Logo, b satisfaz as hipóteses do Teorema de Lax-Milgram. Em particular, existe um

único u ∈ H1
0 (Ω) tal que

F (v) = b(u, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Reescrevendo, existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que, para todo v ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω

v(x)f(x)dx =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+

∫
Ω

∇u(x)∇v(x)dx. (3.6)

É possível mostrar que u ∈ H2(Ω). Este resultado é feito no capítulo 9 de [7].

Para u, v ∈ D(A), usando integração por partes duas vezes temos

〈Au, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

−∆u(x)v(x)dx = −
n∑
j=1

∫
Ω

d2u(x)

dx2j
v(x)dx =

n∑
j=1

∫
Ω

du(x)
dxj

dv(x)
dxj

dx,

〈u,Av〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)
(
−∆v(x)

)
dx = −

n∑
j=1

∫
Ω

u(x)d
2v(x)

dx2j
dx =

n∑
j=1

∫
Ω

du(x)
dxj

dv(x)
dxj

dx.

Então, para cada u, v ∈ D(A), 〈Au, v〉L2(Ω) = 〈u,Av〉L2(Ω) e

〈(I + A)u, v〉L2(Ω) = 〈u, v〉L2(Ω) + 〈Au, v〉L2(Ω)

= 〈u, v〉L2(Ω) + 〈u,Av〉L2(Ω)

= 〈u, (I + A)v〉L2(Ω) .

Logo, o operador I + A é simétrico.

Pela Proposição 1.33, segue que I + A é autoadjunto em H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω). Portanto,

temos que A = −∆ também é autoadjunto em H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).



44 CAPÍTULO 3. PROCESSOS DE EVOLUÇÃO

Mostremos agora que A tem resolvente compacto. A Proposição 1.33 garante que

existe

A−1 : L2(Ω) −→ L2(Ω)

e A−1 é um operador limitado.

Consideremos um limitado B ⊂ L2(Ω). Nosso objetivo é mostrar que A−1B é pré-

compacto em L2(Ω). Mas isto é simples, pois A−1B ⊂ D(A) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω) é limitado

e

D(A) ⊂ H1(Ω), que está compactamente imerso em L2(Ω), pelo Teorema 1.23.

Agora, para u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), temos

〈−∆u, u〉L2(Ω) =

∫
Ω

(−∆u(x))u(x)dx =

∫
Ω

|∇u(x)|2dx = ‖∇u‖2
L2(Ω)

e, pela desigualdade de Poincaré, segue que

〈−∆u, u〉L2(Ω) ≥ K2‖u‖2
L2(Ω).

Pelo Teorema 2.50, existem ε > 0 e Cε > 0 tais que Ait ∈ L (H), e ‖Ait‖L (H) ≤ Cε,

para todo t ∈ [−ε, ε]. Logo, pela Proposição 2.52, dados α, β ≥ 0 e θ ∈ (0, 1),[
Xα, Xβ

]
θ

= X(1−θ)α+θβ.

Como X0 = L2(Ω), X1 = D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), segue que

X
1
2 = [X0, X1] 1

2
= H1

0 (Ω).

Pela desigualdade de Poincaré, se u ∈ D(A), temos ‖u‖L2(Ω) ≤ k‖∇u‖L2(Ω). Este

resultado pode ser melhorado para u ∈ H1
0 (Ω).

Proposição 3.27. Para u ∈ H1
0 (Ω) temos

‖u‖L2(Ω) ≤ λ
− 1

2
1 ‖∇u‖L2(Ω),

onde λ1 representa o menor autovalor de A.

Demonstração. Pela Subseção 2.4.2, temos que σ(A) = {λ1, λ2, . . . }, em que λj é au-

tovalor de A, com λj > 0, para cada j ∈ N. Suponhamos λ1 seja o menor entre estes

autovalores. Sabemos ainda que, para cada u ∈ D(A
1
2 ), temos

A
1
2u =

+∞∑
j=1

λ
1
2
j Pju,
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onde Pj é a projeção de X no subespaço gerado pelos autovetores associados a λj, para

cada j ∈ N.

Notemos que D(A
1
2 ) = H1

0 (Ω) e que A
1
2u = ∇u para u ∈ H1

0 (Ω). Logo,

∥∥∇u∥∥2

L2(Ω)
=
∥∥∥ +∞∑
j=1

λ
1
2
j Pju

∥∥∥2

L2(Ω)
=

+∞∑
j=1

λj
∥∥Pju∥∥2

L2(Ω)
≥

+∞∑
j=1

λ1

∥∥Pju∥∥2

L2(Ω)
= λ1

∥∥u∥∥2

L2(Ω)
.

Portanto, para todo u ∈ H1
0 (Ω),

‖u‖L2(Ω) ≤ λ
− 1

2
1 ‖∇u‖L2(Ω).

3.3 Equações do tipo d
dtx = Ax + f (t, x)

Os resultados desta seção nos auxiliarão no próximo capítulo.

Seja X um espaço de Hilbert. Para θ ∈ [0, 1], β > 0, consideremos um operador do

tipo positivo e autoadjunto A : D(A) ⊂ X → X e o seguinte problema

utt + βAθut = −Au. (3.7)

De�nindo v = ut, obtemos o sistema equivalente(
u
v

)
t

= Aθ

(
u
v

)
,

onde Aθ

(
u
v

)
=

(
v

−βAθv − Au

)
. Consideremos

D(Aθ) =

{(
u
v

)
∈ X

1
2 ×X : −βv − A1−θu ∈ Xθ

}
.

Pela equação (3.7) temos

〈utt, ut〉X + β
〈
Aθut, ut

〉
X

= 〈−Au, ut〉X .

E, como Aθ é autoadjunto,

d

dt

1

2
‖ut‖2

X + β
〈
A

θ
2ut, A

θ
2ut

〉
X

= −
〈
A

1
2u,A

1
2ut

〉
X
.

Então, podemos reescrever

d

dt

(
1

2
‖ut‖2

X +
1

2

∥∥A 1
2u
∥∥2

X

)
= −β

∥∥A θ
2ut
∥∥2

X
.

o que nos sugere o uso do funcional de energia

V (ϕ, ψ) =
1

2
‖ψ‖2

X +
1

2
‖ϕ‖2

X
1
2

+ β‖ψ‖2

X
θ
2
.
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Proposição 3.28. São válidas:

i) O operador Aθ é fechado;

ii) −Aθ é dissipativo em Y0 = X
1
2 ×X, com 1 ∈ ρ(Aθ);

iii) 0 ∈ ρ(Aθ);

iv) Aθ tem resolvente compacto se θ < 1.

v) Aθ é um gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo de contração.

A demonstração desta proposição é feita em [13].



Capítulo 4

Uma equação de onda semilinear

amortecida

A equação de onda é representada por utt = c2∆u onde c > 0 é uma constante. Como

o próprio nome diz, a equação de onda modela problemas ondulatórios e a constante c é

a velocidade de propagação de onda. Para mais detalhes, veja [7] e [18].

Neste capítulo, iremos estudar resultados para uma equação de onda semilinear amor-

tecida, baseado no trabalho em [9]. Seguimos a sequência do capítulo 15 do livro [13],

onde é feita uma versão em R3. No artigo [8] é feita toda a parte de existência do atrator

pullback para Rn com n ≥ 3.

Mudamos ligeiramente a condição de dissipatividade do problema, não desenvolvere-

mos os resultados sobre a estrutura do atrator pullback mas mostraremos a semicontinui-

dade superior do atrator pullback.

No decorrer deste capítulo, denotaremos o termo constante sempre com o mesmo

símbolo em todas as passagens, a �m de simpli�car os cálculos.

Para n ≥ 3, consideremos Ω ⊂ Rn um conjunto limitado e com fronteira suave.

Queremos estudar o processo de evolução relacionado à equação:

utt + β(t)ut = ∆u+ f(u), (4.1)

em Ω ⊂ Rn, com condição de contorno de Dirichlet e f ∈ C2(R) uma função não-linear

tal que

|f ′(s)| ≤ c (1 + |s|p−1) , (4.2)

lim sup
|s|→+∞

f(s)

s
< λ1. (4.3)

47
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com c > 0 e 1 < p < n
n−2

e λ1 > 0 é o menor autovalor de −∆, quando de�nido em

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Assumimos que β : R → (0,+∞) é uma função suave, globalmente Lipschitz, e que

existem β1 ≥ β0 > 0 tal que

β0 ≤ β(t) ≤ β1. (4.4)

Conseguimos retirar algumas informações adicionais do problema:

Observação 4.1. De (4.3), pela de�nição de lim sup, inf
r>0

sup
|s|>r

f(s)

s
< λ1 e então existe

r1 > 0 tal que S := sup
|s|>r1

f(s)

s
< λ1.

Para s ∈ R, com |s| > r1, temos

f(s)

s
− λ1 ≤ S − λ1 < 0.

Denotemos ε0 = λ1 − S > 0 e então, para ε ∈ (0, ε0) e |s| > r1 é válido que

f(s)

s
− λ1 ≤ −ε ⇒

f(s)

s
≤ λ1 − ε.

Como f é uma função contínua, existe M > 0 tal que |f(s)| ≤ M, quando |s| ≤ r1.

Logo, podemos escrever 
f(s) ≤ (λ1 − ε)s, s > r1

f(s) ≥ (λ1 − ε)s, s < −r1

|f(s)| ≤ M
r1
, |s| ≤ r1.

Portanto, existe ε0 > 0 tal que ε0 < λ1 e para ε ∈ (0, ε0),

sf(s) ≤ (λ1 − ε)s2 +M ∀s ∈ R. (4.5)

Observação 4.2. A partir das hipóteses, podemos extrair mais resultados sobre a função

f. Pelo Teorema do Valor Médio, para s, t ∈ R, existe θ ∈ (0, 1) de modo que

|f(s)− f(t)| ≤
∣∣f ′((1− θ)s+ θt

)∣∣ |s− t|.
Usando a equação (4.2) e a desigualdade de Young

|f(s)− f(t)| ≤ c
(

1 + | (1− θ)s+ θt |p−1
)
|s− t|

≤ c
(

1 + 2p−1|(1− θ)s|p−1 + 2p−1 |θt|p−1
)
|s− t|

≤ 2p−1c
(

1 + |s|p−1 + |t|p−1
)
|s− t|.

Além disso, para t = 0, temos

|f(s)| − |f(0)| ≤ 2p−1c( 1 + |s|p−1 )|s|.
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Pela desigualdade de Cauchy, para todo s ∈ R, temos |s| ≤ p−1
p

+ |s|p
p

e concluímos que

|f(s)| ≤ |f(0)|+ 2p−1c

(
p− 1

p
+
|s|p

p
+ |s|p

)
≤ |f(0)|+ 2p−1c (1 + 2|s|p)

≤ (|f(0)|+ 2pc) (1 + |s|p) .
Portanto, f satisfaz uma desigualdade do tipo

|f(s)| ≤ c(1 + |s|p) ∀s ∈ R. (4.6)

4.1 Boa colocação local

Nosso objetivo agora é mostrar que o problema está bem de�nido localmente, isto é,

para cada dado inicial, a solução local existe, é única, além disso, as soluções dependem

continuamente dos dados iniciais.

Consideremos X = H1
0 (Ω) × L2(Ω). Se escrevermos v = ut, e w =

(
u
v

)
, podemos

transformar a equação no seguinte sistema
wt = Bw +G(t, w), t > τ

w(τ) = w0 =

(
u0

v0

)
(4.7)

onde B =

(
0 I
A 0

)
, G(t, w) =

(
0

g(t, w)

)
com

A : D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) −→ L2(Ω)

dado por Au = −∆u e g(t, w) = −β(t)v + f e(u), onde

f e(·) : H1
0 (Ω)→ L2(Ω)

é dada por f e(u)(x) = f(u(x)), para cada x ∈ Ω.

Observemos que f e está bem de�nida já que se u ∈ H1
0 (Ω), então

‖f e(u)‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|f e(u)(x)|2dx
) 1

2

=

(∫
Ω

|f(u(x))|2dx
) 1

2

e pela limitação de f dada por (4.6),

‖f e(u)‖L2(Ω) ≤ c

(∫
Ω

(1 + |u(x)|p)2dx

) 1
2

≤ c
(
‖1‖L2(Ω) + ‖ |u|p‖L2(Ω)

)
≤ c

(
|Ω|

1
2 + ‖u‖pL2p(Ω)

)
< +∞,

pois H1
0 (Ω) ↪→ L2p(Ω), pelo Teorema 1.23.
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Proposição 4.3. Dados s, t ∈ R, suponhamos que |f(s)−f(t)| ≤ c|s−t| (1+|s|p−1+|t|p−1) .

Então, para todo u1, u2 ∈ H1
0 (Ω),

‖f e(u1)− f e(u2)‖L2(Ω) ≤ c‖u1 − u2‖H1
0 (Ω)

(
1 + ‖u1‖p−1

H1
0 (Ω)

+ ‖u2‖p−1

H1
0 (Ω)

)
.

Segue que para z1, z2 ∈X ,

‖G(t, z1)−G(t, z2)‖X ≤ c‖z1 − z2‖X
(
1 + ‖z1‖p−1

X + ‖z2‖p−1
X

)
.

Demonstração. Consideremos u1, u2 ∈ H1
0 (Ω). Temos

‖f e(u1)− f e(u2)‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|f e(u1)(x)− f e(u2)(x)|2dx
) 1

2

=

(∫
Ω

|f(u1(x))− f(u2(x))|2dx
) 1

2

.

Logo,

‖f e(u1)− f e(u2)‖L2(Ω) ≤ c

(∫
Ω

|u1(x)− u2(x)|2(1 + |u1(x)|p−1 + |u2(x)|p−1)2dx

) 1
2

.

Usando a desigualdade de Hölder, com n
n−2

e n
2
, temos

‖f e(u1)− f e(u2)‖L2(Ω) ≤ c‖u1 − u2‖
L

2n
n−2 (Ω)

‖1 + |u1|p−1 + |u2|p−1‖Ln(Ω)

≤ c‖u1 − u2‖
L

2n
n−2 (Ω)

(
|Ω|

1
n + ‖u1‖p−1

Ln(p−1)(Ω)
+ ‖u2‖p−1

Ln(p−1)(Ω)

)
Como H1

0 (Ω) ↪→ Ln(p−1)(Ω), segue

‖f e(u1)− f e(u2)‖L2(Ω) ≤ c‖u1 − u2‖H1
0 (Ω)

(
1 + ‖u1‖p−1

H1
0 (Ω)

+ ‖u2‖p−1

H1
0 (Ω)

)
.

Isto conclui a primeira parte. Consideremos agora z1, z2 ∈ X , digamos z1 = (u1, v1) e

z2 = (u2, v2). Temos

‖G(t, z1)−G(t, z2)‖X = ‖ − β(t)[v1 − v2] + [f e(u1)− f e(u2)]‖L2(Ω)

≤ ‖ − β(t)[v1 − v2]‖L2(Ω) + ‖f e(u1)− f e(u2)‖L2(Ω)

≤ β1‖v1 − v2‖X + c‖u1 − u2‖H1
0 (Ω)

(
1 + ‖u1‖p−1

H1
0 (Ω)

+ ‖u2‖p−1

H1
0 (Ω)

)
≤ c‖z1 − z2‖X

(
1 + ‖z1‖p−1

X + ‖z2‖p−1
X

)
,

onde usamos que 1 + ‖z1‖p−1
X + ‖z2‖p−1

X ≥ 1 e que ‖zj‖X = ‖uj‖H1
0 (Ω) + ‖vj‖L2(Ω), j =

1, 2.
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Como consequência da Proposição 4.3, se z1, z2 ∈ X , com ‖z1‖X , ‖z2‖X ≤ R então

existe C(R) > 0 tal que

‖G(t, z1)−G(t, z2)‖X ≤ C(R)‖z1 − z2‖X .

Observemos que, dado R > 0, se z = (u, v) ∈X é tal que ‖z‖X ≤ R temos

‖G(t, z)‖X = ‖g(t, u)‖L2(Ω) = ‖ − β(t)v + f e(u)‖L2(Ω) ≤ ‖ − β(t)v‖L2(Ω) + ‖f e(u)‖L2(Ω).

Agora,

‖ − β(t)v‖L2(Ω) ≤ β1‖v‖L2(Ω) ≤ β1‖z‖X

e

‖f e(u)‖L2(Ω) ≤ c

(∫
Ω

(1 + |u(x)|p)2dx

) 1
2

≤ c
(
|Ω|

1
2 + ‖up‖L2(Ω)

)
≤ c

(
|Ω|

1
2 + ‖u‖pL2p(Ω)

)
.

Usando que H1
0 (Ω) ↪→ L2p(Ω) e que ‖z‖X = ‖u‖H1

0 (Ω) + ‖v‖L2(Ω). Logo,

‖G(t, z)‖X ≤ CR,

para algum CR > 0.

Notemos que B é um operador da forma B = −Aθ, operador dado na Seção 3.3. Pela

Proposição 3.28, concluímos que −B é gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo.

Finalmente aplicamos o Teorema 3.23 e, para cada R > 0, se z0 ∈X com ‖z0‖X ≤ R

então existe uma única mild solution z(·, τ, w0) : [τ, τ + s] −→ X1 de (4.7).

Ainda é válido que, se w0, z0 ∈ BX1(0, R) então

‖z(t, τ, w0)− z(t, τ, z0)‖X1 ≤ C‖w0 − z0‖X1 ∀t ∈ [τ, τ + s].

4.2 Diferenciabilidade

Nesta parte, precisamos supor ainda que

|f ′′(s)| ≤ c(1 + |s|), ∀s ∈ R, (n = 3) (4.8)

|f ′′(s)| ≤ K, ∀s ∈ R, (n > 3) (4.9)

para algum K ≥ 0. Ainda, consideremos válida a hipótese (4.2) com p = 2 quando n = 4.

Como G é de�nida de X em L2(Ω) sua derivada de Fréchet DG ∈ L
(
X , L2(Ω)

)
.

Precisamos do seguinte resultado:
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Lema 4.4. Consideremos f ∈ C2(R) satisfazendo (4.2) e (4.9). Temos que f e é conti-

nuamente diferenciável e sua derivada de Fréchet Df e : H1
0 (Ω) −→ L

(
H1

0 (Ω), L2(Ω)
)
é

um operador limitado.

Mais ainda, para os casos n = 3 e n = 4, temos que Df e é Lipschitz contínua e para

n > 4, satisfaz a seguinte desigualdade: existe α ∈ (0, 1) tal que, para u, v ∈ H1
0 (Ω),

‖Df eu−Df ev‖L (H1
0 (Ω),L2(Ω)) ≤ c‖u− v‖αH1

0 (Ω).

Demonstração. De�nimos o operador

Df : H1
0 (Ω) −→ L (H1

0 (Ω), L2(Ω))

u 7−→ Dfu

onde [Dfu(h)](x) := f ′
(
u(x)

)
h(x), para x ∈ Ω.

O operador Df está bem de�nido: dados u, h ∈ H1
0 (Ω), usando (4.2) e as desigualdades

de Hölder e de Minkowski, temos

‖Dfu(h)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|f ′
(
u(x)

)
|2h2(x)dx≤c

∫
Ω

(
1 + |u(x)|p−1

)2
h2(x)dx

≤ c

∫
Ω

(
1 + |u(x)|2(p−1)

)
h2(x)dx

≤ c
∥∥1 + |u|p−1

∥∥
L
n
2 (Ω)

∥∥h2
∥∥
L

n
n−2 (Ω)

≤ c
(
|Ω|

2
n + ‖ |u|p−1‖

L
n
2 (Ω)

)
‖h2‖

L
n
n−2 (Ω)

≤ c

(
1 + ‖u‖p−1

L
n(p−1)

2 (Ω)

)
‖h‖2

L
2n
n−2 (Ω)

Agora, H1
0 (Ω) ↪→ L

n(p−1)
2 (Ω), pois p < n

n−2
. Segue que

‖Dfu(h)‖2
L2(Ω) ≤ c

(
1 + ‖u‖p−1

H1
0 (Ω)

)
‖h‖2

H1
0 (Ω) < +∞.

Provemos que Df = Df e, isto, Df é a derivada de Fréchet de f e. Para tal, dividiremos

em três casos: n = 3, n = 4 e n > 4.

Caso n = 3 :

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

[
f
(
u(x) + h(x)

)
− f

(
u(x)

)
− f ′(x)h(x)

]2
dx

=

∫
Ω

[
f ′
(
u(x) + θ1(x)h(x)

)
− f ′(u(x))

]2
h2(x)dx

=

∫
Ω

[
f ′′
(
u(x) + θ(x)h(x)

)]2
h4(x)dx,
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onde aplicamos duas vezes o Teorema do Valor Médio e θ1(x), θ(x) ∈ (0, 1), para todo

x ∈ Ω. Observemos que, para cada x ∈ Ω,

[f ′′
(
u(x) + θ(x)h(x)

)
]2 ≤ (1 + |u(x) + θ(x)h(x)|)2

≤ (1 + |u(x)|+ |θ(x)||h(x)|)2

≤ (1 + |u(x)|+ |h(x)|)2

≤ (3 max{1, |u(x)|, |h(x)|})2

≤ 9
(
1 + u2(x) + h2(x)

)
.

Usando (4.8), a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Minkowski temos

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖2
L2(Ω) ≤ 9

∫
Ω

(
1 + u2(x) + h2(x)

)
h4(x)dx

≤ 9‖1 + u2 + h2‖L3(Ω)‖h4‖
L

3
2 (Ω)

≤ 9
(
|Ω|

1
3 + ‖u2‖L3(Ω) + ‖h2‖L3(Ω)

)
‖h4‖

L
3
2 (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u‖2
L6(Ω) + ‖h‖2

L6(Ω)

)
‖h‖4

L6(Ω).

Agora, observemos que H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) (pois assumimos n = 3) e então

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖L2(Ω) ≤ c
(

1 + ‖u‖2
H1

0 (Ω) + ‖h‖2
H1

0 (Ω)

) 1
2 ‖h‖2

H1
0 (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u‖H1
0 (Ω) + ‖h‖H1

0 (Ω)

)
‖h‖2

H1
0 (Ω).

Logo, fazendo ‖h‖H1
0 (Ω) → 0,

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖L2(Ω)

‖h‖H1
0 (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u‖H1
0 (Ω) + ‖h‖H1

0 (Ω)

)
‖h‖H1

0 (Ω) → 0.

Caso n = 4 :

Podemos escrever, usando a mesma ideia acima,

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

[f ′′
(
u(x) + θ(x)h(x)

)
]2h4(x)dx,

com θ(x) ∈ (0, 1), para todo x ∈ Ω. Por (4.9), temos

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖2
L2(Ω) ≤ K

∫
Ω

h4(x)dx = K‖h‖4
L4(Ω).

Como H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω) (usando que n = 4), concluímos que

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖L2(Ω) ≤ K‖h‖2
H1

0 (Ω)
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e quando ‖h‖H1
0 (Ω) → 0,

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖L2(Ω)

‖h‖H1
0 (Ω)

−→ 0.

Caso n > 4 :

Neste caso, utilizaremos interpolação, observando que n
n−2

< 2 < 2n
(n−2)p

.

Temos

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖
n
n−2

L
n
n−2 (Ω)

=

∫
Ω

(
f ′′(u(x) + θ(x)h(x))h2(x)

) n
n−2 dx

onde θ(x) ∈ (0, 1), para todo x ∈ Ω. Por (4.9), segue que

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖
n
n−2

L
n
n−2 (Ω)

≤
∫

Ω

Kh(x)
2n
n−2dx

≤ K‖h‖
2n
n−2

L
2n
n−2 (Ω)

,

como H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2

(Ω), concluímos que, para alguma constante K ′ > 0,

‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖
L

n
n−2 (Ω)

≤ K ′‖h‖2
H1

0 (Ω). (4.10)

A �m de facilitar as contas, denotemos η = 2n
(n−2)p

. Então∥∥f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)
∥∥η
Lη(Ω)

=

∫
Ω

[f(u(x) + h(x))− f(u(x))− f ′(u(x))h(x)dx]
η

=

∫
Ω

[f ′(u(x) + θ(x)h(x))h(x)− f ′(u(x))h(x)dx]
η

onde usamos o Teorema do Valor Médio, θ(x) ∈ (0, 1), para cada x ∈ Ω. Aplicando a

desigualdade de Hölder para p
p−1

e p temos∥∥f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)
∥∥η
Lη(Ω)

≤
∥∥(f ′(u+ θh)− f ′(u)

)η∥∥
L

p
p−1 (Ω)

∥∥hη∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥f ′(u+ θh)− f ′(u)

∥∥η
L
ηp
p−1 (Ω)

∥∥h∥∥η
L

2n
n−2 (Ω)

Agora,

‖f ′(u+ θh)− f ′(u)‖
L
ηp
p−1 (Ω)

≤ ‖f ′(u+ θh)‖
L
ηp
p−1 (Ω)

+ ‖f ′(u)‖
L
ηp
p−1 (Ω)

.

Notemos que, por (4.2),∥∥f ′(u+ θh)
∥∥ ηp
p−1

L
ηp
p−1 (Ω)

≤ c

∫
Ω

(
1 + |u(x) + θ(x)h(x)|p−1

) ηp
p−1 dx

≤ c

(
|Ω|

p−1
ηp +

∫
Ω

|u(x) + θ(x)h(x)|
2n
n−2dx

)
≤ c

(
1 +

∥∥u+ θh
∥∥ 2n
n−2

L
2n
n−2 (Ω)

)
.



4.2. DIFERENCIABILIDADE 55

Como H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 (Ω),

∥∥f ′(u+ θh)
∥∥ ηp
p−1

L
ηp
p−1 (Ω)

≤ c

(
1 +

∥∥u+ θh
∥∥ 2n
n−2

H1
0 (Ω)

)
.

Então

‖f ′(u+ θh)‖
L
ηp
p−1 (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u+ θh‖p−1

H1
0 (Ω)

)
e, de maneira análoga,

‖f ′(u)‖
L
ηp
p−1 (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u‖p−1

H1
0 (Ω)

)
.

Unindo os resultados anteriores

∥∥f e(u+h)−f e(u)−Dfu(h)
∥∥
L

2n
(n−2)p (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u‖p−1

H1
0 (Ω)

+ ‖u+ θh‖p−1

H1
0 (Ω)

)
‖h‖H1

0 (Ω). (4.11)

Pelo Corolário 1.9 e pelas desigualdades (4.10) e (4.11), para algum λ ∈ (0, 1)∥∥f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)
∥∥
L2(Ω)

≤
[
K‖h‖2

H1
0 (Ω)

]1−λ [
c
(

1 + ‖u‖p−1

H1
0 (Ω)

+ ‖u+ θh‖p−1

H1
0 (Ω)

)
‖h‖H1

0 (Ω)

]λ
≤ c

(
1 + ‖u‖p−1

H1
0 (Ω)

+ ‖u+ θh‖p−1

H1
0 (Ω)

)λ
‖h‖2−λ

H1
0 (Ω)

.

Portanto
‖f e(u+ h)− f e(u)−Dfu(h)‖L2(Ω)

‖h‖H1
0 (Ω)

−→ 0

quando ‖h‖H1
0 (Ω) → 0.

Com isto, provamos que D é a derivada de Fréchet de f e. Mostremos a segunda parte

do lema. Dividiremos em três casos: n = 3, n = 4 e n > 4.

Caso n = 3 :

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

[f ′(u(x))− f ′(v(x))]2h2(x)dx.

Agora, para cada x ∈ Ω, existe θ(x) ∈ (0, 1) tal que

[f ′(u(x))− f ′(v(x))]2 = f ′′
(
(1− θ(x))u(x) + θ(x)v(x)

)2
(u(x)− v(x))2

≤ c
[
1 +

∣∣(1− θ(x)
)
u(x) + θ(x)v(x)

∣∣]2 (u(x)− v(x))2

≤ c
[
1 +

(
1− θ(x)

)2
u2(x) + θ2(x)v2(x)

]
(u(x)− v(x))2

≤ c
[
1 + u2(x) + v2(x)

]
(u(x)− v(x))2,
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onde usamos (4.8). Logo,

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖2
L2(Ω) ≤ 4c

∫
Ω

(1 + u2(x) + v2(x))(u(x)− v(x))2h2(x)dx

≤ c‖(1 + u2 + v2)(u− v)2‖
L

3
2
‖h2‖L3(Ω)

≤ c‖1 + u2 + v2‖L3(Ω)‖(u− v)2‖L3(Ω)‖h2‖L3(Ω)

≤ c
(
|Ω|

1
3 + ‖u‖2

L6(Ω) + ‖v‖2
L6(Ω)

)
‖u− v‖2

L6(Ω)‖h‖2
L6(Ω).

Como H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) concluímos que

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖L2(Ω) ≤ c
(

1 + ‖u‖2
H1

0 (Ω) + ‖v‖2
H1

0 (Ω)

) 1
2 ‖u− v‖H1

0 (Ω)‖h‖H1
0 (Ω)

≤ c
(

1 + ‖u‖H1
0 (Ω) + ‖v‖H1

0 (Ω)

)
‖u− v‖H1

0 (Ω)‖h‖H1
0 (Ω).

Caso n = 4 :

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

[f ′(u(x))−f ′(v(x))]2h2(x)dx ≤
∫

Ω

K[u(x)−v(x)]2h2(x)dx

onde usamos o Teorema do Valor Médio e a equação (4.9). Agora, pela desigualdade de

Hölder, segue

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖2
L2(Ω) ≤ K‖(u− v)2‖L2(Ω)‖h2‖L2(Ω) = K‖(u− v)‖2

L4(Ω)‖h‖2
L4(Ω).

Como, neste caso, H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω), temos

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖L2(Ω) ≤ c‖u− v‖H1
0 (Ω)‖h‖H1

0 (Ω).

Caso n > 4 :

Observemos que n
n−2

< 2 < 2n
(n−2)p

. Consequentemente,

L
2n

(n−2)p (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ L
n
n−2 (Ω). (4.12)

Assim, para u, v, h ∈ H1
0 (Ω),

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖
n
n−2

L
n
n−2 (Ω)

=

∫
Ω

[
f ′
(
u(x)

)
h(x)− f ′(v(x)

)
h(x)dx

] n
n−2 .

Agora, para cada x ∈ Ω, existe θ(x) ∈ (0, 1) tal que

f ′
(
u(x)

)
h(x)− f ′(v(x)

)
≤ f ′′

(
(1− θ(x))u(x) + θ(x)v(x)

)
(u(x)− v(x)).
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Logo, por (4.9), seguido da desigualdade de Hölder e (4.12), temos

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖
n
n−2

L
n
n−2 (Ω)

dx ≤ K

∫
Ω

[(
u(x)− v(x)

)
h(x)dx

] n
n−2

≤ K
∥∥(u− v)

n
n−2

∥∥
L2(Ω)

∥∥h n
n−2

∥∥
L2(Ω)

≤ K
∥∥u− v∥∥ n

n−2

L
2n
n−2 (Ω)

∥∥h∥∥ n
n−2

L
2n
n−2 (Ω)

≤ K
∥∥u− v∥∥ n

n−2

H1
0 (Ω)

∥∥h∥∥ n
n−2

H1
0 (Ω)

.

Portanto, para u, v ∈ H1
0 (Ω), temos

‖Df e(u)h−Df e(v)h‖
L

n
n−2 (Ω)

≤ K
∥∥u− v∥∥

H1
0 (Ω)

∥∥h∥∥
H1

0 (Ω)
. (4.13)

Denotemos κ := 2n
(n−2)p

. Aplicando da desigualdade de Hölder com p e p
p−1

,

∥∥Df e(u)h−Df e(v)h
∥∥κ
Lκ(Ω)

=

∫
Ω

[
f ′
(
u(x)

)
h(x)− f ′(v(x)

)
h(x)dx

]κ
=

∫
Ω

[
f ′
(
u(x)

)
− f ′(v(x)

)]κ
hκ(x)

≤
∥∥[f ′(u)− f ′(v)]

κ∥∥
L

p
p−1 (Ω)

‖hκ‖Lp(Ω)

= ‖f ′(u)− f ′(v)‖κ
L
κp
p−1 (Ω)

‖h‖κLκp(Ω)

Observemos que

‖f ′(u)− f ′(v)‖κ
L
κp
p−1 (Ω)

≤
(
‖f ′(u)‖

L
κp
p−1 (Ω)

+ ‖f ′(v)‖
L
κp
p−1 (Ω)

)κ
≤ c

(
|Ω|

p−1
κp + ‖up−1‖

L
κp
p−1 (Ω)

+ |Ω|
p−1
κp + ‖vp−1‖

L
κp
p−1 (Ω)

)κ
≤ c

(
1 +

∥∥u∥∥p−1

L
2n
n−2 (Ω)

+
∥∥v∥∥p−1

L
2n
n−2 (Ω)

)κ
≤ c

(
1 +

∥∥u∥∥p−1

H1
0 (Ω)

+
∥∥v∥∥p−1

H1
0 (Ω)

)κ
,

onde usamos que H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 (Ω).

Consequentemente,

∥∥Df e(u)h−Df e(v)h
∥∥
Lκ(Ω)

≤ c
(

1 +
∥∥u∥∥(p−1)

H1
0 (Ω)

+
∥∥v∥∥(p−1)

H1
0 (Ω)

)
‖h‖H1

0 (Ω). (4.14)

Utilizemos as equações (4.13) e (4.14) e o Corolário 1.9. Para algum λ > 0,

‖Df e(u)h−Df e(v)h
∥∥
L2(Ω)

≤ ‖Df e(u)h−Df e(v)h
∥∥λ
Lκ(Ω)
‖Df e(u)h−Df e(v)h

∥∥1−λ
L

n
n−2 (Ω)

≤ c
(

1 +
∥∥u∥∥p−1

H1
0 (Ω)

+
∥∥v∥∥p−1

H1
0 (Ω)

)λ ∥∥u− v∥∥1−λ
H1

0 (Ω)

∥∥h∥∥
H1

0 (Ω)
.
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Provado o Lema 4.4, é fácil ver que G é continuamente diferenciável e a derivada de

Fréchet de G é o operador

DG : X −→ L (X , L2(Ω))(
u
v

)
7−→ DG

(
u
v

)
,

onde
[
DG

(
u
v

)](
h1

h2

)
:= −β(t)h2 +Df e(u)h1.

Observemos que, se z1 =

(
u1

v1

)
, z2 =

(
u2

v2

)
, h =

(
h1

h2

)
∈ X , tal que dado r > 0, tal

que ‖z1‖X , ‖z1‖X ≤ r, existe C(r) com

‖DG(z1)h−DG(z2)h‖L2(Ω) = ‖Df e(u1)−Df e(u2)‖L2(Ω) ≤ C(r)‖u1 − u2‖αH1
0 (Ω)‖h‖H1

0 (Ω),

com α = 1 para n = 3 ou 4 e α ∈ (0, 1) para n > 4.

Pelo Teorema 3.26 segue que as soluções do problema (4.7) são continuamente dife-

renciáveis com respeito à condição inicial.

4.3 Boa colocação global

Nesta seção, queremos mostrar que as soluções da equação (4.7) são de�nidas glo-

balmente. Para tal, consideremos δ > 0 e o seguinte funcional Vδ : X → R de�nido

por

Vδ(u, v) =
1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) +
1

2
‖v‖2

L2(Ω) + δ 〈u, v〉L2(Ω) −
∫

Ω

F (u(x))dx,

onde F (r) =
∫ r

0
f(s)ds.

Proposição 4.5. Existem ε0 ∈ R+, com ε0 < λ1 e Mε > 0 tal que para todo ε ∈ (0, ε0),

F (r) ≤ 1

2
(λ1 − ε)r2 +Mε, ∀r ∈ R.

Demonstração. Consideremos ε0 > 0 e r1 > 0 dados na Observação 4.1. Notemos que,

para ε ∈ (0, ε0), se |r| ≤ r1, existe M > 0 tal que |f(r)| ≤M e

F (r) ≤ |F (r)| ≤M |r| ≤Mr1.

Se r > r1,

F (r) =

∫ r

0

f(s)ds =

∫ r1

0

f(s)ds +

∫ r

r1

f(s)ds =

∫ r1

0

f(s)ds+

∫ r

r1

(λ1 − ε)sds

≤Mr1 +
1

2
(λ1 − ε)r2 − 1

2
(λ1 − ε)r2

1.



4.3. BOA COLOCAÇÃO GLOBAL 59

Se r < −r1 então

F (r) =

∫ −r1
0

f(s)ds+

∫ r

−r1
f(s)ds ≤Mr1 −

∫ −r1
r

f(s)ds ≤Mr1 −
∫ r

r1

−(λ1 − ε)sds

≤Mr1 +
1

2
(λ1 − ε) r2 − 1

2
(λ1 − ε) r2

1.

Denotemos Mε := Mr1. Para cada r ∈ R, é válido que

F (r) ≤ 1

2
(λ1 − ε)r2 +Mε. (4.15)

Finalmente, estamos em condições de garantir a boa colocação global das soluções.

Pela de�nição de Vδ(u, v),

1

2
‖∇u‖2

L2(Ω)+
1

2
‖v‖2

L2(Ω) = Vδ(u, v)− δ 〈u, v〉L2(Ω) +

∫
Ω

F (u(x))dx

≤ Vδ(u, v) +

∫
Ω

[
1
2
(λ1 − ε)u2(x)+Mε

]
dx+ δ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ Vδ(u, v) + 1
2
(λ1 − ε)‖u‖2

L2(Ω) +Mε|Ω|+ δ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ Vδ(u, v) + 1
2
(λ1 − ε)λ−1

1 ‖∇u‖2
L2(Ω) +Mε|Ω|

+ δλ−1
1 ‖∇u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω),

na última desigualdade foi usada a desigualdade de Poincaré. Usando a desigualdade de

Young, temos

δλ−1
1 ‖∇u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤

δ

2
λ−1

1 ‖∇u‖2
L2(Ω) +

δ

2
‖v‖2

L2(Ω).

Conseguimos disto que(
1

2
− 1

2
(λ1 − ε)λ−1

1 −
δ

2
λ−1

1

)
‖∇u‖2

L2(Ω) +

(
1

2
− δ

2

)
‖v‖2

L2(Ω) ≤ Vδ(u, v) + Cε|Ω|.

Considerando δ < min{1, λ1} e escolhendo ε > 0 su�cientemente pequeno de modo

que 1
2
− 1

2
(λ1 − ε)λ−1

1 − δ
2
λ−1

1 > 0, obtemos

‖(u, v)‖2
X =

(
‖u‖H1

0 (Ω) + ‖v‖L2(Ω)

)2

≤ 4
(
‖u‖2

H1
0 (Ω) + ‖v‖2

L2(Ω)

)
≤ c1Vδ(u, v) + c2, (4.16)

com constantes c1, c2 > 0.

Sejam t0 ∈ R e z0 = (x0, y0) ∈ D(B). Consideremos a mild solution z(·, t0, z0) tal que

z(t0) = z0, de�nida no intervalo maximal [t0, τt0,z0). Lembrando que tal solução existe,
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pelo Teorema 3.24. Calculando a derivada de Vδ sob a mild solução, temos

d

dt
Vδ(z) = 〈∇u,∇ut〉+ 〈ut, utt〉+ δ‖ut‖2 + δ 〈u, utt〉 − 〈f(u), ut〉

= 〈∇u,∇ut〉+ 〈ut,−β(t)ut + ∆u+ f(u)〉+ δ‖ut‖2 + δ 〈u,−β(t)ut + ∆u+ f(u)〉

− 〈f(u), ut〉

= −(β(t)− δ)‖ut‖2 − δβ(t) 〈u, ut〉+ δ 〈u,∆u〉+ δ 〈u, f(u)〉

= −(β(t)− δ)‖ut‖2 − δ‖∇u‖2 − δβ(t) 〈u, ut〉+ δ 〈u, f(u)〉 .
(4.17)

Para δ = 0, segue que d
dt
V0(u) ≤ 0. Logo, V0 é não-crescente, contínua e limitada em

subconjuntos limitados de X . Para cada r > 0, se ‖z0‖X ≤ r existe C(r) > 0 tal que

|V0(x)| ≤ C(r). Por (4.16) e (4.17), para t ≥ t0,

‖z(t, t0, z0))‖X ≤ c1V0(z(t, t0, z0)) + c2

≤ c1V0(z(t0, t0, z0)) + c2 = c1V0(z0) + c2

≤M(r),

onde M(r) := c1C(r) + c2. Observemos que M(r) não depende de t0 ∈ R. Logo

sup
{
‖z(t, t0, z0)‖X : ‖z0‖X ≤ r, t0 ∈ R, t ∈

[
t0, τ{t0,z0}

) }
≤M(r). (4.18)

Logo, pelo Corolário 3.25, segue que τ{t0,x0} = +∞.

Portanto, podemos de�nir o processo

S(t, s)x0 = z(t, s, x0), x0 ∈ X, ∀t ≥ s. (4.19)

Provemos que o processo {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado. Seja

B ⊂ X um conjunto limitado, queremos mostrar que, para cada t ∈ R, o conjunto⋃
τ≤t
⋃
s≤τ S(τ, s)B é limitado.

Existe R > 0 tal que B ⊂ BX (0, R). Agora, observemos que por (4.18), para cada

t, τ ∈ R, com τ ≤ t, segue que

S(τ, s)B ⊂ BX (0,M(R)) ∀s ∈ R, s ≤ τ,

isto é,
⋃
s≤τ S(τ, s)B ⊂ BX (0,M(R)).

Como o resultado é válido para cada τ ≤ t, concluímos que⋃
τ≤t

⋃
s≤τ

S(τ, s)B ⊂ BX (0,M(R)).
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4.4 O processo é pullback fortemente limitado

dissipativo

Mostremos que o processo {S(t, s) : t ≥ s} de�nido acima é pullback fortemente

limitado dissipativo. Consideremos Vδ como na seção anterior.

Usando (4.5), temos

〈u, f(u)〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)f(u(x))dx ≤
∫

Ω

(λ1 − ε)u2(x) +M dx ≤ (λ1 − ε)‖u‖2
L2(Ω) +M |Ω|.

Temos

d

dt
Vδ(u, ut) = −(β(t)− δ)‖ut‖2

L2(Ω) − δ‖∇u‖2
L2(Ω) − δβ(t) 〈u, ut〉L2(Ω) + δ 〈u, f(u)〉L2(Ω)

≤ −(β0 − δ)‖ut‖2
L2(Ω) − δ‖∇u‖2

L2(Ω) + δβ1‖u‖L2(Ω).‖ut‖L2(Ω)

+ δ(λ1 − ε)‖u‖2
L2(Ω) + δM |Ω|,

onde foi usado (4.6). Agora, pela desigualdade de Cauchy com λ1 > 0, temos

β1δ‖u‖L2(Ω)‖ut‖L2(Ω) = δ‖u‖L2(Ω)

(
β1‖ut‖L2(Ω)

)
≤ δλ1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
δβ2

1λ
−1
1

2
‖ut‖2

L2(Ω)

≤ δ

2
‖∇u‖2

L2(Ω) +
δβ2

1λ
−1
1

2
‖ut‖2

L2(Ω).

Usando o resultado acima e a desigualdade de Poincaré, segue que

d

dt
Vδ(z) ≤ −

(
−δ +

δ

2
+ δ(λ1 − ε)λ−1

1

)
‖∇u‖2

L2(Ω)

−
(
β0 − 2δ − δβ2

1λ
−1
1

2

)
‖ut‖2

L2(Ω) + δmδ|Ω|.

Podemos escolher δ < min(1, λ1) su�cientemente pequeno tal que β0−2δ− δβ
2
1λ
−1
1

2
> 0

e ε > 0 su�cientemente pequeno tal que − δ
2

+ δ(λ1 − ε)λ−1
1 > 0. Tomemos

α := min

(
β0 − δ −

δβ2
1λ
−1
1

2
,−δ

2
+ δ(λ1 − ε)λ−1

1

)
e então

d

dt
Vδ(z) ≤ −α‖z‖2

X + δmε|Ω|. (4.20)

Consideremos r2
0 = δmε|Ω|+1

α
. Suponhamos que ‖z(t, t0, z0)‖X ≥ r0 para todo t ≥ t0,

Vδ(z) ≤ −(t− t0) + Vδ(z0).
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Logo, existe t > 0 tal que Vδ(z(t)) ≤ 0, para todo t ≥ t0 + t. Por (4.16), segue que

‖z(t)‖2
X ≤ c2, ∀t ≥ t0 + t.

Suponhamos agora que existe T > 0 de modo que ‖z(t0 + T )‖X < r0. Sem perda de

generalidade, suponhamos que T seja o menor número positivo satisfazendo esta condição.

Neste caso, temos duas possibilidades, T ≤ t ou T > t. Observemos que, no primeiro caso,

por (4.18), temos

‖z(t)‖X ≤M(r0), ∀t ≥ t0 + T.

Suponhamos que T > t. Pelo mesmo argumento acima, temos ‖z(t)‖X ≤M(r0), para

todo t ≥ t0 + T. Agora, observemos que se t ∈ [t0 + t, t0 + T ] então ‖z(t)‖X ≥ r0 e

Vδ(z(t)) ≤ 0. Assim, ‖z(t)‖2
X ≤ c2.

Tomemos R = max{√c2, r0}. Concluímos assim que, para cada B ⊂ X limitado e

para cada t0 ∈ R, existem t > 0 e R > 0 tal que

S(t+ t0, t0)B ⊂ BX (0, R), ∀t ≥ t.

4.5 Existência do atrator pullback

Queremos mostrar que o processo admite atrator pullback. Para tal, utilizaremos o

Teorema 3.20. Reescrevemos o problema (4.1) na forma

wt = C(t)w + F (w)

onde C(t) =

(
0 I
−A −β(t)I

)
e F (w) =

(
0

f e(w)

)
.

Logo podemos escrever o processo S(·, ·) da seguinte forma

S(t, s)w0 = L(t, s)w0 + U(t, s)w0,

onde L(·, ·) é o processo associado à equação linear wt = C(t)w e U(t, s)w0 é dado por

U(t, s)w0 =

∫ t

s

L(t, τ)F (S(τ, s)w0)dτ.

Proposição 4.6. Existem constantes K > 0, α > 0 tal que

‖L(t, s)‖L (X ) ≤ Ke−α(t−s), ∀t ≥ s.
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Demonstração. Para b ≥ 0, consideremos o funcional dado por

Wb(ϕ, ψ) =
1

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) + 2b 〈ϕ, ψ〉L2(Ω) +

1

2
‖ψ‖2

L2(Ω).

Observemos que, pela desigualdade de Cauchy,

|2b 〈ϕ, ψ〉L2(Ω) | ≤ 2b‖ϕ‖L2(Ω)‖ψ‖L2(Ω) ≤ b‖ϕ‖2
H1

0 (Ω) + b‖ψ‖2
L2(Ω).

Consideremos b < b0 tal que 1
4
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω)

+ 2b 〈ϕ, ψ〉L2(Ω) + 1
4
‖ψ‖2

L2(Ω) ≥ 0.

Assim,

1

4
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) +

1

4
‖ψ‖2

L2(Ω) ≤ Wb(ϕ, ψ) ≤
(

1
2

+ b
)
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) +

(
1
2

+ b
)
‖ψ‖2

L2(Ω). (4.21)

Calculemos a derivada de Wb sob L(t, s)(ϕ, ψ) :=

(
v
vt

)
:

d

dt
Wb(v, vt) = 〈v, vt〉H1

0 (Ω) + 2b‖vt‖2
L2(Ω) + 2b 〈v, vtt〉L2(Ω) + 〈vt, vtt〉L2(Ω)

= 〈∇v,∇vt〉L2(Ω) + 2b‖vt‖2
L2(Ω) + 2b 〈v,−β(t)vt + ∆v〉L2(Ω)

+ 〈vt,−β(t)vt + ∆v〉L2(Ω)

= 2b‖vt‖2
L2(Ω) − 2bβ(t) 〈v, vt〉L2(Ω) − 2b 〈∇v,∇v〉L2(Ω) − β(t)‖vt‖2

L2(Ω)

≤ −(β0 − 2b)‖vt‖2
L2(Ω) − 2b‖∇v‖2

L2(Ω) + 2bβ1 〈v, vt〉L2(Ω) ,

onde usamos o Corolário 1.20 e que 〈v,∆v〉L2(Ω) = −‖∇v‖2
L2(Ω). Pela desigualdade de

Young, para ε > 0, temos

| 〈v, vt〉L2(Ω) | ≤ ‖v‖L2(Ω)‖vt‖L2(Ω) ≤
ε

2
‖v‖2

L2(Ω) +
1

2ε
‖vt‖2

L2(Ω).

E então

d

dt
Wb(v, vt) ≤ −(β0 − 2b)‖vt‖2

L2(Ω) − b‖v‖2
H1

0 (Ω) − b‖∇v‖
2
L2(Ω) + εbβ1‖v‖2

L2(Ω)

+
bβ1

ε
‖vt‖2

L2(Ω)

≤ −
(
β0 − 2b− bβ1

ε

)
‖vt‖2

L2(Ω) − b‖v‖2
H1

0 (Ω) + (εbβ1 − bλ1)‖v‖2
L2(Ω).

Para ε < λ1
β1
, temos

d

dt
Wb(v, vt) ≤ −

(
β0 − 2b− bβ2

1

λ1

)∥∥vt∥∥2

L2(Ω)
− b
∥∥v∥∥2

H1
0 (Ω)

.

Tomando b > 0 su�cientemente pequeno tal que β0 − 2b − bβ2
1

λ1
> 0, existe α > 0 tal

que
d

dt
Wb(v, vt) ≤ −

α

4

∥∥(v, vt)
∥∥2

X
. (4.22)
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Por (4.21) e (4.22) segue que

d

dt
Wb(L(t, s)(ϕ, ψ)) ≤ −αWb(L(t, s)(ϕ, ψ)).

Observemos que, pela nossa escolha de b < b0 temos Wb > 0 e então

d
dt
Wb(L(t, s)(ϕ, ψ)

Wb(L(t, s)(ϕ, ψ)
≤ α,

integrando de s até t temos

logWb (L(t, s)(ϕ, ψ))− logWb(ϕ, ψ) ≤ −α(t− s)
⇓

Wb(L(t, s)(ϕ, ψ)) ≤ e−α(t−s)Wb(ϕ, ψ).

Finalmente,∥∥L(t, s)(ϕ, ψ)
∥∥

X
≤ 4.Wb(L(t, s)(ϕ, ψ)) ≤ 4e−α(t−s)Wb(ϕ, ψ) ≤ 4(1

2
+ b)e−α(t−s)∥∥(ϕ, ψ)

∥∥
X
.

Portanto, existe K > 0 tal que, se t ≥ s então∥∥L(t, s)
∥∥

L (X )
≤ Ke−α(t−s).

Proposição 4.7. U(t, s), para t ≥ s é um operador compacto.

Demonstração. Mostremos primeiramente que f e leva subconjuntos limitados de H1
0 (Ω)

em subconjuntos limitados de W 1,r(Ω), para 2n
n+2

< r < 2. De fato, usando (4.6) e (4.2),

temos ∥∥f e(u)
∥∥r
W 1,r(Ω)

=

∫
Ω

|f(u(x))|rdx+

∫
Ω

|f ′(u(x))|r|∇u(x)|rdx

≤
∫

Ω

c (1 + |u(x)|p)r dx+

∫
Ω

c
(
1 + |u(x)|p−1

)r |∇u(x)|rdx

≤ c
(

1 +
∥∥up∥∥r

Lr(Ω)
+
∥∥∇u∥∥r

Lr(Ω)
+
∥∥up−1∇u

∥∥r
Lr(Ω)

)
.

Agora usando Hölder com expoentes 2
r
e 2

2−r , temos∥∥up−1∇u
∥∥r
Lr(Ω)

=

∫
Ω

|u(x)|r(p−1)|∇u(x)|r dx ≤
∥∥ |u|r(p−1)

∥∥
L

2
2−r (Ω)

∥∥ |∇u|r∥∥
L

2
r (Ω)

=
∥∥u∥∥r(p−1)

L
2r(p−1)

2−r (Ω)

∥∥∇u∥∥r
L2(Ω)

.

Tomemos r > 0 de modo que 2r(p−1)
2−r = 2n

n−2
⇒ r(p − 1)(n − 2) = n(2 − r) ⇒ 2r >

2n− nr ⇒ r > 2n
n+2

. Temos∥∥up−1∇u
∥∥r
Lr(Ω)

≤
∥∥u∥∥r(p−1)

L
2n
n−2 (Ω)

∥∥∇u∥∥r
L2(Ω)

.
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Usando isto e que rp < 2p < 2n
n−2

, vemos que

∥∥f e(u)
∥∥r
W 1,r(Ω)

≤ c

(
1 +

∥∥u∥∥
L

2n
n−2 (Ω)

+
∥∥∇u∥∥r

L2(Ω)
+
∥∥u∥∥r(p−1)

L
2n
n−2 (Ω)

∥∥∇u∥∥r
L2(Ω)

)
.

Portanto, f leva subconjuntos limitados de H1
0 (Ω) em subconjuntos limitados de

W 1,r(Ω), para algum 2n
n+2

< r < 2. Agora, pelo Teorema 1.23, temos W 1,r(Ω) está imerso

compactamente em L2(Ω).

Concluímos assim que f e é um operador compacto.

Logo, F é um operador compacto, L(t, τ)F (S(τ, s)(·)) é compacto já que é composição

de um operador linear e um compacto. Finalmente, U(t, s) é compacto, para t ≥ s pois

o operador é compacto.

Portanto, U é um operador compacto.

Logo, pelo Teorema 3.18, o nosso problema admite atrator-pullback {A(t) : t ∈ R} e,

para cada t ∈ R, temos que
⋃
s≤t

A(s) é limitado em X .

4.6 Regularidade do atrator pullback

Já sabemos que
⋃
t∈R

A(t) é limitado em X . Logo, para cada t ∈ R,

A(t) =
{
ξ(t)

∣∣ ξ : R −→ X é uma solução global limitada para S(·, ·)
}
. (4.23)

Nosso objetivo agora é mostrar que
⋃
t∈R

A(t) é limitado em X 1 = H2(Ω) × H1
0 (Ω).

Consideremos ξ : R −→ X uma solução limitada. O conjunto {ξ(t) : t ∈ R} é limitado

em X , pois ξ(t) ∈ A(t), para todo t ∈ R. Agora ξ(·) =
(
u(·), ut(·)

)
e podemos escrever,

pela fórmula da variação das constantes

ξ(t) = L(t, s)ξ(s) +

∫ t

s

L(t, τ)F (ξ(τ))dτ,

e pela Proposição 4.6, temos

ξ(t) =

∫ t

−∞
L(t, τ)F (ξ(τ))dτ.

Para s ∈ R denotemos w0 = ξ(s),(
w(t)
wt(t)

)
=

∫ t

s

L(t, τ)F (S(τ, s)w0)dτ.
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Observemos que w(s) = wt(s) = 0. Também ∆w(s) = 0. Logo, w satisfaz a seguinte

equação

wtt + β(t)wt = ∆w + f(w)

com w(s) = wt(s) = 0.

Consideremos o funcional de energia

Wb(ϕ, ψ) =
1

2

∥∥∇ϕ∥∥2

L2(Ω)
+

1

2

∥∥ψ∥∥2

L2(Ω)
+ 2b 〈ϕ, ψ〉L2(Ω) .

Derivando sob (w,wt), temos

d

dt
Wb(w(t), wt(t)) = 〈∇w,∇wt〉L2(Ω) + 2b 〈wt, wt〉L2(Ω) + 2b 〈w,wtt〉L2(Ω) + 〈wt, wtt〉L2(Ω)

= 〈∇w,∇wt〉L2(Ω) + 2b
∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
+ 2b 〈w,−β(t)wt + ∆w + f e(w)〉L2(Ω)

+ 〈wt,−β(t)wt + ∆w + f e(w)〉L2(Ω)

= 2b
∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
− 2bβ(t) 〈w,wt〉L2(Ω) − 2b 〈∇w,∇w〉L2(Ω)

+ 2b 〈w, f e(w)〉L2(Ω) − β(t)
∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
+ 〈wt, f e(w)〉L2(Ω)

≤ −(β0 − 2b)
∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
− 2b

∥∥∇w∥∥2

L2(Ω)
+ 2bβ1 〈w,wt〉L2(Ω)

+ 2b 〈w, f e(w)〉L2(Ω) + 〈wt, f e(w)〉L2(Ω) .

Façamos algumas limitações. Primeiramente, veja que para α > 0, temos

〈w,wt〉L2(Ω) ≤
∥∥w∥∥

L2(Ω)

∥∥wt∥∥L2(Ω)
≤ α

2

∥∥w∥∥2

L2(Ω)
+

1

2α

∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
. (4.24)

Agora, da condição de dissipatividade (4.5)

〈w, f e(w)〉L2(Ω) =

∫
Ω

w(x)f(w(x))dx ≤
∫

Ω

(λ1 − ε)w2(x) +Mdx

e então

〈w, f e(w)〉L2(Ω) ≤ (λ1 − ε)
∥∥w∥∥2

L2(Ω)
+M |Ω|. (4.25)

Observemos agora que

∥∥f e(w)
∥∥2

L2(Ω)
=

∫
Ω

[f(w(x))]2 dx ≤ c

∫
Ω

(1 + |w(x)|p)2dx ≤ c

(
1 +

∫
Ω

|w(x)|2p dx
)

= c
(

1 +
∥∥w∥∥2p

L2p(Ω)

)
e, como 2p < 2n

n−2
, temos

∥∥f e(w)
∥∥2

L2(Ω)
≤ c

(
1 +

∥∥w∥∥2p

H1
0 (Ω)

)
≤ C,
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para algum C > 0.

Assim, para γ > 0, temos

〈wt, f e(w)〉L2(Ω) ≤
∥∥wt∥∥L2(Ω)

∥∥f e(w)
∥∥
L2(Ω)

≤ γ

2

∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
+ C. (4.26)

Logo, por (4.24), (4.25) e (4.26),

d

dt
Wb(w,wt) ≤ −(β0 − 2b)

∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
− 2b

∥∥∇w∥∥2

L2(Ω)
+ bβ1α

∥∥w∥∥2

L2(Ω)

+
bβ1

α

∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
+

2b(λ1 − ε)
λ1

∥∥∇w∥∥2

L2(Ω)
+
γ

2

∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
+ C

≤ −
(
β0 − 2b− bβ1

α
− γ

2

)∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
− 2bε

λ1

∥∥∇w∥∥2

L2(Ω)

+ bβ1α
∥∥w∥∥2

L2(Ω)
+ C

≤ −
(
β0 − 2b− bβ1

α
− γ

2

)∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
− bε

λ1

∥∥∇w∥∥2

L2(Ω)

+ (bβ1α− bε)
∥∥w∥∥2

L2(Ω)
+ C.

Agora, tomemos α = ε
β1
e γ = 2b e considerando b su�cientemente pequeno temos

d

dt
Wb(w(t), wt(t)) ≤ −

β0

2

∥∥wt∥∥2

L2(Ω)
− bε

λ1

∥∥∇w∥∥2

L2(Ω)
+ C.

Por consequência disso, para cada limitado B em X ,⋃
s≤τ≤t

U(τ, s)B é um subconjunto limitado de X . (4.27)

Denotemos v = wt. Então é satisfeita a equação

vtt + β(t)vt = ∆v − β′(t)v + f ′(w(t, s;u0))v(t, s;u0), (4.28)

com condições iniciais v(s) = 0 e vt(s) = f(w0).

Estimemos (v, vt) solução de (4.28) em H1
0 (Ω) × L2(Ω). Para tal, utilizaremos um

método de aproximação usado em [3]. Para ε > 0, de�nimos Y ε = D
(
(−∆)

ε
2

)
, com a

norma do grá�co e Y −ε = (Y ε)∗, o dual de Y ε.

De�nimos o funcional

Wb(ϕ, ψ) =
1

2

∥∥ϕ∥∥2

Y 1−ε +
1

2

∥∥ψ∥∥2

Y −ε
+ 2b 〈ϕ, ψ〉Y −ε ∀(ϕ, ψ) ∈ Y 1−ε × Y −ε.

Tomemos ε1 = (p−1)(n−2)
2

< 1. Encontremos r∗ > 0 tal que∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y −ε1

≤ c
∥∥f ′(w)wt

∥∥
Lr∗ (Ω)

.
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Para termos essa desigualdade, basta que Y ε1 ↪→ Lr(Ω), onde 1
r

+ 1
r∗

= 1. Como

Y ε1 = X
ε1
2 = Hε1(Ω), segue que

ε1 −
n

2
≥ −n

r
⇒ r ≤ 2n

n− 2ε1
.

Tomemos r = 2n
n−2ε1

e então r∗ = 2n
n+2ε1

.

Assim ∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y −ε1

≤ c
∥∥f ′(w)wt

∥∥
L

2n
n+2ε1 (Ω)

. (4.29)

Usando a desigualdade de Hölder para n+2ε1
2ε1

e n+2ε1
n

, temos∥∥f ′(w)wt
∥∥
L

2n
n+2ε1 (Ω)

≤
∥∥f ′(w)

∥∥
L
n
ε1 (Ω)

∥∥wt∥∥L2(Ω)

≤ c
(

1 +
∥∥ |w|p−1

∥∥
L
n
ε1 (Ω)

)∥∥wt∥∥L2(Ω)

≤ c

(
1 +

∥∥w∥∥p−1

L
(p−1)n
ε1 (Ω)

)∥∥wt∥∥L2(Ω)

≤ c

(
1 +

∥∥w∥∥p−1

L
2n
n−2 (Ω)

)∥∥wt∥∥L2(Ω)
≤ C,

(4.30)

com constante C > 0. Acima, também usamos a desigualdade de Minkowski, que |Ω| é

�nita e que H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω).

Agora, para v satisfazendo (4.28),

d

dt
Wε1(v(t), vt(t)) = 〈v, vt〉Y 1−ε1 + 2b 〈v,−β(t)vt + ∆v − β′(t)v + f ′(w)wt〉Y −ε1

+ 2b 〈vt, vt〉Y −ε1 + 〈vt,−β(t)vt + ∆v − β′(t)v + f ′(w)wt〉Y −ε1 .

Usando que 〈v, vt〉Y 1−ε1 = −〈∆v, vt〉Y −ε1 e 〈v,∆v〉Y −ε1 = −‖v‖2
Y 1−ε1 , chegamos que

d

dt
Wε1(v(t), vt(t)) = −(β(t)− 2b)

∥∥vt∥∥2

Y −ε1
− 2b

∥∥v∥∥2

Y 1−ε1 − (2bβ(t) + β′(t)) 〈v, vt〉Y −ε1

− 2bβ′(t)
∥∥v∥∥2

Y −ε1
+ 2b 〈v, f ′(w)wt〉Y −ε1 + 〈vt, f ′(w)wt〉Y −ε1

≤ −(β0 − 2b)
∥∥vt∥∥2

Y −ε1
− 2b

∥∥v∥∥2

Y 1−ε1 + (2bβ1 + L)
∥∥v∥∥

Y −ε1

∥∥vt∥∥Y −ε1
+ 2bL

∥∥v∥∥2

Y −ε1
+ 2b

∥∥v∥∥
Y −ε1

∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y −ε1

+
∥∥vt∥∥Y −ε1∥∥f ′(w)wt

∥∥
Y −ε1

,

onde L > 0 é a constante de Lipschitz de β.

Usando a desigualdade de Cauchy para α, γ, η > 0,

∥∥v∥∥
Y −ε1

∥∥vt∥∥Y −ε1 ≤ 1

2α

∥∥v∥∥2

Y −ε1
+
α

2

∥∥vt∥∥2

Y −ε1∥∥v∥∥
Y −ε1

∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y −ε1

≤ γ

2

∥∥v∥∥2

Y −ε1
+

1

2γ

∥∥f ′(w)wt
∥∥2

Y −ε1∥∥vt∥∥Y −ε1∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y −ε1

≤ η

2

∥∥vt∥∥2

Y −ε1
+

1

2η

∥∥f ′(w)wt
∥∥2

Y −ε1
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Pelas desigualdades acima e por (4.29) e (4.30), temos

d

dt
Wε1(v, vt) ≤ −(β0 − 2b)

∥∥vt∥∥2

Y −ε1
− 2b

∥∥v∥∥2

Y 1−ε1 + (2bβ1+L)
2α

∥∥v∥∥2

Y −ε1

+ (2bβ1+L)α
2

∥∥vt∥∥2

Y −ε1
+ 2bL

∥∥v∥∥2

Y −ε1
+ bγ

∥∥v∥∥2

Y −ε1
+
η

2

∥∥vt∥∥2

Y −ε1
+ C.

Como ε1 < 1 temos

L2(Ω) = X ↪→ X−
ε1
2 = Y −ε1 .

Consequentemente,
(2bβ1+L)

2α

∥∥v∥∥2

Y −ε1
+ 2bL

∥∥v∥∥2

Y −ε1
≤ k, (4.31)

para alguma constante k > 0.

Ainda, Y 1−ε1 ↪→ Y −ε1 . Logo, existe c > 0 tal que ‖ · ‖Y −ε1 ≤ c‖ · ‖Y 1−ε1 .

Pela imersão dada acima e pela equação (4.31), temos

d

dt
Wε1(v, vt) ≤ −

(
β0 − 2b− (2bβ1+L)α

2
− η

2

)∥∥vt∥∥2

Y −ε1
− b
∥∥v∥∥2

Y 1−ε1

+ (−b+ cbγ)
∥∥v∥∥2

Y 1−ε1 + C.

Com as escolhas apropriadas para valores de α, γ, η > 0 e tomando b su�cientemente

pequeno, chegamos que

d

dt
Wε1(v(t), vt(t)) ≤ −

β0

2

∥∥vt∥∥2

Y −ε1
− b
∥∥v∥∥2

Y 1−ε1 + C. (4.32)

De (4.32) e usando (4.23), temos

⋃
t∈R

A(t) é limitado em Y 2−ε1 × Y 1−ε1 . (4.33)

Usando desigualdade de Hölder,∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y −ε2

≤ c
∥∥f ′(w)wt

∥∥
L

2n
n+2ε2 (Ω)

≤ c
∥∥wt∥∥

L
2n

n−2+2ε (Ω)

∥∥f ′(w)
∥∥
L

n
ε2−ε1+1 (Ω)

.

Agora, observemos que L
2n

n−2+2ε1 (Ω) ↪→ H1−ε1(Ω) = Y 1−ε1 . Logo,∥∥f ′(w)wt
∥∥
Y−ε2
≤ c
∥∥wt∥∥Y 1−ε1

∥∥f ′(w)
∥∥
L

n
ε2−ε1+1 (Ω)

≤ c
∥∥wt∥∥Y 1−ε1

∥∥1 + |w|p−1
∥∥
L

n
ε2−ε1+1 (Ω)

≤ c
∥∥wt∥∥Y 1−ε1

(
1 +

∥∥ |w|p−1
∥∥
L

n
ε2−ε1+1 (Ω)

)
≤ c
∥∥wt∥∥Y 1−ε1

(
1 +

∥∥w∥∥p−1

L
n(p−1)
ε2−ε1+1 (Ω)

)
.
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Nossa intenção é descobrirmos ε2 > 0 de modo que Y 2−ε1 ↪→ L
n(p−1)
ε2−ε1+1 (Ω). Isto é válido

se

2− ε1 −
n

2
≥ −n(ε2 − ε1 + 1)

n(p− 1)
⇔ (p− 1)

(
−1 + ε1 +

n− 2

2

)
≤ ε2 − ε1 + 1.

Usando que ε1 = (p−1)(n−2)
2

, temos

pε1 − p+ 1 ≤ ε2 − ε1 + 1⇒ ε2 ≥ (p+ 1)ε1 − p.

Usando (4.33) para ε2 = (p+ 1)ε1 − p temos

⋃
t∈R

A(t) é limitado em Y 2−ε2 × Y 1−ε2 .

Continuando esta iteração, acabamos por provar que

⋃
t∈R

A(t) é limitado em Y 2 × Y 1. (4.34)

De (4.34), temos

sup
ξ∈A

sup
t∈R

{∥∥ξ(t)∥∥
X
,
∥∥ξ(t)∥∥

X 1 ,
∥∥ξt(t)∥∥X

}
< +∞.

4.7 Semicontinuidade superior da família de atratores

O estudo da continuidade do atrator pullback nos fornece informações sobre o compor-

tamento do atrator pullback de um problema quando este problema sofre alguma pertur-

bação. Esta é um propriedade muito conveniente visto que em problemas físicos, químicos,

biológicos, etc, usualmente trabalhamos com equações que são modelagens aproximadas

dos problemas.

Nesta seção, mostraremos que para o atrator pullback da equação de onda semilinear

amortecida é válida a semicontinuidade superior. O desenvolvimento deste resultado foi

baseado em [6].

Consideremos uma família {βε(·)}ε≥0 em que para cada ε ≥ 0, a função βε : R −→

(0,+∞) é limitada, globalmente Lipschitz e existem β0 ≤ βε(t) ≤ β1, com β1 ≥ β0 > 0

(constantes que independem de ε).

Fixe ε ≥ 0. Consideremos Ω ⊂ Rn um conjunto com fronteira suave e a equação:

utt + βε(t)ut = ∆u+ f(u) (4.35)
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em Ω ⊂ Rn, com condição de contorno de Dirichlet e f ∈ C2(R) uma função não-linear

tal que

|f ′(s)| ≤ c(1 + |s|p−1), (4.36)

lim sup
|s|→+∞

f(s)
s

< λ1. (4.37)

com c > 0 e 1 < p < n
n−2

e λ1 é o menor autovalor de −∆.

Observemos que as condições de (4.35) são exatamente as mesmas de (4.1). Logo,

existe um processo de evolução {Sε(t, s) : t ≥ s} associado à equação (4.35) e o mesmo

admite atrator pullback Aε = {Aε(t)}t∈R.

Teorema 4.8. Suponhamos que ‖βε − β0‖L∞(R)
ε→0+−→ 0. Então, para z0 = (u0, v0) ∈ X e

τ ∈ R, temos que z(ε) =
(
u(ε), u

(ε)
t

)
= Sε(·, τ)z0 converge a z(0) =

(
u(0), u

(0)
t

)
= S(·, τ)z0

quando ε→ 0+.

Mais ainda, é válida a semicontinuidade superior da família {Aε(t) : t ∈ R}ε≥0 em 0,

isto é,

sup
t∈R

d(Aε(t), A0(t))
ε→0+−→ 0.

Demonstração. Denotamos u = u(ε) − u(0) e ut = u
(ε)
t − u

(0)
t . Observemos que

utt + βεu
(ε)
t − βu

(0)
t = ∆u+ f

(
u(ε)
)
− f

(
u(0)
)
. (4.38)

Multiplicando a equação acima por ut e integrando sobre Ω, temos∫
Ω

utt(x)ut(x)dx+ βε

∫
Ω

u
(ε)
t (x)ut(x)dx− β

∫
Ω

u
(0)
t (x)ut(x)dx

=

∫
Ω

∆u(x)ut(x)dx+

∫
Ω

[
f
(
u(ε)(x)

)
− f

(
u(0)(x)

)]
ut(x)dx.

Podemos reescrever da seguinte forma

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut(x)|2dx+ βε

∫
Ω

|ut(x)|2dx− (βε − β)

∫
Ω

u
(0)
t (x)ut(x)dx

=

∫
Ω

∆u(x)ut(x)dx+

∫
Ω

[
f
(
u(ε)(x)

)
− f

(
u(0)(x)

)]
ut(x)dx.

Usando integração por partes e reorganizando, temos

1

2

d

dt

(∫
Ω

|ut(x)|2dx+

∫
Ω

|∇u(x)|2dx
)

= −βε
∫

Ω

|ut(x)|2dx+ (βε − β)

∫
Ω

u
(0)
t (x)ut(x)dx︸ ︷︷ ︸

(∗)

+

∫
Ω

[
f
(
u(ε)(x)

)
− f

(
u(0)(x)

)]
ut(x)dx.︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

.
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Observemos (∗) e (∗∗) separadamente.

(∗) Observemos que

−βε
∫

Ω

|ut(x)|2dx+ (βε − β)

∫
Ω

u
(0)
t (x)ut(x)dx ≤ (βε − β)

∫
Ω

u
(0)
t (x)ut(x)dx

≤
∥∥βε − β∥∥L∞(R)

∫
Ω

|u(0)
t (x)ut(x)|dx.

Agora,∫
Ω

|u(0)
t (x)ut(x)|dx ≤

∥∥u(0)
t

∥∥
L2(Ω)

∥∥ut∥∥L2(Ω)
≤ 1

2

∥∥u(0)
t

∥∥2

L2(Ω)
+

1

2

∥∥ut∥∥2

L2(Ω)
.

Como u(0)
t , ut ∈ L2(Ω), existe C > 0 tal que

∫
Ω
|u(0)
t (x)ut(x)|dx ≤ C. Portanto,

−βε
∫

Ω

|ut(x)|2 + (βε − β)

∫
Ω

u
(0)
t (x)ut(x)dx ≤ C

∥∥βε − β∥∥L∞(R)
.

(∗∗) Temos∫
Ω

[
f
(
u(ε)(x)

)
− f

(
u(0)(x)

)]
ut(x)dx ≤

∥∥f (u(ε)
)
− f

(
u(0)
) ∥∥

L2(Ω)

∥∥ut∥∥L2(Ω)

e f
(
u(ε)
)
− f

(
u(0)
)

= f ′
(
θu(ε) + (1− θ)u(0)

) (
u(ε) − u(0)

)
, onde θ é uma função de�nida

em Ω, com θ(x) ∈ (0, 1), para todo x ∈ Ω. Agora, aplicando Hölder para n
2
e n
n−2

, temos∥∥f (u(ε)
)
− f

(
u(0)
)
‖L2(Ω)

≤
∫

Ω

c
(
1 + |θ(x)u(ε)(x) + (1− θ(x))u(0)(x)|p−1

)2 |u(ε)(x)− u(0)(x)|2dx

≤ c
∥∥ (1 + |θu(ε) + (1− θ)u(0)|p−1

)2 ∥∥
L
n
2 (Ω)

∥∥(u(ε) − u(0))2
∥∥
L

n
n−2 (Ω)

≤ c
(

1 +
∥∥ |u(ε)|2(p−1)

∥∥
L
n
2 (Ω)

+
∥∥ |u(0)|2(p−1)

∥∥
L
n
2 (Ω)

)∥∥u∥∥2

L
2n
n−2 (Ω)

Como n(p− 1) < 2n
n−2

, segue que H1
0 (Ω) ↪→ Ln(p−1)(Ω) e

∥∥f (u(ε)
)
− f

(
u(0)
) ∥∥

L2(Ω)
≤ c

(
1 +

∥∥u(ε)
∥∥2(p−1)

H1
0 (Ω)

+
∥∥u(0)

∥∥2(p−1)

H1
0 (Ω)

)∥∥u∥∥2

H1
0 (Ω)

.

Como, u(0), u(ε) ∈ H1
0 (Ω), existe K > 0 tal que

∥∥f (u(ε)
)
− f

(
u(0)
) ∥∥

L2(Ω)
≤ K

(∥∥u∥∥2

H1
0 (Ω)

+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)

)
.

Logo, usando o Corolário 1.20, temos

1

2

d

dt

(∥∥∇u∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)

)
≤ C

∥∥βε − β∥∥L∞(R)
+K

(∥∥∇u∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)

)
.
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Multiplicando ambos os lados por e−2K(t−s), podemos escrever

d

dt

[
(
∥∥∇u∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)
)e−2K(t−τ)

]
≤ C

∥∥βε − β∥∥L∞(R)
e−2K(t−τ).

Logo (∥∥∇u∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)

)
e−2K(t−τ) ≤

∫ t

τ

C
∥∥βε − β∥∥L∞(R)

e−2K(s−τ)ds

e usando que e−2K(s−τ) ≤ e−2K.0 = 1, para s ∈ (τ, t), segue que(∥∥∇u∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)

)
e−2K(t−τ) ≤ C

∥∥βε − β∥∥L∞(R)
(t− τ).

Finalmente, temos

‖∇u
∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥ut∥∥2

L2(Ω)
≤ C

∥∥βε − β∥∥L∞(R)
(t− τ)e2K(t−τ).

Logo, como ‖βε − β‖L∞(R)
ε→0+−→ 0, segue que

u(ε) ε→0+−→ u(0) (4.39)

u
(ε)
t

ε→0+−→ u
(0)
t . (4.40)

Para cada w0 ∈ B limitado de X , temos que w(ε)= Sε(t, τ)w0 → w(0)= S(t, τ)w0 em

subconjuntos compactos de R, uniformemente para w0 em subconjuntos limitados de X .

Consequentemente, dado δ > 0, existe ε0 > 0 tal que, para todo ε < ε0,

sup
vε∈Aε(τ)

‖Sε(t, τ)vε − S(t, τ)vε‖X <
δ

2
. (4.41)

Fixe t ∈ R. Já sabemos que existe um limitado D ⊂ X tal que
⋃
s≤tAε(s) ⊂ D. E,

pela de�nição de atrator-pullback, para cada δ > 0, existe τ ≤ t de modo que

d(S(t, τ)D,A(t)) <
δ

2
. (4.42)

Assim, para cada t ∈ R, usando desigualdade triangular

d(Aε(t), A(t)) = d
(
Sε(t, τ)Aε(τ), S(t, τ)A(τ)

)
≤ d

(
Sε(t, τ)Aε(τ), S(t, τ)Aε(τ)

)
+ d
(
S(t, τ)Aε(τ), S(t, τ)A(τ)

)
.

Observemos que se vε ∈ Aε(τ) então

d(Sε(t, τ)vε, S(t, τ)vε) ≥ inf
uε∈Aε(τ)

d(Sε(t, τ)vε, S(t, τ)uε)
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e então

d
(
Sε(t, τ)Aε(τ), S(t, τ)Aε(τ)

)
≤ sup

vε∈Aε(τ)

d
(
Sε(t, τ)vε, S(t, τ)vε

)
.

Consequentemente,

d(Aε(t), A(t)) ≤ sup
vε∈Aε(τ)

d
(
Sε(t, τ)vε, S(t, τ)vε

)
+ d
(
S(t, τ)Aε(τ), S(t, τ)A(τ)

)
≤ δ

2
+
δ

2
= δ.

Portanto, está provada a semicontinuidade superior.
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