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Resumo

Neste trabalho, classificamos todas as superficies de Weingarten regradas de classe € imersas no
grupo de Heisenberg Nils, obtendo parametriza¢des explicitas de cada caso. Classificamos também as
superficies de translacao do tipo grafico em Nil3 que sdo Weingarten-lineares ou que possuem norma
da segunda forma constante.

Classificamos também as superficies de Weingarten regradas nos espacos produto, S? x R e H? x
R. No espago SE(@), fizemos um estudo inicial no qual classificamos as superficies regradas dos
tipos vertical e horizontal com uma das curvaturas, média ou gaussiana, constante.

Incluimos ainda um capitulo a respeito de superficies de Bishop (ou superficies de Monge) em
R3, no qual classificamos todas tais superficies de classe € satisfazendo uma relacio de Weingarten

polinomial.

Palavras-chave: Superficies de Weingarten, superficies regradas, grupo de Heisenberg, espacos pro-

duto, grupo linear especial.
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Abstract

In this work, we classify all the ruled Weingarten surfaces of class ¢ immersed in the Heisenberg
group Nil3, obtaining explicit parametrizations for each case. We also classify translation surfaces of
the graph type in Nilz which are linear-Weingarten or whose norm of the second fundamental form is
constant.

We also classify ruled Weingarten surfaces in the product spaces, S* x R and H? x R. In the space
SE@), we did an initial study in which we classified vertical and horizontal ruled surfaces whose
one of the curvatures, either mean or gaussian, is constant.

We included yet a chapter considering Bishop surfaces (or Monge surfaces) in R, in which we

classified all such surfaces of class € satisfying some polynomial Weingarten relation.

Keywords: Weingarten surfaces, ruled surfaces, Heisenberg group, product spaces, special linear

group.
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Introducao

Superficies de Weingarten sao superficies cujas curvaturas média e gaussiana, H e K, satisfazem
uma relagdo néo trivial W(H,K) = 0. Estas superficies constituem um tema de estudo cldssico e de
especial interesse em geometria diferencial. Ha também um interesse do ponto de vista computaci-
onal, uma vez que, conhecendo o valor de uma das curvaturas sobre um dado ponto da superficie,
seria possivel conhecer (ou aproximar, a depender da complexidade de W) o valor da outra. Veja por
exemplo [CDW]|.

Uma das principais linhas de pesquisa nesse tema trata de classificar tais superficies. Ainda ha
muito o que ser descoberto, pois em geral os resultados da literatura tratam de familias particulares
de superficies satisfazendo alguma relacdo de Weingarten especifica.

As possibilidades de particularizagdes sdo muitas, fornecendo muitos diferentes caminhos a se-
rem seguidos. Podemos por exemplo considerar classes particulares de superficies como superficies
regradas, tubulares, ciclicas, de revolugdo, de translacdo, dentre outras. Podemos também conside-
rar diferentes espacos ambientes, sendo necessario, neste caso, olhar para possiveis generaliza¢des
dessas familias.

Dentre estes muitos caminhos possiveis, neste trabalho optamos como principal dire¢do, mas nao
se limitando a ela, a investigacao da classe das superficies regradas, i.e. daquelas superficies folheadas
por geodésicas. Quanto aos ambientes tridimensionais, buscamos investigar as geometrias modelo de
Thurston. Optamos por essa familia de superficies por se tratar de uma classe bem definida em
qualquer variedade riemanniana tridimensional, i.e. sem necessidade de generalizacOes, sejam elas
artificiais ou ndo. Essa universalidade nos diz que a classe das superficies regradas é de fundamental
importancia.

No espaco euclidiano R3, as superficies de Weingarten regradas nio desenvolviveis (K = 0) fo-
ram completamente classificadas, independentemente, por Beltrami e Dini em 1865 ([Blt], [[Dnl).
Em [Khn], Kiihnel fornece uma demonstracdo dessa classificacio, na qual apresenta uma importante
técnica que viria a ser utilizada extensivamente na investigacdo das superficies de Weingarten de
modo geral, i.e. ndo apenas para o caso das superficies regradas. Basicamente, essa técnica se resume

a observar que, se uma superficie ¢ de Weingarten, entdo suas curvaturas satisfazem a equacao
HyK; — HK; = 0, (D

na qual os subindices indicam as derivadas parciais com respeito a uma parametrizacao da superficie.



4 Introducdo

Desde entdo, essa relacdo € tida como equivalente ao fato de a superficie ser de Weingarten, i.e. a
existéncia de uma relagdo W, sendo tratada como uma defini¢do alternativa para superficies de Wein-
garten. Contudo, embora toda superficie de Weingarten satisfaga (1)), a reciproca ndo € verdadeira. Ao
se tentar demonstrar essa equivaléncia, nota-se que a aplicacdo dada pelo par-curvatura (H,K) e sua
imagem sobre o plano R? é de fundamental importincia. E preciso encontrar uma relagdo ndo trivial
Y que se anule sobre sua imagem. O caminho que nos vem a mente para construir uma tal relacdo é
utilizar o teorema do posto ou similar. Mas entdo nos deparamos com o seguinte problema: as con-
clusdes fornecidas por estes teoremas sdo apenas locais, enquanto W deve ser uma relacao global (a
menos que queiramos explorar o conceito de superficie “localmente de Weingarten” ou “Weingarten
local”). Além disso, o resultado se aplica apenas para os casos em que o posto de (H,K) é constante,
uma informacdo sobre a qual ndo temos controle. A equacgdo (1) nos garante apenas que o posto de
(H,K) é menor ou igual que 1. Surge daf o questionamento a respeito da suposta equivaléncia.

De fato, apresentamos neste trabalho um contra-exemplo. Trata-se de uma classe de superficies
de revolucdo em R3 que satisfaz a condigdo de Kiihnel acima, mas que nao é, no nosso melhor
entendimento, de Weingarten. Dizemos no “nosso melhor entendimento” pois essa equivaléncia de-
pende, naturalmente e fundamentalmente, do que queremos dizer com uma relagcdo funcional ndo
trivial. Dentre os trabalhos envolvendo superficies de Weingarten, poucos se dedicam a definir este
conceito com precisao. A definicdo que escolhemos € essencialmente a mesma adotada em [Sds].
Este conceito e o respectivo contra-exemplo sdo apresentados no Capitulo 1 a seguir, onde tratamos
das preliminares deste trabalho e exemplificamos o uso de algumas técnicas, dentre elas o uso da
equagao (I).

Voltemos a discuss@o das superficies regradas em espacos tridimensionais, em particular, nas
geometrias modelo de Thurston.

Como comentamos acima, as superficies regradas em R> sdo completamente classificadas, sendo

as superficies desenvolviveis uma subclasse a parte. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema (Beltrami, Dini, 1865). Uma superficie regrada em R3 ¢ de Weingarten se, e somente se,
é desenvolvivel (K = 0) ou uma screw motion surface (superficie de movimento helicoidal). Em

particular, todas elas sdo Weingarten polinomiais.

Os casos da esfera S® e do espaco hiperbdlico H? constam como casos particulares na tese de
doutorado de B. Valério, [Vlr, 2004], no qual ela estuda hipersuperficies regradas em formas espa-
ciais, i.e. ™! e H*!. Contudo, seus resultados fornecem uma classificacio parcial, i.e. sob uma
hipdtese adicional envolvendo uma condicao técnica. Essa hip6tese adicional permite concluir que as
superficies regradas de Weingarten sio desenvolviveis ou helicoidais, como no caso de R3.

De fato, ndo encontramos na literatura uma classificacdo completa para os casos de S° e H>.
Entretanto, convém mencionar alguns resultados nessa direcao.

A. Asperti e B. Valério classificaram as hipersuperficies regradas de Weingarten em S"+! e H"*+!,

para n > 3, o que curiosamente ndo inclui os casos de nosso interesse, i.e. os espacos S* e H> (veja
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[AV] e [ALV]).

Para S"*!, temos

Teorema (Asperti, Valério, 2008). Seja M", n > 3, uma hipersuperficie de Weingarten regrada conexa

de S"*1. Entao
(i) Ou M" possui curvatura seccional constante igual a 1;

(ii) Ou M"™ é um conjunto aberto do fibrado normal unitdrio de uma superficie minima regrada em

uma S* C S"T1 ou de um produto de dois circulos em uma S® C S"+1.
J4 para H""!, temos

Teorema (Asperti, Lymberopoulos, Valério, 2014). Seja M", n > 3, uma hipersuperficie de Weingar-

ten regrada conexa em H' . Entdo um, e somente um, dos seguintes é verdade:

(i) M" tem curvatura seccional constante —1 e, neste caso, M" é um fibrado vetorial unitdrio sobre

uma curva do tipo espaco no espaco De Sitter SVI‘H;

(ii) M" é um subconjunto aberto de um fibrado normal unitdrio sobre uma superficie regrada

minima em S* C ST ou sobre o produto de dois ctrculos em S? C STH1;

(iii) M" é um subconjunto aberto de um fibrado normal unitdrio sobre uma superficie maximal do

tipo espaco em S? C S’f“.

Em [AV2, 2007], Asperti e Valério mostram que uma superficie regrada em S* ou H? é de Wein-
garten se, e somente se, as curvaturas H e K sdo constantes ao longo do parametro da curva diretriz,
i.e. daquela curva sobre a qual variam as geodésicas. Esta é a chamada parametrizacdo padrdo, em
que uma superficie regrada é dada por uma familia a um parametro de geodésicas. Este resultado
também vale em R.

Das oito geometrias modelo de Thurston, resta ainda olhar para os espacos produto S* x R e
H? x R e os espacos dados pelos grupos de Lie: o grupo de Heisenberg Nilz, o recobrimento universal
do grupo linear especial Sm) e o grupo solavel Sol.

Quanto a Nils, o artigo [Kim, 2013] classifica as superficies regradas minimas, i.e. satisfazendo
H = 0. Este artigo traz uma abordagem livre de coordenadas bastante interessante para este caso,
mas dificil de estender para o caso de superficies de Weingarten em geral. Além deste artigo, ndo
encontramos outros trabalhos que tratem especificamente de superficies de Weingarten regradas em
Nil;. Felizmente, as expressoes das geodésicas em Nil3 sdo conhecidas e isto nos permitiu avancar
nessa direcao e classificar todas tais superficies.

Quanto aos espacos produto S x R e H? x R, o mesmo caso das regradas minimas é classificado

em [Mts, 2004]. Também ndo encontramos outros trabalhos na direcdo de classificar as superficies
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P

de Weingarten regradas nestes espagos. Para os espacos SL;(R) e Sol, os resultados nesta dire¢do
aparentam ser ainda mais escassos.

Neste trabalho, fomos capazes de classificar completamente as superficies regradas em Nils. De-
pois, conseguimos estender as técnicas utilizadas no caso de Nil3 para os espacos S x R e H? x R.
Em Nils, obtemos parametrizacdes explicitas para as superficies, listando 7 familias possiveis de
superficies. Ha nesta lista, por exemplo, uma familia de superficies a trés parametros reais, o que difi-
culta a confec¢ao de imagens que possam ilustrar “toda” a familia. Por esse motivo, além de algumas
figuras, fornecemos links que direcionam para o Geogebra, onde é possivel variar o(s) parametro(s)
de cada familia e observar seu efeito sobre a superficie parametrizada.

J4 nos espacos produto S? x R e H? x R a classificacdo ndo é explicita, mas sabemos que a curva
diretriz e a curva “direcional” (ou seja, aquela que fornece as direcdes das geodésicas sobre um ponto
da diretriz) devem satisfazer um certo sistema de equacdes diferenciais ordindrias, com existéncia e
unicidade de solucdes.

Optamos por ndo incluir essas classificagdes nessa introducdo, pois sdo enunciados longos e com
tecnicidades. Contudo, gostariamos de destacar um par corolarios interessantes que decorrem desses
resultados.

Em particular, dizemos que uma superficie € Weingarten polinomial se ela ¢ de Weingarten com
respeito a uma relagdo dada por um polindémio nio nulo ¥ € R[X, Y]. Naturalmente, uma superficie de
Weingarten ndo precisa, em geral, ser Weingarten polinomial. O primeiro resultado que gostariamos
de destacar € que, no caso de superficies regradas nos trés espacos mencionados acima, esses concei-

tos coincidem. Vale relembrar que, como vimos acima, este também é o caso de R3.

Teorema (A. Viveiros, 2025). Uma superficie regrada imersa em um dos espacos S* x R, H? x R,

Nils é de Weingarten se, e somente se, é Weingarten polinomial.
Dessa constatacdo surge a seguinte pergunta natural:
Existem superficies regradas de Weingarten que ndo sejam polinomiais?

De fato, essa pergunta se estende a todas as demais classes de superficies, ndo apenas regradas. Os
trabalhos a respeito de superficies de Weingarten tratam, em sua grande maioria, apenas de superficies
de Weingarten do tipo polinomial. Muitas vezes, apenas dos casos lineares, i.e. com uma rela¢do do
tipo aH + bK = ¢, ou com a norma da segunda forma constante, i.e. 4H> —2K = c. Mas existem
superficies satisfazendo, por exemplo, relagdes como exp(H) = K ou sen(H) = cos(K)?

Antes de destacar o segundo resultado, chamamos a atencdo para o fato de que todos os espagos

S? x R, H? x R, Nilz, SI;(R) e Sol podem ser vistos como fibragdes da reta sobre uma superficie
(a saber, respectivamente, sobre S?, H?, R?, H? e RZ). Portanto, em todos eles € possivel falar em
fibras verticais, difeomorfas a R que sdo, em particular, geodésicas. Consequentemente, isso define,

nestes espagos, uma estrutura de contato ou, se preferirmos, uma “dire¢do horizontal” em cada ponto.
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Basta considerar, em cada ponto, o subespaco do espaco tangente dado pelo complemento ortogonal
da direcdo vertical segundo a métrica riemanniana de cada espaco. De forma similar, podemos pensar
na inclina¢do de um vetor com respeito a dire¢do vertical.

Nos espacos S? x R, H? x R, Nils, a nogiio de inclinacdo de um vetor com respeito a direcio
vertical se estende a no¢do de inclinacdo de uma geodésica (sempre com respeito a direcdo vertical).
Em SL,(R), essa no¢ao também é possivel, embora talvez seja mais interessante, neste caso, falar em
geodésicas do tipo-espaco, tipo-luz e tipo-tempo. Ja em Sol, a no¢do de inclinacdo de uma geodésica
nao funciona, com excecao das fibras verticais. Por exemplo, em Sol, ainda que o vetor inicial de uma
geodésica seja horizontal, seu vetor tangente ndao se mantém horizontal ao longo da geodésica.

Das nossas classificacdes, € possivel enunciar o seguinte resultado.

Teorema (A. Viveiros, 2025). Se uma superficie regrada imersa em espacos S* x R, H? x R ou Nily

€ de Weingarten, entdo a inclinagdo das geodésicas que compoem a superficie é constante.

Este resultado lembra um pouco o conceito de superficies de angulo constante, i.e. superficies
cujo vetor normal unitario faz um angulo constante com a dire¢do vertical do espaco. Ha muitos
trabalhos que tratam dessa classe de superficie.

Quanto ao espaco SLy(R), este impOs sérias restrigdes as nossas técnicas, fundamentalmente
limitagdes de cardter computacional. Isto porque, embora tenhamos as expressdes das geodésicas,
elas sdo consideravelmente mais complicadas, dificultando a analise do problema. Portanto, os resul-
tados obtidos ainda estdo em fase inicial e tratamos apenas dos casos de curvatura média ou gaussiana
constantes, restritos a superficies regradas verticais e horizontais.

Para o caso do espaco Sol, a situagdo é ainda mais delicada pois neste espago nem sequer €
possivel encontrar expressoes para as geodésicas em termos de funcdes elementares. Portanto, uma
classificacdo exigiria, necessariamente, alguma técnica “livre de coordenadas”. Uma tal técnica po-
deria, quem sabe, até mesmo jogar uma nova luz sobre os casos anteriores ou de outros espacos. Ao
final da tese, acrescentamos um apéndice com um estudo das geodésicas em Sol que pode ser ttil em
estudos posteriores.

Além do caso das superficies regradas, estudamos ainda alguns casos adicionais, como o das
superficies de translacdo em Nilz, no qual classificamos as superficies de Weingarten lineares e com
norma da segunda forma constante e o de superficies de Bishop (ou superficies de Monge) em R, no

qual classificamos as superficies do tipo Weingarten polinomial.
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Superficies de Kiihnel

Comecamos nosso trabalho com uma discussdo a respeito da no¢do classica de superficies de
Weingarten. Motivados por [Sds, p. 118], definimos primeiramente o que significa dizer que duas

funcdes sdo funcionalmente relacionadas.

Definicao 1.1. Seja X um conjunto. Duas funcdes f,g : X — R sdo ditas funcionalmente relacio-
nadas se existe uma funcio ¥ : U — R continua, sendo U C R? um aberto contendo a imagem de

(f,g): X — R?, tal que
i) Y(f(x),g(x)) =0, para todo x € X;
ii) se Uy C U é um aberto intersectando a imagem de (f,g), entdo ¥ ndo é constante sobre Up.
Dizemos que ¥ é uma relagdo funcional ndo trivial entre f e g.
Este conceito nos permite definir superficies de Weingarten.

Definicao 1.2. Uma superficie imersa numa 3-variedade riemanniana é dita de Weingarten se existe

uma relacdo funcional no trivial entre suas curvaturas média e gaussiana.

Observacao 1.3. A condicdo ii) da Defini¢cao descreve a ndo trivialidade da relagdo funcional.
Alguma condigio deste tipo é necessdria pois, do contrario, poderfamos tomar ¥ : R> — R como
sendo a funcdo identicamente nula e quaisquer duas fungdes seriam funcionalmente relacionadas
(consequentemente, qualquer superficie seria de Weingarten). Em [Sds, p. 118], a condi¢do escolhida
pede que ¥ ndo seja identicamente nula sobre nenhum aberto. Aqui, apenas enfraquecemos essa
condi¢cdo: W ndo precisa satisfazer condi¢ao alguma sobre vizinhancas abertas que estejam distantes
do conjunto de interesse, i.e. da imagem de (f,g). Observe ainda que a condi¢@o ii) contempla, por

exemplo, todas as fun¢des polinomiais nio nulas.
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Convém fazer um comentdrio a respeito da curvatura gaussiana no contexto riemanniano. Sa-
bemos que a curvatura gaussiana para superficies imersas em R>, embora definida por meio de um
objeto extrinseco a superficie (o campo normal unitario), pode ser calculada de forma intrinseca, i.e.
apenas por meio de medidas feitas sobre a superficie, ndo importando a forma com que ela esteja
imersa no ambiente. Isso se deve ao fato de R3 possuir curvatura seccional constante nula e nio é
verdade para 3-variedades riemannianas em geral. De fato, o teorema de Gauss para superficies [Crm),

p. 145] nos diz que
Kint - E = K7

sendo K a curvatura seccional do ambiente, K;,; a curvatura seccional intrinseca a superficie e K a
curvatura extrinseca.

Portanto, h4 duas generalizagdes naturais possiveis para a no¢do de curvatura gaussiana: aquela
definida pelo determinante da segunda forma fundamental (extrinseca) e aquela dada pela curvatura
seccional (intrinseca) da superficie. Adotaremos a primeira op¢ao, estando de acordo com a defini¢ao
de curvatura de Gauss-Kroenecker de [Crm, p. 142].

Mais precisamente, considere uma superficie imersa numa 3-variedade M descrita por ¢ : U — M
e munida de um campo normal unitario N : U — TM. Definimos as curvaturas média e de Gauss—

Kronecker (ou simplesmente gaussiana) sobre U respectivamente por

_ eG+gE —2fF g f?
- 2(EG-F%*) ' =~ EG-F?%

sendo E,F,G e e, f, g os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, dados por

E:<¢Sa¢s>7 F:<¢Sa¢l>7 G:<¢ta¢l>7
<V¢S¢S7N>7 f: <V¢;¢S7N>7 8= <V¢,¢17N>7

e

onde, por exemplo, V, ¢; significa a derivada covariante de ¢; com relagdo a varidvel 7. Assim como
em R3, essas expressoes sio oriundas da defini¢io em que H e K sdo dadas, respectivamente, por
metade do traco e pelo determinante do operador forma numa base ortonormal.

Dito isso, iniciamos a se¢do com um lema que descreve uma propriedade importante das su-
perficies de Weingarten de classe ¢ e que fornece uma ferramenta promissora, embora computa-
cionalmente custosa, na classificagdo de superficies de Weingarten. Essa ferramenta foi utilizada

primeiramente por Kiihnel em [Khnl] e em outros trabalhos posteriores.

Lema 1.4 (Condi¢do de Kiihnel). Considere uma superficie de classe €° imersa numa 3-variedade
riemanniana e denote por Hy, H;, K, K; as derivadas parciais de suas curvaturas média e gaussiana
com respeito a uma parametrizacdo local. Se a superficie é de Weingarten, entdo

H, H,

det [ K, K

:| = HSKI _HI‘KS =0.
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Demonstracdo. Seja ¢ : U C R? — M uma parametrizacio sobre a superficie. Considere a aplicacdo
H U — R? definida por . (s,t) = (H (s,t),K (s,1)).

Suponha que a superficie seja de Weingarten com respeito a uma relagdo nao trivial . Por
definicdo, temos W o .# = 0 sobre U. Como a superficie é de classe %, a aplicagdo .# & de classe
€. Note entdo que o determinante do enunciado é o determinante jacobiano de .#". Suponha por
contradi¢do que ele seja diferente de zero sobre (sg,%p) € U. Pelo teorema da fungdo inversa, existe
um aberto Uy em torno de (so,f) sobre o qual %" define um difeomorfismo. Isso implica que a
imagem de % contém um aberto ndo vazio, a saber, % (Up). Como ¥ o %" = 0, isso implica que
W € constante sobre um aberto tocando a imagem de %", o que contradiz a condic¢do ii) da Defini¢do

L1l O

Este lema impde uma condi¢do necessdria para que uma superficie seja de Weingarten. Assim,
se estamos interessados no estudo das superficies de Weingarten de uma determinada classe de su-
perficies, podemos nos restringir apenas aquelas que satisfazem tal condicdo. Mas surge entdo uma
pergunta natural: todas tais superficies sdo de fato de Weingarten ou existem superficies “em ex-
cesso”? Em outras palavras, a condicao necessaria é também suficiente?

Antes de responder a essa pergunta, somos motivados a dar a seguinte defini¢ao.

Definicdo 1.5. Uma superficie de classe ¢ imersa numa 3-variedade riemanniana serd dita de
Kiihnel se as derivadas parciais de suas curvaturas média e gaussiana com respeito a qualquer pa-
rametrizacao satisfazem a condi¢do de Kiihnel

Hy, H) _
det [Ks KJ =0.

Nessa nomenclatura, o lema mostra simplesmente que toda superficie de Weingarten é de Kiihnel.
Mas existem superficies de Kiihnel que nao sejam de Weingarten? Muitos trabalhos (e.g. [Khn, p.
476], [DGW, p. 2], [Sds| p. ix], [VIr, p. iv], [Mnt, p. 12], dentre outros) mencionam rapidamente que
essas nocoes sdo equivalentes, sem contudo fornecer uma demonstracdo. A seguir, fazemos uma breve
discussdo para mostrar que tal equivaléncia € de fato falsa, exibindo um exemplo de uma superficie
de Kiihnel-Weingarten que nao € de Weingarten.

A condi¢@o de Kiihnel nos diz que a imagem do par curvatura (H,K) é essencialmente uma curva
em R?, no sentido de que o determinante jacobiano é nulo e portanto o rank de (H,K) é no maximo
1. Ja no caso em que a superficie ¢ de Weingarten, sabemos mais que isso: a imagem de (H,K) estd
contida na curva de nivel 0 de uma relacdo funcional nao trivial V.

A seguir, provamos um resultado que fornece uma equivaléncia com a Defini¢cao € que nos
ajuda a entender com maior precisao o que falta na condi¢do de Kiihnel com relacio a definicao de

Weingarten, fornecendo uma condi¢do necessdria para uma superficie candidata a contra-exemplo.

Proposicao 1.6. Uma superficie imersa numa 3-variedade riemanniana é de Weingarten se, e so-

mente se, o fecho da imagem do par curvatura (H,K) possui interior vazio em R2.
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Demonstracdo. Denote por F C R? o fecho da imagem em R? do par curvatura (H,K). Suponha
que a superficie é de Weingarten com respeito a ¥ : U — R. Como W(H,K) =0 ¢ W é continua,
temos que W se anula também sobre ' NU (note que a intersecdo com U se faz necessaria pois,
embora a imagem de (H,K) esteja contida no dominio U, seu fecho F pode “vazar” para fora deste
conjunto, situacdo na qual ¥ ndo estd sequer definida). Suponha por contradicdo que F nao possui
interior vazio, i.e. contém um aberto ndo vazio Uy. Como F é o fecho da imagem de (H,K), temos
necessariamente que Uy intersecta (H,K) e, portanto, intersecta U. Assim, podemos supor sem perda
de generalidade que Uy C U. Pelo que acabamos de observar, devemos ter ¥ = 0 sobre Uy. Mas isso
contradiz o item ii) da Definicao uma vez que U intersecta a imagem de (H,K).

Reciprocamente, suponha que F possui interior vazio. Faremos uso do seguinte resultado:

Teorema 1.7. [L, p. 47] Seja M uma variedade suave. Se F é um subconjunto fechado de M, entdo

existe uma fungdo suave ndo negativa f : M — R tal que = (0)=F.

Tome W como sendo a funcdo fornecida por esse teorema. Naturalmente, como a imagem de
(H,K) estd contida em F, teremos W(H,K) = 0 sobre toda a superficie. Considere Uy C R? um
aberto tocando a imagem de (H,K). Como F possui interior vazio, Uy possui a0 menos um ponto no
complementar R? — F. Uma vez que P se anula somente sobre os pontos de F, isso garante que ¥
nao € constante sobre Uy. Logo, W define uma relacao funcional ndo trivial entre H e K e a superficie

¢ de Weingarten. O

Essa proposic¢ao nos diz que um exemplo de superficie de Kiihnel que nao seja Weingarten, caso
exista, deverd necessariamente possuir a propriedade de que, embora a imagem de (H, K) seja descrita
por uma “curva”, seu fecho possui interior ndo vazio.

Como toda superficie de Kiihnel-Weingarten &, por defini¢io, de classe %3, temos que a aplicagio
(H,K) é de classe . E sabido que nio existem curvas space filling de classe €', i.e. nenhuma curva
y: 1 — R? de classe €' pode preencher uma regido aberta (ou todo) do plano. As chamadas curvas de
Peano sdo apenas continuas e possuem um comportamento fractal. Contudo, existem curvas suaves
(€¢*) cujaimagem € densa em alguma regido do plano e, portanto, seu fecho possui interior ndo vazio.
E af que reside a possibilidade do contra-exemplo que buscamos.

Antes de construir nosso exemplo, olhemos para as superficies de revolugio em R3. Uma tal
superficie € dada, por exemplo, pela rotacdo em torno do eixo-z de uma curva contida no plano x =0
que nio toca o eixo de rotagio. Mais precisamente, considere uma curva regular v : I — R? de classe
% dada por y(t) = (¥(t),z(t)) e suponha que y(t) > 0, para todo ¢ € I. A superficie de revolugio

associada a y é dada pela imerso ¢ : I x R — R> definida por

O(s,t) = (y(t)coss,y(t)sens,z(t)).

Sem perda de generalidade, podemos supor que Y estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Assim, existe fungdo 6 : I — R tal que ¥ = (—sen6,cos0). Tomando o campo normal unitdrio ao
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longo de ¢ como sendo N = ‘gj igﬁl’ as curvaturas média e gaussiana sao dadas por
H:_l<°"se+e’), K59
2\ vy y

Note que H e K dependem apenas do parametro ¢. Portanto, superficies de revolu¢do sao trivial-
mente de Kiihnel.
Comegamos agora a construgio do nosso contra-exemplo. Para cada ponto p = (a,b) € R?, com

a > 0, associe a curva ¥, : (—¢,€) — R? definida por

(1 —3(1—cos(bt)), ;sen(bt)), seb#0,
V(1) = )
(3,1), se b=0.

Destacamos que o pardmetro € > 0 que define o dominio de ¥, € qualquer desde que faca com
que a coordenada y de ¥, seja sempre positiva (mera condi¢do para que a curva nao cruze o eixo de
rotagdo). Note que sempre existe um tal € > 0, pois 7, descreve um circulo ou segmento de reta cujo
ponto ¥,(0) = (é,O) estd a uma distancia é > 0 do eixo de rotacdo. Observe ainda que ¥, é suave.

A figura abaixo exemplifica ¥, em cada caso.

Além disso, a curva 7, estd parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto, podemos uti-
lizar as férmulas mencionadas anteriormente para as curvaturas média e gaussiana da superficie de

revolucdo obtida de y,. Em particular, sobre # = 0 obtemos
1
H(0) = —§(a+b), K(0) = ab.

Exemplo 1.8 (Superficie de Kiihnel que nio é Weingarten). Considere subconjunto de R? dado por

1
A= {(—E(a—kb),ab) eR?: a>0,b€R}
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e observe que A possui interior nao vazio.

Mostramos acima que, para cada ponto g = (—%(a—i—b),ab) €A, acurva ¥, : [, — R?, com
p = (a,b), é tal que a superficie de revolugdo gerada por ¥, possui ¢ como imagem do par curvatura
(H,K) para ao menos um de seus pontos.

Considere entdo o conjunto D := AN (Q x Q), i.e. o conjunto dado pelos pontos de A com
coordenadas racionais. Note que D € denso em A. Além disso, D € enumeravel e pode ser escrito
como D = {g, € U : n € N}. Consideramos entdo as curvas ¥, : [, — R2, neN, sendo Yn := Yy, acurva
construida acima e os intervalos de definicao da forma I, = [—&,, €,]. Definiremos curvas ¥, : J, — R2,
n € N, dadas por reparametrizacdes das respectivas curvas %,. Faca J,, := [n +2 ;’:_01 g,n+2Y" 8,} .
Dito de forma mais simples, J,, € obtido a partir de um reposicionamento de I, em R, de forma que
Jy, esteja a esquerda de J,,41 € haja um invertalo de comprimento 1 entre eles. Consideramos entdo a
reparametrizacio ¥, : J, — R? de ¥, dada por

n—1
W) =m|t—e.—n-2Y) &

i=0
Denote por K, o intervalo de comprimento 1 que separa os intervalos J, e J,,11. Considere uma
curva suave A, : K, — R? cujo traco ligue o ponto final de §, ao ponto inicial de ., de forma
que a concatenagdo ¥, * A, * ¥, também seja suave e cujo tragco nio cruze o eixo de rota¢ao. Isso
nos fornece uma curva suave ¥ : [0, 4-00) — R? que percorre todos os tracos das curvas ,. Como ja
observamos, a superficie de revoluciao gerada por 7y € trivialmente de Kiihnel-Weingarten. Contudo,
a imagem do par curvatura (H,K) dessa superficie contém todos os pontos de D. Logo, seu fecho
contém o conjunto A e portanto possui interior nao vazio. Segue da Proposi¢ao que tal superficie

nao pode ser de Weingarten.

Este exemplo nos mostra que ao se utilizar a condi¢do de Kiihnel como técnica para classificar
superficies de Weingarten, obteremos uma classe possivelmente maior. Distinguir quais dessas su-
perficies sao de fato de Weingarten exigird sempre alguma argumentacdo adicional.

Para encerrar a secdo, fornecemos uma versao equivalente da condi¢ao de Kiihnel. Com ela, nos
livramos do célculo de derivadas dos quocientes envolvidos na equagdo H,K; — H;K; = 0. Contudo,
pagamos o preco de ter que calcular um determinante 3 x 3. Naturalmente, sendo equivalentes, as
duas formas codificam a mesma informacdo em termos de custo computacional, tornando a escolha

entre elas uma mera questao de preferéncia. No nosso trabalho, utilizaremos sempre a versao abaixo.

Lema 1.9. Uma superficie ¢ : U — M de classe €> imersa numa 3-variedade riemanniana M é de
Kiihnel se, e somente se,
2(EG — F?) (EG—F?); (EG—F?),
det |3(éG+8E —2fF) (éG+8E —2fF); (éG+gE—2fF);| =0,
4(e8—1*) g —/*)s (€g—f*)
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sendo E ., F,G os simbolos da primeira forma fundamental e &, f, g os simbolos ndo normalizados da
segunda forma fundamental, i.e. se W = (EG —F 2)_1/ 2 e e, f,g sdo os simbolos da segunda forma
fundamental, entdo &, f, g sdo definidos por e = éW, f = fW, g = gW. Os subindices s e t indicam

as derivadas parciais com respeito as varidveis (s,t) de U.

Demonstracdo. Denote h =G+ 3E —2fF e k = 3 — f> e observe que H = %W3h, K = W*k. Logo,

Hy= 5 (WWht W), H = 5 (W W+ Wh).

Ky = AW Wk + Wk, K, = AW W,k + Wk, .

Por defini¢do, a superficie é de Kiihnel se

1 2 3 1 2 3
0—det |5 | _ 4o |2 (3W3 Wi+ W hs) 3 (3W3 Wil + W hy)
K, K AW3Wik 4 Wk, AW3W,k + Wk,
1
— EW6 (3hWsk; — 3hW;ks — 4kWihy 4 4kW,hg -+ W hyk, — W hky)
1 W W W
= 5W6det —3h hy Ry
—4k kg K

Note entdo que
1 : 1
W=~ (EG - FY) 3 (EG—FY), = —SWHEG-F?),.

Analogamente, W; = —%W3 (EG—F?),.
Portanto, temos

1 wo W, W
0= EW6 det [—3h hy B
| —4k ks ki
- W —IW3EG-F?), —IW3(EG-F?),
= Wedet | —3h h hy
| —4k ks ky
| [2W=2 (EG—-F?), (EG—F?),
= ZW9 det | 3h h hy
| 4k ks ky
Este é precisamente o determinante do enunciado. Como W = 0, o resultado segue. [

1.2 Superficies regradas em variedades riemannianas

Nesta secdo, exploramos o conceito de superficies regradas imersas em 3-variedades riemanni-
anas, fazendo uma breve discussao a respeito de curvas de estri¢do e propondo curvas satisfazendo

uma condig¢do alternativa mais simples, a que nos referimos como condi¢do de ortogonalidade.
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Dado um ponto p em uma variedade riemanniana tridimensional completa (M, g), denote por
exp, : TpM — M a aplicag¢do exponencial sobre p. Recorde que, para cada v € T,M, acurva y: R —
M definida por y(t) = exp,(tv) € a geodésica em M satisfazendo as condigdes iniciais y(0) = p e

7(0)=v.

Definicao 1.10 (Superficies regradas). Seja M uma 3-variedade riemanniana completa. Considere
uma curva p : I — M e um campo de vetores unitdrios v : I — TM ao longo de p, ambos de classe
€?. Se a aplicagio ¢ : I x R — M definida por ¢(s,t) = eXpp(5) (1v(s)) € imersdo, dizemos que

X(p,v) := ¢(I x R) é a superficie regrada gerada pela curva diretriz p com curva direcional v.

Observacao 1.11. Em alguns casos, iremos requerer menos da aplicacio ¢, permitindo que ela pos-
sua algumas singularidades, i.e. permitindo que ela deixe de ser imersdo em alguns pontos, desde
que respeitada alguma condi¢d@o de tolerancia que poderd depender do contexto. De forma geral, a

condicdo implicara que ¢ € imersdao num aberto denso de I x R.

Podemos dar a seguinte interpretacdo geométrica a Defini¢ao Geodésicas podem ser vistas
como trajetorias percorridas por raios de luz. Naturalmente, seu formato depende da geometria do
ambiente. Com essa interpretacao, uma superficie regrada seria o conjunto dos pontos iluminados
por um fonte de luz unidimensional que caminha no espaco. A trajetoria descrita pela posi¢ao da
fonte de luz e as direcdes em que a fonte de luz aponta forneceriam, respectivamente, as curvas base

e direcional da superficie regrada.

Figura 1.1: Superficie gerada por feixes de luz

Nao é dificil ver que uma superficie regrada € gerada por mais de uma (de fato, por infinitas) curva
diretriz. Podemos nos perguntar portanto se ha uma escolha particular da curva diretriz que possua
propriedades interessantes.

Podemos falar por exemplo da condicdo de estricio. No caso em que M = R> é o espaco eucli-

diano, superficies regradas possuem a forma ¢ (s,7) = p(s) +tv(s). Pedir entdo que a curva diretriz
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satisfaca a condig@o de estri¢do é pedir que (p’,v') = 0. Se a superficie regrada ndo é cilindrica, i.e.
Vv # 0, entdo é possivel mostrar que existe uma tnica curva diretriz sobre a superficie satisfazendo a
condic¢do de estricdo (v. [Crm2, p. 226, 227] ou secao |l.3|a seguir). Portanto, neste caso faz sentido
falar da (dnica) curva de estricdo da superficie. Quanto ao contexto riemanniano, podemos estender

essa nocdo, pedindo que a curva diretriz p satisfaca

g(p, V) =0,

sendo V a conexdo de Levi-Civita do ambiente (M, g).

Contudo, no contexto riemanniano a existéncia e unicidade da curva de estricdo € uma questao
mais delicada, como mostra o trabalho recente [LRS]]. Nele, os autores apresentam exemplos interes-
santes, como o de uma superficie regrada em H? que ndo admite curvas de estri¢io, uma superficie
regrada num espaco produto com uma quantidade enumerdvel de curvas de estricdo e ainda uma
superficie num espaco com métrica warped com uma quantidade arbitraria de curvas de estri¢ao.

Tendo em vista tal complexidade, propomos uma condi¢do alternativa que, embora ndo admita
unicidade, sempre admite existéncia de uma curva diretriz que a satisfaz. Antes de falar dessa

condig¢do, provamos o seguinte lema.

Lema 1.12. Seja ¢ : I x R — M uma superficie regrada como na Defini¢do[l. 10 Se ¢ é imersdo sobre
um aberto denso de I X R, entdo o produto interno entre os vetores tangentes Qs e ¢, é constante ao
longo de cada geodésica ou, mais precisamente, a funcdo (s,t) — g(@s(s,t), ¢ (s,t)) depende apenas

desel.

Demonstracdo. Em torno de cada ponto de imersdo, podemos considerar uma vizinhanga aberta em
que ¢ é um mergulho. Portanto, sobre uma tal vizinhanga temos [¢s,¢;] = 0, além de V4, ¢, =0 e
g(d,¢,) =1, pois t — @(s,t) é geodésica com ¢ (s,0) = v(s) unitdrio. Portanto, sobre o aberto em
que ¢ € imersdo vale que

d 19

a—tg(%@) =8V, 05, 00) +8(05, Vo, ) = 8(Vo, 05, 8) = 8(Vo, 01, 81) = Ea_sg(@’@) =0.

Como %g(q&s, ¢;) : I x R — R € continua e o aberto sobre o qual ¢ é imersdo é denso em I X R,

vale que %g(q)s, ¢;) = 0 sobre todo I x R. O

Considere uma superficie regrada dada por ¢ : I X R — M e denote por p e v suas curvas base e
direcional. Considere uma funcgdo y : I — R de classe €. Dizemos entdo que j : I — M definida
por p(s) = ¢(s,y(s)) é a curva diretriz obtida de p pelo ajuste y. Naturalmente, fazendo-se v(s) =

& (s,y(s)), a superficie regrada de curva diretriz j e curva direcional v define a mesma superficie dada
por ¢.
Proposicao 1.13 (Condicao de ortogonalidade). Toda superficie regrada pode ser descrita por uma

curva diretriz ortogonal as direcoes das geodésicas, i.e. satisfazendo a condicdo de ortogonalidade

dada por (p',v) = 0. Quaisquer duas tais curvas base diferem por um ajuste constante.
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Demonstracdo. Considere uma superficie regrada X(p,v) numa variedade M e seja ¢ : I xR - M
como na Defini¢do [[.10] Suponha que p: 1 — M e v : I — TM sejam as curvas base e direcional

obtidas de p e v pelo ajuste y : I — R e que satisfagam g(p’,v) = 0.

t i
T
- ¢
3/(5)@5 >

Essa condicdo equivale a

0=g(p'(s),7(s)) = g(9s(s,3(s)) + ()9 (5, 3(s5)), & (s5,¥(5)))
= 8(s(s,5(5)), 8 (5.¥(5))) +' ()8 (91 (5,(5)), (5, ¥(s)))
= 8(¢s(5,0), 1 (5,0)) +'(s) = g(p(5),v(s)) +(5)-

Acima, utilizamos que g(¢;,¢;) = 1 e o Lema Portanto, conseguimos ajustar uma curva
diretriz inicial p por uma fun¢ao y de forma a satisfazer a condicdo de ortogonalidade se, e somente

se, y € solugdo da equacgdo diferencial ordinaria de primeira ordem dada por

Dada condi¢@o inicial y(sg) = yo sobre sg € I, temos a solugdo globalmente definida em I dada
por
s /
y(5) =y~ [ g/ (0).v(x))dz.
S0
Isso também mostra que duas tais curvas ortogonais as dire¢oes das geodésicas diferem por uma

constante. ]

Observacao 1.14. Em alguns casos, pode ser ttil considerar superficies regradas cuja curva direcional
v # 0 ndo seja unitaria. Observamos que a condi¢do de ortogonalidade continua valida mesmo neste
caso. Basta reparametrizar a superficie por meio da curva direcional unitdria v : =1 | Pela proposicao
acima, existe uma curva diretriz ortogonal p satisfazendo g(p’,7v) = 0. Mas entdo essa mesma curva

satisfaz g(p’,v) = 0.

1.3 O Teorema de Beltrami-Dini

A classificacdo das superficies regradas de Weingarten no espaco euclidiano R3 é conhecido como

Teorema de Beltrami—Dini e diz que toda superficie regrada de Weingarten em R3 ndo desenvolvivel
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€ uma screw motion surface (superficie de movimento helicoidal). Este resultado por ser visto como
uma generalizacao do Teorema de Catalan que diz que as tnicas superficies regradas minimas (H = 0)
em R? sdo o plano e o helicoide.

Uma demonstragdo do teorema de Beltrami—Dini € fornecida em [Khnl] e sera apresentada aqui
com detalhes adicionais e para fins de ilustragdo da aplicagido do Lema[I.9] da condi¢éo de tolerincia e
de algumas ferramentas que serdo utilizadas mais adiante, como a técnica da eliminante (v. Apéndice
A.2).

Seguindo a Defini¢dao uma superficie regrada em R> é a imagem de uma aplicacio ¢ : I x
R — R? da forma ¢ (s,1) = expy,(5)(1v(s)), em que p: [ — R3 ¢ a curva base da superficie, v: 1 — S?

é a curva direcional ao longo de p. No caso de R3, sabemos que
exp,(tv) =p+tv,t €R.
Dessa forma, ¢ é dada simplesmente por

O (s,0) =p(s)+1v(s).

Da Proposi¢ao [I.13] poderiamos supor, sem perda de generalidade, que a curva diretriz satisfaz a
condi¢do de ortogonalidade, mais precisamente dada por (p’,v) = 0. Contudo, ndo iremos requerer
essa condicdo pois, no caso de R?, vale a classica condi¢do de estricdo, que enunciaremos mais
adiante.

Quanto 2 regularidade de ¢, iremos supor que ¢ é de classe € e “quase” imersdo. Fazemos
1sso para que algumas superficies relevantes, como cones por exemplo, ndo sejam excluidas da nossa
classe. Contudo, € necessario mensurar a tolerancia a tais pontos singulares para que a superficie nao

seja degenerada. Assim, iremos supor que ¢ satisfaz a seguinte

Condigdo de tolerdancia. Se ¢ ndo é imersdo, entdo existe h: I — R continua tal que, se
(05 X @) (5,1) =0, entdo t = h(s).

Essa condicao nos diz essencialmente que ¢ admite no maximo um ponto singular por geodésica
e que esse possivel ponto singular varia continuamente. Note que a condicao ¢ X ¢ = 0 equivale a
dizer que os vetores @ X ¢, sdo paralelos e, portanto, ¢ deixa de ser imersao sobre tais pontos.

Sigamos com os célculos usuais das curvaturas sobre os pontos regulares da superficie. Os vetores
tangentes sdo dados por

o5 = p' +1V, o =v.

O campo normal associado é dado por
Oy X ¢ =p' xv+1(V xv).

Denotando W = | ¢, X ¢t|*1, temos o campo normal unitdrio sobre a superficie dado por N =

W (s < ¢r).
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As derivadas de segunda ordem sao dadas por
// i /
¢s,s =p +tv, ¢s,t =V, ¢t,t =0
Temos entdo a primeira e segunda formas fundamentais:

E = {00 05) = [P +2(p' )i+ V72
F=<¢Sa¢t> < >
G={

e = (¢ss,N) =W<p”+tv”,p’ x v+t (v xv))

:W(<p",p’ ><v>+ (<p”,v'><v>+<v”,p' ><v>)t—l—<v",v’ ><v>t2),
f= {00, Ny =W/ p'xv+1 (V' xv)) =W/, p' xv),
8= (¢rs,N)=0.

Note que em F = (p’,v) e G = 1 usamos o fato de que v € unitdrio.

Naturalmente, temos
w? = ]¢S><¢, <‘p xv‘ +2t<p XV, V ><v>+t2‘v ><v|>
= (‘Pl‘z Mz — <P/,V>2—|—t2 (‘v"z |v\2 — <v',v>2> + 2t (<p’,v'> (v,v) — <p',v> <v, v’>)>

-1
= (1P 2y 2 WP (o))
~1

-1

= (EG-F?)

Seguindo a notag¢do do Lema[I.9] as curvaturas média e gaussiana sao dadas por

eG+gE—2fF w3

H=—Eec—r) = 5 (@=27F),
g f? 4z
K=go—m="W7F

Comegamos nossa discussdo das superficies regradas de Weingarten em R? com um caso a parte:
o das chamadas superficies desenvolviveis. Uma superficie € dita desenvolvivel se sua curvatura
gaussiana € identicamente nula. Essas superficies sdo localmente isométricas ao plano e podem ser
pensadas como aquelas superficies obtidas “curvando-se” uma folha de papel no espaco, sem esticar
ou rasgar.

Essa classe de superficies € rica em exemplos. O teorema a seguir € bem conhecido e nos traz
uma classificacio que nos diz que tais superficies sdo obtidas, essencialmente, a partir da colagem de

planos, superficies cilindricas, cones e superficies tangentes.

Teorema 1.15. Se a superficie regrada ¢ : [ X R — R3 de curva diretriz p : I — R3 e curva direcional
v: I — S? é desenvolvivel (K = 0) entdo todo intervalo aberto Iy C I ndo vazio contém um intervalo

aberto J ndo vazio sobre o qual a restrigdo ¢ : J X R — R? ¢ de um dos seguintes tipos
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(i) superficie cilindrica: as retas t — p(s) +1tv(s) sdo paralelas;
(ii) superficie conica: as retast — p(s)+1tv(s) se intersectam num tinico ponto;

(iii) superficie tangente: as retas t — p(s)+1v(s) sdo as retas tangentes a uma curva y em s.

Note que cada um desses casos pode estar contido num plano.

Demonstragcdo. Primeiramente, note que K = 0 se e somente se
f:W<v/,p'><v> =0 < <v',p'><v>EO.

Suponha que a superficie € desenvolvivel e considere um intervalo aberto ndo vazio qualquer
Ip C 1.

Se a restri¢ao da curva direcional v : Iy — S? é constante, entio temos o caso (i) para J = Iy.

Se v: Iy — S? ndo é constante, entdo existe I; C Iy aberto ndo vazio sobre o qual v # 0. Neste
caso, {v, |:—:|, ﬁ;—ia} fornece uma base ortonormal de R3, para todo s € I;. Usando que (', p’ x v) =0
e escrevendo p’ X v nesta base, obtemos
(p! x v,V xv) (

/
e Vi xv).

plxv=

Lembrando que ¢ X ¢, = p’ x v+1 (V' x v), conclui-se que para todo s € I}, a reta da superficie
—(p'xv,y/ xv)

(s). Consideremos a curva dada
|V xv|?

associada a s possui um ponto singular em ¢ = h(s) :=

por esses pontos singulares, i.e. 7: I} — R3 definida por
Y(s) =0 (s, (s)).

Se y € constante, entdo todas as retas associadas a s € I se intersectam em Y € estamos no caso
(i1) para J = 1.
Suponha que ¥ nio seja constante. Note que ¥ é de classe €. Entdo existe I» C I; intervalo aberto

ndo vazio sobre o qual ¥ # 0. Note que

Y (5) = s (5, (5)) + 1 (5) 9y (5,2 (s))
=p'(s) +h(s)v () +H (s)v(s)

Por outro lado, temos

h= = =— /|2

— (P> xw) = () ) = Py (v V)
v xv® V[P v = (,v) v

Segue dai que

<7/,v'> = <p’+hv’+h'v,v’> = <p/,v/>—|—h<v/,v/> =0,
<}/,v'><v> = <p'—|—hv'—|—h/v,v/ ><v> = <p/,v/ ><v> = —<p' ><v,v/> =0.
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/ / . ~

Como < v, 57, 2% ¢ é uma base ortonormal, segue que ¥ é um mdltiplo de v. Ora, mas entdo
RS

aretat— p-+tv passa por ¥y (basta tomar t = /) e além disso, seu vetor tangente € v, que possui a

mesma dire¢do de Y. Isso mostra que estamos no caso (iii), para J = I,. Note que em todos 0s casos,

nada impede que ¢ esteja contida em planos. [

A respeito das superficies desenvolviveis, nos contentaremos com o teorema acima, considerando-
as uma classe a parte.

Elaboramos agora a nocao de curva de estrigdo.

Lema 1.16 (Condicio de estricdo). Se a curva direcional v : I — S* de uma superficie regrada satisfaz
V' # 0 sobre 1, entdo existe uma tinica escolha da curva diretriz p de forma a satisfazer a condigdo

(p' V') = 0. Tal curva é chamada curva de estri¢@o da superficie regrada.

Demonstragdo. Considere ¢ : I x R — R? dada por ¢ = p+tvcom V' # 0 sobre I. Considere h: I — R
de mesma classe de diferenciabilidade que ¢. Isso fornece uma reparametrizadacio ¢ : I x R — R?

da superficie definida por

O (s:) =@ (s, +h(s)) =p(s)+ (1 +h(s))v(s).

Iremos encontrar i de forma que j(s) := @ (s,0) = p(s) + h(s)v(s) satisfaca a condi¢io de
estricdo (p’',v') =0.

Como v € unitdrio, temos (v,v') = 0. Segue dai que
ﬁ/’vl> _ <p/—|—h/v—{—hvl,vl>
= <p',v'>+h<v',v'>.

/)
Portanto, basta tomar h = — <<’V) : :,>> . Isso mostra a existéncia da curva de estricao.

Suponha que a familia em s € I de retas descrevendo a superficie possa ser descrita, com 0 mesmo
pardmetro s, por duas curvas de estri¢do, p,q. Portanto, estamos supondo que (p’,V') = (¢',V/) = 0.
Note entdo que, como p(s) e ¢(s) estdo sobre uma mesma reta sobre a superficie, deve existir 7 =

h(s) € Rtal que g (s) = p(s)+h(s)v(s). Além disso, h deve ser diferencidvel. Segue que

0— <p',v’>—<q',v'> _ <pl—q/,vl> _ <p'—p'—h’v—hv’,v’>
:h<v',v’>

Como (V/,V') # 0, isso mostra que i = 0. Portanto, g = p. O

Antes de seguir com o teorema de classificacdo das superficies regradas de Weingarten, damos

mais um exemplo importante de superficies regradas em R3.
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Exemplo 1.17 (Screw motion surfaces). Essas superficies sdao definidas como sendo aquelas cuja
curva de estricdo é uma hélice e a curva direcional descreve um circulo ortogonal ao eixo dessa

hélice. Mais precisamente, a menos de isometrias, toda tal superficie possui a forma

(a—btanm)sens COST COS s
¢ (s,t) = (cos’n) | —(a—btann)coss | +1 | cosmsens |,
(atann +Db)s senn

definida para todo (s,7) € R x R, sendo constantes 1 € (—%, %), a,b € R. As figuras abaixo exem-

plificam alguns casos (curva de estricdo em vermelho).

Figura 1.2: https://www.geogebra.org/m/mhezykbw

Como podemos ver, uma screw motion surface pode ser um helicoide, se a curva de estri¢do se
degenerar em uma reta ou um hiperboloide de uma folha, caso em que a curva de estricao se degenera

em um circulo.

Olhemos agora para as curvaturas dessas superficies. Fazendo os calculos, obtemos

E= (coszn) (a2+b2+t2) ,

F =(cosn)a, G=1,

W= (EG—F?*) ?=(cosn)” (b2+t2)_%,
e:W(coszn) (b(acosn—bsenn)—tzsenn),
f:Wbcoszn, g=0.

Assim, as curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

3 3 e , )
2 2 2 (b2 +12)2

9

. b?
K=-W?= -
(b2 +12)


https://www.geogebra.org/m/mhezykbw
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Isso mostra em particular que a curvatura gaussiana de uma tal superficie se anula em algum ponto
se, e somente se, ela € desenvolvivel.

Para fins de ilustragdo, mostremos que essas superficies sao de Weingarten do tipo polinomial.
Para isso, precisamos exibir um polindmio nio identicamente nulo ¥ (X,Y) tal que ¥ (H,K) =0. As
expressoes de H e K acima dependem, ambas, apenas de ¢t € R. Eliminamos essa varidvel por meio

da ferramenta da eliminante (v. Apéndice[A.2). Primeiro, note que as expressdes acima implicam

0=4(B2+12) H>— (b®+4*) tann +ab),
0=K (b*+1) 417

Isso equivale a dizer que (H b+ t2) e (K b+ t2) anulam, respectivamente, os polindmios

P(X,Z):=4Z3X* — (Ztann +ab)*,
0Y,2):=YZ*+b°.

O método da eliminante nos diz entdo que (H,K) anula o polindmio ¥ dado por ¥ (X,Y) =

Elmyz (P, Q). Abrindo a expressao, obtemos

4X? 0 Y 0 0

—tan’n 4X? 0 Y 0

¥ (X,Y) =det | —2abtann —tan’n bH*> 0 Y
—a’b*>  —2abtann 0 b O

0 —a’* 0 0 b

= b* (166X* + 16ab (tann) X*Y +a'Y? +24a* (tan*n) Y2 + (tan* 1) Y)

Portanto, se b = 0 a superficie é desenvolvivel e satisfaz K = 0. Se b # 0, a superficie € Weingarten

polinomial, satisfazendo
0= 16b*H" + 16ab (tann) H*K +a*K> + 24> (tan’ n) K* + (tan* n) K.

Convém destacar que em [Khn], o autor apresenta uma relacao de Weingarten entre H, K que nao

€ polinomial (pois envolve raizes), embora sua expressao seja mais concisa.

Apresentamos agora a classificaio das superficies regradas de Weingarten em R3. Essa classificagio
foi dada, de forma independente, por Beltrami e Dini em 1865 ([Blt], [Dn]). Este € o principal resul-
tado que gostariamos de generalizar em outras variedades ambiente, em particular para as geometrias
modelo de Thurston. A prova que fornecemos aqui € essencialmente a mesma dada por Kiihnel em
[Khnl].

Teorema 1.18 (Beltrami, Dini, 1865/66). A classe das superficies regradas de Weingarten de classe
€3 em R3 ¢ dada pelas superficies desenvolviveis e screw motion surfaces. Em particular, todas sdo

Weingarten polinomiais.
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Demonstracdo. Considere ¢ : I x R — R3 uma superficie regrada de classe €. Se ¢ é de Weingarten,

entdo pelo Lema[I.9]e dos cdlculos anteriores, temos

2(E—-F? (E—F?), (E-F?),
0=det [3(6—2fF) (6—2fF); (é—2fF),
_4]?2 (_f~2>s (_fz)t
20E—-F? (E—-F?), (E-F?),
= —2fdet |3(6—2fF) (é—2fF); (é—2fF),
2f fs fr

Suponha que ¢ ndo é desenvolvivel. Entdo existe (so,p) € I X R sobre o qual K # 0, i.e. f (s¢) =
(V' (s0), (p’ xv)(s0)) #0. Como f ndo depende de ¢ e é continua, existe um intervalo aberto no
vazio I; C I maximal com respeito a propriedade f # 0. Em particular, isso implica que v/ # 0 sobre
1.

Sem perda de generalidade, podemos supor que V' € unitario sobre ;. Isso porque, sendo v # 0
neste intervalo, podemos reparametrizar a curva v : I; — S? por seu comprimento de arco. Note que

isso ndo altera em nada a condigdo de estri¢do (p’,v') = 0 sobre I;. Com essas hipiteses, temos
E= {p"2+t2, F = <p/,v>, G=1.

Antes de exibir a segunda forma fundamental, note que {v,',v X V'} fornece um referencial orto-

normal ao longo de p. Usando a condi¢@o de estri¢ao temos que

p = <p',v>v+<p/,v'>v'+<p',v><v'>(vxv')
= <p',v>v—|—<p',v><v'>(v><v')

Segue dai que

p Xv = (<p’,v>v+<p',v><v’>(vxv’))><v
= (pvxV) ((vxv) xv)

/ / /
= < p,vXV >v .
Derivando p’ e usando novamente a condi¢do de estri¢do, obtemos

p" = <p”,v>v+<p/,v> v'+<p”,v X v/> (v X v/)
+<p',v>< v”> (v>< v’) —|—<p’,v ><v’> (v ><v”).

Segue dai que

(p".p' xvy = (pyxv)((pv)+(p vy (Vv xv"))
= (pvx V) ((p'vy—(pvx V) (Vv x)).
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Olhemos agora para a derivada da fungdo f := (p/,v x /). Temos
]'E/ — <p,/,VXV/>+<p/,VXVN>
= —<p”,v'><v>—<v",v><v'> <p’,v'>

= —<p”,v’><v>.

De forma semelhante, mostra-se que (v’, p’ x v) = 0. Desses célculos temos que a segunda forma

fundamental é dada por

ezW((p”,p' ><v>+ (<p",v’ ><v>+<v”,p’ ><v>)t+<v”,v’ ><v>t2)
:W(<p',v><v'> (<p’,v>—<p',v><v/> <v”,v><v'>) +<p",v' ><v>t+<v”,v’ ><v>t2)
f:W<v',p' X v+t (v' X v)> :W<v/,p' X v> :W<p',v ><v'>

g=0.
Portanto, denotando V = (v")V' x v), podemos escrever

E

F2—|—f2+t2, F:<p',v>, G=1,
W(F(F+Vf)=Fr+vi),
f~:<p/7v><vl>a f:Wf, gZO

e

Sobre I, a condi¢do do Lema([I.9|nos diz que

[2(E-F?) (E—-F?, (E-F?),
0=det |3(6—2fF) (é—2fF); (é—2fF),
2f fs fi
2(f2+12) _2fF 2t
7 z F(F+V])
= det 3<J_C(]§ti‘§/12 ) +f(F/~+V/f+Vf/) —f' 42Vt
—f”t—i—V’l‘z
2f f 0

— (VI 2V)E 4 (4T — 4P
+ QFFf =4V — 472 F 12V 2 )t — 272 (F')?

Essa equag@o nos diz que a fungdo do lado direito se anula para todo (s,7) € I} x R. Isso nos
diz que os coeficientes em ¢ devem ser todos nulos sobre ;. Como f # 0 sobre I}, o coeficiente
independente nos diz que f' = 0 sobre I, i.e. f é constante em I;. Da maximalidade de I; com
respeito a condi¢io f # 0, isso implica que I; = I. O coeficiente de 7> nos mostra entdo que V' =0
sobre I e o coeficiente de t nos mostra que F’ = 0 sobre 1.

Portanto, concluimos que toda superficie regrada nio desenvolvivel em R? pode ser parametrizada
globalmente satisfazendo a condigio de estri¢iio unitaria e deve possuir f,V, F constantes. Mostramos

agora que toda tal superficie € uma screw motion surface.
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Primeiro, observamos que a condi¢do de que (v//;v/ x v) =V € constante implica que a curva

v:I — S? é plana e portanto descreve um (arco de) circulo. Derivando a equacio (v,v) = 1, obtemos
<v',v> =0 = <v”,v> + <v/,v'> =0 = <v",v> +1=0.

Derivando também (V') = 1, obtemos que (v"/,v') = 0. Como {v,V/,v x V'} fornece uma base

ortonormal de R3, essas equa¢des mostram que v/ = —v —V (v x /). Derivando essa equacio, temos

V=V -V (v X v")
= —v'—V(vx (—v—V(vx v')))
=/ +V? (v>< (vxv'))
=-— (1-|—V2) V.

Dai, a féormula paramétrica da tor¢ao de v nos diz que

<V/ % V//, VI//>
T=—155 =0
[V x v
pois mostramos que v/ € um mutiplo de v/. Sabemos do estudo de curvas em geometria diferencial
que isso implica que v descreve uma curva plana. Como V' é unitdrio, v ndo é constante e, portanto,
descreve de fato um circulo.
A menos de uma isometria dada por uma aplicag¢do ortogonal, podemos supor que esse circulo é

descrito por

v=(rcosf,rsen6,R),

para certa funcio 0 : I — R e constantes 7,R € R com r > 0 e r2 4+ R?> = 1. Note que existe um tnico
n € (—%,%) tal que (r,R) = (cos7n,senn).

Como estamos supondo que v estd parametrizada pelo comprimento de arco, devemos ter que
V = (—r6'sen6,r0’cos 0,0) ¢ unitdrio. Segue dai que devemos ter 6’ = 1. A menos de inverter
a orientacdo da parametriza¢do em s, podemos supor que 6’ = % Além disso, € esperado que r ¢ R

tenham alguma relacdo com V. Para encontrar essa relacdo, observe que

v = (—senB,cosH,0),

1 1
V= (——cos@,——senG,O) ,
r

r

v/ xv = (Rcos,Rsen@,—r).
Portanto, r € R devem satisfazer
R
V= <v”,v' X v> = —— = —tan71.
r

Isso mostra que r, R ficam unicamente determinados por V.
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Olhamos agora para a curva de estricdio p. Concluimos acima que F = (p/,v) e f = (p/,v xV/)
sdo constantes. Por definigdo, p satisfaz (p’,v') = 0.

Portanto, p’ é dada por

p'=Fv+F(vxV)
= ((Fr—Rf)cos0,(Fr—Rf)sen0,FR+rf).

Integrando, obtemos
p=(r(Fr—Rf)sen@,—r(Fr—Rf)cos8,(FR+rf)s) + po,

sendo po € R3 constante dado pelas constantes de integracdo de cada coordenada. Como a parametrizagio
da superficie é dada por ¢ = p +tv, a menos da isometria dada pela translacdo por —py podemos su-
por que po = 0. Aplicando uma rotagdo em torno do €ixo z, podemos supor também que 6 = . Por

fim, a menos de reparametrizar a superficie por ¢ (s,t) = ¢ (rs,t), p assume a forma de uma hélice,
p = (r(Fr—Rf)sens, —r(Fr—Rf)coss, (FR+rf)rs).

Isso mostra que a superficie é do tipo screw motion (basta tomar a = F, b = f no Exemplo

1.17). [l



CAPITULO 2

O grupo de Heisenberg Nil;

2.1 Preliminares
Definiciio 2.1. O grupo (ou espaco) de Heisenberg Nils é o conjunto R munido da operagio de
grupo

1
(x,y,z)*(a,b,c) = (x+a,y+b,z+c+5(xb—ay)>

e da métrica riemanniana dada por

2
y Xy Y
7 11 A 2
8(xya)(€ire)) = - Tl S
Yy X 1
2 2

sendo {e},e,e3} a base candnica de R> ~ T(xy,-) Nil.
Proposicao 2.2. Nils é um grupo de Lie e g uma métrica invariante a esquerda.

Demonstragdo. E ficil ver que Nils é um grupo de Lie. Mostremos que toda translagio a esquerda

L, : Nil3 — Nil3, definida por L,(q) := p * ¢, é uma isometria.

Sendo g € Nilz e v € T, Nilz ~ R3, temos

px(q+1v)
0

d
Ly(g+1tv)= —
0 7 dt

d
DL,y = —
( P)qv dt

d
= E xp+(xq+fxv)ayp+(yq+l)’v)a
0

1
2p+(zg+1zy) + E(xp(yq +tyy) — (x4 + txv)yp))
1
= | Xy, v, 20+ §<xpyv —vap) .

29
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Verifica-se diretamente que

8L,(q) (D(Lp)qv,D(Lp)qu) =

(p+yg)? +1 —(xptxg) Vpt+yq) YptYq
) T 3
[Xv Yv 2y + %(Xpyv - vap)] —(xp—O—xa) (yp+yq) (xp—ZXq) + 1 —p_ (XP;_xq)
Yp1Yq —(xptxg) 1
2 2
Xu
X Yu

Zu+ %(Xpyu —XuYp)
)jthi +1 AL Yq

4 2 Xy
= [xv Yy Zv] # %_{_1 _qu Yu
g " 1 Zu

2 2

=gq,(u,v).

Proposicao 2.3. Os campos de vetores em Nilsy dados por

X
E; = ax - %;az, E, = ay + Eaza E5 = az;

fornecem um referencial ortonormal invariante a esquerda.

Demonstragdo. Seja p = (xp,y,,2p) € considere L, : Nil3 — Nils a aplicagdo L,(x) := p*x. Sejam

q = (X4,Y4:24) € Nils € u = (u1,u2,u3) € R® ~ T, Nils e considere uma curva y(t) = (x(t),y(t),z(t))
em Nil; tal que ¥(0) =g e ¥(0) = u. Temos

d

D(L,)gu = —

( P)qu dt

d

dt

(Lpoy)(1)
0

. (xp +x(2),yp +3(t),2p +2(t) +%(xp)’(t) —x(t)y,,))

1
= (u1,u2,u3 + E(XPMZ - M1yp)> .

Assim, temos

D(Lp)qE3 (q) = D(Lp)q (0,0,1

~—

1
= (0,0,1+§(xp'0—0'yp))
= (0707 1) = E3(L]7(q))
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Isso mostra que os campos s@o invariantes a esquerda. Além disso, temos

2
i1 =2 B 1
_ y - 2 _
gp(E,EN)=[1 0 —2] );fiy” %_jl = _oy_p
7 = 1 2
1
=[1 00| 0 |=L
_
2
Similarmente, temos g,(E;,E;) = 6;j, i.e. {E},E,E3} é ortonormal. O

Proposicao 2.4. O referencial {E\,E;,E3} satisfaz
[E1,E2] = E3, [Ez,E3]=0, [E,E3]=0
Demonstragdo. De fato, seja f : Nil3 — R uma fungao suave. Temos
[E1, E2](f) = E\(Ex(f)) — E2(E1(f))
= AU (f) ~ SO f) ~ HEI() ~ 531 (f)
=0, (ayf+ J0.f) =30 (df+3 azf)
3 (9 =508 ) = 50: (3 = 30:S )
- Zf = E3(f)7
2. E3)(f) = E2(E3(f) — Es(Ea(f)) = SEs(f) + SOEs(f) = %Ea(f)

= 0,d.f + 2 88Zf 8(yf+ 8Zf):0
Similarmente [Ej, E3] = 0. O

Proposicao 2.5. A conexdo de Levi-Civita de Nils sobre o referencial {E\,E,,E3} é dada por

Ve E =0, Ve,Ey =3Es, VpE; =—E,
VE2E1 = —%E& VE2E2 =0, VEzE3 - %El’

Demonstracdo. Como o referencial € ortonormal, temos
3
VE,-Ej = Z g(VE,-Ej’Ek)Ek-
k=1
Em outras palavras, o campo Vg, E; fica determinado por suas coordenadas com respeito ao refe-
rencial. Basta entdo aplicar a formula de Koszul para encontrar essas coordenadas:

28(VxY,Z) =X(g(Y,2)) +Y (8(Z,X)) — Z(8(Y.X))
—g([Y,X],Z) —g([X,Z],Y) —g([Y,Z],X).
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Em particular, como o referencial é ortonormal, temos E;(g(E;, Ey)) = E;(6jx) = 0 e a férmula se

reduz a

1
g(VE,EjaEk) = 5 (_g([EjaEl]aEk) _g([El7Ek]7Ej) _g<[E]7Ek]7El)) .
A conclusdo segue agora da igualdade acima. [

Dado um campo de vetores X = Z?:] X;E; sobre Nils, podemos considerar o seu conjugado X, que
definimos como sendo o campo de vetores dado por X := 21-2: | XiE; — X3E3. Note ainda que, dados
dois vetores u,v € T, Nilz, podemos definir um produto vetorial riemanniano usando o referencial

ortonormal {E}, E,, E3} fazendo simplesmente

up, uz uj
uXgv:=det|vy v v3|,
E, E; Ej3

sendo u = Zle wiE;,v= 2?21 v;E;. Nao é dificil ver que este produto possui as mesmas propriedades

do produto vetorial usual de R3.

Proposicao 2.6. Dados dois campos de vetores X e Y = Z;Zl Y;E; sobre Nil3, vale que
1—
VyY = Z X(Y))E; + X XgY.
Demonstracdo. Basta verificar. Sendo X = Z?’:l XiEieY = 23':1 Y;E;, temos

VyY = ZX E+ZYVXE_ZX E+ZYXVEE
J=1 J=1 i,j=1

Ve Ei Vg Ey VgEs| [

X(Y)Ej+[Xi X X3]| |Vg,E\ VgE» VgE3| |

1 Ve E1 Ve Ey VgEs| | Vs

1 0 E3 —E| |1
X(Yj)Ej+§[X1 X, X3] —E; 0 E; Y,

I
™o 1

~
Il

I
e

J=1 —E2 E1 0 Y3_
3
=Y X(V)E;
j=1
1
+§((X2Y3+X3Y2)E1+(—X1Y3—X3Y1)E2+(X1Y2—X2Y1)E3)
3 1 X1 X —X3
:ZX(YJ)Ej+§det Yi. » Y3
J=1 E1 E2 E3

1—
X(V))Ej+ X xgY.

I
™

1

~
I
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Proposicao 2.7. A componente conexa Jsy(Nilz) do grupo das isometrias de Nilz contendo a identi-
dade é dada por
jﬁo(Nih, ) {Lh opg : Nil3 — Nilz : 4 € Nils, 0 e R}

sendo Ly, : Nily — Nil3 a translacdo a esquerda por h, Ly(p) := hx p e pg : Nil3 — Nils a rotagdo de
dngulo 6 em torno do eixo-z, pg(x,y,z) := (xcos @ —ysen6,xsen6 +ycos 0,z).

O grupo completo das isometrias Js(Nil3) € obtido compondo-se os elementos de Jsy(Nilz) com
a reflexdo ¢ : Nily — Nils definida por ¢ (x,y,z) := (—x,y, —2).

Demonstragdo. Ver Invariant Surfaces of the Heisenberg Groups (Christiam B. Figueroa, Francesco
Mercuri, Renato H. L. Pedrosa) e Transformation Groups in Differential Geometry (Soshichi Ko-
bayashi). [

Observacao 2.8. Se i = (a,b,c), entdo a isometria L, o pg pode ser escrita como

X cos 0 —sen6 0] [x a
Lyopg |y| = sen 6 cos O o [y|+|b
Z s(asen® —bcos®) L(acosO+bsend) 1] |z c

A seguir, vamos estudar as geodésicas do espago de Heisenberg. Primeiro, mostramos que todas
as geodésicas podem ser expressas em termos das geodésicas partindo da origem. Para enunciar esse
lema, estabelecemos antes uma notagao.

Considere a aplicacio 7 : Nilz x R?® — T Nils definida por

HML»)

7 (p;(vi,v2,v3)) p) € T,Nils.

Iremos denotar simplesmente 7 (p,v) = v,. Fixado p, 7 induz um isomorfismo linear entre R? e

T, Nil3. Com isso, enxergamos v, como sendo “o vetor v’ em T, Nil3.

Lema 2.9. Se v, ,, : R — Nil3 denota a geodésica satisfazendo v, , (0) = p e %77% (0) =v,, entdo

’}/pavp = p * ’}/07‘}0'

Demonstrag¢do. Como translacOes a esquerda sdo isometrias, temos que ¥ = p * Yy, € geodésica.
Temos ainda ¥(0) = p * 0., (0) = p*0 = p. Por fim, denotando v = (v,v2,v3) e usando que o
referencial ortonormal € invariante a esquerda, temos

3

Y(0) = D(L P, (0 0) Yo, (0) = Lp)ovozD(Lp)oziv,-E,-(O)

Segue da existéncia e unicidade de geodésicas (dados ponto de origem e vetor tangente) que

Yoy = P*W,v- OJ
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A proposicao a seguir fornece as geodésicas partindo da origem com vetor unitério.
Proposi¢ao 2.10. Considere v = (rcos0,rsen0,w) € S%, com r > 0. Se w =0, entdo Y., (t) =
((cosO)t,(sen6)z,0).

Se w # 0, entdo
- (sen(6 +wt) —sen0)

Youo (1) = | —w (c08(0 +wt) —cos)
(1427:2) r— zr—stenwt
Demonstracdo. Suponha w = 0. Note que isso implica r = 1. Considere y(¢) = ((cos 0)z, (sen 6)¢,0).

Temos ¥ (0) = (0,0,0) e ¥ (0) = (cos 8,senH,0) = cos OE; (0) +sen OE, = vy. Resta verificar que y

é geodésica, i.e. Vyy = 0. Temos

Y = (0059756“970)20059<1yoaw>+sene(o,1,(“’;9)t)

= cosOE| (y(t))+senOE,(y(1))

Segue dai que
1—
VyY = (cosO)E;+(senb)E,+ 5)/ xy =0,

pois cos 6, sen O sdo constantes e ¥ = ¥, o que implica ¥ x ¥ = 0.
Suponha agora w # 0 e seja ¥ como no enunciado. Novamente, temos y(0) = 0 € o campo Y é

dado por

rcos(0 +wt)
Yy = rsen(6 + wr)

2 2
(“5—;”) — I coswr

= rcos(0+wt)E; +rsen(0 +wt)E, +wEj.
Isso leva em conta o fato de o referencial ao longo de ¥ ser dado por
E, = <1,0, i(cos(@ +wt) — cos 9)) ,
E, = <0, 1, é(sen(@ +wt) —sen 9)) ,
Es = (0,0,1).
Assim, ¥(0) = r(cos 0)E; + r(sen0)E, + wE3 = vy. Resta apenas verificar que 7y é geodésica:

1—
Vyy = (VCOS(9+wt))’E1+(rsen(9—|—wt))’E2+W’E3+§yxy

= —rwsen(0 +wt)E| +rwcos(0 +wt)E;
rcos(0 +wt) rsen(6+wt) —w
+§det rcos(0 +wt) rsen(@+wt) w
E; Es E3
= 0.



2.1. Preliminares 35

Observacao 2.11. Na proposi¢do acima, tomamos o vetor v como sendo unitdrio. Assim, as geodésicas
obtidas estdo parametrizadas pelo comprimento de arco. As geodésicas com v € R? qualquer sdo ob-

tidas pela reparametrizagao ¥y, (t) = Yp.u, (|v[?) sendo u = |—x‘ c S

Definicdo 2.12. Um vetor nio nulo v = (v{,v3,v3) € R3 sera dito

e vertical, se vi = v, = 0;
 horizontal, se v3 = 0;

« obliquo, se (V7 +v})v3 #0.

Da mesma forma, dizemos que V € T}, Nils € vertical (resp. horizontal, obliquo) se v € R3 tal que

vp =V € vertical (resp. horizontal, obliquo).

Proposicio 2.13. Se v: R — Nils é geodésica, entdo ¥y (0) é vertical (resp. horizontal, obliquo) se, e

somente se, ¥ (t) é vertical (resp. horizontal, obliquo) para todo t € R.

Demonstragdo. Suponha que 7(0) =0e 7 (0) = vo, sendo v = (rcos @, rsen 8, w) € S?. Resgatando
os célculos da Proposi¢ao[2.10] se v € vertical, entdo ¥/ (r) = (0,0,=£1) = E3 é vertical para todo ¢ € R.
Se v é horizontal, entdo ¥ () = (cos 0,sen 6,0) = cos OF| +sen O E; € horizontal para todo 7 € R. Por
fim, se v € obliquo, entdo ¥ (t) = rcos(6 +wr)E| +rsen(6 +wt)E> +wE3. Mas se v é obliquo, entdo
rw # 0 e essa expressdo mostra que ¥ (r) é obliquo para todo 7 € R.

Note por fim que v € R® — {0} & vertical (resp. horizontal, obliquo) se, e somente se, |—:| €S’e
D(L,),

partir de uma geodésica partindo da origem com vetor unitario, por meio de uma reparametrizacao e

vp = vy sdo verticais (resp. horizontais, obliquos). Como toda geodésica pode ser obtida a

uma translacdo a esquerda, segue que a proposi¢ao € vdlida para qualquer geodésica em Nils. 0
Essa proposi¢ao nos permite dar a seguinte defini¢o.

Definicao 2.14. Dizemos que uma geodésica y é vertical (resp. horizontal, obliqua) se ¥ (0) é

vertical (resp. horizontal, obliqua).

Figura 2.1: A esquerda, feixe de geodésicas horizontais (azul), uma geodésica vertical (vermelho) e
uma geodésica obliqua (verde), partindo da origem. Ao centro, feixe de geodésicas obliquas ao se
fazer r = cte > 0. A direita, geodésicas partindo de (1,1,1).
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2.2 Superficies regradas

Daqui em diante, iremos abandonar o subindice p na notac¢ao v,, identificando o vetor v =
(v1,v2,v3) € R? com o vetor v, = Y'3_, v;Ei(p), deixando p implicito pelo contexto, sempre que nio
houver risco de confusao.

Relembremos a definicdo de superficies regradas (Definicao|l.10) para o caso particular do grupo

de Heisenberg Nils.

Definico 2.15. Dadas curvas p : I — Nilz e v: I — S? de classe €2, considere a aplicacdo ¢ : I x R —
Nil3 definida por ¢ (s,1) = ¥j(s),u(s) (t)- Se ¢ € imersdo, dizemos que £(p,v) := ¢ (I x R) € a superficie

regrada de curva central p e curva direcional v.

Embora a definicdo acima seja natural, ela deixa de incluir superficies importantes que gos-
tarfamos de considerar como superficies regradas em Nilz. E o caso do plano z = 0, como mos-
traremos a seguir.

Por todo ponto do plano z = 0 passa uma geodésica inteiramente contida neste plano. De fato, se
p = (x,y,0) € Nils, com (x,y) # (0,0), entdo y(¢) = (xt,yt,0) é uma geodésica (horizontal) inteira-
mente contida em z = 0 e que passa pelo ponto (x,y,0). Pelo ponto da origem, (0,0,0), existe todo
um feixe de geodésicas contido em z = 0. Isso € suficiente para que queiramos considerar este plano
como uma superficie regrada. Contudo, mostraremos que esta superficie ndo se adequa a Definicdo
[2.15|que propomos acima.

Suponha que exista uma superficie regrada ¥(p, v) nos termos da Defini¢éo € que esteja con-
tida no plano z = 0. Denotemos a curva direcional por v = (rcos 0,rsen8,w) e analisemos primeiro
o caso em que w nao ¢ identicamente nula. Mostraremos que isso leva a uma contradi¢do. Digamos

que w(sg) # 0 para certo so € I. Assim, ¢(so, ) é dada por
= (sen(6 +wt) —senB)
~7 (cos(6 +wt) —cos0)

2 2
(ﬁ—;j) t— = senwt

O="Yy=DP*Yoy=Dp*

Por simplicidade, denote ¥, (5, (t) = (a(s0,t),b(s0,1),c(s0,1)). Se p = (x,y,2), entdo

1
¢ = <x+a,y+b,z+c+§(xb—ya)) :

Observe que a fungdo (z+ %(xb —ya)) (so,t), t € R, é limitada, pois sua dependéncia em 7 envolve

apenas as fungdes trigonométricas seno e cosseno (note que so € / esté fixado). Contudo,

1 —I—wzt r2 ,
c= — ——senw
2w 2w?2

¢ ilimitada em ¢. Portanto, ndo € possivel que a terceira coordenada de ¢ seja identicamente nula,

como é necessdrio para que X(p,v) esteja contida no plano z = 0. Essa contradi¢do vem de supor que

w(so) # 0.
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Portanto, devemos ter w = 0. Segue dai que r =1 e ¢ € dada por

¢ =7%=px*((cosO)t,(senB)t,0)
1
= (x+ (cosO)t,y+ (senB)t,z+ E(xsen@ —ycos O)I) .

Fazendo ¢t = 0, vemos que z também € identicamente nula, o que implica xsen 8 —ycos 8 = 0. Segue

entao que
o5 = (¥ — 0'(senB)t,y + 6'(sen 6)z,0),
¢, = (cos0,sen 6,0).

Para verificar que ¢ é imersdo, podemos utilizar o produto vetorial de R3, pois ele fornece

informacdes a respeito da dependéncia linear entre dois vetores. Se ¢ € imersdo, devemos ter
0 ¢ x ¢ = (0,0,6"(—sen’> 6 —cos>0)t +x'sen O — y' cos 0)
= (0,0,—0't +x"sen@ —y' cos 0), sobre todo I x R.

N . . L. . —(x'sen@—y cos
Isso implica em particular que 8’ = 0 pois, do contrdrio, ¢ X ¢, se anularia parat = (o’ sen o7 Yc0s6)

Derivando xsen 8 — ycos 8 = 0, segue que
0=x"sen8 —y cosO+ 0’ (xcosO+ysenB) =x'senO —y cos 6.

Mas isso implica @5 x ¢; = 0. Isso mostra que ¢ ndo € imersao.

Isso mostra que o plano z = 0 (ou partes dele) ndo pode ser obtido como imagem de uma imersao
da forma descrita na Defini¢do Como ndo queremos abrir mao desta superficie, precisamos
refinar nossa defini¢do. Com este intuito, propomos a seguinte condicao de tolerancia a pontos de ndao
imersdao. Embora possa parecer estranha a primeira vista, essa condicao serd justificada por exemplos

interessantes de superficies que aparecerdo mais adiante.

Condicdo de tolerdncia: Se ¢ ndo é imersdo, entdo existe h: I — R continua e T > 0

constante tais que, se (Qs X, ¢;)(s,t) =0, entdo t = h(s) + k7, para algum k € 7.

Note que nesta condi¢@o utilizamos o produto vetorial riemanniano @5 X o ¢; = 0. Isso porque @ X
o = 0 se, e somente se, Os X g O = 0. Basta notar que, identificando 7, Nil3 com R3 via o isomorfismo
que leva o referencial E|,E, E3 sobre a base canénica de R3, o produto vetorial riemanniano estd
identificado com o produto vetorial usual de R3. Portanto, teremos que ¢ x ¢ = 0 se, e somente se,
o5 e ¢, sdo linearmente dependentes.

Com isso, nossa condicao de tolerancia nos diz que, se ¢ ndo € imersdo, entdo o retangulo 7 x R
pode ser dividido em “faixas” abertas sobre as quais ¢ € imersao. No caso em que T =0, ¢ é imersao

sobre

{(s,0) eIxR :t <h(s)}e{(s,r) eI xR : h(s) <t}.
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Se 7 > 0, entdo para cada k € Z, ¢ € imersdo sobre
Fe={(s,t) eI xR : h(s)+kt <t <h(s)+ (k+1)t}.

Note que a condi¢@o de tolerancia acima € invariante por difeomorfismos de 7 x R. Portanto,
a condi¢do de ortogonalidade da Proposicdo [[.13] continua vélida se adicionarmos a condi¢do de
tolerancia a nossa definicdo. Assim, sempre iremos supor que ¢, além de estar sujeita a condi¢do
de tolerancia, satisfaz a condicao de ortogonalidade, i.e. a sua curva central cruza as geodésicas da
superficie ortogonalmente.

Estabelecida esta defini¢do, nosso objetivo € classificar as superficies regradas de Weingarten no
grupo de Heisenberg Nils.

A seguir, fazemos a distin¢do entre trés tipos especiais de superficies regradas em Nil; e fornece-

mos alguns exemplos.

Defini¢ao 2.16. Uma superficie regrada em Nil; é dita vertical se pode ser descrita como X(p,v)
sendo v(s) vertical para todo s € I. Ela serd dita horizontal (resp. obliqua) se ndo estd contida em

nenhuma superficie vertical e v(s) é horizontal (resp. obliquo) para todo s € 1.

Exemplo 2.17. A superficie regrada obtida tomando-se p(s) = (5,0,0) e v(s) = (sens)E, + (coss)E3
nao € de nenhum dos trés tipos definidos em De fato, € constituida por geodésicas verticais,
horizontais e obliquas. As figuras a seguir exibem, de diferentes angulos, a imagem de ¢ correspon-
dente ao retdngulo [—5,5] x [—5,5]. A linha em vermelho indica a curva central e as linhas pretas
indicam as geodésicas sobre a superficie. Esta parametrizacdo satisfaz a condi¢ao de ortogonalidade

sobre p e v.

Figura 2.2: Link do Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/bvw36ze8


https://www.geogebra.org/classic/bvw36ze8
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Exemplo 2.18. Superficies regradas verticais sdo, em particular, superficies cilindricas. Sua projecao

sobre o plano z = 0 descreve uma curva regular que podemos tomar como curva central.

Um caso especial é o dos cilindros. Essas superficies admitem tanto parametrizagdes verticais
quanto obliquas. Por exemplo, o cilindro vertical de raio 1 centrado no eixo-z é obtido tomando-se
p(s) = (cos(s),sen(s),0) e v(s) = E3, mas também podemos tomar p(s) = (sen(s),—cos(s), 5) e
v(s) = cossE| +sensE; + E3.

Outro exemplo similar € o plano y = 0. Essa superficie admite parametrizacdo vertical e horizon-
tal.

Este é o motivo pelo qual, na Defini¢do [2.16] optamos por explicitar que uma superficie regrada
horizontal ou obliqua €, antes de tudo, uma superficie regrada que nao € vertical. Com este cuidado,
apesar de admitirem parametrizacdes dos dois tipos, cilindros ou planos como y = 0 serdo considera-

dos como sendo do tipo vertical, mas ndo do tipo obliquo ou horizontal.

Exemplo 2.19. Tomando p(s) = (s5,0,0) e v(s) = E,, obtemos a superficie regrada horizontal da

figura a seguir, dada por

0(5.1) = (5,0,0)(0,1,0) = (5.1, %) .
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Trata-se do paraboloide hiperbdlico de equagdo z = %. Note que todas as geodésicas dadas por

essa parametrizacdo possuem a dire¢ao horizontal (em Nils) do campo E;, embora a superficie ndo

nos remeta ao conceito de horizontalidade euclidiana a que estamos acostumados.

Exemplo 2.20. Tomando p(s) = (s5,0,0) e v(s) = E» + E3, obtemos a superficie regrada obliqua da

figura a seguir, dada por

3 1
O(s,1) = (s+c0st— l,sent,EH—E (sent) (s — 1)) .

Figura 2.3: Link do Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/cpnpxv79

Observacao 2.21. Obliquicidade é uma condic¢do aberta, mas horizontalidade e verticalidade ndo. De
fato, dada uma superficie regrada £(p,v), se (v +13)v; € diferente de zero em so € I, i.e. a geodésica
em s nao € horizontal e nem vertical, entdo ha uma vizinhanca aberta em torno de s( sobre a qual as
geodésicas ndo sdo horizontais e nem verticais. Em contrapartida, se v3(so) = 0, a geodésica associada
a so € horizontal, mas ndo ha como garantir que a superficie admita uma vizinhanca horizontal em

torno de ¢ (so,1).

No restante do capitulo, iremos fornecer a classificagdo dos trés tipos (vertical, horizontal e
obliquo) de superficies regradas de Weingarten em Nils e, ao final, demonstraremos como essas
subclassifica¢des culminardo na classificac@o de todas as superficies regradas de Weingarten em Nils.

Comecamos com o caso mais simples das regradas verticais.

2.2.1 Verticais

Considere uma superficie regrada vertical £(p, v) com curva central p : [ — Nilsz e curva direcional
v: 1 — S?. Neste caso, ndo iremos supor que p e v satisfazem a condigio de ortogonalidade. Ao invés
disso, iremos supor uma condi¢do ainda mais simples.

Nao ¢ dificil ver que toda superficie regrada do tipo vertical pode ser descrita, sem perda de

generalidade, tomando curvas centrais da forma p = (x,y,0) e curvas direcionais v = (0,0, 1).


https://www.geogebra.org/classic/cpnpxv79
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Assim, trabalharemos com ¢ : I x R — Nils sujeita a condi¢do de tolerancia e dada por

0 (s,1) = (x(s),(s),1).

A condic¢ao de tolerancia requer que p seja regular. De fato, temos

]
¢y = (x',y,0) =XE\+YE, — > (xy —x'y) E3,
¢t - <0707 1) :E3

Se p ndo fosse regular, com p/(sy) = 0, entdo terfamos ¢ (so,7) = 0, para todo ¢t € R e isso feriria
nossa condi¢@o de tolerancia.

Isso mostra que p regular é uma condi¢do necesséria. Por outro lado, as mesmas expressdes acima
mostram que essa condi¢do € também suficiente para que ¢ seja imersao.

Dito isso, podemos supor que (x,y) estd parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, i.e.
satisfaz (x',y') = (cos §,sen @) para uma certa fungio 6 : I — R de classe ¥’'. Além disso, vamos
denotar Kk =cos8 e ¢ =sen0.

O produto vetorial riemanniano ¢ X, ¢; € dado por

/

Xy =3 (' —xy)

s Xgp=det |0 O 1 =yE| —XE;
E Ep E;3
=ok| — kEs.

Assim, temos o campo normal unitdrio sobre X(p,v) definido por
N =0E| — KE,.
As derivadas covariantes sao dadas por

1 1—
Vo0s = KEi+0'Ey— 3 (xo — ky)' E3 + §¢S X @y

= (—00')Ei+Kkb'E —%(KG—}—XKG/—KG—(—GQ/)y)E
K o 3(x0—ky)

+5det |k © —1 (x0 — Ky)
E, Ej E;3

1
(26’ +x0 — yk) (—GE| + KE») — 59’ (xK+yG)E3
0 0 10
3 )El+<at /)Ez——a— xy —X)’)E3+ O X ¢
0O O
1 1
sdet| kK 0 —5(x0—Ky) =3 (0E| — KE)
E, E
Vb = ViEz=0.

1
2
V(]),(])s = <
1
2
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Segue dai que as curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

eG+gE—2fF 1

H =——0/,
2(EG — F?) 2

K = i _ 1
EG—F? 4

Portanto, a classificacdo das superficies neste caso € trivial.

Teorema 2.22. Toda superficie regrada vertical em Nilz é de Weingarten, satisfazendo a relagdo
¥(HK)=K+1=0.

Podemos provar ainda o seguinte coroldrio.

Corolario 2.23. As tinicas superficies regradas verticais completas em Nils Weingarten Weingarten
polinomiais com respeito a um polinémio P(H,K) = 0 tal que K—f—%t ndo é fator de P(H,K) sdo
cilindros circulares verticais e planos verticais. Em particular, tais superficies possuem também

curvatura média constante.

Demonstracdo. Nossa hipétese diz que p (X) := P (X , —JT) nao € o polindmio nulo. Segue de 0 =
p(H) que H deve ser constante, donde 6’ é constante. Como 6’ representa a curvatura euclidiana da
curva (x,y,0) que define a superficie, devemos ter que essa curva é uma reta ou um circulo.
Reciprocamente, retas e circulos possuem curvatura euclidiana constante e, portanto, H = ¢ €
constante. Logo, cilindros e planos verticais satisfazem uma rela¢ao do tipo P(H,K) = H —c =0,

que nao possui K + é—ll como fator. [

2.2.2 Horizontais

Consideramos agora superficies regradas horizontais £(p,v) satisfazendo a condi¢do de ortogo-

nalidade e com v unitdrio. Por simplicidade, denote
v=KE|+0E,,

sendo Kk (s) :=cosO(s) e o(s) :=senO(s), s € I.

A condic¢ao de ortogonalidade neste caso é dada por

0= (p',v) =((x,y,7),KE| + OE)

/ ’ A R,
= <XE1 +yE,+ (Z —E(xy —xy)) Es3, xE; —|—6E2>

= kx' + oy
A aplicacdo ¢ é dada por

t
¢ =px(tx,t0,0) = (x—i—tK,y—HG,z—f— 5(x6—y1<)> :
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Os vetores tangentes a superficie sao dados por
t
05 = (x’ —0'to,y +0'tx,7 + 3 (x’G —yVk+6 (xK+yG))>
= (¥ = 0't6)E1 + (Y + 0'tk) E»
1 1
+ (Z’ -5 (xy —x') — §t29’+ (X'o—y'x) t) E;
1
o = (K’G’E (xG—yK)> =«kE|+OE),.

O produto vetorial riemanniano ¢ X ¢ ¢; € dado por

; ; (K —0'to) (Y +0'tk) (Z—5x) —y)— 320"+ (X0 —yK)1)
s X g Qr = det K c 0
E E, Es

1
=50 (=27 +xy' —yxX' +120' — 2tx' 6 + 21y ) E;

1
- 5K (=27 +xy' —yx' + 120’ —2tx' o + 21y'K) E»
+ (x/G i — IB/) Es.
Seja U C I x R o aberto maximal sobre o qual ¢ é imersdo. Pela nossa condi¢do de tolerancia,

se ¢ nao € imersdo, entdo U é a unido de duas faixas abertas ou entdo a unido de uma quantidade

enumeravel de faixas abertas. Sobre U, podemos definir o campo normal unitario dado por

R

N = o xe0l

Por simplicidade, denotaremos
1
s Xg O = 5 (l‘29/—2N1t+N2) (GEI — K‘Ez) —+ (Nl — Q/t) E3,
SendO N] = x/G —le e N2 e —ZZ/ —|—xy/ _yx/'

Com essa notagdo, @5 se escreve como

1 1
o5 = (x’ — GIGt)El + (y/ + QIK‘Z‘)EZ + (—Eeltz + Nit — 5N2)E3.

Assim, a derivada covariante Vy ¢ € dada por
V¢s¢s = (x/ — Q/Gt)sEl + (y/—f— Q/KI)SEQ
1, 1 1—
—=t"0"+Nit —=N> | E3+ =
+( S0+ N =5 2)S 350X &
— (&' = (0" + (6') K))EL + (' + (6"k — (6')* )1 )Es
1 2l ! 1 /
—= —_N, |E
+( 21 9 +N1t 2N2 3
X —0'ct y+0'kt 5260’ —Nit+iN>

1
~|—§det X —0'ct y+0'kt —3t°0"+Nit — N,
E, E; Es
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1
= ( 2 9/ —|—6129/t2—|—e11t—|—610) Eq
1 / 2 3
+ 2 (9 ) —|—€229 t +ext+ex | E

1 1
—|— <—§6Hl'2 +N{l’ - ENé) E3

sendo
KN L ! '+ oN
e = - = e = =X
12 1 2)’, 22 > 15
1
el = —(79”—K(Q’)Z—EKNQO/-i-y/Nl,
1
e = K‘O//—G(G/)Z—EGNzel—x/Nl,
_ " 1 I N/ 1 /
elp = X —EyNz, e =y +§JCN2~

Temos ainda

V¢,¢s = (x/ — GIGl‘)tEl + (y/—f— Q/Kt)th

1 1 1—
+ (—5[29/-{—]\]1[ — —N2> Es+ 5(]); X O
t

2
= (—0'0)E\+ (0'k) Er+ (—0't + Ny) E3
1 K o 0
+§det X' —0'ct y+0'kt —3t20'+Nit — N,
E, E, Es

= % (—0'1 +2Ni1 — (46' +N2)) (G — KE») + % (N, — 0" E

1—
Vo0 = KGE| + O Ep + E(pt x ¢ =0

Note que ji sabifamos de antemdo que deveriamos ter Vg ¢; = 0, uma vez que t — @(s,t) é
geodésica.

Por fim, a primeira e segunda formas fundamentais sao dadas por

E= <¢S7 ¢S>
1 1
= Z(e')zt“ —0'Nit? + 5 (2(6)* + 2N} + 0'N>) t* — Ny (26" +N») t
1
+ (W HOP M)
= (¢s, ) = (x K-+ y'G) =0 (condi¢do de ortogonalidade)
= (¢, ¢) =1

Wim |0y o0 = (EG-F2) * =g~
€= <V¢’S¢S’N>
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=W (—% (6'Ny — 0"Ny ) > + % (6'Ny— 0"N>) 1 + % (NN, —N§N1)>
f = <V¢I¢S7N>
1

1 1
— W (—§(9/)2t4 + 56/]\[11'3 - Z (2N12 —|— 9/N2) tz

2 2 2 8
8= <V¢t¢faN> =0.

1 1 1 1
+=NiNot — =N20' + =N? — — 22)

Convém destacar que algumas simplificacdes puderam ser feitas nas expressoes de e e f, gracas a
condic¢ao de ortogonalidade.

Denotando e = We, f = W f, as curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

_eGH+gE-2fF 1 _ 4 e

H = W=
20EG—F2) 2" °T gt

@ yep_ I
EG—F? E?

A seguir, damos a classificagdo das superficies regradas de Weingarten do tipo horizontal em Nil3
sob a hipétese adicional de que sejam de classe €. Essa hip6tese nos permite tomar derivadas das

curvaturas e utilizar a técnica da condigdo de Kiihnel (ver se¢do[I.1do Capitulo|I)).

Teorema 2.24. Uma superficie de classe €° regrada do tipo horizontal e completa em Nil3 é de

Weingarten se, e somente se, é isométrica a uma das superficies abaixo:
(i) plano 7= 0. Satisfaz H = 0;

(ii) paraboloide hiperbolico de equagdo 7 = —%y(x —2ay), com a € R constante. E de Weingarten

com respeito a

W(H,K) = 64H* + 164> (12K — 1) H?> +a* (4K +1)*.

(iii) superficie regrada horizontal ¢ : R x R — Nils dada por

a(sens —scoss)+1coss
¢(s,t) = | —a(coss+ssens)+tsens
5(at —bs)

Y

sendo a,b € R constantes com a* +b*> > 0. E de Weingarten com

¥ (H,K) = 16Ka4< 32<4K(1+b)—3b_1)[_]2 )2

—a? (12K — 1) (4K —3)

L 1024b(b-+ D) H* — 640 (4(3b +2) K ~b) H? 2
—a* (4K — 1) (16K* — 56K + 1) '
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Observacao 2.25. Naturalmente, no item (iii), os paré€nteses maiores indicam apenas quebras de linha
da expressao e nao uma matriz coluna. Ainda sobre o item (iii), se a = 0, obtemos um helicoide da
forma tan (— %z) = % Para b = a%, temos um hiperboloide de uma folha da forma X2+ y2 =a*+ 6;1222_
Demonstracdo. Considere uma superficie de classe €7 regrada do tipo horizontal completa e de
Weingarten em Nils dada por ¢ : I x R — Nils satisfazendo as condi¢des de ortogonalidade e sujeita
a condicao de tolerancia a pontos de nao imersao.

Observando que
EG-F*=E, eéG+gE-2fF=¢, & =-J,

segue do Lema[I.9]que, sobre os pontos de imersdo de ¢, vale

2E E E, 2E E; E;
O=det| 3é és é = —2fdet |36 &5 é
—4f2 (=) (=) 2f fs fi

Os pontos de ndo imersdao de ¢ sdo um conjunto bem comportado e de interior vazio em I x R.

Assim, por continuidade, podemos escrever que

2E E; E
fdet|3é & & | =0, paratodo (s,t)€lxR.
2f fs S

Olhando para a expressao de cada simbolo envolvido, vemos que essa equacgdo € polinomial em ¢
e, portanto, seus coeficientes em s € I devem ser identicamente nulos.

Observemos agora que, para cada s € I fixado, o polindémio em ¢ definido por f(s,¢) ndo é iden-
ticamente nulo. Dessa forma, podemos eliminar o fator f da equacio ficando apenas com o do
determinante.

De fato, recordemos que

1 1 1 1
(0" +26'N1r — 2 (2NF + 0'No) 1 + SNiNot — - N, 6

L
f__§ 4 2

1 1
+§Oﬁ_ZNa'

Assim, se f(so,7) é nulo em 7, entdo a expressdo acima impde que 0’(sg) = Ny (so) = Na(so) = 0.
Lembrando entio que

([29/ —2N11—|—N2) (GEl — K'E2> + (Nl — 9/1‘) E3

1
(psxg(])tzi

vemos que (s X o ¢;)(s0,) = 0 para todo 7 € R. Mas isso fere a nossa condicfio de tolerancia para so.
Portanto, podemos eliminar o fator f da equagio e escrever que

)E E, E
det |3¢ & & | =0, paratodo (s,r)€lxR. (2.1

2f fo Ji
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Analisemos primeiramente o caso em que 6’ = 0 sobre I. Neste caso, as fungdes kK = cos 0(s)
e 0 = senO(s) sdo constantes. Mostremos que, a menos de uma isometria (mais precisamente uma
rotacdo adequada em torno do eixo-z), podemos supor que Kk =1e o = 0.

A aplicacdo ¢ tem a forma
t
0= <x+tK,y+tG,z+ 5(x6—y1<)> .

Considere a rotagdo em torno do eixo-z dada por

k o 0
y=|-06 k 0
0 0 1

Sabemos que y € isometria de Nil3 e obtemos
1
vo = ((xk +yo)+ 1t, (yk—x0)+0t, 7+ 5! (xo —yK)).

Naturalmente, ¢ := y¢ é uma superficie regrada do tipo horizontal satisfazendo a condigio de
ortogonalidade mas agora com K =1 e & = 0. Com essa observaciao, podemos supor sem perda de
generalidade que Kk = 1 e 0 = 0 em nossa aplicacdo original ¢. Sob esta hipdtese, a condi¢do de
ortogonalidade se reduz a 0 = X'k +y'c = x’ e temos N; = ¥'0 —y'k = —y'. Os demais simbolos se

reduzem a
2.2 N
E = Nit“ — NiNat + Nj +4—1N2

1
E; =2N|N{t* — (N{N> + NiNj}) t + 2N\ N| + 5NzNg
E, = 2Nt — NN,

N - 1
[ §N1N2 — ENzN]
ey = lN{’N — lNé’Nl
2 2
5 =0

x 1 2o, 1 1, 1.5
— NX2 4 _NiNot+ ~N?— -N.
S >N +212+21 g2

y 1 1
fi = —NiNj* + 3 (N{N>+NiNj) t + NiN| — ZNzNg

- 1
= _N12t+§N1N2

O polindmio em ¢ dado por (2.1)) se reduz a

2E E, E
0O=det|3¢ & ¢
2f fs S

= N7 (2N1t — N2) (3(N})*N2 + Ny Ni — 3N{N3Ny — N/ NiN,)
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Note que no caso em que estamos estudando (6’ = 0), a condic¢io de tolerdncia impede que N; e

N, se anulem simultaneamente. Portanto, podemos escrever simplesmente
0 =N (3(N])*N2 + NJNi — 3N{NsN| — N{'NiN) sobre 1.

Suponha que N; = 0 sobre I. Isso € solugdo da equacdo e implica y’ = 0 e ¢ X, ¢; = Z'E,. Portanto,
da condic@o de imersdo devemos ter 7 # 0 sobre todo 1. Isso corresponde & parametrizagdo da forma

o= (xo +t,v0,2— %yo), com 7' # 0 sobre 1. Transladando a esquerda por (—xg, —yo,0), obtemos

(—X(), _)7(),0) * (15 = (f,O,Z) .

Isso mostra que, se ' =0 com N; = 0, a superficie regrada completa ¢ (I x R) € isométrica ao plano
y=0. Mas este caso deve ser descartado, pois mostra que esta nao é¢ uma superficie regrada horizontal
genuina, uma vez que y = 0 é uma regrada do tipo vertical (ver Defini¢do [2.16).

E necessdrio supor portanto que N; # 0 sobre um intervalo aberto nio vazio /; C [ maximal com

respeito a essa propriedade. Segue que
0 = 3(Nj)>N, + NJYN? — 3N|N)N| — N/ NN, sobre I;.
Substituindo 0 # Ny = —y' e N, = —27' +x0y’, a equagdo se reduz a
0= 3( //)ZZ/+ (y )2 " 3y/ "I y/Z/y/// sobre Il-

Ou ainda,
" 1

= L (30" )27 —3yy"Z" —y'Zy") sobre 1.
Isso mostra que z existe e € dnica, dados y com y’ # 0 sobre I, e condi¢des iniciais z (so) = zo,
7 (s0) = 2y, 7" (s0) = 2y sobre so € I.
Suponha que z seja da forma z (s) = u(y(s)). Teremos

/ /. iz /1.0 v

Z=uy, L =d"(Y)+uy, ="' + () u" + 3y
Substituindo na equagao, obtemos
V' ()W 3y " =y 4 3y
= ()" =0
— " =0 (pois y' # 0 sobre I}).

Portanto, devemos ter u (y) = c1y? 4 c2y+c3, para certas constantes ¢; € R, donde z (s) = u (v (s)) =

c1y* 4+ c2y + c3. Essa é de fato a solucio geral da equagio, pois é possivel escolher as constantes ¢; de

(i)

forma a satisfazer quaisquer condi¢des iniciais do p.v.i. Denotando y(i) (s0) = , basta tomar

o = #(zg—iyngo)
2(yp)? Yo
1
@ = o (2(30)* — Z5yoyh + ¥62630) »
0

ST (220(v5)* — 22 () o + Z4y0y8 — Yoz -
0

[\
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Isso implica que, sobre I, temos

Ny = =27 +x0y' = =2 (2c1yy’ + o) +x0y' = =y (2c2 — x0 +4yc) .

Logo, sobre I, N> é multiplo de N = —y'. Como ndo podemos ter Ny, N> e 6’ nulos simultanea-
mente (imposicao advinda da condi¢ao de imersao), a maximalidade de /; implica que I} = 1.

Sob tais conclusdes, nossa aplicacdo assume a forma
2 t
¢ = <X0+I,y,6’1y t+ey+e3— §y> :

Mostremos que @ (I x R) é isométrica ao paraboléide hiperbdlico de equagdo z = —%y (x—2c1y)
em Nil3. De fato, aplicando a translacdo a esquerda por (—c2 — %xo, 0, —C3) sobre ¢, obtemos
L 0,0 vo=(t—cyt 0y 1 (r +0 )
—c2 — =x0,0, —c¢ =|t—c+—,y,—=ylt—c+—=—2c ,
27 5%0,%, 763 2T 575 275 1y

donde fica evidenciado as coordenadas da imagem dessa composicdo satisfazem a equacdo z =

—%y (x—2c1y) (ndo confundir as fungdes (x,y,z) que definem a curva central da superficie com as

coordenadas candnicas x,y,z de Nils).
Com isso, obtemos uma familia a um parametro (c¢; € R) de superficies.

Figura 2.4: Deformacgdo das superficies quando variamos cj.

Tendo em vista que o Lema[I.9|fornece apenas uma condi¢do necessaria para que uma superficie
seja de Weingarten, ndo sabemos a priori se as superficies dessa classe sao, de fato, de Weingarten.

Para isso, € necessario exibir uma relagdo global W entre as curvaturas H e K, nos termos da Defini¢ao

E isso que verificamos a seguir.
Comecemos parametrizando nossa superficie z = —$y(x—2c1y) por ¢ (s,t) = (t,5,— 35 (t — 2c15)),

com (s,7) € R x R. Neste caso, temos
= (O,s,clsz) , v=E;, Ni=-1, N,=—4cs,

p
2 . | 2
E=2c;s—t)"+1, é=—2c, f:—z ((ZScl—t) —1).
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Note que f = —1 (E —2). Assim,

o - —F_ _(E-2)
E? 4E2
H — e _—Cl
2E: E1
Segue dai que
0=H?E>—¢3,

0= 4K+ 1)E*>—4(E—-1).
Usando a técnica da eliminante (ver Apéndice|A.2) para desaparecer com E, obtemos
64H* 4 16¢3 (12K — 1) H*> + ¢} (4K +1) = 0.

Isso mostra que a superficie regrada horizontal z = — %y(x —2c1y) é de Weingarten (de fato, Wein-
garten polinomial), para todo ¢ € R. Isso conclui o caso em que 8’ = 0 sobre 1.

Suponha agora que 8’ # 0 sobre um intervalo aberto ndo vazio I; C I maximal com respeito a essa

propriedade.
Temos que E, é e f se escrevem comoE:ZiZOEnt",é:Z%:Oent"e J?:Zizo fut", sendo
1 1
E, = Z(e’)z, E;=—6'N;, E2:§(2(0')2—|—2N12+9'N2),
l "2 N2 1 2
Ei = —N{(206'+MN,), Eo=(x)"+() T2
1 1
ey = —E(QIN{—GHNl), elzi(elNé—GNNz),
1
en = E(N{NZ—NQNI)
1 1 1 1
= ——(0)’=—ZE4, f3==-6'N,=—=E3,
Ja g(0) B4 f3=50N1=—3E;
1 1
fo = =7 (NI +0'Ny) = =2 E> +2Es,
1 1 1 1 1
= _N\Ny=——E|+E3, fo=—=N.0"+- (N} —-N3).
fi SNN2 = —SE1+ B3 fo 22+2(142)

Com ajuda do computador para coletar a equagdo (2.1) em ¢, obtemos
0= —4Ey (2¢4E4 —3E4e2) 1’
— (8¢} Ef + 10eb EsEs — 11E5Eje; — 4E4E}er — 12EsEjer ) 10 + ..
Note que E4 = %(9’ )2 = 0 sobre I;. Portanto, sobre este intervalo devemos ter

0 =2e,E4 —3Eje;

1
= — 70" ((6)’N +3(0")*N1 —36'6"N| — 6'6"'N1)

= 0=(0")’Ny +3(6")’N; —36'6"N; — 6'6"'N,.
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Essa equacdo garante a existéncia e unicidade de N; sobre I;, dadas 6 com 6’ # 0 sobre I; e
condigdes iniciais Ny (so) = N1 0 e Nj (so) = Ny . Verifica-se diretamente que a solugdo geral possui
a forma

Ny =(c10+c)0,

sendo ¢ e ¢, constantes dadas por

/ ! 1
. OoN1 o — Oy N1
1 p—

(69)° ’
Nl 0 60 I a7l "
C2 — - 9 N - 9 NLO .
9(/) (9(/))3 ( 0°'1,0 0 )

sendo Géi) =00 (sp).
Seguimos para o préximo coeficiente, i.e. do termo r%. Usando a expressdo obtida para Nj,

obtemos

0= (gellEé% + 106/2E3E4 — 11E3Ei€2 — 4E4Eé€2 — 12E4E4/‘€1)
1
= (0) (2(9’)%% —(8")2N! —3(0")*N, +36'6" N} + 6’6’”N2>
= 0=2(8")°ci — (8")*N) —3(6")*N, +36'6"N, + 6'6"'N,.
Essa equacdo garante existéncia e unicidade de N, sobre I, dadas condig¢des iniciais N (s9) = N2 g

e N} (so) = N} ,. Podemos verificar diretamente que a solugdo geral tem a forma
Ny, = (6%92 +c30 + C4) 9/,

sendo c3 e ¢4 constantes dadas por

1

&5 = gy (2000~ Nyoh + 6Nz0)
0
1
e = (grys (B0(80) e — a8+ 6N 08+ Nao(6)°).
0

Isso mostra que Ny e N, sdo multiplos de 8’ em ;. A maximalidade de I; com respeito a condi¢do
6’ = 0 junto da condi¢do de imersdo implica que I} = 1.
Agora que conhecemos o comportamento de Ny € N;, voltemos nossa ateng@o para a curva central
p = (x,y,z). Note que
¥ =x(k+yo)+o(¥o—y«k)=0oN,

uma vez que X'k +y 0 = 0 (condig¢do de ortogonalidade) e Ny := xX'c — y'k. Dessa igualdade e da
expressdo que encontramos para Ny, segue que x' = 0 (¢10 + ;) 6'. Podemos integrar essa equagio
de forma exata, obtendo

x=c(0—x0)—crKk+cs,

sendo c5 = X0 — (Cl (G() — K‘()Q()) — CzK()).
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De forma andloga, temos y = —kN; = —k (¢10 +¢2) 0’. Vem dai que
y=—c(Kk+00)—cr0+cg,

com cg = Yo + ¢1 (Ko + 6p6p) + ¢20p.
Por fim, de N, = —27' +xy — yx’ vem que

1 1 1 1
7= —5c16s K00’ — 56265 K0’ — §C1C6699/ - §C2C666/ +3 (2c1c2—c3) 66’
1

+ 5 (C% — C4) 9/.

Novamente, integrando em s obtemos

1
7= = (—cie5+cace+ Ocice) K—E(clcé—i—czc‘5—|—eclc5)6

—~

2
+ -6 (—2C4 + ZC% —0Oc3 +2901C2) + c7,

Iy

sendo ¢7 mais uma constante de integracdo definida pelas condi¢des iniciais sobre .

Como 6’ # 0 sobre todo 1, temos que 6 : I — 6(I) C R admite inversa 6. A menos de tomar a
reparametrizacio ¢ : @(I) x R — Nil; de ¢ dada por ¢(5,¢) = ¢(6~1(5),t), podemos supor supor que
0(s) =s.

Note que os dois primeiros coeficientes em t da equagdo (2.1) ja foram suficientes para determinar
a superficie. Contudo, as equacdes nos demais coeficientes também devem ser satisfeitas e € natural
esperar que isso imponha mais algumas condicdes sobre as constantes c;.

Com as informagdes que temos, sabemos que os simbolos E, é e f possuem a forma
1 1
E = é_lt4 —(c15+¢2) B3+ 5 (2 +2(c1s+ cz)2 + (c%s2 +c3s+ C4)> 12
—(c15+¢2) (2 + (c%s2 +C3S+C4)) t

1 2
+(c1s+¢2)* + 1 (c%s2 +c35+c4)

1 1
é= —Ecltz + = (2C%S+C3)l

\9}

1
+ = (cl (C%S2+C3S+C4) — (2C%S—|—C3) (cls+c2))

2
- 1 1 1
f= —§t4 + 5 (c1s+ cz)t3 ~2 (2 (cls—f—cz)2 + (c%s2 +C3s+C4)> 12
1 1
+ 3 (c15+c2) (c%s2 +e3s+c4)t — > (c%s2 + ¢35+ c4)
1 2 1 ) 2
+§ (c15+c2) -3 (cis”+c3s+ca)
Com a ajuda do computador, verifica-se que
2E E; E;
0 = det|3e é& ¢
2f fs i

(2¢1¢p — ¢3) (—4c1t5 + (200%s+2€201 —|—9C3) A ) .

O | —
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Essa equacdo impde que

c3 = 26‘1C2.

De fato, se nao tivéssemos essa condicao, entdo 2cjcy — c¢3 # 0 e, como o polindmio em ¢ deve ser
nulo, do coeficiente de > viria que c; = 0. Mas entdo do coeficiente de 14 viria que ZOC%S +2crc1 +
9c3 =0, donde c3 = 0. Mas nestas condic¢des vale que c3 = 2c¢1c;, uma contradi¢do.

Por outro lado, esta condicao € suficiente para que a superficie satisfaca a condicdo de Kiihnel—
Dillen necessdria para que ela seja de Weingarten.

Usando as expressdes encontradas acima para a curva central (x,y,z) vemos que ¢ é dada por

c1(o—xs)+k(t—cp)+cs
—ci(k+0s)+0o(t—cp)+ce

% (—cies+cace +crc68) K — % (c1c6+ cacs+cicss) o
—1—% (—C4—|—C%) s+5(c1—ceK+c50)+c7

Aplicando sobre ¢ a translacdo a esquerda por (—C5, —Ccg,—C7 — %czcl), obtemos

—cs c1(0—Kks)+K(t—cp)
—c6 o= |—ci(k+os)+o(t—ca)
—c7 — %czcl % (c1(t—c2) —cas)

Isso nos mostra que, a menos de uma isometria, podemos supor cs5 = cg = ¢7 = 0. Note ainda que,
a menos de uma reparametriza¢cdo em ¢, podemos supor também c; = 0.
Portanto, concluimos que no caso em que a superficie regrada satisfaz 6’ # 0, ela é isométrica a

uma superficie da forma

c1(sens—scoss)+rcoss
¢(s,t) = | —c1(coss+ssens)+rsens
3 (c1t —cas)

, (s,1) eRxR.

Figura 2.5: Link do Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/xstjfvib.

Precisamos verificar que essas superficies sao, de fato, de Weingarten.


https://www.geogebra.org/classic/xstjfvjb

54 Capitulo 2. O grupo de Heisenberg Nil;

Retomando as expressdes de E, é e f para tais superficies, vemos que
1 2
E=X+ ) (X +ca)
5 e (X —
é 51 (X —cq)
~ 1 2
f= —g ((X+C4) +4C4>

sendo X := (c15— t)z. Note que, se ¢4 # 0, entdo EG — F2=E>0c¢ ¢ € imersdo. Por outro lado,
se ¢4 = 0, entdo E(s,cys) =0, i.e. ¢ deixa de ser imersdo nos pontos (s,7) com ¢ = cys. Isso estd de
acordo com a nossa condi¢do de tolerancia sobre ¢.

Com essas expressoes, das definicdes de H e K encontramos duas equacdes polinomiais em H, X
e em K,X. Aplicando entdo o método da eliminante em X (Apéndice [A.2)), encontra-se uma relagdo
polinomial entre H e K, provando que a superficie € de fato de Weingarten.

Acontece que, se seguirmos este roteiro, iremos nos deparar com um determinante 10 x 10, com
um custo computacional elevado e cuja relacdo obtida é muito extensa, sendo de pouco interesse.

Contudo, fomos capazes de encontrar uma relagdo mais simples entre H e K de outra forma.

Em particular, comecemos notando que as expressoes obtidas implicam
0=2&+ci(2f+E).

Sec; =0, temos € =0, donde H = 2EL3/2 =0, i.e. a superficie ¢ minima e, portanto, de Weingarten.

Suponha entdo que ¢; # 0 e denote Y = E 2, Segue que

0=26+c|(2f +E) :4Y32—;3 tel(2f+Y2)

—4HY? 4+ ¢ (2f +7?)

»
— 0= (4HY> +c1Y?)? =43 f? = (4HY? 4 ¢, Y?)? +4c%Y4Y—’;
= 0= (4HY? +1Y?)> +4c1Y* K = Y* (4HY +¢1)* +4ciK)

— 0= (4HY +c|)> +4c3K

Supondo que estamos sobre um ponto em que H # 0, isolando Y2 nessa equagio nos fornece

y2o (8H01Y + (c% +4KC%))
16H?

Multiplicando essa equagio por Y e substituindo Y2 no lado direito, obtemos

3 (8Hc1Y + (cf +4Kc7)) c1 L, (e +4Kei)
Y? = — y=——yz_M1~ " U
16H2 2H 16H2
G (8Hc1Y + (e +4KcY)) (2 +4Kc?)
- o2\ 16H2 ~ 16H?

—c? (4K - 3) ¢} (4K +1)
16H2 32H3
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Podemos escrever ainda

2
yo (Y3)2: —c%(4K—3)Y c?(4K+1)
16H? 32H3
(4K —3)% , c§(4K+1)(4K—3)Y S (4K +1)
256H* 256H° 1024H°6
ct(4Kk=3)* [ (8HcrY + (cf +4Kc?))
- 256H* 16H2
CJ@K+1)(4K=3) §(4K+1)°
256H 1024H6
_ L G(12K—1)(4K—3) (4K +1) (—40K +16K> +5)
512H3 4096 H®

Tais equagdes nos permitirdo trocar Y, Y3 e Y2 por uma expressio de grau 1 em Y.

De é = 2Y>H vem que

1 1
—5e1 (X —ca) = 2HY? = X = — (csc1 —4HY?).
€1

Ao substituir essa expressdo para X na equagdo Y2 :=FE = X + % (X + C4)2, obtemos

1

0 = YZ—X—Z(X+C4)2
= Yz—i((:4cl—4l‘IY3)—l l(C4C1—4[‘IY3)—|—C4 i
Cl 4\ c
—4H? 4H 1
Cl C1

Com as expressoes obtidas anteriormente, reduzimos o grau de Y, obtendo

c; (12K — 1) (4K - 3)

0 ~4H? N 512H°
- 8 (4K + 1) (—40K + 16K* +5)
4096H°

+4H(C4+1) —c%(4K—3)Y ¢ (4K +1)

c1 16H2 32H3

(8Hc1Y + (c% + 4Kc%))
+ <— 1612 —C4(C4—|—1)
_ ¢ ( —48K%c{—3c]+128HK —96H?cy ' ,
128H3 +40Kc? — 32H? + 128H?Kcy

! —64H?c} + 1024H*c5 + 144K ¢ — 64K3 ¢}
~ T02aE —5¢1 4+ 1024H%c4 + 20K ¢} — 256H*K ¢}

—128H?%c3cy — 512HK ey

Naturalmente, os parénteses maiores na expressao acima indicam apenas quebras de linhas inter-

nas aos parénteses € nao uma matriz coluna.
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Multiplicando essa equagio por —1024H*, obtemos
_ 2.2 _ 2.2 2 2
0 = 8¢ 48K~cq 23c1 + 1228H K 296H 4\ gy
+40Kc7 —32H” + 128H*Kcy
—64H?c? +1024H*c3 + 144K% ¢} — 64K3ct
+ | —5cf+1024H%, + 20K} — 256H*Kc?
—128H2c3¢cy — 512H?K ey
Agora fazemos o truque final para desaparecer com Y da equagdo, obtendo uma equagao relacio-
nando H e K. Iremos transformar HY em c¢; +4HY, depois em (c¢; +4HY )2 e finalmente substituir
por —4C%K .
_ARK22 2.2 25 _ 2
0 = 8¢ 48K“cq 2301 + 1228H K 296H 4\ gy
+40Kc7 —32H” + 128H*Kcy
—64H?c? +1024H*c3 + 144K% ¢} — 64K3ct
+ |  —5c}+1024H*cy +20K ! — 256 H*K 2
—128H%c3cy — 512HK ey
_ o [ TA8K%ci =3¢t +128HK — 96H cy
‘1 +40K 2 — 32H? + 128HKcy
—48K?ct — 3¢} + 128H?K — 96H?c4
—2C1 2 2 2 C1
+40Kc7 —32H” + 128H*Kcy
—64H?c} + 1024H%c; + 144K — 64K3c}
+ |  —5c}+1024H*cy + 20K — 256H*K 3
—128H%c3cq — 512H?Kcley
5 —48K?ct —3c} + 128H?K — 96H?c4
- +40K 2 — 32H? + 128H2K ¢y
1024H%c% +1024H%cy — 168H*Kclcq — S12H?K 3
+64H?ctcy — 64K3 ¢} +240K%ct — 60K ¢} + cf

) (c1 +4HY)

) (c1 +4HY)

Isso implica

2
2
+40Kc? — 32H? + 128HK ey ) (c1-+4HY)

[ 1024H*G3 + 1024H4cy — T68H2K 2cq — S12H2K 2 \°
+64H?ctcy — 64K3 ¢} +240K%ct — 60K ¢} + cf

0 — 462( —48K?c? —3c3 + 128H?K — 96H?c4
- 1

42 —48K3 =3¢2 +128H2K — 96H7%cy )’ (—43K)
- +40Kc? —32H? + 128H%K ¢4 !

[ 1024H*G + 1024H4cy — T68H?K2cs — S12H2K 2 \°
+64H?ctcy — 64K3 ¢} +240K%ct — 60K ¢} + cf
o 324K (14+c4)—3cs— D H? \°
= —16KC1 2
—2 (12K —1) (4K — 3)

[ 1024cq (ca+1)H* —64c3 (4(3cs +2) K —ca) H \°
—c} (4K — 1) (16K* — 56K + 1)

Nas passagens para se obter essa equacdo, haviamos suposto que H # 0. Acontece que ela se

mantém verdadeira para quaisquer H, K possuindo as formas que obtemos anteriormente.
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Isso encerra nossa demonstracgao. [

2.2.3 Obliquas

Consideramos agora o caso mais sofisticado das superficies regradas obliquas. Isso corresponde

ao caso em que a curva direcional tem a forma
v=rKkE|+roE,+wE3, comrw #0, e r? +w? =1 sobre I.

Como anteriormente, estamos denotando k(s) := cosO (s) e o (s) :=senO(s), s € I. Sendo p =
(x,y,z) : I — Nil3 sua curva central, a aplicacdo ¢ : I x R — X (p,v) é dada por
x+ 1 (sen(wt+0)—sen6)
y— 1 (cos(wt+0)—cos8)
= gmsenton)+ (v )1 (G0 sy )
Mostremos que, abrindo mao da condigio 72 +w? = 1, uma tal superficie pode ser reparametrizada

de forma a se ter w = 1. De fato, considerando o difeomorfismo (s,7) € I x R — ( e )> el xR,

temos que ¢ : I x R — Nil3 dada por ¢ (s,t) := ¢ ( ) parametriza a mesma superficie X (p,v).
Além disso, ¢ é dada por

S
Il

y
2 2\: [ x(cos(t+0)—cos0)
¢ 2W23€nt—|—(w+ >W 2w (+y(sen( t+6)—senB)

+

y +
2 2\, 5[ x(cos(t+0)—cos8)
zsent—l—<1+2>t 2(—|—y(sen(t+9)—sen6)

= Yoy (t) >
sendo ¥ := FKE| + FoE + E3 com 7 = - # 0. Portanto, sem perda de generalidade iremos supor que
w=1.
Denote C (s,t) :=cos(t+ 0 (s)) e S(s,t) :=sen(r+ 6 (s)) e observe que
sent = sen(r+60—0)=sen(t+6)cosO —senOcos(r+0)
= Sxk—-oC.
Sob tais consideracdes, ¢ se escreve como

x+r(S—o)
)

y
—ésent—i—(l-l-%) —5(x(C-x)+y(§—0))
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Como j4 observamos anteriormente, podemos supor que p e v satisfazem a condi¢do de ortogona-
lidade. Dai, lembrando que
1
p = (x/a)/,zl) =XEi+yE,+ (ZI ) (x)/ —yx’)> Es,

essa tal condi¢do € dada por

0= <p',v>p =7 - % (xy'—yx’) —|—r(x/1<—|—y'6).

Calculemos os vetores tangentes sobre a superficie, ¢s € ¢;. Primeiramente, temos as derivadas

parciais

0

Cs = 35 €08 (t+0)=—0"sen(t+0)=—0’S,
0

Sy = a—sen(t+9) =06'cos(t+6)=06'C,

s

d

K = —cos®=—-0"sen6=-6c,
ds

o = isen@ =0'cosh = 0'k.
ds

Usando essas relacdes, vemos que as duas primeiras coordenadas de ¢ no referencial candnico

de Nils sdo dadas por
d(x+r(S—0)) = X+r(S—0)+r0'(C—x),
o(y—r(C—x)) = y—r(C—-x)+r0 (S—o0).

Ja a terceira coordenada é dada por
7’2 7'2 r
O; Z—E(SK—GC)nL 1+5 I—E(X(C—K‘)—i-y(S—G))

2
= ' (Sk—oC) - %e’ (Cxk+ 68— S0 — KC) + 't

r/

(€= K)+y(5—0))

5 ((C=K)+Y (S—0)+x8' (=S = (~0)) +y8' (C— ¥))
= =/ (Sx—0C)+rr't
—5 &(C—K)+y(S—0))
‘% (' (C=x)+Y (S—0)+ 6 (—x(S—0)+y(C—x)))

Usando a condi¢do de ortogonalidade para fazer ' = § (xy' —yx') — r (X' k +)/0) e coletando a
expressao em t,C, S, obtemos que a terceira coordenada de @ € dada por
1
rr't — 3 (rx' +xr’ +ry8’ — 2rr'6) C
+ (—ry' —yr' +rx@' — 2rr/K) S

==

(' —xy' +r(Xx+y0) —r (xk+yo) +r6' (x5 — yK))
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Precisamos dos vetores tangentes no referencial E;. Sobre ¢, ele é dado por

b - (1o=b=rem),

x—l—r(S—G)),

E; = (0,0,1).
Escrevendo ¢; = Z?:l a;E; e usando as coordenadas obtidas acima, vemos que ¢y se escreve como

¢ = (K+r(S—0)+r8'(C—x))E
+(/—r(C—Kk)+r0' (S—0))Ex
+r (r't+r8' (Ck+So—1)++ (Co—Sk) — (CxX' +S)') ) E3
Olhemos agora para o outro vetor tangente, ¢;. Temos

rC
0 = rS
— 2 (Ck+06S)+ 145 — L (—xS+)C)

No referencial E;, obtemos simplesmente

¢ = rCE; +rSEy + E3.
Defina as seguintes funcdes sobre I:

a = X —ro—rxé,

b = y+rk—rob.
Podemos reescrever ¢, como

¢s = (a+Sr'+Cro")E,+ (b—Cr' +Sr0') E,
—r (r@' —r't +Ca+Sb) E;.

O campo normal sobre a superficie ¢ dado por

a+Sr'+Cr6’ b—Cr'+8r6’ —r(r6' —r't+Ca—+Sb)
02 = det| iC s :
E; E E3

= (b—Cr'+Sr6'+5r°0' + $°br* + CSar* — Sr’tr') E;
+ (Crztr' —SF —Cro’ —Cre’' —C?ar* — CShr* — a) E>
+ (rr’C2 —brC+rr'S* + arS) Es

= (b—Cr' +Sr6'+5r°0' + $°br* + CSar* — Sr’tr') E;
+ (Crztr' — S —Cro' —Cre’ —C*ar* — CShr* — a) E>
+ (rr' = brC +arS) E;.

Relembramos que estamos supondo que ¢ satisfaz a
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Condigdo de tolerdncia: Se ¢ ndo é imersdo, entdo existe h: [ — R continua e T >0

constante tais que, se (@5 X g ¢;) (s,t) =0, entdo t = h(s) +kr, para algum k € Z.

Definimos o campo normal unitario sobre os pontos de imersao da superficie por

N = 05 X g O .
‘¢sxg¢t{

Calculemos agora as derivadas covariantes de ¢. Temos

Vods = (a+Sr+Cr6') E\+ (b—Cr' +5r6") E>
1—
—(r(re’—r’t+Ca+Sb))sE3+§¢sxgq>s
= (a’+C9'r’+Sr”—Sr(@’)2+Cr'9'+Cr9">El
+ (b + 58" i Cr (8) + 576"+ 570" ) Es
B r'(r@' —r't+Ca+ Sb)
+r(

o' +r0" —r"t+6' (Cb—Sa) +Cd' + Sb’) )E3
a+Sr'+Cre’ b—Cr'+Sr0’"  r(r6’—r't+Ca—+Sb)
a+Sr'+Cre’ b—Cr'+Sr0’ —r(r6’ —r't+Ca+ Sbh)
E, E, E;
rr’ (b—Cr' +Sr8')t +arr’C* +r (br' —ar’)CS
= | +(r0"+2r'0'+ 170" —abr)C+ (—br’0')S* | E;
+ (r// o ],.3(9/)2 o r(e/)Z . bz,,) S+a’ o br26/
—rr' (a+ 8 +Cr0')t +ar*0'C? +r (b0'r +ar') CS
+ Ey

= det
+2 e

—|—(azr+r3(9’)2+r(9/)2—r”)C—I—brr’S2
+ (r9”+2r’9/ —|—r2r’9’+abr) S+b +ar*e’

(") +r")t = (ar' +r(d' +b6))C
+ ( _((br,—i-r(b/)—ael))S— r(re" +2r'9") ) Es,

Vo oy = (a+8'+Cro") Ei+ (b—Cr'+5r6’) E;
~(r(r6 1 +-Cat-$b)), Es + 59 % 0,
= (Cr—=Sro")E\+ (= (=S)r'+Cr0') E,
—r(—r’—Sa—l—Cb)Eg

1 rC rS —1
+—det |a+S+Cr0' b—Cr +Sr0’ —r(r6’—r't+Ca+ Sbh)
2 E E E
1 2 3
1 1
= <§Sr2r't —5 (arzCS— Y'C+br*S* +ro’ (r2 + 1) S— b)) E;

—l—(—%CrQr’t + % (ar2C2 +br2CS+r6’ (r2 + 1) C+rS— a))E2
1
—1—51’ (r/ —Cb+Sa) E3
V¢ = 0 (diregdo das geodésicas).

Com isso, temos que os vetores tangentes, o campo normal e as derivadas covariantes sobre a
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superficie possuem a forma

¢ = AIE\+AE, —r(—r't+A3)E;,
¢ = rCE|+rSEy+Ejs,
N = W((=SP7t+N)Ei + (Cr’rt+N,) E, + N3E3)
sendoW = |q)s><q)t|_1,
Vo0 = (' (b—Cr'+Sr8')1+B)E,
—|—(—rr'(a+Sr'+Cr9/)t+Bz)E2
—|—(((r’)2—|—rr”)t—|—B3)E3,

1 1
Vo s = (557’21’7 +C1> E+ <—§Cr2r't +C2> E> +CG3E;3

em que os simbolos A;, B; e C; dependem de s e ¢, mas a dependéncia em ¢ se da apenas através das

funcgdes C e S. Com essas notagdes, a primeira forma fundamental possui a forma

E = (9, ¢5) = (")’ + (=217 A3) t + (rPA + AT + A3)
F = <¢S7¢t> =rr't
G = (¢,¢)=r"+1

A segunda forma fundamental possui a forma

—r3(r)? (Ca+Sbh+r0')t?
N3 ((r')2+rr") —r’Ny(a+Sr +Crb’)
+rr'Ny (b —Cr +Sr@') +r*r' (CB, — SBy) ) Nk
+ (B1N1 + B2N> + B3N3)

;o W( —%r4(r’)2t2+%rzr’(ZCCg—CNz—Zscl—I—SNl)t)

e = W +(

+ (C1Ny + CoN, + C3N3)
0.

8

Nosso objetivo € classificar as superficies regradas de Weingarten do tipo obliquo, sob a hipotese
de serem de classe C3 e aplicando a técnica de Kiihnel-Dillen como nas secdes anteriores. Para este

caso especifico, usaremos também o seguinte lema técnico.

Lema 2.26. Considere um polinémio P € R[X,Y,Z] e 6y € R. Escreva P =YY" ,Q;Z" com Q; €
RIX,Y]. Se
P(cos(t+6p),sen(t+6p),t) =0 para todot € R,

entdo Q;(cost,sent) =0, para todoi=0,1,....,netodot € R.

Demonstragdo. Para cada ty € R, considere o polindmio p;, € R [Z] definido por

Pi, (Z) := P (cos (to+ 6p) ,sen (o + 6p) , Z).
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Note entdo que todos os elementos do conjunto infinito
{to+2kn k€ Z}

sdo raizes de py, (Z). De fato, utilizando a periodicidade das fungdes seno e cosseno, podemos escre-

ver

Pty (l‘() + 2/{71') = P(COS (l‘() + 9()) ,Sen (l‘() + 9()) I+ Zkﬂ')
= P(cos(to+2km+ 6),sen (to+ 2km + 6y) , 19 + 2kT)
= 0.

Assim, p;, deve zer o polindmio nulo. Observando que
n .
Dro (Z) = Z Oi (COS (2‘0 + 9()) ,sen (l‘o + 90))21,
i=0
conclui-se que Q;(cos(f9+ 6p),sen (to+ 6y)) = 0, para todo i = 0,...,n. Como ty € R é qualquer,

tomando #y =t — 6y vemos que
Q;(cost,sent) =0, paratodoi=0,1,...,netodot € R.

]

Nosso primeiro passo na dire¢do da classificacdo das superficies regradas do tipo obliquo € mos-

trar que a fungdo r ## 0 que aparece na parametrizacio ¢ € constante.

Proposiciio 2.27. Se uma superficie regrada obliqua de classe C? é de Weingarten, entdo a fungdo r

é constante.

Demonstragdo. Aplicando o Lema[l.9] e observando que g = 0, devemos ter
2(EG-F*) (EG-F?), (EG-F?),
0= fdet |3(éG—-2fF) (éG—2fF)  (éG—2fF),| sobrelxR.
2f s Ji
Fixando s € I e aplicando o Lema acima, concluimos que os coeficientes dessa equagdao
quando coletada em ¢ sdo polindmios em C, S e que se anulam para (C,S) = (cost,sent), para todo

t € R. Coletando essa equac¢do em ¢ com o auxilio do computador, obtemos
0=—r'%0")° (Cb—Sa)r® + termos de grau <7em1.

Ora, o coeficiente —r'®(+')° (Cb — Sa) deve se anular sobre (C,S) = (cost,sent). Isso implica que
ele deve possuir C2 452 — 1 = 0 como fator. Consequentemente, ele deve ser identicamente nulo em C,
S. Estamos usando aqui o argumento de curvas algébricas que diz que duas curvas algébricas possuem

intersecdo infinita se, € somente se, seus respectivos polindmios possuem um fator em comum. No
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nosso caso, C2 + 82 — 1 é irredutivel em C, S e —r16(r’)9 (Cb—Sa) possui grau 1 em C, S. Como
r # 0, segue dai que

b =ra=0sobre I.

Usando essa informacao, a equagdo assume a forma
0= r13(r/)89/ (r2 + 1) (r’S2 + (rG’ — r') SC+ (—rG') C’+ rzr’) 4.

Novamente, aplicando o Lema [2.26| devemos ter que o coeficiente de ¢ se anula sobre (C,S) =
(cost,sent). Fazendo S? = 1 — C? e aplicando novamente o argumento das curvas algébricas, obtemos

o seguinte polindmio nulo em C, S:

— 380’ (r2 +1) (F' +r0") C?+r13(/)%0 (r2 +1) (= +ro’)CS
+r13(7)%0’ (r2+ 1)2.

O termo independente nos diz que
8" =0 sobre 1.

Note que isso zera também os demais coeficientes.
Buscamos agora o préximo coeficiente, i.e. de ¢°. Usando as informacdes obtidas até aqui, ele se

reduz a

+(r)2 4 r* (r6' + Ca+ Sb)*
o s _%(1_’,2) (r/)Z_%CZaZIA
—r(r) +(—CS) abr* — 1S?b*r* + (38?) a*r?
+2 +3a% + 1b* — CSabr* — Cab'r’
—Cab'r* + (3C?) b*r* — SbO'r
_Sbelrfi . %(9/)21,6 . (9/)2,,4 . %(9/)21’2

_ () ((r2 +1) ()2 +2 (—% (1-r%) (r’)2)>

—  _p10()10

(P+1) ( (a-+Cr6')* +(b+5r6')?

Note que, na equagio acima, distribuimos o fator ()3 sobre a expressdo maior e este zera, sempre
que se encontra com um dos termos a, b ou 8. E assim que simplificamos a expressao.
Mas entdo temos que 7 = 0. Isso implica que ¥ = 0, i.e. r é constante sobre todo I. Basta notar

que rr’ = 3(r?)’. O

A proposi¢cdo acima nos traz uma implicagdo geométrica muito importante. Se retomarmos as
expressoes do feixe de geodésicas partindo de um ponto, veremos que, sob a nossa hipdtese de
que w = 1, a fun¢do r controla a inclinacdo do vetor de saida da geodésica. Observa-se que duas

geodésicas obliquas associadas a uma mesma tal inclinagdo podem ser levadas uma na outra por uma
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isometria. Supondo, sem perda de generalidade, que o ponto base € a origem de Nils, essa isometria
¢ dada por uma rotagdo em torno do eixo-z. Ja para geodésicas obliquas com inclinacdes diferentes
1sso nao acontece. Podemos interpretar duas tais geodésicas como tendo “formatos” geometricamente
diferentes. Dito isso, o resultado acima nos diz que, se uma superficie regrada obliqua de classe C3
¢ de Weingarten, entdo as geodésicas ao longo da superficie possuem o mesmo formato, i.e. diferem

apenas por um movimento rigido de Nils.

Isso implica também o seguinte coroldrio, crucial para a nossa classificagdo geral. Ele pode ser
visto como um resultado de rigidez que mostra que ndo existem superficies regradas de Weingarten do
tipo “misto”. Dessa forma, ao classificarmos as superficies regradas de cada tipo particular (vertical,

horizontal, obliquo), estaremos classificando todas as superficies regradas de Weingarten em Nils.

Corolario 2.28. Se uma superficie regrada de classe C*> em Nil é de Weingarten, entdo ela é de um

dos trés tipos: vertical, horizontal ou obliquo.

Demonstragcdo. Considere uma superficie regrada de classe C> de Weingarten dada por ¢ : [ x R —

Nil; e que ndo admita parametrizacao do tipo vertical.

Suponha que sq € I seja tal que a geodésica 1 — ¢ (so,?) seja do tipo obliquo. Como ¢ é continua
e ndo ¢ dificil ver que obliquicidade € uma condicdo aberta, isso implica que existe intervalo aberto
nao vazio Iy C I em torno de so sobre o qual todas as geodésicas sao obliquas. Além disso, podemos

supor sem perda de generalidade que /y € maximal com respeito a essa propriedade.

Assim, a restri¢ao de ¢ a Iy X R nos fornece uma superficie regrada do tipo obliquo. Sem perda
de generalidade, podemos reparametrizar esse trecho da superficie fazendo w = 1 como fizemos an-
teriormente. Entdo a Proposicao 2.27|nos diz que r # 0 € constante. Ora, isso torna impossivel que
as geodésicas mudem de tipo, i.e. passem para o tipo vertical ou horizontal nos extremos de /. Dai,
a maximalidade de Iy implica que Ip = 1.

Em outras palavras, a presen¢a de uma tnica geodésica obliqua faz com que todas as geodésicas
dadas pela parametrizacdo sejam obliquas e do mesmo “formato”. Como, por hipétese, a superficie
nao admite parametrizacdo do tipo vertical, concluimos que ela € do tipo obliquo.

Suponha agora que um tal 5o ndo exista. Como, por hipétese, ¢ nao € uma parametrizacao vertical,
deve existir sop € I sobre o qual a geodésica € horizontal. Contudo, ndo ha como passar do tipo
horizontal ao tipo vertical sem antes passar por uma geodésica do tipo obliquo (lembrando que ¢
¢ continua e I é conexo). Como a superficie ndo possui geodésicas obliquas, isso implica que as

geodésicas de ¢ devem ser todas horizontais. [

Voltemos ao caso das obliquas. A condic@o 7 = 0 traz uma consideravel simplificacdo das fung¢des

envolvidas em nosso estudo. Em particular, temos F = rr't =0, o que nos diz que (¢, ¢;) =0 ao longo
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de toda a superficie. Além disso, G = r2 + 1 também é constante. Obtemos ainda

E = (a+Cro')° +(b+5r0')>+7> (r6' +Ca+5b)’

. (—ar*e) CS+r(9”—ab)C+( br?0’) S
T U (0P (P 1) (0)) S+ (d — b))
x ((ar*) CS+ (br*) S* +r(r* +1) 0'S+b)
N br29’CS—|—r(9” +ab) S +ar?0'C?
+r (P +1)(6")?)C+ (b +ab'r?)
X(( ar ) ( br)CS—r(r2+1)9/C—a)
r*(Cb—Sa) ((d' +b6')C+ (' —ab') S+r8")
ro_ l _l 2 2_1 1.2 _l 2
f = (219 5S°br" — 2516 (r"+1) 2CSar>
X

(bS*r* + 0'Sr* +CaSr* 4 6'Sr+b)

1, , 1 1 1

+ <§C ar —za+Cro'(r (FP+1)+ SCSbr >
X (—aCzr2 —0'cr’—sbcr? —0'Cr— a)

1
2 (Cb — Sa)*

3

Trabalhando com essas expressoes, podemos reescrevé-las como

E = r*(Ca+Sb)*+2r0 (r*+1)(Ca+Sb)
+r? (r2 +1) (0")? +a* + b?

¢ = —r(Ca+Sb)® -3/ (r2 +1)6’ (Ca+ Sb)*
—r((3r+1) (P +1) (0")* +a*+b*) (Ca+Sb)
+r(r*+1) ((Cb—Sa) 0" + (Sa' — V') 0')
—(P+1) (A (P +1) (') +ab’ — ba)

= % (P +1) (—r2 (r6' +Ca+5b)* +a*+ b — r2(9’)2>

Finalmente, podemos enunciar e provar o teorema principal dessa secao.

Teorema 2.29. Uma superficie regrada completa de classe € do tipo obliquo em Nils é de Wein-
garten se, e somente se, é dada a menos de isometrias por uma das superficies descritas abaixo.

A primeira familia de superficies é dada por ¢ : R x R — Nilj3

s+ rcost
O (s,1) = rsent , comr#0.
(%rz-l— 1)+ %rssent

Essa familia satisfaz

64 (2 + 1) H* — 16 (P + 1) H2 + 4K +1 =0,
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A segunda familia de superficies é dada por ¢ : R x R — Nil3

Rs+rcos(t+s)

O (s,1) = rsen(r+s) ,
(37 +1)t— és—i— IRrssen (t+s)

para certos r,R € R com Rr # 0. Neste caso, a superficie é Weingarten polinomial satisfazendo

Y (H,K) =0, em que ¥ (X,Y) =Elmgz (P,Q) é o polinémio dado pela eliminante em Z (ver Apéndice

dos polinémios
2 2 p2 (2 2
P(r.z) = 4((P+1)(RZ+1)~R (Z2=1)) Y
2
+ <R2 — 2 (r+RZ)* - r2>

2p272 2
0(X,2) = 4( r“R°Z +2r(r —l—l)RZ

3
+r2 (P +1) + R ) (F+1)x°

B —rPR3Z3 = 3r* (r* +1) R?Z? ’
—rR ((3r2 + 1) (r2 + 1) +R2) Z—r? (r2 + 1)2
A terceira familia de superficies é dada por ¢ : R x R — Nil3

Rsens -+ rsen (t +cs)
0 (s,1) = —Rcoss —rcos (t+cs)

J(RP—cr?)s+ <1 —|—§>t—|—%Rrsen(t—i—cs—s)

9

para certos c,r,R € R com Rr # 0. A superficie é Weingarten polinomial satisfazendo ¥ (H,K) = 0,

em que ¥ (X,Y) = Elmyz (P, Q) é o polindmio dado pela eliminante em Z dos polindémios
2
P(r2) = 4((P+1)(RZ+er)—R(Z2-1)) ¥
2
+ (R2 — 2 (re+RZ)* — rzcz)

L PRZ2 4 2r(P+1)eRZ )
0(X,2) = 4( R (P 1) 4R ) (rP+1)x
—PR373 - 3,2 (r2 + 12 cR>Z? 2
— —rR((3r2—|—1) (r2+1)cz—|—R +c(r2—|—1))Z
— (r2 + 1) (r2 (r2 + 1) 3 —|—R2)
Destacamos que os parénteses maiores nas expressoes acima indicam apenas quebras de linha e ndo

um vetor-coluna. Matrizes e vetores-coluna sdo denotados por colchetes.

Demonstracdo. A condi¢do de Kiihnel-Dillen junto ao fato de que G = r> + 1 # 0 é constante, nos

diz que
. [2(EG) (EG), (EG),
0 = fdet|3(eG) (eG), (éG),| sobrelxR
T S
[2E E; E,
= fdet|3é é; é; | sobrelxRR.
2f f fi
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Nosso primeiro passo € mostrar que podemos eliminar o fator f dessa equacao. Para isso, basta
mostrar que f nao se anula sobre nenhum aberto de / x R. De fato, suponha que f se anule sobre

um retangulo aberto Iy x Jo C I x R. Recuperando essa equagdo em termos de C,S e substituindo
§2 =1—C2, obtemos

0 = —%rz(rz—{—l) (a* = b*)C*+ (—abr* (r*+1))CS
- (r2 +1)ab'C— r (r2 +1)b6'S
+% <r2+1) (—rz(e’)z—r4(9’)2—b2r2—|—a2—|—b2)

Essa equacdo nos diz que, para cada s € [ fixado, a respectiva curva r € Jy — (C,S) estd contida

na curva algébrica associada ao polindmio

P(X,)Y) = —%1’2 (r2+ 1) (a2 —bz) X2+ (—abr2 (r2—|— 1)) XY
- (r2 + 1) ab'’x —r’ (r2 + 1) bo'y
‘I’% (I’2+ 1) (_r2(9/)2_r4(9/)2_b2r2_|_a2+b2)

Essa curva também estd contida na curva algébrica associada a X>+ Y2 — 1. Como a curva t €
Jo — (C,S) possui infinitos pontos, conclui-se que as duas curvas algébricas se intersectam sobre um
conjunto infinito. A teoria de Geometria Algébrica nos diz que P e X> +Y? — 1 possuem um fator em
comum. Como X2+ Y2 — 1 é irredutivel, este deve ser o fator. Contudo, como o grauem Y de P é
menor ou igual a 1, devemos ter que P € o polindmio identicamente nulo. Segue entdo do primeiro
coeficiente que a* = b%. Do segundo, vem que ab = 0 e, consequentemente, a = b = 0. Por fim, do
tltimo coeficiente vem que 8’ = 0. Como s € I fixado é qualquer, isso nos dizque a=b=0'=0

sobre Ip. Mas isso implica que

dsxg@ = (b—Cr' +5r0'+Sr’0" +5*br* + CSar* — Sr’tr' ) E
+ (Crztr/ — S —Cro' —Crre’ —C*ar* — CShr* — a) E,
+ (rr' —brC+arS) E3
= 0E; 4 0E, + 0E3 sobre Iy.

Isso contradiz nossa condi¢do de tolerancia a pontos de nao imersao.

Portanto, os pontos de I x R sobre os quais f se anula formam um conjunto de interior vazio. Por

continuidade, podemos inferir portanto que

2E E; E;
O=det|3¢ é& é& | sobrel xR
2f fs S

Comecemos analisando a possibilidade (a,b) = (0,0).
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Fazendo a = b = d’ = b’ = 0 nas expressdes obtidas anteriormente, os simbolos E., &, f se reduzem

E = rz(r2—|—1)(9/)2
e = —rz(r2+l)2(9/)3

~__122 NN
f = 2r(r+1)(9)

. ~ . x1T . .
Em particular, nenhuma dessas fun¢des depende de ¢. Portanto, a coluna [E, é ft} ¢é identi-

camente nula, donde a condi¢ao de Kiihnel € prontamente satisfeita. Vamos mostrar, contudo, que a

condicdo (a,b) = (0,0) implica que a superficie regrada é do tipo vertical, contradizendo a hipStese

de obliquicidade. De fato, como r = 0, teremos

0 = a=xX-ro—rxk0' =x —rx0,

0 = b=y +rk—rc0' =y —rcb’.

Isso implica que ,
Lembrando que Kk = cos 8, o = sen 0, segue das igualdades acima que x =roc+cj ey = —rkK+ca,

para algumas constantes de integracdo c; e ¢;. Isso nos diz que a parametrizagao ¢ tem a forma

x+r(S—o)
o = y=r(C—x)
2— 5 (Sk—0C) + (1+§)t_g(x(c—x)+y(s—c)>
[ c1+rS i
_ cy—1C ,
72— 2 (Sk—oC) + (1+§>z—§(x(C—r<)+y(S—a))

de onde se conclui que superficie dada pela imagem de ¢ estd contida no cilindro de equagdo (x — ¢; )2 +
(y— cz)2 = 2. Em particular, a imagem de ¢ é uma superficie vertical, contradizendo a hipétese de
que a superficie € do tipo obliquo.

Portanto, a curva (a,b) ndo pode ser identicamente nula em /.

Assim, deve existir um intervalo aberto nio vazio I; C I maximal com a propriedade a> + b* > 0.

Sobre I}, a curva (a,b) pode ser descrita por (a,b) = R (cos1,sen1), para certas fun¢des R : I} —
R, com R # 0, e n : I; — R. Por simplicidade, iremos denotar cosn] = & e senn = f3. Nestes termos,

nossas fungf)es S€ e€screvem Ccomo

E=r"R*(Ca+SB)*+2r (r*+1) 0'R(Ca+SB)
2 (P 4+1) (02 + R

¢=—rR*(Ca+SB)’ —3r (r*+1)'R* (Ca + SB)*
—rR((3r2+1) (P +1) (6')* +R?) (Co +SB)
+r (P +1) (R(CB—Sa) 0" + (R (St — CB) — R’ (Ca+ SB)) 0')
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— (r2 +1) (r2 (r2 +1) (03 —|—R2n’)
f= % (P4+1) (=7 (8 + R(Ca+5B))* + B~ (6')?)
Denote ainda U :=Ca+SB eV := CB — Sa. Podemos reescrever as fungdes usando U e V como
E = PRU*+2r(@P+1)0'RU+7 (P +1) (0')*+R?
¢ = —rRU-37 (r2—|— 1) 0'R*U?
—rR ((3r2 +1) (r2 +1) (0 +R*+1’ (r2 +1)0")U
+r(r*+1) (RO"—O'R)V
— (P +1) (P (P +1)(0) +R*N)
I = % (P +1) <—r2 (r9’+RU)2+R2—r2(9/)2>
Note que
U?+V? = (Ca+SB)*+(CB—Sa)
= (*+B*)(C*+S8%) =1.

Temos ainda

U = —S0'a+CO'B+C(—pn')+S(an’)
= (6'=n') (CB—Sa)=(6'—7")V

U = —-Sa+CB=V

Vo = —S6'B—CO'a+C(an’)—S(-pn’)
= —(6/'—7n')(Ca+SB)=—(6'—7n")U

Vi = =SB—-Co=-U

Fazendo os calculos, obtemos as seguintes expressdes para as derivadas parciais
E; = 2r°RRU*+2R** (0 =) UV +2r(r*+1) (RO"+0'R)U
+2Rr0' (P +1) (0'=n")V+2(RR +r* (r* +1) 0'0")
E, = 2rR(rRU+(»+1)8)V
& = —3R*FPRU’-3RF (0 -7\ UV
—3Rr* (r*+1) (RO" +26'R) U* —6R*r*0' (¥ +1) (6' —n') UV
3R’R'+3R0'0" +RO'N" +3r%(8')° R
—r —|—3r4(9’)2R’+26’n’R/—|—2r29’n’R’ U
+9Rr*60'0" + 6Rr*6'6" + Rr*6'n"
—R%0'+ R’ —3Rr* (6')’
+3Rr* (6')° 0 — 4R (6')° + 3R (8')* '
+R26’ (n/)Z +0"Rr2—R (9/)3
+RO’ (n/)Z + 0"R—R"r26' —R"0’
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_(r2+1) (T]//R2+2T]/R/R—|—39”r4 (9/)2+39//r2 (9/>2>

& = —3RPUP —6R**(rP+1)0'UV —r(*+1) (RO" - 6'R)U
—rR (R +34 (6/) 4472 (6/)* 4+ '8 + (6/)* + '8’ ) V
fi = —RPR (P+1)U*—R*7* (P +1)(6'—=n')UV

—r (r*+1) (R"+60'R\U—-RPO' (r*+1) (6'—1)V
—(r*+1)(6'0"r*+6'6"r* —RR)
fi = —RVP(r6'+RU) (P +1)

Substituindo essas expressoes na equacio da condi¢io de Kiihnel-Dillen, fazendo V> =1 —U? e

coletando em U, V, obtemos a seguinte equacao sobre /1 x R:

2E E, E
0 = det|3¢ & ¢
2f fs S
= 2(&fi—é&fs) E+3(Efs—Esfi)é+2(Ee, —Eé) f
= 6R'0" (P +1)UV
+2RA (P +1)° (0"R*— 6"RR — 0'R'R+ 0/ (R)?) U°
SRR/+29/9//—|—9/77/,—|—9//71/
33/(,2 2
+2R7r (r +1) ( +2r29/9//+r29/n//+r29//n/ 14
_9///R29/+R2(9//)2
_2 4 2 1 2 U2
r (l” + ) <—|—R”R(9/)2—(9/)2(R,)2
RZn// _R2r29//_|_R2r2n//
—2r2(6')6” —2r*(6')?0"

—|—2R2r2 (r2+ 1) +r2(9/>2n//+r4(9/)2n// Uv
+6RO'R'+2Rn'R’
+8Rr?0'R' +2Rr*n'R’

9//1R3r2 _R//R2r29/
_R2911R1+Rr49/(6//)2
+Rr29/(9//)2 —l—RQ’(R’)z
_r4<0/)29//R/_r2(6/)26//R/
R3R/ . r2(9/)3 0" — 2},4(9/)39//
_r6(9/)39//+R<9/)2RI
_R2r29/6// —R2r48’9”
+R2r29/n//+R2r49/n//
+4Rr?(0")?R' 4+ 3Rr*(6")*R’
_r2<9/)20//n/_2r4(9/)29//n/
_r6(9/)29//n/+R9/n/R/
+3Rr?0'n'R +2Rr*0'n'R’

R0’ (r2—|— 1)2 (RO/// _ OlR”)

—2;’(r2—|—1)2 U

+2Rr (r2 + 1)

Fixando s € I; e olhando para a curva t — (U,V) para tal s fixado, vemos que essa equagao nos

diz que o traco de tal curva estd contido numa curva algébrica de polindmio dado pelo lado direito
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da equacdo, fazendo (U,V) = (X,Y). Acontece que essa curva também mora na curva algébrica

associada ao polindmio X2 4 Y2 — 1. Note ento que a curva t — (U,V) ndo é constante, pois

(U,Vv) = (Ca+SB,CB—Sa)
= (cos(t+60—m),—sen(t+6—1m)).

Isso nos diz que as curvas algébricas que mencionamos acima possuem infinitos pontos em co-
mum. Segue entdo da teoria de geometria algébrica que os polindmios associados devem possuir um
fator em comum. Acontece que o grau de V na equagdo € menor ou igual a 1. Portanto, o fator
comum s6 pode fazer sentido se o polindmio associado a equagio € identicamente nulo. Como s € I}
€ qualquer, concluimos que os coeficientes de U e V na equagdo sdo identicamente nulos sobre /;.

O coeficiente de UV nos diz que 6R*r*6"” (r*+ 1) = 0 sobre I;. Como R # 0 e r # 0, segue que
0" = 0 sobre 1.

Fazendo entdo 8" = 6” = 0 a equagdo assume a forma

0 = —2R70'(RR' - (R)?) (P+1)U°
+2R%7 (P +1) (5RR' +6'n" (r* + 1)) U*V
_2/4(9')? (RR" — (R/)Z) (r 1 1)2U2
Rzn//+R2 Zn//

47 ( )zn//+r (9 )zn//
+6RO'R' +2RN'R’
+8Rr*0'R' 4 2Rr’n'R’

+2rRO’ (—(R')2 +RAR") (P +1) U
R3R/+R(9/)2Rl
+R2r29/n”—|—R2r49/T[”
+4Rr?(0")?R' + 3Rr*(6')?R’
+R6O'N'R' +3Rr*0'n'R' 4+ 2Rr*0'n'R'
+2RA(O)R (P +1)°

+2R* P (rP +1) uv

+2Rr (r2 + l)

Sabemos agora que 0’ é constante sobre I;. Analisemos os casos em que 8’ =0¢e 6’ # 0.

Se 6’ = 0, entdo o coeficiente de U2V se reduz a 10R*>R’ (r2 + 1) = ( sobre I, donde R’ =0
sobre I;.

Por outro lado, se 8’ # 0, o termo independente nos diz que, sobre I;, 2Rr*(8')*R" (r + 1) =0,

o que implica R” = 0. Do coeficiente de U?> obtemos que
30/ " N2\ (2 2 30/ (p! _
—2RA0' (RR" — (R')?) (P + 1) = 2RO/ (R)* (P +1)° =0,

de onde se conclui que R’ = 0 sobre I;.
Portanto, em qualquer dos casos concluimos que R’ = 0, i.e. R é constante sobre I;.
Isso nos diz que a” + b? é constante igual a R> > 0 sobre I;. Como /; é um intervalo maximal com

a propriedade de que a® +b?> > 0, conclui-se que I; = I.
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Fazendo R” = R’ = 0 na equaco, ela se reduz a
0 = 28%70'n" (P+1)°U%V
2R (P 4+ 1) 0" (P02 + R UV
2R (P +1) 0"V
Segue entdo do coeficiente de UV que i = 0 sobre I. Note que isso zera também os demais
coeficientes.
Portanto, a conclusdo € que R # 0 € constante e 8, 1] possuem a forma

0(s)=cis+ca, N(s)=c3s+ca,

para certas constantes de integracdo c; € R.
Mostremos agora que, sob tais condi¢des, ¢ fornece de fato uma superficie regrada satisfazendo
a condicao de tolerancia. Temos
b xg® = (b—Cr +5r0' +Sr°0'+5*br* + CSar* — Sr’tr') E,
+ (Crztr/ — S —Cro' —Cr’e’ — C*ar* — CShr* — a) E,
+ (rr' —brC+arS) E3
= (b +Src; + Sr3c1 + S%br? + CSarz) E;
+ (—a —Crcy — Cr3c1 —C?ar® - CSbrz) E>
—r(Cb—Sa) Es
Note que coordenada E3 ¢ dada por —r (Cbh — Sa) = Rrsen(t+ 6 — ). Portanto, ¢s X, ¢ s6 tem
a possibilidade de se anular se t = 1 (s) — 0 (s) + k7, k € Z. Isso nos garante que ¢ estd de acordo
com a nossa condi¢do de tolerancia. Portanto, ¢ define de fato uma superficie regrada em Nils.

Em toda a demonstragdo, utilizamos o fato de que a hip6tese de Weingarten implica a condi¢ao

de Kiihnel-Dillen. Portanto, € necessario que mostremos que a superficie é, de fato, de Weingarten.
Temos
E = rRU*+2r (r2 + 1) c1RU +r? (r2 + 1) c% +R?
& = —rRrRU-37 (r2 + 1) c1R2U2
—rR ((3r2—l— 1) (r2+ 1) c% +R*+cic3 (r2—|— 1)) U
— (r2 + 1) (r2 (r2 + 1) cf’ —|—ch3)

1
(r2 +1) (R2 — 2 (re; +RU)* — r20%>

A

2
Lembremos que
K—_w* f2 _ —f*
(EG)’
w3 6G
H="-4G=—"
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Vem dai que

0=4(EG)*K+4f2,
0=4E3GH? — &.

Substituindo as expressoes de E, €, £, obtemos

2p2772 2 2
B L r“R°U —|—2r(r +1)c1RU
0 = P(K,U).—4< +r2(r2+1)c%+R2 K
2
+ <R2 — 2 (re; +RU)? — rzc%)
2p2772 2 3
r*R-U —|—2r(r +1)c1RU 2 2
—PR3U3 — 32 (rz + 1) c1R2U?
— —rR((3r2+1) (r2+1)c%+R2+c1C3 (r2+1))U
- (r2 + 1) (r2 (r2 + 1) c? —|—R263)
Podemos eliminar a varidvel U, obtendo uma relacao polinomial entre H e K através da técnica
da eliminante (veja Apéndice . Mais precisamente, temos W (H, K) = 0, sendo

0 = Q(H,U) ::4(

2

Y (H,K) :=Elmy (P,Q).

Optamos por ndo explicitar a expressdo de W, pois o cdlculo possui um custo computacional
elevado, uma vez que envolve o determinante de uma matriz de dimensdo 10 x 10 (a dimensdo da
matriz envolvida no célculo da eliminante possui dimensdo dada pela soma dos graus em U dos
polindmios, no caso, 4 e 6 respectivamente). Contudo, podemos e precisamos garantir apenas que ¥
nao € o polindmio identicamente nulo.

Para mostrar este fato, comecamos observando que P € irredutivel em K, U. Para isso, utilizaremos
o critério do politopo de Newton (Apéndice[A.3). Coletando P em K, U, temos

P(K.U) = (4R**")KU*+16R’rci (r* +1) KU’
+8R*r? (Srzc% + 3r4c% + 2c% —|—R2) KU?
+16Rrcy (R2 +r2c? (r2 +1)) (r2 +1)KU
+4 (rzc% + r4c% +R2)2 K+ (R4r4) Ut
—|—4R3r5c1U3 —2R%*/? (—rzc% — 3r4c% +R2) U?
—|—4Rr3c1 (r4c% —R+ rzc%) U+ (r4c% —R*+ rzc%)2
Marcamos entio sobre o reticulado N x N os pontos (i, j) para os quais o coeficiente de K'U/ é
ndo nulo. Como Rr # 0, sabemos com certeza que os pontos (1,4), (1,2), (1,0) e (0,4) fazem parte

do politopo de Newton de P. Analisamos agora os dois casos: r4c% —R>+ rzc% =0e #0.

Se r4c% —R>+ rzc% =0, entdo como R # 0 devemos ter também c¢; # 0. Temos entdo

—2R?*r? (—rzc% —3/4c3 +R2) = 4R*r5c? £0
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e isso nos diz que (0,2) pertence ao politopo. Como o politopo é dado pelo fecho convexo dos
pontos para os quais os coeficientes sdo ndo nulos, estes pontos que destacamos ji sdo suficientes

para determind-lo. O politopo € dado entdo pela figura abaixo a esquerda

46 46

A sequéncia de vetores associada ao bordo do politopo possui quantidade par. Tomando uma
sequéncia alternada (como a destacada em preto na figura), vemos que sua soma nao € zero. Isso nos
diz que o politopo nao é decomponivel. Segue do critério do politopo de Newton que P € irredutivel
neste caso, i.e. quando r*c¢i — R? 4 r?¢? = 0.

Por outro lado, se r4c% —R>+ rzc% # 0, entdo (0,0) deve pertencer ao politopo. Isso o determina
neste caso e ele serd dado pela figura acima a direita. Novamente a sequéncia de vetores possui uma
quantidade par, cuja soma de uma de suas sequéncias alternadas ndo é nula. Portanto, P também ¢é
irredutivel neste caso. Concluimos que P € irredutivel.

Como Q € ndo nulo e ndo possui a variavel K, conclui-se que P e Q ndo possuem fator comum de
grau > 1. Segue agora da Proposi¢éo do Apéndice[A.2]que a eliminante ¥ (H, K) := Elmy (P, Q) ndo
€ o polindmio identicamente nulo em H, K. Portanto, ¥ fornece de fato uma relacao de Weingarten,
polinomial e ndo identicamente nula para nossa superficie. Com isso, provamos que a superficie € de
Weingarten do tipo polinomial.

Dedicamos o restante da demonstracio a descrever de forma mais precisa a classe de superficies
que encontramos. Ao fazer isso, estabeleceremos “formas canonicas” para elas, 1.e. iremos classificar
cada caso a menos de isometrias e reparametrizacoes.

Recuperando a defini¢do de a, b, temos

Ra = a=x—ro—rxk0 =x —rcx,

RB = b=y +r/k—rc0 =y —rcio.

Comecemos analisando o caso ¢; = ¢3 = 0. Neste caso, teremos K, 0, &, 3 constantes e x ¢ y terdao

a forma

x(s) = Ras+cs,
y(s) = RPs+ce,
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sendo cs,cg € R constantes de integracdo. Da condi¢do de ortogonalidade vem que

/

7 = (' —w)-r(xXx+)yo)

N =N =

((Roes +c¢s) (RB) — (RBs +cs) (Rav))
—r((Ra)x+(RB)o)
= —%R(Oc% —Bes+2rak+2rof3)

Portanto, z tem a forma
1
z(s) = —ER(OCC6 —Bes+2rak+2rof) s+ cy,

sendo ¢7 € R nova constante de integracao.

Lembremos que ¢ ¢ dada por

x+r(S—o0)
0= y—l’(C—K)
2— 2 (Sk—oC)+ (Hé)t—%(X(C—K)H(S—G))

Como K, o sdo constantes, podemos aplicar sobre ¢ a isometria dada pela translacdo a esquerda
por y; = (ro,—rk,0). Obtemos,

x+rS
Vikd = ) y—rC
Z+ (1+%>t+er+ryG—%Crx—%Sry

Ras—+cs+rS

RBs+ce—rC

_ —%R(ac6—[305 +2rox+2rof)s+cy

+ (1 +§) t+r(Ros+cs)k+r(RBs+cg) G

—1Cr(Ros+cs) — 3Sr(RBs+ ce)

Ros—+cs5+rS
RBs+ce—rC

= —1R(0cg — Bes+Cra+Srp) s
+ (32 +1)t

+c7 — %CFC5 — %Src6 +rKcs+roce

Transladando a esquerda por Yy, = (—cs, —cg, —C7 — rkcs — rocg), obtemos

Ras+rS

VoY = RBs—rC

| (372 +1)t—3Rrs(Ca+SP)

[ Rscoscy +rsen(t+cp)

= Rssencg —rcos(t+c3)

| (372 +1)t—3Rrscos(t+ ¢z —c4)
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Aplicando agora a isometria Y dada pela rotacdo de ¢4 em torno do eixo-z, obtemos

coscy sency O

Vi (yaxypx9) = |—sency coscy Of X
0 0 1
Rscoscy+rsen(t+cp)

Rssency —rcos (t+c)
(%,,2 + 1) t— %Rrscos (t+ca2—ca)
Rs+rsen(t+cy—cy)
_ —rcos(t+cy—cq)
(%,2 +1)1— %Rrscos (t+ca—cq)

Transladando a esquerda por ys = (0,0, (32 +1) (c2 —c4)),

Rs+rsen(t+cp —c4)

Vs wis (Vo %y 5 ) = —rcos(t+cy—cy)
(%r2+1) <I+C2_c4>—%RFSCOS(I+C2_C4)

Note que uma reparametriza¢do em s nao fere a condi¢do de ortogonalidade, uma vez que corres-

ponde apenas a uma reparametriza¢do da curva central. Assim, considere a reparametrizacao

s
O1(s,1) := Ysx Yy (1//2* R (E’t» .
Temos que ¢; tem a forma

s+rsen(t+cy—cyq)
O = —rcos(t+cy—cq)
(3724 1) (t+c2—ca) — Srscos (t +c2 — ca)

Isso nos mostra que podemos supor R = 1.
. o - -
Considere agora a reparametriza¢io ¢ (s,t) = @1(s,t + 5 —c2+ca).
Destacamos que, ap0s este passo, a nossa representacdo da superficie ndo necessariamente satisfaz

a condicdo de ortogonalidade. Obtemos,

s+ rcost
02 (s,1) = rsent
(%r2 + 1) (t + %) + %rssent

Por fim, transladando a esquerda por yg = (0,0, — (%r2 +1)%), estabelecemos uma forma canénica

para a superficie neste caso:

s+ rcost
o (s,t) = rsent
(%r2 + 1) r+ %rs sent

A figura abaixo exibe a imagem de ¢ para alguns valores de r:
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r=20.5

Figura 2.6: https://www.geogebra.org/m/fjktbjjw

Fazendo ¢y = ¢3 =0 e R =1 nos polindmios P e Q, obtemos
P(K,U) = 4(PU*+ 1)K+ (1-2U)°
QH,U) = (U+1)°(4(RU%+1) (P+1)H2—U?)
Podemos eliminar o fator (U 2r? + 1)2 £ 0 de Q e denotar esse polindmio por Q. Neste caso, a

eliminante € suficientemente simples para que possamos fornecé-la explicitamente. Além disso, note

que podemos tomar a eliminante em U? ao invés de U. Teremos

_ 4K+ 4H%? (r2—|—1) —r? 0
Elmy2(P,Q) = det [8Kr?—2r>  4H> (P +1)  4H*72(rP+1) -1
4K +1 0 4H* (PP +1)

= A4 (P + 1) H — 16 (P + 1) H +4K + 1)

Portanto, concluimos que a superficie ¢ Weingarten polinomial satisfazendo ¥ (H,K) = 0, sendo
W(X,Y) =64 (P +1) X4 =16 (P +1) X2 +4Y + 1.

Analisemos agora o caso em que ¢; = 0 e c3 # 0. Neste caso, teremos
p R
X =Ra = x(s)=—P+cs
3
, R
Y =RB = y(s)=-—a+c
3

Da condig¢ao de ortogonalidade vem que

, 1

7 = E(xy’—yx’)—r(x'l(—i—y’c)
S (CIPRE RN
—r(Rax+Rpo)
1a2+B2

— R?
2 C3
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N (%ﬁcs ~ Sacs—r(ax+ GB)> R

1 1 1
= 2—6‘3R2+<§BC5—§aC6—r(aK+GB))R

Segue dai que
1 1
(——aC5 — — Beg—— (ﬁx—oa)) R
3

2(s) = 2c3 2c3 c

1 2
+—R"s+cy
26‘3

Como no caso anterior, K, ¢ sdo constantes. Aplicando a translagio a esquerda por y| = (ro, —rk,0),

obtemos
I x+rS
vikg = , y—rC
z+ (1 +%)t+rx1€—|—ry6— %Crx—%Sry
I RB+cs+rS i
— 5@ +ce—rC

<—Tl_3(xC5 — L Bes— L (Br— oa)) R

- +ﬁR2S—|—C7+ <1—|—§>t

+r <£ﬁ +C5> K+r<—§a+c6>o
I —%Cr (%[3—1—@) —%Sr (—%a—i—c(,) |
I £B+C5+rS

R
2 —aa—i—c(,—rC

3%s+ (37 4+ 1)1 —3RE (CB—Sa)
R (aes+ Beg) — 5r(Ces + Sce)

1
2c3

L +c74rKes+rocg ]
Aplicando a translagéo a esquerda por W, = (—cs, —cg, —¢7 — rkcs — rocg), obtemos
R
aﬁ +rS
— CEOC —rC
3

ZERENES . ;
%%s—i— (%rz—l—l)t—%Ré (CB—Sa)

Transladando a esquerda por y3 = <0,07 %15—2204 + (%rz + 1) cz), obtemos
3
%Rsen (c35+ca)+rsen(t+ca)
— ¢, C08 (354 c4) —reos (1 +c2)

* * * () = 2
Y3k Yo kY k¢ %%(C3s+c4)+(%r2+l)(t+cz)
+%Ré sen (t+cy — (c3s+c¢4))

Note que uma reparametrizacdo em s ndo altera o traco da curva central e, portanto, nao fere a

condic@o de ortogonalidade. Assim, considere a reparametrizacdo dada por @y (s,1) = Y3 * Y * Y *
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i) (% (s —ca) ,t). Teremos

R
sy sens+rsen(r+c2)

R
— ¢, C0ss —rcos (f +c2)

1 (s,1) = ( %%S+(%r2+l)(t+02) )

+%Ré sen(t+cy —s)

Definindo R := % # 0, podemos tomar, sem perda de generalidade, c3 = 1, ¢4 = 0.

Por fim, reparametrizando em ¢ (e agora sim abrindo mdo da condi¢do de ortogonalidade) por

O (s,1) = ¢1 (s, — ¢7), estabelecemos uma forma candnica para a superficie neste caso:

Rsens+rsent
o (s,t) = —Rcoss —rcost
SR+ (372 +1)t+ Rrsen(t —s)

A figura a seguir exibe alguns exemplos extraidos dessa familia de superficies.

Figura 2.7: https://www.geogebra.org/m/yrhwxpta

Analisemos agora o caso ¢; # 0 = c¢3. Neste caso, o, } sdo constantes. Temos

X =Ro+rcik = x(s) = Ras +r6 +cs

Y =RB +rcio0 = y(s) =RBs—rk+cg
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Da condi¢ao de ortogonalidade vem que

1
7= 3 (v —yx') = r (xX'x+)'0)
1
=5 ((Ros+ro+cs) (RB+rcio) — (RBs—rk+ce) (RO +reiK))
—r((Roc+re1x) K+ (RB+rc10) o)
1 1 1 1

= —56’1”2 — ER (acg — Bes) — ERrﬁclsK—f— ERr(xclsG
1 1

- EF(ROH-C]Cs) K— Er(R[j’ —ci¢5)0

Observemos que

1
/sts = /scos (c15+c2)ds = — (cos(c1s+c2) +scysen(cis+¢2))
C
1

1
= —2(K+SCIG)
1

1
/sdds = /ssen (c1s+c¢2)ds = — (sen(cys+c) —scycos(cis+cz))
q

1
= — (0 —sciK)
“

Assim, podemos integrar a condicao de ortogonalidade, obtendo
1
z(s) = —3 (r261 +Rocg —RBcs) s

1 1 1 1
— —Rrfc; (—2(K+sclc)> + —Rrac; (—2 (0 —scy K))
cq 2 o

2

1 1 1 1
——r(ROH—clc6) G——r(RB—c1C5) (—K)+c7

2 2 c1

1 1
= _ERrS(aK+ ofB)— 5 (r c1+Roce —RBcs) s

1
- Er(Kcs +0ce) +c7

Assim, nossa parametrizacao é dada por

x+r(S o)
o — 2 r(C—x)
—%(SK—GC)—?—(l—f- )= 5 (x(C=K)+y(5—0))

?'\‘

Ros+ro+cs+r(S—o)
RBs—rk+ce—r(C—K)
—%Rrs(ouc—k of)— % (r*c1 +Race —RBcs) s

— —%F(KC5—|—GC6)—|—C7

—é(SK—GC)-}-(l-f-é t

( (Ras+ro+cs) (C— k) )
+(RBs—rk+cg) (S—o0)

NI~
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Ras—+rS—+cs
RBs—rC+cg
—%Rrs (Ca+SB)— % (r2c1 + Rotce — RBcs) s
+ (%1’24‘ l)l— %F(C5C+C6S) +c7

Fazendo uma translagao a esquerda por y; = (—cs, —cg, —C7)

Ras+rS
Y19 = RBs—rC
_(%rz +1)1— %rzcls— %Rrs (Ca+SPB)
[ R(coscy)s+rsen(t+0)
= R(sency)s—rcos(t+0)
| (372 +1)t—3r%cis— SRrscos (1 + 60 —cy)

Sendo y; a isometria dada pela rotagc@o de ¢4 em torno do eixo-z, obtemos

coscy sencqy O

v (W1 x¢) = |—sency coscy O
0 0 1
R(coscy)s+rsen(t+6)
X R (sency)s—rcos(t+0)

(%r2 + 1) t— %rzcls - %Rrscos (t4+6 —cy)
Rs+rsen(t+6 —cy)
= —rcos(t+6 —cy)
(3724 1)t — 3r%c1s— 3Rrscos (t+ 6 — c4)
Tomando a reparametrizagdo em s (que ndo fere a condi¢@o de ortogonalidade) dada por ¢ (s,7) =

v (1;/1 * @) (%s,t)) e lembrando que 6 (s) = cys + ¢, obtemos

§s+rsen(t+s+cz —c4)
01 (s,1) = —rcos(t+s+cr—ca)
(3r2+ 1)t —3r%s — %%rscos (t+s+ca—ca)
Fazendo R := % # 0, isso mostra que podemos supor ¢; = 1. Por fim, reparametrizando em 7 (e
agora sim abrindo mio da condiciio de ortogonalidade) por @, (s,t) := ¢ (s, t+%5—c+ 04) seguido

da translagdo a esquerda por (0,0, —(%r2 +1)%), estabelecemos a forma candnica para este caso:

Rs+rcos (t +s5)
O (s,1) = rsen(t+s)
(%r2 + 1) t— %rzs + %Rrs sen (t +s)

Antes de seguir para o proximo caso, fazemos um comentério a respeito dessa familia.

Considere a parametrizacdo ¢ para o caso em que R = r = 1. Neste caso, o vetor tangente na
direcdo de s é dado por

1 —sen(t+s)
cos(t+s)

—2+4sen(t+s)+ 1scos(t + )

:§1
Il
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Observe entdo que, para t = % — s+ 2km, com k € Z, temos ¢s(s,t) = 0. Portanto, ¢ ndo é
imersao. Contudo, este exemplo se enquadra precisamente na nossa condicdo de tolerancia. De fato,
enunciamos a condi¢do de tolerincia, estranha a primeira vista, justamente para nao abrir mao deste

exemplo. Na figura a seguir, ilustramos este e mais alguns exemplos desta familia.

[
<7

‘X/

/8
1

r=1 r=1

Figura 2.8: https://www.geogebra.org/m/cwudesqgz

Por fim, analisamos o caso ¢; # 0 # c¢3. Neste caso, temos
, R
X =Ro+rcik = x(s)=—B+ro+cs
3

R
Y =RB+rcio0 = y(s) = ——a—rk+cg
c3

Da condig¢ao de ortogonalidade vem que

1

7 = 3 (xy’ —yx') —r (x’K+y'G)
1 /R 1 R

=—|—B+ro+cs | (RB+rci0)— = | ——a—rk+ce | (Ro+reik)
2 \c3 2 c3
—r((Roc+re1x) K+ (RB +rc10) o)

R? S 1
— —c1r° |+ =R—(c1 —3) (ax+0P) — =rc; (—ocs + Kcg)
c3 2 3 2

| =

— %R(a% —Bes)

Note que

oK+ o =cos(c3s+cq)cos(cis+cp)+sen(cis+cp)sen(c3s+cy)

=cos((c1—c3)s+ca—ca)


https://www.geogebra.org/m/cwu4esqz
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Portanto,
/(cl—63)(aK+G[3)ds:sen((cl—C3)s+c2—C4)—|—c
=oca—«kB+c
Segue que
0 =2 (B e )+ 2R (00— )~ 21 (res + oco
§) == ——crs—— — — —r(Kc c
¢ 2 ! 27 "R T O
lR
—Ec—S(ﬁc6+aC5)+C7
A parametrizacao serd dada por
[ x+r(§—o0)
o = y=r(C—K)
(

~ 5 (Sk=0C)+ (145 ) 1= (x(C—K) +¥(S—0))
Rﬁ+r6+cs—|—r(5 c

%(R‘——clrz)s—l-%R (ca—xf)
r(kes+0ce) — 3 X (Bes + acs) +¢7
— r2
- —T(SK—ZGC)
+ <l—l—%>t
(%B +rG+C5> (C—x)
—|—(—§a—rk‘+c6> (S—o)

NI~

R
;%eﬁ +rS+cs
—aa—rC—l—%
2 2
(& ar)or (1o
%%V(Cﬁ —S(X) — Ec_ (aCS +ﬁC6)
—1r(Ces+Seg) +¢7

Transladando a esquerda por y; = (—cs, —cg, —c7), obtemos

[ RB1rs
W1*¢ — —C—(X—rC

R
cysen(c3s+ca) +rsen(t —|—c1s+cz)

R
— ;€08 (c3s+c4) —reos(t+cis+c2)

- ( HE—ar)sr (142)s )

+3 sen(t+(c1—c3)s+cr—ca)
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Aplicando a rotagdo Y, de angulo ¢4 em torno do eixo-z, obtemos

coscy sencqy O
Vo (Wi x¢) = |—sencs coscy 0| x
0 0 1
%SCH(C3S+C4)+TSCH(Z+61S+C2)
—%COS(C3S+C4)—I’COS(I+C1S+C2)
2 2
%(%—c1r2>s+(l+%>t
—|—%Ré sen(fr+(c1—c3)s+ca—ca)

% sen(c3s) +rsen(f+cis+cy —cq)

R
— 3 008 (c35) —reos (1 +cis 402 —c4)

- %(f—j—clrz)s%—(l—ké)t
4

Ssen(t+(cr—c3)s+cr—cs)

Considere a reparametrizacdo em s dada por ¢ (s,7) = y(yq * ¢(%s,t)). Essa reparametrizacio

ndo interfere na condicao de ortogonalidade. Temos

gsens—l—rsen <t+ i—;s+02—04>

—%coss—rcos t—l—i—;s—i—cz —cy

(Pl $,1) =
(:0) %(’?—f—g—;rz)s+<1+§)t

3

—i—%Résen (r—i— <f,—; — 1) s+c —C4>

Rsens+rsen(t+¢1s+cy—cy)
—Rcoss —rcos (t+Es+cy —cyq)

:< %(R2—51r2)s+(1+§>t )

+%I§rsen (t+(C1—1)s+cr—cq)

sendao ¢q = — e~::— . 1SSO mosSstra que podemos supor ¢z = 1.
doc:=g#0eR:=5%7#0.1 tra que pod p 1

Aplicando a translacdo a esquerda por y3 = (O, 0, (1 + é) (c2— C4)> e tomando a reparametrizacao

O (s5,1) = w3 % 01 (5,1 — c3 +c4), estabelecemos a forma candnica para este caso:

Rsens+rsen (¢t +¢s)
B (s,1) = —Rcoss —rcos (t+¢15)

SR> —&1r?)s+ (1 + %2) t+ ARrsen(t+¢s—s)

Abaixo, a figura exibe dois exemplos de superficies dessa familia.
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c=r=R=1 c=r=1 R=2

Figura2.9: https://www.geogebra.org/classic/v24pf2s]

Por se tratar de uma familia a trés parametros (0 mesmo vale para as familias a dois parametros),

sugerimos o link do Geogebra, onde é possivel explorar as deformacdes através de controles desli-

zantes.

Listemos todos os casos obtidos:

(i) o] :()663 =0:
Rs+ rcost
O (s,1) = rsent
(37> 4 1)t + 3Rrssent

(ii) Cl :06C37502
Rsens+rsent
O (s,1) = —Rcoss — rcost
%§2s+ (%r2+1)t+%l§rsen(t—s)

(iii) c; #0ec3 =0:
Rs+rcos (t+s5)
O (s,1) = rsen(t+s)
(3724 1)t — 37%s+ ARrssen(t +5)

(iv) c1 #0ec3 #0:

Rsens+rsen(t+¢s)
0 (5,1) = —Rcoss —rcos (t+¢15)
SR —é&r?)s+ (1 + %) t+ sRrsen (t+ &5 —s)

Observe que podemos condensar de forma “continua” os casos (ii) e (iv). Assim obtemos os trés

casos do enunciado. L]


https://www.geogebra.org/classic/v24pf2sj
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2.2.4 Classificacao geral

Em vista do Corolério [2.28] a juncdo da classificacdo das superficies regradas de Weingarten
em Nils de cada tipo particular (vertical, horizontal e obliquo), nos fornece a classificacdo geral das
superficies regradas de Weingarten em Nilz. A seguir, recapitulamos as principais conclusdes das

ultimas secdes sob a forma de um Unico teorema de classificacao.

Teorema 2.30. Toda superficie regrada completa de Weingarten de classe €> em Nilz é Weingarten

polinomial. A lista a seguir esgota, a menos de isometrias, todas tais superficies:

(i) Todas as superficies regradas verticais. Estas satisfazem K = —%. Destas, as vnicas com

curvatura média constante sdo cilindros e planos verticais.
(ii) A superficie regrada horizontal dada pelo plano de equagdo z = 0. Satisfaz H = 0.

(iii) A familia a um parametro a € R de superficies regradas horizontais dada pelas superficies de

equagdo 7 = —%y(x —2ay). Satisfaz

64H* + 16a* (12K — 1)H? +a*(4K +1)> = 0.

(iv) A familia a dois pardmetros a,b € R com a® 4+ b* > 0 de superficies regradas horizontais dadas

por ¢ : R x R — Nils, sendo

a(sens —scoss) 41coss

¢(s,t) = | —a(coss+ssens)+tsens
%(at—bs)
Satisfaz
2
B 4 32(4K(1+b)—3b—1)H?
0_16K“( —a?(12K — 1)(4K —3)

| ( 1024b(b 4 H* — 64> (4(3b +2)K — b)H* 2
—a*(4K — 1)(16K?* — 56K 4 1)

(v) A familia a um pardmetro r € R, r # 0 de superficies regradas obliquas dadas por ¢ : R x R —

Nils, sendo
S+ rcost
O (s,1) = rsent
(%rz + 1) t+ %rssent
Satisfaz

64 (P +1)° H* =16 (P + 1) H2 44K +1 =0,
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(vi) A familia a dois pardmetros r,R € R, com rR # 0, de superficies regradas obliquas dadas por
¢ :R xR — Nilj
Rs+rcos(t+s)
O (s,t) = rsen(t+s)
(3r2+1)t— %s—l— IRrssen(t +s)

Satisfaz ¥ (H,K) = 0, sendo ¥ (X,Y) = Elmg (P,Q) o polinémio dado pela eliminante em Z
(ver Apéndice dos polinémios
2
P(rz) = 4((P+1)(RZ+1)?-R(Z2=1)) Y
2
+ <R2 — 2 (r+RZ)* - r2>
PRZ*+2r(P+1)RZ \° 5 )
0(X,2) = 4 ( PR ) 4R > (rP+1)x

B —rPR3Z3 —3r% (r* + 1) R?Z? ’
—rR((3P+1) (P+1)+R) Z—2 (P +1)°

(vii) A familia a trés parametros c,r,R € R, com rR # 0, de superficies regradas obliquas dadas por
¢ :R xR — Nilj

Rsens +rsen (t +cs)
0 (s,1) = —Rcoss —rcos (t+cs)

(R —cr?)s+ <1 +§>t+%Rrsen(t+cs—s)

Y

B[—

Satisfaz ¥ (H,K) = 0, sendo ¥ (X,Y) = Elmz (P, Q) o polinémio dado pela eliminante em Z
dos polinomios
2
P(r.2)=4((P+1)(RZ+er) —R (Z2=1)) Y
2
+ <R2 —r? (rc+RZ)2 — r2c2>
rPR2Z> 4+ 2r (’,2 + 1) cRZ \’ b )
12 (P4 1) 24 R > (r+1)x
—PR3Z3 =3 (r? +1) cR?Z?
— —rR((3r2—|—1) (r2+1)c2+R2+c(r2+1))Z
- (r2 + 1) (r2 (r2 + 1) 3 —I—R2)

o(x.2)=4(

2.3 Superficies de translacao

Na busca por outras classes de superficies em Nil3 que ndo a das superficies regradas, nos depa-
ramos com outra classe natural, a das chamadas superficies de translacio. Em R3, a interpretacio
mais geral de uma superficie de translacao é aquela de uma superficie dada pela soma de duas cur-

vas, i.e. dada por uma imersdo ¢ : I x J — R3 da forma ¢ (s,#) = ot (s) + B (¢). Uma tal superficie
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pode ser vista como a translagdo da curva 3 por « (s), para cada s € I e portanto configura um caso
particular de superficies de Darboux, i.e. uma superficie dada pela acdo de uma familia de isometrias
sobre uma curva dada. Naturalmente, no caso de R3, podemos olhar também f3 como a familia de
isometrias agindo sobre . O problema de classificar as superficies de Weingarten dessa classe nessa
generalidade € bastante desafiador. Em [DGW], os autores classificam o caso em que a superficie é
um gréfico de fungdo, i.e. ¢ tem a forma ¢ (s,7) = (s,¢, f (s) + g (¢)).

A estrutura de Nil3 sugere duas possiveis generalizacdes. A primeira é considerar as superficies
da forma ¢ (s,7) = a(s)* B () em que * é a operagdo de grupo de Nils. Em [ILM], os autores
classificam as superficies minimas para alguns casos dessa defini¢ao (essencialmente o caso em que
a superficie é grafico de funcdo). Note que, para essa definicdo, assim como em R3, a superficie é um
caso particular de superficie de Darboux pois é dada pela acdo da familia de isometrias ¢ (s) sobre a
curva 3 (mas ndo o contrario, uma vez que a métrica de Niljz é invariante somente a esquerda).

Outra defini¢do possivel é aquela que faz uso da estrutura de espaco vetorial do modelo adotado
para o grupo de Heisenberg Nils, i.e. a estrutura vetorial usual de R?. Em outras palavras, esta
seria a mesma definicio de R? porém considerando a métrica de Nil3. Contudo, essa generalizagio,
embora possivel, possui a desvantagem de nao possuir uma significacdo geométrica clara (a estrutura
de espaco vetorial de R? nio “conversa” com a métrica de Nils).

Trabalharemos com as duas definicdes, dando preferéncia a primeira (geométrica).

Como em R3, cada um dos casos (tanto o geométrico quanto o vetorial) em toda sua generali-
dade se mostra de dificil tratamento. Portanto, consideraremos alguns casos particulares de especial
interesse, como o caso das superficies Weingarten lineares ou o caso da norma da segunda forma
constante, para os casos em que a superficie € da forma grafico de funcdo ou em que a curva trans-
ladada satisfaca alguma condicdo particular (como por exemplo estar contida em algum plano ou ser
Nilsz-horizontal).

Nas secdes a seguir, tornamos mais precisas cada uma dessas definicdes e provamos o teorema de

classificacdo para cada caso.

Definicao 2.31. Uma superficie de translacdo geométrica em Nil; é a imagem de uma imersio
¢ : I xJ — Nilz da forma

¢ (s;1) =1(s)xy(1),
sendo 7 : I — Nily e y:J — Nilz duas curvas de classe >. Chamamos as curvas T e ¥, respectiva-

mente, de curva de translacao e curva shape da superficie.

Observacao 2.32. Uma tal superficie € um caso particular de superficie de Darboux. Basta observar

que a curva de translagdo € uma familia a um parametro de isometrias que age sobre a curva shape.

O espaco Nils é uma fibracio riemanniana de base R? e fibras dadas por retas verticiais. Podemos
olhar entdo para o caso em que a superficie de translacdo é um grafico de funcdo da base sobre as

fibras. Mais precisamente, estamos interessados em superficies de translagdo da forma ¢ (s,7) =
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(s,2,f(s,1)). Seguindo a rigor a Defini¢ao isso implica que as curvas de translacdo e shape
possuam a forma 7 (s) = (s,0,u(s)) e y(¢) = (0,¢,v(¢)). Contudo, existe ainda um outro caso similar
se permitirmos a troca dos parametros s € ¢, ou seja, se permitirmos que o parametro s (a esquerda
do par ordenado (s,7)) seja o pardmetro da curva shape e ¢ (a direita) seja o pardmetro da curva
de translagdo. Assim, obtemos um gréfico de fungdo se 7 e y tiverem a forma 7 (¢) = (0,7,u(z)) e
Y(s) = (s,0,v(s)). Embora semelhantes, esses casos sdo, a priori, geométricamente diferentes pois a
operacdo de grupo de Nil3 ndo é comutativa.

No primeiro caso, a superficie terd a forma

0 (5,1) = (5,0,u(s)) # (0,1, (¢)) = (s,t,u(s)—i—v(t)—f—%).
J4 no segundo,
0 (5,1) = (0,1, ()  (5,0,v(s)) = (s,t,u(t) Fo(s)— ‘g) .

Mas essas duas classes de superficies diferem por uma isometria, como mostraremos agora. Apli-

cando a rotagdo de 7 em torno do eixo-z sobre a superficie do primeiro tipo, obtemos

0O 10 s t
p%oq)(s,t) = |-1 00 t = —s
0 01 u+v+5 u+v+%st

Se o dominio de ¢ é I x J, a superficie obtida apés a rotacdo pode ser reparametrizada por ¢

definida em J x (—1I) por

Isso mostra que ¢ é do segundo tipo. Portanto, a menos de uma rotagdo de %, podemos considerar
apenas a classe das superficies do primeiro tipo.
Observamos ainda que sempre podemos supor que (0,0) € I x J. De fato, tome (so,tp) € I X J

qualquer. Aplicando a translagdo a esquerda por (—sg, —fo,0), obtemos

(—s0,—10,0) % (s,7) = (s—so,t —to,u(s)+v(t)+ %St—f— % (—sot — (—to)s))

toS Sot 1
= (s—s0,2—1 ()= st ).
(s s0,1 —to,u(s) + > +v (1) 5 +2s)
Temos entdo a reparametrizagio ¢ sobre (I —sg) x (J —to) definida por
¢~) (5,) = (—s0,—10,0)*x ¢ (§+ 50,7 +10)

- fo (8
_ <§,t,u(§+so)—l——0 (s;s(’)

o)~ 2 ) (f+t0)>

¢ 77 ~ - 1 1_.
= S,t,u(s+s0)+t0s+v(t+t0)+§s010+§st )
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Entdo fazendo por exemplo ii (§) := u (§+ o) +to5 e ¥ (7) := v (7 +to) + 350t0, iS50 nos mostra que
podemos sempre supor que (0,0) € I x J.
Observando que o referencial ortonormal E; ao longo de ¢ € dado por E; = (1,0 5) E, =

(O, 1, 2) E3 = (0,0,1), verifica-se que os vetores tangentes sdo dados por
/ 1 /
s = <1,0,u +§t) =Ei+ (u' +1) Es,
/ 1 /
¢t = (0, l,V +§S> =E,+VvE;.

Em particular, como a superficie € dada por um gréifico de fun¢do, sabemos que ¢ é mais que uma

imersdo, ¢ um mergulho. O campo normal sobre a superficie ¢ dado por

1 0 o+t
OsX ¢ = det| 0 1 v :—(u’+t)E1—v’E2+E3.
Ey E; Ej

As derivadas covariantes sdao dadas por

1_ 1 1 0 —M/—t
Vobs = LE+(u'+1) Es+ -0, x@s=u"Es+-det| 1 0 u'+1
N 2 2
E, E» E;
= —(u'+t)E2+u”E3,
1_ | 0o 1 =/
Voos = LE+(u/+1) E3+=¢,x¢=E3+=det| 1 0 o'+t
t 2 2
E, E» E;
1, 1,1
= (W +1)E,—=VEy+=E
2(1/I+) 1 2\/ 2—|—2 3,
0o 1 —
— / 1_ . n 1 /
Voo = 1tE2+(V),E3+§¢t><¢t—vE3+Edet 0 1 v
Ey E, Ej3
= V/El—l—v”Eg.

A primeira e segunda formas fundamentais sdo dadas por

E = {900 =1+( +1)",

F o= (¢5,¢)= ( +)

G = (900 =1+()",

W o= |ogx @] :(EG—FZ)_T]

e = (Voo Ny =W (u" + (u/ +1)V),

1= ety =5 (07 +1= (0 +0)?),

= <V¢t¢,7N> =W (v"— (u'—H) v') .
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Segue dai que as curvaturas sao dadas por
V! ((t +u') + 1) +u” (V)2 +1) =V (t+u)
H — 3 , (2.2)
2((e 4w+ (2 +1)

("4 4 ) = (40— (0P 1= +0)?)
K = ; . (2.3)
() + (2 +1)

Tendo em vista os bons resultados da aplicagdo da técnica de Kiihnel no caso das superficies

regradas (ou mesmo para superficies de translagio em R3, como em [DGW]), nosso primeiro fmpeto
€ olhar para a condi¢@o de Kiihnel. Contudo, o simples resultado abaixo indica, como discutiremos a

seguir, que tal técnica é pouco vidvel para o caso de superficies de translacdo em Nils.

Proposicao 2.33. Se u: [ — R édaformau(s) = as+b, com a,b € R constantes, entdo a superficie de
translacdo é de Kiihnel-Weingarten, para qualquer escolha de v :J — R de classe €°. As curvaturas
média e gaussiana sdo dadas por
V! ((a +1)?+ 1) —V' (a+t)
H(s,t) = ;
2 ((a +1)2 4+ (V)2 +1

[NS1IS4]

(a+1)VV'— (a+t)2 (V)? - % ((v’)2 +1— (a+t)2>2
5 .
(a0 + (2 +1)

Demonstracdo. Basta observar que, se u (s) = as + b, entdo todos os simbolos da primeira e segunda

K(s,t) =

formas e, consequentemente as curvas H e K, ndo dependem de s. Assim, a condi¢do de Kiihnel

H;K; — HyK; = 0 ¢ trivialmente satisfeita. As formulas das curvaturas seguem do cdlculo direto. [

Essa proposicao nos diz que mesmo o caso simples em que u € uma funcido afim nos fornece
uma classe rica de exemplos, de dificil classificagdo. Tais superficies sdo trivialmente de Kiihnel-
Weingarten, embora seja pouco que sejam (ou quais delas sejam) de Weingarten. As expressoes
de suas curvaturas dependem de trés “varidveis”, i.e. ¢,V e V", de forma que ndo podemos aplicar
a técnica da eliminante em uma delas para se obter uma relacdo envolvendo unicamente H e K. De
fato, tendo em conta a construc¢do do exemplo apresentado no Capitulo[I] é de se esperar que tal classe
possua superficies de Kiihnel-Weingarten que ndo sejam Weingarten, porque se trata, assim como no
caso de superficies de revolugdo em R3, de uma classe que é trivialmente de Kiihnel-Weingarten,
mas que ndo € trivial como classe de superficies. La podiamos escolher qualquer curva geratriz para
a revolucdo, aqui podemos escolher qualquer funcao v.

Convém mencionar que a classe andloga em R® nio apresenta o mesmo dilema. Numa superficie
de translagdo do tipo gréfico de funcio em R?, se uma das funcdes é do tipo u(s) = as+ b, entio a su-
perficie € desenvolvivel, i.e. possui curvatura gaussiana identicamente nula e, portanto, € trivialmente

de Weingarten.
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Exemplo 2.34. Mesmo escolhas simples de v podem fornecer pares curvatura (H,K) curiosos. Eo

caso da escolha u = 0 e v(r) =t cost, como mostra a figura abaixo.

ERNEREEP SERRN

A superficie com u = 0 e v(r) =t cost se parece com

M/

I

il

I

=
= ———

L

p——

:1 ‘H“
|

Figura 2.10: https://www.geogebra.org/classic/y78hvraa

e

-—_’»
(I ‘.—_>

A proposi¢ao acima nos mostra que a condicdo de Kiihnel € pouco promissora. Mas qual €, de

fato, a condi¢@o de Kiihnel neste caso? Omitindo os calculos, € possivel obter que a condi¢ao possui

a forma
2(EG—F?) (EG—F?), (EG—F?),
0 = det 3(EG+gE—~2fF) (éG+GE —2fF), (eG+gE 2fF)
4(e8—-1°) (28 —7%), (28 =7°),
— Al M///VI//+A1 OM//,+A0 1‘}///_’_1400
sendo

“2(("2+ (e+u)*+ 1)
+2 ((V’)2+ (r+u)* + ) (
Ao = (4 () =6 (0124 1)) ol 0"

+ (2 (t+u’)3 <(v')2 - 1) +4 ((v’)4— 1) (t—l—u’)) uV'


https://www.geogebra.org/classic/y78hvraa
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—2/ (V)2 +1) "+ 6V ((t+u')2 + 1) (V)3

=2 ((r+4)? 02 =3) +3 (02 () =1)) (r+a) (1)

(=4 ()t =20 (B0 11) () 420/ ()2 42) ()24 1) )V
(012 +1) =2 (t+4)?) (1+u)

2
Aoy = —6(()*+1) 3(t+u)* +2(0)2 +3) (") 2"
)

<

£2/ (204 4 (024 1) (o a) = 1) )l
V) 1)

I

+2v' (1 +u (5 (t-l—u (V)? +2)>(u”)2v”
+(-2 (m/)“ ( )( W)+ 6(')2) " (')
—2v (3 t+u )u” "

+4 (t+u) (1 — (t+u) )u//v"

Abordamos a seguir algumas das 1possiveis técnicas que vém a mente para abordar a equagao
acima e a inconveniéncia de cada uma delas.

Uma primeira possibilidade seria olhar para a equacao do ponto de vista de equagdes diferenciais.
Nossa equacgao envolve duas fungdes, u e v, de varidveis independentes, s e t respectivamente. Trata-se
de uma equacdo de terceira ordem nao-linear, do tipo polinomial. A varidvel ¢ aparece explicitamente
na equacao, mas s ndo. Além disso, os coeficientes sdo extensos e obter sucesso por esse caminho
parece pouco provavel.

Uma segunda tentativa seria utilizar técnicas de Geometria Algébrica. Se coletarmos nossa equagao

em todos os simbolos que dependem, por exemplo, de s, iremos obter uma equacio da forma
o
P (u U u ) =0,

para uma familia de polindmios {P, € R[X,Y,Z]}, ;. Isso nos diz que a curva y: I — R3, y(s) :=
(u',u" ,u"") (s) estd contida em todas (e, portanto na intersecio das) as superficies algébricas em R?
definidas por P, (X,Y,Z) = 0. Contudo, a teoria de interse¢@o para superficies algébricas é bastante
mais delicada do que o de curvas algébricas em R? e niio hd uma ferramenta tio clara como o teorema
de Bézout para se atacar a equacao.

Outra abordagem possivel seria a partir de uma andlise dimensional, como em [DGWI|. A equagao

pode ser escrita como Y., U;(s) Vi (t) = 0 para certas fungdes U; : I — R e V; : J — R. Podemos
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olhar essa soma como um produto interno (U (s),V (¢)) = 0, sendo U,V curvas no R” definidas por
U= (U,...,U,),V=(Vy,...,V,). Como s et sdo varidveis independentes, isso nos diz que a curva U
mora no complemento ortogonal do subespago gerado span (V') e vice-versa. Em particular, devemos
ter dimspan (U ) +dimspan (V) < n. Faz-se entdo uma anélise das possiveis dimensdes de span (U) e
span (V). Em [DGW], os autores conseguem expressar sua equagio como um produto interno em R®,
cuja anélise das possiveis combinacdes de dimensdes ja impde consideravel dificuldade. No nosso
caso, a dimensao n seria grande o suficiente para que a analise de todas as combinacdes possiveis das
dimensdes dos gerados ortogonais aparente ser praticamente impossivel.

Com isso, esperamos convencer o leitor de que a técnica da condig@o de Kiihnel € de fato invidvel
para classificar as superficies neste caso. Isso serve para mostrar também o qudo desafiador € o caso
mais geral das superficies de translacdo, i.e. sem necessariamente ser do tipo gréafico de funcao (este
caso é desafiador mesmo em R3).

Portanto, nas proximas se¢des nos voltamos ao estudo de alguns casos classicos, embora particu-
lares, de superficies de Weingarten, mais especificamente o das superficies de Weingarten lineares,
i.e. com relagcdo da forma aH + bK = ¢, com a?+b*+c¢*>0,eo0das superficies com norma da se-
gunda forma constante, i.e. 4H> — 2K = c. Os resultados obtidos podem ser sumarizados no seguinte

teorema.

Teorema 2.35. Uma superficie de translacdo geométrica em Nil3 do tipo grdfico de fungdo, i.e.
da forma §(s,t) = (s,t,u(s)+v(t) + %), é Weingarten linear ou possui a norma da segunda forma
constante se, e somente se, u é da forma u(s) = uys + uo, para certas constantes ug,uy € R e v =v(t)

é solucdo da equacdo diferencial imposta pela respectiva relacdo de Weingarten.
Esse teorema levanta a seguinte conjectura.

Conjectura: Para que uma superficie de translagdo geométrica em Nil3 do tipo grdfico
de fungdo, i.e. da forma ¢ (s,t) = (s,t,u(s) +v(t) +%), seja de Weingarten, é necessdrio

que u seja da forma u(s) = uys + ug, para certas constantes ug, uj, € R.

Essa conjectura é reforcada pela seguinte observacdo. As férmulas de H e K em (2.2)) e (2.3)
possuem uma dependéncia explicita da varidvel 7, mesmo no caso em que V' e v/ sejam constantes. A
presenca dessa dependéncia “inevitdvel” em ¢ impediria que H e K, sob uma relacdo de Weingarten,

dependessem da varidvel s, “forcando” u’ a ser constante.

2.3.1 Weingarten Lineares: aH +bK = ¢

Destacamos que em [ILM] os autores classificaram o caso das minimas, i.e. H = 0. Incluiremos
aqui uma prova alternativa deste caso, pois nossa técnica nao requer que a superficie seja de classe
€3 (veja o final da pagina 3, em que eles tomam uma derivada da equacio que define a superficie

minima).
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Teorema 2.36. [ILM|] Uma superficie de translacdo geométrica em Nils do tipo grdfico de fungao,
i.e. da forma ¢ (s,t) = (s,t,u(s)+v(r)+ %) é minima se, e somente se, a menos de isometrias, u e v

possuem a forma
u(s) = as,

v(t) = b((a+t)\/1+(a+t)2+ln (a+t+\/1+(a+t)2)),

para certas constantes a,b € R.

Figura 2.11: Exemplo com a = —b = 1. Curva de translacdo em vermelho e curva shape em azul.
https://www.geogebra.org/classic/tewryvbb

Demonstragcdo. Olhando para as expressOes encontradas para a primeira e segunda formas, vemos

que a superficie € minima se, € somente se,
0 = éG+GE—2fF
= @+ @+ )V) (14 ()2) 4 (= @ ) (14 (0 +0)?)
L (% () +1- (u'—I—t)z)) (o +1)V
= ((v')2 +1)u" + <(u’+t)2 + 1) Vi (u +1) V.
Essa € a mesma equacdo obtida em (3) na pagina 3 de [ILM]]. Em seguida, os autores derivam a

equagao com respeito a s. E aqui que nossa técnica difere da deles.

Considere a familia de polindmios a um parametro ¢t € J definida por
PXY)= (V) +1)y+/ (X*+1) —vX.

Naturalmente, todos tais polindmios sdo ndo nulos e lineares em Y. Em particular, isso implica
que sdo irredutiveis para todo ¢ € J.

Considere também a familia a um pardmetro de curvas y; : I — R?, ¢ € J, definidas por

Y (s) := (u’ (s)+t,u” (s)) )


https://www.geogebra.org/classic/tewryvbb

96 Capitulo 2. O grupo de Heisenberg Nil3

Nossa equac@o nos diz que a superficie ¢ minima se, e somente se, P (¥ (s)) = 0, para todo
(s,) € I xJ. Em outras palavras, o traco da curva % mora na curva algébrica em R? associada ao
polindmio F,.

Lembre que podemos supor que (0,0) € I x J. Defina entao a familia de polindmios Q; (X,Y) :=

Py(X —1t,Y). Observe que Q; também € irredutivel, para todo ¢ € J. Temos ainda que

O (1 (s)) = Po((u'(s)+1)—1,u"(s)) =Py (u' (5),u" (5))
= Py(w(s)) =0.

Portanto, o trago de 7; também mora na curva algébrica associada a Q;.

Vamos usar esses fatos para mostrar que a curva J (s) = (¢ (s) ,u” (s5)) é constante.

Suponha que ndo. Consequentemente, cada curva ¥ ndo € constante e, portanto, percorre infinitos
pontos. Isso implica que as curvas algébricas associadas a P, e Q; possuem infinitos pontos em
comum. Segue do teorema de Bézout que P e O; devem possuir um fator comum nao constante.
Como ambos sdo irredutiveis e ndo nulos, isso implica que esses polindmios coincidem, a menos de
uma constante. Assim, deve existir 4, € R, A, # 0 tal que Q; = AFP,. Denotando os valores tomados

pelas fun¢des v/ e v/ em 0 com um subindice 0, isso implica que
A (VP17 (X241 =VX) = ()2 +1)Y+f) ((X—t)2+ 1) (X —1).

Essa igualdade de polindmios deve valer para todo ¢ € J. Colocando todos os termos num mesmo

lado da equacdo e igualando ao polindmio identicamente nulo em X, Y, obtemos
0 = (VA=) X2+ (o —vV A =205 (=) X+ (A (V)2 +1) = 1= (p)*) Y
+ (v"ﬂ,, — vt — v (t2 + 1)) )
Do coeficiente de X* vem que v/ A, = vy Substituindo no coeficiente independente, obtemos

0=vy— Vot —Vvj (t2—|— 1) = —vt —vgtz.

Como isso vale para todo 7 € J, isso implica que v(, = v = 0. Como 4, # 0, o coeficiente de X Ze

X no traz que v/ =/ = 0. Mas entdo, voltando a equagdo P; (%) = 0 terfamos
0 = ((\/)2 +1)u" + ((u/+t)2 + 1) Vi— (W +1)V =u"

Mas, ora, isso equivale a dizer que a curva ¥ = (¢/,u”) é constante, uma contradigdo.
Com isso, concluimos que 7}y é constante. Em particular, u” = 0. A partir dai, a prova segue como

no artigo e u,v devem ter a forma
u(s) = as+u,

v(t) = c((a—f—t)\/l—f—(a—i—t)z—l—ln(a—i—t—i— 1—|—(a—i—t)2))—|—vo,

para certas constantes a,c,uy,vo € R. Aplicando entdo a isometria ao longo das fibras dada pela

translagdo a esquerda por (0,0, —up — vp), obtemos a forma do enunciado. [l
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A técnica desenvolvida na demonstracdo acima, além de ndo exigir a hipétese de classe de di-
ferenciabilidade €, possui a vantagem de ser algébrica em oposicdo a técnica utilizada em [ILM]
que aborda o problema mais do ponto de vista da resolucao direta de equacdes diferenciais. A op¢ao
algébrica pode ser aplicada com maior facilidade em outros casos, cuja resolucao direta da equacao
diferencial € pouco clara.

A seguir, estendemos o teorema anterior para o caso da curvatura média constante.

Teorema 2.37. Uma superficie de translacdo geométrica em Nils do tipo grdfico de funcdo parame-
trizada por ¢ (s,t) = (s,t,u(s)+v(t) + %) possui curvatura média constante H = c se, e somente se,

u tem a forma u (s) = as+ uo, para certas constantes a,uy € R e v=v(t) é uma solu¢ao da equagdo

Ve (e (P 0P 1) k).

Demonstragdo. Olhamos para a equacao
2
16G+gE—2fF (V) +1)u"+ ((u’ +1)"+ 1) Vi (u 1)V

3

G 20+ + (241

0 # c=H

Elevando a equacdo ao quadrado, multiplicando pelo denominador e passando todos os termos

para um mesmo lado da equacao, obtemos
2 / 2 N2 3 N2 " / 2 " / %
0 = 4c ((u +1)" 4 (V) +1) —<((v) +1)u +<(u +1) +1>v — (u +t)v)

Podemos aplicar a mesma técnica da demonstragio anterior, com ¥ (s) = (' (s) +1,u” (s)) e

Bo= 42 (X2 (21— ()P +1)Y + (X2 + 1)V —xv),
2

0 = 4cz<(X—t)2+(v6)2+1>3—(((v6)2+1)Y—|—((X—t)2+1>v6’—(X—t)v6) .

Queremos mostrar que J € constante.
O Exemplo do Apéndice mostra que F; € irredutivel, para todo ¢ € J. Isso implica que
O, também ¢ irredutivel, para todo ¢ € J. De fato, se Q; (X,Y) se escrevesse como R; (X,Y)S; (X,Y)

com R;,S; ndo constantes, entdo fazendo a mudancga de varidveis X = X +¢, terifamos

R(XY) = RX-1,Y)=0,(X,Y) =R (X,Y)S (X,Y)
= R(X+0,Y)S (X+1Y),

o que forneceria uma fatorag¢ao nao trivial para o polindmio irredutivel Fy, uma contradi¢ao.
Suponha que Y nao € constante. Entdo nossa técnica nos diz que Q; e P, devem possuir um

fator comum nédo constante. Como ambos sdo irredutiveis, isso implica que existe 0 # A, € R tal que
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Q; = A4P.. Coletando a equagdo 0 = Q; — AP, em Y, obtemos

0 = (A (2+1) = (00 +1)") ¥

241) (v (X —1)2+1
+< +224(”<()?2+1) Xv)<((v’)2+1) >>>Y
4c? ((v6)2 +(X—1)+ 1)3
N —<v6(X—t)—v’0’((X—t)2+1>)2

(V' (X2 +1) —xv)°
h —4¢? (X2 + (V) + 1)3

Do coeficiente de Y2, vem que

(002 +1)°

(V)2 +1)>

Substituindo no coeficiente de Y e coletando em X, devemos ter

1%

0 = 2 >+1>((, L (hP 1) =) 0

V

( v+ 2074 v’)‘;/+l ((v6)2+1))X
( D2+ 1) = (o4 (2 —|—1)+tv0))

Do coeficiente de X? vem que
V/I v//
pu— 0 .
(V)32+1 0 () +1

Substituindo no termo independente, vem que

1!
Yo

0= _0
(vh)?+1

((v6)2 + 1) — (vg (t2 + 1) —|—tv6) = —t (vé-l—tvg) )

Como ¢ € J é qualquer, isso implica que v, = vjj = 0. Mas dai o coeficiente de X implica que

/ /
0= (v 220" VN2 Ne_—_Y
(V0+ Vo) (v/)2_|_1 ((VO) + ) (vl)2+1
Portanto, devemos ter v/ =" = 0 sobre J. Retornando a equagéo original dada por H = ¢, isso

implica que
2 ’ 2 3 m2
0=dc ((u+1)*+1) = ("),
para todo (s,7) € I x J. Acontece que, para cada s € I fixado, o lado direito fornece um polindmio

nao nulo em ¢ e, portanto, ndo pode se anular para todo ¢ € J. Essa contradi¢do veio de supor que a

curva ¥ = («',u”") ndo € constante.
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Isso mostra que }p € constante e, portanto, "’ = 0 e ' = a, para algum a € R. Substituindo essas

informacdes na equacido H = ¢, vemos que v deve satisfazer

CcC =

((a—l—t) —|—1>v —(a+1)V
2<(a+t) + (V)2 +1>; |

Essa equacdo pode ser reescrita como

Ve (e (e 0P 1) ar ),

Isso mostra que a equacdo admite existéncia e unicidade de solucdo dadas condi¢des iniciais
v(0) =vp e V' (0) = v;. Convém mencionar que, se fizermos ¢ = 0 na equagdo acima, recuperamos

precisamente a equacao do caso das superficies minimas. 0
¢ técnica, agora para os casos da curvatura gaussiana constante.

Teorema 2.38. Uma superficie de translacdo geométrica em Nil3 do tipo grdfico de funcdo parame-
trizada por §(s,t) = (s,t,u(s) +v(r) + %) possui curvatura gaussiana nula K = 0 se, e somente se, u

tem a forma u(s) = as+ up, para certas constantes a,uy € R e v=v(t) é uma solucdo da equagdo
2
0 = d(a+ = ()= @+’ +1) 40" (a+1).

Demonstracéo. O caso K =0 equivale a é5 — f2 =0, que em termos da nossa parametrizacdo equivale

a equacao
2
0 =4 (" + (/ +0)V) (v = (W +0)) = (/) + 1= ( +1)*) .
Neste caso, temos
Bo= A vx) (¢ vx) - ()P 1-x2)
2
O = 4(Y+vw(X-1) (VS—VE)(X—I))—((V6)2+1—(X—t)2> -

Mostremos que, assim como Nnos casos anteriores, u' é constante. De fato, comecemos com o caso

em que v, = vy = 0. Sob esssa hipétese, temos

0=0: (%) = — (1 _ (u/)2>2.

2 .
Neste caso, devemos ter (#/) = 1 e portanto u’ é constante.

Olhemos agora para o caso (v’0)2 + (vg)z > 0. O Exemplo |A.17, Apéndice [A.4] mostra que Oy

¢ irredutivel para todo 7 € J. Suponha que % = («',u”) ndo seja constante. Entdo nossa técnica diz
que P; e Q; possuem um fator comum nao constante. Como Q; € irredutivel, isso implica que este é
o fator comum, a menos de uma constante. Como P nao pode possuir grau maior que Q; € P € ndo

nulo, isso implica a existéncia de A; # 0 tal que P, = 4, Q;.
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Coletando 0 = P, — A;Q; em Y, obtemos

0 = (—4(V=vpA) X —4 (=" + 24 (v + 1)) ¥ + (4 — 1) X*
+(—42) X0 +2 (=4 — (V)2 4364+ (vp)* A + 1) X2
—4 (=tde =V + 8 X+ vovg e +1(vg) A ) X
(A (002 =241 40 (1)) = (0 +1)°)

O coeficiente de X* impde a condi¢io A, = 1. Olhando entio para o coeficiente de XY, devemos
ter 0 =V —vyA, =V — . Portanto, v/ = v, € constante sobre J. Isso implica também que v = 0.

Mas entdo o coeficiente de Y implica que
0=—V"+2A (vo+1vp) =1vg.

Como ¢ € J ¢ qualquer, isso implica v, = 0. Mas entdo temos vj; = v, = 0, uma contradi¢do com
a hipotese (v6)2 - (v{)’)z > 0.

Essa contradi¢do vem de supor que ¥y ndo € constante.

Portanto, ¥ € constante e temos #” = 0, em quaisquer dos casos.

Denotando ' = a, voltando a equagio inicial obtida de K = 0, vemos que v deve satisfazer

0 = 4((a+1)V) (V' —(a+1)V) - ((v/)2+1— (a—i—t)2>2

= = (0= @) a0 ).

A equacdo nos d4d uma condi¢do necessdria para que a superficie satisfaca K = 0. Reciprocamente,
se uma funcdo v satisfaz uma equag@o como essa, para certa constante a € R, entao toda u satisfazendo

u' = a é tal que a respectiva superficie definida por elas possui a propriedade K = 0. 0

Teorema 2.39. Uma superficie de translagdo geométrica em Nils do tipo grdfico de funcdo para-
metrizada por ¢ (s,t) = (s,t,u(s)+v(t) + %) possui curvatura gaussiana constante K = c # 0 se, e
somente se, u tem a forma u(s) = as—+ ug, para certas constantes a,ug € R e v=v(t) é uma solugcdo

da equagao

0=4(ati)vV' — ((v')z— (a+1)>+ 1)2_4(; ((v')z—i—(a—l—t)z—i— 1)2—4<v’)2(a+t)2.

eg—f*
(EG—F)*’

Demonstragcdo. Devemos ter c = K = que equivale a

0 = c(EG—F)Z—(ég—fz):c<(u'—|—t)2+(v’)2+1)2—(u"+(u'—|—t)v') (V' = (u +1)V)
1

(0 1= )
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Neste caso, temos 0s polindmios

P(X,Y) = 4c(X24 (/)2 +1)7—4(Y +Xv) (v”—Xv’)+<(v')2+1—X2)2
0,(X,Y) = 4c((X—t)2+(v6)2+1)2—4(Y—|—(X—t)v6) (v — (X —1) vp)

+((v6)2+1—(X—t)2>2

Novamente, vamos mostrar que ¥ = («/, u’ ) € constante.

Primeiro, olhemos para o caso em que v(, = v = 0, no qual temos
O (X,Y)=(4c+ 1) (X —1)* +2(4c— 1) (X —1)* + (4c+1)
De Q; (1) =0, vem que
0= (4c+1) (u’)4+2(4c— 1) (u')2 + (4c+1).

Como Q; é ndo nulo, isso implica que «’ é constante.

Suponha agora que (v6)2 + (v{)’)2 > 0. Em particular, isso implica a existéncia de um intervalo
aberto ndo vazio Jy em torno de 0 € J sobre o qual (v/ )2 + (v ’)2 > 0, o qual podemos supor, sem perda
de generalidade, maximal com respeito a essa propriedade.

Suponha por contradi¢do que % = («',u”) ndo é constante. Isso implica que % = (u’' +17,u”) ndo
€ constante, em particular quando ¢t € Jy. Portanto, pelo teorema de Bézout, P; e Q; devem possuir
um fator ndo constante em comum, para cada ¢t € Jy fixado. Agora, utilizaremos uma abordagem
diferente daquela feita até aqui. No presente caso, analisar a irredutibilidade dos polindmios F; e Q; é
invidvel, pois envolve varios casos possiveis a serem analisados. Apresentamos uma abordagem mais
elegante, fazendo novamente o uso da eliminante (v. Apéndice[A.2)).

Coletando P, e Q; em Y, temos

P(X,Y) = (4XV =4 Y + (V)2 =X24 1) +4c (X + (V)2 + 1) —ax/ (V/ = x/),

0 (X,Y) = (4v6(X—t)—4v6’)Y+((v{))z—(X—t)2+1>2+4c<(v6)2+(X—t)2+1)2
—4vy (X —1) (vo —vo (X —1)).

Note que, parat € Jy, temos que os termos de maior grau em Y de cada polindmio, i.e. 4XVv' —4y”
e 4v), (X —t) —4v{ ndo sdo identicamente nulos em X. Observe que o fator comum entre P; e Q; deve
possuir grau em Y maior ou igual a 1. Isso porque se esse fator comum depende apenas de X, isso
impde que ' seja constante, o que estamos supondo, por contradi¢do, que ndo acontece. Portanto,
segue do Lema (Apéndice que a eliminante Elmy (P, Q;) deve ser o polindmio identicamente

nulo em X.
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Calculando essa eliminante, obtemos

AXy — 4! ( (V)2 =X24 1) +4e (X2 + (V)2 +1)° )
—4xV' (V' = XV)
Elmy (P,Q;) = det ((v())z—(X—t)2~|—1>2

/ 1 2
DI04 g (g x4 1)

—4vp (X —1) (v —vp (X 1))

= 4(4c+1) (v’—vé)X5—4(4c+1) (v//—v8+4tv’—tv6)X4+....

Devemos ter, em particular, (4¢c+ 1) (v’ — v6) = 0. Portanto, temos duas possibilidades: 4c+1=0
ou 4c+ 1 # 0 e devemos ter v/ = v, sobre Jy. Em particular, o segundo caso implica v =0 e, de
(V)2 4+ (v"")? > 0 sobre Jo, vem que vi # 0. Analisemos este segundo caso.

Suponha entdo V' = v, sobre Jy. Note em particular que a maximalidade de Jy implica Jy = J.

Essa hipétese reduz a eliminante acima a
Elmy (P, Q;) = —12tvj (dc+ D) X* + ...

Mas entdo, como ¢ € J € qualquer e 4c + 1 # 0, isso implica v, = 0, uma contradigéo.

Portanto, devemos ter 4c+1 =0, i.e. ¢ = _Tl. O efeito dessa hip6tese sobre a eliminante é

Elmy (B,Q;) = —16(v’—v6)X3+16(v"—vg—f—Ztv’—tv6+v'v”v’0—v’v6v6’)X2

—16 (2tv" +12V + Vv — Vv 0V vy — tv'v6v8) X + 160" (t — v6v8)

O coeficiente de X novamente nos diz que devemos ter v/ = v, # 0 sobre Jy e, consequentemente,
sobre J. Mas entdo tanto o coeficiente de X> quanto o de X apresentariio contradi¢des. De fato, o

coeficiente de X por exemplo se reduz a

0=-16 (2tv” +12V + VI — v + vV vy — tv'v{)vg) =— 16t2v6.
Como ¢ € J é qualquer, isso implica v, = 0, uma contradigéo.
Portanto, se supormos que Yy nao € constante, obtemos uma contradicao em qualquer dos casos
possiveis.
Logo, devemos ter % = (u’,u’") constante e, consequentemente, u deve ter a forma u (s) = as+ b,
para certas constantes a,b € R.

Voltando a equagdo inicial, devemos ter que v = v (¢) é soluc@o da equagdo

0=4v (at+1)V — ((v')2 —(a+0)?+ 1)2 e ((v’)2+ (a+1)*+ 1)2 —4()2 (a+1)2.
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Com isso, estudamos todos os casos em que uma das curvaturas, média ou gaussiana, € constante.
Em todos eles, concluimos que a funcdo u que caracteriza a curva de translacdes deve ter a forma
u(s) = as+b, a,b € R, enquanto que v deve ser solucdo de uma equagdo diferencial imposta pela

condi¢do H = ¢, K = ¢ em cada caso.

Abordamos agora a relagdo aH + bK = ¢, em que ab # 0, comegando pelo caso ¢ = 0.

Teorema 2.40. Uma superficie de translagdo geométrica em Nils do tipo grdfico de fun¢do para-
metrizada por §(s,t) = (s,t,u(s) +v(t) + %) é de Weingarten com aH + bK = 0, para constantes
a,b € R ndo nulas se, e somente se, u tem a forma u(s) = u)s + uo, para certas constantes uy.ug € R

e v=(t) é solucdo da equagdo diferencial ordindria

O0=a

v”((t—l—uo)—I—l) V(¢ + i) (u6—|—t)v’(v”—(u6+t)v’)—%((v')2+1—(u6+t)2>2.

_|_
+b
2(( +u0 ) ((t+u6)2+(v’)2+1)2
2

Demonstracdo. Note que a equacio aH + bK = 0 implica a’H>

[\ST%]

— b’K? = 0. Destacando que as

curvaturas sao dadas por

(Y1) " (124 1) =V (144
H = ; ,
2<(t+u’)2+(v’)2+1>2
("4 + V) 0 0 =5 (01— )
K — ’
<(t )+ (V)2 + 1)
a equagio a’H> — b>K? = 0 é dada por

(W/<(t+u/)2+1>+u”((vl)2+1)—vl(t+uf)>2
4<(t+u’)2+(v/)2+1>3

(( Y (”IH)V’)—%;((v’)2+1—(u’+t)2>2>2

() |

0 = d°

—p?

e equivale a

0 = & ((t+u/)2—|—(v')2+1) (v” ((H—u')z—i— l> +u” ((v')z—i—l) —y/ (t—i—u/))z
—_4p? ((u"—{— (u/—i—t) v/) (v//_ (u/—l—t) v/) _ }1 <(v/)2_|_ 1_ (u'—l—t)2>2) .
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Seguimos aplicando nossa técnica. Temos
Bo= @ X242+ 1) (" (X241)+Y (V)P +1) —vx)?
—4p? ((y +Xv) (V= XV) — }1 ((1)+1 _x2)2>2,

0 = @((X=07+ 0+ 1) (v (X =07 +1) +7 ()2 +1) = vp (X 1))

—4p? ((Y+(X—t)v6) (v — (X —1)vp) —% ((v6)2+ 1- (X—t)2>2)2.

2

Nossa primeira afirmagdo € a de que os polindomios F e Q; possuem grau 2 em Y. Coletando P,

em Y, obtemos
B= (@ (V2 +1)" (X ()2 1) —4b? (V= XV) ) V2
Coletando esse coeficiente em X, obtemos
<a2 ((v’)2 + 1)2 — 4b2(v/)2> X2+ 8b2VV'X + <a2 ((v’)2 + 1)3 — 4b2(v")2> .
2 qp2_ V)

((V’)2+1)2 .
Substituindo no coeficiente independente vem que 0 = 4b% ((v/)? — (v'')2 + (v/)*). Como b # 0, isso

Suponha que ele seja identicamente nulo em X. Do coeficiente de X? vem que a

implica (v/)* = (v/)2 ((V')2+1). Junto da condigdo v'v"/ = 0 imposta pelo coeficiente de X, isso
V>

((v)2+1)°

contradizendo a hipétese de que a # 0. Isso prova que o referido polindmio em X nfo € identicamente

implica que v/ =" = 0. Mas entdo, voltando ao coeficiente de X2 temos a*> = 4b>

]

nulo e, portanto, degy B = 2.

Para Oy, temos
0= (@ ()2 +1)” ()2 + (X =02+ 1) =407 (5§ = (X —1))*) 2+ ..
Coletando em X o coeficiente de Y2,
<a2 ()2 +1)°— 4b2(v6)2> X2+ <8b2v6 (v +1vy) —2a%t ((vy)? + 1)2) X

(@ (062 +1)7 (P4 ()2 +1) =407 (v + 1))

/2
Supondo que ele ¢ identicamente nulo, devemos ter a”> = 4b2%, o que implica
Yo
2 (V6)2 I\2 2.2 1\2 2 (0 1\2
O = 4b W ((Vo) +1) (f +(V0) +1) —4b (VO +tv0)
0
= 4b% ((vh)* + (v0)* = 20vpvg — (vp)?) e

/\2
0 = 8b™v(vj+nv)) —2 4b2—<V0) 5 t((v6)2+1)2:8b2v6v'0'.
((vg)?+1)
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A condigdo v(v; = 0 imposta pela segunda equagdo, quando aplicada na primeira equagéo fornece

0= (vp)*+ (vy)* — (v{)? que, por sua vez, implica v, = v = 0. Mas entfio novamente o coeficiente
de X2 nos dird que a = 0, uma contradi¢cdo com nossa hipétese a # 0.

Isso prova que P e Q; possuem grau 2 em Y. Conhecer o grau desses polindmios € importante
para determinar a dimensao correta da matriz de Sylvester da qual se obtém a eliminante.

Como vimos na demonstra¢do do teorema anterior, supor que % = (#/,u”) ndo é constante, em
tltima anélise, implica que a eliminante Elmy (P, Q;) é o polindmio identicamente nulo em X.

Embora a matriz de Sylvester possua apenas dimensao 4, a expressao total e explicita dessa elimi-
nante tem imposto um custo computacional elevado. A versdo do ano 2024 do Maple, por exemplo,

ao tentarmos calcular essa eliminante, exibe a mensagem
[O comprimento da saida excede o limite de 1000000]

Contudo, € possivel contornar essa situacdo da seguinte forma. Através de um truque, consegui-
mos obter o termo de maior grau em X da expressao dessa eliminante. Por sorte, esse coeficiente €
suficiente para resolver o nosso problema.

O truque consiste em “maximizar” o grau em X de cada fator presente na expressdo, deletando
os termos de menor grau. Descatamos novamente, isso deve ser feito a cada fator. Coleta-se entao
a expressao em X. O termo de maior grau dessa expressao serd o mesmo da expressdo correta da
eliminante.

Facamos esse truque. Primeiro, coletamos P, e Q; em Y:
Bo= (@(0)P+1) (C+ ()P +1) -4 (" —xv)) 2

+( 81? (;1(( 2= X2 1) XV (0 - X)) (- XV) )Y
+2a* (V' (X2 41) = XV) (V)2 +1) (X2 + (V)2 +1)

2
T (a2 (0 (X2 1) = XY (X2 4+ ()24 1) — 42 (}1 (/P =X+ 1) =XV (v _xw)) >

Qt = (az ((v6)2+1)2((v6>2—|—(X—t)2—|—1> 4b2( O_VO<X ))2> Y2

NEG %<(v6)2—(X—t)2+1)2—v6(X—t)(vg—vo ))(VO—VO 1))
222 (v +1) (v (X =) — v (X - >+1))(< D2 (X 0 +1)
. a2(vg,(x—t)—vg<(x—t)2+1))2((V'O)2 )
_4p? (;{ ((v6)2 (X0 1)2 — (X —1) (V=) (X )

Maximizando o grau em X de cada fator das expressdes, obtemos os polindmios P; e Q; dados por
~ 1
B = <a2 (V)2 +1)° = 4b2(v’)2> X?Y2 + (—2b%V) XY + (—sz) X8,

0, = <a2((v6)2+1)2—4b2(v6)2>X2Y2+(—2b2v6)X5Y+<—%b2)X8.
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Nosso truque nos diz que o termo de maior grau em X na expressao de Elmy (P,, Qt) ¢ 0 mesmo

que na expressdo Elmy (P, Q). Temos

Ele (pt 5 Qt )

(az ((V/)z + 1)2 74b2(v’)2> X2 0 (az ((V6)2 + 1)2 74b2(v6)2) x2 0
— det _ZbZV/XS <a2 ((V/)Z + 1)2 _4b2(v/)2) x2 _2b2v6X5 (02 ((V6)2 + 1)2 —4[72(\16)2) x2
—1p?x8 —2b%V'X? —1?x8 —2b%v)pX°
1 1
0 —1p2x® 0 —1p2x®

%b“ (V- v6)2 (2b+av' +avy) (2a —2bvV' + 2bvj + a(V')? + a(vf))z) X

(2a+2bV —2bvl +a(V')* +a(vh)?) (—2b+av + avy) X*°
Como Elmy (P, Q;) é indeticamente nula em X, o coeficiente acima, em particular, deve ser iden-
ticamente nulo sobre J. Observe entdo que, por sorte (acasou ou nao?), ele define um polindmio ndo
identicamente nulo em V', i.e. ndo envolve as outras variaveis dependentes de ¢, como V" e o préprio
t. Como um polindmio ndo nulo de uma variavel possui uma quantidade finita de raizes, isso implica
que V' é constante sobre J. Portanto, devemos ter v/ = v e v/ = 0.

Voltemos entdo 2 nossa equagio original, advinda de a?’H? — b>’K? = 0. Ela se reduz a

0 = @ ((t+u)"+ (1) (W () +1) =vj (r+u))’

2
1 2 2\2
_4p? ((u”+ (1)) (— 1))+ ()21 - (%))
Coletando em ¢, obtemos
1
o:—Z#ﬁ—zﬁwﬂ+”.

Como b € diferente de zero, essa expressao define um polindmio ndo nulo em ¢ que se anula para
todo ¢ € J, uma contradi¢ao.

Essa contradi¢do vem de supor que ¥ = («/,4”) ndo é constante.

Portanto, devemos ter, mais uma vez, que u é da forma u(s) = u6s + ug, para certas constantes
ug, up € R. Impondo essa condigdo a equagio aH + bK = 0, vemos que v deve ser solugdo da equagio

diferencial ordinaria
2
V() + 1) = () () (0 =y )v) = (0 1= +1)°)

0=a ! +b 5
2 () + (2 +1) ((r+up)*+ w2+ 1)

[S1[9%}

]

Teorema 2.41. Uma superficie de translacdo geométrica em Nilsy do tipo grdfico de funcdo pa-
rametrizada por ¢(s,t) = (s,t,u(s) +v(t) + %) é de Weingarten com aH + bK = c, para constantes
a,b,c € R ndo nulas se, e somente se, u tem a forma u(s) = u6s+ uy, para certas constantes u6.u0 eR
e v =1(t) é solugdo da equagdo diferencial ordindria

V() 1) =V () ()Y (= () ) = ()71 (u6+t)2)2

a +b =c.

2 () + (2 41) ((+up)* + (2 +1)°

NSO
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Demonstragcdo. Suponha que a superficie satisfaca a equacdo aH + bK = ¢, com abc # 0. Considere

as seguintes funcao Z : I x J — R definida por

Z= \/(t+u’)2+(v’)2+l.
Denote ainda Zy : I — R a fungio dada por Zy (s) = Z (s,0). A equagdo equivale a
0 = 2Z*(aH+bK —¢)
. <v” ((r+u’)2+ 1) (V)2 +1) = (z+u’)>z

£26 (0 () O W) = (0 1= 02

—2¢Z".
Substituindo Z* = ((t +u )+ (V)2 + 1>2 e coletando a equagdo em u”, obtemos

0 = (26(V'—v (t+u)) +Za((V')2+1))u"
+2a (V' ((e4+u)*+1) - v’(t+u’)>—2c((v’)2+(t+u’)2+1)2
—zb( (= +1)2—v'(t—|—u')(v”—v'(t—i—u'))).
/

Note que essa equagdo ¢ polinomial e linear em u”. Fazendo ¢ = 0 e denotando v/ (0) = v, e

v (0) = v{j, temos também a equagio
0 = (2b(vg—vou') +Za ((v6)2 +1))u”
+Za (vg ((u’)z + 1) — v6u'> —2c ((v6)2 + (L/)2 + 1)
—2b (% ((v6)2 — (u/)z + 1) —vou' (v — vou ))

2

Denote

P= a(()+1).

po= 20(v' =V (t+u)),

P = a(v”((t+u’)2+1>—v’(t+u’)>,
Py = —2c((v’)2—|—(t+u’)2+1)2—2b(%((v’)z—(t+u')2+1>2—v’(t+u/) (v”—v’(t+u’))),
Py = a((v)*+1),
Py = 2b(v8—v0u)

bl

Py = —2c<(v6)2+(u’)2+1)2—2b(

((vg)z— (u/)2+1) —vou' ( O—VOM))
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Com essas notagdes, as equagdes se escrevem como

0 = (PZ+P)u"+(PZ+PB),
0 = (PioZo+Poo)u" +(Ps0Zo+Pap).

Portanto, tomando a eliminante em " dessas equacdes, obtemos que
PZ+ P PZ+ Py
ProZo+Po P30Zo+Psp
= (PiPso—P3P10)ZZo+ (P1Pyo — P3Pao) Z+ (PaPs o — PuPi o) Zo + (PaPag — PaPoy) .

0 = det

Por simplicidade, denote
011 = PiPg— PP,
O1p = PiPyo— PP,
Qo1 = PP3g—P4Pp,
Qoo = PPyo—PiPy.

Assim, nossa equacdo se reescreve como

0= 01122y + 01,0Z+ Qo,1Zo + Qo.0-

Observe entdo que Z satisfaz
0=2>— <(t+u')2—|— )+ 1) :

Fazendo a eliminante em Z dessas equagdes, obtemos

Zp01,1+ 010 0 1
0 = det|Z0Qo1+Qo0 ZoQ11+0Q10 0
0 ZQoi+Quo — () +()2+1)

= (@i (+u)+ 0 +1)0}) B
) (QO,OQO,1 _ ((z )+ (V) + 1) QLOQM) Z
(o~ ((t+u)*+ () +1) 0).
Temos ainda que Zo satisfaz 0 = Z2 — ((u’)2 + (V)2 + 1). Denotando A = (t +u')* + (V)2 + 1 e

Ao = ( )2 + (v{))2 + 1 e fazendo a eliminante em Z dessas equagdes, obtemos

051 —AQT, 0 10

0 — det 2(Q0,0Q0,1 —AQ1,001,1) Q5.1 —AQT | 0 1
Q5o —A07 2(Q00Q0.1 —AQ1001.1) —Ao O

0 Q50 —AQ7 0 —Ap

= APAGOT| —2A%A007 070 — 244507 1051 — 24A007 1 Q5 o
+844001,101,000,1Q0,0 +A>01 o — 244007 051 — 2407 0050 +A505.1
_ZAOQ%,IQ%,O + Qg,o-
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Essa equagdo € polinomial (ndo envolve raizes) em u’ e esta € a tinica dependéncia em s € I na
equacgdo, uma vez que eliminamos u” no primeiro passo do processo. Provemos por contradi¢do que
u' deve ser constante. Se este ndo fosse o caso, entdo a equagdo que obtemos acima deve definir
um polindmio identicamente nulo em #’. Fagamos uma andlise dos graus em u’ dessa expressio.
Primeiro, recuperando todos os simbolos e olhando para os termos de maior grau em «’ de cada

expressao, obtemos

Q11 = PPyo—PPo=ad (vo ((V/)z +1) =" ((V6)2 +1)) () +...
1
Q170 = P1P470 —P3P27() = —Ea ((V/)z + 1) (b —|—4C) (ul)4 +...

Qo1 = PP3og—PyPo= %a (o) +1) (b+4c) () +...
Qoo = PProg—PiPog=b (v =) (b+4c) (W) +...
A = )+,
Ay = ()+...

Com isso, podemos estimar o grau em ' de cada parcela da nossa equagio, listados na tabela

abaixo
P deg, P <
A%A%07 16
A%A007 107 18
AAGOT 105 18
AAOQ%I an 18
AApQ1,101,000,10Q0,0 | 19
A%01, 20
AAOQ%,OQ(Z),I 20
AQ%,OQ(Z),O 20
30, 20
AOQ%J an 20
Q0 20

Assim, o termo de maior grau em u’ na expressdo da nossa equagdo é dado pelo termo de maior
grau da soma das parcelas que aparecem com grau < 20 na tabela. Mais precisamente, este termo €

dado pelo termo lider da expressao

A%Qf ) — 244007 005 1 —2A07 05 0 +A5C5.1 — 240051050+ Q6.0

= (b+4c)* (1—16614(\//)8 +.. ) (u’)zo

Isso nos diz que b +4c = 0 ou entdo o fator (11—6a4(v’ )8+, ) ¢ identicamente nulo sobre J.
Acontece que esse fator € polinomial em V', com termo lider dado por 11—6a4(v’ )8. Como a # 0, esse
fator define um polindmio ndo nulo em V. Portanto, se b+ 4c # 0, isso implica que V' é constante

sobre J. Mais adiante iremos mostrar que isso nao pode ocorrer.
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Suponha portanto que b+ 4c = 0. Fazendo ¢ = —é—llb nas nossas expressoes, obtemos
Q11 = @ (v () +1) =" ((v)* +1)) () + ...
O10 = 2abv"vy(') +...
Qo1 = —2abv'vy(')®+...
Q070 = —4[92 (V —V6) (I/l/)3 +
A = )+,
Ay = (ul)z—}-...
P deg, P <
AAGOT 16
Az“;OQz%,le%,o 16
AAGO1 1901 16
AAQT 105 14
A?04Q171Q170Qo71Q0,0 15
A0 16
AAOQ%,OQ%,I 16
AZQ%,OQ&O 14
AOQO 1Q0 0 14
Q0 0 12

Olhando agora para o termo lider da soma das parcelas de grau < 16 da nossa equacao, obtemos

AZA(Z)QZl1 1~ 2AZAOQ% 107 0

—2AA507 105 +AQ o — 244007 005 1 +A505

= ((vao ( )z—a)v +vg (a+2bV —|—a( )))

((2bv0— —a)v + v (a—2bv +a(v ))
((—a(v —2bv0—a)v”-|—v0 (a+2bV +a(v)?))
((—a(v 2bv0—a)v +vg (a—2bV +a(v')2))( /1o

Analisemos o caso v, = 0. Neste caso, o coeficiente acima nos diz que devemos ter

0= (a—2bvy+ a(v6)2)2 (a+2bvy + a(v6)2)2 (V)4

Se a constante (a — 2bvj+ a(v6)2)2 (a+2bvj+a(vy) ) for ndo nula, entéo isso implica v’ =0,

ie. Vv =y é constante. Mostremos que isso ndo pode acontecer, mesmo para abc # 0 quaisquer

(Ilembre-se: estamos analisando um caso em que ¢ = —ib). Para isso, voltemos a equacdo original e

facamos v/ = v, e v/ = 0. Obtemos

- <2b <Z ((v’o)2 —(t+u)’ + 1)2+ (vh)? (r+u’)2) +2¢ ((vg)2+ (t+u)* + 1)2+2bu”vg (r+u ))
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Eliminando a raiz quadrada de Z e coletando a equacdo em ¢ € J, obtemos
0= (au" ((vh)*+1) —av) (t+u’))222
- <2b (% ((vg)z— )2+ )2> +2¢ ((v{))2+ (t+u’)2+1) +2bu"vy (t+u ))2
= (" () +1) = (r+))” ()2 + e+ + 1)
_<2b<;l ((v())z— +1)2+ ) (t+u') >+2c<(v6)2+(t+u’)2+1) +2bu"v), (1 +u))2
= —%(b+4c)2t8+...

Portanto, o termo de 13 nos diz que devemos ter ¢ = — —b (como ja tinhamos antes). Impondo essa

condic¢ao e coletando novamente em ¢, obtemos
0 = (au" ((v)*+1) —avy (r+u))” () + (t+4)*+1)
2b (}T ((v6)2 —(t+u') + 1)2 + (vp)? (t + u’)2>
+2(—1p) <(v6)2 +(t+u) + 1>2+2bu”v’0 (t+u')
= (—2b+av6) (2b—|—av6) AT

Segue dai que b = ° ou b= —-". Se fazemos b = 26 e coletamos a equagdo em ¢, obtemos
2
0= (au” (vp)2+1) —avp (t+4))* (00)*+ (r+u)* +1)
av! 2 2 2
2 () (4 (007 =+ +1) + 0h2 0+

(4 () (1) 52 () g

= —2a*u"vit* +a* (2(u" )2 (vp)? + (") — 6uu" vy + (V) + (vp)2) 12 + ...

IS

Se vj, # 0, entdo o coeficiente de 13 nos diz que u” = 0, uma contradi¢io com nossa hipétese
inicial, i.e. a de que u’ ndo é constante.
= /N
Isso prova que ndo podemos ter vy = 0.
Mostremos, com raciocinio semelhante, que ndo podemos ter v, = 0. Fazendo v{, = 0 na equagdo

inicial e coletando em ¢, obtemos

0 = (au"+avg((t+u’)2+l)>2—i—(2bu”v6’—2c((t—l—u’)2+1)2—%b<(t+u’)2—1>2>
— 0:<au"+av8<(t+u’)2+1>> (2bu” ”—2c<(t+u’)2-|—1)2—%b<(t+u’)2—1)2)2
= (au//+av8((t+u')2+l>>2((t+u’)2+1)

- <2bu”v’0’—2c ((t+u)+ 1)2—%19 ((r+u)*~ 1)2)2

—— (b+4c)* B+ ...

-I>I>—‘
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Primeiramente, novamente devemos ter ¢ = ——b Coletando em ¢, obtemos
0 = (au”+av6’<(t+u')2—l—l>) ((H—u’)z—l—l)
"o 1 21 n2 2\ 2
—(Zbu v — ( Zb) ((+u)*+1) =36 ((+u)*=1) )

_ ( //)2t6 4.

~ 2 . . -

Devemos ter entio a’ ( vy ) = 0, donde vjj = 0, caso que analisamos acima e que nio pode ocorrer.
Isso mostra que v;, # 0. Note que essa mesma demonstragdo mostra que, ndo apenas vjv;, # 0 mas,
de fato, v"" € v/ ndo se anulam sobre nenhum ponto.

210 . 1 .
Voltemos para a andlise do coeficiente de (u') % Olhemos para dois de seus quatro fatores calcu-

lados em 7 = 0. Usando que vjvj # 0, temos

((2bv) — a(vp)* —a) V" +v§ (a+2bv' +a(v))?)) Lo = 4bvyrg #0,

t
((—a(v6)2 —2bvy —a) V"' + v (a — 20V —l—a(v')z))tzo = —4bvjyy #0.
Portanto, por continuidade, deve existir um intervalo aberto nio vazio Jo C J em torno de t =0
maximal com a propriedade de que os seguintes fatores ndo se anulem:
((2bvh — a(vp)? —a) V" + v (a+2bV +a(v')?)) ((—a(vp)* —2bvy —a) V' +vj (a—2bv +a(v')?)) .
Portanto, sobre Jy, vale que
0= ((2bv6 — a(v6)2 — a) Vv (a —2bV + a(v/)z)) ((—a(v6)2 —2bvy — a) Vv (a +2bV + a(v’)2)) .

Suponhamos que (2bvj—a(vy)* —a) v’ + v (a—2bV +a(v/)*) = 0 sobre Jy. Note que isso
implica (2bvj— a(vj)* —a) # 0 pois, do contrério, terfamos vj (a —2bv' +a(v')?) = 0 sobre Jj e,
portanto, v' € constante sobre Jy (note que vj # 0). Mas isso implica v = 0 sobre Jj e, portanto,
v (0) = 0 = v{j, uma contradi¢do. Portanto, nossa hipétese implica (2bv(, — a(vj))* —a) # 0, donde

,  a(V)?=2bv +a
vV =
a(vy)? —2bvy+a

vy sobre Jo.

v//

0
a(vy)>—2bvy+a’
Portanto, lembrando que ¢ = —}‘b, a equacao inicial sobre Jy se reduz a

Denotando k = temos V' =k (a(v')* —2bv' + a) sobre Jq.

0 = a(k(a(v’)z—va'+a) ((t+u’)2+l> —l—u"((v')z—f—l) -/ (t—l—u')) \/( T (V) 41
+2b (((u"—l— (u/—f—t) V) (k (a(v/)2 —2bv'+a) — (' —H) v’)) + ((v')2 + 1) (t+ ) )

Essa equagdo nos diz que a curva s — («’ (s) ,u” (s)) mora na curva algébrica de equagdo P, (X,Y) =
0,1 € Jo, sendo

P(X,Y)=d (k (a(v')> =20V +a) ((r +X)2 1) —V (t+X)+ (V)2 +1) Y)z ((X +0)2+ (V) 1)

—4p? (((Y+ (X +1)V') (k (a(v’)2—2bv’+a) —(X+1)V))+ ((v')2+ 1) (t+X)2)2.
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Da técnica da eliminante, sabemos que devemos ter Elmy (P, Py) = 0. Coletando P, em Y, obtemos
que ele tem a forma P, = RzJY2 +R1,:Y + Ry, sendo

Ry, = (a2 ((v')2 + 1)2 ((v')2 +(X+1)+ 1) —4p? (k (a(v')2 —2bv' +a) —V' (X +t))2> ,
—8b? (k (a(v')? —2bV +a) —V' (X +1))

(02 +1) X 07 +V (0 4X) (K (a(v)2 =269 +a) =V (X +1)))
Rie = —2a2<v’(X+t)—k((X—|—t)2—|—l> (a(v’)2—2bv’+a)> ((V)2+1) ’
: <(v’)2+ (X +1)* + 1)
2 (y — 2 a(V)*=2bv' +a ? v 2
a [ (Vx40 =k (X +07+1) (@) =26V +0) ) ()P + (X +1) +12
—4p? (((v’)z—f— 1) (x +1)? vV (4 X) (k(a(v)>=2bV' +a) —V (X —H)))

Com auxilio do computador, obtemos

Ry, 0 Ryp O
Ri; Ry Rip Ry
Ro; Riy Roo Rip
0 R()J 0 R()7()
= (RooR2; — Rao0Ro,)* — (RooR1s — RioRos) (R10R2; — RooR1 ;)
= —64a*P’ Vv, (V' —vp) (vV'vo—1) (a—2bvy+ a(vf))z) (a—2bV + a(v’)z)

. 2ak (a—2bvy+a(v))?) (a—2bV +a(V')?) 1t X154
+ (v —vp) (—a2 +4b* —2abv' —2abv} + azv'vg) "

0 = Elmy (P,R) =det

Como vj, # 0 # vjj, deve existir vizinhanga aberta J; C Jy de t = 0 ndo vazia sobre a qual
Vv (V=) (Vv — 1) (a—2bv +a(Vy)?) (a—2bV +a(v)?) # 0, a menos do ponto ¢ = 0. Por con-
0 0 0 0 0 p
tinuidade, podemos concluir que sobre J; vale que
0 = 2ak (a — 2bvy + a(vé))z) (a—2bV + a(v/)z) t+ (v =) (—a2 +4b* — 2abV' — 2abvj, + azvlv{)) .
Derivando essa equagdo em ¢ e substituindo v/ = k (a(v')*> — 2bv' +a) e coletando em 7, obtemos
0 = 2ak(a—2bvy+ a(v6)2)
S((=26V" +2a(V W) 1 + (a— 20V + a(v’)z)) +v' (—a2 +4b* — 2aby' — 2abv} + azv’v6)
+ (v/ — v6) (—2abv” + azv"v6)
= 4ak® (=b+aV) (a—2bV + a(v’)z) (a—2bvy + a(vé))z) t
+k (a—2bV + a(v')z) (a2 (vp)* + a® + 4b> — 4abv' — 4abvjy + 2a2v'v6) .
Tomando a eliminante em ¢ dessas duas equacdes, obtemos

0 = —2ak* (a—2bv, +a(v6)2)2 (a—2bV + a(v’)z) (3612(\/)2 +a* +4b° — 8abV') .

Mas isso mostra que V' € raiz de um polindmio ndo nulo e, portanto, deve ser constante sobre J.

Isso contradiz o fato de que v (0) = vjj # 0.
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Voltamos entdo a equagao sobre Jy
0= ((2bvo —a(vp)* —a)v" +v( (a =26 +a()?)) ((—a(vp)® — 2bvh — a) V" + v (a+2bv' +a(/)?))

Acabamos de mostrar que o primeiro fator dessa equacdo ndo pode ser identicamente nulo sobre
Jo. Portanto, deve existir um intervalo aberto nao vazio J; C Jy sobre o qual o primeiro fator nao se
anula e, portanto, o segundo fator (—a(vj)? —2bvy—a)V" +vjj (a+2bV +a(V')?) ¢ identicamente
nulo sobre J;. Chamamos a atencéo para o detalhe de que t = 0 ¢ J;, uma vez que o primeiro fator se
anula parat = 0.

Mostremos que a constante —a(vj)* — 2bv, — a é ndo nula. De fato, se —a(vj)? —2bvy —a =0,
entdo devemos ter vjj (a +2bv +a(v')*) = 0 sobre J; e, como vj # 0, isso implica que ' é constante
sobre Jj, digamos, v/ = V| € R sobre J;. Note que sob estas condi¢des V| ndo pode ser zero. Olhando

para a versdo sem raiz quadrada da nossa equacao sobre J; e coletando em ¢, devemos ter
0 = W (1) ok () (W0 ()P +1)
2
(W4 () (— () 0) (0024 1) (o4 )
= (az(vll)2 — 4b2) it
+2 (—szu' +2a%u' (V))? — a?d" (V))? — a®uV| + 4b2u”v’1) £+

)

2
O primeiro coeficiente nos diz que b* = . <: . Substituindo no segundo coeficiente, devemos
ter
20.0\2 2 (/)2
as (v a” (v
0 = (—8 ( (41) ) u/+2a2ul(vll>2_a2u//(vll)3_aZM/lvll +4 ( (41) > M//V/1>
= —azu”vll.

" —

Isso implica u 0 sobre /, contradizendo nossa hipdtese.

Portanto, devemos ter —a(v6)2 —2bvjy —a # 0. Portanto, sobre J; podemos escrever que

i a+2bv +a(v')?
=) ,
a+2bvy+a(v;)?

Como no caso anterior, denotemos k = Y0 AL # 0, de forma que v/ =k (a +2bV +a(V )2)

a+2bvy+a(v,
sobre Ji. Assim, nossa equagao sobre J; se reduz a

0 = a (k (a+2bV +a(v')?) ((r +u)’ + 1) —V (t+u) + (V)2 +1) u") \/(u’ +1) (V) 1
426 (' (o +0)V) (k(a+26+a)) = (o +0)V)) + (02 +1) (1))
Essa equag@o nos diz que a curva s — (u/ (s) ,u” (s)) mora na curva algébrica de equagdo P, (X,Y) =
0,1 € Ji, sendo

R(X.Y) = @ (k(a+2b/+a(v)?) ((r+x)2+1)—v’(z+x)+((v’)2+1)Y>2((X+t)2+(v’)2+1>

46 (¥ + (X +0)v/) (k(a+269' +a(v')2) = (X +0)7)) + (V)2 + 1) (t+X)2>2.
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Para cada par de pardmetros ¢,#; € J;, sabemos da técnica da eliminante que devemos ter Elmy (B, B,) =
0. Coletando P, em Y, obtemos que ele tem a forma P, = R27,Y2 + Ry Y +Ro,, sendo

Ry = (@ (024 1) (/P + (X407 +1) =452 (k (a(v)? +2b +a) =V (X +1))%),
Ry, = —8b%(k(a(v')*+2bV +a) =V (X +1))

(((v') +1) (X 12+ (k (a(v)2+ 26V +a) =V (X +1)) (X+t)>

=202 (v (X +1) =k (X +07+1) (a(v)?+26 +a) ) (V)2 +1) ()2 + (X407 + 1),
Ry, = d <v’(x £)— ((X+t) +1)(a(v’)2—|—2bv/—l—a))2<(v’)2+(X+t)2—|—l)

—4b* (( ( Y (X 02+ (k(a(v)? +2bV +a) —v (X +1)) (X +t)>2.

Observe que a equagdo v/ = k (a+2bV + a(v')?) sobre J; impede que V' seja identicamente nula
sobre J;. Portanto, é possivel encontrar ¢; € J; sobre o qual V' (t;) = v # 0 # v =V"(¢;). Além

disso, podemos pedir também que a + 2bv} + a(v’l)2 # 0. Com o auxilio do computador, obtemos

Ry 0 Ry 0

Rl,t Rz,z Rl,t1 Rz,tl

Ros Riy Roys Rig
0 Roy O Roy

= (RO,thZ,t - Rz,tl RO,t>2 - (RO,thl,t - Rl,t1 RO,I) (Rl,tl Rz,r - Rz,thl.,t)

0 =Elmy (P, P,) = det

Com o auxilio do computador, vemos que os fatores acima possuem a forma

8

RosRoy— Ry Roy =) AX',
i=0
0

RosRi¢—RisRo; =) BiX',
i=0

6
Rl,thz,t —Rz,thl,t = ZCin-
i=0

Temos entao

0 =Elmy (B, F,)

2
- (Ro.,lez,t - Rz,rl RO,t) - (Ro,thl,t - Rl,thO.,z) (Rl,tl Rz,r - Rz,thl.,z)

) ()

= (A% — C(,Bl()) x16 + (2A7A8 —CgBg — C5Bl())X15 +...
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Fazendo as contas, obtemos
As = 4a’bk* (V =) (V) —1) (a+2bv) +a(v))?) (a+2bV +a(V')?),
A7 = —2a%k (a+2bv) —|—a(v'1)2) (a+2bv’+a(v/)2)
2ka® (V)2 (V))? + 2ka* (v')? + 2ka’(
+2ka? — 8kab(v')*V| + 8kabv' ( /
+8kabv' — 8kabv) — 8kb*V'v)
8kabv' (V)2 — 2ka*(V')? — 2ka* (v})? ,
+ | —2ka® —8kab(V' )| —2ka®(v')?(v})* | 1
+8kabv' — 8kabv| + 8kb>V'v
+a (V' —v)) (Vv — 1) (40> +1)
By = 4a*bi’ (V' =vi) (Vv =1) (a+2bv —|—a(v'1)2) (a+2bv/—|—a(v/)2) ,
a+6by —4bv1+a( N2+ a(v’l)2 ,
+a(v' )2 (V) +6bV (V])? — 4b(v’)2v
a—4bv +6bv1 +a( N2 +a(vy)?
+a(V')*(v))? 4bv v1 )? 6b(v’)2v
—a* (V)2 —a*(V))? —4a’b* —a* +a™ (V) +
—4a’by — 4a3bv’1 - a4(v’)2(v’1)2 +a*(v/ )3 —|—a4v’v’
—2a%k? (V=) | +166%V, +16a20% (V)2 (V))? — 4a*b*VV, + 16ab3 '(v))?
+16ab* (V' )2V, + 4a*b*' (v))? +4a2b2
+4a3b(v')? (v ’)3+4a3b( 3() 1
Co = 4a’bk (V' —=vi) (v =1) (a+2bv) +a(v)) ) (a+2bv' +a(v )
a+2bv —4bv1 +a(V')? +a(v))?
2 /)Zvl 4
1
)

)?

"
2|t

By = —4a*k’ (a-+2bv) +a(v'1)2) (a+2bv/+a(vl)2) (

+4a*k? (a+2bv) +a(V))?) (a+2bV +a(v)?) <

Cs = —4a’k(a+2bvi+a(V)?) (a+2bV +a(V)?) ( a2 120 ()
a—4bv —|—2bv1 +a(V 2 ,

+a(v) ()% — 4bv (V)> +2b(v)2V; )"
—a*(V')? —a*(V))? +4a*b? — a* + a™' (V) +a*(V)?V, — 8a*b?k?

—a* (V) (V)2 +a* (V)3 (V)3 +a4v'v’1 +166MV) — 12420V
—16a°b3 k> — 16a°b> K>V, 4a2b2 '(V))? —4a?b* (V)3 — 8a*b?i* (V)?
—8a*h’ k> (V))? +8a4b2k2 '(v ’1)3+8a4b2k2(v’)3v’1+32a2b4k2(v’) (V))?

—8a4b2k2( N2(WV)?+16a3B3 K2 (V)2 (V)3 + 16a>B3 K> (V) (v))?

+8a4b2k2(v’)3 (V))? = 32a2b*K>V'V, + 8a* b2 K>V,

+4a’k (a+2bv +a(v’1)2) (a+2bv’+a(v')2) (
-2 (v/ —v/l)

Como ja era esperado, verifica-se que A% —CeB1o =0. Quanto a 2A7Ag — CgBg — C5B1, coletando

em ¢, obtemos

247A3 —C¢Bo —CsByg = 64a*b’k*v'v] (V' —=vi) (Vv =1) (a+26v) + a(v'l)z) (a+2bV + a(v')z)

( 2ak(a+2bVy +a(v))?) (a+2bv +a(v)?) (t —11)
+ (V' =) (—a® +4b* +2abV + 2abV| +a*VVy) )

Como v} V[ # 0, existe intervalo aberto ndo vazio J, C J; em torno de 7 sobre o qual

Vv (V=) (Vv = 1) (a+2bv) —l—a(v'])z) (a+2bv’+a(v’)2) #0,

com excecdo do ponto ¢ = ¢1. Portanto, sobre J, devemos ter

0=2ak (a+2bv| + a(v’l)z) (a+2bV + a(v')z) (t—t)+ (V' =) (—a2 +4b% 4 2abv' + 2abv) +a*V'V,

).
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Derivando essa equacdo e utilizando que v/ = k (a +2bvV +a(v 2) obtemos

0 = 2ak(a+2bv)+a(v))?) ((20v" +2a"V") (t —11) + (a+2bV' +a(V)?))
+v' (—a2+4b2—|—2abv/+2abv/1 +a2v'v'1) (v —v ) (Zabv”—l—azv”v'l)
= dak? (b+aV) (a+2b0V +a(v)?) (a+2bV) +a(v})?) (t—11)
+k (a—|—2bv’+a(v/)2) (az(v’l)2 +a? +4b* + dabV' + dabv +2a2v/v/1)

Tomando a eliminante em ¢t — #{, obtemos que sobre J, vale
0 = 2ak (a+2bvi+a(V))?)? (a+2bV +a(v')?) (3a2(V)? +d* + 4b* + 8abv')

Mas isso implica que V' € constante sobre J; e, portanto, v/ (1;) = v{ = 0, uma contradigéo.
Isso finalmente prova que a hipétese de que ' ndo € constante leva a uma contradi¢io. Portanto,

devemos ter ' constante e o resultado segue. [

2.3.2 Norma da segunda forma constante: 4H> —2K = ¢

Nesta secao, iremos analisar a relagdo de Weingarten da norma da segunda forma constante, mais
precisamente
4H* - 2K =c.

Substituindo as férmulas das curvaturas H e K, obtemos
V! ((t+u’)2 + 1) Fu (V)2 41) =V (e +ud)
2<(t+u’)2+( )2 +1)
(4 0V 0 — ) = (021 4 )
(rup+er)
<v” <(t+u’)2 + 1) Fu (V)2 41) = (Z+u’)>2

c = 4H?> 2K =4

[NST{98]

-2

((r+uw)+ (2 +1)
-2 ((u//_|_ (u,‘l—t) V/) (V// _ (u/_|_t) v/) _%
(a0 1)).
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Essa equacdo equivale a

2
0 = <v” <(t+u’)2—|—l> +u”((v’)2+1) -/ (t—l—u'))
2
_20wq4w+gw)wu4w+gwy_%gwf+1_@q4f))
3
. <(z+u’)2+(v’)2+ 1) —c ((t+u’)2+(v’)2+ 1) .
Isso define uma familia de polindmios P, (X,Y), ¢t € J, tal que P, (u' (s),u” (s)) =0 sobre I x J.

Utilizando a técnica da eliminante, podemos obter uma equagcéo livre de u”. Coletando P; (u,u’)

em u”, obtemos

P = ?

(V)*+1)
+2 (% ((v’)Z_ <t+u’)2+1> —/ (H—u’) (V”—v’ (t—l—u’))> <(v/)z+ (t+u’)2+1>
—c <(V/)2+(t—|—u/)2+1>3+ (v/’<(t+u’)2+1> Y (H—u’))z

(

= :0 u")2 +R; (u') u" + S, (u') )

(u")2+2v’ (t+u) (H—u +v'v”)

~—

Com o auxilio do computador, coletando em 1/, obtemos

O 0 Q@ O

_ . Rt Qt RO QO
0 = Elmy (B,P) = det S: R So Ro
0 S 0 S

= (Q0S: —S0Q:)* — (RoS: — SoR:) (QoR: — RoQ;)
T/, IN2(0 N2 //.1n\2 /\2 2
C e | A0 () (0P 057 +2)  (2e - 1) ) o,
( )<+2(v’—v6) (V)2 (vp)> +2v'vh +V (vp)® + (V) 3vp — 1) ()=

Queremos mostrar que, assim como no caso linear, devemos ter u’ constante. Suponha que isso
ndo acontece. Neste caso, o polindmio obtido na equagio acima deve ser identicamente nulo em /.

Em particular, devemos ter

% —I—v0)2 (v —vo) (( ’)2+(v6)2+2)2(2c—1) | )
1

1
0 - (26_1)<+z?w )2 (205 + 20 45+ (4~

= e (fee-nee ).

Assim, se 2¢ — 1 # 0, entdo temos um polindmio nio nulo em V' e, portanto, devemos ter v cons-

tante. Voltemos a equacdo inicial com essa hipdtese para ver que isso ndo pode acontecer. Fazendo
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Vv =y, e v = 0 na equagdo inicial e coletando em 7, obtemos

0 = (W ((h)2+1)—vy(t+u))

2 ((u”+ (' +1)vo) (= (' +1)vp) _411 ((V/0)2+ - (”/“)2)2)
)+ 002+ 1) —e () + 067+ 1>3

= ——(2c—1)"+...

N | =

Como t € J € qualquer, isso € impossivel se 2¢ — 1 # 0.
Portanto, se i’ nao € constante, devemos ter2c—1 =0 < ¢ = % Fazendo essa substituicao na

equacao inicial, ela se reduz a

/

0 = P,(u,u”):(v"((t+u/)2—|—1)—|—u”((v')2—|—l)—vl(t+u'))2

20+ o)) O @) = (0 1= )
'((t—'_u/)z"f_("/)z-f—l) — (%) ((I+u/)2+(v’)2+1>3

— <v” <(t—|—u’)2 + 1) +u” ((v’)2 +1) =V (1 —|—u'))2
2 (W ()W) (= () + (0P 41) (1))

-((t+u’)2+(v’)2+1).

O Exemplo do Apéndice mostra que P (X,Y) é irredutivel, para todo z € J. Assim, se a
(u' (s),u” (s5)) ndo é constante, como estamos supondo, entdo, pelo argumento usual via

curva y(s) =
curvas algébricas, para cada r € J deve existir 4, € R tal que

P (X,Y)=XP (X,Y).
Coletando em Y, obtemos
((v’)z—H)
2—i—l)2 (( 0)? —|—1) e, portanto,
(02 +1)°
A

APy em XY, os primeiros termos obtidos sdo

Portanto, em particular devemos ter (

Coletando 0 = P, —

0 = B-AR
— (V=vp) (V4vp) (V)2 +00)° +2) ()2 =2) L

-2V (v’ —v6) (V/ +V6) ((V/)Z + (vp)? +2) X3y + ...
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Para que o coeficiente de X 3y seja identicamente nulo, devemos ter Vv = v6. Fazendo essa

substitui¢do, além de v/ = 0, e coletando em X, Y, obtemos

0=P —APy=—8X>+...

Mas isso implica t = 0 para todo ¢t € J, uma contradi¢do.

Isso mostra que devemos ter, necessariamente, u’ constante. Assim, provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.42. Uma superficie de translacdo geométrica em Nil3 do tipo grdfico de funcdo parame-
trizada por ¢ (s,t) = (s,t,u(s)+v(t)+ %) é de Weingarten com 4H* — 2K = ¢ para alguma constante
c € R se, e somente se, u(s) = uys + ug para certas constantes ugy,ujy € R e v =v(t) é solugdo da

equagao diferencial ordindria

<v” <(t+u6)2 + 1) —V/ (1 +u6))2
((e+up)®+ 012+ 1)3

Ay )V (7 — (o)) — (09241 (g +0)7)

2 ((r+)+ 02 1)’

¢ = 4H?* 2K =




CAPITULO 3

Espacos produto

Defini¢ao 3.1. Definimos o espago produto de duas variedades riemannianas (Mj,g1) e (M>,g2)

como sendo a variedade produto M| X M, munida da métrica g = g1 + g2.

Observacao 3.2. O espago tangente 7(, ;) (M x M>) pode ser identificado com T,M; & T;M,. Assim,

quando dizemos que a métrica g sobre M| x M, é dada por g| + g2, queremos dizer

8(p.q) (U,v) = g1.p (U1,v1) + 82,4 (u2,v2)
sendou =uy+ur,v=vy+vy € T(p,q) (M1 X Mz), com uy,vy € Tle €uy,vy € Tqu.

Proposicao 3.3. A conexdo de Levi-Civita V do espaco produto M| X M, é dada por
1 2
VyY = VXl Y| + VX2Y2

sendo X,Y € x (M) X My) campos de vetores e X;,Y; as componentes de X e Y em x(M;) e V a

conexdo de Levi-Civita de M;.

. 1 2
Demonstragdo. Bastamostrar que VxY := Vy Y] + Vy, Y, define uma conexdo simétrica e compativel

com a métrica g = g1 + g». Por unicidade da conexdo de Levi-Civita, isso implica V = V.

Primeiro, mostramos que se X € x (M) eY € x (M>), entdo [X,Y] =0.
1 2 2 i
Seja {81,...,8n,81,...,8m} uma base coordenada sobre M, com d; € TM; e escreva X =

2
Y, Xi0di, Y = ZT:I Y;d ;. Note que X; sdo fungdes que ndo dependem das varidveis de M, e, analo-

gamente, Y; ndo dependem das varidveis de M;. Usando as propriedades de colchetes, temos

Xxiéi,iyjsj] :Zi [Xé,,ya} iZ ( 5,+Yj |:Xi$i,3j:|)
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1 2
Como Y; ndo depende das varidveis de M, temos 9; (YJ-) = 0. Analogamente, temos d; (X;) = 0.
2 1
Por fim, {8 j,9i| =0 por se tratar de campos coordenados. Isso mostra que [X,Y] = 0.
Segue dai que, se X =X +Xo, Y =Y+ Y, € x (M) = x (M) ® x (M), entdo

5 5 1 2 1 2 1 1 2 2
VxY —VyX =Vx Y1 +Vx, 1, —Vx Y1 =V, Yo =Vx V1 = Vx Y1 + V, 1, - Vx, 1,

= [X1, 1]+ [Xo, Vo] = [X1, 1] + [X1, Vo] + [X2, V1] + [X2, 12
— X, +Y1,% 4 2] = [X,Y].
Considere ainda Z = Z; +Z; € x (M;) @ x (M>). Observe entdo que
Z(g(X,Y)) =Z (g1 (X1,11) + 82 (X2, 12))
=Z1(g1(X1,11) + &2 (X2, 12)) + 22 (81 (X1, 11) + 82 (X2, 12))
=Z1 (1 (X1,1)) + 22 (82 (X2, 2))

pois g1 (X1,Y1) ndo depende das varidveis de M, e vice-versa. Usando entdo a compatibilidade de

cada métrica g;, obtemos

1 1 2 2
Z(g(X,Y))=2gi (V21X17Y1> +&1 (Xl,VzlYl) +&2 (VZZXLYZ) +&2 (Xz,szYz)
1 2 1 2
=g (Vlel,Yl) +&2 (szXz,Yz) +&1 (XhVZIYl) +g2 (Xz,szYz)
1 2 1 2 . B
=g (Vlel +V22X2,Y) +g (X>V21Y1 +VZQY2> =g(VzX,Y)+g(X,VzY).

Portanto, V é compativel com g. [

Proposicao 3.4. Suponha que My e M, sejam variedades completas e considere (py,p2) € M =
M XM, evi+vy € Ty My ®T,,M,. Se y;: R =M, i =1,2 sdo as geodésicas satisfazendo ¥; (0) = p;
e 7 (0) = v;, entdo y: R —M definida por y(t) = (11 (t),% (1)) é a geodésica em M satisfazendo
7(0) = (p1,p2) e ¥ (0) = vi +va.

Demonstragdo. Naturalmente, temos ¥(0) = (p1, p2) € ¥ (0) = v; +v,. Basta entdo usar a proposi¢ao

anterior para verificar que

1 2
V)/)/:V)/I_Hé (]/1—{—'}/2) :Vﬁ’}/l —I—V%}ézo.

Portanto, ¥ é geodésica. [

3.1 Superficies regradas em S* x R

Consideremos o espaco produto S? x R, em que S? é a esfera unitdria com a métrica induzida
de R3. Na secdio anterior mostramos que as geodésicas de S?> x R podem ser descritas a partir das

geodésicas de S? e R. Facamos uma breve discussio a respeito dessas geodésicas.
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Sendo S? uma subvariedade com métrica induzida do ambiente R>, sua conexio de Levi-Civita
¢ dada simplesmente pela componente tangente a S* da conexdo de Levi-Civita de R3. Com isso,
podemos verificar que a geodésica em S? partindo de p € S* com vetor tangente unitério v € T,,S2 é

dada por
y(t) = (cost) p+ (sent)v.

De fato, observe que, no caso da esfera, o plano tangente T,,S2 ¢ dado pelo complemento ortogonal
de p em R>. Assim, v € TPS2 se, e somente se, (p,v) = 0. Segue dessa ortogonalidade e do fato de p
€ v serem unitarios que ]}/\2 = cos?r+sen’t = 1. Isso mostra que 7: R — S? estd bem definida.
Temos Y = (—sent) p+ (cost) v. Portanto, y satisfaz as condigdes iniciais y(0) = pe ¥ (0) = v.
Por fim, y satisfaz a definicao de geodésica, Vyf)/ = 0. De fato,

VY = (1) = ((=cost) p+(=sent)v)" = (=p)" =0,

pois o plano tangente T;,S2 ¢ dado pelo complemento ortogonal de ¥ e, portanto, a componente tan-
gente de —7y no ponto Y € nula. Isso mostra que y é geodésica.
Se quisermos olhar para o caso em que v # 0 ndo € necessariamente unitdrio, basta tomar a

reparametrizacdo dada por
y(t) = (cost [v]) p+ (sent |v|) ﬁ

Por fim, temos ainda o caso em que a geodésica € trivial, i.e. v = 0. Neste caso, ¥ € constante dada
por y(t) = p.

Quanto as geodésicas de R, é facil verificar que a geodésica partindo de » € R com vetor tangente
u € T,R ~ R é dada simplesmente por A (t) = r+tu.

Com isso, podemos descrever as geodésicas em S? x R. Considere P = (p,r) €S> xReV =
(v,u) € Tjp (SZ xR) = T,S* ® T,R unitdrio. Note que isso significa que (p,v) = 0 em R? e que
|v|2 +u? = 1. Se v # 0, entdo a geodésica Yev iR — S? x R partindo de P com vetor V é dada por

Yev (1) = ((cost [v]) p+ (sent|v|) ﬁ,r%—tu) ) (3.1)

Se v =0, entdo temos simplesmente Ypy (t) = (p,ut +r).

Podemos distinguir trés tipos de geodésicas em S? x R.
Definicdo 3.5. Dizemos que uma geodésica 7: R — S? xR é
(i) vertical, se ¥ (0) € T\ R;
(ii) horizontal, se ¥ (0) € Ty(o)Sz;

(iii) obliqua, se nao for vertical nem horizontal.
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Observacio 3.6. Observe que a defini¢io acima se aplica, de fato, ao trago de y: R — S? x R, i.e. a
defini¢cdo ndo depende do ponto inicial y(0). Para ver isto, basta olhar para a expressdo de ¥ em ,
observando que a mudanga de ponto inicial sobre o trago da geodésica corresponde a uma translacao
do pardmetro 7 por uma constante e que se ¥ (0) satisfaz uma das condigoes (i), (ii) e (iii), entdo ' (r)

satisfaz a mesma condicao para todo t € R.

Olhemos agora para as superficies regradas em S? x R. Pela Definicdo [1.10, uma superficie

regrada em S x R é uma aplicacio ¢ : I x R — S? x R da forma

¢ (S7t> = eXpP(s) (tV (S)) ’

sendoP:1 —S*xRacurvabaseeV:1 =T (Sz X R) um campo de vetores unitarios ao longo de
P, chamado de curva direcional.

Iremos permitir que ¢ possua algumas singularidades, desde que respeitada a seguinte

Condigao de tolerdncia. Se ¢ nao é imersdo, entdo existe & : I — R continua e 7 > 0 tais
que, se {¢s, ¢} € linearmente dependente sobre (sg,7y) € I x R, entdo 19 = h(so) + kT,
para algum k € Z.

Sendo essa condicao invariante por difeomorfismos do dominio / x R, sabemos ainda que po-
demos supor que a curva base € ortogonal a curva direcional, i.e. P e V satisfazem a condi¢do de
ortogonalidade

(P,V)=0.
Naturalmente, os trés tipos de geodésicas definidos acima nos leva a distingdo de trés tipos parti-

culares de superficies regradas.
Definicao 3.7. Dizemos que uma superficie regrada em S? x R é do tipo

(i) vertical, se esta contida numa superficie regrada que pode ser descrita por uma parametriza¢ao

em que todas as geodésicas sdo verticais;

(ii) horizontal, se ndo € vertical e estd contida numa superficie regrada que pode ser descrita por

uma parametrizacdo em que todas as geodésicas sdao horizontais;

(iii) obliqua, se nao é vertical nem horizontal e estd contida numa superficie regrada que pode ser

descrita por uma parametriza¢ao em que todas as geodésicas sdo obliquas.

3.1.1 Verticais

Comegamos nosso estudo com o caso mais simples das superficies regradas verticais. Neste caso,
a curva direcional tem a forma V (s) = (0,u(s)). Como estamos supondo V ser unitario, podemos
supor sem perda de generalidade que u(s) = 1. Assim, podemos supor que nossa superficie estd

parametrizada por ¢ (s,1) = expp(y) (tV (5)) = (p(s) .7 (s) +1).
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Observando que P’ = (p',r') e V = (0,1) € Tp(S? x R), a condigio de ortogonalidade nos diz que
0= (P',V) =7/, ie. podemos supor r constante. A menos de uma reparametriza¢do em f, podemos
supor entio que a superficie é dada por ¢ (s,¢) = (p(s),t), para alguma curva p : I — S%. Os vetores

tangentes sao dados por
;= (p',0) e ¢, =(0,1).
Note entdo que se p’ (s9) = 0 para algum sq € I, entdo ¢ deixa de ser imersdo ao longo de toda a
geodésica ¢ (sg,7), excedendo nossa condigdo de tolerancia. Portanto, é necessario que p seja regular.
Com isso, podemos supor ainda que p estd parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, i.e.

|p’| = 1. Isso nos permite definir um campo normal unitario ao longo de ¢, dado por

N = (pxp',O).

Note que o campo estd bem definido, pois (p x p’, p) = 0 nos diz que p x p’ € T,S?.

Olhemos agora para as derivadas covariantes de ¢, comegando por V4 ¢ = ((p” )T ,0). Pri-
meiro observe que (p’,p’) = 1 implica que (p”,p’) =0 e (p’,p) = 0 implica que (p”,p) = —1.
Observando que {p, p’, p x p'} forma uma base ortonormal de R, essas observacdes nos dizem que
P’ =—p+(p".pxp')(pxp). Portanto, a componente tangente de p” em p é dada por (p”)" =

(p",pxp') (pxp).
Quanto as outras derivadas covariantes, usando a decomposi¢do da conexao de Levi-Civita para o

1 2
espago produto, temos V, ¢s = (Vop',V10) = (0,0) e V4, ¢ = 0 (diregdo das geodésicas). Em suma,
Vo0 = ((p".pxp") (pxp),0),
V¢t¢5 = V¢t¢l = (an)
Com isso, obtemos os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais
E:<¢S7¢S>:17 F:<¢S7¢I>ZO7 G:<¢lu¢l>:17
e= (Vo0 N)=(p".pxp'), f=(Vg0,N)=0, g=(V4¢,N)=0.
Segue dai que as curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

gy LeGHgE—2fF _ (", pxp)

2 EG-F? 2 ’
_ee—f
EG—F? '

Com isso, provamos que

Proposicio 3.8. Toda superficie regrada vertical em S* x R é de Weingarten com K = 0. Toda tal
superficie pode ser parametrizada na forma ¢ (s,t) = (p(s),t) com p(s) € S? satisfazendo |p'| = 1.
Sob essa parametrizacdo, sua curvatura média é dada por

(p",pxp')

H=——7—.
2
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3.1.2 Horizontais

Consideramos agora o caso das superficies regradas horizontais. Este € o caso em que a curva
direcional tem a forma V (s) = (v(s),0), com v € T,,S? unitdrio, i.e. com (p,v) =0e (v,v) =1 na

métrica de R3. A aplicacdo ¢ serd dada por

¢ (s,¢) = ((cost) p(s)+ (sent)v(s),r(s)).

Neste caso, a condi¢@o de ortogonalidade (P',V) = 0 se traduz como ((p’,r'), (v,0)) = (p,v) =0.
Dessa condigdo e do fato de que (p,v) = 0, derivando essa condi¢do vem também que (p,v') = 0.
Por simplicidade, denotemos k = cost e 0 = sent. Os vetores tangentes a superficie sdo dados

por
Os = (Kp/+6v',r/) , & =(—0op+Kv0).

Como p e v sdo ortogonais, temos em particular que ¢, # 0, para todo (s,7) € I x R. Temos
ainda (@, ¢;) = 0. Portanto, sabemos que ¢ é imersdo precisamente sobre os pontos satisfazendo
2 2
6517 = [kp/ + 0V + ()" > 0.

Podemos considerar o referencial ortonormal {E}, E>, E3} ao longo de ¢ dado por
Elz(—Gp+Kv,0), E2=(p><v,0), E3=(0,1).

Observe que esse referencial estd bem definido, i.e. todos os vetores da componente T'S? sdo
ortogonais, segundo a métrica de R?, ao vetor posicio kp + ov, correspondente & componente de S?
do ponto ¢ = (kp+ oV, r) no espago produto S? x R.

Do fato de p ser unitério, temos (p’, p) = 0. Da condicdo de ortogonalidade, vem que (p’,v) =
0. Como {p,v,p xv} é uma base ortonormal de R3, isso implica que p’ = o (p x v), com o :=
(p',p xv)=det(p', p,v). De forma similar, temos v' = f§ (p x v), com f := (V/, p x v) =det (V/, p,v).
Assim, escrevendo ¢ na base E; com, digamos, ¢; = aE| + bE, + cE3, os coeficientes a,b,c devem

satisfazer

(ka+0B)(pxv),r)=(kp'+0V,r)=¢;=a(—op+kv,0)+b(pxv,0)+c(0,1)
= (—aop+akv+b(pxv),c).
Isso implicaa =0, b = ka + o8 e c = r'. Observe que ¢, = Ej. Assim, temos
¢y = (koo +0B)Er +r'E3, ¢ =E.

Essa escrita € util para definir um campo normal ao longo da superficie. Basta tomar por exemplo

0 xka+of 7
vi=det| 1 0 0| =rEy—(kao+0B)Es= ("' (pxv),—(ka+ap)).
E; E, E5
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Isso nos permite considerar o campo normal unitdrio N = ﬁ sobre os pontos em que @ € imersao.

Olhemos agora para as derivadas covariantes. Teremos

Vo, 05 = ((Kp'—f— Gv')f,r") .

Precisamos encontrar a componente tangente a S? de (kp’ + 0V'), sobre o ponto kp + ov. Pri-

meiramente, observe que

(ka+0pB)(pxv)),
ko' +aB') (pxv)
)
)

(kp'+0v') = (
=
= (xa’'+oB’) (pxv
= (

+(ka+0B) (p' xv+pxV)
+ (ke +0p) (o (pxv)) xv+px(B(pxv)))
+

xa'+oB’) (pxv)+ (ka+cB)(—ap—Pv).

Temos entao

((xkp'+0V) ,kp+ov)=((koa+cB)(—ap—Pv),kp+ov)
— (ko +6B) (—ap—PBv,kp+ov) = — (ka+6B)>.

Segue dai que

—ap—pv) — (~(ka+0pB)*) (kp+ov)

koe+0op)(
(—a+ax*+kop)p

(Kp/-l—Gv/)sT:(K'OC/-I—O'ﬁ/) (pxv)+(

= (ko' +0B") (pxv)+(
+(-B+0*B+axo) (ak+op

(

= (ko' +oB) (pxv)—

)
ok +of)
)
ok+of)(axoc—xPB)(op—xv)

Portanto, obtemos

(ko +oB’) (pxv)— (oucq/tl ofB)(aoc—kpB)(op—kv)

Vo, 05 =

Temos também
V¢;¢S = ((Kp/ + GV/)[T ,0) .
Procedendo como anteriormente, teremos
(xp'+0V), = ((ka+0B)(pxv)), = (—ca+KkB)(pxv).
Portanto,
((xkp'+0V), , xkp+0v)={((—oca+xB)(pxv),kp+cv)=0.

Assim, a componente tangente é dada por

(kp'+ le)tT =(—oca+«kB)(pxv).
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Concluimos dai que

Vb= [ (COXTEB oY)

Por fim, sabemos que V4, ¢, = (0,0) pois essa é a direcdo das geodésicas. Com isso, obtemos a

primeira e segunda formas fundamentais:

E = (95,0,) = (ko +6B)* + (')’
F={(¢s5,¢:)=0
G= (¢, ) =1

W= (EG-F*)=E

&= (Vy05,v)=r (ko' + ') —r" (ko + cB)

f=(V49s,v) =1 (—ca+xP)

g= <V¢t¢tvv> =0
As curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

H= %WB’ (6G+gE —2fF) = (ko' +op') _rﬂ(mﬂfﬁ),
2 ((ka+0B)* +(r))

— (")’ (—oa+xkp)’
((K(X+Gﬁ)2+(r’)2>2

K=w*(eg—f*) =

Analisemos o caso K = 0, equivalente a equagdo r’' (—oca + k) =0.

Suponha que ' # 0 sobre um certo intervalo maximal I; C 1. Sobre I} X R, a equagdo se reduz
a —oa+ kB = 0. Isso implica &« = § = 0 sobre I;. Mas entdo lembrando que p’ = o (p xv) e
v = B (p xv), isso implica que p’ =V =0 sobre I;. Notando que v = (¥ (p xv),— (ka+cf)) =
(' (p xv),0) sobre I;, a maximalidade de I; implica que I; = I. Do contrério, por continuidade
haveria um ponto interior de / (extremo de /1) sobre o qual v = 0 e ¢ deixaria de ser imersao sobre
toda uma geodésica, excendo nossa condi¢do de tolerancia.

Conclusdo: se ' # 0 sobre algum ponto, entdo r’ # 0 sobre todo I € p = pg € v = v sdo constantes.

A superficie € dada por
¢ (s,1) = ((cost) po + (sent) vo,r(s)) -

Naturalmente, como r # 0, podemos reparametrizd-la de modo a assumir a forma ¢ (s,7) =
((cost) po+ (sent)vg,s). Mas isso nos mostra que a superficie é do tipo vertical, contradizendo a
hipdtese de ser horizontal.

Portanto, se K = 0, devemos ter ¥ = 0. Isso nos diz que r = ry é constante e ¢ tem a forma
O (s,¢) = ((cost)p(s)+ (sent)v(s),rp), i.e. a imagem de ¢ descreve um subconjunto da esfera
horizontal de altura r = rg no produto S> x R. Podemos obter a esfera completa tomando por

exemplo p(s) = (coss,sens,0) e v(s) = (0,0,1). Essa escolha fornece a parametrizacdo dada por
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¢ (s,1) = ((costcoss,costsens,sent),rg) e podemos verificar que ¢ deixa de ser imersdo precisa-
mente sobre pontos da forma ¢ = k%, com k € Z. Este fato faz com que ¢, além de estar de acordo,
justifique a escolha da condicao de tolerancia. Observe da formula acima que tais esferas horizontais
também satisfazem H = 0, i.e. sdo superficies minimas em S? x R. Sabemos também que tais esferas
sdo totalmente geodésicas (fato geral em espagos produto).

Suponha agora que exista algum ponto com K # 0. Sejam R, 0 : [ — R tais que (a,f) =

R (cos 0,sen 0). Fazendo as contas, é possivel verificar que

E=R*cos>(0—1)+ (F)°,
&= (rR'—Rr")cos (6 —1) —Rr'8'sen(6 —1),
f=Rr'sen(6—1t).

Note que existéncia de pontos com K # 0 implica em particular na existéncia de um intervalo
aberto maximal I; C I sobre o qual ¥R # 0.
Suponha ainda que a superficie é de classe €. Podemos considerar entio a condi¢io de Kiihnel,

dada neste caso por

2(EG — F?) (EG—F?); (EG—F?),
0=det |3(6G+gE —2fF) (éG+gE —2fF); (éG+gE —2fF),
4(eg— 7% (28— 1%)s (€8 — 1)
2E E; E, 2E E; E
=det| 3¢ &y é | =—-2fdet|3¢ &5 ¢
4(=F7) (=) (=) 2f 5 f

Fixe so € I1. Note entdo que deve existir um intervalo aberto Jg, C R tal que o fator f =Rr'sen(6 —1)
nédo se anula sobre {so } X Jy,. Assim, fixando s = 59, temos que podemos eliminar o fator f daequagio
para todo r € Jy,. Por simplicidade, denote C = cos (6 —¢), S = sen (6 —t). Coletando a equagdo em

S, fazendo S? = 1 — C? e em seguida coletando em C, S obtemos

2E E, E
O=det|3¢ & &
2f fs fi

— (4R4(r//)2_2r///R4r_/+2R//R3(r/)2_2R3r/r//R/_2R2(r/>2(R/)2) C4
4+ (2R4I’/}’” —2R3(F/)2R/ _ 2R4(r/)29”—|—2R3(r/)29’R/) c3s
4r’”R4r/—4R4(r”)2—4R"R3(r/)2 4R3 //R/—l—2r/”R2( \3
+( —4R2(r’)2(r”)2—|—8R2( /)Z(R/)Z_ZR//R( ) —|—2R( )3 //R/+2(r/)4 ) )
N 2R2( /)49// 2R2( )3 //—|—4R4( ) 9”—|—4R3 2R/
—4R*' ¥ 4+ 2R(F)* R — 2R(r')*0'R' — 6R*(r )29’R’+2R4 e’
—2(r)? (Rr"—r'R/) .

CcS

Argumentamos que os coeficientes em C,S dessa expressdo sdo identicamente nulos sobre ;.

De fato, basta observar que a equagdo nos diz que a curva ndo constante y: Jy, — R? definida por
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Y(t) = (C(s0,t),S(s0,7)) estd contida numa curva algébrica dada por P(X,Y) =0, em que P é o
polindmio obtido da equagdo ao se substituir C,S por X,Y. Por outro lado, y também estd contida
na curva algébrica de equacio X? +Y2 —1 = 0. Isso significa que elas possuem infinitos pontos em
sua interse¢io. Segue do teorema de Bézout para curvas algébricas no plano R? que esses polindmios
devem possuir um fator comum ndo constante. Mas como X 2+ Y21 éirredutivel, ele deve ser esse
fator. Contudo, o grauem Y de P € no maximo 1. Isso implica que P é o polindmio identicamente nulo.
Como sg € 11 € qualquer, isso implica que as funcdes definidas por cada coeficiente sdo identicamente
nulas sobre /1. Em particular, como 'R # 0 sobre I}, o termo independente nos diz que R — 'R’ =0
ou ainda

/! /
7

— = — sobre ;.
r R
Note que essa equacdo admite existéncia e unicidade de solu¢do para R, dadas r e condi¢do inicial

R (s0) = Ro. Essa solugdo deve ser dada por

sendo r(, := 1’ (so). Essa equagdo também traz a implicacdo importante de que /; = I. De fato, da
maximalidade de I; com respeito a condi¢do Rr’ # 0, se I} C I fosse préprio em I, haveria um ponto
interior de I e extremo de I; sobre o qual R = 0. Mas fazendo o limite via pontos do interior de I
(no qual agora conhecemos a rela¢do entre R e r’), por continuidade teriamos R = ' = 0 sobre este
ponto. Mas, se olharmos para a condicdo de imersao neste caso, veremos que isso faria com que @
deixasse de ser imersdo sobre toda uma geodésica, excedendo a condicdo de tolerancia. Segue dai
que 1 =1.

Denotando a = % e fazendo R = ar/, podemos verificar que a equagio advinda do coeficiente de

0
C* é satisfeita. Fazendo isso para o coeficiente de C>S, obtemos a equacio

0= _2a4(r/)5 (rlell_rllel).

Como ar’ # 0 sobre 1, isso equivale a ' 8” — "6’ = 0. Essa equagdo admite existéncia e unicidade

de solugdes para 6 dadas condi¢oes 0 (sg) = 6y e 6’ (so) = 6). Em termos de r, a solugdo é dada por

0(s) = 9—6 (r(s)—ro) + 6o.

/
o

E possivel verificar entdo que as equacdes dos demais coeficientes também sdo satisfeitas.
! !

0 6 , .
Em suma, denotando b = ro ec=0)— ror—f’, concluimos que p,v: I — S? devem satisfazer
0

e
0
/

P =a(pxv)=arcos(br+c)(pxv),
vV =B (pxv)=ar'sen(br+c)(pxv).

Mostremos que, quaisquer que sejam as condicodes iniciais sobre sg € I e funcdo r : I — R com

¥ # 0 dadas, o problema admite uma tnica solugdo maximal para p e v. Basta observar que o
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sistema de equacdes pode ser visto como uma equacdo diferencial de primeira ordem em R®, mais
precisamente dada por (p,v)’ = (a(p xv),B (p x v)). Portanto, dadas o, : I — R de classe 7 e
condi¢des iniciais pg, Vo sobre so € I, vemos que a solugdo existe e € unica. Observe que, para que

essa solugdo seja admissivel no nosso contexto, nossas condi¢des iniciais devem satisfazer

(Posvo) =0 e (po,po) = (vo,vo) = 1.

e a solucdo (p,v) deve satisfazer essas mesmas condigdes, além da condi¢do de ortogonalidade

(p',v) = 0. Precisamos garantir ainda que a solugdo esteja definida sobre todo o intervalo /.

Primeiramente, se (p,v) € solugdo do problema, temos
(p,v) = (P',v) +(p,V) = a(pxvv)+B(p,pxv)=0.

Isso garante que (p,v) é constante. Como (pg,vo) = 0, a solugdo automaticamente satisfaz (p,v) =

0. Essa € a condi¢@o necessdria para que tenhamos a interpretacdo v € TpSz. Temos ainda

(p,p) =2(p',p) =2a(p xv,p) =0,
(vv) =2/ vy =2B (pxv,v) =0.

Portanto, (p,p) e (v,v) sdo constantes. Segue da escolha das condi¢des iniciais satisfazendo
{(po,po) = (vo,vo) = 1 que (p,p) = (v,v) = 1. Isso nos diz que a solu¢do bem define uma curva
p 1 — S? e um campo de vetores unitérios v : I — R> ao longo de p com v € TpS2. Temos ainda
(p',v) = ot{p x v,v) =0 e portanto p satisfaz automaticamente a condi¢do de ortogonalidade. Se
I = (0w_,wy) é o intervalo maximo de defini¢do da solugdo (p,v), sabemos que (s, p(s),v(s)) deve
tender ao bordo de I x RS, quando s — @w.. Acontece que (p,v) € S?* x S? é limitada. Portanto,

devemos ter [ = 1.

Portanto, com isso mostramos que a superficie fica unicamente determinada dadas funcdo r: [ —
R com 1’ # 0 e condigdes iniciais 0 (so) = 6y, 6'(so) = 6} € R(s0) = Ro.

Olhemos agora para as curvaturas de uma tal superficie. Temos R = ar/, 8’ = br’ para certas

constantes a # 0,b € R. Substituindo nas expressoes de E, &, f, obtemos

E =R*cos? (0 —1)+ (l’/)z = (d”/)zcosz(e_t>+ (r,)z
= ()* (1 +a® (1 —sen® (8 —1))),

&= (R —Rr'")cos(6 —1) —Rr'6'sen(6 —1)
= —ab(r')*sen (6 —1),

f:a(r')zsen(e—t).
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Segue dai que

o 2 - (—ab(r’)3sen(9—t))2 B (absen(e—f))z
TIB T e (6-n)) 40+ (1-sen?(8-1)7
4<(") (1+a*(1—sen*(6 tm)
2
. _» ) B (a(r’)zsen(e—f>> _ —(asen(@—t))Z

2 2 2"
(P ara(—sen2 (0 -1))) (1 (I=sen?(6-1))
Assim, se denotarmos Z = sen® (6 —t), podemos escrever

0=P(K,Z2) =K (1+d*(1-2)) +d°Z,
0=Q(H,Z) = 4H>(1+a>(1-2))’ — (ab)* Z.

Usando a técnica da eliminante (ver. Apéndice|[A.2)), obtemos que

0=Y(H,K) = Elmz (P,Q)
= a? (@ +1)? (16 (a® + 1) H* + 40’ HK + b*K°)

Isso prova que a superficie é de Weingarten, em particular, do tipo polinomial. Se b = 0, entdo ela

€ uma superficie minima.

Acabamos de provar o seguinte resultado.

Proposicio 3.9. Uma superficie regrada de classe € do tipo horizontal em S* x R é de Weingarten

se, e somente se,
(i) estd contida numa esfera horizontal S? x {ro} e satisfaz H =K = 0; ou

(ii) possui a forma @ (s,t) = ((cost) p(s) + (sent)v(s),r(s)), para alguma fungdo r : I — R satis-
fazendo v’ # 0 e p,v: 1 — S? sdo solucdes de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias

da forma

p' =ar' cos(br+c)(pxv),

VvV =ar'sen(br+c)(p xv),

para certas constantes a,b,c € R, com a # 0 e condi¢cées iniciais p(so) = po e v(so) = vo
satisfazendo (po,vo) =0 e |po| = |vo| = 1. A superficie é de Weingarten com respeito a relagdo

polinomial

¥ (H,K)=16(a*+1)H* +4b*H*K + b*K.
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3.1.3 Obliquas e caso geral

Olhemos agora para as superficies regradas do tipo obliquo. Essas possuem a forma

¢ (s,1) = ((COSHV(S)!)I?(S)+(Sent|V(S)I) o)

comu(s)v(s) #0,sendo P(s) = (p(s),r(s)) €S* x Racurvacentral e V (s) = (v(s),u(s)) € T,S*@
TR a curva direcional unitdria. Além disso, podemos supor que P e V satisfazem a condicao de
ortogonalidade (P',V) = 0.

Considere entdo a reparametrizacao da superficie dada por

,tu(s)+r(s)>,

b (s,0) =9 <S,|—‘1}|t> - ((cost)p(s)-l—(sent) &&,t"v‘g' -|—r(s)) .

Tomando V := (ﬁ, ﬁ), isso nos mostra que podemos supor, sem perda de generalidade mas
abrindo mio da condicio de que V é unitdrio, que v € R3 é unitério (i.e. v € S?) e u # 0. Note que a
condigdo de ortogonalidade é mantida: (P, V) = |71| (P V)=0.

Sob estas hipéteses, ¢ assume a forma ¢ = (kp + ov,tu+r) sendo, como antes, K = cost, G =

sent. Observando que P’ = (p',r') e V = (v,u). Assim, a condi¢@o de ortogonalidade € expressa por
0= (p/,v)+ur.
Os vetores tangentes sao dados por

o5 = (Kp’—}—ov',tu’—}—r')
¢ = (—op+Kv,u)

Como no caso anterior, podemos considerar o referencial ortonormal ao longo da superficie,
E1:<—Gp—|-K'V,0), EZZ(pXV,O), E3:(O,l>.

Usando que {p,v, p x v} é base ortonormal de R?, da condiciio de ortogonalidade e do fato de que

p € S? vem que

P = p)p+ P viv+{p pxv)(pxv)

= —ur'v+a(pxv),

onde estamos denotando, como no caso anterior, & := (p’, p X v).
De (p,v) = 0 e da condigéo de ortogonalidade, vem também que (p,v') = ur’. Usando o mesmo

argumento anterior, segue que

v = urp+B(pxv),
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sendo B := (V/, p x v). Segue dai que

¢y = (ur' (op—Kkv) + (kot+0B) (pxv),tu +71')
= —ur'E; + (ko +6B) Ey + (tu'—l—r') E5,
¢t = (—Gp—|— KV,M) = E| +uEs.

Assim, podemos definir um campo normal ao longo da superficie fazendo

—ur' ko+of t+r
v=det| 1 0 u
E; Es E3

=u(ko+0B)Ei+ (r (u2+ 1) +tu') Ey — (kot+ 6 B) E3

Note que os pontos de imersao sdo aqueles em que ( ! ( 24 1) —|—tu’)2 + (ka+ GB)2 > 0. Com

iss0, definimos um campo normal unitdrio sobre os pontos de imersdo da superficie, fazendo N = \V\

Calculamos agora as derivadas covariantes de ¢. Temos

Voo = ((w (0p—x0) + (xa+ 0B) (pxv) (1l +7),).
Denotando w = ur’ (6p — kv) + (ka+ 6 ) (p X v) e derivando em s, obtemos

wy=u'r' (cp—Kkv)+ur” (cp—Kv) +ur' (op’ — ') + (xa'+ 6 B’) (p xv)
+ (kot+0B) (p' xv) + (ka+cB) (pxV)
=t (6p—Kv) +ur" (6p—Kkv)+ur (o (—ur'v+a(pxv)) — K (u'p+B(pxv)))
+ (k' +0B") (pxv)+(ko+ ) (
+(ka+0B) (px (ur'p+B(pxv)))
(o

=u'r (op—xv)+u’” (op—xv)+ur

(—ur'v+a(pxv)) xv)

( ur'v+a p><v) (ur'p—l—B(va)))
+ (k' +0B') (pxv) + (ka+oB) (—ap) + (ka+oB) (—Bv)

= (FMou—xu*(r')? +u'or —a(ax+0B)) p+ (—ou?(r')* —"ku—u'xr' — B (ax+0B))v

)
(=
+ (ko' + 0B’ +ur' (0 —kB)) (p x v)

Segue que

(ws, kp+0v) =k (r'ou— ku? (X +u'or —a(ax+ apB))
+o(—ou(r)? —r"ku—u'xr' — B (ax+op))
= —u*(")? (K® +0%) — (ax+oB)>
= —i*(r')? — (ax+0B)’



3.1. Superficies regradas em S* x R 135

Portanto, a componente de w; tangente a S*> em kp + ov é dada por

wl =wy— (wy, kp+0v) (kp + ov) = wy + (> (F)? + (ak + o)) (kp+ ov)

= (rou-— ku?(r')? +u'or — o (ok+ aB))p+ (—Guz(r')2

—r"ku—u'kr' — B (ak+o0p))v
+ (ko + 0B +ur' (ac —xPB)) (p xv) + (W) + (ax +0B)*) (kp+ov)
= (K(Oﬂc—l— o) —a(ak+ Gﬁ)—l—a(ur”—l—r’u'))p
+ (o (ax+0B)> B (ak+0B) — i (u' +7'u) ) v+ (xo + 0B’ +ur’ (a6 — KkB)) (px v)
=—(ur"+7r'v — (ax+0oB)(ac—kPB)) (—op+kv)+ (ko' + B’ +ur' (ac —kB)) (pxv).
Portanto,

Voo = (whtd"++") = — (w”" + 7' — (ax+oB) (o — kB)) E
+ (k' + 0B’ +ur' (0o —kB)) Er+ (1u” +r") Es.
Quanto a Vg, ¢, temos w; = ur’ (kp+ov) + (—oca+xB)(p xv), donde (w;,kp+ov) =ur' e

wl =w; — (wy,kp+0v) (kp+0ov) = (—oa+kB) (pxv).

Segue que
V(P;‘PS = (WtT,I/t/) = (—G(X+ Kﬁ)E2+u’E3.

Por fim, sabemos que V4, ¢; = 0 por se tratar das dire¢des das geodésicas.
Introduza as fungdes R,0 : I — R tais que (@,) = R(cos8,sen6) e denote C = cos (6 —1t),
S =sen (6 —r). Note que
ok + o = R(cosBcost +senBsent) = RC,
06 — K3 = R(cosOsent —sen 6 cost) = —RS,

ko' + o’ = (ax+0B)s = (RC); = R'C—RO'S.
Segue que

¢y = —ur'E; +RCEy + (1u' +1') E3, ¢ = E| +uE3,
v =uRCE; + (¥ (u” + 1) +tu') E, — RCE3,
Vo 05 = — (ur” +r' —|—R2CS) E\+ (RC— (0" +ur')RS)Ey + (1u" + ") Es,
V4, ¢s = RSE; +u'E3, V4,¢, =0.
Temos entdo a primeira e segunda formas fundamentais
E=u*(r)+ (r'—l—tu/)z +C?R?, F=uwlt, G=u’+1,
W2 =EG—F2= ((l+1) 7 +1/) + R (i +1) C?
e=W( (/' (u*+1)+tu) (CR —RS(6' +ur')) —CR(r" +tu") — CRu (CSR* + ur’ + 1) ),
f=W (RS (¥ (w+1)+1)—CR), g=0.
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Comecemos estudando o caso (o, ) = (0,0) (ou equivalentemente R = 0) sobre /. Essa condi¢do

implica p’ = —ur've v = ur'p. Segue dai que
(pxv) =p xv+pxV =—u'(vxv)+ur(pxp)=0.

Portanto, p X v é constante. Isso sugere que p e v estdo contidos num circulo maximo de S?. E
isso que verificamos a seguir. Seja sg € I e denote p(so) = po, v(so) = vo. Defina 1 : I — R por
n(s) = — [; u(x)r'(x) dx. Afirmamos que

p=(cosn)po+ (senn)vy, v=(—senn)po+ (cosn)vo.

De fato, o sistema satisfeito por p e v pode ser visto como uma equacgdo diferencial ordindria
em R®, dada por (p,v)’ = (—ur'v,ur’p) e admite existéncia e unicidade de solugdes. Portanto, basta

verificar que p e v acima definidas satisfazem as condi¢des iniciais, além de satisfazer as equacoes

p'=n'((—senn)po+ (cosn)vy) = —ur'v,
VvV =n'((—cosn)po+ (—senn)vy) = ur'p.

Observe entdo que

o =(kp+ov,itu+r)

((cost)((cosm)po+ (senm)vo) + (sent)((—senn)po+ (cosn)vy),tu+r)
((cos(n +1))po+ (sen(n +1))vo,tu+r).

Ora, isso mostra que a imagem de ¢ est4 contida na superficie regrada vertical ¥ : R x R — S? x R,
dada por y(s,1) = ((coss)po+ (sens)vy,?). Isso contradiz a hipétese de que ¢ € obliqua.

Portanto, deve existir intervalo aberto nao vazio I; C I sobre o qual R # 0. Podemos supor que /;
¢ maximal com respeito a essa propriedade.

Coletando em ¢ cada uma das expressdes abaixo, obtemos

EG—F? = Axt®> + At + Ao,
éG+ 8E — 2fF = Byt> + Byt + By,
f=Cu+¢y,

sendo

Ay=@)?, Ar=2"u (WP +1), Ag=(P+1)((1*+1)()*+CR?),

B> = —2RSu(u')?,

B| = ((u’ (CR’ —RS (9'~|—ur')) —CRu") (u2 + 1) + 2uu (CRu' — RS/ (u2 + 1))) ,
Bo=—(u>+1) (CR" —r' (CR'—RS (' +ur')) (u* +1) + CRu (CSR* + ur" +r'u) ) ,
Ci=RSu, Co= (RS (u*+1)—CRu)
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Supondo que a superficie é de classe €, observando que &3 — f2 = —f2 e que Ay;=A1;,=0,a

condicdo de Kiihnel é dada por

2(EG—F?) (EG—F?), (EG—F?),
0=det |3(6G+3E—2fF) (éG+gE—2fF), (éG+gE—2fF),

(22— F?) (22— 7%), (2877,
[2(EG—-F?) (EG-F?*)_  (EG-F?),

= —2fdet |3(¢G—-2fF) (eG-2fF)  (¢G-2fF),
L2/ Js Ji
i 2(A2l‘2+A11‘—|—A()) Az’stz—i-Al?st—}-A(),s 245t + A} —{—A()J

= —2fdet | 3(Bat*+Bit+By) Byst>+Bi+Bos Bot®+ (2B +By,)t+Bi+Bo,

2(Cit+Cy) Ci st +Cos Cit+Ci1+Co,

A seguir, utilizaremos um argumento que passamos a explicar. Substituindo (C,S,7) na equagéo
por (X,Y,Z), definimos uma familia de polindmios P, € R[X,Y,Z] a um pardmetro s € I tal que
P, (C(s,t),S(s,t),t) =0, para todo (s,t) € I x R.

Afirmacdo 3.10. Denotando Py =Y, Qs,iZ", com Qs ; € R[X,Y], vale que Q; ; (cost,sent) =0, para
todo (s,t) € I xR

De fato, fixe (so,%) € I x R. Considere P € R[Z] definido por P(Z) := Py, (Cy,S0,Z), sendo
(Co,S0) = (C(s0,t0) ,S (s0,20)). Segue da periodicidade das fungdes C e S e da equacao P (C,S,1) =0
que, para todo k € Z,

F(t() —|-2k77.7) =F, (C(),S(),t() —|-2k7'L') =F, (COS (90 — l‘()) ,sen (90 — l‘o) , 1o —|-2k77.7)
= Py, (cos (8p — to — 2km) ,sen (6y — to — 2km) .19 + 2km) = 0.

Portanto, todos os elementos do conjunto infinito {fy +2k7 : k € Z} sdo raizes de P. Isso implica
que P ¢ identicamente nulo. Acontece que os coeficientes de P sdo dados por Os,.i (Co,Sp). Como

(s0,10) € I x R fixado é qualquer, a afirmagdo segue observando-se que
C(s,0(s)—t)=cos(0(s)—(O6(s)—t)) =cost,
S(s,0(s)—t)=sen(6(s)—(0(s)—1))=sent.

Em outras palavras, a afirmacdo nos diz que, ao se coletar a condi¢ao de Kiihnel em ¢, os co-
eficientes obtidos definem polindmios em duas varidveis (trocando-se C, S por X,Y) variando a um
pardmetro s € [ e tais polindmios se anulam sobre (X,Y) = (cost,sent), t € R.

Apliquemos esse argumento. Coletando a condi¢@o de Kiihnel em 7, obtemos

2(EG-F*) (EG—-F?), (EG—F?),
det |3(6G—-2fF) (éG—2fF), (éG—2fF)
4(=r%) (=7%); (=),

t

i 2(Ast?> + At +Ag) Apt® +A st +Ap 2Ast + A1+ Ao,
=—2fdet |3 (B2t2 + Byt +Bo) 327312 ‘I'Bl,st —{-B()’S BQJIZ + 2Bt ‘Jl‘Bl,tt + B, —|—BO7,
2(Cit+Cy) Ci st +Co Ci st +Ci+Co,

=-2C; (ZAzBZJCU — 2A2C175327t — 3BzA27sC17t -+ 2C1A275327t) l‘6 —+...
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Segue do nosso argumento que, em particular, o coeficiente de t® define uma familia de polindmios
que se anulam sobre (C,S) = (cost,sent).

Abrindo a expressdo desse coeficiente, obtemos

—2C1 (2A2B, C1 s —2A5C) 4B —3B2A2 C1 s +2C1Ar Bo ;) =

2(u')? (—2R'Su(u')* — 26'RCu(u’)* — 2RSu (u')*> — 2 (2) RSu(u')u"") (—RCW/)
—2RSu —2(u')? (R'Su' + 6'RCu’ + RSu") (2RCu(u')?)
—3 (—2RSu(u')?) (2(«')u") (—RCu') +2RSu’ (2(u)u"") (2RCu(u')?)
= —8R*(u)CS>.

Destacamos que sempre que utilizamos parénteses maiores, como na expressao acima, estamos

indicando apenas quebras de linhas e ndo uma matriz-coluna. Para matrizes reservaremos a notagao
de colchetes.

Segue da afirmagao provada acima que
0= —8R*(u')" costsent, para todo (s,1) € I x R.

Em particular, isso implica u’ = 0 sobre I1, pois neste intervalo temos R # 0. Portanto, sobre I

temos u = ug # 0 e as fungdes A;, B;, C; sobre I} X R se reduzem a
Ay =A1=By=B; =C =0,
A= (ug+1) ((ug+1) (F)*+C°R?),
By=— (u(z) +1) (CRr" —¥ (CR' — RS (6 + upr')) (u(z)—i— 1) + CRug (CSR2 +uor"))

Co=RSr (u+1).

Observe que se ¥ = 0 sobre I}, entdo a equacdo € trivialmente satisfeita sobre ;. Neste caso, isso
implica que o campo normal Vv sobre /; é dado por

V= RC(u0E1 —E3).

A maximalidade de /; com respeito a R # 0 junto da condi¢do de tolerancia implicam que I} = 1.

Quanto as curvaturas, teremos

_ —up (u(z) + 1) R3C2S
2((u%+1)C2R2)% ’

If
e

Isso mostra que a superficie € de Weingarten neste caso, pois K = (. Observe que ¢ deixa de ser
imersdo para (s,7) € I x R tais que C(s,t) =cos(0(s) —1) =0, i.e. set =0 (s)+k%, comk €Z, 0
que estd de acordo com a condi¢ao de tolerancia. Note que neste caso a condi¢do de ortogonalidade

se reduz a (p’,v) = (p,V') =0, donde p e v sdo solugdes de p’ = RC(p x v) e vV = RS(p x v).
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Suponha agora que exista intervalo aberto nao vazio I C I} maximal com respeito a condi¢dao

¥’ # 0. Olhemos para a condic¢do de Kiihnel restrita a I,. Primeiro, temos

Ao, = (u5+1) (2CSR?)
Aoy = (ug+1) (2 (ug+1) (') +2C (—0'S) R* +2C*RR)
B 2 SRr" — v (SR'+RC (6’ +uor’)) (u§+ 1) + SRug (CSR* + uor”)
Bog=—(uo+1) < +CRug ((SS — CC) R?)
—0'SRr" +CR'Y" + CRr" — " (CR' — RS (6 + uor’)) (uf + 1)
. —0'SR'+CR" —R'S (0" +upr’) (R+1)
Bos=—(ug+1) —RO'C (0" +upr’) — RS (6" + upr”) 0
—6'SRug (CSR? + uor”") + CR'ug (CSR* + upr”)
+CRug (—0'SSR* +CO'CR* + 2CSRR’' + uor’")
Cor = (—RCr' (u(z) + 1))

Cos = ((R'S’ +RO'Cr +RS") (u5+1))

Coletando a condicao de Kiihnel em S, fazendo $2=1-C?e, por fim, coletando em C, S, obtere-

mos a seguinte equacao sobre /:
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0= —2Cypdet | 3By B()?S B()J
2Cp Cos Coy
= —4Rr (uf+ 1)4 (¥"R*ug — R'Rr ug + 0" (') 2ul + 0" ()2 — "0 ug — 1"0'r) C°
+4R3r/ (l/l%-i- 1)5 (r///RZr/ _ 2R2<r//)2 _R//R(r/)z +Rr/r//R/ + (r/)Z(R/)2) C4S
—I’”R4u0 +R’R3r/u() + ruRz(r/)zug _ 39”R2(r’)2u%
) —|—r”R2(r’)2u0 _36//R2(r/)2 —|—2r"9’R2r’u%—|—2r”9’R2r’
—4R% (ug+1)" | —RR(")3ud —R'R(r)3uo+ 6'R'R(r')?u} + 6'R'R(r)? | C°
—9”(1")4143 _ 29//(’,/)41/% _ 9//(},/)4
+r//9/(r/)3ug —|—2r"9'(r')3u(2) +r//9/(r/)3
2r///R4r/ _ 2R4(r”)2 _ ZRNR3(I’/)2 _ 2R3I’/I”HR/
+r”’R2(r’)3u(2) + r///R2<r/)3 _ 2R2(r’)2(r”)2u% _ 2R2(r')2(r”)2
—|—4R2(r/)2(R/)2 —R”R(r’)4u% _R//R(r/)4
+R(r’)3r”R’u(2)+R(r/)3r”R/—I— (r')4(R’)2u(2)—|— (r’)4(R’)2
r"Rzr'uo—29”R2r’+r"9’R2—R'R(r’)2u0 c
—l—@lRer/ o ell(r/)Su(Z) o 9//(,./)3 + r”9'(r')2u(2) 4 r//e/(r/)z
+4R(r)? (u% + 1)6 (Rr” — r'R')ZS

— 4R (3 +1)° s

+4R3(r/)2 (u% + 1)5 <

Segue da Afirmacao que a condi¢@o de Kiihnel também se anula se trocarmos (C,S) por
(cost,sent). Como C?+ 52 —1 =0 é irredutivel e (cost,sent) nio é constante, o polindmio deve
possuir C% 4 5% — 1 como fator (v. Apéndice . Porém nossa expressdo possui grau no maximo 1
em S. Isso implica que os coeficientes que obtemos nessa escrita sdo identicamente nulos. Portanto,

do coeficiente de S vem que

0=4 (u(z) +1) R(r)® (R — r/R')2 :
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Em particular, sobre I, devemos ter R’ — 'R’ = 0, pois neste intervalo R’ # 0. Podemos escrever

entao
r//
R = — R sobre .
r
Isso mostra que, sobre />, a funcdo R € unicamente determinanda por r e pela condi¢do inicial

R (s0) = Ro, para algum sy € I,. Da unicidade de solu¢do, podemos verificar diretamente que R é

dada por R = r Essa relacdo entre R e ¥ e a maximalidade de I, implicam que />, = I;. Olhando
entdo para o campo normal v sobre 1, fazendo R = 27’ obtemos
0
R R
v=r (uo B+ (uf+1)Ey — —OE3)
o "o

Portanto, se I} C I é préprio, existe um ponto interior de I e extremo de I} com ¥ =0, o que
faz com que v (-,#) =0, para todo ¢t € R, i.e. ¢ deixa de ser imersdo sobre toda uma geodésica,
contradizendo a condicao de tolerancia. Portanto, segue da maximalidade de 11 que I} = 1.

Substituindo R = %r’ no coeficiente de C3 vem que
0

0= —4R5r/ (u(2)+1)4 (r”R2u0—R’Rr’u0+0”(r’)2u%+9”(r’)2—r”e’r’ué—r”e’r/)
2
R Ry v Ro i\ (Ro1\ v
-——4<‘)) a7 () o () () v
0 +0"(r )uo—l—G”(r) —r'/G/r'uo—r"G'r’

4(( 6); R (i3 +1)° (0" —1"0')

Como —4 ((:,/ ))75 R (uf+ l)5 +£ 0, essa equagio implica
0

/!

0" = r—/G’ sobre 1.
r

Essa equacdo determina 6 em termos de r, dadas condi¢des iniciais 0 (sg) = 6y e 6’ (sg) = 6}. De

fato, podemos verificar que 6 é dada por
%
0 (s) =— (r(s)—ro)+ 6o.
"o
E possivel verificar que todos os demais coeficientes em C, S sdo identicamente nulos para tais R
e 0. Observe ainda que R e O possuem o mesmo comportamento do caso das superficies regradas
horizontais.

R (24 L g . ~
Denotando a = r—,o, b= r—?, as curvaturas média e gaussiana serdo dadas por
0 0

2

H:_’”_/(u(z)+1)a(a2uoc2 (b-l—uo)(%-tl))s
1)?

P 2 (1 +a2e) (3 +
( (r')? (uo-l- I)S) B —a*S?

(M2 (B +1+a2C?) (3 +1))  (3+1+a2C?)*
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Note que ¢ € imersao sobre todo 7 x R.

Elevando H ao quadrado, trocando em ambas as expressdes S por 1 — C?, obtemos
HL_f@ﬂ%c%+@+ﬂw@%+1nzu_ca
4 (u(z) + 1) (u(z) +1 +a2C2)3
—a*(1-C?)
(ud+1 +C2a2)2 ‘

Y

Assim, existem polindmios P,Q € R[X,Y] que se anulam sobre (H?,C?) e (K,C?), respectiva-

mente. Mais precisamente, temos

P(X,2):=4 (3 +1) (8 +1+a*2)’ X — & (dPuoZ + (b+up) (3 +1))> (1-2),

—4
0(Y,2) = (3 +1+a’2)’Y +a*(1-Z).

Segue da técnica da eliminante (Apéndice |A.2) que H e K satisfazem uma relacdo polinomial
Y (H,K) =0, sendo ¥ (X,Y) := Elmz (P, Q). Essa relagdo é dada por

¥ (H,K) =16 (u} + 1)2 (ug+a*+ 1) H* +4b (uf + 1)2 (b + 4ug + 4u + 4a*ug + buf) H*K
+b* (1R +1) K+ 41 (B +1) 3+ >+ 1) H
+2b2ug (3 +1) (b + uo + ud + auo + bud) K> + 13 (b + o + 1 + o + bu) K.

Com isso, classificamos as superficies regradas de Weingarten do tipo obliquo. E possivel verificar
ainda que ao se fazer ug = 0 obtemos exatamente as concludes do caso das horizontais.

Observe que no tdltimo caso analisado (7 # 0), a func¢@o r ndo aparece nas expressdes das curva-
turas. Isso pode indicar que a superficie ndo depende de fato da escolha de r com ' # 0, de forma
que podemos supor, sem perda de generalidade que r(s) = s. E isso que argumentamos a Segulir.

Como ' # 0 sobre I, existe a inversa r~! : J — I, sendo J := r(I). Consideramos entio a
reparametrizacdo ¢ : J x R — S? x R definida por ¢ (5,7) := ¢ (r~1(8),t). J4 sabemos que ¢ é dada
por ¢ (s,1) = ((cost) p(s)+ (sent)v(s),upt +r(s)), sendo p,v: I — S? solugdes de um sistema da

forma

p = —uor'v+ar’ cos(br+c)(pxv),
Vv = ugr' p+ar’sen(br+c) (p xv),

para certas constantes a,b, c,ug € R com aug # 0 e determinadas unicamente por condi¢des iniciais
p(s0) = po, v(so) = vo satisfazendo (pg,vo) =0 e |po| = [vo| = 1.

1

Considere p, 7 : J — S? definidas por jp:= por~!, ¥:=vor~!. Afirmamos que j, 7 sdo solugdes

do sistema

P = —upP+acos(bs+c)(px V),
V = ugp +asen (b§+c) (p x 7).
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Observe por exemplo que

= —uo¥(§) +acos (bs+c) (p(5) x #(5)).

Analogamente, temos ¥V = uop + asen (bS+c) (p x v). As relagdes entre as condigdes iniciais de
p e v sobre Sy := r(sp) seguem trivialmente das respectivas relagdes nas condi¢des iniciais de p e v.

Isso mostra que, a menos de uma reparametriza¢do, podemos supor que ¢ possui a forma

¢ (s,t) = ((cost) p(s) + (sent) v (s) ,uot +5),
com p e v satisfazendo o referido sistema acima. Observe que podemos considerar a superficie
completa com I = R.

Observacao 3.11. Sejam a, b, c,ug € R constantes quaisquer com aug # 0. Considere o sistema sobre

p,v: R — R3 dado por

p' = —ugv+acos(bs+c)(p xv),
vV =ugp+bsen(bs+c)(p xv).

Esse sistema pode ser visto como uma equacio diferencial ordindria em R® dada por (p,v) =
(—ugv+acos(bs+c)(p xv), upp+bsen(bs+c)(p xv)). Esse sistema admite existéncia e unicidade
de solugdo dadas condigdes iniciais p(0) = po, v(0) = vo € R?. E pertinente mostrar que, se essas
condigdes iniciais sdo ortonormais, i.e. se |po| = |vo| =1 e (po,vo) = 0, entdo a solugdo do sistema
bem define uma curva p : R — S? e um campo unitario v : R — S? com (p,v) =0, i.e. v € TpSz.

Se p,v é solugdo do sistema, observe que

(p,p) =2(p,p’) = —2uo(p,v),
wv) =2V = 2up{p,v),
(pv)' = (p' V) +(p,V') = uo({p, p) — (v,v)).

A derivada de (p,v) mostra que (p,v) é €. Entdo, tomando a derivada segunda, obtemos

(p.v)" = uo((p,p)' — (v,v)') = —4u§(p,v).

Portanto, (p,v) é uma solugdo da equagdo u” = —4a”u. Agora, essa equacio possui solugio geral
dada por u(s) = ¢ cos(2ups) + casen(2ups). Avaliando em s = 0, obtemos 0 = (pg,vo) = ¢ cos(0) +

casen(0) = ¢;. Quanto a primeira derivada, temos

2ug(—cisen(2ugs) + ¢ cos(2ups)) = (p,v) = ug((p, p) — (v,v)).
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Novamente, avaliando em s = 0 e usando nossa hipétese de ortonormalidade e que ug # 0,
obtemos ¢; = 0. Mas entdo isso implica (p,v) = 0. Segue dai que (p,p) = —2ug(p,v) =0 ¢

{(v,v) = 2up(p,v) = 0 e portanto ambas as fungdes (p, p) e (v,v) devem ser constantes iguais a 1.

A seguir fazemos uma breve argumentacao que nos permite ver que as classificacoes desses trés
tipos particulares (vertical, horizontal e obliquo) fornece, de fato, a classificagao geral das superficies
regradas de Weingarten em S? x R.

Considere uma superficie regrada qualquer em S? x R dada por ¢ (s,7) = exp p(s) tV (5)), (s,1) €
I xR, comV = (vu) € Tp (SZ X ]R) unitario (\v|2 +u*> = 1) e com P satisfazendo a condi¢io de
ortogonalidade (P',V) = 0.

Suponha que exista sy € I para o qual V (sg) € obliquo, i.e. u(sp)v(so) # 0. Por continuidade,
existe um intervalo aberto ndo vazio I} C I em torno de sq sobre o qual uv # 0 e podemos supor que
I; é maximal com respeito a essa propriedade. Isso implica que, se I} C I é um subconjunto préprio,
entdo os extremos de /; s@o pontos interiores de I e uv = 0 sobre esses pontos.

Note entdo que a restricdo de ¢ ao intervalo /; define uma superficie regrada do tipo obliquo.
Podemos entdo aplicar as conclusdes da classificacdo obtida para este caso. Para isso, note que as

1

conclusdes foram obtidas a respeito da curva direcional dada por V := WV = (

voou
v vl

concluimos que i := % deve ser constante. Portanto, existe 0 # ug € R tal que u = ug |v| sobre 1.
q V] q

) . Em particular,

Da condigdo |v|* +u? =1 vem que 1 = |v|* (u} +1) sobre I;. Ora, isso implica que |v| também ¢é
constante sobre /;. Mas essa condicao junto da maximalidade de /; implica que I} =1 (o fatode u e
|v| serem constantes e ndo nulos sobre /; impede que uv se anule nos extremos de 1}).

Portanto, isso mostra que se a familia de geodésicas dada por ¢ possui uma unica geodésica
obliqua, entdo, sob a condi¢do de Weingarten, isso implica que ¢ € uma superficie regrada do tipo
obliquo. Em outras palavras, se uma das geodésicas da familia é obliqua, entdo todas sdo.

Em contrapartida, se ¢ ndo descreve nenhuma geodésica obliqua, entdo ¢ deve descrever uma
superficie regrada do tipo vertical ou horizontal. Isso porque / é conexo e ¢ continua. Assim, nao é
possivel transitar entre geodésicas verticais e horizontais sem descrever também geodésicas obliquas
entre elas. Com isso, provamos o principal teorema dessa secdo, a versao do teorema de Beltrami—

Dini para S? x R.

Teorema 3.12. Uma superficie regrada de classe €> em S* x R é de Weingarten se, e somente se,

possui uma das seguintes formas, a menos de reparametrizagcdo:

(i) é vertical, dada por ¢ : I x R — S? x R da forma ¢ (s,t) = (p(s),t) € S* xR, com p satisfa-
zendo |p'| = 1. Toda tal superficie satisfaz K = 0.

(ii) é uma esfera horizontal S* x {ry}. Neste caso, satisfaz H = K = 0.

(iii) € horizontal da forma ¢ (s,t) = ((cost)p(s) + (sent)v(s),s) em que p,v: R — S? sdo determi-
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nadas unicamente por um sistema da forma

p' =acos(bs+c)(pxv)
V' =asen(bs+c)(p xv)

para certas constantes a,b,c € R com a # 0 e condicées iniciais p(0) = po,v(0) = vy € S* com

(po,vo) = 0. A superficie é de Weingarten com respeito a

W(H,K)=16(a* 4+ 1)H* +40*H?*K + b*K>.

(iv) ¢é obliqua da forma ¢ (s,t) = ((cost) p(s) + (sent) v (s),uot + ro) , sendo ug,ro € R constantes
comuy #0e (p,v): 1 x1— S? xS? qualquer curva satisfazendo (p,v) = (p',v) = 0 e sujeita

a condigdo de imersao (p',v') # (0,0). Uma tal superficie satisfaz K = 0.

(v) € obliqua da forma ¢ (s,t) = ((cost) p(s) + (sent) v (s) ,ugt +s), sendo (p,v) : R x R — §? x §?

determinada unicamente por um sistema da forma

p' = —ugv+acos(bs+c)(pxv),
V' =ugp+asen(bs+c)(pxv),

para certas constantes ug,a,b,c € R com auy # 0 e condigées iniciais p (0) = po, v(0) =vg €
S? satisfazendo (pgy,vo) = 0. Uma tal superficie é de Weingarten com relagdo ¥ dada por
W(H,K) =16 (1 +1)° (13 + >+ 1) H* +4b (uF + 1) (b+ 4uo + 4163 + 4a’uo + bud) HK
+b* (13 +1) K+ 4 (1 +1) (3 +a® +1) B2
+2b%uy (u(z) + 1)2 (b +up + ug +a’ug+ bu(z)) K?
+uf (b+u0 +u(3) +a*ug +bu3)2K.

3.2 Superficies regradas em H? x R

Antes de iniciar o estudo das superficies regradas em H? x R, dedicamos uma secio para descrever
brevemente o modelo do hiperboloide para o plano hiperbélico H?.
3.2.1 Modelo do hiperboloide para H?

Para trabalhar no espago produto H? x R, utilizaremos o modelo do hiperboloide para o plano
hiperbélico H?. Fagcamos uma breve descri¢io desse modelo.

Primeiro, considere o espaco lorentziano R>!, i.e. o espaco vetorial R?> munido da pseudo-métrica

Q((aabac) ) (x,y,z)) = ax+by—cz.
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Defina H? := {(x,y,z) € R*' : ¢((x,,2),(x,5,2)) = —1 e 2> 0}. Esse conjunto corresponde 2

folha superior de um hiperboloide de duas folhas em R>!.

O conjunto H? é imagem inversa de valor regular e, portanto, define uma subvariedade suave de
dimensdo 2 em R?!,
Considere 7y : I — H? uma curva suave com y(0) = p e ¥ (0) = v € T,H?. Derivando a equagdo
q(v,7) =—1em¢ =0, obtemos ¢g(p,v) = 0. Isso mostra que
T,H? C {ve R>!:q(p,v) = 0}.

Por outro lado, o conjunto dos vetores v € R>! tais que ¢ (p,v) = 0 define um plano em R?!. De
fato, se p € H? entdo em particular p = (a,b,c) # 0, pois ¢ > 0 e a condicio g (p,v) = 0 é expressa
pela equacio ax+ by —cz = 0, i.e. a equagio de um plano em R*>!. Como T],]HI2 possui dimensao 2,

devemos portanto ter a igualdade
T,H? = {ve R>L:g(p,v) = 0}.
Considere a parametrizacio global y : R> — H? dada por
1
W(xla-XZ) = (xlax27 (1 —I—X%—F)C%) 2> :

Temos o campo coordenado associado

0 X1
w=5t={10—2— .
C ()’
0 X
=t —lo1—2
2\ ()]
Os coeficientes da pseudométrica ¢ na base {y1, y» } sédo dados por
2 2
X x5 +1
7 —1— 1 _ 2 ,
a(vi, v1) 1+x%+x% x%+x%+1
. X1X2
q(y1,y2) = [pan
2 2
X xi+1
Q(W% lllz) =1 3 = L

B 1+x%+x% x%—i—x%—kl'
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Portanto, se v = a; y| + a; ¥, é um vetor qualquer em Tp]I-]Iz, p =¥ (x1,x) € H?, temos

q(v,v) = aiq (w1, 1) +2a1a2q (W1, ) + a3q (Yo, v2)

2 2
=ai——— 420100 ————5 +a5————=
T I
B (a1x2+a2x1) —l—al—l—az
1+x1—l—x2

Isso mostra que a forma bilinear simétrica g é definida positiva sobre Tp]I-]Iz, ie. g(v,v) >0 com
q(v,v) =0 se, e somente se, v = 0. Portanto, ¢ define uma métrica riemanniana sobre H2.

Antes de falar a respeito da conexdo de Levi-Civita de H?, fagamos uma breve discussio a respeito
de colchetes de Lie em subvariedades suaves.

Seja M uma variedade suave e M C M uma subvariedade mergulhada (por simplicidade). Sejam

X,Y € x(M) dois campos de vetores sobre M tangentes a M. Em outras palavras,
X(p),Y(p) € TyM, VpeM.

Portanto, X e ¥ bem definem campos X,Y € x (M) ao se fazer X(p) = X(p) e Y(p) =Y (p) com
p € M. Por um lado, temos o colchete de Lie da variedade ambiente [X,Y]| € x(M) e, por outro,
considerando a estrutura suave induzida sobre M, temos o colchete de Lie da subvariedade [X,Y] €

x(M). Podemos afirmar que [X,Y] ‘ v = XY]? E isso que observamos agora. Seja W :U — M

uma parametrizagdo adaptada a M, i.e. ¥ = Y(xy,...,x,) é uma parametrizacdo local sobre M'ea
restricao Y(xy,...,xp,) := W(xy,...,xm,0,...,0) fornece uma parametrizagio local sobre M™ (onde,
é claro, m < n). Entdo se {¥,,...,V¥,} denota o campo coordenado sobre M e

n n
X=Yay, Y=Y bV,
i=1 j=1
sd0 as expressdes dos campos X e Y nessas coordenadas, entdo o colchete de Lie é dado por
— & db; - da;
X,Y] = —bi=2L |y, 1
[ 9 ] l]Z_I (al axl laxl> ll/_] ( )
Agora, dizer que X|u,Y |m € x (M) significa dizer que @[y = b|y = 0 para i, j > m. Denotando
ai=aijlyeb;= Ej|M para i, j < m, sabemos que, pela mesma férmula
" db; da
X.,Y]= — b=~ 2
= X (aGe a5 v @
Aqui, claro, y; denota Y j\ m que fornece, por hipétese, um campo coordenado sobre M. Agora,

gostariamos de restringir a equacgao (1) sobre M e reconhecé-la como (2). Primeiro, suponha j < m.

Observe que, se i > m, entdo a;|yr = bj|y = 0. Para i < m, podemos escrever

da; . aj(xr,. Xt xm,0,0.0,0) =@ (X, Xy X, 0,..0,0)
(X1,...,%,) = lim
8x,~ t—0 t
_0a;

.0,....0).
- x; SIS )



3.2. Superficies regradas em H* x R 147

Analogamente, temos gb (X1yeeeyXom) = %i(xl, Xm,0,...,0), para i < m. Segue dai que
i b;j  da;
Y, = XY+»Z Z(mxi @x)w
j=m+1i

Agora, para j > me i < m, temos

da; (o xn,o,...,O):1imaf(x1""’x"+t""’X””O"“’O)_af(xl""’x""“’x’"’o""’o)
ax, t—0 t
0-0
=lim —— =0.
t—0 ¢t
Analogamente, g (x1y-++,%,,0,...,0) = 0. Isso implica

X, Y]], =[X,Y].

Voltemos agora para R%!. Denote por V a conexio de Levi-Civita usual em R?! visto como R?,

ie. se X = (aj,az,a3) e Y = (by,by,b3) sio dois campos de vetores em R>!, entdo

— = 3 ob;  db;  Ib,
VY = Z (al axj +ap ayj + a3 azj>ej’

=1

sendo {e},er,e3} a base candnica de R3. Essa conexdo é compativel com a pseudométrica ¢. De fato,

denotando Z = (cy,c3,¢3), temos

Z (q ()_(,?)) = Z(albl +axby — a3b3)
0 (a1b1 +arby — a3b3) d (a1b1 +axby — a3b3)
c1 +c3
dx dy
0 (a1b1 +axby — a3b3)
dz
= c1 (a1 xb1 +a1b1 x +az by +asbs  — az xb3 — a3b3 x)

+c3

+c2 (a1yb1 +aibiy+ azyby + arbyy — az yb3 — azbs )
+c3(a1:b1 +a1by ; +az by + axby ; — a3 ;b3 — azbs ;)

= (C]al,x +eary+ C3al,z) by + (C1a2,x +cazy+ C3a2,z) by
— (c1a3x+ c2a3y + c3a3.) b3 +ay (c1bi x+ cabry +c3bi ;)
+az (cibyx+ cobay +c3ba ;) —az (c1b3x+ cabsy + c3b3 ;)

=q ((01611 x €201,y + €301 7,C1aA2 x + €202y + €302 7,C103 x T €203 y + €303 z) ,7)
+q (X, (c1b1x+c2b1y+c3b1 7 c1bp + Cabry + €3ba 2, €1b3 4 Cab3 y + c3b3 ) )

= q(VZX,Y) +q(X,VZY)

Estamos quase aptos a apresentar a conexdo de Levi-Civita de H?. Antes, resta falar apenas da

decomposicdo em componentes tangente € normal de um vetor v € TPRZ’I, com p € H?. Definimos

simplesmente

N

vii=v+q(,p)p, VW i=—q(v,p)p.



148 Capitulo 3. Espacos produto

Note que v =7 4V e que

,p)=qv,p)+q(v,p)q(p,p) =q(v,p)+qv,p)(—1)=0.
g(V",w) = 0, para todo w € Tsz.

Em particular, a primeira equacdo mostra que v/ € TPHZ.

Finalmente, damos a conexdo de Levi-Civita de H?, a qual denotamos por V. Se X,Y sdo dois
campos de vetores tangentes a H? e X,Y sdo duas extensdes a campos de vetores de R*!, afirmamos
que

(VxY)(p) = (VY (p))", peH’.

E possivel mostrar que essa defini¢do nio depende das extensdes X e Y.

Para verificar que V é de fato a conexio de Levi—Civita de H?, observe que

VY (p) - ViX (p) = (V¥ () — (VX ()

ZVYY(p (YY(p),p)p—W?Y () +a(V¥X (p).p) p)
X (1) (Vi¥ (0) V5% (p) p) p
+4/(

[X.Y](p),p) p.

Pela discussdo feita anteriormente a respeito do colchete de Lie, temos [X,Y] (p) = [X,Y](p) €
T,H?. Isso implica g ([X,Y] (p),p) = O e, portanto,

VxY (p) = VyX (p) = [X,Y](p).

Isso mostra a simetria de V.
SeZ e x (H?),Z € x (R*') éextensdo de Z, f € C (H?) e f € C* (R*!) extensdo de f, fazendo

uso das coordenadas € possivel mostrar que

Segue daf que, sobre H?,

q(VzX,Y)+q(

~
<
N

=

Isso mostra que V é compativel com a métrica g sobre H?. Portanto, V é a conexio de Levi-Civita
de HZ.
Para finalizar nossa descricdo do modelo do hiperboléide para H?, falemos de suas geodésicas.

Sejam pc H? e v € Tp]HI2 unitdrio. Defina y: R — R*! por

y(t) = (cosht) p+ (sinht)v.
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Note entdo que

q(7,7) = (cosht)*q(p. p) +2coshtsinhtq (p,v) + (sinht)* g (v,v)
— — (cosh?)? + (sinh#)* = —1,

onde utilizamos que ¢(p,p) = —1 pois p € H?, g(p,v) = 0 pois v € T,H? e g (v,v) = 1 pois v é
unitério. Isso mostra que y: R — H?. Além disso, observando que cosh’s = sinhz e sinh’t = cosht,

temos que Y’ = y. Segue dai que

VyY = (W?/)T =) =7 =y+a(rr=7-7=0.

Portanto, y é geodésica. Por fim, vemos que ela satisfaz as condigdes iniciais 7 (0) = (cosh0) p+
(sinh0)v = pe ¥ (0) = (sinh0) p+ (cosh0)v =v.

3.2.2 Verticais

Definimos superficies regradas verticais, horizontais e obliquas de forma andloga a S* x R. Pri-
meiro, olhemos para o caso das superficies regradas do tipo vertical. Sem perda de generalidade,

podemos parametrizar uma tal superficie por ¢ : I x R — H? x R da forma

¢ (s,0) = (p(s),0).

Temos ¢s = (p’,0) e ¢ = (0,1). Portanto, para que ¢ satisfaga a nossa condi¢do de tolerancia a
pontos de ndo imersdo, € necessario e suficiente que p seja regular e isso implica na verdade que ¢ ¢
imersdao. Sem perda de generalidade, podemos supor que p estd parametrizada pelo comprimento de
arco de H?, i.e. ¢(p',p') = 1.

Para falar do campo normal, observe antes que podemos definir um produto vetorial em R>!,

fazendo
up Uz U3
uxv=det|vy v vz |,
e ey —e3

sendo u = (uy,up,u3),v= (vi,v2,v3) € R>! e {e,e2,e3} a base candnica de R>!. Observe que
g (uxv,u) = (uav3 —uzvp) uy + (uzvy —uyvs) up — (upvy —uyva) uz = 0.

Analogamente, g (u X v,v) = 0. Note ainda que u e v s@o linearmente dependentes se, ¢ somente
se, u X v = (. Basta observar que as coordenadas de u X v s3o as mesmas coordenadas obtidas do
produto vetorial usual de R?, diferindo apenas por um sinal na terceira coordenada. Portanto, as
coordenadas de u x v € R%! sdo identicamente nulas se, e somente se, as coordenadas de u x v € R3

sao identicamente nulas.
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Voltando para o estudo da nossa superficie, considere v : I x R — R>! definida por v = p x p'.
Temos ¢ (v,p) = 0 e, portanto, v : I x R —TH?. Além disso, denotando a métrica riemanniana de
H? x R por (-, -), temos

(s, (v,0)) = ((¢,0),(v,0)) =4 (p,v) =0,
(¢r,(v,0)) = ((0,1),(v,0)) =0.

Portanto, (v,0) define um campo normal a superficie. Denotando p = (x,y,z), note ainda que
pxp )P =q(pxp.pxp) =07 —2) + @ —x) = (¥ —x)’
:_(x2+y2_z2) (( ) (y)Z ( ) > (xx/+yy/_zz/)2
=—q(p.p)a(.1) +a(p.p)* =1.

Isso mostra que N = (v,0) é um campo normal unitdrio sobre a superficie.

Quanto as derivadas covariantes, temos

Vo, @5 = ((p”)T,0> =(p"+q (", p)p.0) = (p"—p,0),
V¢I¢S - V¢t¢t = (070>

No cilculo de V4 ¢, acima, usamos que ¢ (p’,p) =0e g(p’,p") = 1 para obter ¢ (p",p) = —1.

Segue dai a primeira e segunda formas fundamentais sao dadas por

E=(95,05) =q(p",0') =1. F={(¢5,0)=((p',0),(0,1)) =0,
G = <¢l,¢t> = <(07 1) ) (Oa 1)> = 19
e=(Vo9s.N)=q(p"—p.rxp)=q(p"px1'),
f=(Va9sN)=0, g=(V4¢;,N)=0.

Portanto, as curvaturas média e gaussiana sao dadas por

eG+gE—-2fF q(p",pxp')

H = —

2(EG—F?) 2
_e—f
EG—F? '

Segue dai que

Proposicio 3.13. Toda superficie regrada vertical em H? x R é de Weingarten com K = 0. Toda tal
superficie pode ser parametrizada na forma ¢ (s,t) = (p (s) ,t) com p (s) € H? satisfazendo |p' |2 = 1.
Sob esssa condicdo, sua curvatura média é dada por

q(p",pxp)

H = ,
2

sendo q a pseudométrica de R*' e p x p' o produto vetorial em R*!.
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3.2.3 Horizontais

Seguimos agora com o estudo do caso das superficies regradas horizontais. Podemos supor que

uma tal superficie estd parametrizada por ¢ : I x R — H? x R da forma

¢ (s,t) = ((cosht) p(s)+ (sinht)v(s),r(s)),

comp:I1—H?ev:I— TH?> C R*! unitirio. Supomos ainda que ¢ satisfaz a condi¢io de ortogo-

nalidade
0=(P,V)=((r"),(»0))=q(p,v).
Como v € Tsz, ja tinhamos ¢ (p,v) = 0. Derivando essa equagdo e utilizando a condicao de
ortogonalidade, vemos que temos também ¢ (p,v') = 0.
Por simplicidade, denotemos k = cosht e ¢ = sinhz. Os vetores tangentes a superficie sdo dados
por
Os = (Kp/+ Gv',r’) , ¢ =(op+xv,0).
Observamos que ¢ € imersdo em (s,7) € I x R se, e somente se, ¢s(s,7) # 0. De fato, para

(s,¢) € I x R fixado, a equagdo a; + b, = 0 para certas constantes a,b € R equivale a
(a(xp'+0V)+b(op+Kv),ar) =(0,0).

Em particular, devemos ter a (kp’' + ov') +b(op+ kv) = 0. Segue dai e das condi¢des sobre p e

v que

q(a(kp'+0V)+b(op+kv),p) =—0ob,
q(a (Kp'+6v’) +b(op+Kv) ,v) = «kb.

Portanto, devemos ter b = 0. Mas entdo isso implica a¢; = 0. Isso mostra que ¢ € imersdo sobre
(s,1) se, e somente se, @ (s,2) # 0.

Considere o referencial ortonormal ao longo de ¢ dado por
Ey=(op+xv,0), E;=(pxv0), E3;=(0,1).

Destacamos que a notagdo p x v se refere ao produto vetorial de R%!, definido anteriormente.
Observe que este referencial estd bem definido, i.e. todas as primeiras coordenadas definem de fato

campos de vetores tangentes a H? na respectiva posicdo dada por ¢, a saber, kp + ov. De fato,

q(op+Kv,kp+0v) = kGq(p,p) + (6> +°) g (p,v) + KOg ()
=Ko (—1)+ (62 +K*)-0+Kko-1=0,
g(pxvkp+ov)=0, ¢(0,kp+ov)=0.
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Para ver que o referencial € ortonormal, basta fazer a verificacao

(E1,E))=q(op+xKv,op+Kv)=—0>+Kk>=1,
(Ea,E) = q(pxv,pxv) = —=q(p,p)q(v,v)+q(p,v)* =1,
(E3,E3) =1,
(E\,E2) =q (Gp+Kv,p><v):O,
(Ey,E3) = (E3,E3) =
Note que
(¢5,E1) = q(kp' + 0V, 0p+Kv) =0,
(¢, En) = q(Kp —i—Gv,va)—Kq(p p><v)+6q( ,va),
(s, E3) =1"-1=7,
(¢, E1) =q(op+Kv,0p+Kv)

Assim, denotando o := g (p’,p xv), B:=¢q(V',p xv), temos

05 = (Kot + o) Ey +r'Es,
¢t :El

Essa escrita nos € util para definir um campo normal ao longo da superficie. Basta fazer

0 xo+of
v=det| 1 0 0| =rE,—(ka+0B)Es=(r'(pxv),— (koe+06B)).
E; Es E3
Assim, sobre os pontos de imersdo (i.e. sobre os pontos sobre os quais @ # 0), podemos conside-
rar o campo normal unitirio N = |—3|
Antes de calcular as derivadas covariantes de ¢, observamos que o produto vetorial de R>!, assim
como o produto vetorial usual de R3, satisfaz (p x v)' = p/ x v+ p x V. Observe ainda que, como no

caso de R?, {p,v, p x v} fornece uma base para R*!. De fato, se u := ap+bv+c(p x v) = 0, entdo

0=gq(u,pxv)=q(c(pxv),pxv)=c.

Isso mostra que {p,v, p x v} é linearmente independente. Como R?! possui dimensio trés, esse

conjunto é uma base. Além disso, a mesma conta mostra que todo vetor u € R>! se escreve como

u=—q(u,p)p+qu,v)v+qu,pxv)(pxv).
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Denotando p = (x,y,z) e v= (v{,v2,v3), temos

yv3 —2vp ZV1 —XV3 YV —XV)
(pxv) xv=det Vi V2 V3
€] €2 —e3

(V3 —=v3)x—vi (v —zv3)) er + (Vi = v3) y —v2 (w1 —2v3)) e2
+ (v +v3) 2= v3 (w1 +yv2)) e3

= ((1 —v%)x—vl (ym —ZV3)) e+ ((1 —V%)y—Vz (xvq —ZV3)) e
+ ((14v3) 2= v3 (xv1 +ym)) €3

= (x—vi (xvy +yva —2v3)) e1 + (y —v2 (xv1 +yv2 — 2v3)) €2
+(z—v3(xvi +yva —zv3)) €3

= xe1| +ye) +zez = p.

A mesma verificagdo direta também mostra que p x (p X v) = —v. Vale também que u X v=—v X u
e q(uxv,w) = —q(w X v,u), para quaisquer u,v,w € R>!,

Observe entdo que

P'=—q(,p)p+a(p',v)v+q(p.pxv)(pxv)
=a(pxv),

vV =—gq (v’,p)p+q(v',v)v+q(v',p X v) (pxv)
=B (pxv).

Usando todas essas propriedades, obtemos

/

= ((ka+0opB)(pxv))
Ko -l-cB) xv)+(kae+0B) (p xv) + (ka+0B) (px V)

') (pxv)+(ka+0PB)(a(pxv)xv)+(ka+oB)(pxB(pxv))
Koc+6B)( % v)+a(ka+ o) p— B (ka+oB)y

) (pxv)+(koe+0B) (op — Bv)

Segue dai que

q((xp'+0v'),,kp+ov) = (ko +cB) (xkaq(p,p) — cBq(v,v))
— (ka+oB)>.
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Usando todas essas informagdes e lembrando que —k2 + 62 = — cosh?# +sinh?7 = —1, obtemos

kp'+0v') +q((xp'+0V), , kp+ov)(kp+ov)
K+ GB') (p x ) + (xa+ B) (op— Bv) — (xa+ GB)? (kp-+ 0v)

(Kp —|—Gv)

=
= (
= (ka'+0p') (pxv)+ (ka+0B) (ap—Bv) — (ko + 6B)* (kp+ ov)
= (k' +0p’) (pxv)+ (ka+0P) (e —ak*—kof) p
—(ko+0B) (B+0*B+axo)v
= (k' +0p') (pxv)+ (ka+0P) (a—a(1+0%) —kop)p
—(ka+0B) (B+ (-1+x*)B+ako)v

= (ka'+0B’) (pxv) — (ka+oB)(ca+kB)(cp+Kv).
Com isso, obtemos a primeira derivada covariante:

Vq,s(ps = <(Kp' + Gv’)ST ,r”)
[ (ko' +oB") (pxv)—(ka+oP)(co+kB)(op+ Kkv)

r//

Temos também

(kp' + V), = ((ka+6B) (p x v)),
— (ca+kB) (px V).

Como ¢ (p x v, kp+ ov) =0, temos que (kp’ 4+ 6v')] = (ca+ k) (p X v). Portanto,
Vodi = ((xp'+0v)[.0) = (00 + kB) (pxv),0).

Por fim, sabemos que V4, ¢, = (0,0) por se tratar das dire¢des geodésicas. Temos entdo a primeira

e segunda formas fundamentais

E = (9, 05) = (ka+0B)>+ (),
F={(¢s,0:) =0,
G=(¢,0)=1,

W= (EG-F?) =E,
&= (Vy,05,v)=r (ko' +op’) —r" (ko + o),
f=(Vy05,v) =1 (co+Kp),

§= <V¢r¢fﬂv> =0.



3.2. Superficies regradas em H* x R 155

As curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

H= W; (G + GE —2fF) = r/(Koc/—i—Gﬁ/)—r”(Ka—l—(;ﬁ)’
2 ((ka+0B)+ ()’
— (")’ (ca+xp)®

K=w*(ez-f?) = .
((Ka+ oB)* + (r’)2>2

Vamos supor que a superficie seja de classe C° e estudar a condicdo de Kiihnel. Primeiramente,

note que a condi¢do de Kiihnel possui a forma

2(EG—F?) (EG—F?), (EG—F?),
0=det |3(6G+ZE—2fF) (éG+gE—2fF) (éG+gE—2fF),
(28— f) (28— F), (28— F%),
[ 2FE E; E; 2E E; E,
=det| 3é &y & | =—2fdet|3¢ &5 ¢
4(=F%) —2ff —2fh 2f KA

Vamos dividir nossa andlise em alguns casos.
Primeiro, consideremos o caso ¥ = 0. Neste caso, segue das formulas que H = K = 0 e a superficie

¢ dada por ¢ (s,t) = (kp+ ov,rg), para alguma constante ryp € R. Em outras palavras, a superficie

estd contida no hiperboloide H? x {ro} C H? x R.
Suponha agora que r ndo seja constante. Entdo existe intervalo aberto /; C I maximal com respeito

a propriedade ' # 0.
Daqui em diante, iremos dividir nossa andlise em alguns casos. Para enunciar esses casos, pri-

meiro considere o plano lorentziano RLL je. R? munido da pseudométrica
G ((ur,u2),(vi,v2)) = u1vi —uzva.
Usando §, podemos dividir R"! em trés conjuntos dados por

S ={veR":g(v,v)>0}U{(0,0)},
T = {VERI’I G (v,v) <0},
£ = {VER]’] ZQ(V,V) :0} _{(070)}

Os vetores em . sdo ditos do tipo espaco, aqueles em .7 sdo ditos do tipo tempo e aqueles em

A

% sio ditos do tipo luz. Naturalmente, essas definicdes também podem ser consideradas em R>!. A

figura abaixo ilustra tais regioes.
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Observe que .¥ —{(0,0)} e .7 sdo abertos, enquanto que .Z U {(0,0)} é a unido de duas retas
dadas em coordenadas cartesianas porx =y e x = —y.

A divisio em casos mencionada acima se dara com base na curva (e, 8) : [; — R1,

Primeiro, suponha que (a,3) = (0,0). Neste caso, a condi¢do de imersao sobre /; se reduz a
0+ (ka+6B)* + (')* = (¥)%. Em particular, nosso tradicional argumento de maximalidade de I,
junto da condicdo de tolerancia (estamos supondo a mesma condicdo do caso S? x R), mostra que

devemos ter /1 = 1. Isso implica que a superficie é dada por

¢ (s,t) = ((cosht) po+ (sinht) vg,r(s)).

Contudo, essa € uma superficie do tipo vertical, o que contradiz a hipdtese de que a superficie é
do tipo horizontal.

Portanto, deve existir intervalo aberto ndo vazio I C I} maximal com respeito a propriedade
(e, B) # (0,0).

Analisemos agora o caso em que (¢, f3) |7, possui pontos do tipo espago. Neste caso, existe inter-
valo aberto ndo vazio I3 C I, maximal com respeito a propriedade (a, ) (I3) C .. Isto significa que
o> — B2 > 0 sobre L. Neste caso, podemos considerar fungdes R, 0 : I; — R, com R (s) # 0 para todo

s € I, tais que
(a,B) = (RcoshB,Rsinh6).

Com essa escrita, sobre o intervalo I3 temos

E = (ko+0B)’ + (”/)2 = ((cosht) R (cosh ) + (sinh7) R (sinh 0))? + (r’)2
— R?cosh? (t+9)+(r’)2,
e=r (ko' +op’)—r" (ko+op)

=1’ ((cosht) (R'cosh & + R6'sinh 0) + (sinh) (R'sinh 6 + R’ cosh 6) )
— " ((cosh?) Rcosh 6 + (sinh?) Rsinh 6)
= Rr'0'sinh (1 + 6) + ('R' —Rr'") cosh (t + 6),
f=r(ca+x«B)=r((sinht)Rcosh @+ (cosht) R (sinh §))
= Rr'sinh (t +0).

Por simplicidade, iremos denotar C = cosh (¢ 4 6), S = sinh (¢ + 0). Assim, temos

E=RC+ (/).

E; =2RR'C*>+2R*0'CS + 2/ 7",
E, = 2R*CS,
é=Rr'0'S+ ('R —R/")C,
e, = R'/6'S —I—Rr"Q'S + R 0"S +Rr' (9’)2 C+ (r/R" — Rr"') C+ (r’R/ — Rr") 9/5,
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=RFO'C+ (r’R' —Rr”) S,

f =RY'S,
fs =R/S+R/"S+RIO'C,
fi =RrC.

Coletando a condi¢do de Kiihnel em S, substituindo $2=C?—1esem seguida coletando em C, S,

obtemos
2E E, E
0=fdet|3¢ & & |=—2R()(/0"-r"0")C
2f fs ﬁ
3 N2 p/h\2 2//// N2 p!! 1 Rl 4
+2R°r (-2 )2+ ()R + R —R(¥)*R" +R/Y'R) C*S
—|—2R3( ) (( )9’/+3R2 A" — 2R2r”0/—(r/)zr//O/—Rr/G/R/)C?’

—2R4(l””) + (’,) (R/) +R2<r/)3 /" 2R3( )ZR//
— 2R/ —2R*(r')2(r")2 +4R*(r')2(R")* +- 2R/ r” C’s
_R(r/>4R//+R(r/)3r//R/ o 2R3 'R
_ 2R3(r/)2 ((r/)39// +2R2r’9” _Rzruel . (r/)zruel _Rr191R1> C
+2R()? (R —FR))’S.

Fixando s € I3 e variando ¢ € R, nosso argumento de curvas algébricas nos diz que a equacao
deve possuir —C? 4 S + 1 como fator. Como a equacio possui grau < 1 em S, isso implica que os
coeficientes dessa equagdo sdo todos nulos para tal s fixado. Como s € fixado porém arbitrario, isso
implica que os coeficientes sao todos identicamente nulos sobre /3.

Como Ry’ # 0 sobre I3, o coeficiente de S nos traz que R’ — 'R’ = 0. Essa equagdo implica que
R(s) = ar' (s) sobre I,

para certa constante a € R, a # 0.

Mostremos que essa equacdo implica /3 = I, = I} = I. Suponha por contradicdo que I3 C I>. Isso
implica a existéncia de um ponto sg extremal de I3 (i.e. so = suplz ou so = infl3) e interior a I,.
Da maximalidade de /3, devemos ter (o, ) (so) ¢ - e, portanto, devemos ter (¢, ) (so) € -Z, i.e.
(062 — [32) (so) = 0. Fazendo o limite s — s via pontos s € I3, temos

0= (062 — ﬁz) (so)= lim R2(s) (Cosh2 6 (s) —sinh? 6 (5))

§—50,5€13

= lim R (s)= lim ()’
s—>sl()r,{vlel3 (S) s—>sl()r,{vl613a (I’) (S)

=a® (r’)2 (s0)-

Como a # 0, isso implica ' (s9) = 0 com sy € I C I}, uma contradi¢do. Portanto, isso mostra
que devemos ter I3 = I. Em termos das defini¢cdes de cada intervalo, isso estd nos dizendo que

(a,B) C .7, i.e. possui apenas pontos do tipo espaco. Para ver que I = I}, um argumento semelhante
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mostra que, se este ndo fosse o caso, entdo terfamos um ponto sy € I} sobre o qual ¥ (so) = 0, obtendo
a mesma contradi¢do. Por fim, a hipdtese I; C I implica a existéncia de so € I tal que ¢ deixa de ser
imersdo sobre (so,?), para todo ¢ € R, contradizendo nossa condicdo de toleréncia. Isso prova nossa
afirmacdodeque h =L =11 =1.

Olhando agora para o coeficiente de C°, devemos ter 8" — 1’6’ = 0 sobre I. Isso implica que 6

é da forma
0(s)=br(s)+c, sel,

para certas constantes b,c € R. Sob essas condi¢des, todos os demais coeficientes sao identicamente
nulos.

As curvaturas neste caso sdao dadas por

ab(r')3S
H = ,
13 (2 (Q2 3
21777 (@®(S>+1)+1)2
K= a*s?
(a(S2+1)+1)*

Usando a técnica da eliminante para desaparecer com S, obtemos que H e K satisfazem
16 (a*+ 1) H* +40*H*K — b*K> = 0.

Como j4 feito anteriormente em outros casos (v. secdo sobre S? x R), a condigdo 7’ # 0 sobre /
nos permite supor, a menos de uma reparametrizacido da superficie, que r(s) = s sobre I. Portanto,
a superficie tem a forma ¢ (s,#) = ((cosht) p (s) + (sinh¢) v (s),s) em que p,v:I — R>! sio uma

solucdo do sistema

p' =acosh(bs+c)(pxv),
v = asinh (bs+c) (p x v),

para certas constantes a,b,c € R, a # 0, e condigdes iniciais p (sg) = po € H? e v(s9) = vo € R>!
com ¢ (po,vo) =0 e g(vo,vo) = 1. A solugdo de um tal sistema existe e é tnica dadas condi¢des
iniciais. Além disso, o proprio sistema garante que a solucdo satisfaz p (s) € H?, v(s) € Tp(s)]HI2

unitdrio, para todo s € 1.

Analisemos agora o caso em que (¢, f3) |, possui pontos do tipo tempo. Neste caso, existe inter-
valo aberto ndo vazio Is C I, maximal com respeito a propriedade (@, ) (Iz) C 7. Isto significa que
a?> — B? < 0 sobre L. Neste caso, podemos considerar fungdes R, 8 : I — R, com R (s) # 0 para todo

s € Iz, tais que

(a,B) = (Rsinh@,Rcoshf).
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Fazendo contas semelhantes ao caso anterior, obteremos sobre I3

E=R$+ ("),
E;=2RR'S* +2R*6'SC + 211",
E; = 2R*SC,
e=Rr'o'C+ ('R —R/") S,
& =Rr0'C+R"0'C+R/0"C+R(6')’S+ (FR' —R") S+ ("R —R") 6'C,
& =Rr'0'S+ (R —R/")C,
f="rRC,
fo=r"RC+/R'C+/RO'S,
fi =7'RS.

Coletando a condigio de Kiihnel em S, substituindo C> = S? + 1 e sem seguida coletando em C, S,

obtemos
2E E, E,
0= fdet|3¢ & ¢
2f fs Ji

— _2RS (r/)z (r/Q// _ r//e/) $5
—|—2R3r/ (r///Rzr/ _ 2R2(I’//)2 _R//R(r/)z +R7"/7'//Rl + (r/)Z(R/)Z) S4C
—|-2R3(r/)2 (—36”R2r’—i—2r”9/R2 +0'R'RY + 9//(}/)3 _ r//g/(r/)Z) S3
—2r""R*Y +2R*(¥")? +2R"R3(¥')? + 2R3/ V'R
_IRY +r”/R2(r/)3 —2R2(r/)2(r")2—4R2(r’)2(R/)2 SZC
_R//R(r/)4 —|—R(r’)3r”R’—|— (r/)4(R/)2
+2R3(F)? (—29"R2r' +/"0'R*+0'R'RF +0"(+)> — r"@'(r')z) S
—2R(r)? (RF" — r’R’)2C.

Como no caso anterior, essa equacao implica
R(s)=ar' (s), O(s)=br(s)+c

para certas constantes a,b,c € R, a # 0 sobre I3. Por razdes analogas ao caso anterior, devemos ter
L=hL=I=1I

Neste caso, em que (o, ) C .7, as curvaturas assumem a forma

b ab(r')*C N
2|7 (a®(C?*—1)+1)2
K= —a*C?

(@(C-1)+1)*
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Essas curvaturas satisfazem a relacdo de Weingarten dada por
—16(a* — 1) H* + 4 H?K — b*K> = 0.

Como no caso anterior, a condi¢do ' # 0 sobre I nos permite supor, a menos de uma reparametriza¢io
da superficie, que r (s) = s sobre I. Portanto, a superficie tem a forma ¢ (s,7) = ((cosh?) p (s) + (sinhz) v (s),s)

em que p,v: I — R>! sido solucio do sistema

p = asinh (bs+c) (p xv),
Vv = acosh (bs+c) (p xv),

para certas condicdes iniciais p (sg) = po € H? e v(sg) = vo € R>! com g (po,vo) =0e g (vo,vo) = 1.

Por fim, analisemos o caso em que (¢, 3) |1, ndo possui pontos do tipo espago nem do tipo tempo,
1.e. possui apenas pontos do tipo luz.
Primeiro, note que tal hipétese significa que o> = 32 sobre I,. Como («, )|, # (0,0), devemos

ter B = v sobre I, para uma constante v € {—1,1}. Isso nos diz que, restrito a I,

pP=a(pxv), vV=va(pxv).

Argumentamos agora que podemos, sem perda de generalidade, supor que v = 1. Para isso,
lembremos que ¢ : I x R — H? x R é dada por ¢ (s,7) = ((cosht) p(s) + (sinht) v (s),r(s)). Note
entdo que, se trocarmos v () por @ (s) = —v (s), estaremos parametrizando a mesma superficie. Além

disso, com essa troca, teremos

pr=a(pxv)=—a(px®)=a(pxo),

/

o' =—V=-va(pxv)=-v(—a)(px®)=—-v&(px o).

Portanto, com essa reparametrizacdo trocamos & por & := —o e D por —V. Isso mostra que
podemos supor U = 1.

Em resumo, se (o, ) |, possui apenas pontos do tipo luz, podemos supor que 8 = &, obtendo

/

P=a(pxv), vV=o(pxv).
Em particular, isso implica que v/ = p’ que, por sua vez, nos diz que
v = p+ug sobre I,

para algum vetor constante uy € R>!. Note que ug deve ser do tipo luz, uma vez que

q(uo,u0) =q(v—p,v—p)=q(vv)—2q(p,v)+q(p,p)
—1-1=0.
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Por ser do tipo luz, denotando uy = (a,b,c), devemos ter a*+ b> — ¢* = 0. Portanto, deve existir
6 € R tal que up = (ccosB,csend,c). E possivel verificar que rotagdes em torno do eixo-z em R>!
sdo g-isometrias e, portanto, induzem isometrias sobre H? ¢ R%!. Considere Po : R 5 R%1
rotagio de 6 em torno do eixo-z tal que pg (1y) = (c,0,c). Note que pg induz a isometria y : H? x
R —H? x R dada por v (p,r) = (pg (p),r). Notando que ¢ = ((cosht)p+ (sinhz) (p+ug),r) e

usando a linearidade de pg, temos

W o¢ = ((cosht) pg (p) + (sinhz) (pg (p) + po (u0)) ;1) -

Isso nos permite dizer que, a menos de uma isometria, podemos supor que ug tem a forma ug =

(¢,0,c). Note que
0=¢q(p,v)=q(p,p+uo) =q(p,p)+q(p,uo) = —1+q(p,up).

Portanto, temos ¢ (p,up) = 1. Logo, devemos ter ug # 0 e, portanto, ¢ # 0. Denotando p = (x,y,z),

de 1 =g (p,up) = cx —cz vem que
Z=x——.

De g(p,p) = —1 vem que

1 2
0=1+¢(p,p) = 1+x2+y2—Z2=1+x2+y2—( _E)
2 1
:—X+y2+l——2
C C

__i 2.2 2
= Xx= 2C(cy +c 1).

Portanto, fazendo as contas obtemos que p, v € p X v, restritos a I, possuem a forma

2c

1 1
p=(xny2) = (—— (Y +c*—1) ¥ =5 (A 4+ + 1)) ,

1 1
v=p+tuy= (Z (—02y2+cz+1),y,—z (czyz—c2+1)),

pxv=/(cy,—1,cy).

Note que, uma vez que devemos ter z > 0, a terceira coordenada de p nos diz em particular que

¢ < 0. Derivando a expressao de p acima, obtemos

!

p'==y(cy,—1,cy) ==y (pxv).

Segue entdo de p’ = a (p X v) que devemos ter o = —y'.
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Todas essas conclusdes vieram simplesmente da hipdtese de que (@, ) € do tipo luz sobre I, mas

ainda nao analisamos a condi¢c@o de Kiihnel. Primeiramente, temos

a=p=-y,

E=(ka+oB)*+ (r’)2
= (Y) (x+0)*+ (r')2
= (y) (expt)2+(r’) ,

! 1 /1

= (yr -y r)expt,
f=r(ca+xB)=—ry(x+o)

= —r'y' expt.

Olhando para a condi¢do de Kiihnel, obtemos

2E E, E
0= fdet|3¢ & ¢
2f fs N

2 (07 (expt)* + (7)) 2y (expr) 2777 2(¢) (expr)?

/I "/ /0! /..

= —r'y' (expr) det 3(/r” y”r’)expt) V" —y"Yexpt  (V'r y r)expt
( r'y expr) —(r"y' +7r'y")expt —r'y expt
= -2y exp(3t) (—r' + expt) (' +y expt)

(2002072 O =Y Y O Y ).

Lembremos que I, é um intervalo maximal com a propriedade (¢, B) # (0,0). Como ja sabemos
que (a,pB) = (—vy’,—y), isso nos diz que y’ # 0 sobre L. Essa equagdo deve definir um polindmio

identicamente nulo em exp¢. Essas condicdes implica que
0= _Z(y/)Z(r//)Z + (y//)Z(r/)z _y/( )Zy/// + (y )Zr/r/// —f—y/y”l’/l’ll sobre I.
Tal equagdo pode ser reescrita como

PR =2 A Y P
Yy = ( VR ) sobre 1.

Isso mostra que, dadas condigdes iniciais y' (so) = ¥(, ¥ (so) =y e r, com r’ # 0 sobre I, essa

equacdo admite existéncia e unicidade de solu¢do para y'. E possivel verificar diretamente que essa

solugdo tem a forma

/ /
y =ar'e”,
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para certas constantes a,b € R com a # 0. De fato, para que y’ satisfaca as condi¢des iniciais, basta
tomar

/ /
Yo\ 1 Yo —br
b=yl =224 —, a=%=7e "0 £(.
<y0 ”6 0)%”6 r6 7

Retomando nossa condi¢do de imersdo, temos

0#£v= (r’(va),—(KOC+Gﬁ))
= (" (pxv),y (x+0))
= (r' (pxv) ,ar'ebr+t> .

Isso nos mostra que, sob pena de ferir a condicdo de tolerancia, a maximalidade dos intervalos
I, e I implicam I, = I} = I. Portanto, em particular temos r’ # 0 sobre todo I. Logo, existe inversa
r~1:r(I) = I e podemos considerar a reparametrizacdo ¢ : r(I) x R — H? x R dada por ¢ (§,7) :=
¢ (r~'(3),t). Denotando (3) :=y (r~' (3)), temos

FE =y (@) @ =a' ()9 (7 (9)

= ae®.

Isso nos mostra que, sem perda de generalidade, podemos supor r(s) = .

Quanto a coordenada de H? de ¢, temos

(cosht) p+ (sinht)v = (cosht) p+ (sinh?) (p+ up)
= (coshz + sinht) p 4 ug sinh¢

; e —e!
:ep+( 5 >u0

1 1
=¢ <_Z( 2y 4t 1) » 5 (AP +c+ 1)>

+ (et _ze_t) (c,0,¢)

e e
— (—— (czy2 +c2e 7 — 1),ye,—— (czy2 +ce M+ 1)> )

2c 2c

Quanto as curvaturas, teremos

H:r’(Koc’+Gﬁ’)—r”(Koc+cf[3) _ ko' +op’ 3
2((1<oc+c;ﬁ)2+(r')2)i 2((1<oc+c;[3)2+1>j
k(o) —abe
2 <(K(—y’)+6(—y’))2+ 1)3 z((aebs+t)2+ 1)3’
K — (") (ca+kB)’ _ —(o(=y)+Kx(=))’

((xa+0B)>+ (r’)2)2 ((ae (o +x))*+ 1)2
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_ _(aebs+t)2 )
((aeb”’)2 + 1)

Denotando Z = ae? 1, temos

0=4(22+1) H2 - 2%,
0=(22+1)K+2%

Tomando a eliminante em Z2, obtemos que H e K satisfazem
16H* +4b*H’K — b*K> = 0.

Com isso, provamos o seguinte teorema de classificagdo para o caso das superficies regradas

horizontais em H? x R.

Proposicio 3.14. Uma superficie regrada de classe € do tipo horizontal em H?* x R é de Weingarten

se, e somente se, vale algum dos seguintes itens

(i) a superficie estd contida num hiperboloide H? x {ro} C H? x R, para algum roy € R. As curva-

turas satisfazem H = K = 0;

(ii) a superficie pode ser parametrizada por ¢ (s,t) = ((cosht) p(s) + (sinht)v(s),r(s)) em que p

e v sdo solugoes do sistema

p' =acosh(bs+c)(pxv),
V' =asinh(bs+c) (p xv),

para certas constantes a,b,c € R, a # 0, e condicdes iniciais p (so) = po € H? e v(so) = vo €

TI,OH2 C R>! unitdrio. As curvaturas satisfazem a relacdo

16 (a* + 1) H* + 40*H?*K — b*K* = 0.

(iii) a superficie pode ser parametrizada por ¢ (s,t) = ((cosht) p (s) + (sinht) v (s),r(s)) em que p

e v sdo solucoes do sistema

p' =asinh(bs+c) (pxv),
V' =acosh (bs+c) (p xv),

para certas constantes a,b,c € R, a # 0, e condig¢des iniciais p (so) = po € H? e v(so) = vo €

TpoH2 C R>! unitdrio. As curvaturas satisfazem a relacdo

~16 (a* — 1) H* +4b*H?*K — b*K> = 0.



3.2. Superficies regradas em H* x R 165

(iv) a menos de isometria, a superficie pode ser parametrizada por ¢ : [ x R — H? x R da forma

e _ e _
O (s,1) = ((—% (02 (y2+e 2’) —1) ,yet,—% (c2 (y2+e Zl) + 1)) ,s),
em quey : I — R é uma solucdo da equacdo

Y (s) = ae”,

para certas constantes a,b,c € R, com a # 0 e ¢ < 0. As curvaturas satisfazem a relacdo

16H* + 4b*H*K — b*K> = 0.

3.2.4 Obliquas e caso geral

Finalmente, olhamos para o caso das superficies regradas obliquas em H? x R. Essas superficies

podem ser parametrizadas por ¢ : I x R — H? x R na forma

¢ (s,1) = ((cosht) p(s)+ (sinhz) v (s),tu(s) +r(s)),

sendo p : I — H? a curva base, v : I — R>! um campo unitério ao longo de p e u : I — R uma fungio
com u # 0 sobre /. Como nos casos anteriores, iremos denotar k = cosh?, ¢ = sinhz. Lembremos

que podemos, e iremos, supor que a parametrizacao satisfaz a condi¢ao de ortogonalidade, i.e.

0=¢g ((p',r/) , (v, u)) =q (p',v) +ur.

Temos que p € H? e v € T,H? unitdrio se traduzem como ¢ (p,p) = —1,q(p,v) =0e g (v,v) = 1.

Assim, como ja mostrado anteriormente no caso das horizontais, {p,v, p x v} é base de R>! e temos
w=—q(w.p) p+qwv)v+q(w,pxv)(pxv), YweR.
Segue dessa escrita e da condicao de ortogonalidade que
/

P =—ur'v+a(pxv),

sendo o := ¢ (p’, p x v). Notando que ¢ (p,v) =0 = q(p',v)+q(p,V) =0 = —ur’ +q(p,V) =

0, obteremos também

Vi=—q(V,p)p+q(V,pxv)(pxv)
= —ur'p+B(pxv),

sendo f :=¢g(V/,pxv). A fim de definir um campo normal sobre a superficie, consideremos os
campos Ey,E», E3 : I x R —»T (H? x R) ao longo de ¢ dados por

Ey=(op+xv,0), Ey=(pxv0), E3;=(0,1).
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Para que esses campos estejam bem definidos, precisamos que as primeiras coordenadas sejam,

de fato, vetores tangentes a H? no respectivo ponto kp + ov. De fato, temos

q(op+kv,kp+ov)=«koq(p,p)+ (K2+62)q(p,v)+1<6q(v,v) = —KOo+ (K2+62)0—|— ko =0,
q(pxv,kp+0v) =kq(pxv,p)+0q(pxv,v)=0.

Além disso, uma verificagdo direta mostra também que o referencial {E|,E>,E3} é ortonormal.

Escrevendo os campos tangentes nesse referencial, obtemos

¢s = (kp'+ov i +7') = (k (—ur'v+a(pxv))+o (—ur'p+ B (pxv)),tu +r)
= (—ur' (op+xv)+(ax+0oB)(pxv), ' +r)
=—urE\+ (axk+0oB)E>+ (tu/+r’)E3,

¢ = (op+ kv,u) = E| + uEs.

Assim, podemos definir um campo normal ao longo de ¢ fazendo

—ur' ak+of tu+7
v=det| 1 0 u
E| E, Es

=u(ak+oB)E + (r (> +1) +tu) Ey — (o + o) Es.

Isso nos fornece a condi¢do de imersdo (ak + oB)> + (¥ (uz +1) +tu’)2 > 0. Sobre os pontos

v

satisfazendo a condi¢@o de imersdo, definimos um campo normal unitario fazendo N = T

Quanto as derivadas covariantes, teremos
Vo oo = ((—w’ (0p+xv) + (i + 0B) (pxv) | " +1"),
Ve, b5 = ((_W/ (op+Kv) + (ak+6B) (p v))f,u') :

V¢ = ((0P+ Kv), »0> :

sendo a componente tangente tomada sobre o ponto kp -+ ov. Lembremos que a componente tangente
dewe TPORZ’I sobre um ponto po € H? é dada por w = w+¢q (w, po) po. Antes de tomar a componente

tangente, calculemos a derivada em s da primeira coordenada de ¢;:

(—ur' (op+xv)+(ax+0B) (pxv)), =—(u'r' +ur") (cp+Kv)
—ur’ (Gp'+ Kv') + ((X’K—{— G,B’) (pxv)
+(ak+0B) (p' xv+pxV)
=—('r+ur') (op+Kv)
—ur' (o (—ur'v+o(pxv))+Kk(—ur'p+B(pxv)))
+ (a'k+0B’) (pxv)
+(ax+op)
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((—ur'v+oa(pxv)) xv+px (—ur'p+B(pxv)))
=— (u/r/+ur”) (op+xv)

—ur' (o (—ur'v+ o (pxv))+Kk(—ur'p+B(pxv)))

+ (a'xk+0B’) (pxv)

+(axk+oB)(a(pxv)xv+Bpx(pxv)).

De Q(P;P) = —1,9(\’;") =1 eq(p,V) =0 vem que

ey oz
pxv=det|vy vy 13

_e1 €y —e€3
= (yv3 —2zv2)er + (zvi —xv3) e + (yv1 —x12) €3,

[yv3—zva vy —xv3 YV —xv
(pxv)xv=det Vi V) V3
(] €2 —e3

((V% —V%)X+V1 (zv3 —va)) e+ ((V% — v%)y+vz (zv3 —xvl)) e

+ ((V% +V%) z2—v3(xvi+yv))es
= ((1 —v%)x+v1 (xvi)) er + ((1 —v%)y—i—vz (yv2)) e
+((14+v3) z—v3(2v3)) e3
= xe| +yer +ze3 = p,
X y Z
pXx(pxv)=det |yvz—zva zvi —xv3 YV va]
€l ) —e3
= ((y2 —Zz) vi—x(yva —2zv3)) er + ((x2 —z2) v —y(xvi —zv3)) e
+ (P +y*) vy —z(xvy +yv2)) e3
= ((=1=2)vi—x(=xv)) er+ ((=1-3%) 2=y (=ym2)) e2
+((=14+2%)v3—z(2v3)) €3

= —Vi€] — V€3 —V3e3 — —V.
Continuando a conta, obtemos

(—ur' (op+xv) + (oK +0B) (pxV)),
=—(u'r' +ur') (op+xv)
—ur (O' (—ur’v+ a(p x V)) + K(—ur’p+[3 (p v)))
+(a'k+0B') (pxv)+(ak+0cB) (ap+B(—v))
= (a(ox+0B) o (1w + ) +12(")’K) p
+ ((¥) o - B(ak+oB) —«k (' +r'u))v
+ (ko' + 0B’ —ur' (ac+xB)) (pxv),
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(- (9 )+ (o) (0) k)
= q((—u'(op+xv)+(ak+0p)(pxv)),.kp)
+q((—ur' (op+xv)+(ak+0B)(pxv)), ,0v)
= q((a(ax+0B)—o (u+'u/) +1(rx) p,xp)
+q((* ()20 — B (ax+0B) — & (ur" +7u'))v,ov)
= (a(ax+op) =0 (" +1'u) +u*(r')K) g (p,p)
(”2( 'Y’6—B(ak+0B)— (W”Jrr'u’))cq(v,v)
—(a(ak+oB)—o (' +r'd 2)
(uz(r') o—B(ak+op)— (ur"—i—ru))
—(F)* (> — 6%) — (ak + op)
—u*(r')* - (ax + o)’

+

Portanto, a componente tangente que buscamos € dada por

(a(ak+oP)—o (ur"+r'u)+ uz(r')zlc) p
(uz(r')zc —B(ak+oB)—k (ur' +r'u'))v
(ko' + 0B —ur' (ao+xB)) (pxv)
(—uz(r/)z ~(aKk+ 6[3)2> (kp+ov)
o —ak’ — ko) (ak+oB)+ (—ur" —r'u') o) p
(= (B+0?B+akc) (ak+0B)+ (—ur" —ru) k)v
+ (ko + 0B’ —ur' (0o +KkB)) (pxv)
= ((a—a(1+0%) —kop) (ak+0P)+ (—ur’" —ru') o) p
+ (= (B+(k*—1)B+ako) (ak+of)+ (—ur’" —r'u) k) v
+ (ko +oB' —ur' (ac +KkPB)) (pxv)

(—m%cp+xw+%aK+GﬁMpXVDZ:
n
n
n

= ((

Z

=0 (—(ak+0oB)(ac+KkB)+ (—ur" —r'u'))p
+ Kk (— (ak+0P)(ac+kB)+ (—ur" —ru') k) v
+ (ko + 0B’ —ur' (0o +KkPB)) (pxv)

= (—(ak+o0p)(ac+kB)+ (—ur" —r'u')) (cp+«xv)
+ (ko + 0B’ —ur' (ac+KB)) (p xv).

Isso nos permite concluir que

Vo 05 = (—(ax+0B) (ac+KkB)+ (—ur" —r'u')) E|
+ (ko' + 0P’ —ur' (0o +xB)) Ea
+ (tu/’+r//) Es.
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Quanto a V, ¢, temos

(—ur’ (op+xv)+ (ak+0p) (p x v))tT = (—ur' (kp+ov)+ (oo +xB)(p x v))T
=—ur' (kp+ov)+(ac+kB)(pxv)
+q(—ur' (kp+ov)+(ac+xB)(pxv),kp+0ov)(kp+ov)
= —ur' (kp+ov)+ (ac+«kB)(pxv)
—ur'q(kp+ov,kp+ov)(kp+ov)
= —ur' (kp+ov)+(ac+«kB)(pxv)
(K‘ q(p,p)+0%q(v,v ) (kp+ov)
=—ur (kp+ov)+ (o +kB) (p xv) —ur (—K2+62) (kp+ov)
= —ur' (kp+ov)+(ac+kB)(pxv)+ur (kp+ov)
=(ac+«kB)(pxv).
Portanto,
Vo, 05 = ((oco—l— kB)(pxv) ,u') = (o +kB)Ey +u'E;.

Por fim, como esperado, temos

Vo = ((GP+ Kv), ,O)

< Kp—l—Gv , )

kp+ov+gq(kp+ov,kp+ov)(kp+ov),0)

kp+ov+ (kK2q(p,p)+02q(v,v)) (kp+0ov),0)

kp+ov—(kp+ov),0)
0).

Fazendo as contas, obtemos que a primeira e segunda formas sao dadas por

(
(
(kp+ov+ (- K*+o )(Kp+6v),0)
(
(O

(0090 = () + (@ 0B+ 1+
(s, ) = uu't

(0, 0r) = 1+u2

(EG-F?)~ e—W<V¢ 0, V) =

W( e op o ( —r'u))u(ax+op) )

E =
F =
G
W

+(KOC’+G[3'—W’(OCG+K[3 (r’ w*+1) +1u)
—(ax+of) (" +r")

f W<V¢t¢s7 > f
=W ((ao+&B) (¥ (> + 1) + 1) — (ax+oB) i)

W (V¢ v)=Wg=0.

8
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Queremos analisar a condi¢cdo de Kiihnel. Antes disso, precisamos provar o seguinte resultado.
Este resultado ndo € dado automaticamente como seu andlogo para as fungdes cos? e sent pois suas

versoes hiperbdlicas ndo sdo periddicas.

Lema 3.15. Seja P € R[X,Y,Z] um polindmio e escreva P =Y ,Q;Z' com Q; € R[X,Y].
P (cosht,sinht,t) = 0 para todo t € R, entdo Q;(cosht,sinht) =0, paratodot € R, i=0,...,n.

Demonstragdo. Seja m definido por
m=max{degQ, : i € {0,1,...,n}}.

Para cada i = 0, .. .,n, existe algum polindmio Q; € R[X] tal que

em’Q,-(cosht,sinht):elei( e

= Q,-(e[).

el+e ! e — e")

Fazendo M = max{deg Ql} podemos escrever 0 = ZZ}’I:O qi,jX J, para certas constantes g; ; € R.

Usando a hipotese, temos

0 = ¢ P(cosht,sinht,t) = ™ Z Qi(cosht,sinht)’
i=0

5 n M
Ql I—ZZ%/eﬂ
i=0j=0
Zq,,t)

I
™=

Il
o

I
||M§

Como a fungdo ¢’ ndo é algébrica, os polindmios dados por Y7 ¢; jX i devem todos ser identica-
mente nulos.

Segue dai que todas as constantes g; ; sdo nulas e, consequentemente, Q; é identicamente nulo
(ndo apenas quando aplicado a ¢’ mas como polindmio!).

Mas entao,

Q;(cosht,sinht) = e ™ Q;(e') = e ™ -0 =0,

paratodoi € {0,...,n}er € R. O

Voltando a nossa andlise, comecemos mostrando que o caso (@,f) = (0,0) sobre I ndo pode

ocorrer. Essa hip6tese nos diz que p e v satisfazem

/ /
p = —urv,

/ /
vV = —urp.
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Seja sg € I e denote p(sg) = po € v(so) =vo. Definan : I — R porn(s) =— [ u(t)r (1) dr.

50
Afirmamos que
p = (coshn) po+ (sinhn) vo,
v = (sinhn) po + (coshn) vo.

Basta usar a existéncia e unicidade do sistema e observar que

((coshm) po+ (sinh 1) vo)’ = —ur'((sinhm) po+ (coshn) vo)
((sinhm) po + (coshn) vo)" = —ur’ ((coshn) po+ (sinh 1) vo) ,
(coshno) po + (sinh o) vo = po,
(sinhng) po + (coshng) vy = vp.

Contudo, essa conclusdo leva a uma contradigdo com a hipétese de obliquicidade. De fato, a

superficie neste caso € dada por

¢ = ((cosht) p+ (sinht)v,ut +r)
= ((cosh?) ((coshn) po + (sinh 1) vp) + (sinhz) ((sinh 1) po + (coshn ) vo) ,ut +r)
= (cosh (t+1n) po+sinh (t+n)vo,ut +r).

Essa superficie estd contida na superficie regrada vertical dada por
Y (s,t) = (cosh(s) po+ sinh (s) vo, 7).

Mas isso € uma contradicao, pois ¢ € obliqua.

Portanto, deve existir intervalo aberto ndo vazio I} C I sobre o qual (a, ) # (0,0).

Nosso primeiro passo para analisar a condi¢io de Kiihnel, ¢ mostrar que u’ = 0 sobre I, i.e. a
fungdo u € constante sobre /;. Com esse intuito, coletando as fun¢des da condi¢ao de Kiihnel em ¢,

obtemos que essas fun¢des possuem as seguintes formas:

EG—F = ((w')* + (ax+0B)>+ (u +r)?) (1+u2) — (1)

= () +27 (P + 1)1+ (P +1) ((r’)2 (u*+1) + (ax + GB)Z)

= A2t2 + At 4+ Ay,
(—(ak+oP)(aoc+kB)+ (—ur” —r'u'))
u(oax+op)
éG+3E —2fF = + (ko + o' —ur (e +Kp)) (1+u?)

: (r’ (u2 + 1) —Hu')
—(ax+op) (tu" +7")
—2((ao+xB) (¥ (u2+ 1) +1u) — (ax+oB)u)uu't

= 2u(u')? (ac+xB)t>+...



172 Capitulo 3. Espacos produto

=: Bot* + Byt + Bo,

f=((aoc+xB)(r (w*+1)+1) — (ax+0oB)u)
=u' (ac+xB)t+ (r (> +1) (ac+kB)—u (ak+0p))
=:Cit+Cp.

Coletando também a condi¢ao de Kiihnel em ¢, obtemos
2(EG-F*) (EG—-F?), (EG—F?),
0= fdet |3(6G-2fF) (eG—2fF) (éG-2fF),
2f s fi
= (C11+Cp)
2(Agt? + A1t +Ag) Anyt? +Aiut+Ags Axst? +2A0t + Ayt +Ar+ Aoy

+det |3 (Bat* +Bit+By) Bost*+Bigt+Bos Bot*+2Bst+ Byt +B+By,
2(Cit+Cy) Ci st +Cos Ci st +Ci1+Co,

e ( 2A2B Cy —2A5C) sBa s — 3B2A5 Ci >t6+
+3ByA,C1 s +2C1A2 4B — 2C1A2 B o

= 4 (0o +kB)* (ak+0B) O +....
Pelo Lema [3.15] devemos ter em particular
u (o +kB)(ak+0B) =0 sobre I x J.

Restrito a Iy, temos (o, B) # (0,0) e essa equagdo s6 € possivel se u’ = 0 sobre esse intervalo.

Se ' = 0 sobre I}, teremos

v=u(ak+oB)E|+ (r/ (u2—|— 1) +zu’) E, — (ak+0p) E;
= (ax+ o) (uE; — E3) sobre .

Mas entdo nossa condi¢do de tolerdncia e a maximalidade de I} com respeito a condi¢do (a, B) #

(0,0) implicam que I} = 1.

Isso implica também

f=d (aoc+xB)t+(r (W +1)(ac+xB)—u (ak+0cp))
0,

e, portanto, K = 0. Isso mostra que a superficie é de fato Weingarten neste caso (' =1 =0, (o, B) #
0).

Suponhamos agora que exista um intervalo aberto ndo vazio I, C I sobre o qual 7 # 0.
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Agora, como no caso das horizontais, dividimos nossa anélise nos casos em que (¢, 3) |, possui

pontos do tipo espago, tempo e luz.

Suponha primeiro que (¢, )|, possua pontos do tipo espaco. Neste caso, existe um intervalo

aberto ndo vazio I3 C I, e fungdes R, 0 : Iz — R, com R # 0, tais que
(a,B) = (Rcosh6,Rsinh 6)

e I é maximal com respeito a essa propriedade. Fazendo u' = 0, u = ug e subsituindo (@, ) =
(Rcosh8,Rsinh ) e denotando C = cosh (7 + 0), S = sinh ( + 6), sobre I3 temos

EG—F?= (u§+1) ((r)? (ug+1) +R*C?),
(EG—F?), = (ug+1) (2r'r" (ug+1) + 2RR'C* +2R*6'CS) ,
(EG—F?), = (ug+1) (2R*CS)
(—R*CS — uor”) ugRC
éG+GE —2fF = (1+uj) [ +(RC+RO'S—uo’RS) ¥ (i3 +1) |,
—RY'C
(—2RR'CS — R*6'S* — R?6'C? — upr"") ugRC
+ (—R*CS —ugpr’"") ug (R'C+RO'S)
R'C+RO'S+RO'S
(eG+gE—2fF) = (1+up) | + +RO"S+R(0')2C W@R+1)r |,
—uor"RS — ugr'R'S — ugr’RO'C
+(R'C+RO'S —uor'RS) (uf +1) "
~R'¥'C—Rr"'C—R"'0'S
(—R? (S?+C?)) upRC + (—R*CS — upr’”") ugRS

(eG+gE —2fF), = (1+uj) +(R'S+RO'C—ugr'RC) ¥ (uf +1) :
—R/'S
f: Y (u(z)—f— I)RS,
fo=r"(ug+1)RS+7 (ug+1)R'S+7 (u5+1)RO'C,
Ji=r (id+1)RC.

Tomando a condic¢ado de Kiihnel, coletando em S, fazendo §2 =% —1 e coletando em C ,S, obte-

mos

2(EG-F?*) (EG—-F?), (EG—F?),
0=fdet |3(eG—2fF) (eG—-2fF), (éG—2fF),
2f Js Ji
s /0 4 —r"R*ug+ R Rugr’ +0"ud(r')? \ s
= 2R’/ (”0 + 1) ( _rllelu(Z)r/ + 9”(1”)2 _ I’IPQI}’/ C
r///RZr/ . 2R2(r//)2 —R”R(r’)2 ) C4S

3.0(.2 5
2R (o +1) ( +RAPR + ()2 (R))?
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//R4u0 R’R3u0r //RZ 3( )2
39”R2 2( ) —1—21””9/R2
—r”Rzuo( )2 —30"R%(r )
+2r"0'R2r’—|—R’Ru(3)(r’)3
+60'R'Rud(r')? + R'Rug(r')?
—|—9’R’R(r/)2 _ 9//1/%(},/)4
+r//9/ug(r/)3 _ 29"14%(}’/)4

+2r//9/u(2)(r/)3_9//( ,)4—1—}”//9/( /)3

27" R — 2R (r")? — R"R3( /)2

o 5 —2R37‘/}"//RI+I’/HR2M%( ) 2R2 (/)2(}’//)

—2RY (u§+1)" | +r"RA(r) —2R*(¥)2(")? +4R2( (R ') C’s
—R"Ruj(r')* +Ru5(r’)3r”R’ R”R( ’)
FR(YV R+ (R + ()4 (R')?

—r"Rzu()r/ 9//R2r/+r//9/R2 R/Ru()( )2

2R3 ()2 (g +1) FORRY —0"(7) + 16’ c

0" (¥ 40 ()2

+2R(F)? (u(z) + 1)6 (RF" — r/R/)ZS.

— 2R3 (u(z) + 1)4

Nosso argumento padrao (“fixando s e variando #”) nos mostra que os coeficientes em C,S dessa

equacgao devem ser identicamente nulos sobre /3. Em particular, o termo de S nos diz que
R — ¥R =0 sobre L.

Essa equacdo pode ser reescrita como R’ = rr—/,/R e, portanto, admite existéncia e unicidade de
solucdes, dadas condicdo inicial R (sg) = Ro sobre sg € I3. Isso garante que R é dada por R = R,O r.

Fazendo essa substituicio no coeficiente de C°, obtemos

. Ro ./ Ro // Ry
0:—2R5r’(u3+1)4< A <r> tot 5 (6?”” )

_|_9//u%( )3_ 71012 r—}—9"( ) — ey
= RS2 (i +1) (0" —1"0).

Essa equacao implicara
/

0
0
0= —/(I”—I’Q)-I-Qo.
"o
Verifica-se diretamente que isso € suficiente para satisfazer a condi¢c@o de Kiihnel sobre /3.

Agora, utilizamos nosso argumento padrao para mostrar que I3 = I, = I} = I. Sobre I3, temos
— /(.2 /
v=u(ak+6B)E+ (r (u”+1)+1u)Ey— (ax+6B)E
=(ax+0f)(upE, — Ez).
Isso mostra que, se Is C I, entdo haverd um ponto s; interior a I, sobre o qual (¢, 3) = 0 e, por-

tanto, v(sy,7) = 0, para todo ¢ € R, ferindo nossa condi¢do habitual de tolerancia. Portanto, devemos

ter I3 = 1.
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Como R = %r’ , pela mesma razao teremos I, =1 e [} = 1.
0
Isso nos garante que 7’ # 0 sobre I e portanto € possivel fazer a reparametrizacdo usual que nos
permite supor que r(s) = s. Portanto, a menos dessa reparametriza¢@o, nossa superficie é tal que p e

v s@o solucdes de

p' = —ugv+Rycosh (as+b) (p xv),
V' = —upp+ Rysinh (as +b) (p xv),

para certas constantes ug, Ry, a,b € R com ugRg # 0 e u(s) = ug, r(s) =s.

Quanto as curvaturas, teremos
(—C2R(3)uo + (u% + 1) Ry (a— uo)) (
2((ud+1) (ud+1+R5C?))
_ R (=C*RBuo+ (1w +1) (a—uo))” (C*—1)
43 +1) (B3 +1+Rc?)
R3S (w3 +1)" R} (CP-1)
B+1)° (B3 +1+R3C?)°  (iB+1+R3C?)°

+uj) S

1 .
H =W (éG+gE - 2fF) =

1
3
2

— H?

)

K=w*(eg—f*) =

Aplicando a técnica da eliminante em C2, obtemos que as curvaturas satisfazem a relagio
0="F(H,K)=—16 (3 +1)° (R} + 13+ 1) H*
—4 (u(2)+ 1) (a (u%+ 1) (a—4u0 —4R(2)u0 —4u8+au(2)) K—u% (R(2)+u(2)+ 1))H2
+K (az (uf+ 1)2K+u0 (a —uo — R§uo — u8+au(2,))2.
Isso garante que a superficie é de fato de Weingarten.

Suponha agora que (¢, ) |, possua pontos do tipo tempo, i.e. pontos tais que &> — 32 < 0. Neste

caso, existe um intervalo aberto ndo vazio I3 C I, e funcdes R, 0 : Is — R, com R # 0, tais que
(a,B) = (Rsinh6,Rcosh6)

e Iz ¢ maximal com respeito a essa propriedade. Fazendo uma anélise andloga ao caso anterior (em

que (¢, B) |1, possui pontos do tipo espago), obtemos que
cL=hL=5L=1I
* amenos de reparametrizagéo, r(s) =s;
* p e v sao solugdes de

p' = —ugv+ Rpsinh (as+b) (p x v),

/

v = —upp—+Rpcosh (as+b) (p xv),
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* as curvaturas satisfazem
0= (H K)=16(u}+1)" (R2—u}— 1) H*
—4 (u(z) + 1) (a (u(z) + 1) (a —4ug +4R(2)u0 — 4u(3) +au(2)) K+R(2)u% — ug — u(z)) H?

2 2
—|—K<a2 (u(2)+ 1) K—I—R%u%—ué—f—au%—u%—kauo) .

Por fim, analisamos o caso em que (¢, 8) |, possui apenas pontos do tipo luz, i.e. &> = 2. Como
fizemos na anélise do caso luz para as superficies regradas horizontais, a menos de trocar (v,u) por

(—v,—u) (que nio altera a superficie), podemos supor que 8 = « sobre .

P = —uor'v+o(pxv),

Vi=—upr'p+o(pxv).

Isso implica, sobre I,

EG—F = ((uor') + (ax+a0) + (7)) (1+1)
= (641 () + (@)’) (1+44).
(EG—F?), = ((ug+1) (2r'F") + 20" (")) (1+u5),
(EG—F?), =2 (ae)* (1+13),

(—(ak+oa)(ao+xa)—uyr”)up(ok+ o)
+ (ko' + o0’ —upr’ (0o + ko)) ' (uf+1) (1+ug)
—(ax+oa)r”

(e s ),

éG+GE —2fF

+ (o'e —upr' ae') ¥ (uf+1) — ae'r”

(—2(ae) (o'e) —upr’ Y ugore

+ (— (ote')* — uor”> upol'e'
(éG+GE —2fF) = +(a"e —uor’ ae —uor'a’e’) ¥ (uf+1) (1+u5)
+(a'e" —upr'ae') ' (uf+1)

—a'er — ey

(—2 (ae’)2> upae'

" 2
(eG+gE —2fF), = + (-~ (@e) —ugr" ) uore’ (1+),
+(a'e" —upr'ae) ¥ (uj+1)
—aer”

f=(ao+xa)r (uj+1)
=ae'r (u%—i—l),

fi= (Oc/etr/ + ae’r") (u(z) + 1) ,

fi = ae'r (u%—kl).



3.2. Superficies regradas em H* x R 177

Obtemos dai que a condicado de Kiihnel € dada por

2(EG-F*) (EG—F?), (EG—F?),
0= fdet|3(¢G—2fF) (eG—2fF), (¢G-2fF),
2f Is Ji
=2/ ae™ (u(z) + 1)5 (—(X2€2t +(r)? (1+ u%))

. (2(}’”)2062 _ (r/)2<a/)2 + (I’/)ZOCOCN _ r/r///az _ r/r//aa/) )
Como a equagio define um polindmio identicamente em €', devemos ter
0=2(r"Vo?— (") () +(r)aa" —rr"a*— " ad sobre I.

Como ar’ # 0 sobre I, podemos reescrever essa equagio como

; (Z(r//)2a2 — oo’ — r///r/az o (r/)z(a/)Z)
o = —
(r')2o

Portanto, o é unicamente determinanda por r e condi¢des iniciais sobre so € I,. Usando a unici-

dade, € possivel verificar que « é dada por

para certa constante a € R dada por

Quanto a condicao de imersao, temos

v=u(ak+oB)E + (¥ (u*+1)+tu) E — (ak+ o B) Es

= uoﬂﬁr’ea(r_rO)etEl +7 (u(z) +1)Ey — %fr’e“(r_’O)e’E3
"o "o

=7 <u0%e“(r’0)+tE1 + (u% +1)E — %ea(rr0)+tE3) :
0 0

Sob a condicdo de tolerancia e a maximalidade dos intervalos /; e I, isso implicaque I, =1} = 1.

Em particular, isso nos diz que ' # 0 sobre I e nos permite supor, a menos de reparametrizagio,

que r(s) = s sobre I. Assim, obteremos

a/
o= Otoea(s_s(’), coma= -9,

Z = eSS0+,
EG—F*= ((uf+1)+2%) (1+u}),
éG+3E —2fF :Z(—Zzuo—i-(a—uo) (ué—l— 1)) (1 —|—u(2)) ,
F=z(@+1).
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Assim, as curvaturas sao dadas por

Z (—Zzu0—|— (a—up) (u(z)—f— l)) (1 +u(2)) ,
2(((ug+1) +22) (1415))
22 (13 +1)°
((F+1)+22) (1+ud))”

Usando a técnica da eliminante em Z, obtemos que H e K satisfazem a relacdo

H =

0=Y¥(H,K)
=16 (u(z)+1)H4+4(a(u(2)+l) (a—4u0)K—u(2))H2—K(a2 (u(z)+1)K+uo(a—uo))2.

Com isso, obtemos a classificagiio das superficies regradas de classe € do tipo obliquo em H? x
R.

Teorema 3.16. Uma superficie regrada de classe €> do tipo obliquo em H? x R é de Weingarten se,

e somente, a menos de reparametriza¢do possui uma das seguintes formas

(i) ¢ (s,t) = ((cosht) p(s)+ (sinht)v(s),upt + ro), sendo up,ro € R constantes com uy # 0 e p,v

solugoes de

p'=a(pxv),
vi=B(pxv),

com (o, B) : I — R? com (ax, B) # (0,0) sobre I e condicées iniciais p (so) = po € H? e v (so) =

Vo € TpoH2 unitdrio. Neste caso, a superficie satisfaz K = 0.
(ii) ¢ (s,t) = ((cosht) p(s)+ (sinht)v(s),upt +s), sendo uy € R com ug # 0 e p,v solugées de
p' = —ugv+ Rocosh (as+b) (p xv),
V' = —ugp+ Rgsinh (as +b) (p x v),

com Ry,a,b € R e Ry # 0 e condigées iniciais p(sg) = po € H? e v (sg) = vo € TPO]HI2 unitdrio.

As curvaturas satisfazem a relagdo de Weingarten ¥ (H,K) = 0 com ¥ dada por
2
¥ (H,K)=—-16(ug+1)" (R§+ug+1)H*
2 2 2 3 2 2 (p2 2 2
—4 (M0+ 1) (Cl (M0+ 1) ((1—41/1() —4ROLl() —4M0+(1M0) K—MO (R0+u0+ 1))H

2
+K<a2 (R3+1)°K + (a—uo—Rguo—u8+au3)> :
(iii) ¢ (s,t) = ((cosht) p (s)+ (sinht)v(s),uot + s), sendo uy € R com ug # 0 e p,v solugées de

p = —upv+Rysinh (as+b) (p x v),

/ j—

v = —upp+Rpcosh (as+b) (p xv),
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com Ro,a,b € R e Ry # 0 e condigdes iniciais p(so) = po € H? e v (so) = vo € TPOIHI2 unitdrio.
As curvaturas satisfazem a relagdo de Weingarten ¥ (H,K) = 0 com ¥ dada por
W(H,K) =16 (i3 +1)" (R3— 13 — 1) H*
—4 (u%—l— 1) (a (u0+ l) (a—4uo —|—4R%u0 —4u(3)+au%) K—l—u% (R% — u(z) — 1))H2
’ 2
+K <a2 (ug+1)" K +uo (a— uo + Ruo —uS-l—au%)) :
(iv) ¢ (s,t) = ((cosht) p(s) — (sinh?) v (s),upt +s5), sendo ug € R com ug # 0 sendo p, v solugdes
de

p = —ugv+ aoe“(sfs‘)) (pxv),
v = —upp + e (p x v),

com a, 0y € R com o # 0 e condigées iniciais p (so) = po € H> e v(so) = vo € TPO]I-]I2 unitdrio.

As curvaturas satisfazem a relacdo de Weingarten ¥ (H,K) = 0 com ¥ dada por
P (H,K) =16 (ud+ 1) H* +4 (a (uf +1) (a— 4up) K — uf) H*

_K(a2 (u(z)—f— 1)K+u0(a—uo))2.

Observacao 3.17. Os sistemas em p,v do Teorema fornecem solugdes bem-definidas para o
contexto, i.e. p:1— H?>ev:I— R*! com g(p,v) =0e ¢q(v,v) = 1. De fato, em todos eles, as

solugdes satisfazem

q(p,r) =2q(p,p') = —2uoq(p,v),
q(v, ) =2q (v,v') = —2uoq(p,v).
qg(p,v) =q(p',v)+q(p.V) =—uo(q(v,v)+4q(p,p)).

A terceira equagdo mostra que g (p,v) € €. Derivando entdo mais uma vez, obtemos

q(p,v)" =—uo (q(v,v) +q(p.p)")
= 4udq (p,v).

Por existéncia e unicidade de solugdes, essa equacgdo garante que ¢ (p,v) tem a forma
q(p,v) = c1e210(5750) 4 o) o= 2H0(s=50)
para certas constantes ¢, ¢, € R. Da condigdo inicial g (pg,vo) = 0 vem entdo que
0=ci+cy.
Da equacio ¢ (p,v)’ = —ug (g (v,v) +¢q(p,p)) e das condicdes iniciais vem que

q(p,v)' (s0) = —uo (g (vo,v0) +q(po, po)) = —o (1—1) = 0.
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Portanto, devemos ter

0= q (p,V), (SO) — 2M0 (CleZMU(S—So) . C2€-2M0(S—SO)> ‘SZSO

=2up(c1 —c3).
Como ugy # 0, isso implica ¢; — ¢; = 0. Mas entdo devemos ter ¢; = ¢, = 0. Isso implica que
q(p,v) = 0 sobre I. Consequentemente, temos também

/ —_—

q(p,p) = —2uoq(p,v)

b

/

0
q(v,v)' = —2upq (p,v) =0,

donde as condi¢des iniciais garantem que ¢ (p,p) = —1leg(v,v) = 1.

Com isso, encerramos a andlise do caso das superficies regradas obliquas. O fato de u = uy # 0
ser constante nos permite argumentar, como ja feito anteriormente, que a classificacdo geral das su-
perficies regradas de Weingarten de classe > em H? x R se decompde nas respectivas classificacoes

dos casos particulares das superficies regradas verticais, horizontais e obliquas.



CAPITULO 4

— N —

O espaco SL,(R)

—

4.1 Construcao de um modelo para SL; (R)

—_—

Nesta seco, fazemos uma construcao extensa e em detalhes de um modelo para o espago SL, (R),
descrevendo conceitos bdsicos sobre esse espaco, como sua métrica, conexao de Levi—Civita, isomei-
trias e geodésicas, para que possamos falar em superficies regradas. Se preferir, o leitor pode ir direto

a proxima secao, pois encontrard 14 um resumo dos topicos aqui construidos em detalhes.

Denotamos por SL; (R) o recobrimento universal de SL, (R) munido de uma métrica riemanniana
especifica. Comecemos lembrando que SL, (R), o chamado grupo linear especial, ¢ o grupo de
matrizes 2 X 2 com entradas reais e determinante 1. Este grupo age por isometrias sobre o modelo
do semiplano para o plano hiperbélico H? via identificacio com transformacdes de Mdbius. Mais

precisamente, considere o semiplano definido por
H? = {(x,y) eR? :y>0},

munido da métrica riemanniana dada por
1
gp(u7v):)7<u,v>, p=(x,y) €H?, uyveT,H,
em que (-,-) é a métrica euclidiana de R?. Este modelo é isométrico ao modelo do hiperboloide em
R?! apresentado na Segio [3.2|do Capitulo
Uma transformagdo de Mdobius € uma aplicagdo f : C — C da forma

fz)= %,
em que a,b,c,d € C sdo satisfazem ad — bc # 0.

Por meio da identificacdo C = R?, verifica-se que transformacdes de Mobius com a,b,c,d € R e
ad — be > 0 mapeiam o semiplano superior H? sobre si mesmo, preservando sua orientagdo. Mais

que 1sso, essas transformagdes de Mobius descrevem as isometrias de HZ2.

181
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Ora, a cada matriz A € SL, (R) podemos associar uma transformagao de Mobius de forma natural.

Basta fazer

_az+b
Cocz+d’

A:EﬂeﬂﬂMHﬁ@:

Essa associagdo é um homomorfismo de grupos (i.e. a multiplicagdo de matrizes em SL; (R)
corresponde a composi¢do das respectivas transformacoes de Mobius).

Além disso, essa associagcdo € sobrejetora. Basta notar que, se f é uma transformacao de Mobius
coma,b,c,d € Read—bc > 0, entdo fazendo A := l/m > 0, temos

_az+b Aaz+Ab
cz+d  Acz+Ad’

f(2)

e a matriz A definida por

Aa Ab
A:[M:AA’

é tal que detA = A2 (ad — be) = 1.

Contudo, a associa¢do nao ¢ injetora, uma vez que se A € SL, (R), entdo também —A € SL; (R)
e fa = f-a. Essa ambiguidade é removida se considerarmos PSL; (R) = SL, (R) /{I,—I} ao invés
de SL, (R). Com isso, identificamos o grupo de isometrias que preservam orientagio de H? com o
quociente PSL; (R).

Agora, faremos a identificacio de PSL, (R) com o fibrado unitario de H?, definido por
UH? :={(p,v) e TH* : pe H? e v € T,H* com g, (v,v) = 1}.

O fibrado tangente de uma variedade riemanniana possui uma métrica natural que iremos descre-
ver posteriormente. Por ora, destaquemos apenas que, sendo o fibrado unitdrio UH? uma subvariedade
de dimensao 3 do fibrado tangente TH?, ele possui uma métrica riemanniana natural induzida pela
métrica ambiente. Essa métrica é definida de tal modo que, se f : H?> — H? é isometria, entdo sua
aplicacdo diferencial Df : TH? — TH? também é isometria.

Sigamos para identificar PSL, (R) e UH?. Denotando por [A] = {A,—A} a classe de A € SL; (R)
em PSL; (R), consideremos a seguinte aplica¢do

v: PSL,(R) — UH?
[A] = (fA (l) 7d(fA)iay) ‘

Primeiramente, observe que Y estd bem definida, pois
* Ja=Jf-a
. (i,0y) € UH?;

* fa, Dfs sdo isometrias.
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Mostremos que Y é uma bijecao.
Suponha que (f4 (i),D(fa);9y) = (f3(i),D(fs);dy). Vem daf que f5'f4 (i) =i. Usando que
A — f4 é homomorfismo de grupos, isso implica fz-14 (i) = i. Portanto, fz-1, € Stab (i). E possivel

mostrar que o estabilizador de i = (0,1) € H? ¢ dado por transformagdes de Mdbius da forma f (z) =

%, para algum 0 € R. Portanto, isso nos diz que devemos ter B~ 1A = {—CSZI?G EZI; g},
para algum 6 € R.
Por outro lado, temos também D (fy); dy = D (f); dy. Note que
fA_] ofa=faa=Jf1=1
= Dfy10Dfy =1 = Dfy 1= (Dfs)”"
Assim, temos D (fz-14),dy = dy. Segue que
d
D(fp-14)i9y = I OfB*1A (0,1+1)
_d| (cos®)(1+1)i+sen6
dt|,—(senB) (1 +t)i+cosO
~d| ((cosB)(1+t)i+senB)((senB)(1+1)i+4cosB)
ot (sen©)* (1+1)* +cos2 0
B (sen@)cos O — (sen ) (cos O) (1+1)> +i(1+1) (cos® 6 +sen? 6)
dr|, (sen ) (1+1)* 4 cos2 6
4| (sen@)cos6 <1 —(1 +t)2) +i(1+41)
T d 0 (sen@)* (1+1) +cos? 6
—2cosOsenf (t+1) _i(—cosze—l—sen2 61> +2sen’ Ot + sen’ 6)

(cos2 O +sen2 012+ 2sen? 0¢ +sen?0)>  (cos? O + sen? 012 + 2 sen? Ot + sen2 0)° 0
—2cosBOsen O (—cos?6 +sen®6)

i
(cos20 +sen26)®  (cos26 +sen20)*
= —2cos0senf —i(sen’ 6 —cos”0).

Logo, nossa hipétese de que D (fz-1,);0y = dy implica que a parte real de D (fz-1,); ) deve ser

igual a 0 e a parte imagindria igual a 1, ou seja

0=2cosOsenO =sen(26),

1 =cos?@ —sen” = cos (26).

Isso implica que 20 = 2kx para algum k € Z. Portanto, 6 = k7w, donde

cos® senfO

14
B A_{—sene cos @

} e{l,-1I}.

Isso mostra que [A] = [B]. Portanto, ¥ é injetora.
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Para mostrar que  é sobrejetora, considere ((x,y), (u,v)) € UH?. Note que 8(xy) (,v), (u,v))
1 equivale a 5 L (4’ +y*) = 1. Portanto, (u,v) pode ser escrito como (#,v) = (ycos8,ysen®), para

algum 6 € ]R. Afirmamos que
1 6 0
1 x|y o cosy seny

B ol =

—senz Cos 3
)). Primeiramente, é imediato verificar que A € SL, (R), uma vez que é

—_

& tal que y[A] = ((x,y), (u,v
o produto de trés matrizes com determinante igual a 1 (de fato, toda matriz em SL; (R) possui uma

tal decomposi¢do, conhecida como decomposicao de Iwasawa).

Isso nos permite considerar ¥ [A]. Primeiro, teremos

\/§c0s29 sen 5 9 \/ysen 9+—C0$29
A= 1 SCI{G 1 cos\{e
e Vy 2

Portanto, f4 é dada por

fa @) = - 1
<_W senze) z—f—ﬁcosjﬂ
(ycos%@ —xsen%@)z%— (xcos%@ +ysen%9)
—(sen10)z+cos 16

<\/§cos29——sen 9>z+\/§sen 9+\[COS%9

Verifica-se entdo que

(ycos16 —xsenl0)i+ (xcos16+ysenlo)

fali) = —(sen10)i+cos 16
=x+iy=(xy),
d| (vcos36—xsen30)(i-+1)+ (xcos30+ysent6)
DUy dt —(sen30) (i+1)+cos 30
_d (%x—%xcos@—%ysen@)t2+(ycos6—xsenG)t+x
o dt 0( (sen%9)2+ (cos%@—tsen%@)2

+ X
(senle)2 + (cos £ —tsen? 6)
2 2
8ycos 0 + 4>y — 8tysen 0 — 4t>ycos 0

- ((t4 —412) cos20 +4t3sen26 — (161 + 83) sen 6 — (812 + 4t4) cos 6 + 1212 + 314 + 8

+(8)}(5%%9) (cosze—tsen 9)) ;
0

(2¢sen 6 +12cos 6 — 12 —2)*
_ (M) N <8y (sen10) (cos29)) ;
8 (-2)°
=ycosO+y(sen0)i

= (ycos0,ysen0) = (u,v).

)
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Isso mostra que ¥ é bijetora. Além disso, é facil ver que y e y~! sio diferencidveis, i.e. ¥ é um
difeomorfismo.
Assim, identificamos PSL (2,R) = UH? como variedades diferencidveis.

Considere a sequéncia de aplicacoes

—— As[A]

SLy (R) — SL, (R) "= PSL, (R) &% UH2.

—_—

Observe que a aplicagdo A — [A] é um recobrimento duplo. Isso nos mostra que SL, (R) pode

ser visto como o recobrimento universal de UH?. Acontece que UH? possui métrica riemanniana.

—~—

E assim que induzimos uma métrica riemanniana sobre SL; (R). Além disso, podemos tomar como

modelo para SL, (R) o recobrimento universal do fibrado unitdrio, UH?.

Agora que ja temos uma proposta de modelo para SL, (R), comentamos brevemente a respeito da
métrica em fibrados tangentes. Em [Sct], P. Scott constr6i uma métrica no fibrado tangente por meio
de uma descri¢cdo geométrica que, embora interessante, pode ser intrincada, de dificil compreensao e
de pouca utilidade para calculos concretos. J4 em [Crm], Manfredo define uma tal métrica de forma
simples e direta por meio de uma férmula. E um exercicio interessante, embora ndo trivial, mostrar
que essas métricas coincidem. Por simplicidade, descreveremos aqui a versao mais direta.

Seja (M,g) uma variedade riemanniana e TM seu fibrado tangente. Considere (p,v) € TM e
V,W vetores tangentes a TM em (p,v). Considere curvas que representem esses vetores, i.e. o (s) =
(p(s),v(s)) e B(t) = (q(t),w(r)) tais que &t (0) = B(0) = (p,v) e &'(0) =V, B'(0) =W. Se
estivéssemos com M = R"”, com TM = R" x R", a métrica euclidiana nos daria

(V. W) = ((p'(0).¥'(0)). (¢'(0),w'(0))) g2n = (p'(0), ¢ (0))n + (v'(0), W (0) ) er

No contexto abstrato, v € um campo ao longo de p, assim como w € um campo ao longo de q.

Podemos considerar suas derivadas covariantes. Definimos entdo uma métrica g em 7'M fazendo

o) (VW) =8, (00,6 0) 48, (5 (0.2 ).

Agora que conhecemos a métrica sobre UH? C TH? e sabemos que UH? = Sm), trocamos
novamente H? pelo modelo isométrico que julgamos mais conveniente, a saber, o modelo do hi-
perboloide no espago Lorentziano R>! (veja Capitulo [3| secdo . Olharemos com mais detalhes
para a métrica sobre o fibrado tangente de H? neste modelo e entdo forneceremos um modelo para o
recobrimento universal UHZ.

Primeiramente, o fibrado tangente a H? C R?! pode ser descrito por
TH? = {(p,v) e R xR*! : pc H* e ¢ (p,v) =0},

sendo ¢ a pseudométrica de R>!. Vejamos como fica a métrica definida acima neste caso. Se-

jam Vi, V; tangentes a (p,v) € TH2. Considere curvas a; = (p;,v;) em TH? com «; (0) = (p,v) e
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!/
&;

de componentes tangentes a H?, e aplicando a defini¢iio acima, teremos

(0) =V;. Usando a estrutura de R2%! incluindo a descricao da conexdo de Levi—Civita em termos

B (V:V2) = 2 (41 00,15 0) 4 (5 00,22 0))

=4 (P1(0).74(0)) +4 ()" ©), (%) (0)

=q(p1(0),P5(0)) +q (v (0)+4q (v (0),p) p,v5(0) +¢ (V2(0),p) p)

=q(p1(0),5(0)) +¢ (v (0),v5(0)) +¢ (+2(0),p) ¢ (v (0), )
+q(v1(0),p) g (p,v3(0)) +4q (1 (0),p) g (v2(0),p) ¢ (p, p)

=4 (p1(0),p5(0)) +¢ (v (0),V5(0)) +4 (¥2(0),p) ¢ (¥ (0), p)
+q(v1(0),p) q(p,v2(0)) —q (v (0),p) ¢ (p,v:(0))

= q(P(0),p5(0)) +¢ (¥ (0),v5(0)) +4 (p,5(0)) ¢ (p, v} (0))

Escrito de forma mais simples, se V; = (u;,w;) € T(I,N)T]HIz, i =1,2, entdo
Zpw) V1,V2) = q(ur,u2) +q(wi,w2) +q (p,w1) g (p,w2).
Observe que UH? é dado por
UH? = {(p,v) € R> xR>!: p e H?, ¢(p,v) =0,q(v,v) = 1}.

Para descrever o recobrimento universal de UHZ?, iremos considerar o seguinte referencial orto-

normal sobre H?:

y T X
z+1 z+1
2

Xy y
E x? ) = 71+ ) 9
2(%:3,2) (z+1 z+1 y)

com (x,y,z) € H? c R*!.

2
X X
El (X,y,z): (1+ > >’

Com esse referencial em maos, podemos descrever UH? simplesmente por
UH? = {(p,(cos0) E (p) + (sen@) E> (p)) e HZ x R*' : § ¢ R}
Essa descricdo nos fornece o recobrimento universal. Basta definir Y : H?> x R —UH? por

Y (p,0) = (p,(cosO)E| (p)+ (sen8) Ez (p)).

Nio ¢ dificil observar que Y é uma aplicagdo de recobrimento. Como H? x R é simplesmente
conexo, Y é o recobrimento universal de UH?2. Assim, considerando a métrica induzida por Y em
H? x R, teremos um modelo para UH? = Sz;(i)

Considere dois vetores V1,V € T(, ) (H2 X ]R). Esses vetores sdo da forma V; = (u;,r;) em que

ui € T,H?> C R*! e r; € TyRXR. Sejam py,p; : I — H? curvas tais que p; (0) = p e pi(0) = u;.
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Considere entio as curvas ; (t) = (p;(t),0 +r;it) € H? x R. Estas sdo tais que o; (0) = (p,0) e

! (0) = (u;,r;) = V;. Induzimos uma métrica em H? x R fazendo

8(p.0) V1,V2) = &r(p.0) (Yo 1) (0), (Yo ap)'(0))

DW,| DW,
= "(0). 05 (0 AL a4
q (P (0),py( ))+q( ar |, d

)

sendo
Wi (t) :=cos (6 +rit) Ey (pi (1)) +sen (0 + rit) E» (pi (1)) .-

Antes de calcular essas derivadas covariantes, primeiro lembremos que definimos a componente

tangente de v € R*! em p € H? por
T _
vi=v+q((v,p)p.

Contudo, agora que possuimos um referencial ortonormal sobre Tsz, essa componente pode ser

obtida por

2

2 2
=Y q(V",E)Ei=Y q(v+q(v,p)p.E)Ei=Y q(v.E)E;.
—1 i=1 i=1

~

Acima, usamos que ¢ (p, E;) =0, pois E; é tangente em p. Dito isso, cada derivada covariante sera

dada pela componente tangente de

W/ (0) = —risen OE (p) + ricos OE; (p) +cos OE; (p;)' (0) +senOE, (p;)' (0).

1

Teremos entao

DW;
dt

(0) =W/ (0)" =g (W/(0),E1(p)) Ex (p) +q
( 1(pz/
+ (ricos 8 +cos 0g (Ey (pi)' (0),E> (p

(

= (—risen® +cos ¢ ) (0),E; (p)
(pi) (0),E2(p)

= (—risen®+sen@q (E» (p:)' (0),E (p)
1) (0),E2(p)

) (0),E1(p))) E1(p)
) (0),E2(p))) E2 (p)

Para calcular g (E; (p;)' (0),E» (p)), usando que reiteradamente que 22 = 1 +x* +)y? e 7/ == +yy i
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obtemos
9 [(xX*4+z+1 xy 0 (xX*4z+1 xy
E ) = X/— ) X |+ '— ) y X
1 (pi) 8x< z+1 Tz+1 Yoy\ 241 7+
xx' +yy o <x2+z—l—1 xy )
+ S ) y X
z 0z z+1 z+1
i B x(x’x2 +yyx—2x'22—2x' z) 7
2(z+1)?
= | —Xy—yxy Py x4y xz+x yE+xyz
2(z+1)?
Y
i _x(x’x2+yy'x—2x'zz—2x'z) 17 Ty
. 2(z41)? ot
q (E1 (pi)  Ex ( p,-)) = | Xy x4y xerxy4xyz y+_zl+17
Z(Z+ 1 )2 z+
¥ -y
x’x4y —|—y’x3y2 +x’x2y3 o lexzyzz
_ 1 _x/xzyZ +x’x2y _|_y/xy4 _ y/xy2Z2 +y/xy2
z2(z+1)° —yxz? = 2y'xz* —yxz —x'y’2

XYz wytt 4 20y + Ay
1y =y
2 (et 1)
Clxy =y
S 2(et1)

(2z+ (¥ +)?) (z4+2) +2)

/ /

xy' — yx
z+1

(224 (-1+2°) (z+2)+2) =

Portanto, se denotamos p = (x,y,z) e p}(0) = u; = (a;, bi,c;), entdo

4 (E1 () (0), B2 (p) = 22
Observe que g (E1 (pi) ,E2 (pi)) = 0 implica que
q(E2(pi) (0),E1 (p)) = —q (E1 (pi)' (0),E2(p)) = —%-

Portanto, finalmente obtemos a derivada covariante

DW;

( xb; —ya;
dt

) E| (p)+cos6 (ri + z+—1> E; (p)

bi —yai
_ (rﬁ_ﬂ> (—senOF; (p) +cosOE; (p)).
DWW, DW,

z+1
8(p,0) ((u1,11), (u2,12)) = q(ur,u2) +q (7 s 0)
b1 — by —
:qum+(m+£Ljﬂ)<m+£Ll@)

z+1 z+1

xb; — ya;

0) = —sen® (r,-+ T

—_—

Logo, a métrica em H? x R = : SL, (R) ser4 dada por

sendo p = (x,y,2) € H? e u; = (ai,bi,ci) € Tp]H[z. E importante destacar que esta ndo é a métrica

produto sobre H? x R, espaco estudado no Capitulo
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Notemos que a inclusio do referencial {E}, E;} em H? x R deixa de ser ortonormal. De fato,

2] 2 e
8((E170)7(E170))Zq(E1,E1)+<O+ 2 ] ) =1+

z+1 (z41)?
x 22 _yx +z+1 32 +z+1 oy “xy
E ,O 5 E ,O = E 7E + O+ z+1 z+1 0+ z+1 7+1 _ ’
g((E1,0),(E2,0)) = q(Ey, Ez) ( — . =
2
y+z+1_yﬂ _xz
g((E270) ) <E27O)) - Q(E27E2) + 0+ zt1 z+l — 1+
z+1 (z+1)*
b T X0 — yo y
E,0,0,l = E70+ 0+ Z < :__,
¢ ((E1,0),(0,1)) = q(E1,0) — ( - -
y+z+1 Xy
=1 xO yO X
E>,0),(0,1)) = g (E2,0) + | 0+ 2= ( _
g ((E2,0),(0,1)) = g (£2,0) —— z+1 —
x0—y

(0.1),0.0) =g 0.0+ (14230 (14

)

Isso pode ser consertado subtraindo a componente de 89 = (0,1) desses vetores. De fato, consi-
dere o referencial dado por

z+1
X X
= (£,0) ———(0,1)= ( E0,——— |,
12 = (E2,0) Z+1( ) (2 z+1>
X3 :=0dg = (0,1).

. y _ y
X1 = (E170)+Z+1(071> (Ela )’

P

Este referencial é de fato ortonormal em H? x R 2SL, (R):

2
xﬂ_yx2+z+l
8(7517%1):4(E1aE1)+< S o3 IE NS W I

z+1 z+1
X Xzt 24741
g(Xl,%z)ZCI(El,Ez)+(Zil+x”_ylz_j1;+i> —Zi1+xyz+jr_1y”_yl =0,
y o al—ytizl X0 —0
g(%l,ls)ZQ(E1,0)+<Z+l+ : Z+1Z ><1+ I ):O,
X yffl—yﬁ :
st =a(ErE) 4 | - 5+ — =1,

y+z+1 Xy

X 1 Y x0—>y0

) =q(E2,0)+ | — 4+ =t > <1+ =0
8 (X2, 23) = q(E2,0) i1 1

0—y0 0—y0
g(%3,){3)=q(0,0)+(1+x y>(1+x y)zl_

z+1 z+1
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P

Como nos espagos anteriores, o referencial {1, X2, x3 } define uma estrutura de contato em SL; (R),
1.e. a direcdo das fibras dada por 3 € tida como vertical e a dire¢cdo dos planos gerados por i, X2

¢ chamada de horizontal. Os vetores que ndo sdo nem verticais nem horizontais serdo chamados de

obliquos.
Queremos descrever a conexdo de Levi—Civita de SL, (R). Para isso, comecamos calculando os

colchetes de Lie [Xi, X j} .
Considere a parametrizacio de H? x R dada por

@ (x,,0) = ((x,y,2(x,y)),0), sendoz(x,y) =+/1+x2+y2

Escrevamos o referencial {1, X2, X3} no referencial coordenado {(px, 0y, Vo } Observe que

E <x2+z+1 Xy ) <x2+z+1 Xy X(—1+z2+z+1)>
1: =

9 7x 9 )
z+1 z+1 z+1 z+1 z(z+1)
P4zl oxy x(P4yr4z+]) _x2+z+1(10x)+ n’(OIy)
B z+1 Tz+1’ z(z+1) T z+1 "z) 41\ 7z
_xz+z+1

(1,O,zx)—|—Z£(0,l,zy).

z+1 +1

Analogamente, tem-se que

2 2
xy y +z+1 Xy y+z+1
E: 9 b - ]‘7072 + 07]‘7Z .

2 <z+1 11 ) 11 L0z 7= (0 1.2)

Portanto, teremos

2

+z+1 Xy y
Eq, + +——@g,
( 1Z+1> z+1 P z+1¢y Z+1¢9

2

xy y+z+1 X

E s fd —|— _
2 z+1) 1T T P

=(0,1) =

(2B

Considere uma fungio suave f : H> x R — R nas coordenadas (x,y, 8). Teremos

1221 () = 200 G2 f) = 22 (1 f)
2 2
B Xy y+z+1 . x B x“+z+1 Xy y
—XI(Z+1fx+ 41 fy Z+1f9> %2( 41 fx+z+1fy+z+1f9)
X2 +z+1 y+z+1 X
o z+1 (z+1ﬂ%_ z+1 ]}_z+19>

I
2
(e )
y

z+1\z+1 z+1

2
y xy Yy +z+1 X
( fx+ 41 fy f9

z+1\z+1
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xy [(xX*+z+1 Xy
z+1( z+1 fX+z+1
VAz+1 (441

z+1 < z+1 Jet fy z+1f)y

y
fy+Z+1f6>

X X +z+1 Xy
+z+1( z+1 fX+z+1f Z+1f6>
y(z+1)—xy(2 )f
+1) *
2rert | SR
- z+1 T fuet (+1) Ty
1)-
Z—:Z?_lfx,y Sasl ( )fe_z+1fx6
x(z+1)— ( )
1530 { )
Xy 2942 ) (z+1)— (y*42+1) (2
T z+1fxy T @) Jy

+z+1 ( )
z+1 fyy (1) 2f6 Z_ny,e

y xy y? +z+1
+z+1 ( fxe ———fe— +1f9,9)

(2x+x) (z+1) (x +Z+1)(E)fx

(z4+1)*
_ Y 4x +z+1f Z'H ( )f
Zfo,y ( gf +Z+1fx9
(Z)(erl) (x? +z+1)( )
( fx
2 +1)?
_Y tztl x+z+1 z—i—l ( )
Z+1 z+1 fx7y ( ) fy
z+1fy,y+(—f +z+1fyv
2
X x+z+1 Xy
+ + +—
z+1 ( z+1 Fxo z+1fy’9 z+1f9’9)

Yy X B 2 B y X B 2
= oh Zer—(ZH(px 1 z+1(p9)(f)

. y
N (z+1% Z+1XZ_X3> (f).

Na ultima passagem utilizamos a mudanca entre os referenciais, dada por

- -2
Phzrl xy oy
X1 z+1 it z+1 Ox
= Xy yitz+l x
X2 7z+1 z+1 7+1 Do
2] 0 0 1 Po |
B y2+z+l —xy Yy -
Ox Piytatl gt ot X1
= —Xy xP4z+1 X o)
P Ry 4z+1 B4yl ] X
Po | 0 0 1 | X3
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Os demais colchetes sdo trivialmente nulos, por exemplo

2
x*+z+1 xy y )
+ 1

i1 ot e

2

x“+z+1 Xy y

LT et +
A A z+1f9’9)

X1 23] (F) = x1 ) — 23 (1 f) = 21 (fe) — X3 (

2

x“+z+1 Xy y

- + +—foo—
er 1 Te T et /e (

=0.

Sumarizando, temos

[ ]_L o
X1, X2 = z+1XI Z+1Xz A3s
[XIJCS] = [1277(3] =0.

Utilizando a férmula de Koszul para referenciais ortonormais, obtemos

(g ([ xi] ) — & (L ) - i) — & ([ ) > %) ) »

| =

8 (VXinvxk) =

=0, 8 (VX]XhXZ) = - 8 (VX1%lax3) =0,

R
2+ 1
> 8 (VX1X27XZ> =0, 8 (V11X2,%3)

( )
( ) z+1 -y
1
g§(Vuxs,x1) =0, g(Vypxs x2) = > 8 (Vs 23) =0,
8 (VXZXZvXI) - _Z‘FLI, 8 (VX2x27%2) = O’ g (VX2%27X3) - 0’
1
g (Vpasxi) = —5 & (Voxz. 22) =0, g(Vypxs, x3) =0,
§(Vepx321) =0, g(Vypxs.x2) =0, g(Vyxs, x3) =0.

—~—

Com isso, obtemos a conexdo de Levi—Civita de SL, (R) em termos do referencial y;:

VXt Ve Vyxs —Z%lxlz S VAREY £ %1952
VXt VeXe VeXs| = |70+ —2340  —3X
Vuxt VX2 Vs 342 —3 2 0

P

Falamos agora das geodésicas em SL; (R). Primeiro, encontraremos todas as geodésicas partindo

—_—

da origem O := ((0,0,1),0) € SL, (R) e obteremos as demais geodésicas do espaco por meio de

isometrias.

—~——

Considere uma curva suave y: R —SL; (R). Para que 7y seja geodésica, devemos ter Vy}/ =0.

Para calcular essa derivada covariante, precisamos antes escrever ¥ no referencial y;. Denotando
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y=((x,»2),0), temos

7= ((¢2).0) = ((105).0) 7 ((0.0.).0) 46/ (0.0.0). 1) =X/, + 690

- T T [y +z+l —xy y
/ / Y
X Px X x2+y24+z+1 xzty2+z+1 Z+1 X1
/ / a
=1y o =1y Xy x“+z+1 X X2
o' . o AR N R A N RS
i Po 0 0 1 X3

(X Pzl Yy N Y (@ +z+l) Xy
I SN R iy 1 LA (N NIy R N Ny ) R

VAR
+<9/+u>%3

z+1
e+ —xz Y (z+1) -y <, xy’—wc’)
= o+ 22 ) g
z+1 A1 z+1 A2 z+1 X3
Denote
A X (z41)—x7 B Y (z+1)—yZ Coe 9,+xy’—yx’
' z+1 7 +1 7 z+1 7

de forma que Y = Ay; + By, + Cx3. Com essa notagdo, a derivada covariante é dada por

T 1 1
/ / / A —Z%%lz VAR Y4 51%2 A
VoV =AM +B0+Cr+ | B | |Gre+sns -0 —sxl| | B
C 30 —3 21 0 c
Ay—B Ay —B
_ (A/+B( ﬁﬂx—c))xﬁu (B’—A( §+1X—C)>%2+C'x3.

Portanto, y é uma geodésica partindo da origem O € SL; (R) com vetor tangente unitdrio V €

ToSL, (R) se, e somente se, é solu¢do do sistema

0o=a'+B (=8 ).
z+1
0=B—A (Ay_Bx—c>,
z+1
0=C,

Y(0)=0.7(0)=V.

Observe que o referencial y; sobre O é dado por x; = ((1,0,0),0), x> = ((0,1,0),0), x3 =
((0,0,0),1).
Comecemos analisando o caso em que V € vertical. A menos de inverter a orientacao da geodésica,

podemos supor que V = (0, 1). Tome 7 definida por

Y(t) = ((0707 1)7t)'
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Temos que v satisfaz as condi¢des iniciais e suas fungdes A, B, C satisfazem

A X (z+1)—x7

:0’
z+1
/ o
gVt —yz _o,
z+1
I
c=0+2 2%
z+1
Ay—B
0=A'+B( 22X _¢),
z+1
0= _a(P =B ¢
7+ 1 ’

0=C.

Portanto, essa € a geodésica na direcdo da fibra (vertical) em O.

Suponha agora que V € horizontal, i.e. da forma V = Aoy + Bo)2. Tome Y definida por
¥(t) = ((coshr) (0,0,1) + (senht) (Ao, By, 0) ,0).

Note que Y estd bem definida pois A3+ B3 =1, ¢((0,0, 1), (Ao, Bo,0)) = 0 e a projegdo de y sobre

a base H? do fibrado é uma geodésica em H?. Tal 7 é de fato solucdo do problema:

x = Agpsenht, y = Bgsenht, z = cosht

X (z4+1)—x7 cosht 4 cosh?t — senh?
A - — A :AO’
z+1 coshr+1
Y (@41 —yd cosh? + cosh?z — senh? ¢ _
B z+1 -0 coshr + 1 oo
/ /
, xy—yx'  (Agsenht) (Bgcosht) — (Bgsenht) (Agcosht)
C - 9 + == = 0,
z+1 coshz +1
0=Al—|—B Ay—Bx_C — B, A()(B()SGIlht)—B() (Aosenht) _0.
z+1 coshz +1
0—B A Ay—Bx_C _ B, Ao (Bosenht) — By (Apsenht) _o,
z+1 coshr + 1
0=C_".

Resta agora falar das geodésicas em que V € obliquo, i.e. com Cy #0 e A% —i—B% # 0. Primeira-
mente, a menos de uma rota¢io em torno do eixo-z do hiperboloide H?, podemos supor que By = 0
(esse argumento ficard mais claro posteriormente, quando estudarmos as isometrias de SZZ\(]I/R)). Além
disso, a menos de uma inversdo na orientacdo da geodésica, podemos supor Cy > 0. Por fim, nova-
mente a menos de uma rotagdo de & em torno do eixo-z, podemos supor também Ag > 0. Como o
vetor V = Agx1 + Cox3 € unitério, sob essas hipéteses podemos escrever Ag = cos &, Cy = sen o, para

algum a € (0,%).
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Introduzamos coordenadas polares em torno de O, escrevendo a projecdo de ¥ em H? como

x =senhrcosn,
y =senhrsenn,

z=coshr,

para certas fungdes ;1 : R — R, com r(0) = 0. A fungdes A, B,C se traduzem nestas coordenadas

como

/ 1 _ /
A= ¥l+l)—xd ¥ cosn —n’senn senhr,

z+1
/ 1) — /
B:M:r’senn+n’cosnsenhr,
z+1
/ /
Xy —yx / /
C=0+="—=0"+n"(coshr—1),
— n( )

Observe que o sistema nos diz que C = (j € constante. Com essa observacdo, o sistema em
coordenadas polares se traduz como

0—a'+B(2=B ¢
z+1

=r"cosn —n"senhrsenn —2/'n’coshrsenn

— Cor'senn — (n')*coshrsenhrcosn — Con’ senhrcos1,
Ay—B
0:B’—A( Y x—co)
z+1
= r"senn +n"senhrcosn +2'n’ coshrcosn

+Cor’ cosn — (n')? coshrsenhrsenn — Con’senhrsen).
Segue dai que

0= (cosn) (A’+B (Ai;fx —Co)) + (senn) (B/—A (Az;fx _CO))

=7 - (n’)zcoshrsenhr—Co (senhr) 7,
Ay—B Ay—B
0:(—senn)(A’+B( y+1x—Co>)+(cosn)(B'—A( Y x—Co))
z z

= 1" senhr+2r'n' coshr+ 1 Cy.

Temos ainda que

o=a(a (P8 _c\)ip(p_a(2 B _¢
z+1 z+1

:AA’+BB':%(A2+82)/,

e portanto A2 + B? = A%. Convertendo essa equagao adicional em coordenadas polares, obtemos

AZ =A%+ B> = (/)* +(n')*senh?r.
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Quanto as condig¢des iniciais, devemos ter

r(0) =0,
Ap =7 (0)cosn (0) —n’ (0)senn (0)senhr (0) =¥ (0)cosn (0),
0=By=17"(0)senn (0)+n’(0)cosn (0)senhr(0) = ' (0)senn (0)
— senn (0) =0,
Co= 6'(0)+n'(0) (coshr(0)—1) = 6'(0).

Sumarizando, nossa geodésica em coordenadas polares deve ser solucdo do sistema

0=r"— (n')zcoshrsenhr —Con’ (senhr),
0 =n"senhr+2r'n' coshr+ Cyr/,
Co=0"+n"(coshr—1),
A= (r)?+(n')*senh?r,
r(0)=0, 7 (0)cosn(0)=Ag, senn(0)=0, 6(0)=C.
Nao faremos aqui o processo de resolugcdo detalhado deste sistema, apenas apresentaremos suas

solucoes.
As solucdes se dividem em trés casos, conforme o angulo de obliquicidade o do vetor V. Listamos

todos esses casos na tabela a seguir.

Geodésica y: R — SL(R)
7(0) = 0=((0,0,1),0), ¥(0)= (cosax)xi+ (senct)x3
Y = ((senhrcosn,senhrsenn,coshr),0)

0<a<? r(t) = 2senh™! (% senh(v/cos2a - %))
tipo espagco | M (t) = —tan"! (\/S%T“tanh(\/cos 20 %))

0(t) =2(senct)r+2n(t)

r(t) =2senh™ < )
tipo luz n() = (T )
0(1) :\@Jrzn(

<o< = 2senh™ <\/%sen \/—c0s2(x-%)>

: _ 1 o 1
tipo tempo = —tan~ (\/%tan v —cos2a- 5))
0(t) =2(senat)r +2n(t)

K
|
Al

&8
S|

Note que as expressdes da tabela incluem os casos horizontal (o = 0) e vertical (@ = %). A

nomenclatura de geodésica tipo espaco, tipo luz e tipo tempo foi motivada pelo fato de que os trés
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casos listados na tabela correspondem a vetores do tipo espago, luz e tempo segundo a forma bilinear

e~

simétrica ¢, no espago tangente TpSL,(R), com assinatura (2, 1) para o referencial y;:
GA 1 +Bix2+ Cixs, Ao g1 + Boja + Cox3) :=A1Ar + B1B, — Ci G

Note que para a geodésica do tipo tempo, hd um detalhe na defini¢ao da func¢do 1. Existird valores
t € R tais que cos(v/—cos2a5) = 0 e portanto tan(y/—cos2a5) ndo estd definida. Mesmo assim,
o angulo n estard bem definido sobre toda a reta R. Basta pensar em 17 como sendo uma funcao
continua que satisfaz

sen(—1(t))cos (\/M%) = \/% sen (\/W%) cos(—n(1)).

Em termos de expressado, cada vez que o ponto (cos (\/ —cos 206%) ,sen (\/ —Cos 206%)) cruza um

29

dos pontos (0,1) e (0,—1), soma-se 7 a fun¢do arcotangente “padrao

(=3.5))

As solucdes tabeladas acima podem ser encontradas em [Dvj|], com leve alteracdes (por escolha

(i.e. tomando valores em

de modelo). Foram todas verificadas com cuidado e satisfazem, de fato, o sistema. Uma verificagao
detalhada foi adicionada ao Apéndice

Por meio da projecio estereografica de H? sobre o disco de Poincaré, somos capazes de visualizar

—~——

essas geodésicas. Note que, neste modelo, SL;(R) é representado pelo interior de um cilindro vertical.

——~——

Figura 4.1: Geodésicas em SL;(R) do tipo espaco em azul, tipo luz em vermelho e tipo tempo em
verde

Para visualizar as geodésicas de outros angulos, o leitor pode acessar este link: https://www.

geogebra.org/classic/cb5hbbzw.

Pois bem, agora que conhecemos algumas geodésicas a partir da origem, precisamos falar das

—~——

isometrias de SL,(R) para que possamos falar das geodésicas a partir de qualquer ponto.


https://www.geogebra.org/classic/cb5hbbzw
https://www.geogebra.org/classic/cb5hbbzw
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Primeiro, falemos da componente da identidade do grupo de isometrias da base H? (a saber, o
proprio SL; (R)) no modelo do hiperboloide.

Primeiro, temos o grupo de Lorentz O (2, 1), cujos elementos sdo as transformagdes lineares (ou
matrizes) preservando a pseudo-métrica de R>!. Temos que A = (an j) € 0(2,1) se, e somente se,

ATA_ =1_, sendo AT a transposta e A_ e I_ definidas por

aj,  aip a3 1 0 0
A_ = a azn as , I_ =10 1 0
—az| —azp —a3j3 0 0 -1

Para ver isto, basta notar que

0=q(Ap1,Ap2) —q(p1.p2) = (Ap1)" A_pr— pTpr- = pTATA_pr— pTps_
= (Q%J + a%,l - a%,l - 1) x1x2+(a1,1a12 +az 102 — a3,1a32) X12
+ (a1 1a13+az 1023 — a3 1a33) X122+ (a1,1a12 +az 1a20 — a3,1a3 2) XY
+(a11a13 +az,1a23 — a3 1a33) X221 + (aiz + a%g - 0%72 - 1) yiy2
+(a1pa13+azpa03 —azpa33) 122 + (a1 2a1 3+ az2a23 — a3 2a3 3) y221

2 2 2
+ (01,3 +tazy3z—azsz+ 1) z120.

Para que isso valha para todo py, p» € R>!, devemos ter que os coeficientes da equagio acima sio
todos nulos, o que nos diz que ATA_ = I_. Isso equivale a dizer que os vetores coluna da matriz A
formam uma base ortonormal com respeito a ¢ e com assinatura (2, 1).

Do grupo dessas transformacgdes, a componente da identidade fornece isometrias sobre o hiper-
boloide H? pois, se preservam a pseudométrica g, entdo deixam invariante o conjunto dos pontos
satisfazendo ¢ (p,p) = —1 e preservam a métrica riemanniana dada pela restricdo de ¢ ao fibrado

tangente de H2. Essa componente é gerada por elementos da forma

cosm senn O 1 0 0 1— %az —a %az
Ky = |—senn cosm O, A, = |0 coshr senhr|, N,= a 1 —a ,
0 0 1 0 senhr coshr —%az —a 1+ %az

para constantes 1,r,a € R. Essa é a versdo da decomposi¢do de Iwasawa para SL, (R) no modelo
do hiperboloide. Sao exemplos, respectivamente, de isometrias elipticas, hiperbodlicas (translacdes) e
parabdlicas em H?. Isometrias elipticas sdo rotacdes em torno de um ponto fixo em H? sem pontos
fixos no bordo do infinito. J4 elementos hiperbdlicos possuem (apenas) dois pontos fixos no infinito,
um dele atrator e outro repulsor. Por fim, elementos parabdlicos possuem (apenas) um ponto fixo no
infinito, sendo ele nem atrator nem repulsor.

As figuras abaixo ilustram, respectivamente, a acdo das isometrias elipticas, hiperbdlicas e pa-
rabélicas definidas acima sobre o hiperboloide H?. As érbitas geradas por esses subgrupos (indicadas

em vermelho) sdo elipses, hipérboles e pardbolas, o que justifica a nomenclatura.
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Essa foi nossa breve descrigio das isometrias SL, (R) no modelo do hiperboloide H? C R>!.

—_—

Como ja mencionamos na constru¢do de SL (R), o grupo SL; (R) (de dimensdo 3) também age
por isometrias sobre o fibrado unitdrio UH? e, portanto, se levanta a uma agio sobre SL, (R). Note
que, como as isometrias de H? no modelo do hiperboloide sdo transformacdes lineares, elas coincidem

com suas respectivas aplicacdes diferenciais. Assim, se A € SL; (R), sua agéo sobre U H? se da por

A(p,cos OE| +sen OF,) = (Ap,cos OAE] + sen OAE).

—_——

Cada uma dessas isometrias se levanta a uma isometria do recobrimento SL, (R) = UHZ.

—_—

Além dessas, SL, (R) possui outro tipo de isometrias mais simples, dadas por translagdes por uma
constante ao longo das fibras. Com isso, temos uma ac¢ao de SL; (R) x R por isometrias em SZ;(@)
De fato, isso fornece toda a componente de Isom Sm) contendo a identidade (veja por exemplo
[Sctl).

Vejamos como se levantam ao recobrimento cada um dos geradores descritos acima. Para isso,
precisamos observar como cada uma dessas isometrias “gira” os circulos do fibrado unitdrio UH?.
Mais precisamente, precisamos descrever como elas agem sobre o referencial ortonormal {E,E;} de

H? dado em coordenadas cartesianas por

2 2
x*+z+1 xy xy y +z+1
El (%%Z):( >» EZ(X,%Z):( Y-

Y 7x Y
z+1 z+1 z+1° z+1
Comecemos analisando os elementos elipticos. Denotando p = (x,y,z), temos por um lado

- [ (x2+z+1)cosn+xy senmn

i 1 [ x2tzt!
cosm senn O e 1
KnEi(p)= |—senn cosn O % = | xycosn—(x*+z+1)senn |
0 0 1 ) ol
- - - 'x - x
_ - Xy . [ (y2+z+1)senn+xycosn i
cosm senn O Z )
KnE> (p)=|—senn cosn 0O H_Z?'I = | (*+z+1)cosn—xysenn
0 0 1 t +1
L 4Ly I y |
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Por outro lado,

cosm senn 0 X xcosmn +ysenn
Kyp= [—senn cosn 0 y | = | ycosn —xsenn |,
0 0 1 Z 2

(xcosn+ysenn)4z+1

+1
— E; (Knp) = (xcosn+ysenﬁ)({cosnfxsenn)
z+
xcosn +ysenn

(xcosn+ysenn)(ycosn—xsenn)
z+1 5

= FE, (Knp) = (ycosnfxzs:rlln) +z+1

ycos1n —xsenn

Fazendo as contas, sempre usando as relagdes adivindas de x> 4+ y*> —z> = —1, obteremos

q(KnE\,E1Ky) =cosn, q(KnEi,E2Ky) = —senn,
q(KnE>,E1Ky) =senn, q(KnEx,E2Ky) =cosn.
Portanto,
KnEy =cosnE; —sennky,
KnE; =sennEy +cosnky.

Isso mostra que K; age sobre o circulo tangente unitdrio de maneira uniforme em toda a base H?,

por uma rotagdo de —7). Assim, um levantamento natural para Ky € dado por

Ky : SLy (R) — SL, (R),
Ky (p,8) = (Kqp,6 —1).
De fato, temos Yo Ky, (p,0) = Kp oY (p,0):
YoKy,(p,0) =Y (Knp,6—1)
= (Kpp,cos(0 —n)E; +sen(6 —n)Ey)
= (Kyp, ( cosB (cosnE| —sennEy) +sen6 (senE; + cosnE,) ))
= (Kyp,cos OKpE| +sen 0K, E>)
= (Kyp,Kn (cosOE; +senOF,))
= Ky (p,cosOE| +senOE>) = Ky oY (p,0).

Quanto aos geradores hiperbdlicos, através de calculos andlogos, obtemos

q(ArEr,E1Ar) = q(ArEn, E2Ar)
(z—x*+2%)coshr+y(z+1)senhr+z+x*+1
- (z+1)(zcoshr+ysenhr+1)
q(ArEl,EzAr) = —q (ArEz,ElAr)
x(y(coshr—1)+ (senhr)(z+1))
- (z+1) (zcoshr+ysenhr+1)

9
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Assim, podemos definir uma aplicacio ®, : H?> — S' que associa o ponto (x,y,z) ao par

(z—x*>+2%)coshr+y(z+1)senhr+z+x2+1 x(y(coshr— 1)+ (senhr) (z+1))
(z+1) (zcoshr+ysenhr+1) " (z+1)(zcoshr+ysenhr+1)

Relembrando do recobrimento universal exp : R — S!, dado por exp (i) = (cos6,sen8), po-
demos considerar um levantamento de ®,, que denotaremos por 6, : H? — R, ou seja, existe uma

funcdo suave 6, tal que expob; (x,y,z) = ©,(x,y,z). Isso nos permite definir um levantamento de

—_—

A, : UH? — UH? a SL, (R) por meio de

—~—

A, :SLy(R) — SLy (R)
A (p,8) = (A;p,0+6:(p)).

De fato, novamente teremos

cos (0 +6,)E; +sen (0 + 6,) E; = (cosBcos 6, —senOsenB,) Ej + (cos O sen O, + cos 6,sen 0) E,
= cos 0 (cos 6,E| +sen 6,E;) +sen O (—sen 6,E| + cos 6,E;)
= cos BA,E| +senbA,E,,

e isso garante que Y oA, = A, o Y.

Quanto aos elementos parabdlicos, teremos

q(NaE1, E1Na) = q (NaE2, ExNa)
(=D =2+ D@ +2y(z+1)a—2(z+1)*
N (z+1)(—2z+a*x—a’z+2ay —2)
q(NaE1,E2Ng) = —q (NaE2, E1N,)
a(x—z—1)(—2z+ay—2)
(z+1)(2z—a*x+a’z—2ay+2)

b

Similarmente ao feito acima, definimos @, : H? — S! e 6, : H? — R tais que

e~ e~

Na :SLy (]R) — SLy (R)
N, (p, 9) = (Napv 0+ 6, (p)>

P e g

satisfaz Y o N, = N, o Y. Portanto, em resumo, toda isometria F : SL; (R) — SL; (R) terd a forma

F(p,0)=(f(p),0+6s(p)+c),

em que ¢ € R é uma constante, f : H?> — H? é uma isometria e 05 : H? — R é tal que

DfyEy (p) =cos 0 (p)E1 (f (p)) +senbf(p) E2(f (p))-

—_—~—

Agora que descrevemos as isometrias de SL,(IR), voltamos a falar das geodésicas.
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—~——

Até o momento, temos as geodésicas partindo da origem ((0,0,1),0) € SL, (R) com vetor de
saida unitario V = Agx1 + Cox3 em que Ag e Cp sdo ambos positivos. Com uma inversdo de sinal
no parametro da geodésica, obtemos todas geodésicas com Ag e Cp negativos. Quanto aquelas com
Ao < 0e Cp > 0, basta aplicar a isometria que mapeia o ponto ((r,7),60) (em coordenadas polares)

no ponto ((r,n+7),0). De fato, teremos
(senhrcos(n + ), senhrsen(n + ), coshr) = (—senhrcosn,—senhrsenn,coshr),

e portanto, lembrando que a base coordenada {(px, oy, goe} coincide com {x1, X2, X3} na origem O =
((0,0,1),0), teremos

((—senhrcosm, —senhrsen,coshr),0)’ (0) = (—rjcoshrgcosng -+ 1¢ senhrgsent) X1
+ (—r6 coshrgsenng — n(') senh 7o cos r]o) X2+ 0('))(3
= —Aox1 + Coxs.

Novamente, trocando o sinal do parametro da geodésica obtemos também todas as geodésicas
comAy>0eCy<O.

Por fim, obteremos as geodésicas na origem com V = Ag ) + Box2 + Co )3 unitario e By # 0 por
meio de rotagdes.

Denote Ay = /A3 + B3 > 0. Observe que A3+ C} = 1 e que (Ao, By) se escreve como (Ag, By) =
Ao (cos s, sensy), para certo so € R. Seja y=((r,n),0) a ja conhecida geodésica em coordenadas po-
lares satisfazendo y(0) = ((0,0,1),0) e ¥ (0) = Apx1 + Cox3. Defina entdo ¥ por 7= ((r,n +s0),0).
Temos que ¥ € geodésica com ¥(0) = ((0,0,1),0) e

7 (0) = (r6 coshrgcos (Mg + s0) — N senh g cos (Mo +so)) X1
+ (rgcoshrgsen (Mo + s0) + Mg senh rg cos (Mo -+ 50) ) X2 + 65X
= Agcossox1 +Agsensoxz +Coxs
=Aox1 +Box>+Coxs.

Com isso, obtemos todas as geodésicas a partir da origem.

Agora podemos obter as geodésicas em qualquer ponto (p,0) € Sm) aplicando isometrias so-
bre a origem ((0,0,1),0). Para isso, primeiro precisamos observar que a a¢do do grupo de isometrias
sobre Sm) ¢ transitiva.

Seja (po, 6) € Sm) um ponto qualquer diferente da origem O = ((0,0,1),0). Escreva pg em
coordenadas polares como pg = (senh ry cos 1o, senh ry sen Mg, cosh ry ), com ry # 0. Considere A,O um

levantamento de A,,. Um tal levantamento leva a origem O sobre

A,,0=(A,,(0,0,1),0+6,,(0,0,1))
= ((0,senhrp,coshry), 6,,(0,0,1)).
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Temos
®. (0.0.1) — (z—x2+zz)coshro—l—y(z+1)Senhr0+z—|—x2+1 x(y(coshrg—1)+(senhry)(z+1))
n(0,0,1) = (z+1)(zcoshro+ysenhro+1) » (z4+1)(zcoshrp+ysenhro+1) 00.1)
~ (A +T1)coshrg+1+1 0
-\ (1+1)(1coshrg+1)" (1+1)(Icoshrg+1)
=(1,0).

Portanto, podemos tomar o levantamento 6,, de forma que 6,,(0,0,1) = 0. Aplicando entdo a
isometria dada por k%—no (p,0) = (K%_nop, 0+no— %), temos
- T
A, 0= ((senhro cos 1o, senhrgsenng,coshry), Ny — 5)

Aplicando entdo a translagdo 7' por um angulo 6 + J — 1o ao longo das fibras, obtemos

T90+%—nok%—no‘4r00 = ((senhrycos 1o, senh rysenmg,coshry), 8) = po.

Portanto, ' := Ty, x_p Kz_pn Ay € uma isometria que leva O em p.
Agora, para falar do vetor inicial da geodésica, vejamos o efeito dessa isometria sobre um vetor

Aox1 +Box2 + Coxs € ToSL, (R). Para isso, basta olhar para sua a¢ao sobre a base {X],Xz,x:z,}o na

origem, que é dada por
x1(0) =((1,0,0),0), x2(0)=((0,1,0),0), x3(0)=((0,0,0),1).
Observemos que
F(p,0) =Toyrx_nKz_yAr, (p,0) = Tg 5 _n Kz _p, (Arp, 6+ 65, (p))
= Toy+zn, (KgfnoArop, 6 + 6y, (p) + 10— g)
— (Kz_nyAnp. 0+ 8, (p) + 80) .

Tomando (p(t),0 (¢)) = ((senhtz,0,cosht),0), temos

d
gi|_ Ko omoAnp = K5 nn (1,0,0)
[ cos(5—mn0) sen(5—mn9) 0] [1 0 0 1
= |—sen (%—r[o) cos (%—r[o) 0 [0 coshry senhry 0
i 0 0 1| |0 senhry coshry 0
[ senmn
= | —cosng
0

Quanto a % ‘ 1—o O (), lembrando que ©y, ¢ dada por

0y, (p) = (cos O (p),sen 61, (p))

B (z—x*+2%)coshro+y(z+1)senhrg+z+x>+1 x(y(coshrg— 1)+ (senhrg) (z+1))
B (z+1) (zcoshrg+ysenhrg+ 1) " (z+1)(zcoshrg+ysenhrg+1) |’
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e derivando a coordenada do seno, teremos

d d (senhr) (senhrp) (coshr + 1) senh ry
a1 g, 6, (0,0,1) = & -
(dt o (p)) c0s Oy ( ) dt|,_o (cosht +1) (coshtcoshrg+1)  coshro+1
d senh rg
— L] g (p)= M0
dt|,_o ° (p) coshrg+ 1

Portanto, concluimos que

senh rq )

DFoy1 = ((senno, —cos1,0), coshro 1

Tomando agora (p(¢),0 (¢)) = ((0,senht,cosht),0), teremos

d coshrgcosng
7 K%,noAmp = | coshrgsenng |,
=0 senh r
d 0 (senht (coshry— 1)+ (senhrg) (cosht+1))

’

4
dt

6, (p)> cos 6y, (0,0,1) = —

=0 ~dt|,_, (cosht+ 1) (cosh? coshrg + senht senhrg + 1)
d
= —| 6 =0.
gl _ O (P)

Portanto, temos
DFp x> = ((coshrgcosng,coshrgsenng,senhry),0).
Por fim, tomando (p (¢),0 (t)) = ((0,0,1),¢),

d
DFox3 = ar

0 (Kg—ngdr (0,0,1).1+ 65, (0,0,1)+ 8) = (0.1).

=

Por outro lado, a base {x1, X2, X3} F(0) O ponto F (0), é dada por

(senhrgcos n0)2 senh? rycos Mg sen Mo senhrgsenny
F(O)) = 1 h — 1,
X1 (F(0)) (( coshro+ 1 + 1, coshro+ 1 ,senhrgcosng |, coshro 1 1
senh? rgcosgsenty (senhrysen no)z senh rgcos Mg
F(O)) = 1 h —_ ],
2(F(0)) ( coshry+ 1 " coshrg+1 1, senhrosentio f coshrp+ 1
3(F (0)) = 0.1),

e~

Usando a métrica g de SL, (R) e fazendo todos os cdlculos, obteremos

g(DFox1,x1(F (0))) =senno, g(DFox1,x2(F(0))) = —cosn,
g(DFox2, %1 (F (0))) = cosmno, g(DFpx2,x2(F(0))) = senmn,
g(DFox3, 23 (F (0))) = g(x3,23) = 1.
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Como DFpy; sao unitérios (F € isometria, ; € ortonormal), isso implica que,

DFoyx1 = (senmo) x1 — (cos o) X2,
DFoyx> = (cosmo) x1 + (senmo) X2,
DFoxs3 = x3.

Ou, matricialmente segundo o referencial {1, x2, X3}, temos
sent)g cosng O
DFp = | —cosng senmng O
0 0 1

Portanto, se quisermos que a geodésica partindo de (po, 6p) possua vetor inicial dado por Agy; +

Boxr+Coxz € T( Po, eO)SLz (R), basta tomar o vetor na origem O com coordenadas em y; dadas por

-1

senf)gp cosny O Ao [sen No —cosny O Ao
—cosno senty O By | = |cosng senng O By
0 0 1 Co | 0 0 1 Co
[ Apsen No — BocosNo
= | Agcosno+ Bpsenng
- CO

—_——

Com isso, encerramos a constru¢ao do nosso modelo para SL,(R).

4.2 Superficies regradas em UH?

—~——

Na secdo anterior, construimos em detalhes um modelo para SL;(R) que é localmente isométrico
ao fibrado unitdrio UH?, via aplicagdo de recobrimento. Trabalhar em Sm) envolve trabalhar
com levantamentos de funcdes angulo e complica os célculos desnecessariamente. Por isso, iremos
estudar alguns casos de superficies regradas no espaco base UH?.

Antes, facamos uma breve descri¢do do nosso modelo, listando as principais informacdes descri-

tas na secdo anterior.

Espaco de Lorentz: R>!' = (R? 4), sendo
q((x1,y1,21), (x2,2,22)) == X132 + y1y2 — 21 22
Plano hiperbélico: (H?,g), sendo

H* :={p e R>' : q(p,p) = —1},
T,H? := {v e R*! : g(p,v) =0}.
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Referencial ortonormal sobre H?;

2 2
X X
El(x,y,Z) = (1 + ad ) ’ EZ(x7y7Z) = ( Y 1+ Y > .

T X ) 3
z+1 z+1 z+1 z+1 Y

As isometrias de H? (que preservam orientacfio) sio geradas por:

cosm senn O 1 0 0 1-— %a2 —a %az
Ky = |—senn cosm 0|, A, = |0 coshr senhr|, N,= a 1 —a ,
0 0 1 0 senhr coshr —%az —a 1+ %az

para quaisquer constantes 1,r,a € R.

Modelo para SL,(R): (H? x R, g), sendo g a métrica riemanniana dada por

xby — yaj xbz—yaz)

uy,r),(ux,m)) =qlur,up)+ | rn+—m— rn+-——-—y_,
$tp{ (01,70, (22)) =) + (1 + 230 (1 222

p=(x,32) €M, w=(a,bic;) € T,H?, r€TpR=R.

Referencial ortonormal em SL,(R):

z-l-_l) 1(p,6) = (Ez(P)»—

Conexao de Levi-Civita com respeito ao referencial y;:

21(p.0) = (E1<p> ) 2(p,0) = (3.1).

z+1

Yy Yy 1 1
Vi Vaxz VuXs —ZiX2 XL —3X3 X2
Vidt VaeXe Veus| = |50+ —Z50  —sn
VZ3%1 V}(3x2 VZ3X3 %%2 _%Xl 0

—_—

Isometrias de SL,(IR) na componente da identidade: sdo composi¢des de elementos 7y, Ky, A, N, :
SLy(R) — SLy(R) da forma

Tw(p,0) = (p,60 +w),
Kn(p,0) = (Kyp,6 —1),

A (p,0) = (Arp,0+6:(p)),
Na(p,6) = (Arp, 0+ 6u(p)),

sendo 6,,0, : H> - R fungdes satisfazendo

0 _ (z=x?+2%) coshr+y(z+1) senhr+z4+x>+1 x(y(coshr—1)+(senhr)(z+1))

exp(i6;(p)) = (z+1)(zcoshr+ysenhr+1) > (z+1)(zcoshr+ysenhr+1) ’
(i64(p)) = (=D (x—=2)+D)a*+2y(z+1)a—2(z+1)*  a(x—z—1)(—2z+ay—2)

CXPUTalP)) = (z+1)(—2z+a*x—a’z+2ay—2) ? (z+1)(2z—a?x+a2x—2ay+2) )

—~—

Geodésica y: I — SL(R) a partir da origem:
¥(t) = ((senhr(t)cosn(t),senhr(t)senn(t),coshr(t)), 6(t)),
0) =0=((0,0,1),0),

(
7 (0) = (cosacos B)x1 + (cosaesen B) x> + (sena)ys, o€ [—g,g] :
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« Tipo espago. & € (—%,%) <= cosa? —sen’ o > 0:

t
r(t) = 2senh ™! (ﬂ senh (\/cos 2a§>) ,

veos2a
a1 sena t
n(t) =B —tan (—m tanh (\/c052a2)> ,

0(t) =2(senax)r+2n(r)—2p.

e Tipoluz. a = +% <= cosa® —sen’ a = 0:

0 (1) = +V2r+21n () — 2.

« Tipo tempo. o € [-%,Z)U(F,%] <= cos® o —sen’* a < 0:

t
r(t) =2senh™! (ﬂ sen (\/ —0052a§>> )

Vv —cos2a
P sen o — t
n(t) =B —tan (—\/m tan <\/ cosZOcz)) ,

0(t) =2(sen)t+2n (1) —2p.

e~ e~

Isometria que leva O a Py: Fp, : SL(R) — SL,(R) dada por

FPo(p79) = (KgfnoAropa 0+ er()(p) +6o),

sendo Py = ((senhrgcos 1, senhrgsenno,coshry), 6p) € 6y, : H? — R tal que

2,2 2
: z—x"+z" ) coshrg+y(z+1) senhro+z+x"+1 x(y(coshrg—1)+(senhry)(z+1
exp(i6,,(p)) = <( ) (y(coshro—1)+(senhrp)(z+1))

(z+1)(zcoshrg+ysenhrg+1)

> (z+1)(zcoshro+ysenhrg+1)

com 6,,(0,0,1) = 0. Essa isometria leva o vetor tangente em O dado por Ag); + Box2 + Cox3 sobre

o vetor tangente em Fp(O) = Py dado por

Ag senng cosny O Ao By cosng+Agsenng
D(Fp)o By = [—cC0sTNp senTno 0 By = | Bpsen No —Apcos No
Co Jy0 0 0 11 LG ]y o

Agora voltamos nossa atengio para o espago recoberto UH?. Primeiro, recordemos que

UH? = {(p,v) e R*' xR*' 1 q(p,p) = —1,4(p,v) = 0,q(v,v) = 1}.
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Usando essas relagdes, é possivel mostrar que o espago tangente a UH? é descrito por
T(UH?) = {((p,v), (u,w)) € UH* x (R*)* = g(p,u) = 0, q(u,v) +q(p,w) = 0, g(v,w) = 0}
Se retomarmos a definicdo da métrica em U H2, obteremos
8(p) (w1, w1), (2, w2)) = q(ur,u2) +q(wi,w2) +q(p,wi)g(p,w2).

Essa descri¢iio nos permite definir um referencial ortonormal em UH? mais “livre de coordenadas”

do que aqueles que viemos trabalhando anteriormente. Trata-se do referencial

81(]),\/) = (V,p), Sz(p,V) = (pXV70)7 83(]),\/) = (Ovva)'

Célculos enfadonhos, embora elementares, nos mostram que o colchete de Lie é dado nesse refe-

rencial por

&1, 8] =—8&, [&,8]=—8&, [&,&8]=¢.

Utilizando a férmula de Koszul para referenciais ortonormais, apds os calculos obtemos a conexao

de Levi—Civita neste referencial:

1 1
Vgl €l Vgl & Vgl &3 0 —3&8 &
1 —1
ngsl ng 82 V£283 - 283 O 78]
Ve, €1 V& Vg é&s 58 _73 & 0

Considere uma curva y = (p,v) : R — UH?Z. Temos

g(v.e)=q(p'v)+qa(V/.p)+a(p.v)a(p,p) =q(p',v) =1A,
g(v.&)=q(p ., pxv)+q(',0)+q(p,v')q(p,0)=q(p',pxv) =:B,
g(7.&)=q(p,0)+q(v.pxv)+q(pv)a(p.pxv)=q(V,pxv) =C.

Com essa notacdo, Y = Ag| + Be, + Ce3. Segue que

T

Vj/’)/ = A/&‘] + B/&‘z + C/83 + 1| B %
C %82 _7381 0
= (A'—2BC) &+ (B'+2AC) &, +

Portanto, y é geodésica se, e somente se,

A'—2BC =0,
B +2AC =0,
C' =0.
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A terceira equagdo nos diz que C = C € constante. As funcdes A, B devem portanto ser solugcdes

Al | 0 26]]A
B | |-2Cy, O B |’
Este sistema possui solu¢do geral dada por

| e G .

do sistema

para certas constantes Ao, Bg. De fato,
Al [-2Cysen2tCy 2Cycos2tCy | [ Ao
B | —2Cpcos2tCy —2Cpsen2tCo| | Bo

e o[ et

[0 200][A
T =26 0 || B|°

Portanto, devemos ter

q(p',v) =—q(p,v') =A=Agcos(2Ct) + Bysen (2Cot),
q (p',p X v) = B = Bycos (2Cyt) — Agsen (2Cot),
q(V,pxv)=C=C.

Isso significa que a curva (p,v) é geodésica se, e somente se,

P’ = (Agcos (2Cot) + By sen (2Cot)) v+ (Bocos (2Cot) — Agsen (2Cot)) (p x ),
v/ = (Agcos (2Cot) + Bosen (2Cot)) p+Co (p x v).

Agora fazemos uma observagdo de extrema importancia para que possamos trabalhar com su-

perficies regradas em UH?. E essa observagio que justifica a enorme vantagem em se trabalhar

no espaco recoberto ao invés do recobrimento SL,(R) pois aqui conseguimos uma descri¢do das
geodésicas a partir de qualquer ponto sem a necessidade de “transladar” geodésicas a partir da ori-
gem, via uma isometria.

Em UH?, chamamos de origem o ponto O = ((0,0,1),(1,0,0)).

Proposi¢ao 4.1. Seja y = (p,v) : R — UH? uma geodésica a partir da origem, i.e. com y(0) = O.
Denote p = (x,y,z) e v = (a,b,c). Considere outro ponto em UH?, digamos, Py = (pg,vo). Se
7:R — UH? é definida por

7(t) = (x(t)vo +y(t) (po X vo) +2(t) po, a(t)vo +b(t) (po X vo) + () po),

entdo § é geodésica com ¥(0) = Py. Além disso, se ¥ (0) = Ap€1(0) + Bo&r(0) + Coes(0), entdo
’)7’(0) = Ap€ (P()) +3082(P0) +Co&3 (P()).
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Demonstracdo. Basta fazer a verificacdo direta, utilizando a conexdo no referencial €; e as proprie-

dades do produto vetorial de assinatura (2,1) em R>!. O

Portanto, basta conhecer as geodésicas na origem.

—_——

Recuperemos portanto o referencial em UH? associado ao referencial y; em SL,(R), para que

possamos utilizar as solucdes ja encontradas. Este serd o referencial definido por

X = DY(p,G)%l = (El, (COS 9)]9)
X = DY(p,e)%z = <E27 (Sen9>p) ’
X3 := DY}, g)X3 = (0,—senBE] +cos OE>)

sendo 6 o dngulo medido no referencial E;, ou seja, se v = (cos 0) E| + (sen0) E,, entdo

X (p,V) = (E17(Cose)p)a
X3 (p?v) = (E27(sen9)p)7
X3 (p,v) = (0,—senOFE]| +cosOF,).

Suponha que ¥ = (p,v) seja uma geodésica com y(0) = O. Escreva y em coordenadas polares

hiperbdlicas a partir da origem, i.e.
Y = ((sinhrcosn,sinhrsenn,coshr),cos OF| +sen OF,),

com r(0) = 0 e 6(0) = 0. E possivel mostrar que as funcdes r,7, 0 satisfazem, como esperado, o
mesmo sistema que satisfaziam em SL,(R), com a vantagem adicional de conhecermos o sistema de
primeira ordem (antes tinhamos apenas um sistema de segunda ordem) satisfeito por elas. A saber,

esse sistema é dado por

¥ =Agcos (0 —n —2tCy),
n'sinhr =Agsen (6 —n —21Cy),
0’ +n'(coshr—1) = Cp,

sendo A, By, Cy as respectivas condi¢Oes iniciais dadas pelo vetor tangente em O com By = 0. Com
isso, podemos reutilizar as solucdes ja encontradas. Lembramos que, para By # 0, basta aplicar uma

rotacio adequada em torno da origem de H?, o que equivale a somar uma constante 2 fungio 1.

Sumarizando, a geodésica y = (p,v) : R — UH? com ¥ (0) = (po,vo) e ¥ (0) = (cos acos B) &1 +
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(cosasenf) & + (sencx) €3 é dada por

p =xvo+y(po X vo) +2zpo,
v=avy+b(po X vp) + cpo, sendo
x :=sinhrcos (B +1),
y:=sinhrsen(f +n),

z:=coshr,
2

= (cos0) (1 + z)—cl—_l) + (send) yl

z+
. Xy ¥
b:=(cos0) ] + (senB) ( — )

c:=(cos0)x+ (senB)y,

sendo 1,1, 0 as funcdes definidas anteriormente, respeitando cada caso em que a condi¢do inicial é
do tipo espago, tipo luz ou tipo tempo.
Com essa descrigdo das geodésicas, uma superficie regrada em UH? de curva base P = (p,v) : I —

UH? e curva direcional V = cos a.cos B&; + cos asenf&; + senaez, com o : [ — [—7, 7} B:I1—R
é dada por ¢ : I x R — UH? definida por

sendo x,y,z,a,b,c definidas como acima mas agora com as condi¢des iniciais variando com s € I.

Denotando por k,m,n : I — R as func¢des tais que

(p,v) = ke1 +mey +nes,
a condicao de ortogonalidade é expressa por

0=g(P,V) =kcosacosf +mcosasenf + nsenc.

Isso nos fornece expressdes explicitas para superficies regradas em UH?. Observe que, ao invés da
usual divisdo entre superficies verticais, horizontais e obliquas, neste caso temos uma divisao natural
entre superficies regradas do tipo tempo, tipo luz e tipo espaco. Contudo, esses casos com “condi¢ao
aberta” (como o do tipo espago e tipo tempo), tem se mostrado de dificil acesso, pois as expressoes,
mesmo para os vetores tangentes, ficam muito grandes. Por ora, estudamos alguns casos embriondrios

com condi¢ao fechada, como o caso das verticais e horizontais.
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4.2.1 Verticais

Sem perda de generalidade, este corresponde ao caso o = 5. Este é um caso particular do tipo

tempo, com
cosa ¢
=it (20 (eorat)) =o,
r(t) sin ( ——g sen cos >
o t 1 1
n)= —tan"! (%tan <\/—cos2a§>) — —tan~! (tan Et) = _Et’

T 1
6 (1) =2 (senat)r 421 (1) =2 (sen§> 42 (—Et) —1,
x=sinhrcos(f+1n) =0,
y=sinhrsen(f+1n)=0,

z=coshr=1,

2
X Xy
a=(cosO)(1+—— )+ (senf) —— = cost,
( )< z+1) ( )z+1

2
Xy Yy
b= (cos@)——+(senf) | 1 + —— | =sent,
( )z+1 ( )( z+1)

c¢=(cosO)x+(senf)y=0.
A condi¢do de ortogonalidade se reduz a
0=g(P',V) =kcosacosf +mcosasenf + nsenct = n.
Portanto, a curva base P = (p,v) deve ser tal que

P = (p',v') = k&) +mey +ney = key +mey =k(v,p) +m(p xv,0)
= (kv+m(pxv),kp).

Segue dai também que
(pxV)=p xv+pxv =(kv+m(pxv))xv+pxkp=m(pxv)xv=mp.
A superficie é dada por

_ | wvry(pxv)+zp
¢ (s:1) = [ av+b(pxv)+cp ]

{ (costy () set) (7 x3) 5 } |

Os vetores tangentes sdo dados por

05 = [ (cost)V/ + (Z;m (pxv) } - [ (coftv)zpmf(?s:nvt)) mp ] N [ (kkcgﬁ('fl?sznvf))l’ ] ’

¢ = { (—sent)v—F?COSt) (pxv) ] '
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O referencial €; ao longo de ¢ € dado por

g = [ (cost)v+(sent) (p x v) } ’
i p
o [ px ((cost)v+ (sent) (p xv)) } _ [ (cost) (p xv) — (sent)v
2 0 0 )
&= | 0 }
3 | (cost) (pxv)—(sent)v |’

As coordenadas dos vetores tangentes no referencial & sao dadas por

8(¢s5,€1) =q(kv+m(pxv),(cost)v+ (sent) (p xv))
+ ¢ ((kcost +msent) p,p)+q(p, (kcost +msent) p)q(p,p)
=q(kv+m(pxv),(cost)v+ (sent)(p xv))
= kcost + msent
8(0s,82) = q(kvtm(pxv),(cost)(pxv)—(sent)v)
+q((kcost +msent) p,0) + g (p, (kcost +msent) p) g (p,0)
=q(kv+m(pxv),(cost)(pxv)—(sent)v)
= —ksent + mcost,
g(0s,&3) =q(kv+m(pxv),0)+q((kcost +msent) p,(cost) (p x v) — (sent) v)
+q(p, (kcost +msent) p) g (p,(cost) (p x v) — (sent)v)
=0,
8 (9, €1) = q(0,(cost) v+ (sent) (p xv)) +¢ ((—sent) v+ (cost) (p X v), p)
+q(p;(—sent)v+(cost) (pxv))q(p,p)
=0,
g(d,&)=¢q(0,(cost) (p xv)—(sent)v)+¢q((—sent) v+ (cost) (p xv),0)
+4q(p, (=senr)v+(cost) (p xv))q(p,0)
-0,
g(0,83)=¢q(0,0)+¢q((—sent)v+ (cost) (p xv),(cost) (p x v)— (sent)v)
+q(p,(—sent) v+ (cost) (p xv))q(p,(cost) (pxv)—(sent)v)
= (sent)? + (cost)* = 1.

Portanto, os vetores tangentes sdo dados no referencial g; por

¢s = (kcost +msent) € + (—ksent +mcost) &,

O = &3.
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O campo normal ao longo de ¢ é dado por

kcost +msent —ksent +mcost 0
05 X ¢ = det 0 0 1
&1 & &3

= (mcost — ksent) €] + (—kcost — msent) €.
Temos
s X ;| = (mcost — ksent)* + (—kcost — msent)* = k> +m?.

Assim, para que ¢ seja imersao (ou mesmo para que ¢ satisfaca a condi¢c@o usual de tolerancia
a pontos de ndo imersdo) é necessdrio e suficiente que (k,m) # (0,0) sobre I. Em outras palavras,
devemos ter que (p,v) = key +me; # 0, i.e. a curva base (p,v) : I — UH? deve ser regular. Sem
perda de generalidade, podemos supor portanto que (p,v) estd parametrizada pelo comprimento de
arco de UH?. Assim, podemos escrever (k,m) = (cos 8,send) para certa fungio & : I — R. Sob essa

hipdtese, temos o campo normal unitario ao longo de ¢ dado por

N = ¢y x ¢y = ((send) cost — (cos &) sent ) € + (— (cos §) cost — (send) sent) &

=sen(6—1)&g —cos(6—1)&

As derivadas covariantes sdao dadas por

cos (6 —1) "To —1e 1o cos (6 —1)
Vo, 05 = (cos (6 —1)),& + (sen (6 —1)) &+ | sen(d —1) les 0 _7181 sen (6 —1)
0 36 S 0 0
= (—&'sen (6 —1)) &1+ (6'cos (6 —1)) &
cos (6 —1) To 16 1g cos (6 —1)
+ | sen(d—1) %83 0 %181 sen(6—1t) |,
O 282 _7381 0 0
=& (—sen(6—1)€e +cos(6—1)&),
cos (6 —1) To —18 16 cos (6 —1)
Vo, ¢s = (cos (6 —1t)), &1+ (sen (6 —1)), &2+ | sen(d —1t) %63 0 _7181 sen (6 —1)
0 %82 %381 0 0
017T o0 —%83 %82 cos (0 —1)

=(sen(0—1))e +(—cos(0—1))&+ | O e 0 Ll sen (8 —1)

1 36 Fea 0 0
1 1
= —Esen(5 —1)e+ Ecos(5 —1) &,
0 T 0 —%83 %82 0 0 T 0 —%83 %82 0
V¢,t(]), =154+ 10 %83 0 _7181 0]=120 %83 0 _—181
1 36 e 0 1 1 36 e 0 1
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Portanto, a primeira e segunda formas fundamentais sdo dadas por

E = g(¢s,¢s) = cos® (8 —1) +sen’ (8§ —1) = 1,

F=g(¢s5,01) =0,

G=g(9.9)=1,

e=g (V405 N) =g (6 (—sen(8—1)e +cos(8—1)€),sen (8 —1) e —cos(8—1)&),
= &' (—sen? (8 —1) —cos* (8 —1)) = — &,

f=8(V49s,N) =g (—%sen(S —1)e + %COS((S —t)&,sen(6 —t)€e —cos (0 —t)sz)

= een?s—0 - Leo2(s—n=_1
= —5sen (6—1) 5 cos (6—1)=

2 Y
§=8(Vg$,N)=0
Segue dai que as curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

- f 1 b CGHeE—2fF &'
 EG-F? 4 - 2(EG-F?) 2

Com isso provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Superficies regradas do tipo vertical em UH? sdo de Weingarten com K = —4—11. Além
disso, uma tal superficie possui curvatura média constante se, e somente se, a curva base P: [ — U H2

é solugcdo de uma equagdo da forma
P’ = cos(as+b)e| +sen(as +b)e,,

para certas constantes a,b € R. Neste caso, a curvatura é dada por H = —35.

4.2.2 Horizontais

Este é um caso particular das superficies regradas do tipo espaco em que as geodésicas sao todas
horizontais. Se P = (p,v) : I — UH? é a curva base e V = cos & cos B& +cos asenf&; +senoes é a
curva direcional, este corresponde ao caso em que & =0 e 3 : I — R. Neste caso, fazendo o« = 0 nas

respectivas formulas, obtemos que as funcdes r, 1, 0 sdo dadas por
r(s,t)=t, n(s,t)=0, 6(s,t)=0.
Consequentemente, as fungdes x,y,z,a,b, c sdo dadas por

x =sinhtcosfB, y=sinhtsenf3, z= cosht,

2
a:H—x—, b:i, c=x.
z+1 z+1
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Se (p,v)" é dada por (p,v)’ = ke| +me; 4 nez, entdo a condicio de ortogonalidade é dada por

0=g(P,V) =kcosacosf +mcosasenf + nseno
= kcos 3 + msenp.

Recordemos que a superficie regrada € dada por

_ | wvty(pxv)tap
0= av+b(pxv)+cep |’

Queremos olhar para o referencial €& ao longo de ¢. Para isso, notemos primeiro que

b Xy Xy
c =xy— ——z7=——,
YRR T T T
x? 1 s 9
az—cx=14+——|z—xx=——(—x"+2"+2)
z+1 z+1
1 2 2, 2
+— (" +1+x"+y +z
z—i—l( Y )
2
=142
z+1

2
X xy

—b = 1 _— — _— = .

a—ox (+Z+1)y (z+l)x Y

Segue dai que

(xv+y(pxv)+2zp) x (av+b(pxv)+cp) = (cy—bz)v+(az—cx)(p X v)+(ay—bx) p

2
Xy
— 1+ .
1 +< + +1)(P><V)+yp

Teremos entao

g = <1+z+_l)v+z+l (pxv)+xp ,
i w+y(pxv)+zp
& = v (14 257) () +op ,
L 0 -
- . -
& =
v (14 3) () o |

Observando que

xs = —pB'sinhtsenff = — By,
= B’sinhtcos B = B'x,
ZS - 0’

2xxg  2x(—B'y)  —2xyp’
z+1  z+1 741

s = ’
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vty (BY)yx(By) 2B -y

z+1 z+1 z+1

2 2

XT=Y"
+ ,

z+1 P

Cs = X5 = —ﬁ/y,

P =kv+m(pxv),
vV =kp+n(pxv),
(pxv) =p xv+pxV
= (kvtm(pxv))xv+px(kp+n(pxv))
=m((pxv)xv)+n(px(pxv))
+mp —nv.
O vetor tangente ¢ € dado por
0, — [ x4+ xv +ys (pxv)+y(pxv) +zp+zp’
ST ayv+av +bs(pxv)+b(pxv) +csptcp
[ (=By)v+x(kp+n(pxv))+B'x(pxv)+y(mp—nv)+z(kv+m(pxv))
= 2_\2
i szlﬁ v+(1+z+l)(kp+n(p><v))+ = ’)(va)+z+l(mp mw) — B'yp+x(kv+m(pxv))
[ (=3B +ke—~ny) v+ (B’ + nx+mz) (p x v) + (kx+my) p
T (R k= ) ) v (SR (B ) ) () + (9B kB p |

z+1 z+1 z+1

Segue da condigdo de ortogonalidade que
kx+my = k (sinhzcos ) +m (sinhtsenf3) = (sinh?) (kcos B + msenf3) = 0.

Portanto, podemos simplificar um pouco ¢y, obtendo

, (—yﬁ’+kz—ny)v+(XB’+nX+mZ) (pxv)

= 2 2
’ ( zxﬁ + ( z+1) ) < Z+1 B/ (z)«CH + 1) +mx> (pxv)+(=yB +k)p

Por outro lado, temos

x; = coshzcos 3,

y; = coshtsenf3,

Z; = sinht,
d (sinhz cos B)? d )
o dt( T coshr 1 1 gi (LT (cos” ) (coshr —1))

— cos’® B sinht,

d [ (cosBsenp) (sinh’t)
dt cosht +1

d
by = ) = ((cosBsenf) (cosht — 1))

= cos Bsenf sinht,

¢; = x; = coshtcos 3.
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Logo,
o B (coshzcos ) v+ (coshtsenf) (p x v) + (sinht) p
= { (cos? Bsinht) v+ (cos Bsenf sinhr) (p x v) + (coshzcos B) p ] '

Quanto aos coeficientes no referencial g;, teremos

o (9Bt kz—ny) v+ (xB’ +nx+mz) (p xv),
8(s.81) =4 <1+Z+1>v+z+1 (pxv)+xp

+gq ( Z;Jyrlf +( z+1) )V+<x;:{2 /+n<z)_i—21—|—l>+mx>(p><v)+(—yﬁ’+k)p,
xv+y(pxv)+zp

xw+y(pxv)+zp,
“’( (~28 + (k= 2p)x) v+ (B +n (Z5+1) +mx) (p><V)+(—yl3’+k)p)
<xv+y P XV)+2zp, >
xw+y(pxv)+zp
( yﬁ’+kz ny) v+ (xB' +nx+mz) (p xv), )

1+H—1)v+z’fgl (pxVv)+xp

q

=9

+4q (_Zﬁ (_zi_yl)x)”<x§323’+"<£—21+1>+mX>(pXV)+(—yl3’+k)p,
xv+y(pxv)+zp

/ 2xv—i—y(va)—i—zp,

*4(%%% ﬁ)%%ﬁl+dw+0w@@wwmwwm)
(R 2)

+q ((—yﬁ'+kz—ny)v+ (xB’ +nx+mz) (pxv), (H—i) +x—y(p X v)+xp)

+1 z+1
2

X X
= (_yB/+kz—ny) (1—{—Z+—1> + (xﬁ’+nx+mz) ZTy
kx 4+ my

z+1

=zk—y(n+p')+x

=zk—y(n+pB’),
(—yB" +kz—ny)v+ (xB’+nx+mz) (pxv),
g(0s.82) =¢q

z+1v+<1+z+l>(va)+yp
+q<(—i’,‘i’?+( -2 x) v+ (S +"<if1+1>+mx)(p><v)+(—yﬁ’+k)p,)
0

/ 2xvz—i—y(p X V) +zp,
PO (20 ) ) v (570 (1) o) (0 + (o 4007

q(xv—l—y p XV —|—zp,>

2
= (—yB’ +kz— ny)—+(x[3'+nx+mz) (1—}—;’_—1)

kx +my

. /
=zm+x(n+p’) +yz e

=zm+x(n+p'),
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0
2 ! 2
<_ zxﬂf +( z+yl) >V+< z+{ B'+n z+1 +1) +mx) (pxv)+(=yB'+k)p,
z+1V+(1+z+1 (pxv)+yp

2xv2+y (pxVv)+zp,

o () (0 n (B o) ot )
xw+y(pxv)+zp,

-q<z+1 ( Z+1>(p>< —l—yp)

()

(o) 02 o

N x—+y(pxv)+zp,
. 22
1 ( 2z4y—lf +( z+1) )V+<z+{ I—i—n<z+l—|—l>—}—mx> (va)+(_yﬁ/+k)P

g(¢s,83)=q( (—=yB"+kz—ny)v+ (xB'+nx+mz) (pxv), )

+q

X4y -2 +1
z+1
2xvB’ 22 2 2
:<_ xyP +<k_ ny >x) Xy +<x y ﬁ/+n<X_+1>+mx> (Hy_)
z+1 z+1 z+1 z+1 z+1 z+1
— (—yB"+k)y
2, 2, 2202 122 42 A 22
X7y z—x7y +yzt+x — kx+m Z+x"+y +1
= > > yz LB+ xy Y pmx—ky+ T,
(z+1) z+1 z+1
2.2
X“+yT o,
= +mx —ky+nz
z+1 P y

= (z—1)B' +mx—ky+nz.
Quanto aos coeficientes de ¢, temos

(coshzcosB) v+ (coshrsenf) (p x v) + (sinht) p,
(H—ZH)\H—Z“ (pxv)+xp

g (¢, €1) ZQ(

n (cos? B sinht) v+ (cos Bsenf sinht) (p x v) + (coshzcos B) p,
I xv+y(pxv)+zp

N xv+y(pxv)+zp,
1 (cos? B sinht) v+ (cos Bsenf sinht) (p x v) + (coshtcos B) p

xv+y(pxv)+zp,
xv+y(pxv)+zp
(coshrcosf) | 1+ x + (coshzsenf3) il (sinh?)
= — — —x
z+1 z+1

- (sinht)2
= (coshtcos f3) (1 + (cosﬁ)z m>

(cos Bsenp) (sinh7)?
coshr +1

+ (coshtsenf3) — (cos B) (sinht)?
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= cosf3,
(coshzcosB) v+ (coshzsenf) (p X v) + (sinht) p,
8(9n8)=4q %v+(1+$) (pxVv)+yp

g < (cos? B sinht) v+ (cos Bsenf s(;nht) (p X v) + (coshtcos ) p, )

n xv+y(pxv)+zp,
9 (cos? Bsinht) v+ (cos Bsenf sinhr) (p x v) + (coshzcos B) p
( xw+y(pxv)+zp, )

1 0

2

Xy y .
= (coshtcosf) —— + (coshtsen 1+ —=—— ) — (sinht
(coshrcos ) 2 + (coshrsens) (14 ) = sinhr)y

(sinhzcos ) (sinhzsenf3)

= (coshtcos ) coshr 11
: 2
+ (coshzsenf) (1 + %) — (sinht) (sinhzsenf3)
= senf,
2(01.63) = g ( (coshtcosB)v+ (cosht%enﬁ) (p X v) + (sinht) p, )

(cos? B sinht) v+ (cos Bsenf sinht) (p x v) + (coshz cos B) p,
_|_ 2
q zick_ylv+<1+zi—l> (pxv)+yp

n xv+y(pxv)+zp,
9 (cos? B sinht) v+ (cos Bsenf sinht) (p x v) + (coshzcos B) p

xv+y(pxv)+zp,
. 2
d ;F—y]v+<l+zﬁr—l>(p><v)—l—yp

2
= (cos2 B sinht) S (cos Bsenfsinhz) | 1+ IR (coshrcosf)y
z+1 z+1

ta ( (cos? B sinht) v+ (cos Bsenf sinht) (p x v) + (coshzcos B) p

2
Xy y
: ty (142 ) -
(xz+1 y( z+1) Zy)

= (COS2 B Slnht) (SinhtCOSB) (Sinhtsenﬁ)
coshr +1

+ (cos Bsenf sinht) (1 + (sinhrsen)®

xv+y(pxv)+zp, )

coshr+1 ) - (COShtCOSB) (Sinhtsenﬁ)

N xw+y(pxv)+zp,
1 (cos? Bsinht) v+ (cos Bsenf sinht) (p x v) + (coshzcos B) p

z+1

=0.
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Portanto, denotando por simplicidade C = cosht, S = sinhtz, Kk = cos , ¢ = senf3, temos

¢s = (Ck—So (n+B')) &1+ (Cm+Sx (n+B')) &
+ ((C—1)B" +mSk — kS +nC) &3,

O = K€+ 0&.

O campo normal € dado por

Ck—So(n+p') Cm+Sx(n+p’) (C—1)p' +mSx—kSc +nC
05 X ¢ = det K o 0
€ & &3

=06 (B’ (1-C)—Cn+Sko — Smx) & + k (B’ (C— 1)+ Cn — Sko + Smk) &
+ (—B'S+Cko — Cmx — Sn) €.

A condi¢do de imersdo é dada por

0+ @5 x ¢, = 6% (B’ (1—C) — Cn+ Sko — Smx)” + k> (B' (C— 1) +Cn — Sko + Smx)”
+ (—ﬁ’S+CkG—CmK—Sn)2
= (B'(C—1)+Cn— Sko + Smk)® + (—B'S + Cko — Cmx — Sn)”.

Quanto as derivadas covariantes, temos

Vo0 = (Ck—So (n+p')) &1+ (Cm+Sk (n+')) &
+((C—1)B" +mSk —kSc +nC) &

Ck—So (n+p') g
+ Cm+Sx(n+p)
B’ (C—1)+Cn— Sko + Smk
0 —%83 %82 Ck—So (n—l—[)”)
s 0 Sl Cm+Sx(n+p’)

36 e 0 B’ (C—1)+Cn— Sko + Smk
= (CK' = SkB' (n+B') —So (n' + B")) &
+(Cm' —SoB' (n+B') + Sk (n'+B")) &
+((C=1)B"+m'Sk+mS (—p'c) —k'So —kS (B'x) +n'C) &

Ck—So (n+p') 4
+ Cm+ Sk (n+ ')
B’ (C—1)+Cn— Sko + Smk
0 —i85 1is Ck—So (n+p')
s 0 Sl Cm+Sk (n+ )
s& Se 0 | |B(C—1)+Cn—Sko+Smk

B CK —2(Cm+ Snk +Skp’)
- ( (B (C—1)+Cn—Sko +Smk) —So (n'+B") —SxB’ (n+p’) )gl
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Cm' +2(Ck—Sno —Scf’)
"‘( -(B'(C—1) +Cn— Sk + Smx) + Sk (n' +B") — So B’ (n+B') )82
+(B"(C—1)+Cn' —SK5 +Snk) &,
Vo s = (Ck—5So (n+B')), & + (Cm+ Sk (n+ '), &
+((C—1)B'+mSk —kSc +nC), &

k1770 —le le Ck—So (n+p’)
+1| o &5 0 Sl Cm+ Sk (n+B')
0 seo Fer 0 | |B(C—1)+Cn—Sko+Smk

= (Sk—Co (n+p')) &1+ (Sm+Cx (n+B")) &
+ (SB’ +mCx —kCo +nS)

k]'T0 —le le Ck—So (n+B')
+1| o s 0 Hg Cm+Sx(n+p’)
0 36 e 0 B’ (C —1)+Cn— Sko + Smxk

_ (Sk—%c(ﬁ’(C— 1) +Cn— Sko + Smk) — Co (n—i—ﬁ/)) .
+ (Sm+—1<(ﬁ’(C— 1) +Cn — Sko + Smx) +C1<(n+[3’)> &

1

2

(=SB’ — Sn+Cko — Cmk) €3,

T
K 0 —%83 %82 K
Vo = K€ +o&2+ | © s 0 He||o
0 %82 %381 0 0

=0.
Portanto, a primeira forma fundamental é dada por

E=g(0,,6.) = (Ck—S0 (n+ "))+ (Cm+ Sk (n+ )’
+((C—=1) B’ +mSk — kS +nC)?,
F = g(9e.91) = k (Ck =50 (n+B')) +0 (Cm+Sk (n+ ')
=C(kk+mo) =0,
G=k>+0"=1.

Usando as relagdes C2> —S? = 1, k> + 62 = 1 e kk +mo = 0 (condi¢io de ortogonalidade), os
coeficientes da segunda forma fundamental se reduzem a

=g x| =EG-F*=E,
=8 (V¢X¢S7¢S X ¢t>
B Ck'—So (n'+B")—SxB’ (n+ ')
-\ —2(Cm+Snx+SxB’) (B’ (C—1)+Cn— Sko + Smk)

-0 (B'(1—-C)—Cn+ Sko — Smk)
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+( Cm' +Sx (' +B")—SoB’' (n+B') )
+2(Ck—Sno —Sof’) (B’ (C—1)+Cn— Sko + Smx)

-k (B'(C—1)+Cn— Sko + Smx)

+ (B"(C—1)+Cn' —SK'6 +Sm'k) (—B'S + Cko — Cmk — Sn)
= (ko —mk +Sn—Cko +Cmx)B" — (Sn' —CK o +Cm'k —m'k + K o) B’

+n' (ko —mk) — (K'c —m'k)n,
F=28(Vods: 95 x 91)
= (Sk— %G(ﬁ’(C— 1)+ Cn— Sko + Smx) — Co (n+ﬁ’)>
-0 (B’ (1—C) —Cn+ Sko — Smx)
+ (Sm+%1<(ﬁ’(€— 1) + Cn— Sko + Smx) +C1<(n+ﬁ'))
-k (B’ (C—1)+Cn— Sko + Smx)

(=SB’ — Sn+Cko — Cmk) (—B'S+ Cko — Cmk — Sn)

—B'+CB'+ Cn— Sko + Smx) (—B' +3CB’ +3Cn — 3S (ko —mk))
1
2
g=2 (Vo0 s x ¢)=0.

(SB’ +Sn— Cko +Cmx)*,

Sendo as curvaturas média e gaussiana dadas neste caso por

5 )
H:é,K:—é.
2E> E

Teorema 4.3. Uma superficie regrada horizontal em UH? é superficie minima (H = 0) se, e somente

se, admite curva base P : [ — UH? e curva direcional V ao longo de P satisfazendo uma das seguintes
condicoes:
(i) B = Py é constante e
P’ = (—senfy) &1 + (cos Boy) &,
V = (cos o) &1 + (senfy) &.

Neste caso, P também é uma geodésica horizontal e superficie estd identificada com um plano
—_—

hiperbdélico horizontal da forma H? x {ry} no recobrimento SL; (R);

(ii) B = Py € constante e
! (—aonsenﬁo) &+ (aon cos B()) & +né&;s,

P =
V = (cos fo) €1 + (senfo) &,

com ag € R constante e n # 0 sobre todo 1.
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(iii) B (s) =s sobrel e

P' = —aq (sens) & +agp (coss) & + bo&s,

V = (coss) € + (sens) &,

para certas constantes agy,bg € R.
Além disso, UH? ndo admite superficies regradas horizontais com curvatura média constante ndo

nula.

Demonstracdo. Comecemos analisando o caso H = 0. Este caso equivale a € = 0. Coletando sua

expressao em C, S, obtemos

0=é¢=(B'(Ko—m'x)—B" (ko —mx))C
+ (l’lﬁ//—n/ﬁ/)s
+ ((B"+1n) (ko —mk) — (B’ +n) (Ko —m'k)).

Usando o argumento tipico, temos que este deve ser o polindmio identicamente nulo em C, S, para

todo s € 1. Portanto, devemos ter
0=p"(Ko—m'«)—B" (ko —mx),
0 — nﬁ” —”l/ﬁ/,
0= (B"+n') (ko —mx)— (B'+n) (Ko —m'k).
Usando a primeira equagao, a terceira equagao se reduz a
0=n'(ko —mk)—n(kK'c—m'k).

Suponha que B’ = 0 sobre I. Note que as duas primeiras equagdes sdo satisfeitas sob esta condigao.
Suponha que além disso tenhamos n = 0 sobre /. Isso satisfaz todas as equacdes e a condi¢do de

imersao impoe que

0+ (B'(C—1)+Cn—Sko +Smk)’ + (—B'S+Cko — Cmk — Sn)’
— (—Sko + Smx)* + (Cko — Cmxk)?
= (ko —mx)* (C*+5?).

Da condicdo de ortogonalidade, vem que

K+ m? = (K2—|-0'2) (k2+m2) = (ko —mxk)* + (kk +mo)*
= (ko —mK)* #0.
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Em particular, isso garante que a curva base € regular e pode ser reparametrizada pelo compri-
mento de arco de UH?. Como estamos no caso em que 3 = f3y é constante, devemos ter (k,m) =
+ (—senfp, cos By) (a menos de inverter a orientagdo de P, podemos supor que o sinal é +). Portanto,
a curva base satisfaz

(p,v)/ = ke +mey,

e isso garante que ela € uma geodésica horizontal ortogonal a curva direcional. Neste caso, a superficie

corresponde em SL, (R) a um plano hiperbélico horizontal da forma H? x {ry}.
Ainda no caso B’ = 0, suponha agora que n # 0 sobre um intervalo maximal I; C I. Sobre I},

pOdemOS escrever
!/
(ko —mk)' = (Ko —m'k) = " (ko —mx).
n

Portanto, temos a existéncia e unicidade de solu¢do para u := ko — mk sobre /1, em termos de n.
A saber, devemos ter

ko —mk = agn,
para alguma constante ag € R. Sobre I}, a condicao de imersao se reduz a
0# (B (C—1)+Cn— Sko +Smk)” + (—B'S+ Cko — Cmi — Sn)”
— (Cn— Sagn)? + (Cagn — Sn)* = n? ((C — Sag)? + (Cag — S)2>

A maximalidade de I} implica entdo que I} = 1.

A condigdo de ortogonalidade nos diz que (k,m) é sempre mdltiplo de (—senfy,cos fBy). Como
(cos By, senfy) e (—senfy, cos By) formam uma base ortonormal de R?, a equagio que obtemos acima
nos diz que

(k,m) = (—agnsenfy,agncos fy) .

Portanto, a curva base deve ser solucao de
P = (—aonsenﬁo) & + (aon cosS [3()) & +nés,

com n # () sobre todo /.
Por fim, suponha agora que B’ # 0 sobre um intervalo maximal I; C I. Neste caso, as duas

primeiras equacoes implicam, sobre 1, que
ko —mk = apf’, n=byf,

para certas constantes ag,bg € R. Isso faz inclusive com que a terceira equacdo seja satisfeita. A

condicao de imersao se reduz a
/ 2 / 2
0+# (B'(C—1)+Cn—Sko +Smk)” + (—B'S+ Cko — Cmk — Sn)

— (B (C—1)+CboB’ —aoB)* + (—B'S+aof’ — SboB')’
=(B')? (((1 +ho)C—ap—1)*+((1 +bo)S—a0)2> .
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Isso implica, em particular, que devemos ter I} = 1.
Portanto, podemos reparametrizar nossa superficie de forma a se ter 8 (s) = s. Assim, devemos

ter

P’ = —ay (sens) & + ap (cos s) & + boes,

V = (coss) €] + (sens) &.

Olhemos agora para o caso H = ¢ # 0. Elevando essa equagao ao quadrado para eliminar a raiz

do denominador e entio fazendo o processo de substituicio de S* por —1 +C?, obtemos

0= —4c°E>

B (kG — mk + Sn — Cko + Cmi) B 2
= (S —CKo+Cm'k—m'k+Ko)B' +n (ko —mx)— (Ko —m'k)n

—4¢* ((Ck— 50 (n+B"))*+ (Cm+ S (n+B))* + ((C— 1)[3’+mSK—kSG+nC)2>3
= —4c? <8 (K +m?)* +120 (n+B)* (& +m?)* +120 (n+ ') (K +m?) +8 (n+[3’)6> Co+...
Como ¢ # 0, o coeficiente de C® implica k = m = n+ B’ = 0 sobre I;. Essa condigdo reduz ¢ a
e=S(np"—n'p)=S(-p'B"—(-B")B) =0,

o que implica H = 0, uma contradi¢ao. [

Quanto ao teorema andlogo para a curvatura gaussiana, temos

Teorema 4.4. Uma superficie regrada horizontal em UH? possui curvatura gaussiana constante
K = —c? se, e somente se, —c> = —}l e admite curva base P : I — UH? e curva direcional V ao longo

de P satisfazendo uma das seguintes condigoes:
(i) B(s)=ssobrele

P = —g&,

V = (coss) € + (sens) &.

Neste caso, P é uma geodésica vertical e a superficie pode ser vista como um helicoide em
UH2.

(ii) B = Py € constante e

P = \/75 (— (senfo) €1+ (cos fo) &2 - &3),

V = (cos o) &1 + (senfBy) &».
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Demonstracdo. Mostremos que o caso K = 0 nio ocorre. Note que ele equivale a f = 0. Neste caso,

devemos ter

1

=Ff=3 (=B’ +CB’+Cn— Sko + Smx) (=B’ +3CB' +3Cn—3S (ko — mx))
1

— 5 (SB'+Sn—Cko + Cm)’

= (ko —mx)* + (n+B)*) €2
—2(n+p') (ko —mx)CS—2B' (n+B')C

—|—2[3/(k6—m1<)5+%([3/)2—%(kc—mK)Z—I—% (n+[3/)2.

Do coeficiente de C? vem que k6 — mk = 0, n+ 3’ = 0 sobre 1. Segue entio do termo indepen-

dente que

0==(B)*- % (kG—mK)Z—i—% (n+l3')2 = %([3/)2’

donde B’ = 0 sobre I. Consequentemente, concluimos também que 0 = n+ ' = n sobre I. Da

condic¢do de ortogonalidade, vem que
K 4m* = (k> +62) (K +m?) = (ko —mk)* + (kk +moc)* =0,

donde k = m = 0 sobre I. Mas isso contradiz a condi¢ao de imersao, mesmo sob a condi¢ao de

tolerancia. Portanto, nio h4 superficies regradas do tipo horizontal em UH? satisfazendo K = 0.
= _

Olhemos agora para o caso K = —c? # 0. Este caso equivale a 27 = —c?. Sem perda de genera-

lidade, podemos supor que 0 = f — cE. Neste caso, temos

f—c
( % —B' +CB' + Cn— Sko + Smi) (—B' +3CB’ +3Cn — 38 (ko — mK)) )
—1(SB'+Sn — Cko +Cmxk)*

c(Ck §o (n+B'))*+ (Cm-+ Sk (n+B'))*+ ((C~1) B'+ Sk~ kSG +nC)*)
=—((n+B) +#+m?) 2e—1)C?

+2(n+p') (2c—1) (ko —mK)CS

+2B" (n+p') (c—1)C—2B' (ko —mkK) (c—1)S

+ (c <k2+m2+ (n+/3’)2> - %([3’)2(2c— 1) — % (K +m?) +% (n+ﬁ’)2) :

Se 2c — 1 # 0, entdo o coeficiente de C? nos diz que n+ B’ = k = m = 0 sobre I. Mas dai,
o termo independente nos traz —%(fB’)* (2c— 1) = 0, donde ' = 0 sobre I e, consequentemente,
0 =n+ B’ = nsobre I. Como vimos no caso anterior, isso contradiz a condi¢do de imersio.

Portanto, devemos ter 2c—1 =0, 1.e. c = % Sob essa hipotese, o coficiente do termo independente
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0= (%) (R4 (14 B)) ~ 5 (B <2 G) - 1)
> (2 m )+%(n+ﬁ/)2

2
( (n+B') —l—k2+m2>

se reduz a

Portanto, devemos ter
2
(n+p")" = K> +m? = (ko —mk)* sobre I.
Suponha que 8’ # 0 sobre um intervalo aberto ndo vazio I; C I. Entdo o coeficiente de C nos traz
que

0=2p"(n+ ﬁ)(——l)z—ﬁ'(n—kﬁ’) = n+ B’ =0 sobre .
Segue entdo que k> + m? = 0 sobre I; e, portanto, k = m = 0 sobre I e
W2=E=(Ck—So (n+B'))’ + (Cm+ Sk (n+p))°
+((C=1)B' +mSk —kSc +nC)’
— ((C=1)B'+nC)*
=((C-1)B'— B'C)2 = (B')? # 0 sobre I.
Supondo que /; € maximal, sob a condicdo de tolerancia, isso implica que I; = I. Portanto,
B’ # 0 sobre todo I. Observe que a equacio K = —c? fica satisfeita sob essas condi¢des. A menos
de uma reparametrizagdo, podemos supor f3 (s) = s sobre I. Com essa reparametrizacdo, teremos
n=-p=-1.

Isso nos diz que a curva base deve satisfazer
/ !/
P = (p,v) = ke +me, +ne3 = —e&s,

e, portanto, trata-se de uma fibra (ou geodésica vertical). Assim, a superficie € uma espécie de
helicoide em UH? com K = —JT.

A outra possibilidade é B’ = 0 (note que se ' # 0 num ponto, entdo é diferente de zero numa
vizinhanca aberta e estamos no caso anterior). Neste caso, a equacdo estard satisfeita se, e somente
se, n> = k* +m?. A condicdo de imersio nos garante ainda que n”> = k> +m? # 0 sobre todo . Neste
caso, a curva base é regular e podemos supor que esta parametrizada pelo comprimento de arco de
UHZ2. Dessa forma, devemos ter

1 =k +m*+n* =2n",
Portanto, devemos ter |n| = @ Sendo B = By € R, a condicdo de ortogonalidade nos traz que

kcos By + msenfy = 0. Juntando as informagdes, a menos de inverter a orienta¢do de P, devemos ter

(k,m) = ? (—senfp,cosBoy) -



CAPITULO 5

Superficies de Bishop em R’

5.1 Referenciais de Bishop

Os referenciais de Bishop sdo uma alternativa a outros referenciais moveis sobre curvas mais
comumente usados como, por exemplo, o referencial de Frenet. Os referenciais de Bishop apresentam
algumas vantagens sobre o referencial de Frenet. Por exemplo, toda curva regular de classe €%, k > 2,
admite um referencial de Bishop, ainda que seja degenerada i.e. possua pontos com curvatura zero.

Nesta secdo, faremos a constru¢do dos referenciais de Bishop e provaremos apenas aquelas pro-

priedades que serdo utilizadas no decorrer do texto. Mais detalhes podem ser encontrados em [Bsp].

Definicao 5.1. Seja « : I — R” uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco e de

classe 2. Um referencial de Bishop sobre o é uma colecdo {T,N1,...,N,—1} tal que
(i) T,N; sdo campos de vetores ao longo de «, i.e. T,N;: [ — R";
(i) T,N; sdo de classe €';
(iii) T(t) = o/(¢), paratodot € I;

Giv) {T(t),N1(¢),...,N,—1(t)} é uma base ortonormal positiva de R”", para todo t € I,

(v) as derivadas T',Nj,...,N/ _, satisfazem
1 [0 bbb g
v b, 0 0 o ||
Tl=| -k 0 0 0 !
, : R :
Mool gy 00 0 | Y
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para certas fungdes continuas b; : I — R. Mais precisamente,

n—1

T'=Y b;Nj,
j=1
N/ = —b;T.

1

Antes de provar que toda curva (nas condicdes da definicdo acima) admite um referencial de
Bishop, introduzimos a seguir o conceito de paralelismo relativo e provamos algumas propriedades

basicas.

7z

Definicdo 5.2. Um campo M : I — R" de classe ! normal a uma curva regular « : I — R" é rela-
tivamente paralelo a o se sua derivada possui apenas a dire¢do tangente a . Mais precisamente,

existe uma fungdo continua f : I — R tal que M'(t) = f(¢)0o/(¢), paratodo 7 € I.

Observacao 5.3. Observe que um referencial de Bishop sobre uma curva é simplesmente um refe-

rencial ortonormal cujos campos normais sdo relativamente paralelos.

Proposicao 5.4. Todo campo relativamente paralelo possui norma constante. Consequentemente, se

M, N sdo relativamente paralelos sobre o, : 1 — R" e M(ty) = N(t9) para algum to € I, entdo M = N.

Demonstracdo. Seja M um campo relativamente paralelo a o : I — R" com M’ = fa'. Temos que
LIM|)? =4 (M,M)=2(M,M") =2(M, fa') =0, pois M é normal a ct. Isso prova que |M| é constante.

Se M, N sdo relativamente paralelos a o« com M’ = fo/, N' = ga’ e M(tp) = N(to), entdo M — N
também ¢ relativamente paralelo a & e (M — N)(zp) = 0. Como M — N deve possuir norma constante,

temosque M —N=0 — M =N. [

Proposicao 5.5. Se o : I — R" é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco de
classe €%, k > 2, e Ny € R" é um vetor normal a curva em to € I, entdo existe um vinico campo

normal N de classe €%~ relativamente paralelo a a tal que N(tg) = Nj.

Demonstragdo. Primeiro construiremos o campo localmente. Para isso, suponha que ¢ é um mer-
gulho. Existem abertos U,V C R", com «a(l) C U, e um difeomorfismo ¢ : U — V de classe
€% tal que oo : I — V satisfaz @ o a(t) = (¢,0,...,0). Considerando o referencial ortonormal
{e1,...,e,} sobre @ o« dado pela base canonica de R”, a diferencial D¢ ~! induz um referencial
mével {T,my,...,m, 1} de classe €*~! sobre a, com T = o/. A classe de diferenciabilidade é k — 1
pois esta é a classe de D@ ~!. Aplicando o processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt a este re-
ferencial, obtemos um referencial ortonormal {7, M;,...,M,_1} de classe %*1 sobre o. E a partir
deste referencial que construiremos o campo normal N relativamente paralelo a & e com N(zp) = Np.

Precisamos encontrar fungdes u; : I — R de classe €*1 tais que N := 27;11 u;jM; seja relativa-

mente paralelo a & e satisfaga Z’}.;} uj(to)M;(to) = No. Para que tenhamos mais simplicidade com os
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indices, denote T por M. Assim, usando que M’ Y 1(M’ M;)M,y, temos

n—1 n—1
N' =Y (:Mj+uMj) =Y (u;Mj+u; Z & My)My)
j=1 j=1
n—1 n—1ln—1 n—1n—1
= l/t/ij—l—ZZu,, Mg My = ZugMg—l—ZZu
j=1 Jj=1¢=0
n—1 -1 —1n—1

=Y uj(M; M0M0+ZugMg+ZZu] L MM,
(=1 j=

= T‘f‘Z(Hﬁ"‘Z’/@ )MZ
Para que N seja relativamente paralelo a o, devemos ter

n—1
wp+ Y uj(M},My) = 0.

=1

Portanto, encontrar N significa resolver o problema de valor inicial dado por

u <M1’Mi> <M17Mé> <M1’M 1> u
d| | | MM) MMy ... (MM, )
de| | : : : ’
Up—1 / / / Un—1
My, M) My, M) ... (Mp—1,M,_;)

uj(to) = (No,M;(t0)).

Este problema admite uma tnica solugio de classe %! e prova a existéncia e unicidade do
campo N no caso em que a curva ¢ € mergulhada.

Suponha agora que ¢ é apenas regular de classe €*.

Observe que, sendo regular, & € uma imersao. Logo, todo ponto do intervalo I admite vizinhanca
aberta sobre a qual a restricdo de o € um mergulho. Seja .# uma cobertura de / por abertos tal que a
restri¢do o]y : J — R” seja um mergulho para todo J € .#. Existe Jy € .# tal que tg € Jy. Como |},
¢ um mergulho, ja provamos que existe um tnico campo normal N, relativamente paralelo a o, com
N Jo (t()) =Np.

Sejam a,b € R quaisquer, com a < b tais que Jy C [a,b] C I. Mostraremos que é possivel estender
Ny, a [a,b] e de forma tinica. Fazendo entdo I = |Jycy|ax, bx] teremos provado a proposicao.

Como .# cobre [a,b] por abertos e [a,b] é compacto, existe subcobertura finita {Jo,Ji,...,Jm} C
& de [a,b]. Note que, como Jy é aberto ndo vazio com Jy C [a,b], temos a < infJy < supJy < b.
Logo, existe i € {1,...,m} tal que supJy € J;. Sem perda de generalidade, suponha que i = 1. Como
J1 € aberto, existe t; € JoNJ;. Mas al;, € mergulho, donde existe um tnico campo normal Ny,
definido sobre J; relativamente paralelo a ¢t|;, e tal que Ny, (t1) = Ny, (t1). Além disso, por unicidade,
Nj, e N;, coincidem sobre a intersecdo JpNJ;. Com isso, conseguimos estender Ny, a JoUJ;. Se

supJj < b, repetimos o argumento e conseguimos estender o campo para, digamos, J>. Seguimos
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com esse processo. Como {Jp,...,J,} é finito e cobre [a,b], em algum momento teremos 0 campo
definido para JyU...J;, com b < supJ; par algum k < m ou entdo teremos estendido a toda cobertura
JoU...UJ,. Se ocorrer o primeiro caso, passamos a trabalhar com os infimos até estendermos o
campo a esquerda, em direcdo a a. Em qualquer dos casos, teremos estendido o campo, e de forma

tinica, a todo o intervalo [a, b]. O

Teorema 5.6. Toda curva regular parametrizada pelo comprimento de arco e de classe €%, k > 2,
admite um referencial de Bishop de classe €*~'. Mais precisamente, se {'(ty),My,..., M, 1} é
uma base ortonormal positiva de R", entdo existe um tnico referencial de Bishop {T,Ny,... ,N,_1}

de classe €* sobre a tal que Ni(ty) = M;.

Demonstragdo. Sejam Ny, ...,N,_; os campos normais de classe €*~! relativamente paralelos a o
com N;(t9) = M;. Afirmamos que {T,Ny,...,N,_1} € um referencial de Bishop sobre ¢, o tinico com
a propriedade N;(ty) = M;.

Olhando para a definicdo de referencial de Bishop, vemos que as condi¢des (i), (ii) e (iii) sao
trivialmente satisfeitas.

Para provar (iv), precisamos mostrar que {7, Ny, ...,N,_} sempre fornece uma base ortonormal
positiva de R”. Como cada N; é relativamente paralelo a ¢, existem funcgdes b; : I — R de classe €% 2

tais que N/ = —b;T. Temos que

%<NiaNj> = (N/,N;) + (N;,N}) = (=b;T,N;) 4+ (N;, —b;T) = 0,
donde (N;,N;) é constante. Mas (N;(to),N;(to)) = (M;,M;) = J;;. Segue que (N;,N;) = &;. Como
também temos (7,7T) = 1 e (T,N;) = 0, isso prova que {T,Nj,...,N,_1} € uma base ortonormal de
R”. Para ver que essa base é sempre positiva, basta observar que a fungdo det(7T,Ny,...,N,—1) :
I — R é continua, I é conexo e det(T,Ny,...,N,—1)(to) = det(T,M,...,M,_) > 0. Portanto,
det(T,Ny,...,Ny—1)(t) > O paratodot € I.

O item (v) € mera consequéncia dos campos normais serem relativamente paralelos a o e do
referencial ser ortonormal. De fato, usando que (N;,N;) = 6;; == (N;,N;) + (N;,N}) = 0 (incluindo
Ny :=T), temos

n—1 n—1 n—1 n—1
T'= Y (T',N)Ni ==Y (T,N))N; ==Y (T,—bT)N; =) biN;,
i=0 i=1 i=1 i=1
N/ = —b;T.
Isso prova que {T,Ny,...,N,_ } é referencial de Bishop sobre ¢. A unicidade segue da unicidade
de campos normais relativamente paralelos sujeitos a condicao inicial N;(fg) = M;. [

Observe que o referencial de Frenet sobre uma curva € especifico de forma que, se existir, é tinico

por definicao. Por outro lado, uma curva regular de classe € k > 2, admite infinitos referenciais de
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Bishop (de fato, um dnico para cada condic¢ao inicial em 79 € I). No entanto, a Proposi¢ao|5.7|abaixo
nos diz que o referencial de Bishop sobre uma curva € tinico “a menos de rota¢des”, no sentido que
explicamos a seguir.
Denote por % o conjunto de todos os referenciais de Bishop sobre uma curva o : I — R™.
Considere A = (a;;) € SO(n—1), i.e. A é uma matriz ortogonal que preserva orientagio (detA =
1), e considere também B = {T,Ny,...,N,_ } € A. Defina a cole¢do ordenada de campos A(B) sobre

o dada por A(B) := {T,M,,...,M,_1} em que M; := Z;f;ll a;;N;. Formalmente, escrevemos

M, ayy ... Ay Ny
= : : . (5.1)
M, An-1,1 -+ Au—1p—1| [No—1
Observe com cuidado que A(B) ndo é {T,ANy,...,AN,_1}. Este conjunto sequer faz sentido, pois
A é uma matriz (n— 1) x (n—1) e N;(t) € R” possui n entradas. Estamos definindo o que vird a
ser uma agdo de SO(n — 1) sobre %, representada formalmente por . Note ainda que o produto
formal em (5.1) é o mesmo j4 utilizado ao escrever a derivada de um referencial ortonormal, como no

caso dos referenciais de Frenet e de Bishop.

Proposicao 5.7. A aplicagdo A : SO(n— 1) x B — A dada por A(A,B) := A(B) define uma agdo
de SO(n— 1) sobre . Fixado um referencial de Bishop By € %, a aplicagcdo A, : SO(n—1) — %
dada por Ag,(A) :=A(By) € bijetora.

Demonstracdo. Para provar que A define uma acao de grupos basta mostrar que ela estd bem definida.
As outras propriedades de acdo de grupos seguem diretamente do fato de que SO(n — 1) age sobre %
como o produto usual de matrizes (veja5.1).

Seja B={T,Nj,...,N,_1 } um referencial de Bishop sobre & ¢ A = (a;;) € SO(n—1). Note que
A(B) satisfaz trivialmente as condi¢des (i), (ii) e (iii) da Defini¢do

Para mostrar (iv), devemos mostrar que A(B)(t) ={T (t),M(t),...,M,—1(t)}, com M; : Z? L aijNj,
¢ uma base ortonormal positiva de R”, para todo 7 € I. Para isso, basta mostrar que det(7, M, ..., M,_1) =

1. Temos

n—1
det(T,My,...,M,_; det( Zalh e Y an_l,jn_]Njnl>
J1=1 Jn71:1
n—1

=) - Z arjy---an- j, det (T, Nj, ... .Nj, ;)
Ji=1 Jn—1=1

Note que det (T, Nj,... ,Njn_l) # (0 somente quando todos os indices jy,..., j,—1 sdo distintos. Logo,
det (T,Nj,,...,Nj,_,) =det (T,Ng(1), -, Ng(,—1)) para alguma permutagdo & € S,,_ ;. Observe entéo
que todas as permutacdes de S, | aparecem uma tnica vez na soma total e que, como {T,Ny,...,N,_1}
¢ ortonormal positiva, det (T,NG(I), e ,Na(n,l)) =sgn(0). Assim,

det(T,Ml, . ,Mnfl) = Z SgIl(O')alG(l) cly_ 1 o(n—1) = detA =1.

oES,—1
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Por fim, para verificar (v), basta observar que M = Z;’ L aijN 27 1aij(=b;T)= (Z’; L aijb ) T
e, portanto, M; € relativamente paralelo a . Isso prova que A esta bem deﬁmda.

Agora fixe By = {T,N},...,N° |} em A. Sejam A,A € SO(n— 1) tais que Ap,(A) = Ap,(A), i.e
A(Boy) = A(By). Isso implica que By = (A~'A)(By). Denotando A~'A = (c;;), temos

ZC,]NO = Z Cij— ,J Nj V=0.

Como {N?, . ,Ngfl} sdo linearmente independentes em R”, segue que ¢;; = J;;. Logo, ATA =
1 = A = A. Portanto, Ap, € injetora.

Mostremos por fim que A, é sobrejetora. Considere B = {T,M;,....M,_1} € A ety € [ fixado.
Temos que B(fy) = {T (t),N2(to),...,N° | (fo)} é uma base ortonormal de R". Logo, cada M;(to)

n
n—1
j=1

(n—1) x (n—1) definida por A := (a;;). Fazendo a mesma conta que fizemos ao verificar o item (iv)

se escreve como M;(ty) = a; jN;.)(to), para certos coeficientes a;; € R. Denote por A a matriz

acima mas usando agora que B € %, temos
1= det(T,Ml yeos ,Mn_1) = detA.

Isso mostra que A € SO(n — 1). Bastaria verificar, portanto, que B = A(By). Acontece que A(By) é
referencial de Bishop sobre & e coincide com B em #y. Como o referencial de Bishop € unico dadas
condigdes iniciais, B e A(By) devem coincidir ao longo de toda a curva a. Portanto, B = Ag,(A) e

1sso mostra que A € sobrejetora. [

Observacao 5.8. Considere uma acdo de grupos A : G x X — X de um grupo G sobre um conjunto
X. Fixado g € G, a aplicagdo A, : X — X definida por Ag(x) = g(x) é sempre bije¢do com inversa
dada por A,-i. Note que esta ndo € a bijecdo em questdo na Proposi¢do No nosso caso, temos

bijecdes entre o conjunto que sofre a a¢ao e o préprio grupo.

Defini¢éio 5.9. Se B={T,Ny,...,N,_1 } é umreferencial de Bishop sobre & : / — R" com N/ = —b;T,

definimos a assinatura normal de o com respeito a B como sendo a curva b% : I — R"~! definida
por b§(t) = (b1(t),...,bu—1(1)).

A assinatura normal de um referencial de Bishop desempenha o papel andlogo ao par curvatura
e tor¢do para o referencial de Frenet de curvas em R>. Espera-se, portanto, que toda curva em R”
seja determinada, a menos de movimentos rigidos, por sua assinatura normal em R"”~!. Este fato é
verdadeiro, mas ndo o provaremos aqui. No entanto, como vimos acima, o referencial de Bishop de
uma curva nao € unico e, consequentemente, sua assinatura normal também nao. Porém, assim como

os referenciais de Bishop, duas assinaturas normais de uma curva “diferem por uma rotacdo”.

Proposi¢io 5.10. Se B, B’ sdo dois referenciais de Bishop sobre o.: 1 - R" e A€ SO(n—1) é a
rotagdo tal que B' = A(B), entdo b, = A - by.
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Demonstragdo. De fato, basta observar que, se B= {T,Ny,...,N,_1}, B ={T,M,,...,M,_,}, b§ =

(b],...,bn_l), bg, = (C],...,Cn_l) eA= (a,‘j), entao

yelem] [T 1 0 ... 0 T 1\’
—ClT B Mi B 0 al aln—1 N1
—cp1 T _Mr/1—1 0 ap—-1,1 --- Ap—1n-1 Nu—1
1 0 .. 0 Y biN;
. 0 all aln—1 —b]T
0 ap—11 ... an—ip—1| | —buaT

n—1
j=1

Olhando a partir da segunda entrada desses vetores coluna concluimos que ¢; = ).~ a;;b, ou seja,
o (04
bB/ - A . bB .
[l

A proposicao a seguir relaciona o referencial de Bishop com o referencial de Frenet de curvas em
R3.

Proposicio 5.11. Suponha que uma curva regular o : I — R de classe €3 e parametrizada pelo

comprimento de arco admita um referencial de Frenet, i.e. um referencial ortonormal {T,n,b} da

forma
T’ 0 «x O] |T
n|=|-x 0 t||n|, comk:=(T"n)>0.
4 0 -7 0f |b

Se B = {T,N\,N,} é um referencial de Bishop sobre o de assinatura normal b§ = (by,b), entdo

escrevendo bg em coordenadas polares, i.e. (by,by) = r(cos0,sen0), entdo temos
r=x, 0 =r.
Demonstragdo. Para ver que r = K basta notar que
K =|T'| = |biN1 +baNo| = /b2 + b3 =
Seja 0 : 1 — R a fungio de classe €’ tal que n = (cos 8)N; + (sen 8)N,. Temos

—KkT +71b=n"=—0"senON, + cos ON| + 6’ cos ON, + sen ON,
= —0"senON; +cos8(—bT) + 60" cos ON» +sen 8 (—b,T)
= —(b1cos O +bysenO)T + 6'(—sen ON| +cos ON,).
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Segue que 7h = 6'(—sen ON; + cos ON,). Por outro lado,

b=Txn=T x ((cos®)N; + (sen0)N>)
= (cos0)T x N; + (sen0)T x N,
= (cos0)N, + (senB)(—Ny).

Segue dai que T(—sen ON; +cosON,) = b = 0'(—sen ON| +cosON,) — 6’ = 1.
Por fim, para ver que 6 ¢ de fato uma fungdo angulo para as coordenadas polares de by, basta

notar que

T" b b
(cosO)N; + (senB)N, =n = —= _1]\[1 + _2sz

donde (b1,b;) = k(cos0,sen6). O

A proposicao a seguir fornece algumas caracterizacoes uteis da curva @ em termos de sua assina-

tura normal.

Proposicio 5.12. Seja o : I — R" uma curva regular de classe € parametrizada pelo comprimento
de arco e b§ = (by,...,b,_1) sua assinatura normal com respeito a um referencial de Bishop B =

{T,Ny,...,N,_1} qualquer.

(i) « estd contida num hiperplano de R" se, e somente se, b§ estd contida num hiperplano de R1

contendo a origem.

(ii) « estd contida numa esfera S"™' em R" se, e somente se, by estd contida num hiperplano de
R que néo contém a origem. Além disso, o raio da esfera contendo é dado pelo inverso da

distdncia do hiperplano a origem de R" ™!

Demonstragdo. (i) Suponha que « esta contida em um hiperplano. Entdo existe v € R”, v # 0,

tal que (@, v) = L, para alguma constante L € R. Derivando essa equagdo, temos 0 = (o, v) =

(T,v). Portanto, v se escreve como v =Y 11 v;N;, para certas funcdes v; : I — R de classe %

-1
(note que v; = (v,N;)). Observando que 0 = (T,v) = Y. b;v;

0:\/:. (ViN; —vib;T) = ZVN

Como os campos N; sdo linearmente independentes, temos que v; = 0, i.e. as fungdes v; sdo

constantes. Definav € R"~! por v:= (v1,...,v,_1) # 0. Temos
(b%, V) Z bivi = 0.

Isso mostra que b estd contida num hiperplano de R"~! passando pela origem.
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(i)

Reciprocamente, suponha que b3 estd contida num hiperplano de R"~! passando pela origem,
i.e. existe v € R"! tal que (b%,v) =0. Se v= (vy,...,v,_1), defina v(¢) o campo sobre a dado

porv=Y", ! viN;. Temos
n—1
v':ZviNl-' va, T =—(bg, V)T =0.
i=1

Logo, o campo v é constante. Além disso, por defini¢do (7,v) = 0. Segue que

t

((t) — aulio), ) :/ (T(s),v)ds = 0.

fo
Logo, (a,v) = L:= (a(tp),v) com v # 0. Isso prova que o esta contida num hiperplano de R”.

Suponha que o estd contida numa esfera de dimensdo n — 1 em R”, ou seja, existe pg € R" e
R > 0 tais que (& — pg, & — po) = R?. Isso implica que (T, — po) = (o', & — po) = 0. Logo,
oa—po= Z?:_ll v;N;, para certas fungdes v; : I — R de classe €. Derivando & — py, temos

n—1

—1
T =Y (ViN;—vibT) (1+va,>T—nZa;Ni:0.
i=1

i=1

Como {T,Nj,...,N,_} é base de R", segue que v, =0e 1+ Z?;ll b;v; = 0. Portanto, v :=

(V1,---,vn—1) € R""1 é constante, ndo nulo (pois 0 < R = |& — po| = [9|) e satisfaz 1 + (b, V) =
0. Isso prova que b esta contida no hiperplano IT de R que ndo passa pela origem dado

pela equacdo 1+ (p,¥) =0, p € R*~!. Note que p = —,1‘2 esta neste hiperplano e fornece sua

distincia a origem de R""!, i.e. d(I1,0) = )— ‘;‘z ‘ - Por outro lado, temos R = [v]. Isso

prova que a distancia de I1 a origem € inverso do raio da esfera contendo .

Reciprocamente, suponha que bf estd contida num hiperplano de R"~! que ndo contém a ori-
gem. Logo, b¥ satisfaz uma equagio da forma 1+ (b%,v) = 0 para algum v € R"~! ndo nulo.
Considere o campo v em R” ao longo de o definido por v(¢) := ¥."~/' v;N;(t). Derivando o — v

obtemos

a —vV=T- Zv, + (bg,v)) T =0.

Portanto, existe pg € R” constante tal que o — pp = v. Mas entdo
o= po| = [v] = ¥,

mas ¥ € R"~! ¢ constante. Isso mostra que « estd contida numa esfera de raio R := [v|. Como
no caso anterior, ]% ¢ a distancia do hiperplano contendo b§ a origem de R
]
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A seguir, introduzimos uma aplicacdo que torna possivel reescrever e provar a proposi¢ao ante-
rior de forma mais precisa. Denote por ¥~ () o conjunto dos campos normais sobre ¢ : [ — R™.
Denote por € (I;R"!) o conjunto das curvas y: 1 — R"~!. Dado um referencial de Bishop B =
{T,Ny,...,N,_1} sobre «, defina a aplicagdo g p : ¥ (ct) — € (L, R"!) por

Tag(M)(t) == ((M(t),Ny(t)),...,(M(t),N,—1(2))), Me xL(oc), rel.

Observe que 7y p é bijetora com inversa 7 & : € (I;R" ™) — x* (o) dada por

n—1
T sN() =Y, n@ONi(t), 7=, 1) €ECLR ) 1 €L
=1

Note que se o referencial de Bishop é de classe €, k > 1, entdo ToB € 71'0_‘.}9 preservam as classes
de diferenciabilidade até ordem k.

Observe que a assinatura normal de o com respeito a B é dada simplesmente por
bg = ma p(T").
Além disso, segue da defini¢ao que a aplicagdo 7y g possui a seguinte propriedade chave:
(T 8(M)(t), Tt p(N)(2)) = (M(t),N(t)) para todo par M,N € y(a)et €.
Naturalmente, vale também que

(ﬁ&)lB(y)(t) moL(A) (1)) = (y(t),A(r)) para todo par y,A € €(IL,R" N erel.

' o B
A seguir, reenunciamos a Proposi¢ao em termos da aplicacdo 7y p.

Proposicio 5.13. Seja o : I — R" uma curva regular de classe € parametrizada pelo comprimento
de arco e b = (by,...,b,_1) sua assinatura normal com respeito a um referencial de Bishop B =
{T,Ny,...,N,_1} qualquer.

(i) existem v € R" ndo nulo e L € R tais que (0,v) = L se, e somente se, existe V € R nao nulo

tal que (bg,v) = 0. Necessariamente Vv = Ttg (V).

(ii) existem po € R" e R > 0 tais que |t — po| = R se, e somente se, existe v € R"! ndo nulo tal
v|=R.

que 1+ (b§,v) = 0. Necessariamente Tq p(0 — po) = v. Em particular,

Demonstragcdo. Fagcamos a demonstracdo novamente apenas para visualizar como ela fica mais sim-

ples ao se fazer o uso da aplicacio 7y .

z

(i) Basta observar que, se v € R" é ndo nulo e satisfaz (a,v) = 0, entdo (7,v) =0, donde v €
X
serva o produto interno, temos 0 = (g 5(T'), e 5(v)) = (b§, Ta.8(v)). Observe que (v,N;)' =

a). Derivando mais uma vez, obtemos (7’,v) = 0. Mas entdo, usando que Ty p pre-
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—b;{v,T) = 0. Portanto, cada (v, N;) é constante, donde g g(v) =: v € R"~! é constante. Além
disso, v é ndo nulo pois algum (v,N;) é ndo nulo (pois v # 0). Reciprocamente, se existe
v € R""! ndo nulo tal que (b%,¥) =0, entdo tomando v = (vy,...,v,—1) € C(ILR"1) como
curva constante, temos que 0 = (7,7, B( )), pois n:a B( v) € x(a)! Note entdo que v :=

( ) = Y= viN; é constante. De fato, v/ = Y/ ' viN! = Y= vi(—b,)T = —(b%,v)T = 0.

A551m, integrando (T,v) = 0 obtemos (o, v) = L, para alguma constante L € R.

(ii) Suponhaque |&x — po| =R, para algum py € R" e R > 0. Segue que (T, 0t — po) = (&, 0t — pg) =
0 e, portanto, & — pg € x (). Derivando mais uma vez obtemos que (T’, & — po) + (T, T) =
0 = 1+(T',a—po) =0. Aplicando 7y g, obtemos 1+ (b%, 7y p(& — po)) = 0. Resta apenas
observar que v := 7y (0 — po) € constante. Temos (& — po,N;)' = (T,N;) + (@ — po, —b;T) = 0.
Logo, as coordenadas de v dadas por (o — po,N;) sdo constantes. Além disso, como 7y g
preserva o produto interno, temos |v| = |a — po| = R > 0. Em particular, v # 0. Reciprocamente,
suponha que existe v= (vy,...,v,_1) € R*"! ndo nulo tal que 1+ (b%,v) = 0. Considere a curva

em R” definida por o — ﬂo_c,}B(V)' Temos

(=T 5(v) =T — Zv, = (1+ (% vW)T =0.

Segue que existe pg € R” tal que o — pg = 71:0?7}9(\/), donde |0 — po| = |7r,;7}9(v)| =|v|=:R>0.

]

5.2 Superficies de Bishop

Conjuntos tubulares em R> sdo unides de circulos de um certo raio fixo R > 0 e cujos centros
variam ao longo de uma curva regular dada. Normalmente, pede-se ainda que esses circulos estejam
contidos no plano normal a curva central no respectivo ponto.

Se quiséssemos generalizar tais conjuntos em R3, uma maneira possivel seria a de trocar o circulo
por uma outra curva “fixa” que percorresse os planos normais a uma dada curva central. Poderiamos
expressar a ideia de raio fixo e centro fixo sobre a curva dizendo que, em cada plano normal, a figura

¢ a mesma “a menos de uma rotacao”. Mais precisamente, poderiamos dar a seguinte definicao.

Definiciio 5.14. Um subconjunto ¥ de R? serd dito um conjunto tubular generalizado em torno de
uma curva %l—regular o : I — R3, chamada curva central, se existe curva %l—regular B:J— R2,

chamada curva shape, tal que:

() L= U,/ (ENTat), sendo Tyot = o(t) +[@/(t)]* o plano normal a & em ¢ € I passando por

o(t);

(i1) cada interse¢dao XN T,a+ é dada como o traco de uma curva 3 : J — T,at;
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(iii) paratodo? € I, existe transformagio linear ortogonal A, : R? — [a/(¢)]* tal que a(t) +A;(B(s)) =
B:(s), para todo s € J.

Observacao 5.15. Note que um conjunto tubular usual de raio R > 0 € um conjunto tubular ge-
neralizado em que a curva shape € um circulo de raio R > 0 centrado na origem. Nesta situagdo, as
transformacoes A; sao desnecessdrias pois todo circulo centrado na origem € invariante por transformacdes

ortogonais, 0 que nao acontece com uma curva em geral.

Seguindo a definicao de [Gsp] para superficies tubulares, poderiamos definir uma superficie tu-
bular generalizada como sendo um conjunto tubular generalizado dado localmente como imagem de
uma imersdo. No entanto, devido a assimetria imposta pelo fato de B ser uma curva qualquer, essa
defini¢do se torna muito geral e dificil de trabalhar. Observe que sequer pedimos, na defini¢do acima,
que A, varie continuamente. Ainda assim, dependendo do formato de 8 e do trago da curva central
no espaco, seria possivel que o conjunto tubular obtido fosse uma superficie imersa em R3, ainda
que A; ndo variasse continuamente, o que poderia ser uma justificativa para ndo requerer que A; varie

continuamente com ¢. O exemplo a seguir ilustra um caso desse tipo.

Exemplo 5.16. Tome « : [0,3] — R? uma curva regular tal que o(t) = (¢,0,0) se t € [0,1] e (¢) =
(t—2,0,0) se t € [2,3]. Em outras palavras, & parametriza o segmento que vai da origem até e; =
(0,0,1) nos instantes de t =0 at = 1, depois disso d4 uma volta qualquer em R? e retorna 2 origem no
instante ¢ = 2, parametrizando este mesmo segmento novamente. Observe que, parat € [0,1]U[2,3],

L = [es,e3], i.e. 0 plano-yz. Tome como curva shape a curva

o plano normal a o € dado por [¢/ ()]
B : [0, 7] — R?, B(s) = (coss,sens), o semicirculo superior. Por fim, suponha que para todo ¢ € [0, 1],

a transformagio linear A, : R? — [e, e3] é dada por

| xex+ye3, seteQ,
A’(x’y)_{—xez—yeg, set ¢ Q.

Note que A; faz com que a curva shape varie bruscamente, a todo momento, entre um semicirculo
acima e um semicirculo abaixo do plano z = 0.
Suponha ainda que, para ¢ € [2,3], a transformagdo seja dada por
A(x,y) = xer+yesz, set¢Q,
P —xey —ye3, set€ Q.
Quando a curva central retorna ao inicio do segmento, A; “inverte” seu comportamento! Note que
isso faz com que o conjunto tubular seja dado por um cilindro reto naquele trecho, ainda que A; ndo

varie continuamente.

Para evitar patologias como a do exemplo acima, somos obrigados a dar uma definicao um pouco
mais restrita. Poderfamos dizer simplesmente que um conjunto tubular generalizado é uma superficie
tubular generalizada de classe ¢ se a aplicagio ¢ : I x J — R? definida por ¢(z,s) = Bi(s) =

a(t) +A,(B(s)) é uma imersdo de classe €. Essa definigdo é possivel, mas um tanto dificil de ser
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abordada. Fixado um referencial ortonormal ao longo de o, poderiamos considerar a matriz de A; e
entdo as derivadas de ¢ envolveriam a derivada de «, 8, da matriz de A; no referencial ortonormal
e a derivada do proéprio referencial ortonormal. Isso complica consideravelmente o estudo, o que €
natural se notarmos que nao estamos impondo nenhuma condi¢ao sobre como A; “gira” a curva shape
em torno da curva central. Neste capitulo, iremos considerar o caso (talvez o mais simples) em que A,
gira a curva shape de forma “relativamente paralela”. A esta classe daremos o nome de superficies

de Bishop e utilizaremos o conceito de referenciais de Bishop desenvolvido na sec¢do[5.1|do capitulo

Definiciio 5.17. Sejam o : I — R> uma curva de classe €**! parametrizada pelo comprimento de
arco, B3 : J — R? uma curva regular de classe €% e B= {T,N;, N, } um referencial de Bishop de classe

€* sobre a, k > 2. Se a aplicacdo ¢ : I x J — R> definida por
2
0(t,5) = a(t)+ ) Bi(s)Ni(r)
i=1
é uma imersio, dizemos que ¢ (I x J) C R? (denotado por X(«, B,B)) é uma superficie de Bishop de

classe € de curva central o, curva shape f3 e referencial B.

Observacao 5.18. Como queremos trabalhar com curvaturas sobre nossas superficies, considerare-
mos sempre superficies de Bishop de classe %* com k > 2. Dito isso, ndo faremos mengao a classe
de diferenciabilidade nos préximos enunciados, defini¢des, etc.

Note que para garantir que ¢ seja de classe €%, é natural requerer que o referencial de Bishop seja

de classe €* e isso exige que & seja de classe €+

Proposicio 5.19. Dados o : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco, B : J — R? regular
e B um referencial de Bishop sobre o, a aplicagdo ¢ : I x J — R? definida por ¢(t,s) = a(t) +
Y2 | Bi(s)Ni(t) define uma superficie de Bishop ¥(t, B, B) se, e somente se,

1—(b(t),B(s)) #0, para todo (t,s) € I x J,
sendo b = b a assinatura normal de o com respeito a B.

Demonstragdo. Para que a imagem de ¢ seja uma superficie de Bishop, € necessario e suficiente que

¢ seja imersdo. Temos
2 2
=0+ Y BN/ =T+Y Bi(—bT)=(1—(b,B))T,
i=1 i=1

2
¢s = Z ﬁi/Ni'
i=1

Segue que (¢, @) = 0 e sabemos que @5 # 0 pois B € regular. Portanto, ¢ é imersdo se, e somente
se, ¢, # 0 e isso equivale a dizer que 1 — (b(t),B(s)) # 0 sobre I x J. O
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Fixada uma curva « : I — R® parametrizada pelo comprimento de arco, denote por () o con-
junto de todas as superficies de Bishop que possuem & como curva central. A proposi¢ao a seguir nos
diz que podemos obter £() fixando um referencial de Bishop B sobre o qualquer e variando apenas

as curvas shape.

Proposicio 5.20. Fixe um referencial de Bishop B = {T,Ny,N,} sobre uma curva o : I — R para-
metrizada pelo comprimento de arco. Entdo o conjunto () das superficies de Bishop centradas em

a coincide com o conjunto das superficies de Bishop centradas em o com referencial B.

Demonstracdo. Considere X(a, 8,B) uma superficie de Bishop centrada em a. Sabemos da teoria de
referencias de Bishop que existe A = (a;;) € SO(2) tal que A(B) = B, i.e. denotando B = {T,M;, M},

temos
My| _ a1 anz| [N
M, a; axp| N2’
Segue que X(a, B,B) é aimagem da imersdo

2 2
¢(t,5) = aft) + ZT Bi(s)Mi(t) = a(t) + Zi Bi(s) 21 aijNj(1)
= 1= ]J=

P
= oft) + 21 (Zi aijﬁi(s)> Nj(t).
j=1 \i=

Lembrando que AT = A~!, isso mostra que X(«, 8,B) = X(a,A~'(B),B), ou seja, toda superficie
de Bishop centrada em o pode ser descrita como uma superficie de Bishop centrada em o e com

referencial B. Basta considerar a curva shape A~'(B), que também é regular pois 8 é regular e
A€ SO(2). O

Lema 5.21. Se a curva shape de uma superficie de Bishop é um circulo (ou seja, um arco completo

de 2T), entdo ela é uma superficie tubular (no sentido de [|Gsp|] e de mesmo raio.

Demonstracdo. Em toda a demonstracao, ndo perdemos generalidade se supusermos que a classe de
diferenciabilidade da defini¢ao das superficies de Bishop é k = 2.
Sejam P = (p1,p2) € R%, R > 0e B : R — R? dada por

B(s) = P+ R(coss,sens).
Considere uma superficie de Bishop £ = X(o,f3,B). Por defini¢do, ¥ é imagem da imersdo
O(t,s) = a(t) + X2, Bi(s)N(t). Temos
2
9(1.5) = a(t) + ) Bi(s)Ni(t)
i=1
= o(t) + (p1 + Rcoss)Ni (1) + (p2 + Rsens) N, ()

= (a(t) + p1N1(t) + paNa(t)) + R(cossNy (1) +sensN» (1))
= ¥(t) + R(cossNi(t) + sensN; (1)),
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sendo 7 : I — R definida por y(¢) := a(t) + p1N1(t) + paNa(1).
Afirmamos que X(c, 3, B) é uma superficie tubular de raio R > 0 centrada em 7.

Primeiro, mostremos que Y € regular. Temos
Y =a' + 1IN+ paNy = (1= (b1p1 +b2p2))T = (1 (b(1),P))T.

Seja t € I qualquer. Como 3 parametriza todo um circulo, existe s = s; € J tal que (coss;,sens;)
¢ ortogonal a b(t). Da condi¢do de imersdo sobre ¢, sabemos que 1 — (b(¢),B(s)) # 0, para todo

(t,s) € I x J. Em particular, temos
0#1—(b(t),B(s;)) =1—(b(t),P+ R(coss;,sens;)) =1 —(b(t),P),

para todo ¢ € I. Isso mostra que Y € regular.

Para estar em conformidade com a definicao de [Gsp|], precisamos mostrar ainda que, uma vez
parametrizada pelo comprimento de arco, ¥ é de classe €°.

Seja ¢ : I — L a troca de parametros que torna y parametrizada pelo comprimento de arco medido

a partir de um certo fg € I, i.e.
t
0t):= [ |[1—(b(w),P)|dw.
Iy

Assim, a curva Yy reparametrizada por A : L — R, A(r) = y(¢~!(r)) estd parametrizada pelo

comprimento de arco. Note que, como b € €', a fungio # (e consequentemente £~ ) é €. Temos

=T A& ) PN ) 2Ny ()

1= (' (1).P)

= L) = “r

sendo ¢ = sgn(1— (b(¢"'(r)),P)). Como T € €3 e £~! € €2, temos A’ € €2, ou seja, A € € e

estamos feitos. [
Finalizamos a se¢do com a defini¢do de alguns tipos particulares de superficies Bishop.
Definicao 5.22. Uma superficie de Bishop X(a, 3, B) ¢ dita:
* cilindrica se a curva central estd contida numa reta;

* tubular se a curva shape possui curvatura constante, ou seja, se a curva shape esta contida numa

reta ou circulo;

* de revolucao se a curva central € plana e estd contida num circulo.
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Observacao 5.23. 1. Note que o caso tubular inclui, além do que se poderia esperar a primeira
vista, os casos em que a curva shape possui curvatura zero, ou seja, em que a curva shape
¢ um segmento ou reta. Contudo, essa generalizacdo passa a fazer sentido se pensarmos em

segmentos e retas como sendo arcos e circulos de “raio infinito”.

2. Note que uma superficie de Bishop do tipo tubular nem sempre pode ser estentida a uma su-
perficie tubular no sentido de [[Gsp|]. O primeiro motivo € o descrito no item anterior, em que
a curva shape possui curvatura zero. Contudo, ainda que a curva shape seja um arco de raio
finito, € possivel que a condi¢cao de imersdo imponha restricoes que impecam a extensao a um

arco completo de 27, situagdo esta que, pelo Lemal[5.21] garantiria a existéncia de tal extensao.

5.3 Curvaturas

Nesta se¢do, fazemos os célculos das curvaturas sobre uma superficie de Bishop X(c, 3, B), lem-

brando que
» acurva central o : I — R? é de classe € e estd parametrizada pelo comprimento de arco;
« acurva shape B =:J — R? é regular e de classe €;

* B={T,N;,N,} é um referencial de Bishop de classe ¥ sobre a de assinatura normal b =
(b1,by) : I — R?* dada por

T 0 b b T
Nl =1-bt 0 O N
Ny —b, 0 O Ny

Note que podemos supor ainda, sem perda de generalidade, que B também estd parametrizada
pelo comprimento de arco. Assim, existe 8 : J — R de classe "' tal que B/(s) = (cos 0(s),sen8(s)),
para todo s € J.

Entio X(«, 8, B) é dada pela imagem da aplicacdo ¢ : I x J — R? definida por

2
0 (t,5) =)+ Y Bi(s)N:i(1), (5.2)
i=1
que satisfaz a condi¢@o de imersdo {(z,s) # 0, sendo ¢ : I x J — R definida por

C(t,5) = 1=(b(1),B(s))-

Como I x J é conexo e ¢ é continua (de fato, ') e ndo nula, { possui sinal definido, o qual

denotaremos por o. Mais precisamente,

|1, sel(t,s)>0.
o= {—1, se §(t,5) <O0.
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Os vetores tangentes sobre X(a, 3, B) sdo dados por
2 2
¢=0o'+Y BN/ =T+) Bi(~bT)={T,
i=1 i=1
2
o5 = Z ﬁi/Nl*
i=1
Logo, as derivadas de segunda ordem de ¢ sdo dadas por
2
¢ =GT + (T = _<b/=ﬁ>T+CZbiNi,
i=1
¢ts = CST = - <b7ﬁ/> TJ
2
Oss = Z Bi//Ni~
i=1
Temos
2
0 x 95 =T x | Y BIN; | = S (B (T x Ni)+ B3 (T x V2))
i=1

= (—BoN1 + BiN2) .

Como f esta parametrizada pelo comprimento de arco e Ni, N, sdo ortonormais, temos que | —

BiNi + B{N2| = 1. Logo, o campo normal unitario sobre X é dado por
N = o(—=B3N1 + BiN2).
A primeira forma fundamental E;; := (¢;, ¢;) sobre X é dada por
i el ]
F G 0 1

e a segunda forma fundamental ¢;; := (¢;;,N) é dada por

Li f] B [GC i o<ﬁ9,iﬁ'>1 '

Aqui, i’ denota o produto complexo de 8’ por i = (0, 1) como elementos de R? ~ C, i.e.
iB"=i(Bi,B2) = (=B, B1)-
Usando que B'(s) = (cos 0(s),sen 8(s)), observe que
(B",iB"y = (6" (—senB,cos0),(—senb,cos 0)) = 6’

e note que 6’ é a curvatura orientada de § como curva plana.
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O operador forma é dado por

S:_dN:[E F]_] {e f]: % 0 [GC(b,iﬁ’) 0

F Gl |fs AL 0 ey
o(b,ip’) o(b,ip’)
_ ; 0 _ ; 0
0 o(B",iB") 0 o6’

Portanto, as curvaturas principais ki, K, sobre X sdo dadas por

o(b,ip’)

4

K = 69/,

e as curvaturas média e gaussiana sdo dadas por

o (b(t),iB’(s))

depende apenas de s € J. Este fato sera essencial para a técnica desenvolvida nas proximas segoes

Observe que k1 = depende de ambas as varidveis r € I, s € J, mas kK, = 66'(s)

para classificar as superficies de Bishop Weingarten-polinomiais.

5.4 Weingarten-polinomiais sobre as curvaturas principais

Neste capitulo, estamos interessados em responder a seguinte pergunta:

Dado um polinémio ndo constante P € R[X,Y|, quais sdo as superficies de
Bishop cujas curvaturas principais satisfazem P(xy,%») = 0?

O estudo deste caso permitird resolver, na proxima secdo, o caso mais classico de superficies
Weingarten-polinomiais sobre as curvaturas média e gaussiana, i.e. aquelas satisfazendo uma equagado
do tipo P(K,H) = 0, para algum polindmio nao constante P € R[X,Y].

A resposta a essa questdo no caso das curvaturas principais serd dada essencialmente pelo seguinte

teorema:

Teorema 5.24. Seja P € R[X,Y] ndo constante e denote por . (P) o conjunto das superficies de
Bishop cujas curvaturas principais satisfazem P(k), k) = 0. Se £ € .7 (P), entdo ¥ é uma superficie

de Bishop cilindrica, tubular ou de revolucado.

Primeiro, demonstraremos o teorema para o caso mais simples em que a curva central € plana,
fornecendo também uma segunda versao sua, mais detalhada. Em seguida, damos a prova do caso
geral em que curva central ndo € necessariamente plana, fornecendo também neste caso uma versao

simples e uma versao detalhada do teorema.
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5.4.1 Caso da curva central plana
Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva central é da forma
o(t) = (x(t),y(t),0), paratodot€l.
Escolhamos sobre a o referencial definido por
T=a, N =(—x,0), N=TxN;=(0,0,1).

Como estamos supondo & parametrizada pelo comprimento de arco, pode-se verificar que {7, N, N, }

¢, de fato, um referencial de Bishop sobre . Sua assinatura normal possui a forma
b(t) = (by(t),0), paratodorel.
Neste caso, by fornece a curvatura com sinal da curva plana . De fato,
by =(T',Ny) = (a",Ny).

Portanto, denotaremos b por K.

Sendo B = (B, B2) a curva shape, a condicdo de imersdo se reduz a

01— (b,B)=1—xB,.

Fazendo, se necessdrio, a troca de o(z) por y(¢) := ot(—t) e {T,Ny, N> }(t) por {—T,—Ny,N }(—1),
podemos supor que 6 = sgn(1 — kf3;) = 1. De fato, a troca mencionada faz com que k troque de sinal.
Assim, se 1 — kf; <0, entdo 1 < xf8; mostra que Kk ¢ ; possuem o mesmo sinal. Ao trocar o sinal
de «, fazemos com que xkf3; < 0, donde 1 — xf3; > 0.

Portanto, as expressdes das curvaturas principais se reduzem a

—Kksenf
1—xpi’
Ky = 9/,

K1 =

sendo 6 a fungdo angulo tal que B’ = (cos 0,sen6).

Dado um polindmio ndo constante P € R[X,Y], nossa andlise do conjunto .#(P) das superficies
de Bishop de curva central plana cujas curvaturas principais satisfazem P(kj, k») = 0 serd pautada nos
conjuntos definidos a seguir, obtidos a partir de P. Nessa definicdo, R, denota o conjunto R U {40}

e convencionamos que +—1°° =0e |4 oo| = Hoo.

Definicao 5.25. Dado P € R[X, Y] ndo constante, definimos o conjunto dos raios com respeito a X e

com respeito a Y de P como sendo, respectivamente, 0s conjuntos
— 1
Radx(P) =4 |r|eRy : P -,0) =0,
r

Rady (P) = {yr\ €ER, : P (0,%) :0}.
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Definimos ainda o conjunto dos raios criticos de P e o conjunto dos raios umbilicos de P como

sendo, respectivamente, os conjuntos
. — 1
Rady (P) = {|r| eER,:P <X,—) EO},
r
— 11
Rady(P) =< |rl€Ry : P —,— | =0,.
r r

Observacao 5.26. (i) Os conjuntos Radx(P) e Rady(P) sdo infinitos se, e somente se, coinci-
dem com R;. De fato, todo elemento r > 0 de, digamos, Rady (P), ¢ tal que P(1,0) =0 ou
P(—1,0) = 0e, portanto, fornece uma raiz de P(X,0). Logo, se tal conjunto € infinito, P(X,0)
deve ser identicamente nulo e, consequentemente, Rady (P) = E+. Observe ainda que isto
ocorre se, e somente se, 0 mondmio Y € fator de P. De forma analoga, Rady (P) = @+ se, €

somente se, X € um fator de P.

(ii) Rady(P) ¢é infinito se, e somente se, X —Y divide P. Como no caso acima, se isso ocorre, entao
Rady (P) = R,.

(iii) Todo raio critico de P é, em particular, um raio umbilico de P e um elemento de Rady (P), i.e.
Rady (P) C Rady (P) NRady (P).

s

(iv) r > 0 € um raio critico de P se, e somente se, ¥ — % ouY + % ¢ fator de P. Portanto, Rady (P) é

sempre finito.

A seguir, provaremos algumas proposicdes que justificam a definicio dada acima dos diferen-
tes raios de um polindmio P. Nessas proposicdes € no restante do texto, os termos sefor plano,
setor cilindrico circular e setor esférico se referem, respectivamente, a subconjuntos de planos, ci-
lindros circulares e esferas que possam ser obtidos como superficies de Bishop (no presente caso,
com curva central plana, mas a defini¢cdo é a mesma para o caso geral). Note que os setores planos
e cilindricos circulares sempre podem ser estendidos a planos e cilindros circulares completos. Ja
os setores esféricos possuem restri¢des, sob pena de ferir a condi¢cao de imersdo. Naturalmente, nos
referimos ao raio de uma setor cilindrico circular ou esférico como sendo o raio do cilindro circular

ou esfera que o contém.

3 p

e o

Figura 5.1: Exemplos de setores planos, cilindricos circulares e esféricos.



5.4. Weingarten-polinomiais sobre as curvaturas principais 249

De acordo com nossa convengao de que um segmento ou reta serd visto como um arco ou circulo
de raio infinito, também podemos olhar para um setor plano como um setor cilindrico circular de raio

infinito. Essa interpretacao estd implicita em todos os enunciados que seguem.

Proposicdo 5.27. Considere P € R[X,Y] ndo constante e denote por .#.(P) o conjunto das superficies

de Bishop cilindricas cujas curvaturas principais satisfazem P(xy,k;) = 0.

(i) Se Rady(P) é finito, entdo as superficies em ..(P) sdo os setores cilindricos circulares com
raio em Rady (P).

(ii) Se Rady(P) ¢ infinito, entdo .%.(P) é o conjunto de todas superficies de Bishop cilindricas.

Demonstracdo. Se ¥ é uma superficie de Bishop cilindrica, entdo a curvatura kK da curva central é
identicamente nula, donde k] = —% = 0. Segue que P(ky, k») = 0 se, e somente se, P(0, k»(s)) =
0, para todo s € J. Logo, para todo s € J, vale que w € Rady (P) ou x»(s) = 0.

Se Rady (P) € finito, segue da continuidade de K, que K, deve ser constante. Como k; fornece a
curvatura da curva shape, que é uma curva plana, isso implica que ela deve estar contida numa reta
(se ko = 0) ou circulo (se Kk # 0). A superficie £ em cada um desses casos é um setor plano (visto
como um setor cilindrico circular de raio +0) ou um setor cilindrico circular de raio \:i_2| € Rady (P),
respectivamente. Naturalmente, o caso das se¢des de planos ocorre se, e somente se, P(0,0) =0, i.e.
se +oo € Rady (P).

Por outro lado, se Rady(P) € infinito, entdo P(0,Y) é identicamente nulo e ndo hd nenhuma

restricao sobre K. 0

Proposicao 5.28. Considere P € R[X,Y] ndo constante. O conjunto .%;(P) das superficies de Bishop
tubulares com curva central plana cujas curvaturas principais satisfazem P(Ki, k,) = 0 contém ape-

nas.:

(i) os setores cilindricos circulares com raio em Radx (P). Neste caso, a curva central deve ser um

arco (ou circulo) de raio adequado e a curva shape deve ser um segmento (ou reta) vertical;

(ii) os setores cilindricos circulares com raio em Rady (P). Neste caso, a curva central deve ser um

segmento (ou reta) e a curva shape deve ser um arco (ou circulo);

(iii) as superficies de Bishop tubulares de curva central plana qualquer e cujo raio da curva shape

€ um raio critico de P;
(iv) os setores esféricos cujo raio é um raio umbilico de P.

Demonstragdo. Segue diretamente da defini¢do dos conjuntos de raios em X, em Y, criticos e umbilicos
de P que as superficies listadas nos itens de (i) a (iv) estdo todas em .7 (P).

Reciprocamente, suponha que X € .%;(P) e denote K, = a.
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Facamos primeiro o caso em que a # 0.

Se X é cilindrica (e, portanto, um setor cilindrico circular), entdo a € Rady (P) e estamos no item
(i1). Suponha que X nao € cilindrica. Neste caso temos duas possibilidades para x7: ou ndo € constante
ou é uma constante nao nula. Se ndo € constante, entdo como I x J é conexo e kj(t,s) é continua,
segue que ki (z,s) assume infinitos valores. Logo, a interse¢do das curvas algébricas P(X,Y) =0e
Y —a = 0 possui infinitos pontos, a saber, os pontos da forma (k (¢,s), k») = (k1 (¢,5),a). Como Y —a
€ irredutivel, isso implica que Y —a € um fator de P e, consequentemente, o raio da curva shape, dado
por |}7|, ¢ um raio critico de P, i.e. pertence a Rady (P). Este caso corresponde ao item (iii).

Resta analisar o caso em que k] é uma constante nao nula, digamos, x; = ¢ # 0. Lembrando que

B possui a forma B(s) = (p1,p2) + +(sen(as+ag), — cos(as +ap)) para certos p;,ag € R, temos

—K(t)sen(as+agp) _
1 —x(z) (p1 + é sen(as—l—ao))

K| =c¢c <=
— «(1) <1 - 2) sen(as+ag) +c(1 —k(t)p1) =0,

para todo (z,s) € I x J. Isso é possivel se, e somente se, c =ae k(t) = pll. Em particular, isso mostra
1

[a

sabemos de antemao que X deve estar contida numa esfera, pois as superficies umbilicas (k] = k)

que 0 = P(k,k») = P(a,a), ou seja, o raio — da curva shape é um raio umbilico de P. Neste caso,
sdo classificadas e, a saber, tratam-se de superficies planas ou esféricas. Contudo, isso também pode

ser verificado usando a parametrizagao ¢. Fazendo as contas, obtém-se
1
O (t,5) = P+ —(sen(as+ap)N (1) —cos(as +ag)Na(t)), (t,5) €I xJ,
a

para um certo Py € R> e ay € R. Essa parametrizacio descreve um setor esférico centrado em Py e de
raio ﬁ Portanto, estamos no caso (iv).

E interessante notar que a condicao de imersao se torna
sen(as+ag) #0, s€J,

e isso limita a abertura do arco descrito pela curva shape.

Vejamos agora o caso em que k» = 0 (a curva shape é um arco ou circulo de raio infinito).

Segue que P(xi,k») = 0 se, e somente se, m € Rady(P) para todo (t,s) € I x J tal que
Ki(t,s) # 0 ou +o € Radx (P), nos casos em que ki (¢,s) = 0.

Se Rady (P) ¢ finito, entdo por continuidade k; deve ser constante. Se k; = 0, entdo necessari-
amente P(0,0) = 0 e a superficie é um setor plano (cilindrico circular de raio infinito) e novamente
estamos no caso (i).

Suponha que k7 = ¢ # 0. Notando que agora 3 tem a forma [ (s) = (p1, p2) + s(cos 6y, sen ),
s € J, temos

k(1) sen 6
T 1- k(t)(p1+scos6p)’

c para todo (t,s) € I x J,
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c
o+cpy

o é um arco de circulo e 3 estd contida numa reta vertical, configurados de tal forma que a superficie

de Bishop € um setor cilindrico circular de raio ﬁ € Rady (P) e estamos no caso (i).

e isso € possivel se, e somente se, cosp =0e Kk =

#0, sendo o = sen Oy = +1. Em particular,

Por outro lado, se Rady (P) € infinito, entdo ndo ha nenhuma restri¢do sobre ki (¢,s), donde a curva
central pode ser qualquer. Observe entdo que Rady (P) infinito implica que o mondmio Y divide P,
donde P(X,0) = P(X, ﬁ) = 0 donde +oo € Rady (P). Portanto, estamos novamente no caso (iii). [

Nosso objetivo principal daqui em diante é mostrar que o conjunto .¥(P) é formado essencial-
mente pelos casos descritos acima, i.e. por superficies de Bishop cilindricas, tubulares e de revolugdo,
sendo o caso de revolugdo o Unico que detém de fato escopo para uma complexidade maior e que nao
pode ser classificado, a priori, com base nos conjuntos dos raios de P.

Primeiro, provamos o seguinte lema técnico.

Lema 5.29. Seja ¥ uma superficie de Bishop com curva central plana. Se existe sy € J tal que a
fungdot € I — K (t,s0) € constante e ndo nula, entdo L é de revolucdo, i.e. a curva central descreve

um arco de circulo.

Demonstracdo. Seja so € J tal que a fungdo ¢ € I — K (t,50) seja constante e ndo nula. Denote por
¢ # 0 essa constante. Segue que
_ —Ksen6(sg)
n 1— K'B] (S())

Como ¢ # 0, devemos ter ¢f31(sg) —sen O (sp) # 0. Logo, podemos escrever

= K(cBi(s0) —senBO(sp)) —c =0.

) c
cPBi(so) —sen O (sp)
Isso mostra que k € constante e diferente de zero. Como a curva central € plana, isso garante que ela

K(t

descreve um arco de circulo. O]

A condi¢@o técnica do lema acima surge ao se perguntar se ki (z,s) depende, de fato, da varidvel ¢
, 1.e a varidvel da curva central. O fato de pedirmos que a constante em questdo seja ndo nula se deve
uma necessidade técnica que aparecerd na demonstragdo do teorema principal.

Note que a condi¢do do lema diz respeito a superficie. Portanto, pode ser que ndo se con-
siga testd-la na pratica, a depender do exemplo, contrastando com hipoéteses sobre o polindmio P,
cuja verificagdo costuma ser muito simples. No entanto, cada superficie deve satisfazer ou ndo tal
condicao.

Enfim, estamos aptos a demonstrar a versao “simples” do nosso teorema principal para superficies
de Bishop com curva central plana. Na sequéncia, enunciaremos a versao detalhada, decorrente da

versao simples e das proposicdes demonstradas acima.

Teorema 5.30. Seja P € R[X,Y] ndo constante. Se .7 (P) denota o conjunto das superficies de
Bishop com curva central plana cujas curvaturas principais satisfazem P(xy, k) = 0, entdo ./ (P)

contém apenas superficies de Bishop cilindricas, tubulares e de revolucado.
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Demonstragcdo. Seja ¥ € .7 (P) e suponha que X ndo ¢ cilindrica. Podemos supor ainda que X nio
satisfaz a condi¢do do Lema[5.29] ja que ela implica que X € de revolugdo. Devemos portanto, nestas
condig¢des, mostrar que X € tubular, i.e. que kK, € constante.
Como a condic@o do lema técnico ndo € satisfeita, para cada s € J vale que ki (-,s) ou é identica-
mente nula ou € ndo constante.
Considere o conjunto
F:={selJ:x(,s)=0}.

Observe que F € fechado. De fato, se lim, .5, = 59 € J, com s, € F, entdo para cada t € I fixo
segue que lim,_,. K (¢,s,) = Ki(t,50), pois k1 € continua. Mas ki (¢,s,) = 0, para todo n € N, pois
sn € F. Logo, k1 (t,s9) = 0 para todo ¢ € I, mostrando que sg € F.

Afirmacao 5.31. Se so ¢ F, entdo Y — k»(so) divide P. Em particular, isso implica que ‘KZ(I—SO)' €

Radj; (P), se ka(so) # 0 ou oo € Radj (P), se ka(s9) = 0.

Suponha que so ¢ F.

Defina y: I — R? por ¥(t) = (x1(t,s0), %2 (s9)). Note que a curva y ndo é constante. De fato,
so ¢ F garante que ki (-,s9) ndo é identicamente nula. Pelo comentdrio no inicio da demonstragao,
K1(+,50) ndo € constante.

Portanto, como Yy € continua, ela percorre infinitos pontos. Observe entdo que seu trago estd

contido nas curvas algébricas de equacdes

Y—KZ(S()> = 0,
eP(X,Y) = 0,

pois P(y(t)) = P(x1(t,50), K2(s0)) = 0. Isso mostra que a interse¢do dessas curvas algébricas possui
infinitos pontos.

Como Y — x5 (s0) € R[X,Y] € irredutivel, segue da teoria de curvas algébricas que Y — K> (sp)
divide P.

Afirmacao 5.32. Se sg € F, entdo k»(sg) =0 ouY — K3(so) divide P.

—K(t)sen O (s o .
Se sg € F, entdo ®) (s0) = ki(t,s0) =0, para todo ¢ € I. Como X nio € cilindrica, existe

1 —x(2)Bi(s0)
to € I tal que k(7o) # 0. Isso implica que senO(sg) = 0, donde O(sg) € {kw : k € Z}. Temos duas

possibilidades, so € F° ou 5o ¢ F°, sendo F° o interior de F. Se sp € F°, entdo como 6 é continua e
{km : k € Z} é discreto, temos que 0 é constante numa vizinhanga aberta conexa de sg. Segue neste
caso que K (sg) = 6'(so) = 0. Por outro lado, se so ¢ F°, entdo existe sequéncia {s,} C J—F tal que
lim;, ;0 5, = 5o. Segue da afirmacdo anterior que Y — k> (s,,) divide P, para todo n € N. Como P admite
uma quantidade finita de tais fatores, segue que existe nop € Ne a € R tais que np <n = xa(s,) =a,
sendo Y —a um fator de P. Segue da continuidade de x, que K»(sg) = lim,_, K2(s,) = a, donde

Y — k»(s0) € um fator de P.
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Com essas duas afirmacdes concluimos que
K (s) € {0}U{a €R : Y —adivide P},

para todo s € J. Mas esse conjunto € finito. Como k; € continua e J € conexo, segue que K, deve ser

constante, i.e. X € tubular. OJ

Unificando as proposi¢des do inicio da se¢do com o teorema acima, obtemos a versdo detalhada

do nosso teorema.

Teorema 5.33. Considere P € R[X,Y] ndo constante e denote por . (P) o conjunto das superficies
de Bishop com curva central plana cujas curvaturas principais satisfazem P(k|, k) = 0. Entdo os

elementos de ./ (P) sdo:

(i) As superficies de Bishop de revolugdo satisfazendo P(ky,ky) = 0. Este caso inclui (mas ndo se
reduz a) os setores cilindricos circulares com raio finito em Rady (P) e os setores esféricos com
raio finito em Rady (P) e estes sdo os uinicos setores cilindricos circulares e esféricos em ./ (P)

que podem ser obtidos como uma superficie de Bishop de revolucdo;

(ii) Se Rady (P) é finito, .7 (P) contém também os setores cilindricos circulares de raio em Rady (P)

e as superficies de Bishop tubulares com raio em Rady (P).

(iii) Se Rady(P) ¢ infinito, . (P) contém também as superficies de Bishop cilindricas e as su-

perficies de Bishop tubulares com raio em Rady (P).

Demonstracdo. Seja ¥ € .7 (P). Se X é de revolugdo e é um setor cilindrico circular de raio finito,
entdo k) € constante ndo nula e k» =0, donde P(k}, k) =0 = P(k1,0) = 0, ou seja, o raio do setor
cilindrico circular r := ﬁ estd em Rady(P). Similarmente, se £ é um setor esférico de raio finito
r> 0, entdo k] = k» com |k | = % e P(kj, k) = 0 garante que r € Rady (P).

Suponha agora que Rady (P) € finito. Se X ndo é de revolucao, entdo a versdo simples do teorema
nos diz que X deve ser cilindrica ou tubular. Se for cilindrica, o item (i) da Proposi¢do [5.27| nos diz
que X deve ser um setor cilindrico circular com raio em Rady (P). Por outro lado, se ¥ for tubular,
entdo ela deve ser de um dos tipos listados na Proposicdo [5.28] mas, como estamos supondo que X
nao é de revolucdo, ela deve ser especificamente dos tipos (ii) ou (iii), ou seja, setores cilindricos
circulares com raio em Rady (P) ou superficies de Bishop tubulares de curva central plana qualquer
com raio em Rady (P). Isso estd de acordo com o item (ii) deste teorema. Reciprocamente, é facil ver
que qualquer superficie deste tipo estd em .7 (P).

Por fim, suponha que Rady (P) é infinito. Isso implica que X divide P, o que ja garante que .¥ (P)
contém todas as superficies de Bishop cilindricas (pois neste caso k1 = 0). Se £ € .(P) ndo é de
revolucdo nem cilindrica, entdo pela versdo simples do teorema ela deve ser tubular. Olhando para a
Proposicao vemos que o Unico item ainda ndo incluso pelos casos cilindrico e de revolucao é o
item (iii), i.e. as superficies de Bishop tubulares de curva central plana qualquer e raio em Rady (P).

[
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5.4.2 Caso geral

Nesta secdo, provaremos teorema da se¢@o anterior em seu contexto geral, i.e. sem supor que a

curva central da superficie de Bishop € uma curva plana.

A demonstragdo segue essencialmente os mesmos passos do caso mais simples, mas com alguns

obstaculos adicionais.

Note que as definicdes dos conjuntos Rady (P), Rady(P), Rady(P) e Rady (P) independem do

fato da curva central ser ou ndo plana e, portanto, continuam as mesmas.

Convém relembrar que no caso geral as curvaturas principais de uma superficie de Bishop (o, B, B)

sdo dadas por

o(b,ip’)

/
Kj=——, k=20,

sendo b a assinatura normal de o com respeito ao referencial B, 6 a func¢do angulo tal que ' =
(cosB,senB),{ =1—(b,B) #0e o osinal de {.

Note que os conceitos de setores planos, cilindricos circulares e esféricos continuam os mesmos,
i.e. s@o subconjuntos de planos, cilindros circulares e esferas, respectivamente, que podem ser obti-
dos como superficies de Bishop. Nos dois primeiros casos, os setores no caso geral sdo, de fato, os
mesmos do caso particular em que a curva central é plana. Nao se pode dizer o mesmo a respeito
dos setores esféricos. Permitindo que a curva central seja espacial, podemos obter setores esféricos
que nao sao obtidos como uma superficie de Bishop de revolucdo, como era o caso quando con-
siderdvamos a curva central plana. Contudo, todos eles devem possuir curva central contida numa
esfera (veja a figura abaixo). Uma observacgdo interessante € que, assim, um setor esférico pode ser
uma esfera completa sem ferir a condi¢ao de imersao! Para visualizar essa possibilidade, imagine que
o setor azul da figura abaixo € obtido ao se passar um pincel com tinta sobre a superficie da esfera
e que a “largura” do pincel corresponde a abertura da curva shape (que, a saber, deve ser um arco
de circulo). Basta entdo pintar toda sua superficie, tomando o cuidado para que todos os pontos de
contato do pincel com a esfera estejam sempre “deslizando”, pois um ponto fixo em torno do qual o
pincel gira fere a condi¢do de imersao. Observe contudo que, para cobrir toda a esfera, alguns pontos

deverdo ser pintados mais de uma vez, ou seja, a imersao ndo sera injetora.
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Figura 5.2: Setor esférico cuja curva central nio € plana.

Nosso primeiro passo é demonstrar uma nova versdo da Proposi¢ao[5.28] de superficies de Bishop
tubulares. Note que ndo precisamos fazer o mesmo para a Proposi¢do[5.27]para superficies cilindricas

pois essas possuem, necessariamente, curva central plana por se tratar de um segmento ou reta.

Proposicao 5.34. Considere P € R[X,Y] ndo constante. O conjunto .%;(P) das superficies de Bishop

tubulares cujas curvaturas principais satisfazem Pk, k) = 0 contém apenas:

(i) os setores cilindricos circulares com raio r > 0 em Rady (P). Neste caso, a curva central deve
ser um arco (ou circulo) de raio adequado e a curva shape deve ser um segmento (ou reta)

vertical;

(ii) os setores cilindricos circulares com raio r > 0 em Rady (P). Neste caso, a curva central deve

ser um segmento (ou reta) e a curva shape deve ser um arco (circulo) de mesmo raio r > 0;

(iii) as superficies de Bishop tubulares de curva central qualquer e cujo raio da curva shape é um

raio critico de P;
(iv) os setores esféricos cujo raio é um raio umbilico de P.

Demonstracdo. Segue da definicao dos conjuntos de raios de P que as superficies listadas nos itens
de (i) a (iv) estdo em .7 (P).

Suponha que ¥ € .%;(P) e denote k» = a.

Facamos primeiro o caso em que a # 0.

Se X € cilindrica (e, portanto, um setor cilindrico circular), entdo a Proposi¢do [5.27] nos garante
que a € Rady (P) e estamos no item (ii). Se X ndo € cilindrica, entdo temos duas possibilidades: K
ndo é constante ou é uma constante nao nula. Se nio é constante, entdo como I X J é conexo e K (z,s)
¢ continua, segue que ki (f,s) assume infinitos valores. Logo, a interse¢do das curvas algébricas
P(X,Y) =0e Y —a =0 possui infinitos, a saber, os pontos da forma (ki (¢,s), k) = (ki (¢,s),a).

Como Y —a € irredutivel, isso implica que Y —a é um fator de P e, consequentemente, o raio da curva

L

il € um raio critico de P, i.e. pertence a Rady (P). Este caso corresponde ao item (iii).

shape dado por
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Resta analisar o caso em que k; é uma constante ndo nula, digamos, k] = ¢ # 0. A condicdo
K, = a = 06’, implica que a curva shape possui a forma B(s) = (p1,p2) + Z(sen6(s), —cos 6(s))
com 0(s) = oas+ ag para certos p;,ap € R. Segue que
o(b,ip")

Kj=c = —— L =c <= (b,cif’+cf)=c

1- <b7ﬁ>

sobre todo 7 x J. Note que
./ oc
oiff’ +cf = o(—sen6,cos0)+c(p1,p2) + —(senB,—cos )
a

=c(p1,p2)+o0 (1 — E) (—sen6,cos0).
a

Portanto, se 1 — ¢ # 0, entdo oif’ + ¢ descreve ao menos um arco de circulo, donde serd impossivel
que (b,cif’ + cB) seja constante ndo nula. Portanto, concluimos que ¢ = a, i.e. k] =a e X deverd
ser um setor esférico de raio ﬁ € Rady (P). Além disso, a equacdo (b,cif’ +cf) = ¢ se reduz a
(b,(p1,p2)) = 1 e isso implica que a curva central estd contida numa esfera, ndo necessariamente de
mesmo raio |}7|, mas numa configuragdo especifica de forma que a superficie X seja uma esfera com

esse raio. A condi¢do de imersdo neste caso se reduz a

(b,iB") #0,

e isso limita a relacdo entre a curva central e a abertura do arco da curva shape. Estamos no caso (iv).

Suponhamos agora que x; = 0 (caso em que a curva shape possui raio infinito).

Segue que P(k1,k») = P(x1,0) =0 se, e somente se, m € Rady (P) paratodo (z,s) € I x J tal
que ki (t,s) # 0 ou 4o € Rady (P), nos casos em que ki (z,s) = 0.

Se Rady (P) é finito, entdo por continuidade x; deve ser constante. Se k; = 0, entdo necessaria-
mente P(0,0) = 0 e a superficie é um setor plano (cilindrico circular de raio infinito) e estamos no
caso (i).

Suponha que k] = ¢ # 0. Neste caso, B tem a forma B(s) = (p1, p2) + s(cos 6y, sen ), s € J,
donde

_ olbi) I
C_l—(b,ﬁ><:><b’6ﬁ+ﬁ> :

<= (b,0(—senBy,cos )+ c(p1, p2)+ cs(cos by,senby)) = ¢

sobre todo 7 x J. Observe que isso sé é possivel se (b, (cosBp,sen6y)) = 0. Mas isso implica que
a curva central deve ser plana. Olhando para as opg¢des da Proposicdo [5.28] vemos que o deve ser
um arco de circulo e B estd contida numa reta vertical, configurados de tal forma que a superficie de
Bishop seja um setor cilindrico circular de raio ﬁ € Rady (P) e estamos no caso (i).

Por outro lado, se Rady (P) € infinito, entdo ndo ha nenhuma restri¢ao sobre k (¢,s), donde a curva
central pode ser qualquer. Observe entdo que Rady (P) infinito implica que o0 mondémio Y divide P,

donde P(X,0) = P(X, ﬁ) = 0. Portanto, -+ € Rady (P) e estamos novamente no caso (ii). O
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Seguindo em dire¢do ao nosso teorema principal, demonstramos agora o seguinte lema técnico,

cuja demonstracao € mais delicada que aquela para o caso em que a curva central € plana.

Lema 5.35. Seja ¥ uma superficie de Bishop. Se existe so € J tal que a funcdo t € I — xy(t,s0) é
constante e ndo nula, entdo a curva central de X estd contida numa esfera. Se, além disso, £ € . (P)

com P € R[X,Y] ndo constante e ¥ ndo é de revolugdo, entdo X é tubular.

Demonstragdo. Seja sy € J tal que

o (b(t),iB'(s0))
C(I,So)

Lembrando que {(¢,s) = 1 — (b(¢),B(s)), temos

=c, paratodot € [.

1— <b(t),[3(s0) + %iﬁ/(so)> =0, paratodor €.

Isso mostra que 1 — (b(r),v) = 0, para v := B(so) + Ziff’(so) # 0, ou seja, a assinatura normal b
de o esta contida numa reta que nao passa pela origem. Isso implica que & esta contida numa esfera.

Suponha agora que X € .(P) e X ndo é de revolugdo.

Defina o conjunto

F:={seJ:t— x(t,s) é constante} .
Note que ki (+,s) # 0, para todo s € F. De fato, se existisse so € F com ki (-,s) = 0, entdo

o (b(t),iB’ (s0))
1= ((1),B (s0))

Isso implica que b satisfaz uma equagio da forma (b,u) = 0, u # 0, i.e. estd contida em uma reta

=0 = (b(t),if'(s0)) =0, paratodor€l.

passando pela origem o que, por sua vez, implica que a curva central € plana. Como ja sabemos que a
curva central estd contida numa esfera, isso implicaria que X é uma superficie de Bishop de revolugao,
contradizendo nossa hipétese.

Note que F é fechado em J. De fato, seja so € J € {5}, C F uma sequéncia tal que lim,,—eo 5, =
so. Para cada t € I fixado, temos lim,,_, k| (¢,5,) = K1 (¢,50), pois kK é continua. Mas cada ki (-,s,) =

¢, € constante. Segue que, para todo ¢ € 1,
Ki(t,s0) = lim k1 (z,5,) = lim ¢y,
n—soo n—soo

0 que mostra que ki (-,s9) é constante. Portanto, sop € F e com isso mostramos que F' é fechado em J.

SeseJ—F,entdo Y — K (s) € fator de P. Basta definir a curva ¥, () = (ki (z,s), k2 (s)) € observar
que ela ndo é constante e estd contida nas curvas algébricas Y — x» (s) = 0 e P = 0. Portanto, em cada
componente conexa do aberto J — F, temos k» constante, assumindo um valor tal que KL € Rady (P)

%2
ou +oo € Rady (P), caso o valor de k; seja zero.
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Suponha agora que s € F. Queremos mostrar que, também neste caso, Y — k»(s) divide P. Temos

o (b(t),i"(s))
1=(b(t),B(s))

= 1- <b(t),%6i[3'(s) +B (s)> =0, paratodot € 1.

0£c=x(-s) =

J4 temos uma equacio da forma 1 — (b (¢),v) = 0, para todo t € I e um certo v € R? ndo nulo. Isso

implica que
<b (t),v— (%Giﬁ/ (s)+B (s)) > =0, paratodo t € I.

Como b ndo pode ser constante (pois a curva central ndo € plana), isso implica que v — (%Giﬁ/ (s)+pB (s)) =

0, ou seja
o ..,
—if"(s)+ B (s) =v, paratodo s € F. (5.3)
c

Note que s estd fixo na equacdo acima. Temos duas possibilidades: s estd ou ndo no interior de
F. Se ndo esta, entdo s € ponto de acumulag@o do complementar J — F', donde existe uma sequéncia
de elementos distintos {s,},ecny C J — F convergindo para s. Pelo que ja mostramos, sabemos que
Y — x»(sy) divide P, para todo n € N pois s, € J — F. Como existem finitos tais valores para k(s,),
isso implica que a sequéncia deve ser constante a partir de um certo ng € N e, em particular, coincidir
com K3 (s) donde teremos também que Y — k() divide P.

Suponha portanto que s estd no interior de F. Neste caso, a equacao vale numa vizinhanca

aberta de s. Podemos derivé-la nessa vizinhanga, obtendo

()

e isso acontece se, € somente se, k» = 60’ = ¢ sobre essa vizinhanga. Portanto, denotando por F° o

interior de F', provamos que:

* sese€J—F° entdo Y — Kk, (s) divide P (lembrando que P possui uma quantidade finita de tais

fatores);
* se s € F°, entdo existe uma vizinhanga J; C F° de s sobre a qual k» é constante.
Segue do lema abaixo que k; deve ser constante e isso prova que X € tubular. [

Lema 5.36. Seja [ : I — R uma funcdo continua com I aberto. Se existe um conjunto A C I, aberto

em I, tal que
e sexcl—A, entdo f(x) €{ay,...,a}, para certos a; € R,
* se x €A, entdo f é constante sobre uma vizinhanca aberta I, C A de x,

entdo [ é constante.
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Demonstragcdo. Se I —A = &, nada temos a demonstrar. Suponha portanto que / — A # J.

Sem perda de generalidade, podemos supor que cada I, é conexo, para todo x € A.

Fixe x € A e seja .#, o intervalo maximal contendo x tal que .%, C A e f(y) = f(x), para todo
y € S

Note que I, C .#; e portanto tal conjunto ndo ¢ vazio.

Note que .7, é aberto. De fato, se y € .%,, em particular, f(y) = f(x). Como f é constante sobre
I, temos que f(z) = f(x), para todo z € I,. Como I, é conexo e y € %, temos que % UL, C A é um
intervalo com f(z) = f(x), para todo z € .#; UI,. Pela maximalidade de .%,, segue que .#, U1, C .%,
donde I, C .#,. Isso mostra que .# € aberto.

Como I — A # &, temos que .#; C I, donde inf ., > inf/ ou sup .#, < supl. Suponha, sem perda
de generalidade que sup ., < sup/. Em particular, sup .%, € I.

Observe entdo que sup .#, € [ —A. De fato, se sup ., € A, entdo pela continuidade de f e aderéncia
do supremo ao conjunto .%, segue que f(sup-#;) = f(x). Mas entdo .#, Ulyy s, € um intervalo
contido em A sobre o qual f = f(x). Como Iy, s, € aberto ndo vazio, temos sup.#, < sup(.#, U
Iyp.z,). Por outro lado, pela maximalidade de .#,, temos %, U Iy s, C %y, uma contradig@o.

Mas entdo, se sup.#, € [ — A, segue da hipdtese do nosso lema que f(sup.%) € {ay,...,a,}. Pela
continuidade de f e aderéncia do supremo, concluimos que f(z) € {ay,...,a,}, paratodo z € .#;. Em
particular, f(x) € {aj,...,an}.

Portanto, mostramos que f(x) € {ay,...,a,}, paratodo x € A. Segue que f(x) € {ay,...,a,} para

todo x € I. Como f € continua e / é conexo, devemos ter f constante. [
Finalmente, podemos demonstrar a versao simples do nosso teorema principal.

Teorema 5.37. Seja P € R[X,Y| um polindmio ndo constante e . (P) o conjunto das superficies
de Bishop cujas curvaturas principais satisfazem P(x1,k2) = 0. Se L € . (P), entdo X € cilindrica,

tubular ou de revolugdo.

Demonstragdo. Se X satisfaz a condigdo do Lema([5.35] entdo ela é de revolugao ou tubular. Portanto,
podemos supor que X ndo € cilindrica e que ndo satisfaz a condigdo do Lema[5.35] Em particular, isso
implica também que X ndo é de revolucdo. Portanto, devemos mostrar que X € tubular, i.e. que k; é
constante.

Como a condi¢do do lema ndo € satisfeita, para cada s € J vale que
k1(+,s) ndo é constante ou ki (-,s) = 0.

Considere
F:={seJ:x(,s)=0}.

Note que F € fechado em J. De fato, se s, — sg € J, com s, € F, entdo, para cada t € I fixo, segue

da continuidade de k; que 0 =k (,5,) — Kk (t,50) = ki(-,50) =0 = so € F.
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Afirmacao 5.38. Se s ¢ F, entdo Y — x»(s) é um fator de P.

Suponha que s ¢ F.

Defina ¥, : I — R? por % (t) = (k1 (t,s), k2 (s)). A curva ¥ ndo é constante pois s ¢ F garante que
k1 (-,s) ndo é identicamente nula (veja o comentdrio no inicio da demonstracao).

Portanto, como ¥; € continua, ela percorre infinitos pontos e seu traco estd contido nas curvas

algébricas de equacgdes

Y—KQ(S) = 0,
eP(X,Y) = 0,

pois P(%(t)) = P(k(¢,s),k2(s)) = 0. Isso mostra que a interse¢do dessas curvas algébricas possui
infinitos pontos.
Como Y — iy (s) € R[X,Y] € irredutivel, segue da teoria de Geometria Algébrica para curvas

algébricas que Y — K3 (s) € fator de P. Isso prova a afirmagao.
Afirmacao 5.39. Se s € F, entdo Y — K> (s) é fator de P ou entdo k;(s) = 0.

De fato, para todo s € F, vale que «(-,s) =0, donde (b(t),i'(s)) = 0, para todo t € I. Como
a curva central ndo estd contida em uma reta (pois X ndo € cilindrica), existe #y € I tal que b(y) # 0
(lembre-se que a curvatura de o em ¢ é dada por x(¢) = |b(t)]).

Logo, (b(ty),if’(s)) = 0, para todo s € F. Como i3’ é unitdrio e pertence a R?, isso implica que
B’(s) assume, no maximo, dois valores quando s € F. Ou seja, existe p € S' tal que s € F —
B'(s) e {—p.p}-

Seja sg € F qualquer. Temos dois casos a analisar: so € F° e 5o ¢ F°. Se sg ¢ F°, entdo s é
aderente ao complementar J — F' donde, pela continuidade de x; e finitude de valores assumidos por
K, em J — F, concluimos que k»(sp) também € tal que Y — k»(s0) € fator de P.

Suponha que so € F°. Neste caso, hd uma vizinhanca Fy em torno de sp inteiramente contida
em F. Podemos supor que Fy € conexa. Segue dos argumentamos acima que, para todo s € Fp,
B'(s) € {—p,p}. Como B’ = (cosB,senO) é continua, isso implica que B’ é constante sobre Fy. Em
particular, isso implica que k»(sg) = 66’(s9) = 0. Isso prova a afirmagio.

Juntando as afirmagdes, provamos que
para todo s € J, k2(s) =0 ou Y — k»(s) é fator de P.

Portanto, k> assume uma quantidade finita de valores. Como k» € continua, devemos ter K,

constante e X ¢ uma superficie de Bishop tubular. 0

Como as conclusdes das proposi¢des que fornecem detalhes sobre os casos cilindrico e tubular
sdo as mesmas, a versdo detalhada do teorema € a mesma ao se retirar a hipotese de que a curva
central € plana, observando que no caso geral nem todo setor esférico é obtido como uma superficie

de revolucdo. Por completude, enunciamos essa versao abaixo.
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Teorema 5.40. Considere P € R[X,Y| ndo constante e denote por . (P) o conjunto das superficies

de Bishop cujas curvaturas principais satisfazem P(xy,k,) = 0. Entdo os elementos de ./ (P) sdo:
(i) As superficies de Bishop de revolugdo satisfazendo P(k, k) = 0;

(ii) Se Rady (P) é finito, ./ (P) contém também os setores cilindricos circulares de raio em Rady (P)

e as superficies de Bishop tubulares com raio em Rady (P).

(iii) Se Rady(P) € infinito, ./ (P) contém também as superficies de Bishop cilindricas e as su-

perficies de Bishop tubulares com raio em Rady (P).

Além disso, os setores cilindricos circulares em . (P) obtidos como superficies de Bishop de
revolucdo, sdo aqueles que possuem raio em Rady (P). Similarmente, os setores esféricos em . (P)

sdo aqueles que possuem raio em Rady (P).

Exemplo 5.41 (Caso linear em K, H). Considere P € R[X,Y] dado por P(X,Y) =aXY +b (33X) +¢
com a” + b*> > 0. Note que este polindmio fornece o caso de superficies Weingarten-lineares em K,

H. De fato, se as curvaturas principais de uma superficie satisfazem P(x, k») = 0, entdo

K K
O:P(Kl,Kz):aKle—l—b(%) +c

=aK+ bH +c.

Suponhamos, apenas para efeito de ilustracdo, que a, b e ¢ s@o todos ndo nulos (os demais casos

sao tratados da mesma maneira). Teremos
Rady (P) = {|r| cR, : P(
Rady (P) = {]r| €ER, : P(
Rady (P) = {yr| €ER,: P (X,
Rady (P) = {yr| €ER, : P (

Podemos ver entdo que Rady (P) = Rady (P) = { |% | }. Para Rady (P) e Rady (P) temos:

* . ) :b2
S R s
‘ 2a
" | —b+Vb2—4ac

}, se A= b2 —dac >0

2a
Rady (P) = {‘—b—\/b2—4ac
&, seA=b*—4ac<0

Logo, se a = b’c, temos Rad}(P) = Rady(P) = Rady(P) e o Teorema nos diz que, além

das superficies de Bishop de revolugdo descritas abaixo, . (P) contém todas as superficies de Bishop
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tubulares de raio r = }2% ‘ Se a # b’c, entdio .7 (P) contém apenas, além das superficies de Bishop de
revolucdo, setores cilindricos circulares de raio r = ‘% ‘
Para as superficies de Bishop de revolu¢do em . (P) podemos supor, sem perda de generalidade,

que a curva central € um circulo de raio 1, i.e. K = 1, obtendo que elas devem satisfazer a equacao

—asen® b (—asen@

Zasend | b —+9’>+c=0.
1-B1 2\ 1-B

Exemplo 5.42 (Norma da segunda forma constante). Considere P(X,Y) = X2 +Y? — Ciz, com ¢ > 0.
Afirmamos que .#(P) é o conjunto contendo os setores cilindricos circulares de raio ¢ e setores
esféricos de raio \/Qc.

De fato, neste caso teremos

Rady (P) = Rady (P) = {|r\ €R, : riz— Clz - o} — {¢}
Rady (P) = o

Rady (P) = {\r| cR, : %— cl2 :0} - {\/Ec}

Logo, o Teorema nos diz que, além de superficies de Bishop de revolugdo, . (P) possui
apenas setores cilindricos de raio c.

Para as superficies de Bishop de revolucao podemos supor K = 1, obtendo a equacgdo

sen(s) \ > , 1
(m) +(6 (s))z_c—z, para todo s € J.

Se buscarmos solu¢des com 6 constante, recaimos no caso das tubulares - mais especificamente
daquelas com raio infinito. Este caso estd contemplado se, e somente se, ¢ = +oo sendo P(X,Y) =
X? +Y? e estamos falando de setores planares. Suponha entiio que 8 nio é constante e seja Jy uma
vizinhanga aberta sobre a qual 6’(s) # 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que Jy é da
forma (—¢, €), para algum € > 0 (em particular, O € Jy, sobre o qual tomaremos as condi¢des iniciais).

Observe que a existéncia de uma tal solu¢ao continua implica que

para certo 0 = £1. Além disso, recordemos que f3{(s) = cos 0(s). Isso garante a existéncia e unici-

dade de solugdo do problema de valor inicial. Para s € Jy, defina

V2
G(S) = Gz—cs+90,

Bi(s) = 1+V2csen (%s—i—@o) .
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Esta € a solucdao do problema com valor inicial

6(0) = 6o,
B1(0) = 1+ 2csen 6.

Isso nos diz também que f3; tem a forma B (s) = py — v/2ccos (*{—Es + 90>, para algum p, € R. Note
que o intervalo maximo de defini¢do deve ser tal que sen 6(s) # 0 pois 1 — B;(s) deve ser ndo nulo.

Notando que ¢ é um arco de circulo da forma ¢ (r) = Py — N;(¢), segue que

@ (t,s) = a(t) + Bi(s)Ni(2) + Ba(s)N2
= (Py+ p2Na) + V/2¢ (sen O (s)N; (1) — cos 0 (s)N,) .

Isso mostra que a superficie de Bishop parametrizada € um setor de esfera centrada em Py + po N> €
de raio v/2c.

5.5 Weingarten-polinomiais sobre (H,K)

Nas se¢des anteriores nos dedicamos ao problema . (P), das superficies de Bishop cujas curva-
turas principais satisfazem P(kj, k) = 0, para um polindmio P € R[X,Y] ndo constante. Chamamos
essas superficies de Weingarten-polinomiais sobre as curvaturas principais. Contudo, classicamente
o problema de maior interesse € aquele que leva em conta ndo as curvaturas principais mas sim as
curvaturas média e gaussiana.

A boa noticia é que toda superficie Weingarten-polinomial em H, K é também uma Weingarten
polinomial sobre as curvaturas principais ki, k». De fato, basta observar que, se P € R[X,Y] é um
polindmio, entdo Qp(X,Y) := P (XY, %) também é um polindmio. Assim, se ¥ é uma superficie
cujas curvaturas gaussiana e média satisfazem P(K,H) = 0, entdo suas curvaturas principais satisfa-
zem Qp(ky, k) =0.

Portanto, podemos usar os resultados desenvolvidos nas secdes anteriores para enunciar a classificagao
das superficies de Bishop Weingarten-polinomiais sobre H, K.

Como anteriormente, enunciamos uma versao simples e outra detalhada do teorema.

Teorema 5.43. Seja P € R[X,Y| um polindmio ndo constante e ./*(P) o conjunto das superficies
de Bishop cujas curvaturas gaussiana e média satisfazem P(K,H) = 0. Se £ € ./*(P), entdo ¥ é

cilindrica, tubular ou de revolugado.
Demonstracdo. Segue diretamente do fato que .*(P) C .7 (Qp) e do Teorema O

Teorema 5.44. Considere P € R[X,Y| ndo constante e denote por .#*(P) o conjunto das superficies
de Bishop cujas curvaturas gaussiana e média satisfazem P(K,H) = 0. Entdo os elementos de .7*(P)

sao:
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(i) As superficies de Bishop de revolucdo satisfazendo P(K,H) = 0;

(ii) Se Rady(P) é finito: além das de revolugdo, .*(P) contém apenas os setores cilindricos cir-
culares de raio r > 0 tais que 2r € Rady(P) e as superficies de Bishop tubulares com raios
7| € Ry tais que X — 1 (2Y — 1) ¢ um fator de P.

(iii) Se Rady (P) ¢ infinito: além das de revolugdo, .*(P) contém apenas as superficies de Bishop

1 . L . . . = . 1 1
cilindricas e as superficies de Bishop tubulares com raios |r| € Ry tais que X — -, (2Y — ;) é

um fator de P.
Além disso, os setores esféricos em ./*(P) sdo aqueles cujo raio |r| >0 é tal que P ( 5,1) = 0.
r r

Demonstracdo. Basta fazer a “traducao” dos itens (ii) e (iii) para o caso de superficies de Bishop
Weigarten-polinomiais sobre as principais e aplicar o Teorema [5.40]

Para isso, defina Qp(X,Y) =P (X Y, %) e faca as seguintes observacoes. Temos

Rady (Qp) = {|r| eRy: Qp <0,%) 20}

fremr(ot) <ol

Portanto, r € Rady (Qp) se, e somente se, 2r € Rady (P). Em particular, isso nos diz que Rady (Qp) é
infinito se, e somente se, Rady (P) € infinito.

Temos ainda que |r| € Rady(Qp) se, e somente se, X — 1 (2¥ — 1) ¢ um fator de P. De fato,

* 1 1y _ X X+% — . ~ L t l‘+%
se |r| € Rady(Qp), entdo Qp (X, 1) =P X,=5~ | = 0. Considere entdo a curva y(t) :=

ma )

t € R. Naturalmente, y estd contida na curva algébrica P(X,Y) = 0, pois temos P(y(t)) = 0, para

todo r € R. Mas temos também que Y estd contida na curva algébrica de equacdo X — % (2Y — %) =0.

Como Y possui infinitos pontos e X — % (2Y — %) ¢ irredutivel, segue que X — % (2Y — %) ¢ fator de P.
Para Rady (Qp) temos:

Radx (Qp) = {|r| eRy: 0p (%,0) 20}

emr(ot) <ol

Logo, r € Radx(Qp) se, e somente se, 2r € Rady (P). Portanto, os setores cilindricos obtidos como
superficies de Bishop de revolugdo também possuem raio r > 0 tal que 2r € Rady (P).
Por fim, para Rady (Qp) temos:

Radx(QP):{M ceRy: QP(1 1) :0}

- =
r r

— 11
:{|F|ER+:P<r—2,;) :0}



APENDICE A

Polinomios

A.1 Teorema de Bézout

Fazemos uso de um resultado bem conhecido de Geometria Algébrica, que enunciamos a seguir.
Definiciio A.1. Uma curva algébrica em R? é um conjunto da forma
F={(xy) €R*: P(x,y) =0},
sendo P € R[X,Y] um polindmio ndo constante.

Se F, G sdo curvas algébricas associadas a P,Q € R[X, Y] respectivamente, entdo dizemos que F e

G possuem uma componente comum se P e Q possuem um fator comum ndo constante.

Teorema A.2 (Bézout, versdo fraca). Se F,G C R? sdo curvas algébricas sem componente comum,
entdo F NG ¢ finito.

Destacamos apenas o que apelidamos de “versdo fraca” do teorema pois € esse resultado que
usamos de fato ao longo do texto. A versdo mais forte e conhecida como teorema de Bézout afirma

que, além de F NG ser finito, temos Y. I(p,FNG) = mn, em que m e n sdo os graus de P e Q
peFNG

respectivamente e I(p, F N G) é o indice de interse¢éio de F e G em p. Para mais detalhes, veja por

exemplo [Flt] ou [Vns| p. 20].

A.2 Eliminante

Seja C um conjunto ndo vazio qualquer e considere fungdes a;,b,x: C =R, comi € {0,1,...,m},
j€40,1,...,n} e m,n > 1. Suponha que essas fun¢des satisfagam duas equagdes polinomiais em x,

mais precisamente

iaixi =0e Zn: bjxj =0.
i=0 j=0

265
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Surge a pergunta: € possivel obter uma terceira equagdo livre x, i.e. relacionando apenas as
fungoes a;, b;? A técnica da eliminante fornece uma maneira de atacar esse problema, embora possa

ser computacionalmente custosa, a depender do caso.

Definicao A.3 (Eliminante). Seja % um anel comutativo qualquer e considere dois polindmios P,Q €
Z[X]. Denote P =YY" aX' e Q= YiobjX J. A eliminante de P ¢ Q é definida como sendo o

determinante da matriz de Sylvester de P e Q. Mais precisamente

fag ... an 0 ... 07

0 apg ... Ay ... 0

. 0 ... 0 ay ... ay
Elm(P, Q) := det bo ... by 0 ... 0]
0 by ... by ... O

0 ... 0 by ... byl

A matriz de Sylvester da definicdo acima é uma matriz quadrada de dimensdo m + n, sendo n
linhas reservadas para os coeficientes a; € m linhas para os coeficientes b;. As entradas restantes so
iguais a zero e a cada linha desloca-se os coeficientes da linha anterior uma coluna para a direita.

No caso de varias varidveis, digamos P,Q € Z[Xi,...,X,]|, podemos tomar a eliminante com res-
peito a uma delas. Basta considerar P, Q como elemento de, digamos Z (X1, ..., Xi—1,Xi+1,- .., X [Xi].
Para enfatizar a varidvel na qual a eliminante estd sendo tomada, podemos denoté-la por Elmy, (P, Q).
Note que Elmy,(P,Q) € Z[X1,...,Xi—1,Xi+1,---,Xn|, justificando o nome eliminante (estamos “eli-
minando” a variavel X;).

A eliminante de dois polindmios aparece de maneira natural em Geometria Algébrica quando se
estuda a intersecdo de duas curvas algébricas e possui propriedades interessantes (ver e.g. [Vns]).

O lema a seguir d4 uma possivel resposta a pergunta do inicio da sec¢ao.

Lema A.4. Seja C um conjunto ndo vazio qualquer e denote por % o anel das funcoes f : C — R.
Considere P,Q € Z[X]. Se existe x : C — R tal que P(x) = Q(x) =0 € %, entdo

Elmy (P,Q) =0 € Z.

Demonstragdo. A titulo de ilustragdo suponha que P = Y2 ja;X' e Q = 23:0 biX'. O caso geral
possuird 0 mesmo comportamento.

Da hipétese, temos a existéncia de x : C — R tal que

0
0

P(x) =ap+ax+ arx?,

Q(x) =by+b1x+ b2x2 —|—b3x3.

Naturalmente, a; € b; denotam elementos de Z,1i.e. sdo fungdes da forma a;, b j:C—R.
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2

Multiplicando a primeira equacgdo por x € x~ e a segunda por x, obtemos as equagdes adicionais

0= a0x+a1x2 —|—a2x3,

2 3 4
0=apx"+a1x’ +ax",

0 = box + b1x* + box> + bax*.

Essas cinco equacdes podem ser escritas matricialmente como

ap ay ap 0 0 1
0 ap a1y ap 0 X
0 0 ay a1 ay| |x

by by by bz 0] |x
0 bo by by b3 |x

B W
I
coococo

Isso nos mostra que (1,x,x%, x>, x*) é solucdo de um sistema linear homogéneo em cinco varidveis.
b ) bl )

Mas (1,x,x%,x3,x%) £ 0 € %5, 0 que implica

a a; ap 0 O
0 ap ay ap 0
det |0 0 ap a1 ar| =0€Z%.
by by by b3 O
0 by by by bj

Mas esse determinante é precisamente a eliminante Elmy (P, Q). U

Para que o lema acima seja util, fornecendo de fato uma relagdo entre os coeficientes a;, b, preci-
samos saber quando a eliminante se anula trivialmente. Como ja comentamos brevemente, 0 método
da eliminante possui a desvantagem de ser custoso computacionalmente quando a matriz de Sylvester
possui dimensao alta. Dito isso, pode ser muito dificil checar explicitamente a trivialidade ou nao da
expressao fornecida pela eliminante. Portanto, € interessante que tenhamos alguma ferramenta adici-
onal que nos garanta que a relagdo obtida € nao-trivial, sem a necessidade de calcular o determinante
explicitamente.

A seguir, fornecemos essa ferramenta para o caso particular de nosso interesse.

Proposicao A.5. Considere uma superficie imersa em uma 3-variedade riemanniana dada por ¢ :
U — M e denote H,K : U — R suas curvaturas média e gaussiana, respectivamente. Suponha que
existam polindmios P € R[X,Z], Q € R[Y,Z] com graus em Z maiores ou iguais a 1 e uma fungdo

z:U — R tais que
P(H,z) = Q(K,z) =0.

Se P e Q ndo possuem fator comum de grau > 1, entdo a superficie é Weingarten-polinomial
satisfazendo W(H,K) = 0, sendo ¥ o polindémio definido por ¥(X,Y) := Elmz(P, Q).
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Demonstragdo. Do lema anterior, sabemos que H,K satisfazem W(H,K) = 0, sendo ¥(X,Y) :=
Elmz(P,Q). Resta apenas garantir que o polindmio ¥ ndo é identicamente nulo. Isso segue direta-

mente do seguinte

Lema A.6. [[Vnus, p. 24] Sejam 9 um dominio de fatoragdo tinicae P=Y"  a,Z' e Q(Z) = i—ob ij
polinémios, com a;,b; € 9. Entdo,
a, =b, =0, ou
Elmz(P,Q)=0€ 9 <—
P e Q possuem um fator comum de grau > 1.

Naturalmente, no caso de nosso interesse podemos supor que m e n sao os graus efetivos de P e Q
em Z,i.e. a, e b, ndo sdo identicamente nulos. Além disso, estamos supondo que P e Q ndo possuem
fator comum de grau > 1. Como 2 = R[X,Y] é um dominio de fatora¢do unica, o resultado segue

deste segundo lema. 0

Na se¢do a seguir, fornecemos um critério geométrico de irredutibilidade de polindmios a duas

variaveis.

A.3 Politopos de Newton

A seguir, apresentamos o critério de irredutibilidade dos politopos de Newton. Este critério des-
perta o interesse por se tratar de um critério geométrico que, nos casos em que € conclusivo, econo-
miza o esfor¢o de verificagOes algébricas tediosas. De certa forma, esse critério pode ser visto como

uma versao do critério de Eisenstein para polindmios de duas varidveis.

Proposicao A.7. Seja P € R[x,y| um polinémio ndo constante e ndo divisivel por x nem pory. Se
o politopo de Newton de P ndo pode ser escrito como uma soma de Minkowski ndo trivial de dois

politopos, entdo P é irredutivel.

Naturalmente, antes de provar a proposicao acima, damos as definicdes necessdrias e provamos

algumas propriedades.

Defini¢do A.8. Seja P € R[x,y] dado por P(x,y) = ¥} ;_ga; jx'y/. O politopo de Newton de P é o
conjunto New(P) C R? dado pelo fecho convexo de I := {(i, j) € R? : a; ; # 0}. Mais precisamente,

New(P) = { Y, nji,)) € R? Y nj=1, ;> 0}-
(i,j)€l (i,j)€l

Observaciio A.9. Denotaremos por conv(A) o fecho convexo de um conjunto A C R?. O fecho con-

vexo € definido como sendo o menor conjunto convexo contendo A. Outra defini¢do equivalente é

dizer que conv(A) € o conjunto de todas as combinagdes convexas de pontos de A, ou seja, conv(A) =

{Y’ tia;eR? :neN,;; >0,Y" t;=1,a; € A} . Naturalmente, se A C B, entdo conv(A) C conv(B).
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No caso em que A € finito, dizemos que conv(A) é um politopo. Chamamos de vértices de um politopo
conv(A) aqueles seus pontos que ndo pertencem ao interior de nenhum segmento contido em conv(A).

Note entio que todo politopo é o fecho convexo de seus vértices.

Exemplo A.10. A figura a seguir exibe o politopo de Newton do polindmio P = 1 + xy +x%y+xy* +

x%y%. Note que este conjunto também é o politopo de Newton do polindmio Q = 1 + x2y +xy* + x2y2.

3

Figura A.1: New(P) = New(Q).

Definicao A.11. Dados dois conjuntos A, B C R?, definimos a soma de Minkowski de A e B por
A+B={a+beR?:acAbcB}.

As nocdes de fecho convexo e soma de Minkowski conversam bem entre si, como mostra o lema

abaixo.
Lema A.12. conv(A + B) = conv(A) + conv(B), para todos A,B C R2.

Demonstracdo. Considere um ponto p € conv(A + B). Segue que p é dado por uma combinagdo
convexa de pontos de A + B, i.e. existe uma quantidade finita de pontos a;+b; € A+ B (coma; € A e
b; € B) e nimeros reais positivos #; taisque Y ;t; = 1l e p=Y;t;(a;+b;). Segue que p =Y ;t;a; + Y ;t;b; €
conv(A) + conv(B), ja que Y, t;a; e ¥ ;t;b; sdo combinagdes conexas de A e B, respectivamente. Isso
mostra que conv(A + B) C conv(A) + conv(B). Considere agora p + ¢ € conv(A) + conv(B), com
p € conv(A), g € conv(B). Escreva p e ¢ como combinagdes convexas p = Y ;t;a; € ¢ =Y. ;s;b;. Para

cada b; temos
p—|—bj = Ztiai+ lbj = Ztiai ‘I‘Ztibj = Zti(ai+bj),
i i i i
e, portanto, p+b; € conv(A + B). Mas entdo

pt+a=Ysi(p+b))
J
mostra que p + ¢ se escreve como combinagdo convexa de elementos de conv(A + B), i.e. p+q €
conv(conv(A + B)). Mas como conv(A + B) é convexo, temos conv(conv(A + B)) = conv(A + B),

provando que p + ¢ € conv(A + B). O



270 Apéndice A. Polinomios

Finalmente, provamos o resultado que é o cerne do critério de irredutibilidade por meio dos

politopos de Newton. Este resultado foi provado por Ostrowski em 1921 [Ost].

Proposicao A.13. O politopo de Newton do produto PQ de dois polindmios P,Q € Rx,y]| € igual a
soma de Minkowski dos politopos de Newton de P e Q. Em simbolos,

New(PQ) = New(P) + New(Q).

m+n

Demonstragdo. Denote P =) " j=04i, jxiyj eQ=Y1_0 bklxkyl. Assim, temos PQ = Y " ¢, x"y,

sendo ¢, definido por

Crs =Y. aijbiy.

i+k=r
JjHi=s

Denote ainda 7 = {(i,j) e N* : @; ; £ 0}, J = {(k,]) € N? : by ; £ 0} e K = {(r,5) € N> : ¢,y £ 0}.

Considere (r,s) € K. Note que devem existir (i, j) € I e (k,l) € J tais que (r,s) = (i, j) + (k,[).
De fato, do contrdrio terfamos que, para todo i,j € {0,...,n} e k,l € {0,...,m} tais que (r,5) =
(i,))+ (k,1), vale que (i, j) ¢ I e (k,I) ¢ J, ou seja, para tais indices teriamos que a; j = by ; = 0. Mas
isso implica que ¢,s = }.i1k=rai jbr; = 0, uma contradicdo, ja que (r,s) € K = ¢3 # 0. Comisso
provamos que K C I+J. JIJgégsimplica que New (PQ) = conv(K) C conv(I+J) = conv(I)+conv(J) =
New(P) +New(Q).

Resta provar que New(P) + New(Q) C New(PQ).

Primeiro, note que a soma de Minkowski de dois politopos é um politopo. Considere entdao um
vértice p de New(P) +New(Q). Por defini¢ao, existem g; € New(P) e g» € New(Q) tais que p = q; +
¢>. Afirmamos que tais g;’s sdo tnicos. De fato, suponha que existam ¢} € New(P) e ¢; € New(Q)

tais que
P=qi+@ =4\ +4 (A.1)

Observe entdo que

1 1
Pziwﬁﬂ9+j%+%%

e q1+45,9| +q2 € New(P) 4+ New(Q). Como p é um vértice de New(P) + New(Q), devemos ter

a1+ar=4q1+a (A.2)

pois, do contrério, p estaria no interior de um segmento contido em New(P) 4+ New(Q).

Subtraindo (A.2) de (A.1), obtemos g> — g5 = g5 — g2, ou seja 2(¢5, — q2) = 0. Portanto, ¢» = ¢}
eq1 =4,

Observamos por fim que g; e g, sdo vértices de New(P) e New(Q), respectivamente. De fato,

suponha por exemplo que g; nao € vértice. Entao g; esta contido no interior de um segmento contido
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em New(P), digamos g; = tow; + (1 —fo)wy, para certos w; € New(P) com w; # wy. Mas entdo
p=tow; + (1 —to)wa +q2 = to(w1 +q2) + (1 — 1) (w2 + ¢2) mostra que p estd no interior de um
segmento contido em New(P) 4+ New(Q), uma contradi¢do, pois p é vértice.

Note entdo que, como g € g» sdo vértices de seus politopos de Newton, temosque g €legy €J e
eles s@o os tnicos (em New(P) e New(Q), mas em particular em [ e J) tais que p = g; + g». Portanto,

denotando p = (r,s), temos

Cp=Crs = Z ai jbii = aq,bg, # 0.
i+k=r
JjHl=s
Portanto, ¢, # 0 o que implica que p € K. Logo, provamos que os vértices de New (P +New(Q) estdo
contidos em K. Como um politopo é o fecho convexo de seus vértices, isso prova que New(P) +

New(Q) C New(PQ). O

Finalmente podemos provar o critério de irredutibilidade. No enunciado abaixo, uma soma de
Minkowski trivial A 4+ B € aquela em que um dos conjuntos, digamos A, contém apenas um ponto.
Note que todo conjunto B pode ser visto como a soma de Minkowski trivial {v} + ({—v} + B), qual-

quer se seja v € R2.

Proposicao A.14. Seja P € R|x,y| um polinémio ndo constante, ndo divisivel por x nem pory. Se
o politopo de Newton de P ndo pode ser escrito como uma soma de Minkowski ndo trivial de dois

politopos, entdo P é irredutivel.

Demonstracdo. Suponha que P seja redutivel e escreva P = OR, com Q,R € R[x,y| ndo constantes.

Pela proposi¢ao anterior, temos
New(P) = New(QR) = New(Q) + New(R).

Seja I C N? o conjunto tal que New(Q) = conv(I). Como Q nio é constante, / possui a0 menos um
ponto diferente da origem (0,0). Se (0,0) € I, entdo isso mostra que I possui a0 menos dois pontos.
Suponha que (0,0) ¢ I. Entdo se todos. os pontos de I fossem da forma (m,n) com m > 0, entdo x
dividiria Q e, consequentemente, x divide P, contradizendo nossa hipétese. Portanto, /, contém ao
menos um ponto da forma (0,n) com n > 0 (ja que (0,0) ¢ I). Analogamente, como y nio divide Q,
devemos ter que / possui a0 menos um ponto da forma (m,0), com m > 0. Isso mostra novamente
que I, e portanto New(Q) = conv(I), possui a0 menos dois pontos. O mesmo vale para New(R).

Isso mostra que, se P ndo € divisivel por x ou y e é redutivel, entdo o politopo de Newton de P se

escreve como uma soma de Minkowski nao trivial de politopos. [

Nosso critério nao serd de grande interesse se ndo soubermos dizer quando um politopo pode ou

nao ser decomposto como a soma de Minkowski nao trivial de outros dois politopos. Para nossa sorte,
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essa verificacdo é realmente simples de ser feita para politopos de Newton em R?. A seguir, fornece-
mos um algoritmo para essa verificacao, embora nao nos preocupemos em provar a sua validade. Ao
invés disso, fornecemos alguns exemplos ilustrativos.

Considere um politopo X C R? gerado por pontos sobre o reticulado N x N = N? (como & o caso
dos politopos de Newton) e denote por dX o seu bordo. Seja py um ponto qualquer na interse¢ao
do bordo dX com o reticulado N x N = N2. Note que a0 menos um tal py existe, pois os vértices de
X estdio todos sobre N2. Percorrendo o bordo dX no sentido anti-hordrio partindo de pg em diregdo ao
préximo ponto do reticulado e retornando a pg, obtemos uma sequéncia de pontos (pg, p1, ..., Pn, Po) C
N2. Convém destacar: essa sequéncia é ordenada e possui todos os pontos do reticulado N? que estio
sobre 0 bordo dX e ndo apenas os seus vértices. O préximo passo € considerar a sequéncia de vetores
dada por v, (X) = (p1 — Po, P2 — P15+ Pn— Pn—1,P0 — Pn)-

A propriedade de nosso interesse e que ndo iremos provar € que, se X e Y sdo politopos gerados
por pontos em N2, entdo a sequéncia Vvp,(X +7Y) é obtida intercalando-se o vetores das sequéncias
Vgo(X) e vy, (Y), sendo pg = go +ro. Além disso, a soma dos vetores dessas sequéncias deve ser zero.

Um exemplo deste fendmeno € ilustrado na figura a seguir.

| wx+1)
-« —<—

;l—<—v(Y) l X+Y T
N \

N N/
e v(X) 1

x|

Yo y ' 2 3 4 0 1 2 3 1

Portanto, se ao se alternar seus elementos, a sequéncia v,,(X) ndo puder ser decomposta em duas
subsequéncias cuja soma seja zero, entdo X ndo pode ser decomposto como uma soma de Minkowski
nao trivial de dois politopos.

Para finalizar a secao, damos um exemplo do critério de irredutibilidade em acao.

Exemplo A.15. Considere novamente o politopo X do Exemplo Partindo do ponto (0,0), a

3

sequéncia de vetores associada a esse politopo é

V(X) = {<27 1)7(07 1)7(_1v0)7(_17_2)}7
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que nao pode ser decomposta, alternando-se os vetores, em duas subsequéncias cuja a soma seja
zero. Portanto, qualquer polinémio que possua X como seu politopo de Newton € irredutivel. Mais
precisamente, isso corresponde aos polindmios da forma P(x,y) = a-+ bx%y + cx*y? 4 dxy* + exy com
a,b,c,d #0.

A.4 Lista de polinomios irredutiveis

Nesta secao, estudamos a irredutibilidade alguns polindmios especificos que aparecem em nossas

demonstracdes, mas que optamos por colocar nos apéndices para ndo carregar o texto.
Exemplo A.16. O polindmio
P(X,Y) =4 (X>+a®+1) = (@+1) Y +b(X*+1) —ax)’

€ irredutivel, para quaisquer escolha das constantes a,b,c € R, com ¢ # 0.

Neste caso, o critério do politopo de Newton € inconclusivo e precisamos fazer a andlise especifica
do polinémio.

Coletando o polindmio em Y, obtemos

P=—(+1)°¥2=2(+1) (b(X2+1) —Xa) ¥
+4 (X +a+1) = (b (X2 +1) —Xa)”.

Note que o coeficiente de Y € constante. Portanto, se P for redutivel, ele deve ser da forma
P=(01Y + Qo) (R1Y +Ro),
para certos Q;, R; € R [X]. Igualando as expressdes e coletando em Y, obtemos

0=P—(Q1Y + Qo) (R1Y +Ry)
= (iR~ (@ +1)) 72
+ (—2 (a2 + 1) (b (X2 + 1) —Xa) — QR — QIR()) Y
+ (4 (X2 a2 +1)" = (b (X*+1) = Xa)" ~ QoRo )
O coeficiente de Y2 nos mostra que, sem perda de generalidade, podemos supor Q; = —R; =

a® + 1. Substituindo no coeficiente de Y, devemos ter
0= (a®+1) (—2bX*+2aX + Qo — Ry —2b).

Segue dai que

Ro = —2bX? +2aX + Qo — 2b.
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Substituindo Ry no dltimo coeficiente, devemos ter

0 42 (X2 +d>+1)° = (b(X2+1) —Xa)’

— Qo (—2bX* +2aX + Qy — 2b)
— Q3+ (2bX? — 2aX +2b) Qo
+ (42 (a2 +1)" = (b (X2 +1) ~ Xa)*)

Uma rapida andlise nos mostra que o grau de Jp € no maximo 3. Assim, escrevendo Qp =

):?:0 giX' e coletando a equagiio em X, obtemos

0= (4c* —q3) X +2g5(b—q2) X°
+ (2bq2 —2aq3 — q% —2q193 + 12¢2 (a2 + 1) — bz) x*
+2(—aqs +bq1 +bqs — qoqs — q192 +ab) X>

2bqo —2aq1 +2bqy — 3 — 249092 \ o
2(.2 2 9 2 X
+12¢ (a +1) —a“—2b

+ (2bq) —2aq0 — 2qoq1 + 2ab) X
+ (2bg0— 3 +4¢* (a® +1)” — 1?)

O coeficiente de X® impde que q% = 4¢* = g3 = 21c, com 1 = £1. Em particular, isso mostra

que g3 # 0. Dai, o coeficiente de X° nos diz que devemos ter g = b. Substituindo no préximo

coeficiente, devemos ter
0= —4ciq; + 1262 (az + 1) —4act

Isso implica g1 = 3ct (a2 + 1) —a. Seguindo com o proximo coeficiente, devemos ter

0=—ab+b (3ct (a2 +1) —a) +b(2ic) — qo (2tc)
— (et (a2+ 1)—a)b+ab
=2ct(b—qo),

o que implica gy = b. Com isso, ja esta determinando o polindmio Qy. Contudo, os demais coefici-

entes ainda devem ser zero. O coeficiente de X2 pede que

0 = 2bgo — 2aqy +2bg — ¢ — 2qoga + 1262 (@ + 1) — a® — 22
=32 (32— 4) (@ +1)°.

Mas como ¢ # 0 e 1 = %1 isso € impossivel.

Exemplo A.17. O polindmio

P(X,Y)=4(Y +aX)(b—aX) — (@ +1-X2)°
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¢ irredutivel, para quaisquer escolhas das constantes a,b € R desde que a”> +b> > 0. Abrindo a

expressdo e coletando o polindmio em X, Y, obtemos
P=—X*—2(a*—1) X2~ 4aXY +4abX +4bY — (a®+1)*.
Se ambas as constantes a, b sdo nao nulas, o politopo de Newton de P é dado por

14

4‘
0

A sequéncia de vetores associada ao bordo do politopo é

{(0,-1),(1,0),(1,0),(1,0),(1,0),(=3,1),(=1,0)}.

As somas das possiveis sequéncias alternadas sao

(0,—1)+(1,0)+(1,0)+(—1,0) = (1,—1)
(1,0)+ (1,0) +(=3,1) + (0,—1) = (—1,0)
(1,0)+(1,0) +(—=1,0)+(1,0) = (2,0)
(1,0)+(=3,1)+(0,—1)+(1,0) = (—1,0)
(1,0)+ (—1,0)+(1,0) + (1,0) = (2,0)
(=3,1)+(0,—1) +(1,0) + (1,0) = (—1,0)
(=1,0)+(1,0)+(1,0)+ (=3,1) = (=2,1)

Como nenhuma delas se anula, o politopo ndo pode ser decomposto. Segue do critério do politopo
de Newton que P € irredutivel neste caso (ab # 0).

Suponha agora que a = 0 # b. Neste caso, o politopo € dado por

A sequéncia de vetores associada possui uma quantidade par de elementos e nenhuma das duas
somas alternadas possiveis € zero. Portanto, este politopo ndo é decomponivel.

Por fim, temos o caso a # 0 = b. Neste caso, o politopo é dado por
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Exemplo A.18. O polindmio P(X,Y) =4 (aX —b)Y — 4X (X + ab) ¢ irredutivel, para qualquer es-
colha das constantes a,b € R, com ab # 0.

O critério do politopo de Newton € inconclusivo neste caso.

Se P for redutivel, entdo deve possuir uma fatoragcdo da forma P = (Q1Y + Qo) R, com Q;,R €

R [X] e R ndo constante. Coletando em Y, temos

0=P—(Q1Y+Qo)R
—=4(aX —b)Y —4X (X +ab) — (Q1Y + Qo) R
= (4Xa—RQy —4b)Y — (RQy +4X (X +ab))

Como R é ndo constante, o primeiro coeficiente implica que Q; € R e Q1 # 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor Q) = 1. Segue dai que R = 4 (aX —b). O segundo coeficiente nos
traz que 0 = 4 (aX —b) Qp + 4X (X +ab). Essa equacdo impde que Qp tenha grau no maximo 1.

Escrevendo entao Qyp = ¢1X + qo, com g; € R, devemos ter

0=4(aX —b)(q1X +qo) +4X (X +ab)
=4(aq, + 1)X2+4(aq0—bq1 +ab) X —4bqo

Como b # 0, o ultimo coeficiente nos traz que gop = 0. Entdo, o coeficiente de X nos traz que
0 = aqo —bqy +ab = b(a—q1), o que implica ¢, = a. Mas entio o coeficiente de X? nos diz que

a*>+1 =0, uma contradicdo. Essa contradi¢io vem de supor que P é redutivel.

Exemplo A.19. O polindmio

PX,Y)= (b ((I—I-X)2+ 1) +Y (@ +1) —a(t+X)>2

2 ((Y+(X+t)a) (b—(X+1)a)+ (a®+1) (x+:)2) <(t+X)2+a2+ 1).

¢ irredutivel, para quaisquer constantes a,b,t € R.

Coletandoem Y,

P=(+1)°Y*+2a(X +1)* (X +1+ab)¥

+ <b ((X+t)2+ 1) —a(X+t))2—2(X+t) (X +1+ab) ((X+t)2+a2—|— 1) .
Isso nos mostra que, se P € redutivel, entdo sua decomposi¢do deve admitir a forma
P=((a+1)Y+01) ((+1)Y+0),
para certos Q1,Q> € R[X]. Coletando essa expressdo em Y, obtemos

P=(a+1)" Y2+ (2 +1) Q1 +02) Y + 0105
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Segue dai que
(@®41) (01 +Q2) = 2a(X +1)* (X +1+ab),
2
010 = <b <(X+t)2+1> —a(X+t))
—2(X+1) (X 41 +ab) ((X+t)2+a2+1>.

Da primeira equacdo vem que

Or = (X +1)> (X +1+ab)— Q.

a2+1

Substituindo na segunda equacao, obtemos

0= (b ((X+t)2+1> —a(X+t)>2—2(X+t) (X +1+ab) ((X+t)2+a2+l>

—Q1 ( 2+1 (X+t) (X+t-|—ab)—Q1)

= ({02 1) —atx+0)’
(X +1) (X +1+ab) ((X+t)2+a2+1)

2 a
+ 4+ -2——
Q] ( 2

I (X+t)2(X+t+ab)) Q1.

Olhando para os termos de maior grau em X, vemos que devemos ter degQ; < 3. Escrevendo

portanto Q| = Z?:O giX', substituindo na equacio e coletando em X, obtemos

0= (b((x+12+1) —a(X+t))2—2(X+t) (X +1+ab) (X +1)7 +a?+1)

3 \ 2 g 3 '
+ <§(’)in1> + <_2a2+1 (X+I)Z(X+t+ab)> <§(,)%’X>

—2a+q3+ad*q3
az+1

X0+,

=43

—2a+g3ta’q
a’+1
Comecemos analisando g3 = 0. Recoletando a expressdo em X,

Isso nos mostra que 0 = g3 e, portanto, devemos ter g3 = 0 ou 0 = —2a + g3 + a>¢3.

0= (b ((X—l—t)2+l) —a(X—l—t))2—2(X—i—t) (X +1+ab) ((X+t)2+a2+l>

2 i ’ a 2 2 i
+ (;}m) + (—2a2+1 (X +1) (X+t+ab)) <§)in>

a
=(-2 X+,
( a2+IQ2) +

Isso nos traz dois subcasos a analisar: a =0 e g = 0. Se a = 0, obtemos

O:(b((X—l—t)2+1>>2—2(X+t)(X+t)((X+t +1)+ (Z% >2

=P +a-2) X +...
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Isso implica b + q% —2 =0e, portanto, q% =2 —b?. Note que, neste caso, a parcela Ziz:o giX" apa-
rece ao quadrado na expressio e, portanto, sem perda de generalidade, podemos supor ¢, = /2 — b2.

Segue que
2
0:(b<(X+t)2+1>> (X +1) (X +1) ((X+t)2+1)
2
1
+ <\/2—b2X2+Zini>
i=0
) 2—b2<q1—2t\/2—b2>X3+...
Se 2 — b% = 0, entdo ficamos com
2
5 2 5 1 i
O:2<(X+t) +1> 2 (X +1) (X +1) ((X+z) +1>+<Zq,~X>
i=0
= (g +2)X>+...

e devemos ter q% +2 =0, o que é impossivel. Portanto, devemos ter 2 — b*> # 0. Segue entio de

22— b? (q1 —2tV2— b2> = 0 que g = 2tV/2 — b2. Continuando, temos

0

(b ((X+t)2+ 1))2—2(X+t) (X +1) ((X+t)2+ 1)
+ (V2B 2V 25X o)
2<q0\/2—b2—|—b2t2—|—b2—2t2— 1>X2+...

— (D242 —212-1)
V2-1b?

Portanto, devemos ter gg = . Por fim, devemos ter

0= <b ((X+t)2+1>>2—2(X+t) (X +1) ((X—I—t)2+1>

s — (b2 + > =217 1) ’
+ | V202X 4202 - 02X +

V2 —b?
1
T2

que é uma contradi¢do. Podemos supor entdo a # 0 e voltar ao subcaso g, = 0.
2
0= (b ((X+z)2+ 1) —a(X+t)) (X 1) (X +1+ab) ((X+t)2+a2+ 1)
1 \ 2 g , 1 .
+| Y ax +<—2 5 (X +1) (X+t+ab)> Y ax’
i=0 a-+1 i=0

(32 a 4
= (b —2a2+1q1—2)X +...
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(a®+1)(p*-2)

Segue que g1 = ~—F,——. Seguindo adiante, devemos ter

0= (b ((X+t)2—|—1) —a(X+t))2—2(X—|—t) (X +1+ab) ((X+t)2+a2—l—l>

+<(a2+1) (b22)X+q0>2

2a
+ (—Zazil (X +1)* (X +t+ab)) ((az+ 1)2(b2 _2)X+qo>

a

- zil(Zaqo—i—(2—1—1)(2t+ab3—b2t+2ab))X3+...

Segue dai que

2
go— ;; D (2t +ab® — bt + 2ab)

Continuando,

(b( X+1) )—a(X+t)>2—2(X+t) (X +1 +ab) ((X+t)2+a2+l>

2_9)  (a41) ’
+< X - (2t+ab3—b2t+2ab))
+(-2 2+1 (X +1) (X+t+ab))

@+1)(p*-2)  (@+1) 32
: < 2a X (2t +ab® — bt + 2ab)
1

= 5 (207 (502 +4a>+20%) + (b2 =2) ) X2+ ..

Portanto, devemos ter a*b? (5a2b2 +4a* + 2b2) + (b2 — 2)2 = 0. Isso implica
ab (5a*b* +4a> +2b*) =0 e b*—2=0.

Segue entio que b”> = 2 e, consequentemente,

0=2a" (104" +4a” +4) = 4a* (7a*> +2),

donde a = 0, uma contradi¢ao.

Com isso, encerramos a andlise do caso gz = 0.

Analisemos agora o segundo caso, com ¢3 # 0. Neste caso, devemos ter 0 = —2a + ¢q3 + a’q3 =
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2a

(a2 + 1) q3 — 2a. Portanto, temos 0 # g3 = 24 Note que isso implica a # 0. Coletando em X,

0= (b ((X+t)2+l> —a(X+t))2—2(X+t) (X +1+ab) ((X+t)2+a2+l>
N (61221 1X3+ i)%‘Xi)z

(22— (X +0)> (X +1 +ab) 2a X3+22: X'
a’+1 - ai

a?+1 P

:m((a2+1)q2—2a(3t+ab))X5+...

2a
a’+1

Portanto, ¢, = (3t 4 ab). Continuando, temos

0= <b <(X+t)2+1> —a(X+t)>2—2(X+t) (X +1+ab) ((X+r)2+a2+1>

2
2a 3 2a S ;
X 3t b)X ,‘Xl
+<a2—|—1 +a2+1( +ab) +§(’)q )

+ (—2# (X +1)% (X +t+ab)>

2a 3 2a - ;
: X 3t+ab)X iX'
(“ZH T ) +i—20q )

1
:—2(2a(a2+1)q1+(a4b2—2a4—8a3bt+2a2b2—12a2t2—4a2+b2—2))X4—|—...
(a*+1)
Logo,
1 412 4 3 212 2.2 2 2
Q1:—m(0 b —2a" —8a bt+261b —12a°t* —4a ‘I—b —2)

Seguindo coletando em X,

0= (b ((X+t)2—|—1> —a(X+t)>2—2(X+t) (X +1+ab) <(X+t)2+a2+1>

20X3 4 24 (34 ab) X> ’

+ (a4b272a%i—§:z3bt+2ag;2t] 12a°2 —4a’+b*—2)
o 2a(a2+1) X + 90
2, 3 2 2
a ) ﬁX + azj—l (31' —|—ab)X
+| -2 1 (X+1)"(X+1t+ab) (a*b?—2a* —8a’ b1 +2a%b7 —12a* —4a?+b*—2) X
ac+ - 2a(a2+1) + 90
! @b +2a°b — a*b*t + 2a*t +24°b3
=———— | ~2a(@+1)q+ | +4d’br +4a’b— 20t +4a’F X3+
(a®+1) 40t + ab® +2ab — bt +21
Portanto,
@b +2a°b — a*b*t + 2a*t + 2a° b3 + 4a>br?
+4a3b — 2a*b%t + 4a*t3 + 4a*t + ab> + 2ab — b*t + 2t
qo =

2a(a®+1)
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Continuando, ainda devemos ter

0= <b<(X+t)2+1> —a(X+t)>2—2(X+t) (X +1+ab) <(X+t)2+a2+l>

2a_ 3 2a 2
X0+ 25 (3t +ab) X
(a*b?—2a*—8abt+2a’b> —12a%1> —4a>+b*—2) ¥
+ 2a(a2+1)
(@D +28°b—a*b?142a* 1420 b3 +4a> b2 +-4a3b— 22?1 +-4a P +-4a’ t+ab’ +2ab—b*1 421 )

2a(a2+1)

a 2
+ | 25— X +1)" (X +1+ab)
a-+1

2a_y3 2a 2

AKX+ 2 (et ab)X
(a*b?—2d*—8a’bt+2a°b* —12d*1> —4a> +1b*—2)

— 5 X
Za(a —0—1)

(@D +287b—a* b1 +2a* 1420 b3 +4a> b2 +-4a>b—2a° bt +-4a 3 +-4a’t+ab’ +2ab—b*1 42t )

2a(a2+1)

_ ﬁ (2 (5a2? + 40> +26%) + (1 ~2)" ) X2+ ..

Portanto, devemos ter 0 = a2 (5a%b* +4a? + 2b%) + (b2 —2)°, donde 0 = a?b* (5a%b* +4a? + 2b7)
e (b2 — 2) = 0. Como temos a # 0, a primeira quagdo implica b = 0. Mas entdo, ndo € possivel que
b*—2=0.

Isso prova que P € irredutivel.
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APENDICE B

— N—

Geodeésicas em SL,(RR) - Verificacao

—_~—

Geodésica y: R —SL, (R) com y(0) = 0 = ((0,0,1),0), ¥ (0) = (cosx) x1 + (senax) x3, o €
[0, 7],

Y= ((x,y,z),0) = ((sinhrcosn,sinhrsenn,coshr),0).
Sistema:

0 =" — (sinhrcoshr) (n')> — (sinhr) (sena) ’
0 = (sinhr)n” +2(coshr)r¥'n’ + (senax) ¥
sena = 0 + (coshr —1)n’
(cosa)® = (')? + (sinh?r) (n’)?
r(0)=0, senn(0)=0,6(0)=0

¥ (0) = cosa, 6’ (0) = sena.

B.1 Tipo espaco, o € [0, %)

a=+Vcos2a,
cos o t
t :2 . h_1< . h( _>)’
r(t) sin ——sinh (a5
sena t
1= —arctan (<2 ant (o))
n(t) arcan( ——tanh (a5

0 (1) =2 (sen)t —2arctan (Seza tanh <a%>> .

283
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, d (. /cosq . t B 2a(cosa) (cosh 1ar)
r= <2smh < P sinh <a§)>> = lcoshan) @1 D) 13a2=1)

2 1
=4 (cos) (cosh Eat) ,

zZ = \/(coshat) (@2 +1)+3a® -1,

d
7 = E\/(coshat) (a>+1)+3a>—1= % (sinhar) (a>+1),

d (2 1
/n_ = -
r=— <Za(cosa) <cosh 2at>)

2 1
+ % (sinhat) (a2 +1) % (za (cos) <cosh Eat) >

2
o 1 1 1
= m Z%sinh —at — sinhat cosh —at — a sinhat cosh —at
73 2 2 2
_ a*(cosax) [ ((coshat) (a*+1) +3a®— 1) sinh %at
73 — sinhat cosh %at — a”sinhat cosh jat
2
o 1
- % (24*—2) <sinh Eat) .

Portanto,
2 1
Y= za(cos a) (cosh Eat) ,

2 1
' = % (24* —2) (sinh Eat) .

1 1
sinhr = ((cos o) sinh Eat) \/Sinh2 Sl cos? ot + a?

2
a2
2
a2

1
((cos o) sinh Eat) W,

1
W = \/sinh2 Eat cos? o+ a2,
o t
coshr = cosh (2 sinh~! <COS sinh (a—)))
a 2
2 .

1
= 2 sinh? Eat cos’a +1.

n'= 4 (— arctan (sen(x tanh (a£> )>
dt 2

a
tanh? %at —1

2
= a“ (senQ)
tanh? %at — cos20 tanh? %at +2a?

tanh? %at —1
tanh? %at — a2 tanh? %at +2a?

= o’ (sena)
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sinh? %at — cosh? %at

2
=a” (sena) — :
sinh? %at — a2 sinh? %at +2a? cosh? %at
B —2a%sena B —2a%sena
~ coshat +a?coshat +3a2—1 72 '

0 =" — (sinhrcoshr) (n')? — (sinhr) (senct) ’
2
_ @ (cosa) (24 -2) (sinh %at)

Z3

2 1 2 1 -2 2 o 2
(& (ioscrsnn oY B S 1) ) (2027)
2 1 ) 2 o
a (a_2 ((Cosa)sjnh 5‘”) W) (sena) (%)

2 (s h1 tcos o
= —— | S1nn —ar cos
ZAN

' Za* — Za* — 27%W +4a*W — AW cos? o + 4W cos* o
+272W cos? o — 4a*W cos? o + 4W coshat cos® a — 4W coshar cos* o

. =Za* —Za* —27°W +4a*W — 4W cos? o +4W cos* o+ 2Z*W cos® o
— 4a*W cos® o+ 4W coshat cos? ot — 4W coshat cos* o
= Z(cos2a) — Z (cos2a)> — 2 ((coshar) ((cos2a) + 1) + 3 (cos2a) — 1) W
+4(cos2a) W —4W cos® o+ 4W cos” o
+2((coshar) ((cos2a) 4+ 1) + 3 (cos2a) — 1) W cos” o
—4(cos2a) W cos? o +4W coshar cos® o — 4W coshat cos*
= (cos2a —cos*2a) Z

4dcos* @ —4cos? a —2cos2a —4cos20cos? o
+4coshat cos? oo — 4 coshat cos* o
+2 (cos? o) (3cos20t + (coshat) (cos2a+1) — 1)
—2(coshat) (cos2a+1)+2

= —(cos2a) (cos2at — 1) Z+4 (cos2a) (cosa— 1) (coso+ 1) W
= —(cos2a) (—Z +4W +Zcos2a — 4W cos’ o)

+ W

(=Z+4W +Zcos20 — 4W cos® @) = (cos20t — 1) Z+ (4 —4cos® o) W

=2(cosa—1)(cosa+1)Z+ (4—4cosza)W
=2(cosa—1)(coso+1)(Z—-2W).
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1
Z—-2W = \/(coshat) (a>+1)+3a>—1— 2\/sinh2 Eatcos2 o+ a?

t 1
= \/(zcoshZ% — 1) (@®>+1)+3a>—1 —2\/sinh2 Eatcoson—a2

= (2cosh2 —1) (a +1)+3a —1
( (1-+sinn? S ) 1) (@+1) +3a> 1
5 1
2a +2 sinh Eat+4a
5 1
(2cos2a +2)sinh 5at+4a
<4cos o sinh? = at—l—4a>
1
:4(coszocsinh2 Eat—l—az) —4W?2.

Portanto, Z = 2W e com isso esté verificada a primeira equagao do sistema.

,  —2a’sena
7?2 ’
a
7 = 27 (sinhar) (a* +

1),
a d 2a”senq
n" = 27 (sinhar) ( )—Z (—)
)

= 24> (sinh atsena) sinhr

Z4

2w 1 z 1
== ((cos o) sinh Eat) == ((cos o) sinh 5at> coshr

2 sinh? %at cos? o + a?
2

2 1
=— sinh? ~at cos® a +1=
a 2 a

sinh? %at cos? o + W2 1 5 1 Z\?
= s = =7 sinh Eat cos? o + B ,

;2 1

r= za(cos o) (cosh Eat) ,
a? 1
P = w (2 2 2) (sinh Eat) ,
0 = (sinhr)n” 42 (coshr) 'n’ + (senax) ¥

y4 1 241
=3 ((cos o) sinh 2at) <2a3 (sinhatsenc) %)
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2 1 VA 2 2 1 _2d%sena
oot (1 e ot (5

+ (sena) (%a(cosa) (cosh %at))

5 ( 1 ) sinhat + a® sinhat — 4 cosh %at sinh %at cosZ a
= Zd

seno cos ¢ sinh —at 3 ,
2 Z

1 1
sinhat + a®sinhat — 4 cosh Eat sinh Eat cos? o

1 1
= sinhat + (cos2a) sinhat — 4 cosh Sat sinh Sat cos® o = 0.

Portanto, verifica a segunda equacao.

t
0 (1) =2 (sen)t — 2arctan (sena tanh <a§)> ,
a

0’ =2 (senat) + % (—2 arctan (sena tanh (a%) ))

a
tanh? %at -1

=2(senqt) + 242 (sena
( ) ( ) tanh? %at — cos20 tanh? %at +2a?

sinh? %at — cosh? %at

=2 (senat) + 2a* (sena)
sinh? %at — cos 20 sinh? %at +2a? cosh? %at

4a® (senar)
=2 o) —
(sena) coshat + a?coshat +3a? — 1
4 2
— 2 (senal) — 4a” (sena)

ZZ

senat = 0’ + (coshr— 1)1’

4a® (sena)
72

| | 2 Z\? —2a’senal
+ (; (smh Eatcos o+ (E) ) — 1) (T

4sinh? %at cos? a + 7% + 4a?

=2(senox) —

1
=2(senat) — 3 (sena) 7
1 4sinh? %at cos? o + (cosh at +a® coshat +3a*> — 1) +4a?
=2(senat) — = (sena)
2 (coshat + a®coshat +3a> — 1)
1 4sinh? Jat cos? o+ (coshat + (cos2a) coshar + 3 (cos20t) — 1) +4 (cos 2¢t)
=2(sena) — = (sena)
2 (coshat 4 (cos2c) coshar +3 (cos2a) — 1)
1
=2(senax) — 5 (sencr)2 = send,

Portanto, verifica a terceira equagao e o sistema.
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Condicdes iniciais:

7(0) = 2sinh ™! <C°S“sin ( 2)) _
n(O):—arctan( tanh< )>

6 (0) =2 (senc) 0 — 2arctan( ——tan h( g)) =0,

Z(0) = y/(cosh0) (a® + 1) +3a? — 1 = 2Va2(auxiliar)

0) cos o cos o
=a

! —Lacos cos
r(O)—2m ( Oc)( h

— — ft a,
3 N a— cos
4a® 4a®
6’ (0) =2 (senax) — w =2 (sen) — Lenocz) = sendq.
(2va)

B.2 Tipoluz, o = 7

r(t) =2sinh ™! (%t) , 1M (t) = —arctan 4, 6 (1) = V2t — 2arctan %,

d 2 2
¥ = — [ 2sinh™! —\/_t = ,
dt 4 12 +8

r,,_d( 2 )_ —21
dt \\Vi2+8)  (248)>

_d arctan\/it =2 V2
= 4 ) T2+
n_d V2 4\/§t
T=a\ " r18) " 218y
d t2+4
0' = — | V2t —2arctan— | = ,
4 (V31— 2arctan ) i

—t +1.

sinh7 = sinh (2 sinh ! (Tt> ) \/it\ / —t2 +1,
2
coshr = cosh (2 sinh ! (\/T— ))

Primeira equacao:

/!
%

— (sinhrcoshr) (n')? — (sinh ) Con’

= m__\/_t\/THGIZJH) <2z2\f8>2
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——\/_t —t2—|—1\/_< 2 V2 )

2 248

=0.

Segunda equagdo:

1 1 4+/2t
0 = (sinhr)n” +2(coshr) r'n’ +Cor’ = (—\/Et 12+ 1) V2

2 8 (12 +8)*
1, 2 V2
21 =t"+1 -2
+ <4 * ) t2+8< t2+8>

3 (7 )
=0.

Terceira equagao:

2
- =sena = 0’ + (coshr—1)n’

2

?+4 (1, V2
=2 P11 20—
\/_r2+8+(4 i )( z2+8>

Condicdes iniciais:
2
r(0) =2sinh ™! (%_O) =0,

2
N (0) = —arctan Q =0,

20
6 (0) = \/EO—Zarctan\/_T =0,

21

/ e -

r(0)= 02—|—8_2\/§’
S0-+4

6'(0) = O+8:_\/_

B.3 Tipo tempo, ot > %

a =+ —cos2a,

coso

t

= a2sinh ! (% sen (a3)).
r(t) sin ——sen (a5
t
2

n (1) = —arctan (sen(x

a
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0 (t) = 2(senc)t — 2arctan <se;1a tan <a%>> ,

a* = —cos20 = sen’ o — cos? o,

r = % <2$il’lh_1 (Cojasen <a%))>
2a+/2 (cos ) cos 1at
v/— (cos (2a +at) +cos (2a — at) —2cos 20 + 2 cosat — 8a% —2)
B 2aV/2 (cos o) cos 1at
/=4 (cos? ocosat + 3 cos? ot — 2)
B av/2 (cos a) cos %at B av/2 (cos a) cos %at
~ V2=3cos?ao —cos?oLcosar z
Z :=1/2—3cos2a —cos?acosat (auxiliar),
y_d 1 2 ) senat

7' = 2 —3cos? o —cos? acosat = —a (cos” o ,
dt\/ at = 5a( Z

, d (a\/z (cos @) cos %at)

b

" T Z

senar d (a\/i(cos o) cos %at)

1 2
+§a(cos Oc) 7 ﬁ 7

1v2 , wsentar | V2 5 4 wsenat .
= ———_a“cosoisen—at — — ——a“ cos’ oisenat cos —a
2 7Z 2 2 73 2
I, ﬂZzsen%at + /2 cos? asenat cos %at
=——a“(cosa
2 Z3
_laz (cosa) (/2 (2—3cos? @ — (cos® &) cosat ) seniat
2 73 ++/2cos? asenat cos %at ’

Note que
t t 1
\/5 (2 —3cos’a— (0052 Oc) (cos2 % — sen2%>> seniat
t t 1
+V2 (0052 Oc) <2sen% cos %) cos Eat

1 1 1
= <\/§cos2 oc) cos? zatsenzat + (\/Ecos2 a) sen3§at
1
+ (—\/5 (3 cosz o — 2)) sen—at
2
1 1 1
= (seniat cos? a> (\/Ecos2 Eat + \/Esenziat)
1
+ (—\/5 (3 cos o — 2)) seniat
1 1
— ((senyn‘) cos? OC) V2 + (—\/E (3 cos? o — 2)) seniat
1
= <—2\/§) (senEat) (cosa—1)(coso+1)
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Podemos reescrever / como

<—2\/§) (sengat) (cosor — 1) (cosa + 1)

1
Y= —Eaz (cos) -
1 cosor + 1
=/2a* ( (cosat)sen=at | (cosa— 1) —3+
2 Z
Z pode ser reescrito como
Z =1/2—3cos? o — cos2 acosat
t t
= \/2 —3cos?a—(cos?a) (1 - sen2% — sen2%>

1
= \/(2cos2 Q) senziat —2(2cos?a—1)

1
= \/2 ((cos2 a) senziat + az)

1
= \/5\/(cos2 Q) senziat +a?.

Segue dai que

(04 t
coshr = cosh (2 sinh ™! (COS sen (ai) ))
a

2 1
= (; cos? asenziat + 1) ,

t
sinh7 = sinh (2 sinh ™! (COS o sen (a§> ) >
a

2 1 1
— 2 2 2
= ((cos Oc)seniat> \/<c0s osen EaH—a )

2 (cos oc)sen1 t z
= — _a —_—
a? 2 V2

1
senat
=V2Z(cos ) % ,
a

n/ _ % <_ arctan (SCZIIOC tan (a%)))

tan? %at +1
tan? %at —cos2a tan? %at +2a?

sen2%at + cos? %t

= —a’ (sena)

= —a® (sena)

sen? %at + a’sen? %at +2a?cos? %t

—2a%sena

a?cosat —cosat +3a?+ 1
—2a%sena

(sen?@ — cos? o) cosat — cosat + 3 (sen?0 — cos? @) + 1

_ —2a’seno
~ —2(cos?a)cosat +4—6¢cos?
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—a*sena

— (cos? a)cosar+2 —3cos? o

—a*sena

ZZ

Primeira equacao

7" — (sinhrcoshr) (n')? — (sinhr) (senct) '

1 o+1
= V2d? ((cos o) seniat> (cosa—1) %

2
sensyat [ 2 51 —a’sena
(fz(cosoc)a—g (a—zcos osen 2at+1)) (%)

1 2
senxat —a“sena
_ (\/iZ(cos o) 2 ) (senar) (T)

B (senlatcosa) \/_a —1—\/_a cosS OH—\/_Zzsen Ot
o 73 \/_a sen?o — 2\/_cos osen?osen? at

Temos

— \/§a2 + \/Eaz cos? o + \/EZzsenZOt — \/Eazsenza
1
— 2\/§cos2 asen®asen? Eat

= —\/ia2 + \/Ea2 cos’
+ \/5 (2 —3cos? o — (cos2 Oc) cos at) sen’or — \/iazsenza

1
—2v/2cos? asenzasenziat

=2 (senzoc — cos? o) + V2 (sen o — cos> o) cos”

+ \/5 (2 — 3C082 o — (0082 OC) (COS — s€n —>> SCI’I o

- \/5 (senza — COS2 OC) SCDZOC — 2\/5 (COS (X) (sen a) sen2%at

1 1
= (—\/Ecos2 asen®a ) cos? Eat + <— 2cos? asen2a> senziat

+2 (0052 o— senzoc) —V2 (0032 o) (0052 o— senzoc)
+2 (senza) (cos2 o — senza) —V2 (senza) (3 cos? o — 2)
— (sen2a0052 Ot) \/5—1— é\/_— %\/5003406
= —% (\/icos2 o+ 2sen’a — \/5) (cos2 o +sen’o + 1)
=0.

Portanto, estd satisfeita a primeira equagcao. Quanto a segunda equacdo, temos

, d (—a’sena n 1 (0052 a) senat [ d —a’sena,
= — _— —d —
TEu\T 2 2 Z \dz 22
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1
- ?(f (cos® o) (senct) senat (sinhr),

1
senjat

1
n”+2(coshr)’'n’ + (senat) ¥’ = (\/EZ(COS a) - ) ?cﬁ (cos? &) (senar) senat

2 1 2(cosa)costat [ —a’sena
+2<—coszasen2—at—|—l> av2( )cos 5a < a“sen >

a? 2 Z 72
av/2 (cos o) cos 2at
+ (senar) v2( Z) 2

1
=—a (cos &) (senax) cos S

2 1 2 1
— 2Z—\/;a3 ((cos a) (senat) cos 5at> (ﬁ (cos® ) senziat + 1)

2 1
+ Z—\/;a (cos® ) (sencx) (senat) senat

272 cos Lat — 2v/2d? cos Lat
a(senacos o) V2 2, \{_ 21
— 0 —4\/§COS o cos yatsen” s at
+v/2cos? asenatsen%at

Temos
2 1 2 1 2 1 21
\/EZ cos Eat — 2\/§a cos Eat — 4\/§cos 0 COS Eatsen Eat
1
+ \/icos2 asenatseniat
1
=2 (2 —3cos’a— (0052 a) cos at) cos Eat
1
—2V2 (senzoc — cos? OC) <cos Eat)
5 1,1
— 42 (cos (x) cos Eatsen Eat

++/2 (cos* ) (senat) (sen%at) =0.

Portanto esta verificada a segunda equagdo. Quanto a terceira equacao, temos

2
—a“senQ
0’ =2 (senat) +2n' =2 (senct) +2 (T) ,
2
— o
0’ + (coshr —1)n’ = 2(senax) + 2 (%)
2 1 —a’senot
+ (a_2 cos? asenziat—i— 1— 1) (%)
2
—a“seno
=2(senat) +2 (T)

—+ 2 0052 Ocsen21 t —azsena
R— _a —_—
a? 2 72

cos? asen? %at + a?

=2(sen) — 2 (senq
(senar) =2 )2 ((cos? o) sen?Sat +a?)
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= send.

Portanto, estd verificada a terceira equagao. Quanto as condi¢des iniciais:

cos o 0
= 2sinh~! ~) )=
r(0) sin ( _sen (az)) 0,
seno 0
0) = — arct t — =0,
n (0) arc an( _—tan (az))

0
0 (0) =2 (senct) 0 — 2arctan (sen(x tan (ai)) =0,

a

Z(0) = \/2—3c052a—c0s2acos(a0) = v/2—3cos2a—cos2a

=v2v/1=2cos2 a0 = V2v/— cos 20 (auxiliar)
_ V/—cos 20v/2 (cos o) cos %aO

¥ (0
) \/i\/—COS2OC
=cosQ,
—a’*sena
9/ (O) = Z(Sena) +2 (T)

— (—cos2a) sen

=2(senat)+2 5
(V2v=cos2a)

= send.



APENDICE C

Estudo das geodésicas no espaco Sol

Definiciio C.1. A geometria modelo Sol é dada pelo conjunto R? munido da operacio de grupo

(x1,31,21) * (x2,2,22) = (x1 + €7 x2,y1 + € y2,21 +22)

e da métrica riemanniana dada por

e 0 0
8(rya) (eine)) = | O &* 0f,
0 0 1
sendo {e1,e2,e3} a base candnica de R ~ T}, ,, ) Sol.

Temos que (Sol, g) é um grupo de Lie, sendo g uma métrica invariante a esquerda.

Os campos de vetores dados por
E|=¢e0dy, Er,= e_zay, Ez; =0,

formam um referencial ortonormal invariante a esquerda.

Este referencial satisfaz
[E1,E2] =0, [E\,E3]=—Ei, [ExE3]=Es.
Utilizando a férmula de Koszul, € possivel encontrar que a conexao de Levi-Civita de (Sol, g) no
referencial {E/,E;, E3} é dada por

VElEl VE] ) VElEg, E; 0 —E
VE2E1 VE2E2 VE2E3 =10 —E; Ep
Ve, By ViEy Vi E3 0 0 0
Quanto ao grupo de isometrias de Sol, temos que o estabilizador de um ponto possui 8 compo-
nentes (v. [Sct]), sendo trivial a componente contendo a identidade. Isso significa que ndo hd um

grupo de rotagdes em torno de um ponto em Sol. Por esse motivo, a geometria Sol € aquela com
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296 Apéndice C. Estudo das geodésicas no espaco Sol

menos simetrias dentre as oito geometrias modelo de Thurston. Quanto 2 componente de Isom(Sol)
contendo a identidade, essa é dada pelo préprio grupo Sol.

Faremos agora um estudo das geodésicas de Sol. Esse estudo pode ser encontrado em [BBI], mas
o incluimos aqui com maiores detalhes, corrigindo algumas imprecisoes.

Primeiramente, consideremos as geodésicas partindo da origem (0,0,0). Considere um vetor
v=Y3 ,v;E;. Denote por y: R — Sol a geodésica com y(0) =0 e 7 (0) = v.

Sem perda de generalidade, iremos supor que v € unitario, 1.e. v% + v% + v% = 1. Assim, a geodésica

estara parametrizada pelo comprimento de arco de Sol. Denotando y = (x,y,z), temos
Y = (x’,y’, z’) =X e *E\ +YeEy +7E;5
Temos as condi¢des iniciais

x(0) = y(0)=z(0)=0,
X (0)e70) = ¥ (0)=v,
y/ (0) ez(()) _ y/(
7(0) = vs.
Por defini¢do, a geodésica deve satisfazer Vj,/)/ = 0. Em coordenadas,
E; 0 —E| [Xe®
VoY = (Ve ) Ei+ (V&) Bt Es+[Ye s Yoo Z]|0 B3 E | |ye
0 0 0 7
= e (¥ —2ZX)E1+ & (Y +27Y) Ex + (2 + (X)2e F — (y/)?e¥) Es

Portanto, ¥ = (x,y,z) deve satisfazer

Note que

t
x(t) = vl/ ) ds
0

t
y(t) = vz/ e~ %) g
0

satisfazem as duas primeiras equagdes e as condi¢des iniciais x (0) =y (0) =0, x' (0) = v,y (0) = vs.
Destacamos que

X () =vieZD )y (1) =vre”
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Substituindo na terceira equacao, ficamos com

0 = '+ (x/)ZeZ(—z) . (y/)ZeZZ
— 4 (vleZZ)ZeZ(fz) i (v2672z>2621

— 4 v%eZZ _ v%e—ZZ

Multiplicando essa equagdo por 27/, obtemos a equagio adicional

:%(()Jrvzz@rvezz)

Integrando de O a 7,
0 — (Z/> 2R e (( (O)) e 22(0) +v%e—2z(0))
= (z') + v2 2y vze —2z_ (V% + v% + V%)
= () i3 -1
Destacamos que essa é uma equacgdo adicional, advinda das equagdes anteriores. Resolver essa
equagdo nao significa, necessariamente, resolver a equagao inicial.

Caso 1. v =1

Como v% + v% + v% = 1, este caso implica v = v, = 0. Ficamos com
0 — Z//
A solucdo é dada por
Z(I) = v3t = *t.

Note que z esta definida para todo ¢ € R. Portanto, neste caso a geodésica é dada por
y(t) =(0,0,%¢),t € R.

Caso 2. v3 < 1 comv; =0
As equacdes em z se reduzem a

0 = z”—v%e*2Z

0 = (z')2 +vie %1
Somando as duas equagdes ficamos com
7 N2
0=7"+()" -1
Note que vz # £1 e vi =0 = v, # 0. Segue dai e da equagdo 0 = (z’)2 +vie % — 1 que

(7 )2 # 1. Portanto, podemos escrever
7
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Fazendo u =7 = du = 7'dt, temos

t " 201 1 1 (1)
t = / < dt:/ du= —In tu
0 Z/(0)

1—(z)? 1—u? 2 1—ul,
1 1+7 14+v3
= —(In —In
2 1-7 1—v3

_ L (A (1 —vs)
_21(0—&0+w0

Segue dai que

o (1+Z/)(1—V3)
%_m<ﬂ—ﬂ0+w0

y_ (1+Z)(1—v3)

(1=2") (1+v3)
e (1-2)(1+v3) = (1+2) (1—v3)
X(1-2) (1 +v3)— (1+2) (1—v3)
(1= vy~ (& + 1) 2+ (¥4 1) vy (1)
(e —e)vs— (e +e))Z+((+e)vst (¢ —e))
—2(sinht)v3 —2cosht) 7 + (2 (cosht) v3 + 2sinht)
(

e er bl

(e e} e (e e}
|
~—~ o~ —~ —~ 8

sinh?) vz — cosht)Z' + ((cosht) v3 + sinht)

Note que 0 # (sinh?)v3 + cosht, para todo ¢ € R. De fato, suponha que 0 = (sinh?)vs + cosht.

Isso implica em particular que v3 # 0 (pois coshz > 0, para todo t € R).

: __ sinht | 1
Segue dai que 0 = ;47 + =
sinht

cosht*

Da prépria equagdo, devemos ter também que 0 = (coshz)v; +

sinht = 0=v3+

1 __ sinht
vy~ cosht

Temos entdo — = —v; — v% = 1. Uma contradi¢do, pois estamos supondo v% < 1.

Portanto, podemos escrever

, _ vacosht +sinhz

— =
¢ v3sinht + cosht
" y3coshs+ sinhs ) t
z(t) —z(0) /0 vasinhs 7 coshs ™ n (v3sinhs+coshs)|,
= z(t) =In(v3sinhs+ coshs) —In(v3sinh 0+ cosh0)
—> z(t) =In(v3sinht + cosh?)
— z(t) = In(v3sinhz + cosht)

Temos entao

t t
vz/ ezz(s)ds:vz/ exp (—2In (v3sinhs + coshs))ds
0 0

~—

y(t

W
O\N

va [ exp (ln (v3sinhs+ cosh s)72> ds
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t
= Vz/ (V3sinhs—|—coshs)_2ds
0

1—V3

(v3 s1nhs +coshs) |,

I
<

2

(I —v3)(vs smht + cosht)

0
(1 —v3) (v3sinh0+ cosh0) )

I
<

(1—1v3)>

= v2
1—V3

(
2 ( 1— V3 (v3 smht + coshz)
e — V3 sinh7 + cosht)
(v3sinht 4 cosht)

(1 —v3)sinht

- ((1 —v3)(v3 sinht—i—cosht))

vy sinht

vy sinht + cosht

Portanto, a solucio y =

A geodésica se parece com

Caso 3. v% < 1comvy, =0.

(x,y,z) : R — Sol neste caso é dada por

0
v, sinht
vy sinht + cosht
In (v3sinh? 4 cosht)

Caso analogo ao anterior, com solu¢do dada por

Caso 4. v% < 1comvyvy #0.

v sinht
—v3sinht + cosht
0

—In(—v3sinh? + coshz)
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Subcaso 1: v3 = 0.

Subcaso 1.1: v} =13 = v} = %

Neste caso, a solucao do sistema € dada por

x(t) = vt

y(t) = vyt

z(r) = 0.

Essa solu¢do funciona, de fato, somente porque v% = v% pois teremos
I vieE —vie E = 0413’ — 130

_ 22
= Vi=—"n
= 0.

Observacao C.2. O problema de valor inicial

2z

z = —vle —|—v e
z(0) = 0
ZI (0) = V3

possui solu¢do tnica. A equagdo é dada por Z/ = f(¢,z), sendo f: L =RxR—=R, f(t,2) =
vle22 + vze ~2% (a funcdo é na verdade autdbnoma, i.e. f(t,z) nio depende de fato de 7, mas ape-
nas de 7).
Se I = (@_,m;) é o intervalo maximal de defini¢do da solucdo z : I — R, entdo (v. [Stml]) ¢ (¢) =
(t,z(t)) — dR? quando t — @-.

Observe entdo que a equagdo (7’ )2 =1— (vie** +vie %) nos diz que
0<1-— (2 22+ve Z).

Se vivy # 0, isso implica que z € limitada (inferior e superiormente). De fato, se ndo for limitada
inferiormente, entdo o termo v%e_2Z faz a expressdo ir para —eo. Analogamente, se nao for limitada
superiormente, o termo vie? faz a expressfo ir para —oo.

Mas entiio, para que tenhamos (z,z(t)) — dR? quando t — @., é necessério que I = (0w_, @, ) =

(—o0,+00), i.e. a solugdo z estd definida para todo 1 € R.

Subcaso 1.2: v} #13.

Da equagao (z’)2 =1- (v%ezZ +v%e_2z) vem que
= 0<1- (V%ezﬂ—v%e*zz)

— 0<eF— ( 2€4Z+V2) —? (e2Z — 1) (ezz — —2>
1

Assim,
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2 2
J sez>0,entﬁo—v%(ezz—1)<0 — ezz—t—%SO — ezz§:—% —
1 1

= |v| < n2l.

Y2
Vi

v
lnv

| <

2 2
* sez<0,entio -7 (¥ —1) >0 = 0<e*—3 = 3 <e¥
1 1
2l<]
V1

= || < |v1].

z < 0. Em particular, isso implica In |2

Reciprocamente, as observagdes acima dividem o nosso problema em dois casos possiveis:

* se [vi| < ||, entdo devemos ter 0 < z(¢) <In ;2

< z(t) <0, paratodor € R.

* se [v2| < |v1|, entdo devemos ter In |2

Se |vi| < |2, entdo z”(0) = v3 —vZ > 0. Isso implica que 7' é estritamente crescente numa
vizinhanga de 0, sendo que estamos no caso em que z' (0) = 0.

Segue dai que existe um intervalo aberto / (que podemos supor maximal) em torno de O com a
propriedade de que = 0 € o tinico ponto sobre o qual 7/ () = 0.

Isso implica que 7' € positiva sobre a parte de I que estd a direita de 0 e negativa na parte a

esquerda.
Suponha por exemplo que / é limitado, digamos I = (a,b), com a,b € R.

Em particular, devemos ter 7/ (b) = 0. Da equagio (£/)* = 1 — (v}e* +13¢~%) vem que
0=1- (v%ezz( ) —I-V%e_zz(b)) .

(b) = 0, entdo pelo teorema do valor médio,

Isso implica que z(b) =0 ou z(b) =In ;2

existe ¢ € (0,b) tal que 7/ (c) = )=20) 0, uma contradi¢do com a propriedade da qual / € maximal.

b—O
vy —,2_
V1 )_Vl
2
v; <O0.

Segue daf que 7' estd numa “vizinhanga decrescente”e deve ser negativa a direita de b.

Portanto, devemos ter z (b) =

Y2

v ) —i—v%exp (—2111

Temos entdo que 7/ (b) = v%ezz +v3e 20 = —yZexp (Zln

Lema C.3. A integral

/lnvz/v1| 1 J - R
z=1p € Ry
0 \/1 — (VieX +vie %)

estd bem definida, i.e. ndo explode.

1
\/1 — (v%ezzﬁ—v%e*zz) '

Considere a série } ;| ax, sendo
f ((1 . 2*<’<+1>> In

Demonstragdo. Denote f (z) =

V2
Vi

ay = 2~ kD1 ¥

)

Vi
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Essa série t€ém a propriedade (na verdade, foram construidas geometricamente com esse intuito)

(1-2-(+1)1n| 2
ﬁln a2

2

de que

f(2)dz < iak
k=1

by n o
G(by) = ﬁn f@dz< Y ax <Y ap <+oo

Vv
3In| ;% k=1 k=1

V1

fR)dz < Y ap <Aoo
k=1

/(@) i

Mostremos que essa série é convergente e, portanto, a integral (parte a direita da figura) € finita.
A parcela a esquerda € simétrica.

Facamos o teste da razao:

V2

2 (k+2)qp |2
Vi

w2 g ((1 _ 2*<k+2>) In
v ¢ ((1 — 2~k I

viexp (2 (1—2-(+D)1n m

) f ((1 —2*(k+2>) In

) B 2f<(1_2—(k+1))1n v

) +v%exp <—2(1 —2—( k“

Af+1 Ak+1

Y2
Vi

V2

n:—f>+v%exp<—2(1—2 (k+2)) In

n :—f >+V%exp (—2(1 —(k+1) )

2\ 1 (hexp (2(1- 2762 |2 ]) +3exp (2 (1-2-62)) n 2 )
_ 1Ak
2\ f2(k)

Mas esse limite ainda é uma indeterminagao, do tipo 8
Aplicaremos a regra de L’Hospital sobre a varidvel k (considerando agora uma varidvel continua).
Primeiramente lembramos que, se a > 0, b # 0, entao

d bx  _ d Ina bx_ d (Ina)bx\ _ (Ina)bx
= () = () =blnaye

= b(Ina)a™.
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Assim
@ = (1 (e (22 e mf]) e (-2 )l
) 112 ((1n2)2-®+) in| 22 exp (2 (1- 276+ ) n | 2)
- (+v2<1 <1n2 k+1)>1n1 )exp( (1 2- (k+1))1 )
i ) W exp 2<1 - k+1> )
= —2((n2)27 D) . (_vlexpg_z(l 2 <k+1>)1n f))
2 20 (reles-2 ) (-
(A on(e( )
- (+V%1< <(ln2) k+2)> )exp< (1 2~ (k+2))hlz—f>
i ) W exp 2<1_2 (k+2)>1n V_2)
- afumreenyulz|( eI )
Segue que
v viexp (2 (1 -2+ )n|2
. —2 ((ln2)2_(k+])>ln n ( _V%exp ég (12(k+?)>lnlz—f>> )

lim jj’; = lim

kvee T2 (K) koo viexp (2 (1 — 2*("*2)) In|¥
—2((In2)2-(+2))n|22

—viexp (2 (1 — 2_(k+2)> In

: hmz(:;:zzézszf;t;z)m>2>)
)

w( vlexpgz@ 2 =)l
),

—viexp (-2 (1 2" (k+2))ln
20)

2 (vl exp <21n o
<v% exp (2 In %

2

2|
2(\/1 o
2V22

) vzexp ( 2In|:2

) vzexp< 21n
2)
2 2
_22™N
‘2) vy —vi

2

V1

2 (V2

Vi

= 2

Note que estamos no caso em que v% — v% # 0.
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LAk 1 fi(k)
- M w2\ s w
L ik
2 klgr"t%fz(k)

1
= 5\/§<1

Segue dai que

Ap4-1
ag

lim

k—boo

Segue que a referida série € convergente. Como essa série limita por cima a drea sob a curva do

grifico de f, isso prova que aquela integral € finita. 0

Vamos definir z, de uma forma bastante geométrica, assim como € feito, por exemplo, para fungdes
trigonométricas.

Considere 7 € R qualquer. Existe um tnico intervalo da forma I}, = [kTp, (k+ 1) Tp), com k € Z,
tal que ¢ € I;. Se k € par, tome z(¢) € [0,In

Y2
Vi

) tal que

1

/Z(t)
O /1= (et +13e)

du=t—kTy € [0,Tp)

Se k ¢ fmpar, tome z(t) € (0,In| 32

| tal que

hl‘Vz/vll 1
/ du=1t—kTy € [0,Tp)
2(1) \/1 — (V2 4 12e )

Dessa forma, definimos z : R — [O, In 5—?

} implicitamente. Note que estd bem definida pois, em
cada caso, existe tnico valor z () que satisfaz as condigdes requeridas.

Definida dessa forma, z €, em particular, periddica com periodo 27j.

Verifiquemos que ela € solucao do problema.

Sejat € (kTp, (k+ 1) Tp) (i.e. t estd no interior o intervalo Ij.).

Se k € par, entdo, numa vizinhanca de ¢ vale que

1

/Z(t)
O /1= (e +r3e)

Derivando essa equacdo obtemos

du =1 —kTy.

1
\/ 1 — (12e200) 4y2e-20)

Z()=1

Donde

¢ (1) = /1~ (220 13 2:00)
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Note que, comot € I, temos que z (1) € <0, In

donde 7' (r) # 0. Elevando essa equagdo ao quadrado, obtemos
(£ (0)7 =1 (X0 41370
Derivando novamente,
22/ (1) 2" (1) = =22/ (1) (V}eX () —v3em20)

Como 7' (t) # 0, obtemos
()= <V%€22( ) — v%e_zz(’)>

Portanto, nossa equacao € satisfeita em .

Suponha agora que k € impar. Entdo, numa vizinhanga de ¢ vale que

/ln|v2/v1 1 4 T
u=t-—«klyp.
W 1= (e vge )

Temos

Infva/v1] 1 2(1) 1
/ duz—/ du=1- KTy,
o(r) \/1 — (vie? +vie2u) In|vy /1| \/1 — (v3e2 4 v3e2)

Agora podemos derivar em ¢ e escrever
—1

Z()=1
1= (e 4 3e20)

Donde

()=~ \/1 — (Ve 4y2e~2(0)

V2

Note que, comot € I, temos que z () € <0 In

2 ) de forma que \/1 — (v3e2t) 4136~ %)) £ 0,

) de forma que \/1— 1e22(1) +yZe=221)) £ 0,

donde 7/ (1) # 0. Elevando essa equagdo ao quadrado, podemos repetir os passos do caso anterior e

concluir que a equagdo também € satisfeita neste caso.

Sobre os pontos da forma ¢ = kT, k € Z, vemos que as derivadas de cada lado de ¢ existem e

ambas tendem a zero quando nos aproximamos de 7, de forma que 7’ (1) = 0 (as derivadas sdo =+ as

raizes quadradas, que vao a zero pois z se aproxima de um zero de seu argumento).

Quanto a segunda derivada, vemos pelo que fizemos acima que os limites de cada lado também

conversam bem entre si.

Por fim, chequemos as condi¢des iniciais. Temos 0 € Iy = [0,Tp) e z(0) = 0 é o tnico valor que

satisfaz
1

/Z(O)
0 \/1 — (V%ezu + V%e‘zu)

Portanto, z(0) = 0 e a primeira condi¢do inicial estd satisfeita.

du =0—0Tp.




306 Apéndice C. Estudo das geodésicas no espaco Sol

Como ja observamos, 7’ (O) =0.

O outro caso em que In |2

Mais precisamente: neste caso, temos z(f) € [ln

W ,0} como sendo tal que

0 1
h : = duecR;.

Infva /v | \/1 — (V2 4126 20)

du = t—kTp€0,Tp), set € [kTy, (k+ 1) Tp) com k par

[ :
2(t) \/1 — (V%ezu + v%e‘z")
1

/z(t)
Infva /1] \/1 — (et 4 12e )

du = t—kTp€0,Tp),set € [kTp, (k+ 1) Tp) com k impar

Caso 5. Subcaso2: v3 # 0.

Resta apenas este caso, i.e. v% < 1 com vivy # 0 e com v3 # 0 ou equivalentemente v% < 1 com
2R A %] 75 0.
Denote r =1 —v3 e observe que 0 < r < 1 e vi +v3 =r.

Note que
= vi+n<l
— v% —-1< —V%
== 4v1 4v1 < 4v1v2
— 4v1—4v1+1<1 4v1v2
— 0< (1-20)7 < 1-4}3
— ’1—2vﬂ<\/1—4v%v%
2
= 1-2v1<y/1-43
= 1—/1-dh3 <]
1—4/1 —4\/%\/%
— 5 <1
2vy
1 1—4/1 —4v%v%
— Z_:=—-In <0
2 ZV%
Por outro lado,
— v%—i—v% <1
- v% —-1< —v%
— 4V1 —4V1 < 4V]V2
— 4V1 —4V1 +1 < 1 4V1V2
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— 0§(1—2v1) < 1—4vv3
- ‘1—2vﬂ<\/1—4v%v%
= 2v%—1<\/1—4v%v%
= 2v%<1+1/1—4v%v%
1—{—\/1—4\/%\/%
— 1< 5
2vy
1+4/1—4vh3
== 0< =1 =Z
<3 22 *

Denote f(z) =1— v1 exp (2z) +v3exp (— )) Note entdo que

l—4v1v2 5 1:|:@/1—4v1v2

f(Ze) = 1—[viexp +viexp [ —In

_ 2
1 4v 2?2

2vi 144 /1— 422
1£4/1—4v}3 , 2v%<1$1/1—4v%v%>

2

2v] (1 /1-433) (17/1-4%3)
1 1-ah3) (23 (15 /1-4%3)

= 1—-|Ww +v;
2v? (1—(1—4v1v2))
(1= . (15 /1-4%3)
= 1—|v v
! 2v? 2 2v3

1+4/1—4vh3 1F4/1—4v]h3

- 1-
2 + 2

= 0.

De forma semelhante ao caso anterior, z (¢) pertence ao intervalo [Z_,Z.].

A integral

dz>0

Zy
To— /
\/1 (vieX +vie %)

esta bem definida. Denote ainda

dz

= / \/1 2z+vze—22)

I, : = [kTo—l‘m(k—}-l)T()—t())
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Caso v3 > 0: Definaz: R —[Z_,Z ] por

dz=t+1ty—kTy, set € Iy, se k é par

fZ_ \/1 +vze_2

\/ 1— ezz +vze*2

z(t) étal que

dz—t+to—kTo, set € Iy, se k é impar

z esta bem definida:

Set € Iy, entdo t + 1o — kTp € [0,Tp). Portanto, se k é par, existe dnico z(¢) € [Z_,Z,.) tal que

1

/z(z)
Z 1= (e 403ex)

dz =t+1ty—kTy.

Se k é impar, entdo ¢ + 1y — kT € [0, Tp). Portanto, existe dnico z(¢) € (Z_,Z.] tal que

1

L
(1) \/1 — (v%eZZ +v2e*21)

dz=t+1ty—kTy

De forma semelhante ao caso anterior, vai satisfazer a equacdo 7’/ = v%e‘2Z v%e Quanto as

condig¢des iniciais, teremos
1

t = OEI():>/ dz=t+1ty—kTy =1y
\/1 _ 62z_|_v2€—21)

= z(0)=0
Z(0)
\/1 _ 2 e22(0 _|_ v 672z(0))

=4/1— (v +v3) =1/v}=v3 pois v3 > 0.

Para definir z no caso em que vz < 0, basta permutar na defini¢cdo acima as palavras “par’e

=1

Como0 € [, temos

“{mpar”.
Observacao C.4. Todos os casos podem ser unificados”da seguinte forma. Permitindo que Z_ e Z;

sejam —oo, +o0, em todos os casos z () pertence ao dominio da fungio

1
\/1 — (v%e2Z + v%e_zz) .

A funcdo solucdo z () oscila neste dominio de forma que a “area orientada percorrida sob a

fz):=

curva’seja o préprio pardmetro ¢. Se o intervalo [Z_,Z.] é limitado (a saber, quando v{v, # 0),

entdo z € periddica.

Finalizamos a se¢do com o caso em que a geodésica parte de um ponto qualquer, ndo necessaria-
mente da origem.

Considere p € Sol um ponto qualquer e v = 213:1 viE; (p) um vetor em T}, Sol.
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Seja y(t) = (x,y,2) () a geodésica partindo da origem (que estudamos ao longo da se¢do) com
Y (0) = Y2_, v;E; (0). Considere entio 7: R — Sol definida por

7(@) =pxy(t).

Verifiquemos que 7 € a geodésica que buscamos. Temos

7@t) = pxy(t)=(p1,p2,p3)* (x(t),¥(t),z(r))
= (p1+e”3x(t),p2+e*p3y( D3 +2( ))

= 7(0) = (p1+ex(0),p2+e 7y (0),p3+2(0))
= (p1,p2,p3)=p

= 7(0) = (" (0),e7y'(0),2'(0))

= (ep3v1,e_p3vz,V3)

= v(e,0,0)+v> (e73,0,0) +v3(0,0,1)
3
= Y viEi(p) =
i=1

Além disso, 7 é geodésica pois € imagem de uma geodésica por uma isometria (translacdo a
esquerda por p).
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