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Resumo

O aprendizado nao supervisionado de métricas consiste na construcao de fun-
coes adaptativas de distancia sem o conhecimento dos rétulos das classes e visa
melhorar tanto o agrupamento quanto a classificagao supervisionada de padroes.
Normalmente, este processo pode ser realizado por miiltiplos algoritmos de apren-
dizado de variedades, através da reducao de dimensionalidade nao linear. Recen-
temente, um novo algoritmo, conhecido como K-ISOMAP, foi proposto para esta
finalidade. Ele utiliza medidas baseadas em geometria diferencial para substituir
a distancia euclidiana por medidas baseadas na curvatura local no método ISO-
MAP. Trata-se de um método que utiliza conceitos da geometria diferencial para
construir uma funcao de distancia intrinseca que mede as variagoes dos espacos
tangentes locais ao longo dos caminhos mais curtos no grafo k-NN, motivado pelas
equacoes de Frenet-Serret e a no¢do de curvatura. Este trabalho consiste em in-
vestigar a qualidade dos agrupamentos obtidos via GMM apés o mapeamento dos
dados para espagos de menor dimensao. Os resultados sobre diversos conjuntos
de dados sugerem que o método K-ISOMAP ¢é capaz de produzir agrupamentos
melhores do que os produzidos pelo algoritmo ISOMAP padrao, sendo competitivo

em relagao ao estado-da-arte em aprendizado de métricas e variedades.

Palavras-chave: ISOMAP, curvatura, aprendizado de métricas nao supervisio-

nado, aprendizado de variedades, reducao de dimensionalidade, agrupamento.






Abstract

Unsupervised metric learning consists of constructing adaptive distance func-
tions without knowledge of class labels and aims to improve both clustering and
supervised pattern classification. Typically, this process can be performed by
multiple manifold learning algorithms, through nonlinear dimensionality reduc-
tion. Recently, a new algorithm, known as K-ISOMAP, has been proposed for this
purpose. It uses differential geometry-based measures to replace the Euclidean
distance with measures based on local curvature in the ISOMAP method. This
method uses concepts from differential geometry to construct an intrinsic distance
function that measures the variations of local tangent spaces along edges in the k-
NN graph, motivated by the Frenet-Serret equations and the notion of curvature.
This work investigates the quality of the clustering obtained via GMM after map-
ping the data to lower-dimensional spaces. The results on several datasets suggest
that the K-ISOMAP method can produce better clustering than those produced
by the standard ISOMAP algorithm, being competitive with the state-of-the-art

in metric and manifold learning.

Keywords: ISOMAP, curvature, unsupervised metric learning, manifold learning,

dimensionality reduction, clustering.
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Capitulo 1

Introducao

A habilidade de associar similaridades entre diferentes objetos tem sido uma
questao latente no aprendizado de maquina desde sua concepc¢ao. Para medir simi-
laridades, é necessario introduzir uma métrica de distancia que permite estabelecer
quando um objeto é mais similar a outro. Métodos para aprendizado de métricas
via reducao de dimensionalidade buscam aprender uma métrica ou distancia mais
apropriada para dados em um espaco de alta dimensionalidade (BELLET; HA-
BRARD; SEBBAN, 2014). Esses métodos sdo importantes, pois muitas vezes os
dados nao estao bem representados no espago original, o que prejudica o desem-
penho de algoritmos de agrupamento e classificacdo. A escolha de uma métrica
inapropriada pode levar a uma degradacao no desempenho dos modelos, enquanto
aprender uma métrica mais adequada pode melhorar a separagao entre classes, a

identificacao de padroes e a generalizacao dos modelos (LI; TTAN, 2018).

Nos ultimos anos, houve um consideravel interesse na analise e processamento
de dados em espacgos de alta dimensdao. A ideia mais aceita parte da intuicdo
de que dados sao gerados por sistemas estruturados com, potencialmente, muito
menos graus de liberdade do que a dimensao ambiente sugere. Assim, diversos

pesquisadores tém explorado o caso em que os dados residem em ou proximo a
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uma variedade do espaco ambiente (MEILa; ZHANG, 2023). O objetivo é estimar
propriedades geométricas e topoldgicas a partir de dados situados sobre a variedade
desconhecida. Esta consideracao alavancou a criagdo de uma area de pesquisa,
chamada de aprendizado de variedades, focada em descobrir tais estruturas. Entre
os pioneiros da area, estao os métodos LLE e ISOMAP. Estes mostraram como
era possivel recuperar a variedade dentro do espaco euclidiano de dados, tanto
localmente quanto globalmente. Essas técnicas encontraram aplica¢oes diversas em

problemas de classificagao, agrupamento, recuperacao de informagoes, bioquimica,
fisica e mineracao de dados (BELLMAN, 2003).

Sobre um ponto de vista vetorial, a alta dimensionalidade tem efeito direto
sobre a nocao de distancia, implicando que padroes proximos estarao sempre dis-
tantes entre si. Como consequéncia, técnicas que funcionam eficientemente em
baixa dimensao se tornam ineficazes em alta dimensao, devido a dificuldade em
capturar relagoes significativas entre os dados. Neste contexto, o efeito negativo
causado pelo aumento do nimero de dimensoes é conhecido como maldicao da
dimensionalidade (NEGRI, 2021). Para contornar este problema, é sugerida uma
reducao no nimero de dimensoes do espacgo de atributos, de forma a preservar o
maximo de informacgoes originais possiveis. Este processo, chamado de reducdo
de dimensionalidade, é utilizado como um passo no pré-processamento de dados
e também auxilia na selecao de atributos relevantes para o problema. Métodos
de reducao de dimensionalidade fazem parte de classes de métodos mais gerais,

conhecidos como aprendizado de métricas e aprendizado de variedades.

Embora sejam areas distintas, o aprendizado de métricas e o aprendizado de
variedades estao correlacionados e possuem relacao direta com algoritmos de agru-
pamento. Em sua esséncia, o agrupamento envolve organizar pontos de dados
semelhantes em grupos, utilizando fungoes de distancia para descobrir padroes na-
turais ou similaridades que podem existir no conjunto de dados. O mais simples
dos algoritmos de aprendizado de métricas ¢ o algoritmo k-NN. Com ele, é possivel
induzir uma topologia no conjunto de dados de acordo com os vizinhos obtidos.
Embora a distancia euclidiana global possa nao resumir propriedades importantes
disponiveis nos dados, a distancia euclidiana local no grafo k-NN serve de suporte
para a maioria dos métodos de aprendizado de métricas e variedades. Em espe-

cial em dados de alta dimensionalidade, a busca por distancias e espagos onde
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as nogoes de similaridade ou localidade sejam preservadas e melhoradas é o foco
principal das duas dreas (SUAREZ; GARCiA; HERRERA, 2021).

E conhecido que, no caso de amostras finitas, existe uma dimensionalidade
6tima d* de varidveis cuja acuracia média de classificagdo supervisionada é maior
(HUGHES, 1968). Embora a questdao da dimensionalidade seja de suma impor-
tancia, ela necessita de métodos adequados de aprendizado de métricas e redugao
de dimensionalidade, além da boa descricdo da tarefa e das hipdteses sobre os
dados de entrada. O algoritmo ISOMAP (TENENBAUM; SILVA; LANGFORD,
2000) foi um dos primeiros a considerar um aprendizado de métricas local e global.
Depois, vieram algoritmos como Laplacian Eigenmaps, t-SNE e UMAP que hoje,
junto com o ISOMAP, compoem o estado da arte dos algoritmos de aprendizado

de métricas.

Figura 1 — Diferenga entre as distancias (a) euclidiana e (b) geodésica em um grafo
que representa a superficie S.

Uma grande limitacao dos algoritmos de agrupamento tradicionais é a forte
dependéncia da distancia euclidiana. Muitos algoritmos, como K-Means, utilizam
essa métrica para particionar dados em grupos com base no conceito de proxi-
midade. Embora a distancia euclidiana se alinhe bem com a suposicao de que

pontos dentro do mesmo cluster devem estar mais proximos uns dos outros do que
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de pontos em clusters diferentes, essa dependéncia apresenta desafios em cenarios
onde os dados exibem relacionamentos nao lineares e complexos. Nesses casos, a
distancia euclidiana pode nao capturar com precisao as similaridades subjacentes,
limitando a eficacia dos algoritmos de agrupamento.

Consequentemente, o desenvolvimento de métricas de distancia adaptativas que
suportam diversas estruturas se tornou uma area ativa de pesquisa. O aprendizado
de métricas compreende um arcabougo de teorias e técnicas que capturam relagoes
geométricas intrinsecas de conjuntos de dados. Sob a influéncia da maldi¢ao da
dimensionalidade, ¢ comum assumir que os pontos de dados estao imersos em um
espaco de alta dimensao, geralmente com uma dimensao intrinseca significativa-
mente menor. Essa abordagem, conhecida como hipdtese de variedade, é frequen-
temente valida em aplicagoes do mundo real, e possui a capacidade de melhorar

o desempenho de varias tarefas de aprendizado de maquina, incluindo classifica-

¢do, agrupamento, recuperacao de informagoes e mineracao de dados (CARTER;
RAICH; AU2, 2008).

LB m e Co e e e |

LI L e pe e e e e

(a) (b)

Figura 2 — Diferenga entre as distancias (a) euclidiana e (b) geodésica em um grafo
que representa a superficie S.

O aprendizado de métricas também representa uma mudanca de paradigma

no aprendizado de maquina, visando descobrir automaticamente uma métrica de
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distancia apropriada diretamente dos dados, sem depender de informagoes rotu-
ladas. Essa abordagem é fundamental em cenarios onde os rétulos do problema
estao ausentes, aproveitando a estrutura intrinseca dos dados para aprender simi-
laridades significativas. Os Modelos de Mistura Gaussiana (GMM), por exemplo,
utilizam a distancia de Mahalanobis e a abordagem probabilistica para generalizar
o K-Means, permitindo que os grupos detectados assumam formas mais flexiveis
além dos padroes circularmente simétricos (MAHMOOD; MEHMOOD; AL-ESSA,
2023).

Nos ultimos anos, a incorporagao de conceitos da geometria diferencial em mé-
todos computacionais tem trazido beneficios significativos para diversas areas da
ciéncia. Em processamento de imagens e visao computacional, conceitos de fluxo,
curvatura e tensores foram aplicados para segmentacao, deteccao de bordas, reco-
nhecimento de objetos e reconstrucao 3D. No aprendizado de maquina, a geometria
diferencial fundamenta métodos de aprendizado de métricas, aprendizado de vari-
edades e aprendizado profundo. No caso especifico do aprendizado de métricas e
aprendizado de variedades, o horizonte se mostra promissor, pois a geometria dife-
rencial oferece diversas ferramentas para lidar com questoes de métrica, dimensao
e forma em espagos generalizados.

Recentemente, o K-ISOMAP foi proposto como um algoritmo de aprendizado
de métricas nao supervisionado baseado em conceitos da geometria diferencial.
Sendo um método de reducao de dimensionalidade nao linear inspirado pelo ISO-
MAP, ele utiliza a variacdo do espaco tangente ao longo das arestas do grafo
para construir uma funcao de distancia intrinseca. Matematicamente, tal variacao
diz respeito a curvatura. A principal vantagem do K-ISOMAP sobre o ISOMAP
regular é a robustez da funcao de distancia proposta contra outliers e seu po-
der discriminatério em espagcos de alta dimensao em comparacao com a distancia
euclidiana. Sabe-se que pontos de alta curvatura desempenham um papel domi-
nante na percepgao de forma por humanos (CHETVERIKOV, 2003). E com isso,
varios métodos de aprendizado de maquina e reconhecimento de padroes nao su-
pervisionados tem comecado a considerar esta informacao geométrica intrinseca
(RENGASWAMI; BOURNI; MAROULAS, 2024).

Neste trabalho, aplica-se 0 K-ISOMAP para aprender fungoes de distancia

adaptativas em agrupamento por GMM. Sua significancia estatistica em relagao
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ao ISOMAP padrao e outros métodos do estado-da-arte é testada e analisada.
De acordo com os resultados, foi constatado que é possivel melhorar a qualidade
de grupos em comparacao com o ISOMAP. Em relacdo ao estado-da-arte, o K-
ISOMAP é competitivo, também se mostrando superior em muitos cenarios. Sendo
assim, faz-se necessario dissertar sobre a relagdo intrinseca entre aprendizado de
métricas e agrupamento de dados. Estudando como a incorporacao de funcgoes de
distancia adaptativas baseadas na curvatura local pode ajudar a encontrar grupos,
o presente trabalho também destaca dire¢oes que o K-ISOMAP pode seguir.

A estrutura estd organizada da seguinte forma: o capitulo 2 apresenta os tra-
balhos relacionados que norteiam as dire¢oes futuras do trabalho. O capitulo 3
fundamenta os conceitos principais do aprendizado de variedades, aprendizado de
métricas e agrupamento de dados utilizados no trabalho. O Capitulo 4 descreve
e analisa o algoritmo K-ISOMAP. O Capitulo 5 apresenta a metodologia do ex-
perimento, da qual diversos conjuntos de dados sao testados, junto da avaliagao
dos agrupamentos e da aplicagdo do testes de hipdtese. Por fim, o Capitulo 5 traz
as consideragoes finais, destacando as contribui¢oes do trabalho e apontando as

possiveis dire¢oes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Trabalhos relacionados

A Curvature Based Isometric Feature Mapping (LEVADA, 2022)
O algoritmo K-ISOMAP proposto aplica conceitos de geometria diferencial para
extrair informacoes intrinsecas de uma variedade de dados. Baseando-se nas equa-
coes de Frenet-Serret e na nocao de curvatura, o método consiste na criacao de um
grafo k-NN, chamado K-grafo, cujos pesos das arestas sao calculados a partir de
um vetor de curvaturas. Este vetor representa a extracao de informagao geométrica
local a partir da variacao dos espacos tangentes em cada vértice. Em sequéncia,
é aplicado o processo do ISOMAP padrao: encontram-se os caminhos minimos
do K-grafo e a versao de baixa dimensao do conjunto de dados que preserva as
minimas distdncias. Experimentalmente, o K-ISOMAP mostrou-se vantajoso ao
ser capaz de aumentar a performance de tarefas de classificacio, se comparado a
algoritmos de aprendizado de métricas e redugao de dimensionalidade do estado-
da-arte. A evidéncia empirica de que quanto maior a curvatura da aresta, maior o
custo para se caminhar de um extremo a outro da aresta, sugere que regioes de alta
curvatura podem ser vistas como regides de decisao. Assim, o K-ISOMAP motiva
diretamente aprofundamento no estudo das relagoes do aprendizado de métricas

com geometria diferencial em problemas de classificao e agrupamento.
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Curvature-based Clustering on Graphs (TIAN; LUBBERTS; WE-
BER, 2023) Em tarefas de detec¢ao de comunidades em grafos, diversos métodos
tém explorado a geometria do grafo para identificar subestruturas densamente co-
nectadas que formam clusters ou comunidades (podem pertencer a mais de um
grupo). Em particular, estudos recentes propdem algoritmos que utilizam curva-
turas de Ricci discretas e fluxos geométricos associados, nos quais os pesos das
arestas do grafo evoluem para revelar a estrutura comunitaria. Esses algoritmos
sao analisados tanto para deteccao de comunidades de filiagdo tnica, onde cada
no pertence a uma unica comunidade, quanto para deteccao de comunidades de
filiacdo mista, onde comunidades podem se sobrepor. Para o caso de filiacao mista,
o uso do grafo linha (dual) é sugerido como uma abordagem vantajosa. Evidéncias
tedricas e empiricas sao apresentadas em favor da eficacia dos algoritmos baseados
em curvatura. Além disso, os autores discutem a relacdo entre a curvatura de
um grafo e a de seu grafo dual, possibilitando uma implementacao eficiente da
deteccao de comunidades com filiacdo mista, contribuindo também para a andlise

de redes baseada em curvatura.
Spectral Curvature Clustering (SCC) (CHEN; LERMAN, 2009) Este

trabalho situa-se sobre o hybrid linear modeling, que assume que um conjunto de
dadods pode ser aproximado por uma mistura de variedades lineares com um grau
de propabilidade entre cada uma. O método utiliza a curvatura polar para calcular
a matriz de afinidade dos dados, aprimorando o desempenho de uma estrutura de
agrupamento espectral voltada para a segmentacao de subespacos afins. Especifi-
camente, o artigo propoe um procedimento de amostragem iterativa para melhorar
a estratégia de amostragem uniforme, um procedimento preciso de inicializacao
para o K-means e uma estratégia simples para isolar outliers. O algoritmo re-
sultante, denominado Spectral Curvature Clustering (SCC) possui complexidade
linear, e é apoiado por uma teoria que justifica seu desempenho bem-sucedido,
orientando escolhas praticas do mundo real.

Kernel Spectral Curvature Clustering (KSCC) (CHEN; ATEV; LER-
MAN, 2009) Embora o problema geral de modelar dados como misturas de
variedades seja extremamente desafiador, varias abordagens foram propostas para
modelar dados como misturas de subespagos afins, incluindo o SCC. Na verdade,

este trabalho é uma generalizagdo do SCC utilizando o kernel trick. O algoritmo
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resultante, denominado Kernel Spectral Curvature Clustering, utiliza kernels em
dois niveis — tanto como um método de embedding implicito para linearizar va-
riedades nao planas quanto como um método fundamentado para converter um
problema de afinidade variado em um problema de clustering espectral. A efi-
cacia do método é demonstrada através de comparacoes com outros métodos do

estado-da-arte, tanto em dados sintéticos quanto em um problema real.

Nonlinear Dimensionality Reduction for Clustering (TASOULIS; PA-
VLIDIS; ROOS, 2020) Este trabalho propde uma abordagem nao linear para
o agrupamento hierdrquico, sendo capaz de identificar clusters em variedades nao
lineares. O método utiliza o ISOMAP recursivamente para mergulhar subconjun-
tos de dados em uma dimensao menor, em seguida realiza uma particdo binaria
projetada para evitar a divisao de clusters. Apresenta-se uma andlise tedrica das
condic¢oes sob as quais clusters continuos de alta densidade no espago original sao
garantidos como separaveis no caso 1-dimensional. Experimentos extensivos em
conjuntos de dados simulados e reais demonstram que algoritmos de clustering

hierarquico divisivo derivados desta abordagem sao eficazes.

Nonlinear subspace clustering using curvature constrained distances
(BABAEIAN et al., 2015) Técnicas de modelagem de multi-variedades estao
obtendo sucesso em inimeros problemas em visao computacional e mineragao de
dados. Métodos tradicionais de subespaco, como PCA, assumem que os dados sdo
distribuidos a partir de uma tnica variedade. No entanto, os dados podem estar
distribuidos em varias variedades (ou superficies) possivelmente. Isso motivou o
desenvolvimento de novas técnicas nao lineares para o agrupamento de subespa-
cos em dados de alta dimensionalidade. O método proposto neste trabalho tem o
objetivo de recuperar a estrutura de baixa dimensionalidade dos dados, focando
em realizar agrupamentos efetivos. Para isso, propoe-se uma restricao de curva-
tura para encontrar o caminho mais curto entre pontos de dados e, em seguida,
utiliza-la no ISOMAP para aprendizado de subespacos. O algoritmo seleciona ale-
atoriamente diversos nos de referéncia (landmarks) e verifica se existe um caminho
restrito por curvatura entre cada né de referéncia e todos os outros nés no grafo
de vizinhanca. A partir disso, ele constréi um vetor binario de caracteristicas para
cada ponto, onde cada entrada representa a conectividade daquele ponto a um

determinado né de referéncia. Esses vetores binarios podem ser utilizados como
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entrada em algoritmos de clustering convencionais, como o clustering hierarquico.
Os experimentos realizados em conjuntos de dados sintéticos e reais confirmam o

bom desempenho do algoritmo.

Ollivier’s Ricci Curvature, Local Clustering and Curvature-Dimension
Inequalities on Graphs (JOST; LIU, 2014) Neste artigo, explora-se a relacao
entre uma das propriedades mais elementares e importantes dos grafos, a presenca
e frequéncia relativa de triangulos, e uma nocao combinatoria de curvatura de
Ricci. Em analogia com as nogoes de curvatura na geometria Riemanniana, a
curvatura de Ricci é interpretada como um controle sobre a sobreposicao entre as
vizinhancas de dois vértices vizinhos. Assim, ela estd naturalmente relacionada a
presenca de tridangulos que contém esses vértices, ou mais precisamente, ao coefici-
ente de agrupamento local, que é a propor¢ao relativa de vizinhos conectados entre
todos os vizinhos de um vértice. Com base nisso, deriva-se limites inferiores para a
curvatura de Ricci em grafos em termos desses coeficientes de agrupamento local.
Também é explorado desigualdades de curvatura-dimensao em grafos, baseando-

nos em trabalhos anteriores de varios autores.

Multiple Manifold Clustering Using Curvature Constrained Path
(BABAEIAN, 2018) O problema de agrupamento de multiplas variedades é
uma tarefa desafiadora, especialmente quando essas superficies se intersectam.
Métodos disponiveis, como o Isomap, nao conseguem capturar corretamente a ver-
dadeira forma da variedade nas proximidades da intersecdo, pois assumem que
a variedade é conexa, resultando em agrupamentos incorretos para mais de uma
variedade. O algoritmo ISOMAP utiliza o caminho mais curto entre os pontos,
mas sua principal limitacdo, destacada neste artigo, esta na auséncia de uma res-
tricdo de curvatura, o que pode resultar na existéncia de caminhos entre pontos
em superficies diferentes. Este problema é abordado impondo uma restricao de
curvatura ao algoritmo de caminho minimos utilizado no ISOMAP. O algoritmo
proposto seleciona aleatoriamente varios nés de referéncia e, em seguida, verifica
se ha um caminho restrito por curvatura entre cada né de referéncia e todos os
outros noés no grafo de vizinhanga. A partir disso, é construido um vetor binario
de caracteristicas para cada ponto, onde cada entrada representa a conectividade
desse ponto com um determinado né de referéncia. Estes vetores binarios podem

entao ser utilizados como entrada em algoritmos de agrupamento convencionais.
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A Riemannian Approach to Graph Embedding (ROBLES-KELLY; HAN-
COCK, 2007) Este trabalho explora a rela¢ao entre o operador de Laplace-Beltrami
e o Laplaciano de grafos com o objetivo de realizar a imersdo de um grafo em
uma variedade Riemanniana. Utilizando as propriedades dos campos de Jacobi,
desenvolve-se uma matriz de pesos de arestas que reflete as curvaturas seccionais
associadas as geodésicas na variedade. Em superficies de curvatura seccional cons-
tante, as coordenadas de Kruskal sao utilizadas para calcular pesos proporcionais
as distancias geodésicas entre os pontos, permitindo a imersao dos vértices do
grafo na variedade. Uma técnica de centralizacao da matriz de Laplace possibilita
a obtenc¢ao das coordenadas de imersao a partir dos autovetores. Com essas coor-
denadas, tarefas de manipulagao em grafos, como o problema de correspondéncia,

podem ser realizadas.
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Capitulo 2. Trabalhos relacionados
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Capitulo 3

Fundamentacao Teérica

3.1 Conceitos de Geometria Diferencial

Nesta secao, busca-se apresentar de forma resumida a linguagem da geometria
diferencial moderna utilizada pelos métodos de aprendizado de métricas e varieda-
des. Conhecimentos prévios de célculo diferencial, dlgebra linear e topologia serao

assumidos pelo leitor. Para uma introducao aprofundada, veja (CARMO, 1992).

Definigao 3.1.1. (Variedade) Um conjunto M? é uma variedade diferencidvel
(ou simplesmente variedade) de dimensao d se for um espago topologico Hausdorff

e de base enumeravel tal que:

1. Para cada ponto p € M, existe uma aplicagdo ¢ e uma vizinhanga aberta
UC Mdeptal que o : U — o(U) C R?é bijetiva e tanto ¢ quanto ¢! sdo
suaves. O par (U, ) é chamado de carta, e o1 : p(U) C R? — M é chamada
de coordenada local. Assim, coordenadas locais associam suavemente pontos

em R? para pontos em M.

2. Para quaisquer dois pontos p,p’ € M e duas cartas (U, p), (V,¢) que os
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contenham, se U NV # (), entao a funcao de transicao entre as cartas
wodp i pUNV)—=op(UNV)

é suave e possui uma inversa suave. Isto significa que as mudancas de coor-

denadas locais nao distorcem vizinhancas.

Em resumo, uma variedade suave é um conjunto de pontos que localmente
se assemelha a um espaco euclidiano, embora globalmente isto nao seja valido.

Exemplos de variedades contemplam:
1. O préprio R? é uma variedade de dimensdo d.
2. Curvas planas ou espaciais sao variedades de dimensao 1.
3. Superficies em R? como a esfera e o toro sao variedades de dimensao 2.
4. O espago das matrizes quadradas M, (R) é uma variedade de dimensao n?.

Observe também que, mesmo com a existéncia de varias cartas para uma dada
variedade M, pela condigao (2) acima, a dimensao d deve ser a mesma para todos

os pontos em M. Assim, d é chamado de dimensdo intrinseca da variedade M.

(a) (b)

Figura 3 — Exemplos de variedades: (a) Superficie S: Uma variedade bidimensio-
nal sem buracos ou descontinuidades. (b) Hopf Link: Unido de dois
toros bidimensionais entrelagados. (¢) Cranio humano: Uma variedade
tridimensional com miiltiplas componentes conexas e buracos, desta-
cando a presenca de caracteristicas topologicas nao triviais.
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Observagdo (Unido disjunta de variedades). Seja {M;}¥_| uma colecio de varie-
dades suaves de dimensao intrinseca d, onde cada M; é uma variedade diferencidvel
e M;N M; = () para i # j. A unido disjunta M = U, M, pode ser munida de

uma estrutura diferencidvel que a transforma em uma variedade d-dimensional.

3.1.1 Espacgo Tangente e a Métrica Riemanniana

Outro objeto fundamental em geometria diferencial que fornece uma maneira
de compreender o comportamento local de uma variedade em um ponto especifico
é o espaco tangente. Intuitivamente, o espago tangente a uma variedade num
ponto captura a nogao de dire¢oes “infinitesimais” naquele ponto. Outra maneira
de ver o espacgo tangente é como uma aproximacao linear da variedade em um
ponto. Conceitos como distancias e angulos, ou seja, a geometria euclidiana, sao
transferidos de R? para as variedades com o apoio dos espacos tangentes. Para

comecar a estudar este objeto, é necessario entender o conceito de vetor tangente.

Um vetor tangente em um ponto pode ser pensado como um par (p,v) que
carrega duas informacoes: a topoldgica, que diz respeito a qual ponto o vetor é
tangente, e a parte vetorial, sendo o vetor que é tangente de fato. E representado
entao por uma flecha, fixada em p, com o modulo, direcao e sentido do vetor v.
Matematicamente, fixando p € M, considere uma curva suave « : (—¢,e) - M
tal que a(0) = p, para algum ¢ > 0. Um vetor tangente é definido como a
avaliacao de uma fun¢ao sobre uma curva « ao redor de p. A ideia é que, ao avaliar
diferentes fungoes sobre curvas em p, produzimos vetores de diferentes direcoes e
magnitudes, ditos tangentes. E a juncao destes objetos compreende o espacgo dos
vetores tangentes, um espago vetorial com uma base natural cuja dimensao é a
mesma da variedade. Para isso, considere D o conjunto das fungoes f : M — R

diferenciaveis em p.

Defini¢ao 3.1.2. (Espago Tangente) O vetor tangente d curva o em t = 0 é

uma funcao o/(0) : D — R dada por

o = 1o

t=0
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Um wvetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = (0 de alguma curva o com
a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é chamado de

espago tangente em p e serd denotado por T, M.

Pode ser mostrado, utilizando uma carta (U, ¢) ao redor de p com ¢ = (x1, ..., z4),
que o vetor a/(0) pode ser escrito em fungao a parametrizagao ¢:

/ = / 8

o/(0) =) (0)

i=1 Ox 1]t=0

Note que, 9/0x;|i—o é 0 vetor tangente em p da curva coordenada x;. Além disso, o
conjunto {%h:o}g:l forma uma base para o espaco vetorial 7},/M, consolidando-o

como um espago vetorial de dimensao d.

Definigao 3.1.3. (Diferencial) Suponha que f : M — N seja uma aplicacao de
uma variedade M C R? em uma variedade N' C R™. A diferencial df, : T,M —
TtpN de f em um ponto p € M é dada por

dfy(v) = (f 0 @)'(0),
onde «a : (—e, ) = M é qualquer curva tal que a(0) =p e o/(0) =v € TyuM.

Muitas quantidades em variedades se resumem a calculos sobre comprimentos
e angulos de vetores tangentes. Isto é possivel pois, em R™, o produto escalar
(v,u) = vTu ¢ suficiente para definir distancias por ||v — ul|* = (v — u,v — u), e
angulos, por Z(v,u) = cos ' ({v,u)/(||v||||u|])). Por exemplo, ao calcular o com-

primento de uma curva « : [a,b] — R™, note que na expressao

L (a) = / " S0, o (D). (3.1)

o produto interno em R implicitamente varia ponto a ponto, pois o vetor tangente
muda de origem para cada ponto da curva. Ou seja, estd sendo calculado em
T,R™ ~ R™. Riemann generalizou esta ideia, observando que qualquer matriz
A € R™™ definida positiva pode induzir um produto interno por uma forma
quadratica (v,u)s = v’ Au, onde u,v € T,M. Este produto interno, quando

definido para todo ponto em M é geralmente chamado de tensor métrico.
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Definicao 3.1.4. (Variedade Riemanniana) Uma métrica Riemanniana em
uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto
p de M um produto interno g, (isto é, uma forma simétrica, bilinear e definida
positiva) no espago tangente 7, M, que varia diferenciavelmente da seguinte forma:
Se ¢ : U C R® — M é uma carta ao redor de p, com ¢(x1,Z2,...,2,) = q € p(U)
e a%i(Q) = dz,(0,...,1,...,0), entdo gq(a%i(q), %(q)) = g¢;j(x1,...,2,) ¢ uma
funcao suave em U. O par (M, g) é chamado de variedade Riemanniana.

Vale observar que a métrica Riemanniana nao é a mesma coisa que a métrica
de distancia usual d(z,y). Na verdade, ela é uma ferramenta que permite célculos
de distancias e outros elementos geométricos intrinsecos na variedade. Para ver
isso, considere o caso de uma imersio ¢ : U C R? — M C R3 que representa
uma superficie. Naturalmente, surge a questao de como medir o efeito de ¢ sobre

vetores u,v € T,U de maneira intrinseca. De acordo com a métrica

9(u,v) = (dpp(u), dpp(v))

é possivel representar a métrica Riemanniana de M induzida pela imersao . Sendo
uma forma bilinear positiva-definida conhecida como primeira forma fundamental,
é representada por uma matriz 2 X 2, denotada por I. E se descrito seu comporta-
mento na base {0/0z;}, por bilinearidade, serd descrito seu comportamento sobre
todos os vetores. Com isso, é possivel expressar a primeira forma fundamental via

Jacobiana de ¢:
I(u,v) = {dp,(u), dp,(v)) = (Jou)" (J,v) = uT(Jngp)v para todo u,v € T,U.

Portanto, em forma matricial T = (J7)(.J,).
Em uma variedade Riemanniana, o comprimento de uma curva « : [a, b] - M

¢é obtido utilizando apenas métrica

£ho) = [ ator0) 00t (3.2)

O angulo que duas curvas se intersectam e volumes elementares gerados por dois
vetores tangentes também envolvem apenas a métrica. Naturalmente, as geodésicas
podem ser vistas como curvas de comprimento minimo entre dois pontos p,q em

M. Porém, sua interpretacao mais geral é a de uma curva a cujo vetor aceleragao
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a'(t) é perpendicular ao plano tangente da variedade. Isto é, o comprimento do
vetor tangente o/(t) é constante e igual para todo ponto em «. Nas aplicagoes em
aprendizado de métricas e variedades, é suficiente considerar a nogao de curvas que
minimizam distancias intrinsecas, o que leva a resolugdo de problemas de busca
em grafos.

Outro conceito de suma importancia na geometria Riemanniana, sendo muito

utilizado como hipdétese em métodos de aprendizado de variedades, é o seguinte:

Definicao 3.1.5. (Isometria) Considere M e N duas variedades Riemannianas.

Um difeomorfismo f : M — N é chamado de isometria se
(u,v)p, = (dfp(u),df,(v)) sy paratodo p € M, u,v € T,M.

Além disso, M é dito ser localmente isométrica a N se, para todo ponto p € M,

existe uma vizinhanga U de p em M e uma isometria f: U — f(U) C N.

A partir da definicao de isometria, observa-se que uma transformagao que pre-
serva a métrica entre duas variedades pode ser vista como uma forma natural
de preservar a estrutura geométrica subjacente. Esta ideia é central em diver-
sas abordagens de reducao de dimensionalidade em aprendizado de variedades,
onde se busca aprender um mergulho que mantenha as propriedades intrinsecas
dos dados. Dois exemplos importantes que emergem desse conceito sao o Locally
Linear Embedding (LLE) e o Isometric Feature Mapping (ISOMAP), ambos base-
ados na preservagao das distancias geodésicas e das relagoes locais entre os pontos

na variedade original.

3.1.2 Curvatura de Curvas

Neste trabalho aplica-se o conceito de curvatura de uma curva para calcular
medidas de similaridade entre padroes. Mesmo assim, vale a pena mencionar a
riqueza geométrica acerca do conceito de curvatura, fornecendo intui¢ées sobre
sua formulagdo sobre quaisquer variedades. Intuitivamente, a curvatura descreve
o quanto um objeto se curva. Quando considerada extrinseca, se refere a taxa

de mudanca de algum referencial, no caso o espaco tangente. Quando intrinseca,
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representa uma medida de o quanto uma regiao se desvia de ser um espaco eucli-
diano. Neste sentido, pode ser vista como uma descricao de como um objeto esta
situado no espago (CARMO, 2016).

3.1.2.1 O triedo de Frenet-Serret

Considere uma curva plana o parametrizada por comprimento de arco. Em
um ponto a(t), a curvatura mede a variagdo do angulo da tangente em «(t), ou

seja, mede o quanto a curva desvia de sua tangente no ponto a partir da expressao

sendo N(t) o vetor normal de a em «(t). Em uma curva qualquer, nem sempre a
o vetor aceleracao é normal, mas em curvas parametrizadas por compreimento de
arco, isto vale sempre. E portanto, k(t) = || (t)||. Desta forma, conseguimos ter
uma no¢ao se a curva estd virando para esquerda ou direita, em relagdo ao vetor
tangente o/(t). Se o ponto varia, tem-se uma fungao k(t) que mede o quanto (e a
dire¢do) que a curva desvia de sua reta tangente em cada ponto.

Se « esté situada no espaco ambiente R?, existe uma outra direcao na qual
a curva pode torcer, pois além de direita e esquerda, ha para cima e para baixo.
Por isso, nasce uma outra quantidade, chamada de tor¢ao. Sendo assim, é possivel
construir uma base ortonormal {7, N, B} que acompanha o movimento da curva «
em cada ponto, chamado triedo de Frenet-Serret. O vetor T' é o tangente a curva,
N é o vetor normal a curva e B é o produto vetorial entre 7" e N. Na busca da taxa

de variacao destes vetores de acordo com «, obtem-se as férmulas de Frenet-Serret
T = kN N =—-kT — 7B B'=71N.

onde k é a curvatura em «(t) a torgao 7(t) tal que B'(t) = 7(t)N(t). Estas
equagoes nao dizem apenas como se relacionam a curvatura e a torgao. Mais
que isso, elas dizem que: se integrarmos essas equagoes para encontrar {1, N, B},
dados a curvatura k e a torcao 7, é possivel determinar o formato da curva no

espaco. Na verdade, este é o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas:

Teorema 3.1.1. (CARMO, 2016) Dada uma curvatura (positiva) k(s) e uma tor-

cdo 7(s), existe uma parametrizacio regular o : I — R3 tal que s é o comprimento
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de arco, k(s) é a curvatura e 7(s) é a tor¢ao da curva. Além disso, se outra curva
satisfaz as mesmas condigoes, entao ela é obtida através de o por um movimento

rigido (translagdo, rotagao) em R3.

3.1.2.2 O frame de Darboux

Similarmente, é possivel obter um referencial para quando a curva estd situada
sobre uma superficie. Com o plano tangente e o vetor normal, é construido um
referencial analogo ao de Frenet, chamado frame de Darbouz. Dada uma curva «
parametrizada por comprimento de arco sobre uma superficie S. Seja {T, N, B} o
referencial de Frenet ao longo de «, onde T', N e B denotam os campos vetoriais
tangente, normal principal e binormal, respectivamente. No frame de Darboux,
o vetor tangente t(¢) = T'(¢) e o vetor normal unitario n(«(t)) formam os dois

primeiros vetores do frame. O terceiro vetor, dado pelo produto vetorial
b(t) = n(a(t)) A (1), (3.3)

¢ de fato tangente a superficie. E portanto, com o referencial {t,b,n} é possivel

mostrar que

t' = kb + Kun b’ = —k,t + 7,0 n' = —k,t — ;b
onde Ky, kg € T, sa0 a curvatura normal, curvatura geodésica e a torgao geodésica

da curva a na superficie M na direcao de t, respectivamente, definidas por
kn = (t,n), K, = (' b), 7,= (b n).

Do ponto de vista extrinseco da superficie, a curvatura normal da curva é preci-
samente como a magnitude da projegao de o”(t) sobre n. Ou seja, K, é 0o compri-
mento da projecao do vetor /() sobre o vetor normal a superficie em p, com um
sinal dado pela orientagdo n. A curvatura geodésica é vista como o comprimento
da projecao de ’(t) no plano tangente em p. Enquanto a tor¢ao geodésica mede
a variacao do plano tangente em relacao ao vetor normal em p.

Nos caso em que a curva possui curvatura geodésica zero para todo ¢, chama-se a
curva de geodésica. E no caso em que a curvatura normal é zero, a curva é chamada

de assintotica. Por sua vez, se a torcao geodésica é zero, a curva ¢ chamada de
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linha de curvatura, e representam as linhas cuja curvatura é a maxima ou minima
possivel. Mais ainda, dado que o vetor tangente a curva é o mesmo do frame de
Frenet-Serret, os vetores n e b sao uma rotagdo dos vetores normal N e binormal

B da curva a no plano ortogonal a t.

3.1.3 Curvatura de Superficies

Mais geralmente, pode-se considerar a aplicagdo normal
n: M — S?

chamada de aplicacdo de Gauss, que associa a cada ponto p da superficie a um vetor
normal n(p) unitario. Sua diferencial dn,, conhecida como operador de forma, ou
aplicagao de Weingarten, descreve a variagdo do vetor normal ao longo de uma
dada direcao tangente.

Como a variacdo de um vetor normal unitario nao pode ter componente na
dire¢do normal, dn,(v) é sempre tangente a superficie. Por isso, se o : I — M é

uma curva tal que a(0) = p, por definigao o/(t) € T, M. Além disso,
(/(t),n(a(t))) =0 para todo t € I.
Derivando esta expressao com respeito a t, por Leibniz, tem-se
(@ (1), n(a(t))) + (' (t), dnggp (a'(2))) = 0. (3.4)

O fato de que dn,, : T,M — T,M é uma aplicagao linear auto-adjunta nos permite

associar a dn, uma forma quadrética em 7,(S5)

IL(d/ (1)) = —(a/ (1), dngpy (o (1))) (3.5)

conhecida como sequnda forma fundamental. Em forma matricial, a segunda forma

fundamental pode ser escrita via Jacobianas de ¢ e n

Para uma interpretagao da segunda forma fundamental, Além disso, pelas equa-
¢oes acima, IL,(¢/(t)) = k,(p). Em outras palavras, o valor da segunda forma fun-

damental II,, para um vetor unitdrio v € 7,(S) ¢ igual & curvatura normal de uma
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curva regular que passa por p e é tangente a v. Em particular, obtem-se o seguinte
resultado: Todas as curvas que estao em uma superficie M e tém, em um ponto
dado p € M, a mesma linha tangente, possuem neste ponto as mesmas curvaturas
normais.

Considerando todos os vetores tangentes possiveis em p, os valores maximo e
minimo da curvatura normal em um ponto sao chamados de curvaturas principais,
K1 € ko, e as direcoes dos vetores tangentes correspondentes sao chamadas de
direcoes principais. Na verdade, pode ser visto que as diregoes principais sao os
autovetores de dn,, assim como as curvaturas principais sao os autovalores de dn,,.
E a partir das equagoes de Weingarten, é possivel obter uma versao matricial do
operador de forma

dn, = —I"" .11,

onde I e I representam as matrizes das primeira e segunda formas fundamentais.

Ao contrario das curvas, que nao possuem curvatura intrinseca, mas tém cur-
vatura extrinseca (elas s6 possuem curvatura quando mergulhadas em um espago),
superficies podem ter curvatura intrinseca, independente de um mergulho. A cur-
vatura gaussiana é igual ao produto das curvaturas principais, k1ks. A curvatura
gaussiana determina se uma superficie é localmente convexa (quando é positiva),
em forma de sela local (quando é negativa) ou em forma plana (quando é nula).
Por outro lado, a curvatura média é uma medida extrinseca, definida pela média
das curvaturas principais (k1 + k2)/2. De modo geral, a curvatura Gaussiana K e

a curvatura média H podem ser definidas, respectivamente, por
1
K =det(dn,) e H= —§tr(dnp).

Um fato substancial em geometria diferencal é descrito por Gauss em seu Teorema
Egregium: A curvatura Gaussiana K de uma superficie é invariante por isometrias
locais. O mesmo nao acontece com a curvatura média H, por ser uma medida
extrinseca.

E natural perguntar se a primeira e a segunda formas fundamentais definem
o formato de uma superficie no espaco, assim como acontece com uma curva no
espaco. De fato, o Teorema de Bonnet afirma, de forma geral, que se nos forem

dadas as formas fundamentais I e IT que sdao propostas como a primeira e a segunda
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forma fundamental da superficie, entao, desde que satisfacam as equagoes de Gauss
e Codazzi (e Ricci em um cendrio mais geral), localmente existe uma superficie no
espaco Euclidiano tal que suas primeira e segunda formas fundamentais sao I =1
e IT = II, respectivamente. Tal superficie é tinica até um movimento rigido no
espaco. Observe que as curvaturas principais k1, kg sdo os autovalores do operador
de forma —I"'II. Conhecé-las é equivalente a conhecer a curvatura de Gauss e
a curvatura média. Este conhecimento, no entanto, é insuficiente para garantir
que duas superficies sdo tnicas, pois o problema seria indeterminado: dados os
autovalores da matriz —I~'II, h4 muita liberdade para escolher as matrizes I e II.

Em variedades de dimensao maior que 2, explicitar o operador de forma nao é
tao simples quanto se parece. Riemann introduziu uma maneira abstrata e rigorosa
de definir curvatura para essas variedades, conhecida como o tensor de curvatura
de Riemann. Nogoes semelhantes encontraram aplicacao em toda a matematica, e
mais especialmente na fisica quando Einstein apresentou a Teoria da Relatividade.
Hoje em dia, em problemas de aprendizado de maquina e reconhecimento de pa-
droes, a curvatura de Ricci vem sendo utilizada em algoritmos de agrupamento,
conforme (RENGASWAMI; BOURNI; MAROULAS, 2024).

Recentemente, um novo trabalho propos o ciculo da curvatura gaussiana em
um ponto da variedade de dados utilizando uma aproximacao local do operador
de forma (LEVADA; NIELSEN; HADDAD, 2024). Partindo da hipdtese de que
pontos com alta curvatura necessitam de mais vizinhos para melhor descrever sua
vizinhanca, o método busca uma escolha adaptativa do parametro k£ do niimero de
vizinhos do classificador k-NN. Ele utiliza uma aproximacao do tensor de curva-
tura a partir da consideragao da inversa da matriz de covariancia ¥J; e da matriz
Hessiana em um ponto x;. Neste sentido, hé ainda mais espago para o estudo e im-
plementagao das ferramentas da geometria diferencial, juntamente do seu impacto

nas aplicagoes no aprendizado de maquina e reconhecimento de padroes.

3.2 Aprendizado de Variedades

Conhecido na literatura como um processo de reducao de dimensionalidade nao-
linear, o aprendizado de variedades compreende um arcabougo de técnicas focadas

em reconstruir um conjunto de dados na sua versao de baixa dimensionalidade
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de acordo com informacoes geométricas intrinsecas. Métodos de aprendizado de
variedades como KPCA, LLE e ISOMAP inspiraram e consolidaram uma rica area
de pesquisa com aplica¢oes na maioria das areas da ciéncia. De forma geral, reduir
a dimensao de um conjunto de dados com o PCA consiste em assumir que os dados
originais estdo préximos a um subepago linear (ou afim) de dimensao d contido
em R™, com d << m. O método busca encontrar o subespaco linear que mais
se aproxima da disposicao dos dados. As técnicas de aprendizado de variedades
generalizam esta ideia, assumindo que os dados originais estao proximos a uma
variedade diferenciavel M de dimensao d contida em R™, com objetivo de criar
fungoes para reconstruir as amostras em M buscando preservar aspectos intrinsecos
da geometria dos dados.

Na geometria diferencial, um embedding (ou mergulho) é uma aplicagao suave
entre duas variedades f : M — N, cuja inversa f~!: f(M) C N = M existe e
também ¢é suave. Assim, a variedade M fica identificada com sua imagem f(M),
chamada de subvariedade em N. Nas aplicacoes em aprendizado de méquina,
os dados de alta dimensionalidade sdo representados originalmente em N = R™,
Entretanto, considera-se que eles foram gerados aleatériamente por uma variedade
M desconhecida e enviados via mergulho f para a subvariedade f(M). Neste
cenario, os algoritmos de aprendizado de variedades podem ser vistos como a

busca pelo mergulho inverso f~! e a reconstruciao dos pontos em M, dadas as
observagoes em f(M) C N.

Definicao 3.2.1 (Hip6tese de Variedade). Considere um conjunto de dados
X = {x;}~,, onde cada x; € R™. A hipdtese de variedade consiste em assumir
que x; = f(y;), onde cada y; € M? C R4 é gerado por uma funcio de densidade

suave P, com d desconhecido, d < m, e f: M — R™ um mergulho suave.

Definicao 3.2.2 (Aprendizado de métricas).
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Definigao 3.2.3 (Aprendizado de Variedades). Considere M? C R? uma
variedade e f : M — R™ um mergulho, com d < m. Um algoritmo de aprendizado
de variedades consiste em recuperar M e f de acordo com a hipotese de variedade

sobre as observacoes {z;} € R™.

Desta maneira, o problema ainda necessita de restricoes sobre f para relaci-
onar a geometria dos dados observados a estrutura das varidveis ocultas {y;} e
ao préprio M. Na maioria dos algoritmos de aprendizado de variedades, sao as-
sumidas diversas condig¢oes sobre f. Por exemplo, se f é uma isometria, entao
preserva distancias e angulos infinitesimais. Se f é um mergulho conforme, entao
preserva angulos, mas nao distancias. Cada hipotese adicional sobre a geometria
local ou global determina alguma classe de métodos de aprendizado de variedades.
Em tarefas de reducao de dimensionalidade, d é desconhecida a priori e definida
como parametro de entrada pelo usuario, embora existam métodos para estimar
seu valor.

A principal vantagem desta abordagem é que os mergulhos descrevem as vari-
edades de forma global, sem precisar de multiplas cartas. Além disso, o Teorema
do Mergulho de Whitney (Lee, 2003) afirma que toda variedade M9 pode ser mer-
gulhada em R??. Portanto, se for encontrado um mergulho vilido, uma reducio
significativa da dimensionalidade pode ser alcancada. E este é um dos principais
objetivos dos algoritmos de aprendizado de variedades. Além disso, toda a teoria
das variedades, construida sob a modelagem de espacos localmente Euclidianos,

pode ser utilizada para o estudo de conjuntos de dados complexos.

3.2.1 Principal Component Analysis

No caso em que se assume que a variedade ¢ um subespago Euclidiano, e a
reducao de dimensionalidade desejada é linear, sendo conhecida como o método
Principal Component Analysis (PCA). Neste cenario, a hipétese de isometria é
simplificada, pois a métrica Euclidiana é preservada diretamente no subespaco
projetado, facilitando a interpretagdo geométrica dos dados projetados. Na Anéalise
de Componentes Principais, realiza-se uma transformacao de atributos do espaco
original de forma a capturar o nivel de relevancia dos novos eixos de referéncia,

denominados componentes principais. Em termos geométricos, a PCA compreende
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uma translagao e rotagao nos eixos do espago de atributos original, transformando-
o para o espago definido por eixos ortogonais e centrado na média observada.
Além disso, os novos eixos sao ordenados em funcao da variabilidade observada ao
repojetar os dados sobre tal eixo. A grosso modo, busca-se filtrar os atributos que
mais descrevem a disposicao dos dados dentro do espaco original.

Considere um conjunto de dados X = {x; € R" : i = 1,...,m} representado
em forma matricial por X, «,,, onde cada coluna representa um ponto x; como
uma matriz n x 1. O objetivo do PCA é encontrar uma matriz W (operador de
projecio), que mapeia os pontos em X para um subespago Y = WX em R? com
d < m. Tal operador W busca projetar ortogonalmente X nas d dire¢oes de maior
variabilidade dos dados.

Se Z = [TT,ST] é uma base ortonormal para R™, com T = [wy, ws,...,w,]
e S = [W4t1, ..., wy) representando o subespago PCA (das dire¢oes de maior es-
palhamento) e o subespago ortogonal desconsiderado, respectivamente, a condi¢ao

de ortogonalidade implica que

1 sei=y
0 sei;«éj.

Logo, cada x € X é representado nesta base como

w; '"LUj:

d

d
r=) =) (ww) - w.
=1

=1

Isto é, o operador W age tomando as d primeiras linhas de x nesta base
d
T Ty T T
y = W* = chwj [wi, ..., wg] = (c1,. .., k).
j=1

A priori, W é desconhecido. Mas, a tese é que este maximiza a varidncia dos
dados, ou seja, que maximiza

JEEAW) = B(llyl*) = E(y"y) = >_ B(c))

Jj=1

Portanto, o problema de otimizagao a ser resolvido é

d
* T )
W* = arg max > wj Law;
=1
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sujeito a [|w;||* = 1 para j = 1,...,d. Este é um problema de otimizagdo com
restricao de igualdade. Sua solucao é encontrada através de multiplicadores de
Lagrange:
d d
LOV AL ) =Y w! Sewy — > Aj(w) wy — 1),
j=1 j=1

Derivando a Lagrangeana em relagao a w; e igualando a zero:

oL oL
% = QEI'LU] — 2)\]"LU]' =0= % = Eij — )\jw]’ = 0.
j j
Isto implica que X,w; = A\;jw;. Dado que X, ¢é simétrica, é garantido que existem n
autovalores distintos cujos autovetores sao ortogonais entre si. E como ¥, também
é positiva semi-definida, os autovalores sao todos nao negativos. Substituindo

Y,w; = Ajw; na fungdo objetivo Jpca(W):

d d d
Jpca(W) = Zw]TEij = Z)\jijwj = Z)\j, com ijHZ =1.
j=1 j=1 j=1
Portanto, os vetores w; da nova base que maximizam a varidncia dos dados trans-
formados sdo os autovetores da matriz de covaridncia Yy. E importante notar
que, apos essa transformacao, os dados se encontram decorrelacionados. Ou seja,
a matriz de covaridncia Yy, onde Y ¢é o resultado da aplicagdo da transforma-
¢ao T em X, ¢é diagonal pela decomposi¢do em autovalores da matriz X x, onde
diag(A1, ..., A\,) é a matriz diagonal dos valores préprios de Xx. Em resumo, a
PCA consiste em tomar os d autovetores da matriz de covariancia associados aos
d maiores autovalores.

Pode ser mostrado que o PCA também miniza o critério do MSE. Nessa abor-
dagem, busca-se um conjunto de d vetores ortonormais de base que gerem um
subespago d-dimensional tal que o MSE entre o vetor original x e sua projecao

nesse subespago seja minima. A seguir um pseudocddigo para a PCA.

3.2.2 Kernel PCA

Se o PCA busca por componentes principais no espaco de entrada, o KPCA
(SCHOLKOPF; SMOLA; MULLER, 1997) busca por componentes principais que

estao relacionadas de forma nao linear com as variaveis de entrada. Generalizando
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Algoritmo 1 Principal Component Analysis (PCA)
function PCA(X,d)

1:

2 Calcule a média e a matriz de covaridncia X x.

3: Calcule os n autovalores \; e autovetores w; de Xx.
4
5

Ordene os autovetores de tal forma que A\; > \j ;.

Defina a matriz de transformagao W = [wy, wo, . .., wy].
return Y = WX

a analise de componentes principais, a técnica incorpora transformacoes nao line-
ares por meio do kernel trick. O kernel trick é a consideracao de uma aplicacao
nao linear que mapeia uma observagao x em ®(X), onde ¢ : R" — R™ onde
m’ > m, que é utilizada para calcular o produto interno das observagoes no espaco
aumentado. Este método nos permite construir diferentes versdes nao lineares da
PCA, mudando apenas funcao kernel utilizada. A primeira utilizacdo desta ideia
se deu com as Support Vector Machines (CORTES; VAPNIK, 1995) ao propor o
aprendizado de regides de decisao nao lineares.

Considere um conjunto de dados X e um kernel positivo definido £ em X, isto
é, uma funcao de valor real k : X x X — R com a propriedade de que existe uma
transformacao ® : X — H em um espago de produto interno H tal que, para todos
z,y € X, tem-se (P(z), P(y)) = k(x,y). O nicleo k pode ser entendido como uma
medida de similaridade nao linear em um espac¢o com produto interno. O KPCA
comega calculando as componentes principais dos pontos ®(x1), ..., ®(z,,).

Suponha, por enquanto, que a média dos dados no espago de caracteristicas

seja zero. A matriz de covaridncia é dada por:

o(z:)" p(x;)

1

SRS

Yox) =

n
1=

Mas como H pode ser de dimensao infinita, o problema de PCA precisa ser trans-
formado em um problema que possa ser resolvido em termos do nticleo k. Com isso,
para diagonalizar a matriz de covariancias Yg(x), mesmo que H seja de dimensao

infinita, observa-se primeiro que todas as solu¢oes para
E@(X) (’U) = \v

com A # 0 devem estar no conjunto gerado pelas imagens ® de X. Assim, expande-
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se a solucao v como
n
v = Z a; P (z;)
i=1

reduzindo, assim, o problema a encontrar os «;. O tultimo pode ser mostrado
tomando a forma
nia = Ka,

T

onde o = (oq,...,04)" e K é uma matriz n x n tal que K;; = k(z;,z;). Além

disso, para um ponto z, sua projecdo na p-ésima componente principal é dada por
¢($)TUp = Z Olpz‘ﬁb(x)Tﬁb(%) = Z%z‘ﬂ% ;)
i=1 i=1

Em geral, ndao ¢ valido assumir que a média das observagoes no espaco de
caracteristica é zero, e, portanto, é necessario subtrair a média (1/n) > ®(z;) de
todos os pontos. Isso leva a um problema de autovalor ligeiramente diferente, onde
diagonaliza-se

K'=(I—ete)K(I —e"e),

onde e = m~/2(1,...,1), ao invés de K.

Algoritmo 2 Kernel Principal Component Analysis (KPCA)

1: function KPCA(X,d,k)

2: Construa a matriz kernel normalizada K’ dos dados.

3: Calcule os autovalores A; e autovetores v; dessa matriz.
4
5

Ordene os autovetores de tal forma que A\j > Ajyq.
Para cada z, calcule a j-ésima componente principal de ®(z) via

Yj :Zaﬁk(w,xi), para j =1,...,d.
i=1

return Y

A escolha do kernel apropriado depende da natureza dos dados e da relacdo a
ser extraida. Entre varias possibilidades conhecidas de fun¢oes kernel, as mais co-
muns sao: linear, polinomial, gaussiano, cosseno e sigmoidal. O kernel gaussiano,
também conhecido como kernel RBF (Radial Basis Function), foi utilizado neste
trabalho. Sendo definido por K(z,2') = exp(—c|lz — 2'||*), seus valores variam

entre 0 e 1 e sdo decrescentes de acordo com a distancia entre x e 2/, ou seja,



42 Capitulo 8. Fundamentacao Tedrica

pontos proximos tendem a ser mais similares que pontos distantes. O hiperpara-
metro o controla o fator de escala na ponderacao de distancias locais. Quando nao

especificado pelo usudrio, a biblioteca do scikit-learn considera o = 1/n.

3.2.3 Locally Linear Embedding

O Locally Linear Embedding (LLE) (ROWEIS; SAUL, 2000) ¢ um método
de reducao de dimensionalidade nao linear local que busca encontrar as novas
coordenadas de qualquer ponto x com base apenas na vizinhanca desse ponto. A
hipétese principal por tras do LLE é que, para uma densidade suficientemente
grande de amostras, é esperado que o vetor z e seus vizinhos formem um patch
linear, ou seja, pertencam todos a um subespacgo euclidiano. Em outras palavras,
o LLE busca encontrar isometrias locais na variedade de dados M¢.

Partindo de um conjunto de observagoes X C R e uma dimensionalidade

d < m, o funcionamento do LLE é sumarizado como segue:
(i) Para cada z; € X, encontre seus k vizinhos mais préximos.

(ii) Encontre a matriz de pesos W de tamanho n x n que minimiza o erro de

reconstrucao local, determinada pelo seguinte problema de otimizacao:

n
min ’
w2

w;; =0 sex; & Vilw;
sujeito a: ’ 7 & Velw) (3.7)

Zj wij =1.

T — Zn:wijxjHQ (3.6)
=1

(iii) Encontre as coordenadas Y que minimizam o erro de reconstrucao, resol-

vendo o seguinte problema de otimizagao:

E(w) = ml}nzn; ’ yi — ZwijyjHQ (3.8)
i= J

;Y =0 ara cada j
sujeito a: 21 Y P J (3.9)
YTY = I.
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3.2.3.1 Encontrar a matriz de reconstrucao local

Minimizar E(w) equivale a minimizar cada erro local. Dado x;,

E(w) = ||z; — ij:er2 (3.10)
= (Zw]>xl — ijxjH2 (3.11)
= | S wytas — )| (3.12)

= > wjwi(z; — ;)" (2 — ) = w' Cow (3.13)

k J
onde C; = (x; — ;)T (z; — x;) representa a matriz de covariancia local de ;.
Portanto, minimiza-se E(w) = w?Cyw para i =1,...,n, com a condicdo 2wy =

1, que garante a invariancia por translacao dos dados. Se considerarmos a restri¢ao
de que os pesos somam 1, ou seja, >, w; = 1, entao geometricamente garante-se
de que o erro de reconstrucao é invariante a translagao. De fato, seja ¢ € R™ e w

o peso do erro ||z; + ¢,

E(w) = |(z;+¢) — ij(xj + C)H2 (3.14)
= xi+c—ijxj—cijH2 (3.15)
= |lz; +c— ijxj - cH2 = E(w). (3.16)

O problema de estimar os pesos de reconstrugao étimos por minimos quadrados

pode ser expresso por n problemas de otimizacao independentes definidos por:
arg minwiwiTCZ-w,- sujeitoa 1Tw; =1 parai=1,...,n

A solugao tem uma férmula fechada, dada por:

A -
;= =C7 1
wi = 50
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Utilizando multiplicadores de Lagrange:

oL
= o 0 (3.18)
= 2Cw; — A\ =0 (3.19)
= w; = ;CZJT (3.21)

Neste caso, A pode ser escolhido para garantir que >>;w;; = 1. Mas na prética,
considera-se n sistemas lineares C;w; = 1. E normaliza-se a solugao depois, fazendo
_ Wi

25 Wij

fazendo com que o erro a ser minimizado seja dado por:

T; — ijijQ + osz?
J J

wij

E(w) :‘

onde « é um controle do nivel de regularizacao. Nesse caso, para a estimacao dos
pesos de reconstrucao otimos, serao n problemas de otimizagao com restrigoes,

dado por:

arg min wiTC’iwi + aw;fwi sujeitoa 1Tw; =1 parai=1,....n
w;

Mostre que a solugao tem formula fechada, dada por:
w; = ;\(Cl +al)7'T
A Lagrangeana fica:
L(w;, \) = w! Cyw; + awlw; — M1 w; — 1)

8wi

Ao
= (C; + al)w; = 51

=

A -
= W; = 5(01 —|—Oé[)_11



3.2. Aprendizado de Variedades 45

3.2.3.2 Encontrar coordenadas que minizam o erro de reconstrucao

Para encontrar as coordenadas no R?, ¢ minimizado o erro de reconstrucio.

Fixada a matriz de pesos W:

B(Y) =

2

Vi — D Wiy H
J

Nas coordenadas de saida, é necessario que

1 n
g;yizo

e que a matriz de covariancia dos y; seja a identidade. O que nos garante que
(yi,y;) = 6;; (sdo ortogonais). Notando que ndo da para minimizar ®(Y') via
minimizagao das n componentes da somatoria, pois y; esta presente em cada com-

ponente, reescreve-se ®(Y') na forma matricial:

(YY) = Zn: (yi - Zwijyj) (Z/z - sz‘j?/j)

i=1

n

T
> |vivi— yiTZwijyj - (Z w,;jyj) Yi + D WiWiky; Y
J

i=1 Ji:k
=D Yivi—, Z Vi Wil — DD Y Wil YD Z Yj Wi Wik Y-
=1 i=1j5=1 i=17=1 i=1j=1k=1

E possivel reescrever os somatorios em forma matricial considerando o operador
traco de uma matriz. Utilizando propriedades deste mesmo operador, simplifica-se
a escrita de ®(Y):

( ~Tr(YIWY) — Te(YIWTY) + Te(YIWTWY)

( —Tr(YI(W +WHY) + Te(YIWIWY)
=Te(Y'[(1 = W) (I - W)]Y)

Y =)' (I -W)Y)

(
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E o problema de otimizagao fica
. T s . 1 T
arg min Te(Y'MY) sujeitoa —Y Y =1.
n

Ap6s descobrir que a matriz Y,y deve conter os k autovetores de M associados aos
menores autovalores, nota-se que o menor autovalor é sempre zero, com autovalor
associado sendo o vetor 1 = [1,...,1] € R% De fato, dado que cada linha da

matriz Wdeve somar 1, na forma matricial tem-se

Wi=1+= I-Wi=0= I-WTIT-W)I=0 <= MI=0.

Mostrando assim que o vetor constante 1 é um autovetor de M com autovalor
zero. Logo, a solugdo do problema estabelecido em (iii) pode ser obtida com a
decomposigao em autovetores da matriz (I —W)T (I —W), seguido pelo descarte do
autovetor associado ao menor autovalor e, posteriormente, considerando apenas os
autovetores associados aos d menores autovalores. Este processo define a matriz Y
de dimensao n x d, cujas linhas representam os padroes projetados. Por outro lado,
a estimagao dos pesos por minimos quadrados é um problema mal-condicionado se
o numero de vizinhos k é maior que a dimensionalidade dos dados d. Nesse caso,

regulariza-se o problema adicionando um termo de penalizacgao.

Algoritmo 3 Locally Linear Embedding (LLE)
: function LLE(X,d k)
: Encontre os k vizinhos mais proximos para cada x;.

1

2

3: Encontre a matriz W de reconstrucao de pesos locais.

4: Calcule os autovetores e autovalores de (I — W)T (I — W).
)
6
7

Ordene os autovetores de tal forma que A\; < Ajyq.

Descarte o autovetor com menor valor associado.

Defina Y = [vy, ..., v4] com os d menores autovetores nas colunas.
return Y
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3.2.4 Isometric Feature Mapping

O algoritmo Isometric Feature Mapping (ISOMAP) (TENENBAUM; SILVA;
LANGFORD, 2000) foi proposto como um método de reducao de dimensionalidade
nao linear que lida com o paradigma de isometria global da variedade de dados.
Ele pode ser visto como uma extensao do método Multidimensional Scaling (MDS)
(COX; COX, 2000), que preserva distdncias a0 mesmo tempo que encontra uma
representacao em baixa dimensionalidade. A principal ideia do ISOMAP é utili-
zar distancias sobre caminhos minimos no grafo de vizinhancgas para aproximar a
distancia geodésica na variedade. Deste modo, pode ser visto como um método
que busca recuperar M? a partir da hipétese de isometria global. Uma etapa cru-
cial no algoritmo envolve estimar a desconhecida distancia geodésica na variedade.
Utilizando as distancias euclidianas de algum grafo de vizinhangas construido com
os pontos de dados, os caminhos minimos do grafo sdo obtidos e utilizados para
reducao via MDS.

Na teoria dos Grafos, sempre é possivel descobrir o caminho minimo entre dois
dados vértices de um grafo com pesos nao-negativos. Isto é atingido com auxilio
do algoritmo de Dijkstra (DIJKSTRA, 1959) ou o algoritmo de Floyd-Warshall
(FLOYD, 1962). Em posse da arvore de menores caminhos de s até qualquer
v € V, define-se a matriz D = {d?,} para r,s = 1,...,n das distancia do vértice
r ao vértice s. Essa matriz possui distancias a partir de um R™, e para estimar
as coordenadas dos novos vértices em um R que preservem as distancias em D, é

utilizado o método MDS. Basicamente, tal método é divido em duas etapas:
(i) Encontrar a matriz de produtos internos B = {b,s} a partir da matriz D
(ii) Estimar as coordenadas em R* que satisfazem B.

Em alto nivel, diante de uma aproximacao grande o suficiente da variedade
de dados, o ISOMAP é capaz de recuperar a distdncia geodésica da variedade
subjacente, como afirma o seguinte teorema (BERNSTEIN et al., 2000).

Teorema 3.2.1. (Convergéncia Assintética) Sejam Aj, Ay, p > 0 quaisquer.

Para um conjunto de dados suficientemente grande x, ¥, ..., x,, onde x; € R™,
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temos que a desigualdade

¢ valida, com probabilidade (1 — p), onde dg(z;, z;) é o comprimento dos menores
caminhos no grafo e dy(z;, z;) é a verdadeira distancia geodésica desconhecida na

variedade.

3.2.4.1 Calculo da matriz de produtos internos
Seja D = {d?,}, para r,s = 1,2,...,n a matriz de distancias gedésicas ponto a
ponto :
d?s = [z, — xSHQ = (@, — xS)T(xv‘ — ) (3.23)

Seja B a matriz dos produtos internos, ou seja, B = {b,s}, com b,.s = xfxs. E
necessario assumir a hipétese de que os dados encontram-se centralizados, ou seja,

possuem média nula:

> x, =0 (3.24)

caso contrario haveriam infinitas solu¢oes possiveis, uma vez que a aplicagao de
qualquer translacao arbitraria no conjunto de pontos iria preservar as distancias
ponto-a-ponto. Da equagao (3.23), aplicando a distributiva, vale:

&, =alw, +ole, — 207, (3.25)

A partir da matriz D, calcula-se a média de uma coluna arbitraria s como:

I oy, p s r, ol
n;de_n;:ETxT+n;xsxS 271;@%

B O NI UNR L e

- n;@xr + T T 2 rz_:lx,,

= i Yo x)w 4l (3.26)

%
I
=
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Analogamente, calcula-se a média de uma linha arbitraria » como:
1& 1 & 1 & 1&
2 T T T
7Zdrs = 7ZxrxT + 7szx5 - 272131"1‘5
n n n n

= Exfxr + - Z avlw, — 207~ Z Ts
s=1 s=1
1 n
= xipxr + — Z xSTxS (3.27)
n s=1

Por fim, é obtida a média dos elementos de D como:

EZZCZTS = EZZ:ETQJT—l—EZZxSCL’S —ZEZZ:L‘TZES
r=1s=1 r=1s=1 r=1s=1 r=1s=1
zlzn:xTx +lixTx :gi:pTx (3.28)
nr:l n ns:l o nr:l n ‘
Note que a partir da equagao (3.25), é possivel definir b,s como:
1
brs = Tl 2, = —i(dfs — 2w, — ala,) (3.29)

Mas, da equacio (3.27), é isolado o termo —x”z, como:

1 1
—aly, = - &2+ - > ala, (3.30)
s=1 s=1

E da equagdo (3.26) isola-se o termo —z’z, como:

1 & 1&
—rlr,=—=Y &+ =Y 2l (3.31)
n r=1 n r=1
Calculando a diferenga entre a equagao (3.30) e a equagao (3.31):
T T I~ I e 247
—x, xy —ri = ——) di - = > A+ =Dz, (3.32)
n.3 s=1 n,.3

Da equagao (3.28) sabe-se que:

i > 2, (3.33)

Finalmente, a matriz b, é expressada como uma funcao dos elementos da matriz

de distancias D:

2 r=1 n s=1 n

n = r=1s=1
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Fazendo a,s = —%drs ¢é obtido:
Qp, = — Z Qrs as= — Z Qs a,. = — Z Z Qrs (335)
n s=1 n r=1 n r=1s=1
de modo a ter b, = a,s — a,.. — as + a_ Definindo a matriz A = {a,s}, para
r,s=1,2,...,n como A = —%D e a matriz H como:
L oo
H=1--11", (3.36)
n

é possivel computar todos os elementos de B simultaneamente por B = HAH.

3.2.4.2 Estimacao das coordenadas intrinsecas

A matriz de produtos internos B pode ser escrita como:

ann - XT

nxm

Xonsen (3.37)

onde n e m sdo o numero de amostras e o numero de atributos e X,,x,, =
[x1, %9, ...,T,] é a matriz de dados. Pode-se mostrar que a matriz B possui m
autovalores nao-negativos e n —m autovalores nulos. Pela decomposicao espectral

de B, tem-se:

B=VAVT (3.38)

onde A = diag(A1, Az, ..., Am) € a matriz diagonal m x m dos dos autovalores nao
nulos de B e V' é a matriz n X m cujas colunas sao os m autovetores associados

aos m autovalores nao nulos. Assim, tem-se
B=X"X =VAVT = VAY2AV2YT (3.39)

o que leva finalmente a:

X = AV2yT (3.40)

onde A2 = diag(v/A1, VA2, ..., VAm) denota a raiz quadrada dos autovalores (va-

lores singulares). O algoritmo a seguir descreve os passos do ISOMAP.
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Algoritmo 4 Isometric Feature Mapping

function ISOMAP(X)
: A partir da matriz de dados X,,«, construa um grafo k-NN.

1:

2

3 Compute a matriz de distancias geodésicas do grafo D, .

4: Compute H = I — %U, onde U é uma matriz n x n de 1’s.

5: Compute B = —%HDH.

6: Encontre os autovalores e autovetores da matriz B.

7 Selecione os d < m maiores autovalores e seus autovetores

8 Defina as matrizes A e V', conforme definidas anteriormente.
return X = AY2y7T

Conforme a figura 7?7, o método ISOMAP consegue capturar a estrutura mé-
trica local e global da superficie S. Embora funcione neste conjunto de dados
sintético, o método possui algumas limitagoes quando aplicado a conjunto de da-
dos mais gerais. A quantidade k de vizinhos a ser considerada ou a presenca de
ruido nos dados pode afetar a conectividade do grafo e comprometer as distan-
cias geodésicas obtidas. Uma vez que a ponderagao das arestas é calculada pela
distancia euclidiana, se k ¢ muito pequeno, o grafo pode se tornar esparso demais
para calcular boas aproximagoes das distancias geodésicas. Se k é muito grande,
pode acabar distorcendo a estrutura de variedade.

A complexidade computacional do ISOMAP é O(n?), com o maior custo com-
putacional sendo o calculo de todos os pares de distancias do caminho mais curto.
Como o ISOMAP trabalha com matrizes densas, essa complexidade de espago nao
pode ser melhorada. Existem variantes do Isomap que melhoram o método de
diferentes formas: o Hessian Eigenmap (DONOHO; GRIMES, 2003) permite lidar

com dados nao convexos, ao introduzir o uso do operador Hessiano.

3.2.5 Laplacian Eigenmaps

O Laplacians Eingenmaps (LE) originalmente foi proposto como um algoritmo
de agrupamento, conhecido como Agrupamento Espectral (NG; JORDAN; WEISS,
2001). Sua fundamentagao como método de aprendizado de variedades aconteceu
logo depois por (BELKIN; NIYOGI, 2003). Em resumo, o Laplacian Eigenmaps
busca preservar as localidades de um grafo de vizinhangas do espaco original R™

na sua transformacao para no espaco de baixa dimensao M?. O método estuda os



52

Capitulo 8. Fundamentacao Tedrica

autovetores da Laplaciana do grafo L, que gragas a suas propriedades matemaéticas,

admite formula analitica fechada. A matriz L tem correspondéncia direta com

o operador de Laplace-Beltrami na variedade, cujo espectro possui informagoes

geométricas fundamentais.

O LE recebe um conjunto de dados X = {z1,...,z,} C R™ a dimensao d < m

e o parametro do kernel ¢. Seus passos principais sao:

(i)

(i)

(iii)

Construir um grafo G = (V, E) baseando-se no método KNN ou e-ball.

Definir a matriz de adjacéncia W (t) do grafo G via Heat Kernel com paré-

P
wij:exp{—nxl t%“ }

caso x; e x; estejam conectados por uma aresta ou w;; = 0 caso contrario.

metro ¢t € R

Também poderiam ser definidos outros pesos, sem a necessidade do parame-
tro ¢, como por exemplo w;; = 1 se z; e x; estiverem conectados ou w;; = 0

caso contrario.

Resolver o problema de otimizagao
. T .. T i
argmin y Ly sujeitoa y' Dy=1

para encontrar as coordenadas Y da imersao que sao dadas pelos d autove-
tores associados aos d menores autovalores nao nulos da matriz Laplaciana
(ndo-normalizada) L = D — W. Aqui, D é a matriz diagonal que contém o

. . n
grau de cada vertice do grafo, ou seja, d; = >3- wi;.

Note que, para todo JFG R™ tem-se

frLf= ;Zszj(ﬁ — fi)?.

i=1j=1
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De fato,
f'Lf=f'Df - f'wy
= Z difi2 - Z Z fiwijfj
i=1 i=1j=1
1 n n n
=5 deifz? — 2ZZfiwijfj>
i=1 i=1j=1
1 n n n n
o1 DNED MU EE) )Y fiwijfj>
i=1 j=1 i=1 j=1
1 n n n n n n
1 P2 SUEE S TS i)
i=1j=1 i=1 j=1 j=11i=1
1 n n
=5 YD wii(fF—2fifi + f7)
i=1j=1
1 n n
=52 2 wilfi = f3)"
i=1j=1
Logo, se z; e x; nao estdo conectados, w;; = 0, e portanto (f; — f;)? nao

aparecerd na soma. Além disso, o termo (f; — f;)? representa a distancia ao
quadrado na reta real. Logo, ao mapear x; — f; € R, de uma forma a minimizar
a forma quadratica f_TL f, preserva-se a localidade, no sentido de que pontos do
grafo que estdao proximos permanecerao préximos na reta.

A solugdo para o problema de encontrar o vetor y que minimiza J(y) = y” Ly
sujeito & restricdo y? Dy = 1 (para remover um fator de escala arbitrario) é que
y deve ser o autovetor associado ao menor autovalor nao-nulo de D~'L. Note
também que o menor autovalor da matriz laplaciana L é sempre zero e o autovetor
correspondente é o vetor constante 1.

Resolvendo o problema de otimizacao com a restricao de igualdade
. T .. T .
argminy” Ly sujeitoa y Dy =1,
obtem-se a Lagrangeana
Ly, N\) =y "Ly — A\y" Dy — 1)

oL
:>a—y:0:>2Ly—2)\Dy:0:>Ly:)\Dy
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Portanto, a solugdo para o problema deve ser o autovetor y associado ao menor
autovalor ndao-nulo de D~!'L (Laplaciano Normalizado), sendo de descartado o

autovetor 1 associado ao autovalor nulo.

No problema generalizado, em que deseja-se realizar uma imersiao em R?, tem-

se uma matriz n X d

Y = {yhy%"’?yn]fr

em que a i-ésima linha y¥ define as coordenadas de um ponto. A funcio objetivo

a ser minimizada é generalizada para:

>0 Willy” =y

=1 j5=1

[\’)\»—t

Essa fungao objetivo pode ser expressa por
JY)=Tr(YTLY).

E possivel mostrar que esta fungao objetivo é expressada como

1 n
9 ZZVVZJH?JZ - yj||2 = Tr(YTLY).

=1 j=1

De fato,

SN Wiilly — sl

=1 j=1

SN Wiyl y — 20y + yTyy)
i=1j5=1

r(YTLY)

H I\DM—‘ [\D\H
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n

Z > Wiy — 20 y; + v yj)

i=1j=1

Z Y — ZZWMJ@ Y+ 5 ngy] Yj

21]1

= Z iy — ZZWwyz yj

7,1j1

DY Wil — sl =

i=1j=1

DO | —
l\'J\H l\D\r—k

= Sl - Y Wl

1=1 =1 7=1
=Tr(YTDY) - Te(YTWY)
=Tr(YH(D - W)Y) = Tr(YTLY).

Isto implica que

JY)=Te(Y'DY) - Te(YIWY)
= Tr(YT (DY — WY))
=Tr(Y'(D-W)Y)=Te(YTLY)

A Lagrangeana deste problema ¢ dada por

LY,A)=Tr(YTLY) - Te(A(YTDY - 1)),

onde Y = [y1,...,ynll, 4 A derivada de Tr(Y7LY) em relagao a Y ¢ dada por

LY + LY =2LY,

pois L ¢é simétrica. Logo,

oL

= —(0=2LY —2ADY =0
oY

= LY = ADY
= (D'L)YY =AY

Portanto, as colunas de Y devem ser os d autovetores associados aos d menores

autovalores de D1L.
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Algoritmo 5 Laplacian Eigenmaps

function LE(X ,d,k,t)
: Construa um grafo k-NN.

1:

2

3 Defina o kernel Gaussiano W (t).

4: Calcule a matriz Laplaciana normalizada D~ L.

5 Encontre os d + 1 menores autovalores e autovetores da matriz D~ 'L.

6 Descarte o autovetor associado ao menor autovalor.

7 Defina Y = [vy,...,v4] com os d menores autovetores nas colunas.
return Y

3.2.6 t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding

O t-SNE é uma versao adaptada de seu antecessor e método motivacional:
Stochastic Neighbor Embedding (SNE) (HINTON; ROWEIS, 2002). O SNE co-
mega convertendo distancias Euclidianas entre pontos de dados x; € R™ para
1 = 1,2,...,n, em probabilidades condicionais como uma forma de representar
similaridade. A similaridade entre dois pontos x; e x; é a probabilidade condicio-
nal pj; de que x; escolheria x; como vizinho, se a selecao do vizinho for feita em
proporcao a uma densidade de probabilidade sob uma Gaussiana centrada em z;.

exp (—|lz; — x]*/207)

Sz €xp (=7 — zx]?/207)

onde o2 é a varidncia da Gaussiana centrada em x;. Note que, se z; e x; estao

Pjli =

suficientemente proximos, entao pj; tem um valor significativamente alto, mas
se estiverem amplamente separados, p;; tende a zero. E possivel calcular uma
probabilidade condicional similar para os pontos transformados y; e y; em R?
denotada por g;;. Definindo a varidncia da Gaussiana para 1/ V2, a medida de

similaridade é dada por

exp (=g —wil*)
ki exp (—llyi — vk ll?)

4jli =

A ideia é que as representagoes de baixa dimensionalidade y; e y; modelem
corretamente as similaridades entre os vetores de alta dimensionalidade z; e x;.
Logo, as probabilidades condicionais pjj; e ¢;; devem ser iguais. O objetivo do SNE
é encontrar uma representacao de baixa dimensionalidade que minimize a distan-

cia entre essas duas probabilidades, tornando-as o mais préximo possivel. Uma
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medida estatistica de quao préximas essas distribuicoes de probabilidade estao é
a divergéncia de Kullback-Leibler, também conhecida como entropia relativa. O
SNE minimiza uma soma de divergéncias de Kullback-Leibler em todos os pontos
de dados usando um método de descida de gradiente, iniciando em uma semente

qualquer. A funcao objetivo a ser minimizada é:

n

C =3 KL(PQ:) =33 pjilog 22t
i=1j=1

i=1 djli

onde P; representa a distribuicao de probabilidade condicional sobre todos os ou-
tros pontos de dados dado o ponto de dado x;, e ); representa a distribuicao de
probabilidade condicional sobre todos os outros pontos no mapa dado o ponto v;.
Desta maneira, a fungdo de custo do SNE foca em manter a localidade dos da-
dos. Vale mencionar que o SNE utiliza a medida de perplexidade como parametro

de entrada. Ela é utilizada para estimar a varidncia o?, ou seja, a densidade de

77

vizinhos no espago original.

3.2.6.1 O problema de Crowding e o t-SNE

Distancias em espagos de alta dimensao tendem a se concentrar e tendem a ser
quase idénticas, de modo que a preservacao de distancias nem sempre leva a pre-
servacao da estrutura de vizinhanca. Em outras palavras, pontos que sao vizinhos
uns dos outros em altas dimensoes nao sao sempre vizinhos em baixas dimensoes.
Para qualquer método de aprendizado de métricas e variedades, questiona-se a
possibilidade de obter isometrias locais de R™ para a variedade M¢9. O problema
de crowding consiste no seguinte fato: a 4rea em R? disponivel para colocar os
pontos distantes nao sera grande o suficiente em comparacao com a area disponi-
vel para colocar pontos préximos. Em outras palavras, para modelar com precisao
as pequenas distancias, os pontos mais distantes de z; terao que ser dispersos
muito longe na variedade. Em termos de agrupamento de dados, este fenéomeno
pode gerar falsos grupos e relagoes nos dados. Portanto, os autores sugerem que
uma maneira de aliviar esse problema é considerar, em baixa dimensionalidade,
distribui¢des com caudas mais pesadas do que o modelo Gaussiano. E por isso
que no t-SNE a distribuigao t de Student é escolhida para substituir a distribui¢ao
Gaussiana tradicional usada no algoritmo SNE (MAATEN; HINTON, 2008).
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A funcao de custo utilizada pelo t-SNE difere da usada pelo SNE de duas ma-
neiras. A primeira, utiliza uma versao simetrizada da funcao de custo do SNE com
uma simples computacao da descida do gradiente com momento. Sendo assim, é
minizada uma tnica divergéncia KL entre uma distribuicao de probabilidade con-
junta P no espaco de alta dimensionalidade e uma distribuicao de probabilidade
conjunta ) no espago de baixa dimensionalidade. A segunda, utiliza uma dis-
tribuicao t de Student, em vez de uma Gaussiana, para computar a similaridade
entre dois pontos no espago de baixa dimensionalidade. Ou seja, utiliza uma dis-
tribuicao de cauda mais longa, aliviando o problema de crowding. No t-SNE, as

similaridades no espaco de alta dimensionalidade sao dadas por:

o e (= /207

Y Shaexp (<o — @l?/20%)
onde a normalizacao na soma do denominador envolve todos os pares de pontos,
nao apenas os pontos vinculados a x;, como no SNE original. Utilizando a dis-
tribuicao t de Student com um grau de liberdade, as probabilidades conjuntas g;;

sao definidas como: »
(-l
St (L+ [y — w2~

Note que ambos métodos podem sofrer de acordo com o ajuste do parametro

ij

de perplexidade que define o tamanho das vizinhangas. Mesmo assim, o sucesso
do t-SNE inspirou variantes como o LargeVis (TANG et al., 2016) e o atual estado
da arte, UMAP.

3.2.7 Uniform Manifold Approximation and Projection

O algoritmo Uniform Manifold Approzimation and Projection (UMAP) esta
entre o estado-da-arte do aprendizado de métricas e variedades. E um método nao
supervisionado baseado em conceitos da geometria Riemanniana e topologia algé-
brica que assume que as amostras observadas sao distribuidas uniformemente em
uma variedade desconhecida M?. Sua fundamentacdo tedrica é bastante complexa,
sendo apenas resumida neste trabalho.

O UMAP (MCINNES et al., 2018) comega construindo um grafo com os k vizi-

nhos mais proximos no espago original dos dados X C R™. Representando o grafo
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como um conjunto fuzzy simplicial, o UMAP busca encontrar uma representacao
de baixa dimensionalidade que aproxime o conjunto fuzzy simplicial de maneira a
preservar as relacoes locais e globais presentes no espaco original. O processo de
otimizacao envolve minimizar uma func¢ao de custo que penaliza discrepancias en-
tre as representagoes de alta e baixa dimensionalidade. Originalmente, a semente
inicial utilizada em baixa dimensionalidade é dada via Laplacian Eigenmaps em
X. Na etapa de otimizagao, o UMAP aplica o Stochastic Gradient Descent para
otimizar a representacao de baixa dimensionalidade, utilizando a entropia relativa
entre as duas representacoes de X como funcdo custo a ser minimizada. Nesta
etapa, pontos similares no espacgo original sdo atraidos uns aos outros no espaco
de baixa dimensionalidade, enquanto pontos dissimilares sdo repelidos. Apds o
processo de otimizacao, obtem-se a representacao final do conjunto de dados.
Embora seja efetivo ao preservar estruturas locais, o UMAP também sofre com
a preservagao da estrutura global da variedade. Seus parametros facilmente ajusta-
veis que controlam as forgas de atra¢do/repulsao, junto da taxa de aprendizado do
gradiente, nao sao facilmente ajustados para capturar a estrutura global. Mesmo
assim, podem ser utilizados para encontrar grupos naturais nos dados, ao mesmo

tempo que suavida ruido e detecta outliers. Com complexidade O(n'1)

, torna-se
um oOtimo candidato para grandes conjuntos de dados. De fato, o método tem
sido muito utilizado em visualizacao de dados e estruturas nao lineares de alta

dimensionalidade na biologia, quimica e neurociéncia (WANG et al., 2021).

3.2.8 Dimensionalidade Intrinseca via MLE

Um problema de interesse substancial na area de aprendizado de variedades ¢ a
determinacao da dimensionalidade intrinseca dos dados. As abordagens existentes
para estimativa deste valor podem ser divididas em dois grupos: métodos baseados
em autovalores (ou projegoes) e métodos geométricos. Os métodos de autovalores
sao baseados em PCA global ou local, com a dimensdo intrinseca determinada
pelo nimero de autovalores maiores que um determinado limiar. Estes podem
ser uma boa ferramenta para analise exploratoria de dados, onde se pode obter
os autovalores e procurar por um limite bem definido, mas nao para fornecer

estimativas confidaveis da dimensao intrinseca. Os métodos geométricos exploram
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a geometria intrinseca do conjunto de dados e sao, muitas vezes, baseados em
dimensoes fractais, como a distancia de correlagao, ou distancias entre vizinhos
mais proximos, como .

Dos muitos métodos disponiveis para estimar a dimensao intrinseca, como a
dimensao de correlacao, foi o escolhido para compor este estudo a estimativa via
MLE (LEVINA; BICKEL, 2004). De forma geral, este método analisa a distancia
dos vizinhos mais préximos como um processo homogéneo de Poisson que conta
as observagoes de distancia r de cada x. Para estimar a dimensao d a partir
de observacoes, este método aplica uma estimativa via MLE sobre o processo
observado. No que segue, é feita uma revisao dos principais conceitos do método.

Como de costume, as observagoes i.i.d. X = {z1,...,x,} em R™ representam
uma imersdo de uma amostra de dimensao inferior, isto é, z; = (y;), onde y;
sdo amostras de uma densidade suave desconhecida em M¢?, com d desconhecido
e d < m. A estimativa se baseia no seguinte fato. Considere a quantidade k de
vizinhos mais préximos de um ponto fixado z, definindo Ti(z) como a distancia
entre x e seu k-ésimo vizinho. Assumindo que f(z) &~ const em uma pequena bola

de raio Ti(z) ao redor de x, tem-se o seguinte:

s FaVilT(a))

n

onde Vy(Ti(z)) = radfg) - [T ()] é o volume da bola d-dimensional com raio
Ti(x) e I'(+) é a fungdo Gama. A férmula mostra que, para amostras uniformes na
variedade, uma bola de raio Ty(x) centrada no ponto z conterd aproximadamente
k pontos. Assim, o nimero de pontos de amostras em uma bola é aproximado pela
densidade local f(z) multiplicada pelo volume da bola.

Como d e f(x) sdo desconhecidos na expressdo acima, considera-se sobre as

observagoes z; € X um processo de Poisson em uma bola B, (r)

N
N(t,2) =) dixieB.(t)} 0<t<r
=1

que conta as observacoes de distancia t de x. A partir de consideracoes sobre a
funcao que governa o processo, a estimativa para d é obtida via MLE como
-1

1 N(r,z) r
d(@) = |~ 3 log
i) 2 B T0)

J
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Na pratica, pode ser mais conveniente fixar o ntimero de vizinhos k& ao invés do

raio da esfera r. Entdo, a estimativa da dimensionalidade em x torna-se

afk(:r;) = k;il Jz;:l log %Eg

Para obter a estimativa global, faz-se uma média entre as estimativas de cada =,
retornando o A L
d= - kz::ldk, onde dj = - ;dk(:pz)

Este método pode utilizar parametros ou pontos especiais, nao necessariamente
precisando do conjunto todo para andlise. Em geral, para que esta estimativa
funcione, é necessario que a esfera seja pequena e contenha um niimero suficiente
de vizinhos, e por isso a escolha de k claramente afeta a estimativa. Pode ser
o caso de que um conjunto de dados tenha diferentes dimensoes intrinsecas em
diferentes regioes. E com isso, a estimativa pode ser afetada por viés em diferentes
componentes. Neste trabalho, assumimos que a a dimensao da variedade é igual
em todo ponto. Além disso, o nimero de vizinhos utilizado na estimativa da

dimenséo intrinseca dos conjuntos de dados do experimento é k = \/n.

3.3 Agrupamento de Dados

Em cenérios onde nao ha um atributo objetivo, como em tarefas de classifica-
¢ao, o foco passa a ser deixar que os dados “falem por si”. Modelos descritivos
tém como objetivo identificar padrdes subjacentes, como correlagoes, tendéncias,
grupos, trajetérias e anomalias, que possam resumir relacoes dos dados. Neste
contexto, as técnicas de agrupamento consistem em dividir objetos em grupos de
acordo com similaridades presentes nos dados, sem a necessidade de rétulos pré-
definidos. FEssa metodologia é particularmente vantajosa em situagoes onde hé
pouco ou nenhum conhecimento prévio sobre a estrutura dos dados, permitindo a
descoberta de padroes ou grupos naturais. Embora seu foco nao seja de identificar
classes e definir regras explicitas, os algoritmos de agrupamento sdao capazes de
revelar estruturas intrinsecas entre os padroes no espaco de atributos.

De acordo com (NEGRI, 2021), os agrupamentos (ou grupos) sao regioes do

espaco de atributos que possuem alta densidade de padroes e que estao separadas
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entre si por regioes de baixa densidade. Equivalentemente, é razoavel admitir
que padroes pertinentes a um determinado agrupamento demonstrem similaridade
entre si e dissimilaridade em relagdo aos membros de outro agrupamento. Com isso,
sao elementos-chave, no processo de agrupamento, o uso de medidas que permitem
a quantificacao da dissimilaridade (ou similaridade) entre padrdes. Neste sentido, a
subjetividade é uma caracteristica intrinseca a tarefa de agrupamento, uma vez que
diferentes métodos ou critérios podem resultar em distintas formas de agrupar os
mesmos dados. Essa variabilidade depende de como as similaridades entre os dados
sao definidas e das escolhas feitas durante o processo de andlise, como o nimero
de grupos ou a métrica de distancia utilizada. Portanto, é essencial reconhecer
que a interpretagao dos resultados de um agrupamento pode variar conforme o
algoritmo e os parametros adotados. Como ponto anterior a aplicagdo de técnicas
de agrupamento, destaca-se a importancia de se conhecer o problema em questao
bem como as informacoes a serem extraidas. Uma vez que os diferentes métodos
de agrupamento podem levar a diferentes interpretacoes, sua escolha deve ocorrer

de forma consciente.

A literatura sobre agrupamento de dados é vasta e bem estabelecida, com int-
meras contribui¢oes que abrangem desde algoritmos até métricas de similaridade.
O algoritmo (HARTIGAN; WONG, 1979) foi o precursor da area, possuindo ini-
meras generalizacoes e variagoes. Os modelos de mistura Gaussiana, inclusive, sao
uma destas. Ha também uma diversidade de medidas de dissimilaridade bem fun-
damentadas, que sao aplicaveis a diferentes tipos de dados, como dados numéricos,
categoricos, nominais e binarios (WANG; SUN, 2015).

Na visao matemaética, os objetos podem ser representados como pontos em
um espaco n-dimensional, onde cada dimensdo (ou coordenada) corresponde a
um atributo. O objetivo das técnicas de agrupamento é reduzir a dissimilaridade
entre os objetos dentro de um grupo (intra-grupos) e aumentar a dissimilaridade
entre os diferentes grupos (inter-grupos). Os métodos de agrupamento podem ser
entendidos como métodos de classificacao cujo paradigma de aprendizado é ndo
supervisionado. Desse modo, considera-se que os métodos de agrupamento sao
fungoes g : I — G, onde I C X é um conjunto de exemplos x observados no espaco
de atributos X, e G = {G1,...,G.} é uma particio de I em ¢ subconjuntos. E de

extrema importancia destacar que nao existe conhecimento algum sobre os rétulos
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dos exemplos contidos em I. Decorrente do conceito de particao, é assegurado
que G; # 0, para j =1,...,¢, assim como Uj—1 Gj = 1. Esta definicao estabelece
claramente um processo de agrupamento rigido, para o qual os exemplos pertencem
a um unico agrupamento.

Outra abordagem de agrupamento, dita nebulosa (ou fuzzy), é estabelecida com
base no conceito de conjuntos nebulosos (ZADEH, 1965). Nesta abordagem, os pa-
droes desempenham diferentes graus de pertinéncia em relagao a cada um dos agru-
pamentos. Formalmente, denota-se por \;; € [0, 1] como o grau de pertinéncia de
um dado padrao x; em relagao ao agrupamento G, comi =1,...,mej=1,... k.
Além disso, deve estar assegurado que Z?Zl Aij =1e0 <32 N\ <m, para os
possiveis ¢ e j estabelecidos no problema. Enquanto a primeira restricao impoe
um limite de pertinéncia com que cada padrao se associa aos diferentes grupos, a
segunda restricdo impede a existéncia de agrupamentos vazios. Segundo uma visao
geral apresentada por (KOUTROUMBAS; THEODORIDIS, 2008), os métodos de
agrupamento podem ser organizados em: hierdrquicos; sequenciais, baseados em
otimizacao de funcao custo; e outros. Na se¢ao seguinte, sera abordado o método
de agrupamento via Mistura de Gaussianas que foi utilizado nos experimentos
deste trabalho.

3.3.1 Gaussian Mixture Models

O Modelo de Mistura de Gaussianas (Gaussian Mizture Model - GMM) é um
método probabilistico para modelagem de conjuntos de dados. O GMM assume
que os padroes sao gerados a partir de uma mistura de varias distribuigdes Gaussia-
nas, cada uma representando um grupo nos dados (ZHAO; WEN; HAN, 2023). Os
parametros do modelo incluem a média e a variancia de cada componente Gaus-
siano, bem como o0s coeficientes de mistura que representam o peso relativo de
cada componente na mistura. O algoritmo de Maximizacao da Expectativa (EM)
é comumente empregado para estimar os parametros do GMM de forma iterativa.
Por meio desse processo iterativo, o algoritmo maximiza a verossimilhanca das
observagoes, dados os parametros do GMM, identificando os grupos subjacentes
nos dados.

Os GMMs sao particularmente tteis para agrupamento quando os grupos pos-
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suem formas complexas ou se sobrepoem, pois podem capturar a distribui¢ao sub-
jacente dos dados de maneira mais flexivel em comparagdo com métodos como o
agrupamento K-means (ZHANG et al., 2021). Além disso, os GMMs fornecem uma
estrutura probabilistica, possibilitando a quantificacdo da incerteza nas atribuigoes
dos grupos, o que pode ser benéfico em varias aplicagoes, incluindo reconhecimento
de padroes, segmentacao de imagens e andlise de dados (HU et al., 2024). Essa
abordagem probabilistica contrasta com métodos como o K-means, que dependem
de atribuicoes rigidas de pontos a grupos tnicos. Em vez disso, o GMMs estima
a probabilidade de cada padrao pertencer a cada grupo, proporcionando insights
valiosos sobre a possivel sobreposicao e incerteza (KASA; RAJAN, 2023). Essa
técnica de aprendizado nao supervisionado pode ser considerada uma generaliza-
¢ao do algoritmo K-means, no qual, em vez de estimar apenas os centrdides de
cada grupo, também estimamos a forma (matriz de covariancia) e a proporgao de
cada Gaussiana da mistura observada. Os GMMSs atribuem probabilidades a cada
ponto de dado pertencente a cada grupo com base nesses parametros, permitindo
uma atribuicao dos pontos de dados aos grupos,

Um modelo de mistura é um uma combinagao linear de distribuibuicoes de
probabilidade a fim de modelar um conjunto de dados X C R™. No GMM,
assumimos que os padroes sdo varidveis i.i.d. de uma densidade p(z) definida

como uma mistura finita de ¢ distribui¢oes gaussianas multivariadadas

p(x) => mN(x|p, ) (3.41)
i=1
onde
1 1 Tl

(i € o vetor média e >; é a matriz de covariancia do i-ésimo componente. Os
pesos ; € [0, 1] satisfazem >.{_; m; = 1 e representam a probabilidade de que uma
amostra aleatéria x tenha sido gerada pelo i-ésimo componente. E importante

notar que
/ p(z)dr =1
X
dado que cada componente satisfaz [y N(z|u;, X;)dx = 1 e a ponderagao feita por
7; ndo distorce o intervalo [0, 1]. Neste sentido, busca-se encontrar os parametros

g = (1, ooy Ty s+ -+ y fhey 21, - - -, 23¢) que melhor representa X .



3.8. Agrupamento de Dados 65

3.3.2 O algoritmo EM

O algoritmo EM é uma procedimento genérico para a modelagem probabilis-
tica de um conjunto de dados. Basicamente, o algoritmo otimiza os parametros
de uma funcgao de distribuicao de probabilidades de forma a representar os dados
da forma mais verossimil possivel em casos onde as equagoes nao podem ser resol-
vidas analiticamente (KURODA; GENG, 2023). Tipicamente, isso ocorre porque
tais modelos envolvem variaveis latentes além dos parametros desconhecidos e dos
dados observados. Em outras palavras, existem dados ausentes nas observagoes ou
o modelo pode ser reformulado de maneira mais simples assumindo a existéncia de
varidveis nao observadas (latentes), que geralmente especificam o componente da
mistura ao qual cada amostra pertence. Para encontrar uma solu¢ao de maxima ve-
rossimilhanca, é necessario calcular as derivadas da funcao de log-verossimilhanca
em relacao a todos os parametros desconhecidos e variaveis latentes e resolver si-
multaneamente todas as equagoes obtidas. Em modelos estatisticos com variaveis
latentes, como o modelo GMM, isso é geralmente impossivel (YOU; LI; DU, 2023).

Para compreender o tratamento sobre a distribuigao p(z), considere uma varia-
vel latente Z = [z1, ..., 2.7 tal que apenas uma das componentes ¢ igual a 1. Esta
variavel é considerada para identificar as desconhecidas componentes da mistura
responsaveis por gerar x. Definindo m; = p(z;) como a probabilidade a priori do
padrao x ser gerado pela i-ésima Gaussiana, tem-se m; € [0,1] e >¢_, m; = 1. Note
que a i-ésima Gaussiana corresponde a distribuicao condicional de z dado um valor
particular, isto é,

p(z|zi = 1) = N(x|p;, ) (3.43)
Das distribuicoes p(x) e p(x|y;) tem-se a distribuicao conjunta p(z, z;) = p(z;)p(x|z;).

Com isso, a distribuicao p(x) é obtida por

plz) = f;p<x|zz-> - fjlmv<a:|ui7 ).

Com estes ingredientes, calcula-se a probabilidade de pertinéncia de cada x; a

classe z; como

K3 - .
T >t TRP(Ti| e, X)
Dentre diferentes técnicas existentes para obtencao dos parametros, a Estima-

¢ao por Maxima Verossimilhanga (Maximum Likelihood Estimation - MLE) é a
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utilizada pelo GMM. Ela consiste em determinar o valores que maximizam a fun-
¢ao de verossimilhanca L(Qj X, 7)) =p(X, Z, 5), que ¢é a probabilidade conjunta em
funcao do parametro 0. Nesta configuragao, (FISHER, 1992) determinou que os
pardmetros 6timos que modelam p(X, 5), em relagao a um conjunto de observa-
¢oes X, correspondem aos parametros que maximizam a funcao de verossimilhanca

marginal

LX) = /Z p(X, Z,0)dZ.

No entanto, a nao linearidade dessa expressao torna a obtencao da solugao pra-
ticamente intratavel via dL(d) = 0. Como alternativa, o algoritmo EM procura
encontrar o MLE da log-verossimilhanca marginal iterativamente aplicando os se-

guintes dois passos:

Expectativa: Calcule o valor esperado da log-verossimilhanca para a distri-
buic¢ao condicional de Z dado X, usando a estimativa atual dos parametros,
denotada por 6®).

—

Q10" = Eyx gy |log L(0: X, Z)| (3.44)

Maximizacao: Encontrar os parametros que maximizam a quantidade cal-

culada no primeiro passo:

—

g+ = arg max Q(6]0") (3.45)
g

Pode-se mostrar que, no caso dos Modelos de Mistura Gaussiana, apos a inici-

alizacao dos parametros, os passos de expectativa e maximizagao sao dados por:

Passo E: Calcule as probabilidades de pertencimento de classe Tj(;) por:

(il i, O
j(fi) — K’]r]p(x |H’] ]) (346)
>t TPl e, X
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Passo M: Atualize os parametros por:

i=1
1 n
H§t+1) _ 2 ZT](?% (3.48)
nj =1
1 1 & 1 1
S = ST ) (3.49)
(t+1) _ 1y 3.50
o (3.50)

A convergéncia do algoritmo EM depende essencialmente do comportamento da
funcao de log-verossimilhanca. Quando a log-verossimilhanga se torna constante,

o algoritmo converge para os estimadores de maxima verossimilhanga do modelo

GMM.

3.3.3 Medidas de Qualidade

Em analogia a avaliacao de resultados de classificagao, o particionamento efe-
tuado por um método de agrupamento pode ser avaliado segundo sua capacidade
de descrever a organizacao dos dados contemplados pelo problema em si (NE-
GRI, 2021). A avaliagdo do particionamento efetuado por um método de agru-
pamento pode ser conduzida por medidas baseadas em observacoes de referéncia
ou de forma autonoma. Dentre diferentes propostas existentes na literatura, o
Coeficiente Silhueta (Silhouette Coefficient — SC), o Indice de Calinski-Harabasz
(Calinski-Harabasz Index — CHI), e o Indice de Davies-Bouldin sio medidas que
permitem avaliar resultados de agrupamentos com base em indicadores estatisti-
cos. O SC mede o quao semelhante cada ponto é ao seu proprio grupo comparado
com outros grupos, enquanto o C'HI considera a razao entre a dispersao intra-
grupo e inter-grupo para avaliar a qualidade do agrupamento. Ja o DBI avalia a
relacdo entre a coesdao dentro dos grupos e a separagao entre os grupos, sendo uma
medida 1util para determinar a compactacao e a separagao dos clusters.

Por outro lado, medidas que comparam o agrupamento gerado com uma refe-
réncia conhecida também sao amplamente usadas. A medida V contempla uma

forma de avaliacdo baseada em exemplos de referéncia, medindo a precisao e a
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completude do agrupamento em relacdo a rétulos conhecidos. O Indice de Rand
(RI) é outra medida popular, que computa a similaridade entre dois agrupamentos
considerando acertos aleatérios, sendo ajustada para reduzir o impacto do acaso.
Da mesma forma, a medida Fowlkes-Mallows avalia a precisao e a completude dos
clusters, focando na proporcao de pares de pontos que sao agrupados corretamente,
tanto dentro do mesmo cluster quanto em clusters distintos.

Essas métricas proporcionam uma visao abrangente sobre a qualidade dos agru-
pamentos, permitindo tanto uma avaliacao baseada em critérios internos, relaci-
onados as caracteristicas dos proprios dados, quanto em comparacao com rotulos
de referéncia conhecidos. No que segue, encontra-se um resumo das principais

defini¢oes das métricas.

3.3.3.1 Rand Index

O Indice de Rand (Rand Index - RI) (RAND, 1971) é baseado na comparacio
de pares de elementos. Resumidamente, ele verifica se os pares sdo classificados
de forma consistente, ou seja, se estdo no mesmo agrupamento, em ambos 0s
agrupamentos ou se estao em agrupamentos diferentes. A medida é calculada com
base na contagem de pares:

a : de mesma classe e mesmo grupo
b : de mesma classe e grupos distintos
¢ : de classes distintas e mesmo grupo
d : de classes distintas e grupos distintos.
Sua equacao é definida por
a+d

at+c+b+d
Quando os pares de agrupamentos nao tém similaridades, ou seja, a e b préximos

de zero, o RI se aproxima de zero. Quando os agrupamentos sao idénticos, ou seja,

c e b préoximos de zero, o Rl se aproxima de um.

3.3.3.2 Calisnki-Harabasz

Baseando-se nas variabilidades externas e internas dos grupos resultantes, o

Indice de Calinski-Harabasz (CH) (CALINSKI; HARABASZ, 1974) é construido
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a partir da "soma dos quadrados".

sendo que V; e Vg, conforme ja definidos pelas equagoes acima, quantificam a
variabilidade interna dos agrupamentos e a separagao entre agrupamentos.
A defini¢gdo matematica do indice CH, para um conjunto de dados X = {z1,zs, ..., xn}

é dada por:

OH - lszzl ek — CHT [ N-K

K—1 Yier Tl — el ?
onde ng e ¢, denotam o nimero de amostras e o centréide do k-ésimo agrupa-
mento, ¢ ¢ o centrdide global (média dos centréides) e N é o numero total de
amostras. Os valores expressos por esta medida tendem a aumentar ao passo que
os agrupamentos se tornam densos e com maior separabilidade entre si.

Os valores expressos por esta medida tendem a aumentar ao passo que os
agrupamentos se tornam densos e com maior separabilidade entre si. No entanto,
vale destacar que, devido a presenca de V; em sua composi¢ao, a medida CH tende

a diminuir quando os agrupamentos identificados nao sao compactos.

3.3.3.3 Davies-Bouldin Index

O Indice Davies-Bouldin (DAVIES; BOULDIN, 1979) é uma métrica para ava-
liar algoritmos de agrupamento. Esta é uma técnica de avaliagdo interna, onde a
validagao de quao bem o agrupamento foi feito é realizada usando quantidades e
caracteristicas inerentes ao conjunto de dados. Isso tem a desvantagem de que
um bom valor reportado por este método nao implica a melhor recuperacao de
informacao.

Dado n pontos dimensionais, seja C; um cluster de pontos de dados. Seja X;

uma amostra de dimensao m atribuido ao cluster Cj:

1 T; 1/q
5= (Tz I, - Aing)

tj=1
Aqui, A; é o centrdide de C; e T; é o tamanho do cluster 7. S; é a raiz g-ésima do

momento ¢-ésimo dos pontos no cluster i em relagao a média. Se ¢ = 1, entao 5;
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¢é a distancia média entre os vetores de caracteristicas no cluster ¢ e o centréide
do cluster. Normalmente, o valor de p é 2, o que torna a distancia uma funcao de
distancia Euclidiana. Muitas outras métricas de distdncia podem ser usadas, no
caso de variedades e dados de alta dimensionalidade, onde a distancia euclidiana
pode ndo ser a melhor medida para determinar os clusters. E importante notar que
esta métrica de distancia precisa estar alinhada com a métrica usada no préprio

esquema de clustering para resultados significativos.

m 1/p
My = (1A — Ayl = (Z lans — ak,m)
k=1

M; ; ¢ uma medida de separacao entre o cluster C; e o cluster Cj. ax; é o
k-ésimo elemento de A;, e hd m tais elementos em A, pois é um centroide de
dimensao m. Aqui, k indexa as caracteristicas dos dados, e isso é essencialmente

a distancia Fuclidiana entre os centros dos clusters ¢ e 7 quando p = 2.

3.3.3.4 Fowlkes—Mallows

O Indice de Fowlkes-Mallows (FOWLKES; MALLOWS, 1983) é um método
de avaliacao externa que é usado para determinar a similaridade entre dois agru-
pamentos, e também uma métrica para medir matrizes de confusao. Esta medida
de similaridade pode ser entre dois agrupamentos hierarquicos ou entre um agru-
pamento e uma classificacdo de referéncia. Um valor mais alto para FM indica
uma maior similaridade entre os agrupamentos e as classificagoes de referéncia.

Quando os resultados de dois algoritmos de agrupamento sao usados para ava-

liar os resultados, a medida FM é definido como:

———— TP TP
V- TPR \/TP+FP TP+ FN

onde T'P é o nimero de verdadeiros positivos, F'P é o nimero de falsos positivos, e
F'N é o nimero de falsos negativos. TPR é a taxa de verdadeiros positivos, também
chamada de sensibilidade ou recall, e PPV é a taxa de predigcdo positiva, também
conhecida como precisao.

O valor minimo possivel do Indice de Fowlkes—Mallows é 0, o que corresponde

a pior classificacdo bindria possivel, onde todos os elementos foram classificados
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incorretamente. E o valor maximo possivel do Indice de Fowlkes—Mallows é 1, o
que corresponde a melhor classificacdo binaria possivel, onde todos os elementos

foram classificados perfeitamente.

3.3.3.5 Silhuette-Score

O método SC (ROUSSEEUW, 1987) é capaz de encontrar parti¢oes dos dados
de modo que a variabilidade interna dos agrupamentos seja minimizada enquanto
a separacao entre os agrupamentos seja maximizada. Nestes casos, a quantificagao
das variabilidades interna e externa dos agrupamentos é tomada como referen-
cial. Considere o conjunto de padroes X é particionado entre os agrupamentos

Gy, ...,Gg. A medida SC é expressa por:

Sg — S

SC=—————
max{Sy, Sg}

onde .

2 kmi:(m; — 1
g =2y M=l s
7j=1 x4,20€G;
e
o1& 1

Sp=1Y—— % % ln-al

j=1 mjmpj 2, €G; a:gEGpj
centréides) que representam, respectivamente, os agrupamentos Gje G'pj7 para um
Jj#pj €1{1,...,k}, de cardinalidades m; e m,,,, respectivamente. Os valores de SC
estao limitados ao intervalo [—1,1], cujos limites inferior e superior indicam pior
e melhor avaliacao possivel. A quantidade S;, conforme representada, fornece a
distancia euclidiana média entre cada par de observacao pertencente a um mesmo
agrupamento; ja Sg expressa a distancia euclidiana média entre cada padrao e

todos os padroes que ocupam o agrupamento mais proximo.

3.3.3.6 V-Score

A medida V (ROSENBERG; HIRSCHBERG, 2007) realiza uma avaliacao do
particionamento feito sobre Z com base em duas caracteristicas: a homogeneidade

(H,) e a completude (C,,). A primeira propriedade, de homogeneidade, vislumbra
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que os agrupamentos identificados sejam compostos por exemplos de uma tnica
classe. Por outro lado, a completude estabelece que exemplos de uma mesma classe
devam estar associados a um mesmo agrupamento.

A verificacdo dessas propriedades é baseada em medidas de entropia. Para um
particionamento composto por k agrupamentos, a entropia da classe w; condicio-

nada a existéncia de k classes, sao calculadas:

k
My my
H(Q|G) = — —log <]>
jzl Z:ZI m; m;
em que H(€)) se refere & entropia das classes e H(2|G) é a entropia das classes con-

dicionada aos agrupamentos. Posteriormente, sdo determinadas expressoes para a

homogeneidade, a completude e, em ultimo, para a medida V:

e
H,=1 7[‘[(9)
H(GI)
= 1 —_—_—
C H(G)
2H C
Vo= e
Hw +Cw

Os valores retornados pela medida V' estao contidos no intervalo [0, 1], no qual
1 aponta para um ajuste perfeito entre os agrupamentos e as classes expressas
definidas através das informacgoes de referéncia. Por outro lado, diante de agrupa-
mentos aleatorios, essas medidas podem levar a valores distintos entre si, ambos
diferentes de zero. Além da avaliagdo baseada em amostras de referéncia, a me-
dida V pode ser empregada na comparacao de aderéncia entre particionamentos
gerados por dois métodos distintos ou em diferentes arranjos de parametros desses
intervenientes. Neste caso, basta assumir {2 como um conjunto de referéncia cujos
indicadores de classe associados aos padroes foram gerados de maneiras distintas

ou diferentes.
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3.4 Teste de Hipo6teses

Os testes de hipoteses sao uma ferramenta fundamental na estatistica inferen-
cial, amplamente utilizados em diversas areas de pesquisa para tomada de decisao
com base em dados amostrais. O processo de teste de hipoteses permite avaliar
a veracidade de uma afirmacao ou hipdtese sobre uma populagao, utilizando-se
de evidéncias extraidas de amostras. Neste contexto, os elementos centrais de um
teste de hipéteses incluem a hipétese nula (Hy), a hipétese alternativa (Hy), o
p-valor e os niveis de significancia.

De acordo com (HOLLANDER,; WOLFE; CHICKEN, 2015), o primeiro passo
no desenvolvimento de um teste de hipdteses é a formulacao de duas hipdteses
mutuamente exclusivas: a hipotese nula, Hy, que representa o estado inicial, e
a hipotese alternativa, Hy, que é a proposicao que se deseja testar. Em termos
formais, a hipotese nula geralmente sugere que nao ha efeito ou diferenca signifi-
cativa, enquanto a hipodtese alternativa sugere o oposto, ou seja, a existéncia de

um efeito, diferenca ou relagao estatisticamente significante:
Hy: Nao ha diferenca significativa ou efeito na populacao.
Hi: Ha uma diferenca significativa ou efeito na populacgao.

A decisao a respeito de qual das hipdteses aceitar é tomada com base nas evidéncias
fornecidas pelos dados da amostra.

O nivel de significancia o € um valor previamente definido no teste, geralmente
fixado em 5% (o = 0.05). Este valor representa a probabilidade maxima de se
cometer um erro tipo I, ou seja, rejeitar a hipétese nula quando esta é verdadeira.
Em termos praticos, ao definir «, o teste aceita uma chance de « de rejeitar H
incorretamente.

Além disso, outro erro possivel em testes de hipoteses é o erro tipo II, que
ocorre quando se falha em rejeitar Hy quando H; é verdadeira. A probabilidade
de cometer um erro tipo II é geralmente representada por 3, e o complemento
(1 — B) é denominado poder do teste, que reflete a capacidade do teste detectar
uma diferenca quando ela realmente existe.

O p-valor é a medida probabilistica que indica a forca da evidéncia contra a

hipétese nula. Mais precisamente, ele é a probabilidade de obtermos um resultado
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tao extremo quanto, ou mais extremo do que, o observado nos dados, assumindo
que a hipétese nula seja verdadeira. Em um teste de hipéteses, compar-se o p-valor

com o nivel de significAncia a:
(i) Se o p-valor < a, rejeita-se Hy em favor de Hj.
(ii) Se o p-wvalor > «, ndo hé evidéncias suficientes para rejeitar Hy.

E importante notar que um p-valor pequeno nao implica, necessariamente, que
a hipotese alternativa é verdadeira, mas sim que os dados observados sao incon-
sistentes com a hipotese nula. No entanto, o p-valor sozinho nao mede o tamanho
do efeito ou a importancia pratica dos resultados. Dependendo da natureza da hi-
potese e do tipo de dados envolvido, diferentes tipos de testes de hipéteses podem
ser utilizados.

No contexto deste trabalho, onde se busca comparar as medidas de qualidade
de agrupamentos obtidas por diferentes métodos de aprendizado de variedades
utilizando o modelo de Mistura de Modelos Gaussianos (GMM), é necesséario em-
pregar um método estatistico que permita a comparacao de multiplos métodos
de forma robusta. Como os dados a serem comparados envolvem medidas repeti-
das (ou amostras dependentes), a anélise estatistica deve levar em consideragao a
dependéncia existente entre as amostras.

O teste de Friedman é uma alternativa nao-paramétrica ao teste ANOVA de
medidas repetidas, adequado para situagoes onde nao se pode assumir que os
dados seguem uma distribuicdo normal. Este teste avalia se ha diferencas esta-
tisticamente significativas entre trés ou mais grupos relacionados (neste caso, os
diferentes métodos de aprendizado de variedades), comparando as medianas das
distribui¢oes. Como estamos lidando com algoritmos de agrupamento aplicados a
diferentes métodos de aprendizado de variedades, o teste de Friedman ¢é apropriado,
pois ele leva em consideracao a dependéncia entre as execugoes dos experimentos
em cada método.

Apos a deteccao de diferencas significativas pelo teste de Friedman, surge a
necessidade de identificar quais métodos de aprendizado de variedades apresentam
diferencas entre si. Para isso, utiliza-se um teste pds-hoc, que permite a compa-

ragao par a par entre os métodos. O teste post-hoc de Nemenyi é uma escolha
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comum neste contexto, pois é indicado para comparar todos os pares de grupos
apés um teste de Friedman. Ele verifica quais métodos diferem significativamente
uns dos outros, ajustando para o fato de que multiplas comparacoes estao sendo
realizadas, e sem a necessidade de assumir a normalidade dos dados.

Assim, a combinacao do teste de Friedman e do teste post-hoc de Nemenyi
proporciona uma abordagem estatistica robusta para avaliar se ha diferencas sig-
nificativas entre as medidas de qualidade de agrupamento dos diferentes métodos
de aprendizado de variedades, e, em caso afirmativo, identifica especificamente

quais métodos se diferenciam.



Capitulo 4

O algoritmo K-ISOMAP

Com a nocao de preservacao de distancias em espacos de alta dimensionalidade,
o método ISOMAP busca encontrar uma imersao isométrica de um conjunto de
dados para um novo espaco euclidiano R? tal que d < m. No inicio deste processo,
¢ extraido um grafo de vizinhancas de acordo com a regra e-ball ou k-NN. Esta
estrutura permite a interpretacao de uma topologia da variedade de dados, onde
o ISOMAP busca pelas distancias mais proximas. Mudancas nos parametros € ou
k afetam diretamente a nocao de distancia percebida pelo grafo. Além disso, a

presenga de ruido e/ou outliers pode degradar ainda mais a estrutura subjacente.

Na tentativa de aliviar a sensibilidade a ruido e outliers que o ISOMAP possui,
o método K-ISOMAP foi proposto. Ele utiliza o conceito de curvatura para criar
uma nova funcao de custo para as arestas, explorando a hipdtese de que arestas com
alta curvatura indicam transi¢do entre grupos/classes. Além disso, o K-ISOMAP
abre espago para um maior aprofundamento sobre a relagao entre algoritmos de
agrupamento e aprendizado de métricas/variedades. Este capitulo busca explicar

a fundamentagao tedrica do K-ISOMAP e exemplificar seu funcionamento.
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4.1 O K-grafo

O método K-ISOMAP (LEVADA, 2022) utiliza a base ortonormal que define o
espaco tangente em um ponto da variedade como fonte de informacao geométrica.
Como a variacdo do campo tangente é expressa apenas em termos da curvatura,
a proposta consiste em quantificar como o espaco tangente varia ao redor da vi-
zinhanca de cada ponto, para construir uma funcao de distancia intrinseca a ser
utilizada na ponderacao das arestas do grafo KNN (LEVADA, 2022). Este grafo
k-NN definido em termos da curvatura é chamado de K-grafo.

Considere X = {x1,2,...,2,}, com z; € R™ a matriz de dados. O primeiro
passo no algoritmo K-ISOMAP consiste na obtencao de um grafo k-NN a partir
dos dados. Neste estdgio inicial, adota-se a distancia euclidiana para computar
os vizinhos mais préximos de cada amostra x;. A partir disso, o K-ISOMAP
propoe a atualizagdo do grafo k-NN para o K-grafo antes de calcular as distancias
geodésicas. Chamando de n; o sistema de vizinhanca de z;, um patch P; é definido
como o conjunto {z; Un;}. Note que o nimero de elementos de P; é k + 1, para

1 =1,2,...,n. Em notagao matricial, um patch P; é dado por:

P, = [z, 0, T, ..., Tip) = : : : (4.1)

zi(m) xa(m) ... zg(m)) (b )

Para cada patch P;, calcula-se o subespaco PCA associado que representa uma
aproximagcao do plano tangente a variedade de dados em x;. Ap0s calcular a matriz

de covariancias Y;, decompondo-a em seus autovetores e autovalores, obtém-se
T
% = UiQU;

onde U; = [uj, Ui, - - -, U] € uma matriz m X m cujas colunas representam os

autovetores de >; e (J; é uma matriz diagonal com os autovalores de ;.
Utilizando a base ortonormal do espaco PCA, que é constituida pelos autove-

tores do patch P;, o K-ISOMAP atualiza os pesos das arestas do grafo k-NN pela

variagao local dos espagos tangentes em cada aresta. Considere U; = [u;1, . . ., Ui
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e U; = [uj1,...,ujm| os espacos PCA que aproximam os espagos tangentes em
cada vértice da aresta (z;, ;). Uma maneira de calcular a variacdo entre os espa-
¢os tangentes é utilizando a norma da diferenca entre os respectivos vetores das

bases. Desta maneira, fica definido um vetor K,

ij» chamado de vetor de curvaturas

principais, cujas componentes sao
Kij(1) = |Juyg —uj|| paral=1,2,... m. (4.2)

A norma || K;;|| é considerada como o novo peso da aresta (z;,z;). O método K-
ISOMAP finaliza encontrando os caminhos minimos do K-grafo e as coordenadas

intrinsecas na dimensao desejada.

Originalmente, o método utiliza todas as m componentes principais ordenadas
de forma decrescente no calculo do vetor de curvaturas de uma aresta. Entretanto,
neste trabalho, utiliza-se apenas as d primeiras componentes de l?ij para ponderar
o K-grafo, sendo d a dimensao intrinseca da variedade de dados. Esta consideracao
¢ motivada pelo simples fato de que o espaco tangente tem a mesma dimensao que
a variedade. Portanto, ao considerar a taxa de variagdo do espago tangente, ou
seja, a curvatura, basta comparar as d componentes principais. A Figura 4 ilustra

0s espagos tangentes em uma aresta (z;, ;).

Figura 4 — Vetor de curvaturas principais da aresta (z;, z;).
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Além da norma euclidiana, é possivel utilizar um parametro f que determina a
medida de similaridade a ser extraida de [?w Por padrao, a métrica f;, é definida
como a norma do vetor de curvaturas |[K;|. A métrica f fornece a curvatura
associada a primeira componente de [?ij, enquanto f, fornece a curvatura relacio-
nada & ultima componente. A métrica f3 calcula a média entre as curvaturas do
primeiro e do ultimo componentes de I?Z] A métrica f; representa a curvatura
média de cada componente. A métrica f5 fornece o valor maximo, enquanto a
métrica fg fornece o valor minimo de l?” A métrica f7 calcula o produto entre os

valores minimo e maximo de Kj;;, enquanto a métrica fg calcula a diferenca entre

YR
eles. A métrica fy aplica um kernel exponencial negativo na curvatura média. A

métrica fip combina o ISOMAP e K-ISOMAP na férmula

Afivj] = (1 a>z;§”j[]l] ol Ryl (4.3)

onde Ali, j| é o peso da aresta (i, ) no grafico k-NN e fl[i,j] ¢ o peso atualizado.
Quando « é igual a 0, o algoritmo produz o ISOMAP padrao até um fator de
escala local, enquanto definir & como 1 resulta na métrica f; sendo aplicada. O

algoritmo a seguir descreve os passos do K-ISOMAP.

Algoritmo 6 Curvature Based [sometric Feature Mapping
1: function K-ISOMAP(X,d.k,f,a)
2: A partir da matriz de dados X construa um grafo k-NN.
3 Compute as matrizes de covariancia ¥; para cada patch P;.
4 Compute o K-grafo A ponderado por f e Kw
5: Compute a matriz de distancias geodésicas do K-grafo D,,,.
6
7
8
9

Compute H =1 — %U, onde U é uma matriz n x n de 1’s.
Compute B = —%HDH.
Encontre os autovalores e autovetores da matriz B.
: Selecione os d < m maiores autovalores e seus autovetores.
10: Defina as matrizes A e V', conforme definidas no ISOMAP.
return X = AV2y7
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Figura 5 — Curvatura média ao redor de cada vértice do K-grafo no Stanford
Bunny (k=T7).

4.2 Propriedades

A principal limitagdo do K-ISOMAP diz respeito ao seu alto custo computacio-
nal em conjuntos de dados com grandes amostras e/ou caracteristicas. O principal
problema ¢é que, para cada um dos n patches do grafo k-NN, tem-se que calcu-
lar o PCA para obter a aproximacao do espaco tangente naquele ponto. Como a
complexidade computacional do PCA é O(nm? + m?), mesmo em casos em que
o niumero de amostras nos patches é pequeno, o gargalo é no niimero de caracte-
risticas. O custo total do PCA no K-ISOMAP se torna O(n?m? +nm?), o que é

invidvel para grandes conjuntos de dados.

Por ser um algoritmo baseado em grafo de vizinhangas, o K-ISOMAP também
sofre com a definicao da quantidade de vizinhos e a presenca de ruido nos dados.
Na Figura 6, por exemplo, é observado o efeito do ruido e aumento do nimero
de vizinhos no mergulho pelo K-ISOMAP. Além disso, para aproximar os espagos
tangentes da variedade é necessaria uma quantidade consideravel de vizinhos, o

que aumenta significativamente a complexidade do algoritmo.

Ainda, ao considerar a curvatura como medida empirica de similaridade no
grafo, nao ¢é garantida a convergéncia teérica para a distancia geodésica da varie-
dade de dados no K-ISOMAP. Por este motivo, o K-ISOMAP pode ser considerado
um método focado no aprendizado de métricas, embora utilize o aprendizado de
variedades na consideracao do K-grafo. Mesmo assim, ha muito espaco para estudo
do comportamento do espaco tangente e a curvatura no método, tanto computa-

cionalmente quanto teoricamente.
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Figura 6 — Double Torus e sua redugao por K-ISOMAP de acordo com uma quanti-
dade de ruido (eixo vertical) e quantidade de vizinhos (eixo horizontal).

As limitagoes do K-ISOMAP confrontam com uma excelente performance em
tarefas de classificagao (LEVADA, 2022). O céalculo do espago tangente em cada
ponto age como um filtro de ruido das diferentes distribuicoes em cada regiao da
variedade de dados. Mesmo assim, a presenca de ruido pode aumentar a diferenca
I?Z-j = |lui — uji|| entre as bases dos espagos tangentes em z; e z;. Por outro lado,
o K-ISOMAP lida com outliers melhor do que o ISOMAP. De fato, no K-ISOMAP
a distancia so é relevante na construgao do grafo k-NN. Os menores caminhos no

K-grafo sdo, na verdade, caminhos de minima curvatura.

Assim, a suposicdo de que a curvatura afeta o desempenho dos algoritmos
de classificagdo e agrupamento é baseada na observagdo de que pontos de alta

curvatura tendem a se concentrar em bordas, que sao os principais componentes
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na defini¢ao de classes/grupos. A curvatura no K-grafo também indica uma medida
de quanto a aresta se desvia de ser plana. Regides de alta curvatura se associam
a limites entre grupos, e quando o peso da aresta (borda) é alto, ele sinaliza um
limite entre grupos.

No que segue, a metodologia e os resultados do experimento realizado com o
K-ISOMAP e os demais métodos de aprendizado de métricas/variedades discu-
tidos é apresentada. Em resumo, deseja-se testar a qualidade de agrupamentos
obtidos com o GMM ap¢s aplicagao do ISOMAP, K-ISOMAP, Kernel PCA, LLE,
Laplacian Eigenmaps, t-SNE e UMAP.
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Capitulo 5

Experimentos e Resultados

Tendo como objetivo avaliar a performance do K-ISOMAP em problemas de
agrupamento, conjuntos de dados reais e sintéticos foram selecionados para compor
as duas baterias do experimento realizado. Sao utilizadas medidas de qualidade
intrinsecas e extrinsecas para capturar quantitativamente a estrutura de agrupa-
mentos obtidos apds reducdo de dimensionalidade. O experimento consiste na
comparacao das métricas de qualidade de cada agrupamento obtido com o GMM
segundo o K-ISOMAP, métodos classicos e o estado-da-arte do aprendizado de
métricas e reducao de dimensionalidade. Por fim, sdo aplicados testes de hipéteses
para comparar os resultados RAW e K-ISOMAP com os demais métodos de RD.
Uma anélise grafica e descritiva é conduzida para evidenciar as caracteristicas dos

resultados obtidos.

5.1 Metodologia e procedimento experimental

Deseja-se testar se é possivel melhorar a qualidade de agrupamentos via GMM
a partir do K-ISOMAP. Para fazer isso, utiliza-se outros métodos de reducao de

dimensionalidade como referéncia: ISOMAP, KPCA, LLE, Laplacian Eigenmaps,
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t-SNE e UMAP. Em (LEVADA, 2022), os testes realizados supoem a dimensionali-
dade intrinseca como sendo d = 2. Como a maioria dos conjuntos de dados possui
uma estrutura de variedade de dimensao alta, neste trabalho, incorpora-se no ex-
perimento uma estimativa da dimensionalidade intrinseca d* de cada conjunto de
dados, conforme a secdo ??7. Este parametro sera utilizado por cada método de
RD na etapa de embedding, e também na selecao das d* curvaturas principais do
K-grafo. No K-ISOMAP, a alta dimensionalidade do espago original pode gerar
ruidos no vetor de curvaturas principais. Por isso, ¢ feita a ponderacao no K-grafo
de acordo com as d* dire¢oes de maior curvatura.

De modo a testar os métodos de RD sob uma mesma estrutura, define-se o
nimero de vizinhos®' do grafo k&-NN como k = |\/n]. Na teoria dos grafos, é co-

nhecido que a performance tedrica de um classificador k-NN é maximizada quando,
sob condigoes especiais (CHAUDHURI; DASGUPTA, 2014),

k—oo e k/n—0 para n— 0. (5.1)

Mesmo se k for uma varidvel independente de n, mas que satisfaz (5.1), é possivel
maximizar a performance do classificador. Nos métodos de RD, busca-se preservar
estruturas locais e/ou globais do dados a partir de um grafo. Logo, k = |y/n] é
considerada uma heuristica na inicializagdo dos métodos, pois garante uma quan-
tidade de vizinhos adequada para computar similaridades.

Apo6s calcular a qualidade de agrupamentos, para cada bateria do experimento,
aplica-se o teste de hipéteses nao-paramétrico de Friedman, seguido do teste post-
hoc de Nemenyi para validar se os resultados obtidos pelo K-ISOMAP sao significa-
tivos em relacao aos resultados dos demais métodos. Quando o teste de Friedman
indica um resultado significativo, o teste de Nemenyi post-hoc identifica as dife-
rencas especificas entre os pares de grupos. Neste experimento, comparam-se 0s
resultados do K-ISOMAP com os resultados RAW e os demais métodos, formando
seis testes para cada métrica. Foram testados 40 conjuntos de dados disponiveis
publicamente no portal <www.openML.org>, separados em duas baterias que re-
fletem caracteristicas semelhantes dos dados. Ademais, foram adicionados dois
conjuntos de dados sintéticos para compor a primeira bateria do experimento. A

seguir, descreve-se o processo experimental a ser realizado:

1 Nao se aplica ao Kernel PCA e ao t-SNE.
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Algoritmo 7 Procedimento Experimental

Input: Datasets X = {X;, Xs,..., Xy}
Métodos M = {RAW, KISOMAP, ISOMAP, UMAP, LLE, LE, t-SNE, KPCA}
Métricas Q = {RI,FM,VS,CH,SS,DB}

1: procedure EXPERIMENTO (X, M, Q)
2 for X; € X do
3 n; < NSamples(X;) > Numero de amostras
4: ki — |/ > Nimero de vizinhos
5: ¢; + NLabels(X;) > Ntimero de classes de X
6 Y; < Labels(X;) > Classes de X
7 X; < Normalize(X;) > Normalizacao de X;
8 d; < IntrinsicDimension(X;) > Estimativa via MLE (3.2.8)
9: for M € M do

10: if M = KISOMAP then © Calcula o maximo dentre as opcoes f
11: for j + 0 to 10 do

12: XMM — M(X;, ki, d;, f;) > Execucao do K-ISOMAP
13: me — GMM(XMJ‘, i) > Classes do GMM
14: RI,;,; < max{RandIndex(Y;, Yari )},

15: FM,;; ¢ max{FowlkesMallows(Y;, Yar,.;)};

16: VS < max{VScore(Y;, ?M”)}]

17: CHpi maX{Cahnslearabasz(XMzj, Yarij)}

18: SSari maX{Sllhouette(XM”, YM”)}j

19: DBy, + max{DawesBouldm(XMM, YMM-)}]-

20: else

21: if M = RAW then

22: X M — X > Nao héa reducao de dimensionalidade

23: else

24: Xori & M(X;, ki, d;) > t-SNE e KPCA néo utilizam k;

25: Yiri ¢ GMM(X s, ¢;) > Classes do GMM

26: RIy;; < RandIndex(Y;, Yaz;)

27: FM,y; + FowlkesMallows(Y;, Yaz,)

28: VS < VScore(Y;, Yar.)

29: CHpy < Cahnslearabasz(X M,i» YMZ)

30: SSari < SllhouetteScore(XM“ YMZ)

31: DBy, + Dav1esBould1n(XMl, YMl)

322 for M € M\ {RAW ,KISOMAP} do > Testes de hipGteses

33: for Q € Q do

34: Fuq « Friedman({Qraw }, {Qxisomar }, {Qn})

35: Nurg < Nemenyi({Qraw }, {Qxisomar }, {Qrm})

return p-valores {Fy o} e {Nu g} para cada método M e métrica Q
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5.1.1 Primeira bateria de experimentos

Cada uma das baterias foi pensada para conter dados com descri¢coes pareci-
das, como por exemplo area do problema, niimero de dimensoes, quantidade de
amostras e quantidade de classes. Na primeira bateria de experimentos, 27 con-
juntos de dados considerados de baixo porte foram selecionados. O ntmero de
amostras é reduzido em alguns casos para nao sofrer com o custo computacional

elevado do K-ISOMAP. Uma breve descrigao de cada conjunto de dados seguida

dos resultados gerais é apresentada abaixo.

Dataset n m ¢ d k

Enginel 383 5 3 3 19
Hopf-Link 1352 3 2 2 36
Pen-Digits (25%) 1873 16 10 4 43
PhishingWebsites (10%) 1105 30 2 2 33
Repliclust-Archetype 1100 3 6 2 33
breast-tissue 106 9 4 2 10
car-evaluation 1728 21 4 4 41
cme 1473 9 3 2 38
conference attendance 246 6 2 2 15
diggle table a2 310 8 2 2 17
fri_c4 250 100 250 100 2 33 15
hayes-roth 132 4 2 2 11
heart-h 294 13 5 2 17
heart-statlog 270 13 2 6 16
led24 (20%) 640 24 10 13 25
newton_hema 140 3 2 2 11
pron_ synth 250 2 2 2 15
gsar-biodeg 1056 41 2 2 32
rabe 131 50 5 2 3 7

satimage (25%) 1607 36 6 7 40
Servo 167 4 2 3 12
spambase (25%) 1150 57 2 2 33
steel-plates-fault 1941 27 7 4 44
tic-tac-toe 958 9 2 8 30
visualizing environmental 111 3 2 2 10
wisconsin 194 32 2 7 13
xd6 9793 9 2 2 31

Tabela 1 — Descricao dos conjuntos de dados da primeira bateria do experimento.
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Figura 7 — Boxplots de cada métrica de qualidade de agrupamento dos resultados

da primeira bateria de experimentos.
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Método Métrica p-valor F' p-valor N Teste F  Teste N
ISOMAP CH 0.000 0.002 1 1
ISOMAP DB 0.000 0.000 1 1
ISOMAP FM 0.000 0.960 1 0
ISOMAP RI 0.000 0.990 1 0
ISOMAP SS 0.000 0.002 1 1
ISOMAP VS 0.000 0.912 1 0
Kernel PCA CH 0.000 0.001 1 1
Kernel PCA DB 0.000 0.000 1 1
Kernel PCA FM 0.000 1.000 1 0
Kernel PCA RI 0.000 0.438 1 0
Kernel PCA SS 0.000 0.001 1 1
Kernel PCA VS 0.000 0.438 1 0
LLE CH 0.000 0.521 1 0
LLE DB 0.011 0.292 1 0
LLE FM 0.000 0.362 1 0
LLE RI 0.000 0.180 1 0
LLE SS 0.000 0.012 1 1
LLE VS 0.000 0.054 1 0
Laplacian Eigenmaps CH 0.000 0.012 1 1
Laplacian Eigenmaps DB 0.000 0.000 1 1
Laplacian Eigenmaps FM 0.001 0.232 1 0
Laplacian Eigenmaps RI 0.000 0.997 1 0
Laplacian Eigenmaps SS 0.000 0.000 1 1
Laplacian Eigenmaps VS 0.000 0.521 1 0
UMAP CH 0.000 0.000 1 1
UMAP DB 0.000 0.000 1 1
UMAP FM 0.002 0.990 1 0
UMAP RI 0.000 0.399 1 0
UMAP SS 0.000 0.000 1 1
UMAP VS 0.003 0.292 1 0
t-SNE CH 0.000 0.000 1 1
t-SNE DB 0.000 0.000 1 1
t-SNE FM 0.000 0.912 1 0
t-SNE RI 0.000 0.479 1 0
t-SNE SS 0.000 0.000 1 1
t-SNE VS 0.001 0.232 1 0
Total 36/36 16/36

Tabela 2 — Resultados dos testes na primeira bateria de experimentos.
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Ao revisar o resultado da Tabela 2, observa-se que apenas as métricas de quali-
dade internas obtiveram significancia estatistica segundo o teste de Nemenyi. Isto
acontece em todos os métodos, exceto para o LLE. O teste de Friedman confirma
que todas as distribuigdes sao distintas em relagdo ao K-ISOMAP, mas o teste
de Nemenyi aponta que apenas as métricas CH, DB e SS de fato apresentam re-
sultados significativamente distintos. Entretanto, de acordo com a Figura 7, os
resultados do K-ISOMAP sao ligeiramente maiores do que todos os outros méto-
dos de RD nas métricas externas. Isto indica que ha alinhamento entre os clusters
gerados e os rotulos verdadeiros.

Na métrica DB, o K-ISOMAP perde apenas para o LLE e RAW. Neste caso
onde o K-ISOMAP obteve um desempenho pior apds a aplicacdo do método de
RD, o embedding pode ter eliminado informagoes relevantes ou nao preservado
adequadamente a estrutura dos dados necessaria para a formacao de clusters co-
esos segundo a métrica DB. Uma possivel explicacdo é que os dados brutos ja
possuiam uma dimensionalidade intrinseca que favorecia a formacao de clusters
sem a necessidade de reducgao, ou que o método de reducao utilizado nao foi o
mais adequado para capturar a estrutura subjacente dos dados. Mesmo assim, em
grande maioria, o K-ISOMAP produziu clusters mais coesos e bem separados que
os demais métodos, sugerindo uma estrutura interna consistente nos dados.

Em relacao ao ISOMAP, o K-ISOMAP apresentou média e mediana consi-
deravelmente maiores. Mesmo que o teste de Nemenyi tenha apontado apenas
as métricas externas com resultados significativos, fica evidente que houve uma
melhoria nos resultados do K-ISOMAP. Este fato corrobora a hipétese de que a
incorporacao de uma funcao de distancia intrinseca baseada na curvatura local no
algoritmo ISOMAP ¢é capaz de melhorar a qualidade de agrupamentos obtidos via
GMM. Ainda, o K-ISOMAP compete com os métodos classicos e o estado-da-arte.

Vale destacar que a escolha dos parametros para este experimento esta asso-
ciada a uma necessidade de comparar os métodos sob a mesma estrutura. Pode
ocorrer que, em diferentes regides da variedade de dados, o grafo considerado ou
a dimensionalidade intrinseca nao sejam adequados e introduzam degradacoes na
topologia da variedade, como acontece, por exemplo, no efeito ferradura (?7).
Neste caso, o ajuste de parametros individuais deve ser considerado para melhores

comparagoes entre métodos e conjuntos de dados especificos.
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5.1.2 Segunda bateria de experimentos

No segunda bateria de experimentos, foram selecionados 15 conjuntos de dados
reais com um grande numero de caracteristicas, alguns deles com mais caracteris-
ticas do que amostras. Antes da reducao de dimensionalidade, em alguns casos,
utiliza-se o PCA para reduzir o nimero de caracteristicas, mantendo ainda uma
alta explicabilidade dos dados. Em conjuntos com uma grande quantidade de
amostras, apenas uma pequena parcela foi escolhida, a fim de nao extrapolar o
custo computacional do K-ISOMAP. A maioria dos conjuntos desta bateria é uti-
lizada em tarefas de classificagdo e agrupamento de imagens. Uma breve descri¢ao

de cada conjunto é seguida dos resultados e é apresentada abaixo.

Dataset n m PCA features ¢ d &k
AP-Omentum-Kidney 337 10937 90 2 9 18
AP_ Breast Kidney 604 10935 500 2 16 24
AP Endometrium Breast 405 10935 400 2 19 20
AP_Ovary_ Lung 324 10935 100 2 12 18
COIL-20 1440 16384 80 20 3 37
F-MNIST (5%) 3000 784 100 10 8 54
MNIST (5%) 3000 784 100 10 8 54
OVA_Uterus 1545 10935 100 2 9 39
Olivetti-Faces 400 4096 100 40 6 20
cnae-9 1080 856 50 9 2 32
eating 945 6373 100 7 12 30
har (10%) 1029 561 100 6 13 32
leukemia 72 7129 40 7 8
micro-mass 360 1300 100 10 4 18
oh5.wc 918 3012 40 10 10 30

Tabela 3 — Descricao dos conjuntos de dados da segunda bateria do experimento.
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Método Métrica p-valor F p-valor N Teste F  Teste N
ISOMAP CH 0.000 0.010 1 1
ISOMAP DB 0.001 0.001 1 1
ISOMAP FM 0.002 0.982 1 0
ISOMAP RI 0.001 0.745 1 0
ISOMAP SS 0.000 0.029 1 1
ISOMAP VS 0.004 0.517 1 0
Kernel PCA CH 0.000 0.017 1 1
Kernel PCA DB 0.001 0.001 1 1
Kernel PCA FM 0.015 0.848 1 0
Kernel PCA RI 0.001 0.228 1 0
Kernel PCA SS 0.001 0.002 1 1
Kernel PCA VS 0.000 0.017 1 1
LLE CH 0.000 0.408 1 0
LLE DB 0.005 0.228 1 0
LLE FM 0.041 1.000 1 0
LLE RI 0.002 0.848 1 0
LLE SS 0.002 0.017 1 1
LLE VS 0.038 0.929 1 0
Laplacian Eigenmaps CH 0.001 0.046 1 1
Laplacian Eigenmaps DB 0.085 0.110 0 0
Laplacian Eigenmaps FM 0.022 0.517 1 0
Laplacian Eigenmaps RI 0.002 0.982 1 0
Laplacian Eigenmaps SS 0.006 0.029 1 1
Laplacian Eigenmaps VS 0.005 0.228 1 0
UMAP CH 0.000 0.000 1 1
UMAP DB 0.000 0.000 1 1
UMAP FM 0.017 0.046 1 1
UMAP RI 0.038 0.110 1 0
UMAP SS 0.000 0.000 1 1
UMAP VS 0.015 0.017 1 1
t-SNE CH 0.000 0.029 1 1
t-SNE DB 0.014 0.310 1 0
t-SNE FM 0.022 0.228 1 0
t-SNE RI 0.005 0.310 1 0
t-SNE SS 0.002 0.982 1 0
t-SNE VS 0.017 0.982 1 0
Total 35/36 16/36

Tabela 4 — Resultados dos testes na segunda bateria de experimentos.
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Com base nos resultados da Tabela 4, percebe-se que o K-ISOMAP mais uma
vez obtém significancia estatistica sobre o ISOMAP padrao nas métricas internas
CH, DB e SS. Entretanto, desta vez o padrao nao se repete nos demais métodos,
pois o teste de Nemenyi nao aponta a mesma significincia. O teste de Friedman
confirma que todas as distribuicoes sao distintas, exceto a do Laplacian Eigenmaps.
As métricas CH e SS foram as que apresentaram um desempenho consistente em
comparacao ao ISOMAP. Para a métrica DB, entretanto, pode ser considerado
um empate por conta das médias muito préximas. Nesta bateria, os resultados
internos em comparacao com os externos nao sao favoraveis para o K-ISOMAP. Isto
demonstra que, em grandes conjuntos de dados, o método pode nao ser uma boa
escolha, tanto computacionalmente quanto quantitativamente. Porém, as métricas
externas parecem promissoras, ao passo que o K-ISOMAP em geral é melhor que
todos os outros métodos de RD, exceto o UMAP.

O método K-ISOMAP continua a demonstrar competitividade, evidenciada
pela melhoria na qualidade dos agrupamentos em diversos conjuntos de dados.
Essa melhoria sugere que o K-ISOMAP ¢é capaz de capturar eficientemente as re-
lacoes locais dos dados por meio da incorporacao de uma métrica de curvatura,
superando limitacoes do ISOMAP tradicional em cenarios onde a preservagao de
similaridades globais é menos eficaz. Em particular, quando as métricas externas
do K-ISOMAP apresentam valores elevados, a introdugao da medida de curvatura
demonstra potencial para identificar regioes de decisao entre classes ou grupos,
destacando sua capacidade de aprimorar a discriminacao de estruturas complexas.
Esses resultados refor¢cam a hipétese de que a integragao de medidas de curvatura
ao ISOMAP pode otimizar a qualidade de agrupamentos via GMM, tornando o
K-ISOMAP uma escolha robusta para tarefas que demandam a preservacao de si-
milaridades intrinsecas dos dados, mesmo em contextos onde métodos tradicionais
falham ou apresentam desempenho inferior.

De acordo com os boxplots apresentados na Figura 8, observa-se que o K-
ISOMAP supera os métodos KPCA, LLE e Laplacian Eigenmaps na maioria das
métricas avaliadas. No entanto, ao comparar especificamente com o KPCA, o
K-ISOMAP demonstra superioridade em todas as métricas, exceto no Silhouette
Score, onde o KPCA se destaca em relagdo aos demais métodos. A excegao ob-

servada no Silhouette Score sugere que, embora o KPCA possa gerar clusters
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internamente mais coesos em determinados cenarios, o K-ISOMAP apresenta um
desempenho global superior, destacando-se como uma ferramenta promissora para
tarefas que exigem a preservagao de estruturas complexas e relagbes nao lineares
nos dados. Esses resultados reforcam que o K-ISOMAP ¢é uma alternativa robusta
e eficaz para a andlise de dados de alta dimensionalidade, especialmente quando

comparado a métodos classicos e ao estado da arte.

5.2 Discussao

A partir dos resultados obtidos, nota-se que, mesmo em dados com uma alta
quantidade de caracteristicas (m), o K-ISOMAP consegue superar o ISOMAP na
qualidade dos clusters resultantes com GMM na maioria dos conjuntos de dados
analisados. Além disso, sua performance é competitiva em relagao ao estado-da-
arte e os algoritmos classicos. Por outro lado, a principal limitacao do K-ISOMAP é
o seu alto custo computacional. De fato, o K-ISOMAP possui complexidade O(n3+
n?m? + nm3). Os métodos ISOMAP, Kernel PCA, LLE e Laplacian Eigenmaps
possuem complexidade computacional de O(n?) devido ao cdculo de autovalores
e autovetores de matrizes de similaridades. O algoritmo t-SNE utilizado possui
complexidade de O(n?). Por sua vez, o algoritmo UMAP possui complexidade

O(n'1), sendo o mais adequado para conjuntos de dados de grande escala.

ISOMAP

Kernel PCA

LLE

Laplacian Eigenmaps
t-SNE

UMAP

e KISOMAP

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Amostras (n) Amostras (n)

Figura 9 — Tempo de execucao de cada método de RD nos conjuntos de dados da
primeira e segunda bateria do experimento, respectivamente.

A Figura 9 compara os tempos de execucao dos métodos. Note que, na segunda

bateria, o gargalo do K-ISOMAP ¢ evidente por conta da alta quantidade de
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caracteristicas. Observa-se também que o tempo de execucao do t-SNE foi o mais
alto. Isto se deve ao fato que nao existe solugdo analitica para o critério que
estd sendo otimizado. Em vez disso, a solugao é aproximada utilizando gradiente
descendente. Pelo mesmo motivo, o UMAP acaba sendo o terceiro mais lento.
Porém, ¢é notavel sua escalabilidade em conjuntos de dados com alta quantidade
de amostras e caracteristicas (MCINNES et al., 2018).

Por fim, os resultados evidenciam que o desempenho dos métodos de reducao de
dimensionalidade é fortemente influenciado pela métrica de similaridade adotada e
pelas métricas de qualidade utilizadas para avaliar o agrupamento. Essas variagoes
destacam a importancia de selecionar algoritmos adequados para diferentes tarefas
e tipos de conjuntos de dados, considerando suas caracteristicas intrinsecas. Nesse
contexto, o K-ISOMAP emerge como um método promissor, com potencial para
otimizacoes tanto teodricas, como no calculo do K-grafo, quanto computacionais,
visando um equilibrio entre eficiéncia e desempenho na reducao de dimensionali-
dade. Alternativas supervisionadas e semi-supervisionadas podem ser estudadas,
unificando similaridades extrinsicas e intrinsecas. Tais aprimoramentos podem
consolidar o K-ISOMAP como uma ferramenta robusta e versatil para a analise
de dados complexos e de alta dimensionalidade.

Todas as figuras e graficos apresentados nesta dissertacao foram desenvolvidos
pelo autor. O cédigo utilizado para gerar os resultados pode ser encontrado em

<https://github.com/gustavochavari/curvature-based-isomap>.


https://github.com/gustavochavari/curvature-based-isomap
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Figura 11 — Reducao de dimensionalidade e agrupamentos obtidos com o GMM
dos conjunto Repliclust-Archetype, Hopf-Link, tic-tac-toe e Engine-1.
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Conclusao

Neste trabalho, foi discutida a atuagao do método K-ISOMAP em reducao de
dimensionalidade em tarefas de agrupamento. Utilizando uma nova defini¢ao de
similaridade por curvatura, o método explora a geometria das curvas da variedade
de dados ao aprender uma métrica de distancia adaptada para capturar a cur-
vatura local. Constatou-se que o K-ISOMAP trouxe melhorias significativas no
desempenho de agrupamentos via GMM, em comparacao com o método ISOMAP
padrao. Além disso, o K-ISOMAP se mostrou competitivo ao ser comparado com
algoritmos de aprendizado de variedades do estado-da-arte. Mesmo sendo uma
medida empirica, ela se mostrou consistente em medir similaridades. Isto mo-
tiva o aprofundamento no conceito de curvatura em caminhos minimos em grafos,

buscando outras medidas de similaridade e aplicagoes na area.

A investigacao sobre dados de alta dimensao revelou os desafios impostos pela
maldi¢do da dimensionalidade, principalmente sobre o custo computacional do K-
ISOMAP. Mesmo assim, a principal vantagem do algoritmo K-ISOMAP proposto,
em comparacao com outros métodos de aprendizado de métricas e variedades, é a
utilizacdo da curvatura como uma forma de medir similaridade. Algoritmos tra-

dicionais muitas vezes sofrem com métricas convencionais de distancia que pecam
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ao preservar propriedades de conjuntos de dados complexos na imersao em um
espaco menor. Ao realizar que a curvatura é um invariante por isometrias locais, o
K-ISOMAP utiliza esta medida intrinseca para encontrar similaridades nos dados
no espago original. E; portanto, os dados transformados pelo MDS preservam as

similaridades no espaco reduzido.

Por meio de extensivas avaliagbes empiricas em conjuntos de dados de referén-
cia, demonstra-se o desempenho superior do K-ISOMAP em comparacio ao seu
método motivador ISOMAP. Melhorias significativas na qualidade dos agrupamen-
tos via GMM foram observadas, especialmente em cenarios de dados complexos e
de alta dimensao. Foi discutida a sensibilidade do método ao lidar com outliers e
ruido, embora tal sensibilidade seja muito menor do que a do ISOMAP. Em regioes
de alta curvatura, uma quantidade de vizinhos maior é necessaria para descrever
os planos tangentes precisamente. Embora possa ser adaptado para melhorar o
grafo de vizinhangas neste sentido, a flexibilidade desta estrutura é um dos seus
principais pontos fortes, tornando-a aplicavel a conjuntos de dados de diferentes
dominios e com diferentes medidas de curvatura. Sua natureza geométrica permite
uma integracao com algoritmos de agrupamento existentes, o que facilita a escolha

do aprendizado de métricas nao supervisionado.

Olhando para o futuro, varias direcoes se apresentam para investigacoes em
aprendizado de métricas e variedades. A melhoria da escalabilidade e eficiéncia
do nosso método para lidar com conjuntos de dados maiores permanece um ob-
jetivo primordial. Novas estimativas de curvatura podem ser exploradas a partir
da roupagem da geometria diferencial, que inclusive ja é utilizada em métodos do
estado-da-arte. Além disso, investigar os fundamentos teéricos do aprendizado nao
supervisionado com métricas de curvatura pode fornecer informagoes importantes
sobre o funcionamento do K-ISOMAP. Compreender como a curvatura se com-
porta em diferentes geometrias e distribui¢oes de dados é crucial para o ajuste do
método. Outro aspecto a ser explorado é a ampliagao da estrutura para incorporar
paradigmas de aprendizado semissupervisionados, aumentando sua aplicabilidade
em cenarios onde ha escassez de dados rotulados ou onde a experiéncia humana
pode ser necesséaria para orientar o processo de agrupamento. Outra possibilidade
é a generalizacao do K-ISOMAP para problemas out-of-sample, a partir de sua

consideracao como um método de kernel.
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Em suma, este trabalho apresenta os fundamentos da area de aprendizado de
métricas e variedades, oferecendo uma abordagem fundamentada para reconhecer
padroes complexos em conjuntos de dados. Ao pairar sobre as teorias da geome-
tria diferencial e aprendizado de variedades, o K-ISOMAP fornece uma maneira
poderosa para analisar e explorar dados de alta dimensao. Abrindo caminho para
avangos futuros no aprendizado de maquina e no reconhecimento de padroes, o
método alavanca a consideracao da curvatura no agrupamento de dados em outras

tarefas de aprendizado de maquina.
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Apéndice A

Tabelas do experimento

No Apéndice desta dissertacao, encontram-se as tabelas referentes as duas ba-
terias de experimentos realizados. Em cada tabela, os valores em negrito destacam
os maiores resultados obtidos para cada conjunto de dados, indicando o melhor
desempenho entre os métodos avaliados. Adicionalmente, os valores sublinhados
indicam se o método K-ISOMAP ou ISOMAP foi o melhor para aquele conjunto de
dados. Estas tabelas fornecem uma visao abrangente e comparativa dos resultados,

reforgando as analises apresentadas ao longo do trabalho.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE t-SNE  UMAP KISOMAP
Enginel 0.518 0.535 0.599 0.559 0.635 0.556 0.532 0.653
Hopf-Link 0.504 0.689 0.568 0.500 1.000 1.000 1.000 0.999
Pen-Digits 0.914 0.897 0.901 0.885 0.856 0.951 0.954 0.928
PhishingWebsites 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500  0.500 0.500 0.506
Repliclust-Archetype 0.943 0.944 0.855 0.863 0.922 0.940 0.936 0.901
breast-tissue 0.621 0.632 0.574 0.609 0.622 0.645 0.639 0.652
car-evaluation 0.519 0.483 0.544 0.482 0.487 0.532 0.481 0.525
cme 0.463 0.530 0.559 0.507 0.462 0.520 0.520 0.543
conference attendance 0.513 0.617 0.502 0.617 0.522 0.522 0.705 0.661
diggle_table a2 0.742 0.737 0.770  0.559 0.703 0.751 0.770 0.799
fri_c4_250_100 0.515 0.500 0.516 0.508 0.504 0.504 0.514 0.516
hayes-roth 0.500 0.500 0.513 0.498 0.506 0.519 0.499 0.516
heart-h 0.639 0.602 0.578 0.536 0.591  0.580 0.593 0.604
heart-statlog 0.666 0.747 0.629 0.511 0.499 0.511 0.629 0.736
led24 0.844 0.873 0.850 0.813 0.866 0.839 0.870 0.873
newton__hema 0.514 0.498 0.556 0.538 0.556 0.542 0.556 0.556
pron__synth 0.592 0.499 0.730 0.665 0.725  0.498 0.498 0.588
gsar-biodeg 0.500 0.534 0.504 0.503 0.500 0.568 0.516 0.585
rabe_ 131 0.628 0.493 0.726 0.850 0.628 0.497 0.850 0.885
satimage 0.819 0.849 0.857 0.840 0.861 0.857 0.865 0.862
Servo 0.499 0.497 0.530 0.497 0.548 0.498 0.866 0.660
spambase 0.654 0.559 0.501 0.543 0.520 0.656 0.521 0.763
steel-plates-fault 0.732 0.744 0.753 0.712 0.644 0.745 0.732 0.763
tic-tac-toe 0.512 0.514 0.515 0.500 0.500 0.544 0.672 0.517
visualizing__environmental 0.571 0.558 0.552 0.521 0.521 0.558 0.525 0.586
wisconsin 0.501 0.506 0.521 0.499 0.511 0.517 0.504 0.517
xd6 0.520 0.514 0.502 0.518 0.601 0.518 0.518 0.530
Média 0.609 0.613 0.619 0.597 0.622 0.625 0.658 0.675
Mediana 0.520 0.535 0.559 0.536 0.556  0.544 0.593 0.652
Minimo 0.463 0.483 0.500 0.482 0.462 0497  0.481 0.506
Méximo 0.943 0.944 0.901 0.885 1.000 1.000 1.000 0.999

Tabela 5 — Avaliacao dos agrupamentos do GMM de acordo com o Indice de Rand
na primeira bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE t-SNE  UMAP KISOMAP
Enginel 131.2 292.0 246.2 115.9 177.3 474.9 958.3 325.2
Hopf-Link 476.2 827.5 760.7 885.2  1333.3 3478.0 12921.3 2989.4
Pen-Digits 345.9 1198.4 1145.1  525.4  5045.5 1088.5 12644.7 1293.5
PhishingWebsites 149.8 774.1 917.1 657.9 919.4 1015.8 2875.2 1216.4
Repliclust-Archetype 458.8 538.6 735.0 260.9 2663.5 1217.1 3251.7 1011.9
breast-tissue 12.2 87.1 69.0 81.6 143.3 96.3 129.8 114.9
car-evaluation 118.2 737.3 478.8 534.1 597.5 664.3 419.7 786.6
cme 266.7 1397.3 1430.0 6163.1 9405.2 1424.7 4599.4 2462.8
conference attendance 33.3 210.6 100.4 838.7 205.9 271.3 77.8 267.1
diggle_table_a2 560.4 1155.3 540.2 165.4 255.0 11414 382.9 2468.3
fri_c4_250_100 6.6 9.5 9.3 5.4 6.1 96.7 56.7 12.0
hayes-roth 29.3 79.0 79.0 64.5 67.7 118.5 163.5 107.7
heart-h 43.0 455.7 384.8 254.0 1104.8 5114 2025.4 485.6
heart-statlog 44.3 102.4 72.6 24.8 43.0 53.6 231.4 107.8
led24 16.0 37.7 26.5 15.5 41.2 33.6 224.3 49.7
newton__hema 69.2 63.4 152.3 90.3 84.0 125.2 84.4 91.2
pron_synth 167.7 185.3 148.3 136.6 169.4  447.6 397.2 279.5
gsar-biodeg 81.3 251.6 350.0 89.7 698.9 761.3 728.6 747.9
rabe 131 12.8 5.9 23.1 18.3 19.3 17.0 51.1 31.2
satimage 344.8 1133.4 1036.2  254.0 490.8 1089.2 4910.5 915.2
Servo 32.3 91.7 63.2 58.3 60.1 185.2 228.9 89.7
spambase 34.1 74.1 1167.8 63.9 970.2 995.7 664.6 1026.2
steel-plates-fault 243.9 838.1 656.6 395.7  8267.0 9285  8522.5 1147.7
tic-tac-toe 102.6 105.5 104.4 70.4 95.6 153.1 1716.6 409.8
visualizing_environmental  81.3 103.5 83.1 57.6 52.8 140.9 122.0 105.7
wisconsin 42.7 55.1 47.0 16.3 23.3 35.5 116.1 61.2
xd6 121.4 454.0 471.6 649.8 457.3  654.1 592.3 467.1
Média 149.1 417.2 418.5 462.7  1236.9 637.8 2188.8 706.4
Mediana 81.3 210.6 246.2 115.9 205.9 474.9 419.7 409.8
Minimo 6.6 5.9 9.3 5.4 6.1 17.0 51.1 12.0
Méximo 560.4 1397.3 1430.0 6163.1 9405.2 3478.0 12921.3 2989.4

Tabela 6 — Avaliagao dos agrupamentos do GMM de acordo

com o indice de
Calisnki-Harabasz na primeira bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
Enginel 0.491 0.527 0.570  0.557 0.609 0.526  0.526 0.636
Hopf-Link 0.504 0.697 0.569 0.499 1.000 1.000 1.000 0.999
Pen-Digits 0.607 0.544 0.536  0.566 0.553 0.760 0.777 0.649
PhishingWebsites 0.619 0.572 0.558 0.571 0.635 0.563  0.561 0.578
Repliclust-Archetype 0.836 0.837 0.582 0.675 0.772 0.827  0.813 0.714
breast-tissue 0.316 0.362 0.390 0.380 0.335 0.377  0.354 0.409
car-evaluation 0.423 0.388 0.459 0.391 0.400 0.444 0.375 0.646
cmce 0.478 0.392 0.367 0.429 0.479 0.395 0.395 0.427
conference_attendance 0.642 0.745 0.626 0.745 0.653 0.653 0.814 0.790
diggle_ table_a2 0.746 0.741 0.782 0.619 0.708 0.755  0.782 0.808
fri_c4 250100 0.535 0.543 0.538 0.657 0.696 0.707 0.517 0.549
hayes-roth 0.510 0.510 0.528 0.510 0.515 0.534 0.534 0.571
heart-h 0.581 0.442 0.375 0472 0.426 0.376  0.443 0.461
heart-statlog 0.669 0.748 0.637 0.571 0.509 0.516 0.631 0.746
led24 0.343 0.376 0.287 0.147 0.365 0.208  0.372 0.408
newton_ hema 0.582 0.565 0.555 0.534 0.567 0.538  0.567 0.583
pron_ synth 0.635 0.497 0.730 0.663 0.725 0.496  0.496 0.680
gsar-biodeg 0.589 0.583 0.630 0.613 0.609 0.590  0.541 0.618
rabe_ 131 0.644 0.621 0.727 0.849 0.668 0.500  0.849 0.885
satimage 0.604 0.586 0.607 0.587 0.628 0.610 0.634 0.620
Servo 0.569 0.595 0.594 0.593 0.610 0.592 0.892 0.732
spambase 0.665 0.677 0.517 0.652 0.701 0.668  0.703 0.776
steel-plates-fault 0.364 0.347 0.332  0.292 0.385 0.353  0.340 0.450
tic-tac-toe 0.543 0.549 0.548 0.525 0.523 0.565 0.716 0.539
visualizing__environmental  0.594 0.567 0.563 0.531 0.534 0.564  0.525 0.614
wisconsin 0.505 0.511 0.521 0.568 0.511 0.515  0.504 0.520
xd6 0.546 0.588 0.529 0.544 0.664 0.545 0.544 0.570
Média 0.561 0.560 0.543 0.546 0.584 0.562  0.600 0.629
Mediana 0.581 0.565 0.555 0.566 0.609 0.545  0.544 0.618
Minimo 0.316 0.347 0.287 0.147 0.335 0.208  0.340 0.408
Maéximo 0.836 0.837 0.782 0.849 1.000 1.000 1.000 0.999

Tabela 7 — Avaliagao dos agrupamentos do GMM de acordo com o indice de Folkes-
Mallows na primeira bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE t-SNE  UMAP KISOMAP
Enginel 0.164 0.228 0.228 0.215 0.339 0.215 0.232 0.325
Hopf-Link 0.007 0.328 0.102 0.000 1.000 1.000 1.000 0.992
Pen-Digits 0.697 0.675 0.663 0.660 0.683 0.809 0.825 0.697
PhishingWebsites 0.002 0.000 0.006 0.001 0.003 0.003 0.004 0.019
Repliclust-Archetype 0.781 0.786 0.609 0.681 0.736 0.781 0.768 0.690
breast-tissue 0.137 0.181 0.198 0.136 0.169  0.208 0.216 0.256
car-evaluation 0.175 0.023 0.181 0.142 0.023 0.169 0.003 0.050
cme 0.020 0.012 0.029 0.008 0.020 0.005 0.005 0.020
conference attendance 0.009 0.000 0.001 0.000 0.010 0.010 0.023 0.037
diggle_table_ a2 0.393 0.383 0.541 0.198 0.325 0.413 0.541 0.584
fri_c4_250_100 0.019 0.000 0.020 0.007 0.000 0.007 0.021 0.020
hayes-roth 0.008 0.007 0.017 0.001 0.013 0.024 0.000 0.020
heart-h 0.156 0.205 0.176  0.054 0.184 0.178 0.184 0.209
heart-statlog 0.252 0.392 0.243 0.012 0.000 0.023 0.209 0.386
led24 0.410 0.439 0.297 0.124 0.420 0.233 0.414 0.447
newton__hema 0.042 0.004 0.088 0.060 0.096 0.066 0.096 0.108
pron_synth 0.212 0.001 0.373 0.255 0.364 0.000 0.000 0.156
gsar-biodeg 0.048 0.183 0.049 0.033 0.100 0.120 0.024 0.146
rabe 131 0.375 0.136 0.357 0.671 0.218 0.017 0.671 0.673
satimage 0.560 0.601 0.622 0.567 0.631 0.607 0.641 0.623
Servo 0.000 0.155 0.093 0.158 0.091 0.162 0.648 0.205
spambase 0.258 0.050 0.002 0.023 0.037 0.246 0.034 0.405
steel-plates-fault 0.281 0.334 0.302 0.221 0.303 0.369 0.339 0.336
tic-tac-toe 0.007 0.008 0.010  0.000 0.000 0.087 0.223 0.025
visualizing environmental 0.151 0.107 0.098 0.036 0.046 0.103  0.042 0.193
wisconsin 0.006 0.016 0.033 0.000 0.019 0.028 0.010 0.032
xd6 0.033 0.000 0.004 0.031 0.096 0.035 0.032 0.023
Média 0.193 0.195 0.198 0.159 0.219 0.219 0.267 0.284
Mediana, 0.151 0.136 0.102 0.0564 0.096 0.120 0.184 0.205
Minimo 0.000 0.000 0.001  0.000 0.000  0.000 0.000 0.019
Méximo 0.781 0.786 0.663 0.681 1.000 1.000 1.000 0.992

Tabela 8 — Avaliacao dos agrupamentos do GMM
primeira bateria de experimentos.

de acordo com o V-Score na
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE t-SNE UMAP KISOMAP
Enginel 0.241 0.417 0.376  0.331 0.437 0.377 0.579 0.471
Hopf-Link 0.264 0.359 0.347 0391 0.636 0.618 0.795 0.626
Pen-Digits 0.242 0.372 0.348 0.300 0.699 0.446 0.701 0.402
PhishingWebsites 0.254 0.582 0.455  0.690 0.755 0.472 0.664 0.593
Repliclust-Archetype 0.335 0.368 0.380 0.278 0.611 0.470 0.623 0.447
breast-tissue 0.097 0.381 0.368 0.414 0.424 0.381  0.459 0.443
car-evaluation 0.099 0.372 0.279  0.287 0.384 0.287  0.231 0.759
cme 0.234 0.446 0.433 0.768 0.869 0.521 0.750 0.566
conference attendance 0.137 0.630 0.304 0.848 0.590 0.500 0.437 0.684
diggle_ table_ a2 0.545 0.675 0.623 0.395 0.595 0.664  0.541 0.863
fri_c4_250_100 0.025 0.040 0.033 0.024 0.155 0.861 0.173 0.042
hayes-roth 0.186 0.371 0.359  0.320 0.332 0.419 0.659 0.433
heart-h 0.254 0.569 0.450 0.424 0.683 0.469 0.709 0.508
heart-statlog 0.143 0.256 0.210 0.351 0.165 0.155 0.409 0.283
led24 0.033 0.083 0.057 0.001 0.120 0.040 0.232 0.173
newton_hema 0.400 0.368 0.495 0406 0.412 0.444 0.437 0.393
pron_ synth 0.406 0.424 0.398 0.343 0.433 0.571 0.556 0.650
gsar-biodeg 0.272 0.366 0.288 0.482 0.578 0.373 0.413 0.461
rabe 131 0.214 0.179 0.316 0.269 0.309 0.222 0.439 0.360
satimage 0.101 0.359 0.449  0.268 0.428 0.357  0.580 0.358
servo 0.136 0.361 0.282  0.284 0.287 0.472 0.558 0.448
spambase 0.034 0.461 0.427 0.607 0.811 0.393 0.797 0.544
steel-plates-fault 0.168 0.324 0.250 0.183 0.804 0.324  0.408 0.852
tic-tac-toe 0.095 0.099 0.099 0.071 0.104 0.142 0.615 0.279
visualizing environmental 0.374 0.416 0.428 0.341 0.427 0.484 0.471 0.436
wisconsin 0.180 0.217 0.192 0.242 0.127 0.152 0.340 0.224
xd6 0.111 0.352 0.308 0.412 0.359 0.376 0.372 0.323
Média 0.207 0.365 0.332 0.360 0.464 0.407 0.517 0.468
Mediana 0.186 0.368 0.348  0.341 0.428 0.419 0.541 0.447
Minimo 0.025 0.040 0.033 0.001 0.104 0.040 0.173 0.042
Miéximo 0.545 0.675 0.623 0.848 0.869 0.861 0.797 0.863

Tabela 9 — Avaliacao dos agrupamentos do GMM de acordo com o Sihuette Score
na primeira bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
Enginel 1.627 0.886 1.132 1484 1.303 0.913 0.500 1.323
Hopf-Link 1.611 1.190 1.244 1.086 0.708 0.614 0.321 0.974
Pen-Digits 1.729 0.971 1.103 1.878 0.586 0.852 0.437 1.422
PhishingWebsites 1.907 0.881 0.619 1.030 0.520 0.824  0.519 1.283
Repliclust-Archetype 0.934 0.878 1.059 3.047 0.526 0.739 0.491 1.079
breast-tissue 2.124 0.856 0.680 0.742 0.806 0.815 0.710 1.488
car-evaluation 2.749 1.077 1.483 1.391 1.209 1.396 1.489 1.967
cme 1.431 0.917 0.776  0.280 0.203 0.739 0.468 0.908
conference attendance 2.462 0.621 1.421 0.385 1.034 0.849 0.521 1.162
diggle_table_ a2 0.661 0.418 0.467 1.052 0.840 0.460 0.664 0.723
fri_c4 250 100 5.878 4.598 4931 3.524 1.504 0.096 2.070 4.965
hayes-roth 2.004 1.143 1.134  1.202 1.247 0.937 0.553 1.202
heart-h 1.319 0.856 0.785  0.782 0.737 0.843 0.404 4.521
heart-statlog 2.384 1.557 1.865 3.090 2.318 2.169 1.049 1.989
led24 3.564 2.630 2.828 3.515 2.082 2.644 1.477 2.608
newton__hema 1.174 1.210 0.847  1.055 1.000 0.957 0.890 1.305
prnn__synth 0.904 1.016 1.180 1.230 1.093 0.677 0.701 1.121
gsar-biodeg 3.132 1.723 0.707  2.838 0.744 1.071 1.050 1.234
rabe_ 131 1.682 1.786 1.331 1.514 1.136 1.571 0.893 1.374
satimage 2.876 1.007 0.876  1.968 1.051 0.939 0.557 1.288
Servo 2.118 1.175 1.561 1.453 1.575 0.772 0.616 1.431
spambase 4.556 2.380 0.898  3.157 0.228 0.947 0.798 1.611
steel-plates-fault 1.752 1.131 1.515 2.594 0.587 1.154 0.915 1.363
tic-tac-toe 2.942 2.875 2.912 3.492 3.090 2.456 0.515 3.069
visualizing environmental 0.946 0.864 0.997 1.132 1.377 0.768  0.819 1.378
wisconsin 1.997 1.716 1.994 3.028 2.734 2.244 1.209 1.757
xd6 2.827 1.065 1.279 1.221 1.031 1.127 1.189 1.216
Média 2.196 1.386 1.394 1.821 1.158 1.095 0.808 1.695
Mediana, 1.997 1.077 1.134 1.453 1.034 0.913 0.701 1.363
Minimo 0.661 0.418 0.467  0.280 0.203 0.096 0.321 0.723
Méximo 5.878 4.598 4931 3.524 3.090 2.644 2.070 4.965

Tabela 10 — Avaliagao dos agrupamentos do GMM de acordo com o indice de
Davies-Bouldin na primeira bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
AP-Omentum-Kidney 0.738 0.511 0.570 0.703 0.684 0.772 0.722 0.931
AP_ Breast_ Kidney 0.544 0.921 0.509 0.848 0.868 0.767 0.942 0.936
AP Endometrium Breast 0.538 0.601 0.737 0.761 0.515 0.565 0.942 0.613
AP_ Ovary_Lung 0.734 0.751 0.521  0.499 0.500 0.539  0.726 0.821
COIL-20 0.959 0.936 0.262 0.933 0.234 0.980 0.973 0.937
F-MNIST 0.878 0.888 0.844 0.895 0.890 0.904 0.907 0.898
MNIST 0.836 0.893 0.777 0.849 0.878 0.902 0.909 0.902
OVA_ Uterus 0.597 0.502 0.850 0.557 0.506 0.512  0.576 0.624
Olivetti-Faces 0.973 0.964 0.165 0.973 0.966 0971 0.974 0.966
cnae-9 0.122 0.660 0.767 0.542 0.454 0.908 0.924 0.880
eating 0.744 0.742 0.161 0.737 0.745 0.753  0.731 0.763
har 0.833 0.836 0.788 0.863 0.841 0.746  0.845 0.866
leukemia 0.540 0.559 0.525 0.493 0.496 0.540  0.493 0.549
micro-mass 0.849 0.893 0.742 0.883 0.905 0.900 0.909 0.901
oh5.wce 0.797 0.847 0.785 0.815 0.886 0.856  0.867 0.885
Média 0.712 0.767 0.600 0.757 0.691 0.774  0.829 0.831
Mediana 0.744 0.836 0.737 0.815 0.745 0.772 0.907 0.885
Minimo 0.122 0.502 0.161 0.493 0.234 0.512  0.493 0.549
Méximo 0.973 0.964 0.850 0.973 0.966 0.980 0.974 0.966

Tabela 11 — Avaliacao dos agrupamentos do GMM de acordo com o indice de Rand
na segunda bateria de experimentos.

Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE t-SNE  UMAP KISOMAP
AP-Omentum-Kidney 42.7 55.5 26.8 35.6 34.6 38.8 208.0 143.3
AP_ Breast_ Kidney 26.1 366.6 46.7 36.8 32.7 94.2 2300.0 427.5
AP Endometrium Breast 25.7 54.7 38.8 17.5 16.0 2.6 348.7 56.7
AP_ Ovary_ Lung 24.8 90.0 27.4 18.6 21.9 25.1 456.5 100.2
COIL-20 129.7  2126.0 4130.5 5542.5 5423.0 4669.4 16721.1 3520.0
F-MNIST 249.0 713.3 407.0 373.9 1827.2 942.0 7840.1 946.1
MNIST 105.8 307.0 694.6  231.2 1080.9 638.6 2721.0 464.4
OVA__Uterus 103.4 360.6 272.0 150.1 161.5 483.9 588.8 396.4
Olivetti-Faces 18.2 75.1 1.9mi 1173 166.0 31.1 422.0 72.9
cnae-9 37.0 314.3 577.7 128.1 4819.2 1359.5 2511.6 1239.1
eating 58.7 127.7 156.2 66.7 96.6 66.6 878.5 131.3
har 287.4 642.6 179.9 82.1 92.8 31.3 34170.4 697.0
leukemia 9.8 15.8 17.5 8.5 9.9 32.7 30.2 21.0
micro-mass 17.3 192.0 108.5 71.9 1395.4 78.4 1043.3 346.5
ohb5.we 21.7 68.2 112.0 58.1 146.5 68.4 463.4 150.4
Média 77.2 367.3 128 k  462.6 1021.5 570.8 4713.6 580.9
Mediana 37.0 192.0 156.2 71.9 146.5 68.4 878.5 346.5
Minimo 9.8 15.8 17.5 8.5 9.9 2.6 30.2 21.0
Méximo 287.4  2126.0 1,9 mi 5542.5 5423.0 4669.4 34170.4 3520.0

Tabela 12 — Avaliacao dos agrupamentos do GMM de acordo com o indice de
Calinski-Harabasz na segunda bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
AP-Omentum-Kidney 0.782 0.632 0.718 0.749 0.733 0.822  0.767 0.946
AP_ Breast_ Kidney 0.687 0.922 0.711 0.855 0.873 0.771 0.943 0.937
AP Endometrium Breast 0.642 0.695 0.857 0.828 0.622 0.694 0.962 0.705
AP_ Ovary_Lung 0.741 0.760 0.717  0.611 0.527 0.550  0.732 0.838
COIL-20 0.624 0.443 0.225 0.446 0.246 0.806 0.737 0.424
F-MNIST 0.466 0.479 0.356  0.501 0.505 0.530 0.543 0.504
MNIST 0.413 0.519 0.232 0379 0.475 0.531 0.565 0.524
OVA_ Uterus 0.741 0.656 0.922 0.707 0.657 0.667  0.725 0.763
Olivetti-Faces 0.475 0.283 0.141 0.463 0.350 0.390 0.478 0.295
cnae-9 0.330 0.324 0.229 0.258 0.358 0.616 0.667 0.493
eating 0.162 0.153 0.373 0.187 0.168 0.150  0.163 0.194
har 0.552 0.546 0.533 0.635 0.553 0.270  0.607 0.610
leukemia 0.556 0.576 0.707 0.604 0.636 0.718 0.518 0.566
micro-mass 0.485 0.514 0.222 0471 0564 0.504 0.571 0.514
oh5.wce 0.331 0.384 0.217 0.293 0.489 0.340 0.435 0.481
Média 0.532 0.526 0.477 0.532 0.517 0.557 0.628 0.586
Mediana 0.552 0.519 0.373 0.501 0.527 0.550 0.607 0.524
Minimo 0.162 0.153 0.141 0.187 0.168 0.150  0.163 0.194
Méximo 0.782 0.922 0.922 0.855 0.873 0.822 0.962 0.946

Tabela 13 — Avaliacao dos agrupamentos do GMM de acordo com o indice de

Folkes-Mallows na segunda bateria de experimentos.

Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
AP-Omentum-Kidney 0.425 0.088 0.055 0422 0.362 0336 0.391 0.758
AP_Breast_Kidney 0.149 0.753 0.000 0.629 0.664 0.428 0.808 0.789
AP_Endometrium_ Breast 0.061 0.216 0.004 0.345 0.119 0.010 0.716 0.207
AP_Ovary Lung 0.375 0.392 0.009 0.041 0.000 0.071  0.375 0.560
COIL-20 0.790 0.639 0.189 0.643 0.233 0.903 0.860 0.635
F-MNIST 0.562 0.564 0.428 0.580 0.586 0.612 0.619 0.589
MNIST 0.460 0.575 0.274 0419 0.576 0.607  0.649 0.612
OVA_ Uterus 0.022 0.060 0.001  0.018 0.053 0.031  0.045 0.066
Olivetti-Faces 0.785 0.673 0.112 0.771  0.700 0.731  0.788 0.674
cnae-9 0.014 0.292 0.256  0.129 0.388 0.672 0.718 0.561
eating 0.030 0.013 0.016 0.073 0.038 0.021  0.017 0.097
har 0.583 0.550 0.571  0.652 0.624 0.148 0.655 0.633
leukemia 0.079 0.091 0.031 0.145 0.103 0.004  0.003 0.087
micro-mass 0.660 0.670 0.305 0.614 0.724 0.656  0.719 0.671
oh5.wc 0.385 0.470 0.230  0.368 0.555 0.373  0.558 0.553
Média 0.359 0.403 0.165 0.390 0.382 0.373 0.528 0.499
Mediana 0.385 0.470 0.112 0419 0.388 0.373 0.649 0.589
Minimo 0.014 0.013 0.000 0.018 0.000 0.004 0.003 0.066
Maximo 0.790 0.753 0.571 0.771  0.724 0.903  0.860 0.789

Tabela 14 — Avaliagao dos agrupamentos do GMM de acordo com o V-Score na
segunda bateria de experimentos.
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Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
AP-Omentum-Kidney 0.200 0.228 0.861 0.155 0.139 0.105  0.521 0.296
AP_ Breast_ Kidney 0.151 0.352 0.876 0.077 0.075 0.118 0.710 0.360
AP Endometrium Breast 0.074 0.134 0.863 0.154 0.044 -0.007 0.544 0.124
AP_ Ovary_Lung 0.072 0.208 0.876 0.263 0.108 0.063  0.489 0.224
COIL-20 0.251 0.398 0.865 0.490 1.000 0.627  0.657 0.454
F-MNIST 0.115 0.257 0.124 0.160 0.520 0.249  0.461 0.270
MNIST 0.032 0.144 0.151 0.043 0.377 0.184 0.408 0.203
OVA_ Uterus 0.049 0.206 0.984 0.276 0.147 0.240 0.431 0.251
Olivetti-Faces 0.174 0.252 0.885 0.326 0.382 0.159  0.492 0.257
cnae-9 0.802 0.340 0.119 0.340 0.756  0.447  0.553 0.379
eating 0.062 0.162 0.974 0.123 0.213 0.008  0.400 0.170
har 0.122 0.176 0.059 0.182 0.178 -0.034 0.480 0.175
leukemia 0.116 0.189 0.687 0.233 0.179 0.761 0.302 0.204
micro-mass 0.124 0.312 0.290 0.127 0.643 0.220 0.519 0.417
ohd.wc -0.029 0.100 0.154 0.065 0.193 0.063  0.393 0.259
Média 0.154 0.230 0.584 0.201 0.330 0.214 0.491 0.269
Mediana 0.116 0.208 0.861 0.160 0.193 0.159  0.489 0.257
Minimo -0.029 0.100 0.059 0.043 0.044 -0.034 0.302 0.124
Méximo 0.802 0.398 0.984 0.490 1.000 0.761 0.710 0.454

Tabela 15 — Avaliagao dos agrupamentos do GMM de acordo com o Silhouette
Score na segunda bateria de experimentos.

Dataset RAW ISOMAP KPCA LLE LE tSNE UMAP KISOMAP
AP-Omentum-Kidney 2.665 1.963 2.800 2.691 2.896 2417 1.139 1.382
AP_ Breast_ Kidney 2.614 1.178 0.085 3.403 3.941 2.479  0.440 1418
AP Endometrium Breast 3.865 2.578 0.093 4.139 4.775 9.502 0.507 3.033
AP _Ovary Lung 3.387 1.753 0.095 3.141 3.609 3.535 0.799 1.773
COIL-20 1.618 1.132 0.578 0.838 0.000 0.552  0.462 0.922
F-MNIST 2.155 1.645 1.366 1.632 0.740 1.319  0.819 1.422
MNIST 2.447 1.730 1.430 2.037 0.862 1.636  0.986 1.558
OVA_ Uterus 2.788 1.964 0.012 2.771 2.857 1.671 1.229 2.225
Olivetti-Faces 1.623 1.168 0.093 0.950 0.921 1.398 0.683 1.380
cnae-9 0.103 1.554 1.129 3.009 0.452 0.734  0.626 0.935
eating 2.525 1.765 0.022 2271 1.711 3.215 1.052 1915
har 2.191 1.871 1.709 1.944 2.017 9.222 0.923 2.424
leukemia 2.530 1.970 0.224 2.141 1.022 0.813 1.312 2.236
micro-mass 2.024 1.034 1.288 1.319 0.515 1.313 0.759 1.133
oh5.wc 2.866 2.015 1.871 1.872 1.267 2.522 0.964 1.776
Média 2.360 1.688 0.859 2277 1.839 2.822 0.847 1.702
Mediana 2.525 1.753 0.578 2.141 1.267 1.671  0.819 1.558
Minimo 0.103 1.034 0.012 0.838 0.000 0.552  0.440 0.922
Méximo 3.865 2.578 2.8900 4.139 4.775 9.502 1.312 3.033

Tabela 16 — Avaliagcao dos agrupamentos do GMM de acordo com o indice de
Davies-Bouldin na segunda bateria de experimentos.
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