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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos um estudo introdutério sobre superficies minimas no espago
euclidiano tridimensional, com destaque para a representacdo de Weierstrass e para os exemplos
classicos da teoria. Inicialmente, revisamos conceitos basicos sobre variedades diferencidveis. Em
seguida, estudamos as imersdes isométricas, com destaque para superficies em variedades ambiente de
dimensao trés. Posteriormente, apresentamos a representacao de Weierstrass, que permite construir
superficies minimas por meio de fun¢des holomorfas e meromorfas. Entre os exemplos considerados
estdo o catenoide, o helicoide e a superficie de Scherk. Nosso trabalho busca oferecer uma exposi¢ao
clara, rigorosa e acessivel, servindo como introdugdo ao tema e como material complementar para o

estudo da geometria diferencial.

Palavras-chave: superficies minimas; imersdes isométricas; representacdo de Weierstrass; geometria

diferencial; catenoide; helicoide.
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Abstract

In this dissertation, we present an introductory study of minimal surfaces in three-dimensional
Euclidean space, with particular emphasis on the Weierstrass representation and classical examples
in the theory. We begin by reviewing the basic concepts of differentiable manifolds. Next, we study
isometric immersions, with special attention to surfaces immersed in three-dimensional ambient
manifolds. We then introduce the Weierstrass representation, which provides a method for constructing
minimal surfaces through holomorphic and meromorphic functions. Among the examples considered
are the catenoid, the helicoid, and the Scherk surface. This dissertation aims to provide a clear, rigorous,
and accessible exposition, serving both as an introduction to the subject and as supplementary material

for the study of differential geometry.

Keywords: minimal surfaces; isometric immersions; Weierstrass representation; differential geometry;

catenoid; helicoid.
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Introducao

A teoria das superficies minimas ocupa um lugar especial dentro da geometria diferencial. Além
de suas ligacOes naturais com o cdlculo das variagOes, essas superficies aparecem em fendmenos
fisicos (como filmes de sabdo), em problemas cldssicos de otimizacdo geométrica e em questoes
modernas de andlise e topologia. Ao iniciar estudos em geometria riemanniana, especialmente em
variedades diferencidveis de dimensdo trés, o leitor encontrard nas superficies minimas um ponto
de ligacao interessante entre conceitos abstratos e exemplos concretos. Essa observacao motivou a
escolha do tema desta dissertagdo e orientou a forma como estd organizado o desenvolvimento do
texto. A inten¢do principal € apresentar o assunto de maneira acessivel para estudantes de graduagdo
em matematica que tenham alguma familiaridade com cédlculo em vérias varidveis, dlgebra linear e
cédlculo em uma varidvel complexa.

Aqui fazemos um estudo de superficies minimas em R> com atengdo para a representacio de
Weierstrass e os exemplos cldssicos. Como requisitos sao desenvolvidos estudos preliminares de
variedades diferencidveis. Por questdo de clareza, revisamos também alguns conceitos de calculo
diferencial no R", dlgebra linear e topologia geral.

O texto foi organizado de modo a acompanhar a progressao natural do leitor. Iniciamos revisando
ferramentas bdsicas da teoria de variedades diferencidveis, incluindo uma breve descricao de particoes
da unidade e de propriedades fundamentais de aplicacdes diferencidveis. Em seguida introduzimos a
nog¢ao de superficie minima, destacando sua formulagdo variacional e sua interpretacdo geométrica. A
partir dai apresentamos a representacdo de Weierstrass, que fornece um método elegante para construir
superficies minimas a partir de dados da andlise complexa, e analisamos alguns exemplos cléssicos,
como o catenoide, o helicoide e superficies obtidas por fun¢des meromorfas simples.

Nosso objetivo € construir um caminho claro desde os conceitos preliminares até os resultados
mais estruturados da teoria, sempre buscando manter um tom acessivel, porém matematicamente
rigoroso. Espera-se que este trabalho sirva tanto como material introdutério para quem deseja entrar no
estudo das superficies minimas quanto como referéncia complementar para disciplinas de geometria

diferencial e topicos de andlise em variedades diferencidveis.



Introducdo




CAPITULO 1

Preliminares

Neste trabalho assumiremos algumas nocdes bdsicas do Calculo Diferencial no R”, no¢des de
Algebra Linear, no¢des basicas de Topologia Geral e cdlculo em uma varidvel complexa. Quando

necessdrio, relembraremos algumas questdes para fins motivacionais.

1.1 Variedades diferenciaveis

Iniciamos os nossos preliminares com o conceito de variedades diferencidveis. Por simplicidade,
algumas contas serdo feitas apenas em dimensao menor que ou igual a 3. Parte do texto deste capitulo
foi desenvolvido tendo como referéncias M. P. do Carmo [2] e W. de Melo [8].

A nocdo de variedade diferencidvel é necessaria para estender os métodos do Calculo Diferencial a

espagos mais gerais que o R”.

Definicao 1.1. Um conjunto M é uma variedade diferenciavel n-dimensional se existir uma familia

de aplicacdes injetivas {Xq }qcr sendo, para cada o, Xq : Uy — M, Uy um aberto em R”, tais que:

1 M= UXa(Ua);

acl’
(ii) Para todo par a,f € I, com X¢(Ug) NXg(Ug) = W # 0, 0s conjuntos Xz (W)e Xgl (W) séo
abertos em R” e a mudanca de coordenadas X, ! o X g € um difeomorfismo.

(iii) A familia {(Ug,Xg)}aer € méxima relativamente as condigdes (i) e (ii).

Dado p € Xq(Uy), a aplicagdo Xy ou o par (Uy,Xq) € uma parametrizacio (ou sistema de
coordenadas) de M em p e X4(Uy) é uma vizinhanca coordenada em p.
Uma familia {(Uq, Xq) }ocr satisfazendo (i) e (ii) é uma estrutura diferenciavel em M. Denotare-

mos apenas por M" uma variedade diferencidvel M de dimensao n.

3
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Proposicao 1.2. M" possui uma topologia induzida pelas parametrizagoes.

Demonstragdo. A topologia 7T induzida pelas parametrizagdes de M" € definida da seguinte maneira.
A C M" é aberto de T se X' (ANXq(Uy)) é aberto de R” para toda parametrizagio (Uy, X ).
T € uma topologia em M", pois

(1) Note que X5 (M"NXy(Uy)) = Xg' (Xg(Ug)) = Ug, pois X € injetiva, que é um aberto de R”,
Além disso,
X (0NXg(Uy)) = Xg' (0) = 0 e @ também é um aberto de R”,
Portanto, O, M € 1.
(2) Dados A,B € 1, defina Xz ! (ANXg(Ug)) =: A" e X, ' (BNXy(Uy)) =: B'. Como
A’ e B’ sdo abertos de R”, entdo,
X5 ((ANB) N Xa(Ua)) = X5 ([AN Xa(Ua)] N BN Xa(Ua)])
= X5 (ANXy(Ug)) NXg!' (BNXq(Uy)) = A’NB’ é um aberto de R”".
Ouseja, ANBeT.

(3) Seja {A3}ser C Tonde I" C T, temos Xy ' (A3 NXq(Ua)) =: A €
um aberto de R”,VA € I'". Entio,

X! (UAAﬂXa(Ua)> = U Xg' (A2 NXa(Uq)) = [ A} é um aberto de R".

rer’ rer’ rer’
Ou seja, U Ay ET.
rer’
Concluimos, por (1),(2) e (3), que T é uma topologia para M". O

Definicao 1.3. Um espaco topoldgico X é chamado de Hausdorff quando, dados x,y € X, existem
abertos U,V C X taisquex € U,y € Ve UNV = 0. Um espaco topoldgico X tem base enumerdvel

quando todo aberto de X se escreve como unido enumerdvel de abertos de X.

Em todo o texto, as variedades consideradas serdao supostas de Hausdorff e com base enumeravel.
Diferenciavel significard de classe 4. Embora muitos dos resultados que estaremos utilizando sejam
vélidos para dimensdo n > 2, por simplicidade nos restringiremos ao caso de dimensdes 2 e 3, com
superficies X2 (caso n = 2) e com variedades diferencidveis 3-dimensionais M> (caso n = 3). A partir

de agora essa notagdo serd assumida livre de comentarios.

Definicio 1.4. Uma curva « : (—€,€) — M?> é diferencidvel em r € (—¢,¢), se para qualquer vi-
zinhanga coordenada X(U) de a(t) em M?>, a curva X! o @ é diferencidvel em r. Uma aplicagio

o : (—¢&,€) — M3 é uma curva diferencidvel quando for diferencidvel em todo o intervalo (—&, €).
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Definicdo 1.5. Uma aplicacio diferenciavel f : M — R” é uma funcio diferencidvel em todo
p € M? no seguinte sentido. Para qualquer vizinhanga coordenada X(U) de p em M3, a composicio

foX:U — R™ é uma funcio diferencidvel em X! (p).

Suponha que & (0) = p € M>, e seja €= (M?>) o conjunto das funcdes diferencidveis em M>. O

vetor tangente & curva o em ¢ = 0 é a fungdo o' (0) : €=(M?) — R dada por

dt =0

Escolhendo uma parametrizacio Y : V — M> em p = Y(0) as representantes locais da fungdo f €

C*(M?) e da curva « nesta parametrizacio sdo, respectivamente,

@) =rfoY(q), g=@xmx)eV e &)=Y "oa(r)=(x(1),x()x() V.
Restringindo f a o e notando que foa = fod : (—€,€) — R, obtemos

a(o)f = W8 WD) D5 (1) mafe).v0)

] | o )
- xa<o><§—£> +x’2<o><§—j;> +xg<o><§—j;> - (;xxm (ai)o) M. an
0 0 0 \i= !

Logo, a expressio local de a’(0) em termos da parametrizagio Y é:

o' (0) = lilx;(()) (8%)0'

Note que <ai> ,(%) e (%) sdo os vetores tangentes em p as curvas coordenadas
X1 0 X2 0 X3 0

x1 — Y(x1,0,0), x2 — Y(0,x2,0) e x3 — Y(0,0,x3), respectivamente.
O fato de i, i, -9 1 ser linearmente independente juntamente com a expressdo local de o’ (0),
8x1 8x2 8x3

prova que o conJunto{ PRIt 873} forma uma base coordenada para um espaco vetorial, o qual é

denotado por T,M. O espago vetorial T,M € o espago tangente de M 3 em p. Ademais, pela equacdo

(1.1) também podemos definir a nocdo de diferencial de funcdes reais em M>.

Definicfio 1.6. Uma aplicagio ¢ : £ — M? é diferencidvel em p € I se existem parametrizagdes
Y:VCR* M emo(p) e X:UCR>—=X*emp

tais que
e(x(U)) CY(V),

a aplicacdo

Y logpo X:U c R?> — R é diferencidvel em X! (p).
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Dizemos que ¢ ¢é diferencidvel (em X?) se ¢ diferencidvel em todos os pontos de X2

Observacdo 1.7. Note que a Defini¢io 1.6 permanece vélida trocando X2 por uma variedade diferen-
cidvel de dimensdo n e M> por uma variedade diferencidvel de dimensio m. Sendo assim, observa-se

que qualquer parametrizag¢do (U, X) é um difeomorfismo sobre sua imagem X(U).

Proposicio 1.8. Seja ¢ : X> — M? uma aplicacdo diferencidvel. Para cada p € ¥* e cada v €
T,X, escolha uma curva diferencidvel a.: (—¢,€) — X2 tal que a(0) = p, &'(0) = v. A aplicagéo
d@y : TyX — Ty(,»M dada por dy(v) = B'(0), onde B = ¢ o @, é uma aplicagdo linear que néo

depende da escolha de o. Esta aplicac¢do é a diferencial de ¢ em p.

Demonstracdo. Sejam X : U — Y2 e Y : V — M3 parametrizacdes em p e , respectivamente, tais
¢ ] p ¢ peop p

que podemos escrever a expressao local de ¢, como segue

?(q) = Y 'opox(q) = (i(x1,x2),y2(x1,%2),y3(x1,%2))
g = (x,x)eU e (y,y2,y3)€V.

Por outro lado, a expressao local de o € dada por

Portanto,

1

B() = ¢oa(r)=y lopoxox loa(r)=y lopoa() =Y oB(r)

= (1(xa(0),22(1)),y2x1 (1), 22(1)) y3 (1 (1), x2(1)))

Assim a expressao local de E’(O) na base {aiyl, aiyz, ai%} de T,y M € dada por

Isto mostra que 3/(0) ndo depende da escolha de or. Além disso, a matriz (nesta base coordenada) que

define d¢,(v) é dada por

% %
X1 q X2 q ,
P dy x1(0)
(dop()) = | G|, nl, ( . (0) ) - (12)
M| 2
x| g 0x) q




1.2. Projecdo estereogrdfica 7

Definicdo 1.9. Uma aplicacdo diferencidvel ¢ : £> — M3 é uma imersdo se a diferencial
dep @ TyY — Ty, M € injetiva para cada p € ¥2. Se, além disto, ¢ é um homeomorfismo so-
bre @(X?) C M>, onde @(X?) tem a topologia induzida por M3, diz-se que ¢ é um mergulho.

Se ¥? C M? e ainclusdo i : X? < M> é um mergulho, diz-se que X é uma subvariedade de M>.

Teorema 1.10. Seja ¢ : ¥> — M? uma imersdo. Para todo ponto p € X2, existe uma vizinhanga

V C X2 de p tal que a restri¢do |y : V — M? ¢ um mergulho.

Demonstracdo. Sejam X : U C R? — X2 ey : V C R® — M? sistemas de coordenadas em p e ¢(p),
respectivamente, e indiquemos por (x1,x;) as coordenadas de R? e por (yy,y2,y3) as coordenadas de

IR3. Nestas coordenadas, a expressdo de ¢, isto &, a aplicacio ¢ = Y~! o ¢ o X pode ser escrita como

¢ = (y1(x1,x2),y2(x1,%2),y3(x1,%2)).

Seja g = X~ !(p). Como ¢ é uma imersio, podemos supor, renumerando as coordenadas de R> se

necessario, que
d
(y1,52) 40
d (x1 ,)Cz)

Para aplicar o teorema da func¢ao inversa, introduzamos uma aplicacao
¢ : U x R — R3 dada por

¢ (x1,x2,1) = (¥1,¥2,y3 +1), onder € R.

E imediato verificar que ¢ restrito a U coincide com @ e que

d(y1,y2)

det(d¢,) = ) (1,2)

#0
Pelo teorema da funcdo inversa, existem vizinhancas W; C U x Rde ge W> C R3 de ¢ (q) tais que a
restricdo ¢|w, é um difeomorfismo sobre W;.

SejaV =W;NU;. Como ¢|y = @|y e X e Y sdo difeomorfismos, concluimos que a restrigio a V =

X(V) da aplicagio ¢ = Yo Pox~!:V — ¢(V) C M? é um difeomorfismo, donde um mergulho. [

1.2 Projecao estereografica

A projecdo estereografica nos fornece uma maneira para parametrizar uma esfera. Seu calculo é
feito a partir de um ponto especifico da esfera, chamado ponto de projecdo, frequentemente um dos
polos da esfera. Ela pode ser obtida para esferas de diferentes dimensdes, como veremos a seguir.

Abaixo, vamos definir a projecao estereogréfica das esferas unitdrias a partir do polo norte e do

polo sul de cada esfera.
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1.2.1 Projecao estereografica da circunferéncia unitaria

Figura 1.1. Projecdo estereogréfica da circunferéncia unitéria S!.

Para a esfera unitdria unidimensional, que € a circunferéncia unitdria centrada na origem O = (0,0)
no plano R?, definimos a projecio estereografica @y a partir do polo norte N = (0, 1) para a reta real
de equaciio y = 0, como uma fungio @y: S'\ {N} — R, da seguinte maneira.

Dados N = (0,1) e X, = (x,y) € S'\ {N} queremos encontrar ¢y (x,y) € R tal que,
¢n(x,y) = P e os pontos N, X, e (P, 0) estejam alinhados.

Pela Figura 1.1 podemos observar que os tridngulos A(NX;X;) e A(NOP) sao semelhantes pelo critério

angulo-angulo. Dai, obtemos a seguinte relagao,

1
x 1-y

Agora podemos definir @y : S'\ {N} — R por

X
1—y’

on(x,y) = (1.3)
a qual estd bem definida, pois y # 1 V(x,y) € S'\ {N}. Além disso, usando (1.3) podemos considerar
uma extensdo de @y que seja diferencidvel em um aberto de R? contendo S!\ {N}, donde concluimos
que @y ¢ diferencidvel.

Definimos agora uma projecdo-inversa wy: R — S'\ {N}.

Dado u € R, queremos encontrar um ponto X = (x,y) € S'\ {N} tal que, (u,0), X e N pertencam

a uma mesma reta.

Para isto, basta encontrar as coordenadas x e y de um ponto X € S\ {N} tais que 1 T
Assim,
2
2 X
2 . (1.4)
(1—-y)?

E sendo X = (x,y) € S!, temos x? = 1 —?.
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Substituindo esta tltima expressdao em (1.4), obtemos

,»  1=yr  (1—=y)(1+y) 1+y

u: = =

(1—y)? (1-y)?  1—y

Assim, u*(1 —y) = 14y, isso implica que u> — 1 = y(u®> +1). Donde, | y =

2—1
Pela definicdo de ¢y, temos também x = u(l — y), isso implica que, x = u (1 — u2+ 1) :
u

2u

Assim, | x =
u?+1

. Logo,

w?+1"u?+1

WN(M):( 2u uz—l)'

Afirmagdo: yy € injetiva.

Suponhamos que
Wy (u) = Y (v).

Queremos mostrar que u = v.

Pelas expressoes das coordenadas de yy, a igualdade acima implica

w—1 v*—1 2u 2v
— c = .
w41 v2+1 w+1 v2+1

Observemos inicialmente que u = 0 se, e somente se, v = 0. De fato, se u = 0, entdo da segunda

igualdade obtemos
2v

0= "
vZ41’

o que implica v = 0. O reciproco € andlogo. Portanto, no caso u = 0, segue imediatamente que u = v.

Resta considerar o caso u # 0. Como entdo também v # 0, podemos escrever
v=Au,

para algum A € R, com A # 0.

Substituindo v = Au na primeira igualdade, obtemos

uw?—1 _lzuz—l
w41 A2u2+1’

segue que
(2= 1A% +1) = (W + D (A%2 —1).
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Desenvolvendo ambos os membros, temos

IRTTRE P e R R 7 S [

Assim,
2u® =202
Entao,
A2 =1.
Passemos agora a segunda igualdade:
2u 2
w41 V241

Substituindo novamente v = Au, segue que

2u 2Au
w41 A2 +1°

Como A2 = 1, a expressdo acima se reduz a

2u  2Au
w+1 w241
Como u # 0, concluimos que
A=1
Portanto,
v=Au=u

Assim, em qualquer caso, obtemos u = v. Logo, yy € injetiva. Ademais, Wy € diferencidvel, pois suas

fungdes coordenadas sdo diferencidveis. Além disso,

2u
2u  ut—1 u2 41 2u
(pNOWN(u>_(pN(u2+l’u2+l)_l u2_1_?_u
u?+1
e
2x X2
x —y -y
WNO(PN(XJ’):WN(I ): 2 3 2
-y X i X i
(1—y)? (1—y)?
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2x X —(1—y)?

1—y (1—y)2 2x(1—y) x> —y*+2y—1
2 20 2 2T\ v 2] — = (#%) (1.5)
x4+ 1=y x*+(1-y) X4y 4+ 1-=2y x> +y>+1—-2y

(I—y)? (1—y)?

Usando o fato de que x> +y> = 1 = y*> = 1 —x?, temos (1.2.1) se torna

1= (B ) () ()

Portanto, yy o oy (x,y) = (x,y) V(x,y) € S'\ {N}. Dai, oy ! = yy. Logo wy é uma parametri-
zacdo para S! que omite o polo norte.

Observe agora, que se considerarmos a proje¢ao @ a partir do polo sul S = (0, —1), teremos por

uma construgio andloga, que s : R — S\ {S} é uma parametrizagio para S! que omite o polo sul.
Note também que:

o S'=yv(R)Uys(R);

o yn(R)Nys(R) =S\ {N, S5} #0;

o ' (S'\{N}) =y '(S'\ {S}) = R que é um conjunto aberto em R;
e As mudangas de coordenadas Yy, Toyge /8 o yy sdo difeomorfismos.

Portanto, o par {(R, yv), (R, Ws)} é uma estrutura diferencidvel para S'.

1.2.2 Projecao estereografica da esfera unitaria n-dimensional

Figura 1.2. Projecdo estereogrifica da esfera S".

Xn4-1

Xi

Agora faremos a projecdo estereografica da esfera unitdria n-dimensional (= esfera S"); n > 2,
como segue.
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Para cada i, trabalhamos na circunferéncia C; = S" N {(0,...,0,x;,0,...,0,x,,1) € R*1},
Com base no diagrama da Figura 1.2, observamos que no plano x;x, temos os tridngulos A(NOP) e
A(NAB) os quais sdo semelhantes pelo critério &ngulo-angulo, e isso nos dd a seguinte relagdo,

IR
I —xp11 Xi

assim,
pi= 1_)2;1“, ie{l,...,n}
donde,
(pN(xl,...,an):l ! (X1yeeeyXn). (1.6)
—Xn+1
n+1 n

Para o célculo da projecdo-inversa, basta notarmos que Z xl-2 = 1 implica Zx,z =1 —xl-ZH. Por
i=1 i=1
(1.2.2), temos

IX|[2 =Y pi = L = X =(p1,...,pa) ER™.
i=1 (1 —x441) 1 —xp41

Assim, por uma conta direta, obtemos

(-
bl = .
L+ [1X 13
Novamente por (1.2.2), temos
xi:Pi<1—H Iz 2): p’27i:1,...,n.
T+ [X]R /141X
_ 2p1 2pn  IX)2—1
v (X) 1= oy (X) = (X1, -, X, +1):( feees : :
v LHIXN2 " T IX R T+ [1X (1R

Utilizando um raciocinio andlogo ao caso de S!, temos que wy(X) é diferencidvel e injetiva.
Portanto, uma parametrizag¢do para S". Uma tnica projecdo-inversa sempre “perde” o polo. Para cobrir
a esfera, usamos duas fungdes projecdo-inversa:

Polo norte N = (0,...,0,1): yy(X) dada acima.

Polo sul S = (0,...,0,—1): ys cobre S"\ {S} com

2p 2pn X7 — 1
X) = e, , — , X=(p1,..., e R".
Vs(X) <1+||X||ﬂén T+ X2 X2+ (L Pn)

Note também que:

o 5" yy(R")Uys(R)
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o yy(R")Nyg(R") =S"\{N,S} #0.
o (yw) ' (S"\{N}) = (ws)"' (S"\ {S}) = R" que é um conjunto aberto em R”.
e As mudangas de coordenadas Toyse /5 o yy sdo difeomorfismos.

Portanto, o par {(R", yy), (R", ys) } ¢ uma estrutura diferencidvel para S".

1.3 Particoes da unidade

Nessa secdo revisaremos uma técnica fundamental que permite globalizar funcdes definidas
localmente em variedades diferencidveis. As particdes da unidade s@o o elo entre o local e o global na
matematica. Elas mostram que, mesmo quando um espaco ndo € simples ou plano, ainda podemos
trabalhar de modo coordenado, combinando contribui¢des locais de maneira harmoniosa e suave.

Inicialmente iremos construir e exibir propriedades das parti¢des da unidade em R>, em seguida
vamos fazer o mesmo para as particdes da unidade em variedades diferencidveis com auxilio de
algumas nocdes topoldgicas. O texto desta secao foi desenvolvido tendo como referéncia W. de
Melo [8].

1.3.1 Funcoes auxiliares em uma variedade diferenciavel

Iniciamos esta se¢do observando que em algumas situagdes € mais conveniente trabalhar com
cartas locais, que sdo aplicacdes inversas de sistemas de coordenadas. Além disso, como ndo tem
perigo de confusdo, as cartas locais também serdo chamadas de sistemas de coordenadas (U, X), mas
agora X : U — V, onde U é um aberto de M> e V um aberto de R>. Nés deixaremos claro qual delas
estaremos utilizando.

No que segue, indicaremos por B(r) = {x € R? | ||x||zs < r} a bola aberta na origem e raio r > 0.

Proposicio 1.11. Sejam M> uma variedade diferencidvel, p € M> e A C M> um aberto com p € A.
Entdo, existem um aberto U C A com p € U e um sistema de coordenadas (U ,X) tal que x(U) = B(3)

ex(p)=0.

Demonstragdo. Note que, podemos considerar (V, @) um sistema de coordenadas qualquer em p.
Considere
T:R¥—R?
x—x—o(p).

Entio T o @(p) = 0. Definay = T o ¢, e agora, tome r > 0 tal que y~! (B(r)) C V NA.
Ponha U =y~ ! (B(r)) e x=hoy, onde

h:R3— R3

v 2
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Figura 1.3. Sistema de coordenadas.

98]
%

N
N

o]
Py
[O%)
=

¢ uma homotetia, tal que x(U) = (hoy)(y ' (B(r))) = h(B(r)) = B(3) e x(p) = 0. O

Quando tivermos um sistema de coordenadas x dado pela Proposicao 1.11, usaremos as letras U,V

e W para representar os conjuntos

Ao sistema de coordenadas (U, x) associaremos a fungio @y : M> — R de classe €™, tal que

Figura 1.4. Funcdes auxiliares.

DO0<oe<1;
i) ex(W)=1;

i) @x(M?—V)=0.
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Uma funcio ¢y satisfazendo as propriedades 1), ii) e iii) € chamada uma funcdo de corte para o

sistema de coordenadas Xx.

Proposiciio 1.12 (Existéncia das funcdes de corte). Para qualquer variedade diferencidvel M> existem

fungoes de corte.
Demonstracdo. Basta exibir uma funcdo suave ¢ : R — R tal que
i) 0<g(y) <1, VyeR%

ii’) @(y) = 1para [|y[/zs <1, ¢(y) =0 para [|y||ps > 2.

Tomando (U, x) da Proposicdo 1.11, considere a func¢io @ : M> — R dada por

¢(x(q)), seqeU

¢x(q) =
0,seqgeM> -V

Note que @y estd bem definida, pois @x(M> —U) = @x(M> —V) = 0.

E serd evidentemente uma fun¢ao de corte, pois
) 0<¢x(p)<1,Vp e M3;

i) @x(W) = o(x(W)) = @(B(1)) = 1;

iii) @x(M>—V)=0.

E ¢ € de classe €. Mas ja sabemos que a fun¢do ¢ existe, a qual é chamada uma fungdo bacia (ver,
e.g., E.L. de Lima [5]).

Observaciio 1.13. Mais geralmente, para cada € > 0, existe uma fungio @, : R> — R de classe €™,
tal que 0 < @ (x) < 1, Vx e @g(x) = 0 para ||x||z2 > 2.

Basta tomar @¢(x) = ¢ (), daf
i) E imediato que ¢ é C*.

i) 0< @e(x) <1Vx,pois0O< ¢ (%) <1Vx

iii) Se ||x||2 > 2¢, considere y = %, entdo ||y||2 = ”le2 > 28—8 =2, isso implica que @(y) = 0, assim,

Pe(x) = ¢ () = 0(y) =0. O
1.3.2 Algumas nocoes topoldgicas

Definicao 1.14. Sejam X um espago topoldgico e f : X — R uma aplicag¢do. O suporte da funcdo f é

0 conjunto

supp(f) ={x€X: f(x) #0}.
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Em outras palavras, x ¢ supp(f) se, e somente se, existe uma vizinhanga aberta de x onde f é

identicamente nula.

Exemplo 1.15. Usando as notagdes da secdo anterior, veja que as fungdes auxiliares @y : M> — R

tem como suporte oS COl’lqultOS

7=x 1B =x" (B).

Definicdo 1.16. Uma familia ¥ = (Cy)gea de subconjuntos de um espago topoldgico X é dita
localmente finita quando para cada x € X, existe uma vizinhanga V, de x que intersecta apenas um
ndmero finito de Cy’s. Mais precisamente, 4 € localmente finita se, € somente se, para cada x € X
existem uma vizinhanga V 3 x e um subconjunto finito {a,...,a,} C A tais que VN Cy # 0, implica

ac{a,...,a}.
Observacao 1.17. Note que toda familia finita é localmente finita.

Exemplo 1.18. A familia ¢ = {(n,+e) C R | n € NU{0}} é localmente finita. Pois, para cada
n € NU{0} o intervalo aberto (n — 1,n+ 1) possui intersec¢do ndo vazia apenas com (n + 1)-intervalos

(0,400),...,(n,+oo) da familia.

Definiciio 1.19. Uma familia ¢ = (Cy) 44 de subconjuntos de X é pontualmente finita quando todo

ponto x € X pertence somente a um nimero finito de Cys.

Exemplo 1.20. Toda familia localmente finita € pontualmente finita. A reciproca € falsa, pois a familia
¢ ={(1/n,2/n) CR:neN\{0}} é pontualmente finita, mas néo é localmente finita, uma vez que

toda vizinhanga do zero intersecta uma infinidade de intervalos.

Dada uma familia localmente finita 4’ = (Cy) de subconjuntos de X, segue-se da defini¢do
de compacidade por cobertura aberta que um conjunto compacto K C X sé podera intersectar um
numero finito de conjuntos Cy. Ou seja, dado K C X compacto, existe um subconjunto finito Ag =
{og,...,00.} CAtal que KNCy # 0, para a € Ay.

Definicao 1.21. Um espaco topoldgico chama-se localmente compacto quando cada x € X possui

uma vizinhanga compacta.
Proposicao 1.22. Toda variedade diferencidvel tridimensional é um espago localmente compacto.

Demonstragdo. Por defini¢do, uma variedade diferencidvel M" € um espago topoldgico que € local-
mente homeomorfo a R". Isso significa que para cada ponto p € M", existe uma vizinhangca U de p e
um homeomorfismo ¢ : U — V, onde V € um subconjunto aberto de R".

O espaco R" é localmente compacto, pois para qualquer ponto x € R", podemos considerar, uma

bola compacta By (r) , para algum r > 0.
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Agora, dado um ponto p € M", considere uma vizinhanca U de p que € homeomorfa a um aberto
V C R” via 0 homeomorfismo ¢ : U — V. Note que a imagem inversa ¢ ' (K) é uma vizinhanga

compacta de p em M". Portanto, toda variedade diferencidvel € um espaco localmente compacto. [

Propriedade de Lindelof ‘ : Se X € um espago topoldgico com base enumerdvel, entdo toda cobertura

aberta de X admite uma subcobertura enumeravel.
Podemos concluir que, se X é um espaco topoldgico com base enumeravel e ¢ = (Cy) é uma familia
localmente finita de subconjuntos de X, entdo Cy, = () salvo para uma quantidade enumerével de o’s.
Esta € a situag@o que encontraremos nas variedades diferencidveis.

Seja X um espago topolégico. Dada uma cole¢do (@g)gea de fungdes @y : X — R, tais que a

familia (supp(ct))qea dos seus suportes é pontualmente finita, entdo a soma

P(x) =} Pulx)
acA
¢ um numero real, para cada x € X. De fato, para cada x € X existe um conjunto finito de indices
Ao={ay,...,0} CAtal que @g(x) =0se a ¢ Ag. Portanto, @(x) = Qg (x) + - - + Pg, (X).

Além disso, se (supp(a))qca € localmente finita e as ¢ sdo continuas, entdo ¢ é continua.

1.3.3 Particoes da unidade em variedades diferenciaveis

Sejam M? uma variedade diferencidvel e ¢ =¥ ,c4 @ a Soma de uma familia (Qq )qeq de funcdes
de classe € em M? cujos suportes formam uma familia localmente finita. Cada p € M? possui uma
vizinhanga V), tal que @(x) = Qg (q) + - + @, (g), para todo g € V,,. (Os indices o, ..., &, sdo os
mesmos para todos os pontos g € V,,.) Isto mostra que ¢ = Y, 4 @ € de classe €, por ser localmente
uma soma finita de fungdes de classe €. Além disso, sendo M> um espaco topolgico com base

enumeravel, necessariamente ¢, = 0 salvo para uma quantidade enumerdvel de indices «.

Definicdo 1.23. Seja M?> uma variedade diferencidvel. Uma particiio suave da unidade em M? é

uma familia de fungdes (Qg)qea, de classe €, tais que
1) Paratodosos p € M3 e o € A, oy (p) > 0;
2) A familia € = (supp(QPq))aca é localmente finita em M?;

3) Para todo p € M> tem-se Z 0o(p) = 1.
acA

Em vista de 2), a soma em 3) ¢ finita em cada ponto p € M>. Tem-se também 0 < ¢@q(p) < 1 por
causade 3) ede 1).

Definicdo 1.24. Sejam M? uma variedade diferenciavel e ¢ = (Cy)qeq Uma cobertura aberta de M>.
Uma parti¢io da unidade subordinada a cobertura ¢ é uma familia {@g : M> — [0, 1]} de fungdes €™

tal que
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(1) supp(@q) C Cq;

(2) (supp(Qq))aca é localmente finita em M?;

3 Y oulx)=1, xeMm’

acA

Observacio 1.25. A soma em (3) é finita para cada x € M> devido a (2).

Definicao 1.26. Dadas duas coberturas abertas 4" € ¢’ de um espago topoldgico X, dizemos que €
refina ¢ quando, para cada C € ¢ existe C' € ¢’ tal que C C C'.

Observaciio 1.27. Uma particio da unidade { g }c5 estd subordinada a cobertura ¢ = (Cg) uea S€, €

somente se, (supp(Qp))pes € uma cobertura que refina €.

Defini¢do 1.28. Dizemos que uma parti¢do da unidade { @y } 4.4 € estritamente subordinada a uma

cobertura € = (Cy)qes quando supp(@y) C Cq.

Proposicio 1.29. Sejam M> uma variedade diferencidvel e € uma cobertura aberta de M>. Entdo,

€ possui um refinamento U = U U; localmente finito formado por dominios de sistemas de coordena-
ieN
das X; : U; — R tais que X;(U;) = B(3),Vi € N. Além disso, pondo V; = X; ' (B(2)) e W; = X; ' (B(1))

os W!s ainda constituem uma cobertura localmente finita de M 3,

N
Observacio 1.30. Se M? for compacta a Proposicio 1.29 é imediata, pois a cobertura finita U = U U;
i=1
¢ obtida através da defini¢do de compacidade por cobertura aberta.
Observacao 1.31. Os conjuntos de uma subcobertura de uma determinada cobertura ndo perdem as

“propriedades” dos conjuntos da cobertura (isso pela propria definicao de subcobertura).

Antes de provar a Proposi¢ao 1.29, vamos provar o seguinte lema.

Lema 1.32. Se M> é uma variedade diferencidvel, entdo ela pode ser escrita como uma reunido
enumerdvel M> = U K; (K; compacto), onde K; C int(K;y1), Vi € N.
icN
Demonstragdo. Vejamos que, cada ponto p € M> pertence a um aberto V, = X~ 1(B(2)), como na
Proposi¢do 1.11, onde V,, é compacto.
Cobrimos M3 por tais V,,, isto &, M3 = U Vp.

pEM3
Agora, usando a propriedade de Lindeldf, extraimos uma subcobertura enumerdvel M> = U V..
ieN
Consideremos L; = V;. Notemos que, cada L; ¢ compacto e ainda vale M 3= U L;. Defina os K;’s por

ieN
indug@o como segue:

1) Ky =Ly;



1.3.3. Partigcées da unidade em variedades diferencidveis 19

ii) Supondo que K1, ..., K; sdo tais que K; C int(KjH) e K; D LjU---UL;, recobrimos o compacto
K; UL com um nimero finito de V;’s e chamamos de K; | a reunido dos L;’s correspondentes.
O

Agora estamos prontos para provar a Proposi¢do 1.29.

Demonstragdo da Proposigcdo 1.29. Pelo Lema 1.32 podemos escrever

M? = | J K; onde K; é compacto e K; C int(Kj 1), Vi € N.
ieN

Todo ponto x € K pertence a algum C € €. Aplicando a Proposi¢do 1.11 ao aberto A = CNint(K3),
concluimos que todo x € K; pertence a um conjunto W», tal que o Uy, correspondente estd contido em
int(K3) e algum aberto de %

Da cobertura K, C [JW,, extraimos uma subcobertura finita. Seja %, a cobertura finita de K,
formada pelos conjuntos U, correspondentes.

Analogamente, cada ponto x da faixa compacta K3 — int(K,) pertence a algum conjunto Ws,(na
forma da Proposicao 1.11) tal que o Uz, correspondente esta contido em intK4, em algum conjunto de
% e é disjunto de K.

Da cobertura K3 — int(K3) C U W3, extraimos uma subcobertura finita. Seja %3 a cobertura finita

xeM
de K3 —int(K5) formada pelos conjuntos Us, correspondentes.

Prosseguindo de maneira andloga, obtemos para cada i > 3, uma cobertura finita %; da faixa
compacta K; —int(K;_1) por abertos do tipo U, cada um deles contido em int(K;;), em algum
conjunto de % e disjunto de K;_,, de modo que os W’s correspondentes ainda cobrem a faixa.

A reuniio ¥’ = ¢»U---U%;U--- é uma cobertura aberta de M> por conjuntos do tipo U, tal que
os W’s correspondentes ainda cobrem M>.

Cada U € ¢ pertence a algum %; logo intersecta, no maximo, um nimero finito de outros conjuntos
de ¢, a saber, os pertencentes a ¢;_,U---U%; 5.

Portanto, ¢’ é um refinamento localmente finito de %. ]

Corolario 1.33. Dada uma cobertura aberta € = (Cg,)qea de uma variedade diferencidvel M3, existe

uma parti¢do da unidade {Y;} .y de classe €=, subordinada a cobertura €.

Demonstragdo. Seja % = {U; | i € N} a cobertura localmente finita de M> obtida na prova da
Proposigdo 1.29. Agora, consideremos a familia de fungdes auxiliares @x, : M> — R de classe €™,
associadas aos sistemas de coordenadas X; : U; — B(3) C R3. Como supp(¢x,) C U; e % é localmente
finita segue que supp(@x, ;v € localmente finita. Assim, a soma ¢ = Z @x; estd bem definida.
ieN
Agora, dado p € M, pela Proposicdo 1.29, temos p pertence a algum Wy. Logo, ¢x, (p) =1 e assim

o(p) #0. Seja y; = % Entao, Z Y; = 1 e obtemos a desejada particdo da unidade. 0
icN
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Teorema 1.34. Dada uma cobertura aberta € = (Cg)qca de uma variedade diferencidvel M3, existe

uma parti¢do da unidade { Qg }4ca de classe €, estritamente subordinada a cobertura €.

Demonstracdo. Seja {y;}icn uma particéo suave da unidade, subordinada a cobertura ', obtida pelo
Coroldrio 1.33. Pela Proposicdo 1.29, para cada i € N, existe a € A tal que U; C Cy. Tomemos uma
fungdo escolha f: N — A, isto €, f(i) € tal que U; C Cy(;), Vi € N.

Seja Yy = Z y;. Como % ¢ localmente finita, segue que {V; | f(i) = a} também é localmente
fl=a
finita, logo

Logo, supp(ya) = Vi
flir=a

Afirmacao 1.35. (supp(Yo))aca € localmente finita.
De fato, como % ¢é localmente finita, dado p € M> existem V 3 p vizinhancade pe J = {ir,...,iy} CN
tais que

UNnV#0=icl.

Seja Ag = f(J), se supp(Wy) NV # 0, entdo V;NV # O para algum i tal que f(i) = a. Entdo,
UiNV #0. Logoi € J,eassim, & = f(i) € Ag. Logo (supp(Wa))aea € localmente finita, isto prova a
afirmacao.

A prova fica concluida tomando y = Z Vo € QO = %. Entao,

acA
V=Y ¢q=1esupp(@q) =supp(ve) = | JVic |JUiCCa. =
e f=a  fl)=a
Teorema 1.36. Se M? é uma variedade diferencidvel compacta, entdo existe um mergulho

f:M?> — R" para algum m € N.

Demonstragdo. Ja sabemos que podemos considerar o sistemas de coordenadas
X : U C M® = B(3),...,X;: Uy C M® — B(3)

tais que, M> = U U---UU, = Wi U---UWj, onde W; = X; 1 (B(1)), Vi€ {1,...,k}.
Agora, para cada X; : U; — B(3), considere a fungdo de corte ¢, : M3 — R, de classe € tal que
i) 0<ox(q) <1, Vg e M
i) @x,(Wi) =1e ox,(M>—V;) =0.

1

Pela Proposicao 1.12 tais fungdes existem. Além disso, vimos anteriormente que

supp(¢x;) = Vi C Ui
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Seja y; = @x;. Definimos [ : M 3 - R™(m = 3k +k onde k é o nimero minimo de cartas para cobrir
M?) por
) = (x) - Xi(x), - wielx) - Xi(x), Wi (%), -, W)

Afirmacao 1.37. f ¢ injetora.

De fato, suponhamos que f(p) = f(q). Entdo, y;(p) =1 e como f(p) = f(q) tém-se y;(q) = 1,

logo g € U;. Temos também que,

vi(p)-Xi(p) = vi(q) - Xi(q) = Xi(p) = Xi(q)

e como X; € injetora em Uj;, temos p = g, isto prova a afirmacao.

Relembremos que toda aplicagdo f : K — Y, continua e biunivoca, de um espaco compacto K
sobre um espaco de Hausdorff ¥ € um homeomorfismo (ver, e.g., E. L. Lima [6]).

Note agora, que f é de classe C* e como M3 é compactae f: M> — f (M 3) € uma bijecdo continua.

Portanto, f € um homeomorfismo. U]

1.4 Campos de vetores

Iniciamos esta se¢do relembrando campos de vetores no R para fins motivacionais.

Definiciio 1.38. Um Campo de vetores no R é uma fungio com dominio R? a valores em R3,
simbolicamente temos
X: R — R
p — X(p).

3
Se {e;}} , é a base candnica de R? escrevemos X (p) = Z a'(p)e;, onde a' sio funcdes de R* em R.
i=1

O campo X ¢é diferenciavel em p, se a : R3 — R for diferencidvel em p, i=1,2,3. Além disso,
o campo X é diferencidvel em R quando é diferencidvel em todos os pontos de R?. Em particular,

um vetor v em R? é um campo constante em R>.

Sejam U C R3 um conjunto aberto, p € U, um vetor v € R3e f:U — R, em que podemos definir

v(f) = a—f(p) i S~ fp) _ d

oy t—0 t T dt

(foa)|i=o,

onde & : (—&,€) — U é curva diferencidvel tal que a(0) = p e o’ (0) = v. Isso mede a taxa de varia¢do

com que f se afasta de p ao longo da curva o(r).

af
v

(p) é chamada de derivada direcional de f em p na direcdo v.
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Em particular, se v = ey, temos o (f) = p+te; = (x] +1,x2,x3). Neste caso,

af _ df
alf)= de;  oxi

Analogamente, para os casos em que v =e; e v = e3, temos e (f) = g—){z ees(f) = g—é, respectivamente.

Observe que a notagdo o € bem sugestiva uma vez que a taxa de variagdo esta sendo calculada
Xi

apenas na dire¢@o dos eixos correspondentes. Veja a Figura 1.5.

Figura 1.5. Taxa de variacdo

p—l—tv— (1)
§ // :

_g\_/

foa

1.4.1 Campos de vetores em variedades diferenciaveis

Um campo de vetores em uma variedade diferencidvel M> é uma aplicacdo

X: (M) — F
f— Xf:M—R.

definida por
8 3, . of
Xf)(p) iZX(P)~f=Za(X1,X2»X3)@(p), (1.7)
i=1
conforme mostrado na equacao (1.1).
Sendo assim, X é diferencidvel se, e somente se, X f € €*(M) para toda f € €~(M). Neste

contexto, é¢ importante observar que cada campo de vetores diferencidvel € uma aplicagdo R-linear
X: (M) — € (M),

satisfazendo a regra de derivagdo X (fh) = fXh+hX f, para f,h € €= (M).
Agora veremos uma condi¢@o para que a definicao (1.7) acima nao dependa do sistema de coorde-

nadas. Dados Y| e Y, sistemas de coordenadas, temos

vp(f) == wa(foYr) ZV (fovn).
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.0
Sewy:wa— ,
i 8);] y

A seguir veremos que para v,(f) = wy(f) devemos exigir a mudanca de coordenadas, dada por

entdo w,(f) = wy(foY2) wa (foYy).

9y
8x’ ’

WJ

x = (x1,%2,03) =y = Y5 oY1 (x) = (y1(x1,%2,%3),y2(x1,%2,%3),y3(x1,%2,%3))

de modo que, podemos aplicar a regra da cadeia para derivar uma fungéo do tipo x — F(y(x)), em que

F = foY; eycomo acima. Mais precisamente, temos
i 9 .
vp(f) =vx(foYy) ZV f0Y1 Zv w((onz)o(Y2 0Yy))
(foYa) 9y/| ) _ 9\ 9
¥ (; 722 ) -2 (255 ) spvens

dy/
—Z J fOYz wy(foYa) =w,(f).

Denotaremos por X (M) o conjunto de todos os campos de vetores de classe € em M>.

Definicdo 1.39. Sejam X e Y campos de vetores em X(M). Definimos o colchete de Lie dos campos

X e Y, denotado por [X,Y] como

X YIf:=X(Y[)=Y(X[), [feE™M).

A partir de agora escreveremos por simplicidade d; para indicar os campos coordenados %
1

associados a um sistema de coordenadas locais (x1,x2,x3). Observemos que o colchete de Lie dos

campos de vetores coordenados é:

[0:,9;] f = 9 (9;f) — 9; (9if) =

Proposiciio 1.40. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel M>
esejam X =a'djeY = b/ dj as expressoes de X e Y associadas a um sistema de coordenadas locais
(x1,%x2,x3). Entdo existe um vnico campo de vetores [X,Y|, dado pela Defini¢cdo 1.39, cuja expressdo
em coordenadas locais é:
[X,Y] = Z (ai(?,-bj — biaiaj) 8j
i,j

Demonstragdo. Para todo f € €(M), temos

Yf) =Y doib10;f) =} (d'0b'0;f +d'b'd0;f).
i

i,j
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Analogamente,
Y(Xf)= Zbi&-(ajajf) = Z (bi8iajajf+ biajaiajf) .
L,j L,j

Usando o fato que d;d; f = d;d;f, teremos

X,Y]f =Y (a9’ —b'da’) 9;f. (1.8)

i,J

Isso mostra a unicidade local de [X,Y] e portanto, podemos defini-lo globalmente, bastando considerar

suas expressdes locais como em (1.8). Consequentemente, [X,Y] € X(M). O
E imediato da defini¢dio acima as propriedade seguintes do colchete de Lie.
Proposicio 1.41. Se X,Y,Z € X(M), a,b € Re f,g € € (M), entdo:

(a) Bilinearidade:
[aX +bY,Z] = a|X,Z] +b[Y,Z]
IX,aY +bZ] = a[X,Y] +b[X,Z]

(b) Anticomutatividade:
[XvY] = _[va]

(¢) Identidade de Jacobi:
[X.Y],Z]+[[Y.Z].X] +[[Z,X],Y] =0

(d) [fX,gY]=felX.Y]+ fX(g)Y —g¥Y(f)X
(a) Bilinearidade sobre R. Sejam X,Y,Z € X(M) e a,b € R. Para mostrar

[aX +bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z], tomemos ¢ € € (M) e calculemos

([aX +0Y,Z]) (@) = (aX +bY)(Z(9)) — Z((aX +bY)(9))
=aX(Z(9)) +bY(Z(9)) —Z(aX (@) +bY(@)).

Como a,b sdo constantes, Z(aX (¢)) = aZ(X(¢p)) e similar para o termo com b, temos

([ax +07,Z]) (9) = a(X(Z(9)) — Z(X () +b(Y (Z(9)) — Z(Y (9))),
isto é,
(laX +bY,2]) (@) = a[X,Z](9) +b[Y,Z](9).
Como vale para toda ¢, obtemos [aX + bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z]. A outra igualdade [X,aY + bZ] =

a[X,Y]+ b[X,Z] prova-se de forma anéloga.
(b) Anticomutatividade.
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ParaX,Y ¢ X(M)e ¢ € €~ (M),

X, Y)(0) =X (Y (9)) —Y(X(9)) = —(Y(X(9)) X (¥ (9))) = —[¥.X](¢),

segue que, [X,Y]| = —[Y,X].
(¢) Identidade de Jacobi.
ParaX,Y,Z€ X(M)e ¢ € € (M),

[X,Y],Z)(9) = [X,Y](Z(9)) — Z([X, Y](9))
=X(Y(Z(9) —Y(X(Z(9))) = Z(X (¥ (9))) +Z(¥ (X(9))),

e termos andlogos para as outras duas parcelas. Se expandirmos todos os termos € somarmos o0s trés

resultados obtemos

Isto prova a identidade de Jacobi.
(d) Regra de Leibniz com funcées. ParaX,Y € X(M) e f,g,¢ € €= (M),

(X, 8¥]) (@) = (fX)(g¥ (@) — (¥) (fX(9))
=f(X(e)Y(9)+gX(Y(9)) —g(Y(f)X(9)+fY(X(9)))
=fX(8)Y(9)+feX(Y(9))—gY(f)X(9)— feY(X(9))
= fe(X(Y(9) —Y(X(9))) +fX ()Y (¢) —g¥ (f) X(9)
= (fe[X, Y]+ fX()Y — g¥ (/) X) (). O

Observacao 1.42. Os itens (a), (b) e (¢) mostram que X(M) munido com o colchete é uma dlgebra
de Lie sobre R; o item (d) expressa a compatibilidade do colchete com a multiplicagdo por fungdes,

mostrando que o colchete ndo é *°(M)-bilinear, mas satisfaz uma regra de Leibniz natural.

1.5 Elemento de volume em uma variedade riemanniana orien-
tada tridimensional

O texto desenvolvido nesta secao teve como referéncias M. P. do Carmo [3] e W. de Melo [8].

Definicdo 1.43. Seja M> uma variedade diferenciavel. Diz-se que M é orientdvel se admite estrutura

diferencidvel {(Uq, X ) } acr tal que, para todo par ¢, 8 € I', com Xo N Xg = W # 0, a diferencial da
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mudanca de coordenadas X' o X p tem determinante positivo.

Definicao 1.44. Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em uma variedade diferencia-
vel M" é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M" um produto interno (-, -), (isto &, uma
forma bilinear simétrica e positiva definida) no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente
no seguinte sentido: Se X : U C R" — M" € um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
X(x1,%2,-., %) = q €X(U) € 2-(q) =dX(0,..,1,...,0), entdo (F-(q), aixj(q»q = gii(x1,...,X0)
uma func¢ao diferencidvel em U.

E claro que esta definicio ndo depende da escolha do sistema de coordenadas. Outra maneira de
exprimir a diferenciabilidade da métrica riemanniana € dizer que para todo par X e Y de campos de
vetores diferencidveis em uma vizinhanga V de M", a fungdo (X,Y) é diferencidvel em V. E imediato
verificar que esta defini¢do € equivalente a anterior.

E usual deixar de indicar o indice p em (-,-) p sempre que ndo houver possibilidade de confu-
sdo. As fungdes g;; sdo chamadas expressdo da métrica riemanniana no sistema de coordenadas
X:UCR'"—= M".

Uma variedade diferencidvel com wuma dada métrica riemanniana chama-se uma
variedade riemanniana.

Agora vamos explicar como uma métrica riemanniana em uma variedade orientada tridimensional
M? fornece, de maneira natural, uma nocio de volume. Para isso, fixe um ponto p € M> e escolha uma
parametrizacdo em torno de p

X:UCR - M

cuja orientacdo seja compativel com a orientacio de M>, de modo que os vetores coordenados

d :
al(p)zg(p% l:172737

formam uma base positiva do espago tangente 7,M. Escrevendo esses vetores em relagdo a uma base

ortonormal positiva {e},ez,e3},
p) = Zaijejv
J

a matriz da métrica na vizinhanca coordenada X é dada por

gik(p) = (9, k) (p Zaljak]

onde A = (a;;) e A’ € a sua transposta. Assim, det(g;;) = (detA)
Da dlgebra linear, sabemos que vol(d;, d, d3) = detA, pois sendo {e},e2,e3} uma base ortonormal

positiva, temos vol(ey, ez, e3) = 1 representando o elemento unidade de volume. Logo vol(d;,d»,d3) =
det(gi j)-
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Se tomarmos outra parametrizacio positiva Y : V C R? — M3 em torno de p, com matriz da métrica
(hi;j) nessa parametrizacdo, entdo os volumes definidos por X e Y se relacionam pelo determinante

jacobiano da mudanca de coordenadas, da seguinte maneira

det(gij)(p) = J 4/ det(hij)(p), J > 0.

Esse fato garante a compatibilidade das expressoes locais quando trocamos de coordenadas preservando

a orientacgao.

Considere agora uma regiio R C M cujo fecho é compacto e que esteja contida em uma tinica

vizinhanca coordenada positiva X(U). Se a fronteira de X! (R) C R? tem medida nula, definimos o

vol(R) = /xl(R) \/det(gij)dxidxadx3.

A férmula de mudanga de varidveis mostra que esse valor ndo depende da vizinhanga coordenada

volume de R por

positiva escolhida. A orientabilidade de M> garante que o volume nio muda de sinal quando é feita

uma troca de coordenadas.

Do ponto de vista das formas diferenciais, o elemento

V= \/det(gij)dxl Ndxs N dxs (1.9)

define uma forma diferencial positiva de grau 3, chamada forma volume da variedade. Integrar essa

forma sobre uma regido fornece exatamente o volume definido acima.

Por fim, se R ndo estiver contida em uma Unica carta, utiliza-se uma cobertura finita por vizinhancas

coordenadas e uma particdo da unidade ¢; subordinada a essa cobertura. Define-se entdo

vol(R) = Z /R oiv.

Pode ser provado que a expressao acima nao depende da escolha da parti¢ao da unidade.

No caso particular do R, o cdlculo do volume pode ser feito por meio do produto vetorial como

segue

Sejam u,v,w € R3. Sabemos que o volume do paralelepipedo determinado por esses vetores pode
ser obtido como

vol(u,v,w) = drea da base x altura.

Tomando como base o paralelogramo gerado por u e v, sua area é

|lunv].
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Figura 1.6. Volume do paralelepipedo

unNv

PIOJ, Ay W

A altura é o comprimento da projecdo de w sobre u vetorial v, isto é,

[proj o wll = | 2]y
Wl = |—= | ||U V.
PIOjyny ||M/\V||2
Portanto,
(uN
vol(u, v,w) = |[uAv]| - ‘M
Jlu V|

=|w-(uAv)|.

Assim, o volume do paralelepipedo € dado pelo valor absoluto do produto misto:

vol(u,v,w) = |w- (uAv)]|.

Temos que

d1 = ajie; +aner+ajses,
o) = azje; +axes + axes,
d3 = azje; +axnes + aszes,

onde {e,es,e3} é a base candnica de R>.

Entao,
ap ap as
d1-(aNG3) = |ay; axn a3l
a1 az ass
Logo, se A = (a;;), temos
01+ (A d3) =detA,
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€ portanto
Vol(81,82,83) = ]detA].

Como a base € positiva temos detA > 0, dai

VOl(al , 82, 83) = detA.







CAPITULO 2

Conexao riemanniana, tensor curvatura e
imersoes isomeétricas

Em um espaco vetorial euclidiano (como R"), derivar um campo vetorial € simples. Podemos
comparar diretamente vetores em pontos diferentes, pois todos “vivem” no mesmo espaco. Mas
em uma variedade diferencidvel M", os vetores tangentes em pontos diferentes pertencem a espagos
tangentes distintos,

T,M # T,;M, quando p # q,p,q € M".

Logo, ndo faz sentido subtrair ou comparar vetores em pontos diferentes diretamente. Precisamos
encontrar uma maneira para “transportar” vetores de um ponto a outro para compara-los, e é ai que
entra a conexdo. Uma conexdo (denotada por V) é uma regra que nos permite “derivar campos vetoriais”

ao longo de outros campos vetoriais, de forma coerente com a geometria da variedade diferencidvel.
Notacdo: VxY ¢ aderivada covariante do campo vetorial ¥ na “direcdo” do campo X.

O resultado VxY € outro campo vetorial, que intuitivamente, mede como Y varia ao longo das
trajetorias de X levando em conta a curvatura da variedade riemanniana no caso em que V € uma

conexao riemanniana.

Veremos que, se V(¥ = 0 ao longo de uma curva diferenciavel ¥(¢) em uma variedade rieman-
niana M", entdo Y ¢é transportado paralelamente ao logo de ¥(z), isto é, ele “mantém sua direcdo” de

modo coerente com a geometria local de M".

Parte do texto deste capitulo foi desenvolvido tendo como referéncia M. P. do Carmo [3].

31
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2.1 Conexao riemanniana

Em algumas situacdes serd adotada a convencao de soma de Einstein, segundo a qual a repeti¢ao
de um mesmo indice em uma expressao implica uma soma sobre todos os valores permitidos desse

indice, dispensando a notagdo explicita do somatdrio. Assim, por exemplo,
aibi = Za,’bl’.
i
Salvo indicac@o em contrério, indices repetidos em uma mesma expressao serao interpretados de
acordo com essa convengao.

Definicdo 2.1. Uma conexdo de Levi—Civita (ou riemanniana) em (M", (-,-)) é uma aplicagdo
ViX(M)xX(M) — X(M), (X,Y)— V(X,Y) := VxY,

satisfazendo as seguintes propriedades para X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M):
(1) €= (M)-linear na 1? varidvel: Vyx ,vZ = fVxZ+¢VyZ;
(2) R-linear na 22 varidvel: Vx(Y +Z) = VxY + VxZ,
(3) Regra de Leibniz: Vx(fY)=X(f)Y + fVxY;
(4) Simetria: VxY — VyX = [X,Y];
(5) Compatibilidade com (-,-): X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ).

As propriedades (1), (2) e (3) definem o que chamamos de conexdo afim em M" (elas ndo
dependem de (-,-)). As propriedades (4) e (5) ficaro claras posteriormente (elas estdo diretamente
associadas a métrica).

Para provar a existéncia de uma conexdo afim, consideremos dois campos de vetores X,Y € X(M)
e um sistema de coordenadas locais (U,x) em torno de um ponto p € M", de modo que X = a'd; e

Y =b/0 ;. Utilizando as propriedades da conexdo afim, deve ocorrer
VxY = Vaiaibjaj = aiV(;ibjé’j = ai(aibj8j + ij(;ic?j).

Para cada i, j escolhemos n-fungdes Filj, e ,F?j diferencidveis em U para definirmos V;.0; := rfjak,
logo
VxY =d'(9;b70;+b'T};0k) = (a'dib* +a'b'T;) o = (X () +a'b'T;) 0. 2.1)

Isso mostra que VxY s6 depende de a;(p),b(p), das derivadas X (by) e da escolha de fungoes Ffj. Em

outra palavras, se & : [ — M" é uma curva diferencidvel tal que a’(0) = X, entdo VxY depende apenas
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dos valores de Y ao longo de «, isto é, se Y oax = Zo «, entdo VY = VZ. Portanto, podemos

definir a conexdo afim localmente como em (2.1), que é tnica, fixada as fungdes I'*., donde podemos

l_] ?
defini-la globalmente em M.

Observe que a primeira parcela da conexdo afim é exatamente a derivada direcional do R", enquanto
que a segunda se destaca pelo aparecimento das funcdes F 7 que sdo conhecidos como os simbolos de
Christoffel da conexdo. Fixados estes simbolos bem como as expressdes locais de X = a'd; e Y = b/9; i,

segue-se de (2.1) que
VxY —VyX = (X(b*) =Y (")) O +a'b! (T; — T)) %, (2.2)

0 que nos motiva definir um operador que esta diretamente associado a conexao afim. Ele € conhecido

como a tor¢do 7 : X(M) x X(M) — X(M), o qual € calculado pela expresséo local
T(X,Y) = a'b/ (T}, — %) 0. (2.3)

Note que a tor¢ao € nula se, e somente se, para cada k vale a igualdade dos simbolos Fﬁ-‘j =I l;-i para

todo i, j. Além disso, podemos escrever
VxY —VyX = [X,Y]+1(X,Y). (2.4)

Observe que a condi¢do de simetria dada pelo item (4) da Defini¢do 2.1 € equivalente a tor¢ao ser nula,
isto é, a simetria nos indices dos simbolos de Christoffel da conexdo.
Existe outra maneira de justificar a simetria da conexdo riemanniana, mas podemos correr o risco

de passarmos desapercebidos pela tor¢cdo. Vejamos: assumindo a simetria da conexdo, temos

k k (1 40)
Donde novamente vamos obter a simetria nos indices, como segue Ff?j =I ’]‘l

E por meio da conexdo riemanniana que podemos estudar a geometria de (M", (-, -)). Uma maneira

de fazer isso é por meio de curvas em M>. Nossa préxima definicio tem esse objetivo.

Proposicao 2.2. Seja M" uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Seja o : [ — M" uma
curva diferencidvel em M". Existe uma iinica correspondéncia que associa cada campo de vetores

: o . .. . DV
diferencidveis V ao longo de a(t) a outro campo de vetores diferencidveis 9 longo de o)

satisfazendo:
D DV DW
(1) E(V +W)= o + i onde W é um campo de vetores diferencidveis ao longo de a(t);
df

D
(2) E(fv) = EV +f—, onde f é uma fungdo diferencidvel em I;
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(3) SeV(t)=Y(a(t)) para algumY € X(M), entdo % =VonY.

Demonstragdo. Por simplicidade, trabalharemos apenas com n = 3, o caso de n > 4 € similar. Seja
(U,X) um sistema de coordenadas locais em torno de o(¢). Entdo, podemos escrever o(t) =
(x1(2),x2(t),x3(¢)) e V = V/(t)d; em que 0; = d;0 a(t). Assumindo (1), (2) e (3), obtemos:

pv  [avk  dxi
— = —+IT5V/— | o
dt (dt LR dt) g

Note que a correspondéncia requerida estd unicamente determinada por essa expressdo. Além disso,
ela coincide na intersecdo de duas vizinhangas coordenadas, portanto, podemos defini-la em toda a

curva. ]

DV
Definicdo 2.3. = ¢ denominada a derivada covariante de V ao longo de o(r).

DV
O caso especial em que i 0 refere-se ao transporte paralelo V() de vo = V(#y) ao longo de
o(t) e equivale ao sistema de EDOs:
dv* dx'

a -I—Fﬁ-‘jEVj =0, paracada k=1,...,n. (2.5)

Uma geodésica de uma variedade riemanniana M" € caracterizada como uma curva parametrizada
diferencidvel em M" que tem o vetor velocidade paralelo ao longo da curva. Portanto, elas sdo obtidas
por meio de integragdo do sistema linear de EDOs de 2% ordem associado, obtido por meio de (2.5) o

qual é sempre soluvel e tnico fixando as condi¢des iniciais. Mais precisamente, temos.

Definicao 2.4. Uma curva parametrizada diferencidvel y: I — M" é uma geodésica em ty € I se
B(Y(1)) |i=, = 0. Se 7 é geodésica em t, para todo ¢ € I, dizemos que ¥ é uma geodésica. Se [a,b] C I
e y:1— M" é uma geodésica, a restricdo de ¥ a [a,b] é chamada (segmento de) geodésica ligando

v(a) a y(b). Ou seja, o vetor velocidade ¥/ (¢) € paralelo ao longo de ¥(z).

Vamos agora determinar as equacdes locais satisfeitas por uma geodésica Y em um sistema de
coordenadas (U, X) em torno de ¥(fy). Em U,

dx1

V) = (010 ial)) € 7 (0) = (gm,...,%(r)) |

Assim, por (2.5), ¥ serd uma geodésica se, e somente se, satisfaz o sistema de equacdes diferenciais de

22 ordem
d*x; o dxidx; B

dr? Ydr dt ’
Embora essas defini¢des facam sentido em variedades diferencidveis, o caso mais interessante em que

elas aparecem e, muitas vezes de forma decisiva, € quando trabalha-se com a conexdo riemanniana.
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Ao longo deste trabalho, algumas questdes surgem naturalmente no desenvolvimento dos resultados,
mas nao sao completamente abordadas no presente momento. Tais pontos dizem respeito a escolhas
técnicas, possiveis generalizagdes e limitagcdes do método empregado, cuja analise mais aprofundada

exigiria um escopo mais amplo do que o aqui proposto.

Nesse sentido, optamos por destacar algumas questdes de forma antecipada, com o objetivo de
orientar o leitor quanto as dire¢des futuras e possiveis extensoes dos resultados obtidos. Acreditamos
que essas consideracdes nao apenas complementam a compreensao do trabalho, mas também indicam

caminhos promissores para investigacdes posteriores.

Por exemplo, as geodésicas de uma variedade riemanniana M" podem ser vistas como trajetorias
de um campo no fibrado tangente da variedade (chamado campo geodésico), o qual da origem a
aplicac@o exponencial exp, : U C T,M — M", cujas aplica¢des sdo intimeras no contexto de variedades
riemannianas. Uma variedade riemanniana é completa quando toda geodésica pode ser estendida
indefinidamente, isto €, seu dominio pode ser tomado como todo o conjunto dos nimeros reais.
Equivalentemente, a aplicagdo exponencial exp,, estd definida em todo o espago tangente 7,,M, para

qualquer ponto p € M.

Outro fato é que, a curvatura gaussiana de superficies € generalizada para dimensdes maiores
por meio da definicdo de curvatura seccional. Isso pode ser entendido tomando uma bola aberta
B C T,M = R" em que exp, ¢ um difeomorfismo e o C T,M um subespago bidimensional de modo
que exp p(G NB) = X? seja uma superficie em M" que é formada por geodésicas de M". Sendo X uma
subvariedade totalmente geodésica de M", segue-se da equagdo de Gauss que Ky2(p) = K, (o), em que
Ks2(p) é a curvatura gaussiana de £* em p e K,(0) é a curvatura seccional de M" em p segundo &
(Ver Definicdo 2.15, equagdo (2.22), Defini¢do 2.23 e Proposi¢ao 2.24). Para mais detalhes, ver M. P.
do Carmo [3]. Outro fato fundamental é que o transporte paralelo pode ser visto como uma isometria,

uma vez que o 0, implica

(V(1),V (1)) = (V(t0),V (t0)) = (vo,vo)-

Além disso, pode-se reobter a conexao riemanniana por meio do transporte paralelo. De fato, seja

X,Y € X(M) e seja o uma curva integral de X por p, isto é, a(0) = pe a'(t) = X(a(1)).

Seja & o transporte paralelo ao longo de «(¢). Entdo, podemos provar que

Vi (p) = tim 2 V(1) =Y ((0)

t—0 t

Agora veremos apenas o essencial de teoria tensorial para entendermos um pouco mais sobre a

geometria de (M™, (-,-)).
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2.2 Tensor curvatura de Riemann

Para um maior aprofundamento dos assuntos que abordaremos neste capitulo recomendamos ao
leitor as referéncias J. M. Lee [4], M. Spivak [10] e P. Petersen [9].

Definicdo 2.5. Um (1,r)-tensor em uma variedade diferencidavel M" é uma aplicacdo

T:X(M)x - x X(M) — X(M)

(r)

multilinear sobre o anel ¥ (M) das funcdes diferencidveis em M". Note que, num (0, r)-tensor, o

contradominio é (M ). Formalmente,
TYy,...,fX+hY,....Y,) = fT(V1,....X,....Y,) +hT(Y1,....Y,....Y})
paratodos X,Y € X(M) e f,h € €= (M).

O valor do campo T(Y,...,Y,) (ou da fun¢do no caso de (0,r)-tensores) num ponto p € M"
depende unicamente dos valores dos campos Y7, ...,Y, € X(M) no ponto p. Isto é, se Z,...,Z, € X(M)
sdo tais que Y;(p) = Z;(p) (1 < j <r). Entio,

T(Y,....Y,)(p) =T(Z1,....Z.)(p).

Com efeito, para provar este fato, primeiramente vamos considerar campos X, ..., X, € X(M) e supor
que para algum j, X;(p) = 0. Em uma vizinhanga coordenada U de p, temos X; = d'd;. Seja ¥ uma
fungdo bump em p, com supp w C U e y(p) = 1. Assim, a fungdo ya' € C*(M) e o campo de vetores
yo; € X(M), paracadai=1,...,n. Consequentemente,

VT (X1, Xy, X)) =T(X1, ., WX, X)) = T(X1,...,wd' yo,,....X,)
= wd'T(Xy,...,y0;,....X,).

Como cada d'(p) = 0 e y(p) = 1, segue que T(Xy,...,Xj,...,X,)(p) = 0. Agora, por hipétese,

Y;(p) =Z;j(p) para todo j, isso vai implicar pelo fato anterior e pela multilinearidade de 7 que
TM,....Y,)(p)—T(Z,...,Z)(p) =0,
conforme haviamos afirmado. Para mais detalhes ver M. Spivak [10].

Exemplo 2.6. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C*(M) que faz corresponder a cada ponto

p €M e acada par X,Y € T,M, o produto interno de X e ¥ na métrica riemanniana de M, isto €,
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gp(X.,Y) = (X,Y) ,, € um (0,2)-tensor e suas componentes no referencial {d;} sdo os coeficientes g;;

da métrica riemanniana no sistema de coordenadas dado.
Exemplo 2.7. Toda k-forma diferencial @ em M é automaticamente um (0, k)-tensor em M.

Observacao 2.8. Em uma variedade riemanniana a métrica riemanniana faz corresponder a cada

campo diferencidvel X € X(M) a 1-forma diferencial wy € X*(M) dada por
wx(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

E imediato que wy estd unicamente determinada.

Mais geralmente, dado um (0, r)-tensor 7 em uma variedade riemanniana (M, (-,-)), podemos

identifica-lo com um (1,7 — 1)-tensor 7 mediante a métrica riemanniana (-, -), fazendo

(T(Y,....Y,_1), Y :=T(Yy,....Y,). (2.6)

2

Por simplicidade de notagdo, e desde que ndo teremos perigo de confusdo, omitiremos o “~ ” no
(1,7 — 1)-tensor correspondente ao (0, r)-tensor 7. Em particular, o tensor métrico g, serd identificado
com o (1, 1)-tensor identidade 7 em X(M).

Em uma variedade diferencidvel € possivel estender a no¢do de derivada covariante a tensores

COmo veremos agora.
Definicdo 2.9. A derivada covariante de um (1,r)-tensor 7 é um (1, -+ 1)-tensor VT dado por
VT(X,Y),....Y,) =Vx(T(Y1,....Y.)) = T(VxY¥1,....Y,) —...— T(Y},..., VxY,). 2.7)

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em relacdo a X como um tensor de

mesma ordem que 7" dado por
VxT(Yl,...Yr) = VT(X,Yl,...,Yr).
Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor 7 é um (0, r+ 1)-tensor VT dado por (2.7).
Observacao 2.10. Dizemos que um tensor € paralelo quando VT = 0.

Exemplo 2.11. Em uma variedade riemanniana (M, g) com a conexdo de Levi-Civita V, temos que
Vg =0. Com efeito, dados Y;,Y2,X € X(M), teremos

Vg(X’Y17Y2) = (VXg)(YlaYZ)
= Vx(g(11,12)) —g(VxY1,Y2) —g(¥1,VxY2)
= g(Vx¥1,12) +¢g(11,Vx¥2) —g(VxY1,Y2) — g(Y1,Vx)2) = 0.
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Exemplo 2.12. Utilizando a Observacao 2.8, a derivada covariante de Wy em relacdo ao campo

Z € X(M) é tal que, paratodo Y € X(M),

(Vax)(Z,Y) = (Vzox)(Y)
= Z(wx(Y)) —ax(VzY) =Z(X,Y) — (X, VzY)
= (VZX,Y)+ (X,VzY) — (X,VzY) = (VzX,Y)
— (VX(2),Y) = VX(Z.Y).

Decorre dai que Vzwy pode ser identificado ao campo VzX, ou equivalentemente, Vwy pode ser
identificado ao operador VX. Isto mostra que a derivada covariante de tensores é uma generalizacao
da derivagdo covariante de campos (derivar um campo é o mesmo que derivar covariantemente o seu
dual).

Motivados pelo resultado do Exemplo 2.12, para cada Z € X(M ), convém considerar o (1, 1)-tensor
VZ:X(M) — X(M) dado por VZ(X) = VxZ. Assim, pela Defini¢do 2.9, teremos o (1,2)-tensor dado

por
ViyZ = VVZ(X.Y)
= Vx(VZ(Y)) = (VZ)(VxY)
= VxVyZ—Vy,yZ, (2.8)

para todo X,Y € X(M). Analogamente,
VixZ = VyVxZ—Vy,xZ. (2.9)
Subtraindo (2.9) de (2.8) obtemos, para cada Z € X(M), o (1,2)-tensor dado por
ViyZ—VyxZ=VxVyZ—VyVxZ—VxyZ. (2.10)

Fazendo Z variar na equagio (2.10) obteremos um (1, 3)-tensor, bastando provar a linearidade em Z.

O que motiva a definicdo seguinte.
Definicao 2.13. Seja M uma variedade riemanniana. O tensor curvatura de Riemann é o (1,3)-tensor

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

dado por
R(X,Y)Z: Vvaz—VXsz—{—V[X’Y]Z. (2.11)

Observacao 2.14. A troca do sinal que fizemos em (2.10) para definir (2.11) € uma convencao adotada
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por alguns autores, deve-se apenas tomar cuidado nas defini¢des correspondentes, tomando sempre
o caso da esfera euclidiana como referéncia, em que as curvaturas correspondentes devem ter sinal

positivo.

No caso do R” com a sua métrica padrio, segue-se do Teorema de Schwarz que R(X,Y)Z = 0.
Sendo assim, o tensor de Riemann mede o quanto a geometria de M" difere da geometria de R".

Convém estudar as propriedades desse tensor na sua forma (0,4), como segue:
R(X,Y,Z,W):=(R(X,Y)Z,W),

cujas propriedades bdsicas sdo:
() R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)=R(Y,X,W,Z),
(2) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y);
(3) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi).
4) (VxR)(Y,Z,W)+ (VyR)(Z,X,W)+ (VzR)(X,Y,W) = 0 (segunda identidade de Bianchi).

A prova de todas elas segue imediatamente da defini¢do do tensor sendo que para provar (3) deve-se
lembrar que
X, [V, Z]| +[v,[2,X]] +[Z,[X,Y]] = 0.

No caso da prova de (4) € o mais conveniente considerar um referencial geodésico em p, i.e., um
conjunto de campos locais {e;} tais que V.,ei(p) = 0. Eles podem ser usados nesta prova devido ao
carater pontual dos tensores.

Devido a sua generalidade, o tensor R pode ser estudado por meio de fungdes curvaturas, conforme

Veremos a seguir:

Definicdo 2.15. A curvatura seccional K,(c) de M em p segundo um subespago bidimensional
o C T,M ¢€ dada por:
R(X,Y,X,Y)

o) = IXIPIv =X vy

que independe da escolha da base {X,Y } de ©. Para provar este fato recomendamos M.P. do Carmo [3].

2.3 Imersoes isomeétricas

Seja @ : £ — M uma imersio de £> em M>. Dizemos que ¢ é uma imersdo isométrica se para

quaisquer p € 2 XY € T,X, tem-se

<X7Y>p = <dq)PX7d(ppY>(p(p)a (212)
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onde (-,-) € (-,*) o(,) denotam as métricas riemannianas de ¥2 e M?, respectivamente.
serv S que s : ¢ uma imersa étrica ri 1 , a
Observamos que se ¢ : X2 — M> é uma imersio e (-,-) é a métrica riemanniana de M?, entio
podemos introduzir uma métrica riemanniana em X2 por (2.12), de modo que ¢ se torna uma imersio
isométrica.

Com efeito,

e (-,), ¢ uma forma bilinear e simétrica. Isso segue imediato de (:, '><P( ser bilinear e simétrica e

p)
d @ ser linear;

e (-,-)p € positiva definida. Isso segue do fato de (-,-)(p,) ser positiva definida e d @), ser injetiva

p)
Vp € X2, pois dado p € £? temos

0= (X,X), = (dPpX,do,X) (),

isso equivale a equacao,

ld@pX1[5(,) = .

que por sua vez é equivalente a

dp,X =0+ X =0, pois d@, € injetiva.

o () p varia diferenciavelmente no sentido da diferenciabilidade da métrica, isso segue da dife-

renciabilidade de (-, ‘><P( p) € do fato de que d¢ também varia diferencialmente com p.

2.3.1 Segunda forma fundamental de uma imersao isométrica

A motivacio para este estudo proveio do caso cldssico de superficies regulares de R>, que recorda-

remos a seguir.

Definicfio 2.16. Um subconjunto S C R? é chamado uma superficie regular se, para cada ponto p € S,

existe uma vizinhanga aberta V C R? de p, um aberto U C R? e uma aplicacio
X:U—VnS

tal que:
(1) x é diferenciavel de classe C*;
(2) X:U — VNS é um homeomorfismo;
(3) paratodo g € U, a diferencial dX, : R? — R? ¢é injetora.

A aplicacdo X é chamada uma parametrizagdo local de S em torno de p.
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Proposicio 2.17. Seja p € S um ponto de uma superficie regular S e seja X : U C R* — R> uma
aplica¢do com p € X(U) tal que as condigdes (1) e (3) da Defini¢do 2.16 sejam satisfeitas. Suponha

que X seja bijetiva. Entdo X! ¢ continua.
Demonstracdo. Ver M.P. do Carmo, Geometria Diferencial de Curvas e Superficies, p.74 [2]. [

Exemplo 2.18. Seja f: U C R?® — R, f uma aplicacdo diferencidvel, onde U é um aberto.
Se a é um valor regular de f (i.e., df, é sobrejetora Vp € ffl(a)), usando o Teorema da Apli-
cagdo Inversa, (E.L. Lima; Curso de Andlise, Volume 2, p. 283 [5]) temos que S = f~!(a) é uma
superficie regular em R3. Assim, podemos considerar a inclusdo i : S < U de S em U e tomar em S a

métrica induzida por i.

Um caso particular do Exemplo 2.18 € a esfera unitaria
SZ = {(XI,)CZ,X3) € ]R3 : x%+x%+x% = 1}
Defina f : R® — R por
f(x)=xi+x5+x3—1.

Como Vf(x) = 2(x1,x2,x3), temos V f(x) # 0 para todo x € £~!(0) = S?. Logo, 0 é valor regular de
f e, portanto, S2 é uma subvariedade mergulhada de R3 de dimensdo 2, com a métrica induzida do
espaco euclidiano.

Outro exemplo, provém do Célculo Diferencial no R? no caso em que S é o grafico

Gr={(x,y,2) €R¥z= f(x,y)}

de uma fungdo diferencidvel f: R? — R com £(0,0) =0e £:(0,0) = £,(0,0) = 0 (esta dltima condigio
quer dizer que S € tangente ao plano xOy). Neste caso, sabemos do Calculo, que a forma de S em uma

vizinhanca da origem O € R3 é profundamente influenciada pela forma quadratica

”(xvy) = fxx(O)xz + zfxy(O)XY+fyy(0)y2

definida no plano xOy. De fato, como f € diferencidvel, podemos expandi-la em série de Taylor até a

segunda ordem em torno da origem, como segue

f(x,y) = f(0,0) +fx(070)x+fy(070)y

+ = (fur(0,0)x% + 2 £1,(0,0)xy + f3,(0,0)y?) + termos de ordem superior.

| =

Dado que £(0,0) =0e £(0,0) = £,(0,0) = 0, a expansao reduz-se a:

(fexr(0,0)x% +2£1y(0,0)xy + f14(0,0)y*) + termos de ordem superior.

1
f(xay) = E
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Note que, em uma vizinhanca suficientemente pequena da origem, os termos de segunda ordem

dominam o comportamento de f(x,y). Assim, f(x,y) é aproximadamente:

1
F3) 2 5 (fx(0,006 +2£5 (0,019 + (0, 0)y7%) .

Relembremos que a matriz Hessiana de f em (0,0) como:

(2.13)

[fxx(o,m fxy<0,0)] |
f(0,0) £1»(0,0)

A natureza da superficie S depende dos autovalores de (2.13), que determinam a concavidade de

f(x,y):

1. Se os autovalores de (2.13) tém o mesmo sinal: ((2.13) € definida positiva ou negativa), entdo S

€ localmente um paraboloide eliptico.

2. Se os autovalores de (2.13) t€m sinais opostos: ((2.13) € indefinida), entdo S € localmente um

paraboloide hiperbdlico.

3. Se (2.13) € semidefinida positiva ou negativa: (um autovalor € zero), a forma de S ndo pode ser

investigada pelas propriedades de (2.13).
I é chamada a segunda forma fundamental de S no ponto O.

Veremos também que a curvatura gaussiana de S em O € dada por K = fy, fyy — fxzy. (veja (2.27))
Seja @ : £> — M3 uma imersdo isométrica. Entdo, pelo Teorema 1.10, Vp € £? existe U C X2

aberto contendo p tal que ¢ |y é um mergulho de U sobre sua imagem ¢ (U ). Para simplificar a notagéo,

identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,X, g € U, com d@,(v) € Ty,)M. Logo, podemos

considerar 7,X como um subespaco de T,M; e escrever:
1
ToM =T, XDT,X,

onde TPZL € o complemento ortogonal de 7,,X em T,M.

Assim, para cada v € T,M, podemos escrever v = vi4vh comv! e T,Xe Vi e TqZL. Neste caso,

T L

denominamos v' a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Desta decomposicao

obtemos um fibrado vetorial TX := U {p} x TPZL chamado o fibrado normal a £?. Deste modo, o

pEL
fibrado vetorial

TM|yz) ={X€TM: n(X) € ¢(X), emque w: TM — M? & a projecdo candnica}
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¢ a soma de Whitney do fibrado tangente 7YX com o fibrado normal TZL, isto €,
TM|yx) =TE®w TE"
Sendo assim, podemos considerar as seguintes projecoes:
() TM|pzy = TE e ()" : TM|px) — TE

Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M> e X2, respectivamente. Se X e Y sdo campos locais de

vetores em X2 e X, ¥ sdo extensdes locais a M? temos que
(2.14)

Vamos estudar cada uma dessas parcelas separadamente. Para tanto, sejam X,Y,Z campos de vetores
em U C X (que estamos identificando com ¢(U)) e X,Y,Z as respectivas extensdes locais a M. Como
VY em g € U s6 depende de X () = X (g) e dos valores de ¥ ao longo de qualquer curva diferencidvel
tangente a X (q), podemos definir (independentemente das extensdes) os dois entes geométricos a
seguir:
= o\ T = o\l
DxY :=(VgY) e a(X,Y):=(VgY) .

Pela linearidade da projecdo ()" e pelas propriedades de V, é imediato que D satisfaz as propriedades

de uma conexdo afim. Além disso, em U, temos

X{Y,z) = X<Y,Z> = (%{/,Z} + (Y,?XZ) = <6X?,Z> + (Y,?XZ)
= ((VgV)".Z)+(Y.(V52)") = (DxY,Z) +(Y,DxZ)

e a expressio local dos colchetes (ver (1.8)) nos permite deduzir que, em U, [X,Y]" = [X,Y], logo

DxY —DyX = (Vi)' —(ViX)T = (Vg7 =V X)T = (X, 7] = [X,Y].

Consequentemente, D satisfaz a expressao local da conex@o riemanniana de Y2, assim, por unicidade,
DxY = VxY. Passemos ao estudo de a(X,Y). De acordo com este ultimo resultado que obtivemos e

pela equacdo (2.14), ja temos que
a(X,Y)=Vgl —VyY.

Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, € imediato a linearidade de o em X e Y. A partir do

cardter tensorial das conexdes, deduzimos que o é C*(U )-linear em X. No caso de Y, consideremos
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f €C>(U) e f uma extensio local de f a M>. Notando que, em U, X (f)Y = X(f)Y, temos

a(X,fY) = Vg(fY)—Vx(fY)
X (/)Y + fVgY —X(f)Y — fVxY
= fVgV — fVxY = fa(X,Y).

Além disso, o € simétrica, pois
a(X,Y)=[X, 7]+ VX — (X,Y] +VyX) = V;X - VyX = a(Y,X).
Ou seja, o € bilinear sobre C*(U) e simétrica. Vamos reescrever (2.14) como segue
ViV = V¥ +a(X,Y). (2.15)

Esta equacgdo € conhecida como a férmula de Gauss. A grosso modo, podemos dizer que a equacao
(2.15) nos conduz ao estudo de duas geometrias sobre X, uma tangente dada pela primeira parcela, e
outra normal dada pela segunda parcela. Com o objetivo de estabelecermos uma ligacdo entre elas,

consideremos 1 um referencial ortonormal local em X(U)". Entdo,
0=X(n,Y) = (Vxn,Y)+(n,Vx¥)=((Vxn)',Y)+(n,a(X,Y)).
Portanto, é conveniente definirmos o (1,1)-tensor o7, : X(U) — X(U) por
X =—(Vxm)'. (2.16)
De modo que, a equagdo abaixo € imediatamente satisfeita
(nX.Y)=(a(X,Y),n), (2.17)

para todos X,Y € X(U). Como de praxe, podemos definir .;; como sendo o (0,2)-tensor dado por
oy (X,Y) = (o X,Y), o qual é simétrico, uma vez que & é simétrico, assim (/pX,Y) = (X, o,Y).
A aplicacdo o7 € o operador de Weingarten ou operador de forma da imersio ¢, enquanto que (2.17)

é a equacdo de Weingarten.

Definicdio 2.19. A aplicacio bilinear sobre C=(U) e simétrica o : X(U) x X(U) — X(U)™ definida
por (2.15) é a segunda forma fundamental de £. Em particular, escrevendo (X ,Y) em coordenadas
locais, para cada p € X2 a aplicagdo o, : T, x T,X — T,X dada por a,(X,Y) = a(X,Y)(p) depende
somente dos valores de X e Y em p, portanto, o campo de vetores normais o(X,Y) tem carater

tensorial.
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Como o operador 7, € simétrico, convém considerarmos o seu trago, para isso vamos definir a

funcdo curvatura média H, dada por

1
H:= Etr(ﬂfn).

De modo que, podemos definir um campo local de vetores diferencidveis normais a X2 pela expressio
H := Hn. Além disso,

1 2
Y (ej,epin =

H = Sir(o)1 =
J

2
Z (eje;),

Y
M| —
l\)l'—‘

2
Z(a(ej,e]

em que {ej,e;} ¢ uma base ortonormal de 7,X. Segue que 2H = tr(). Dizemos que H é o vetor

curvatura média da imersdo ¢. Observemos que, se X2 é orientdvel podemos definir H globalmente.

Definiciio 2.20. Dizemos que uma imersdo isométrica ¢ : £> — M> é minima em p € X? quando

H(p) =0 e que ¢ é uma imersdo minima quando é minima em todos os pontos de ¥2.

Estamos agora em condicdes de enunciar e demonstrar o Teorema de Gauss, o qual estabelece
que o cdlculo das curvaturas seccionais depende exclusivamente da segunda forma fundamental de
uma imersdo isométrica. Como € usual aqui, apresentaremos apenas o caso de imersoes isométricas

@ : X2 — M3, sendo o caso geral tratado de maneira andloga.

Teorema 2.21 (Gauss). Seja ¢ : X> — M> uma imersdo isométrica. Sejam p € ¥* e x,y vetores

ortonormais de T,X. Entdo,

K(x,y) = R(x,y) = (@(x,x), (3,y)) — [et(x, )%, (2.18)
ou equivalentemente
K(x,y) — K(x,y) = (@lpx,x){lny,y) — (szfr,x,y>2 = det.o7y (2.19)

onde, K (x,y) = Kx2(p) € a curvatura gaussiana de £* em p e K(x,y) = K,(0) é a curvatura seccional

de 6 = T,X. C T,M calculada por meio do tensor curvatura de Riemann de M 3,

Demonstracdo. Sejam X,Y extensdes locais ortogonais de x,y, e tangentes a X2, respectivamente.

Sejam X, Y extensoes locais de X,Y a M>. Entdo

K(x,y) = K(x,y) = (VyVxX = VxVyX — (VyVgX = VgV X),Y) (p) + (Vix y}X — Vi X, Y) (p)-
Observe inicialmente que o ultimo termo se anula, pois

(VixyiX —Vig X Y)(p) = —{((VigsnX) ", Y)(p) = 0.
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Além disso, temos
VyVX = Vy ((a(X,X),n)n + VxX) = (a(X,X),n)Vyn +T (a(X,X),n)n + Vg VxX.

Logo, em p, temos
<6Y6XX>Y> = <Ot(x,x), 77>WY777Y> + <VYVXX>Y>'

Assim, por (2.16) e (2.17), a equagdo anterior se torna

<6Y6XX7Y> == <a(xvx)vn><a(yuy)7n> + <VYVXX7Y>
<a(y,y)a 77>’7> + <VYVXX7Y>
=— (a(x,x),a(3y)) + (V¥ VxX,Y). (2:20)

== <Ot(x,x),

Analogamente, em p, também temos

(VVyX.Y) =~ (a(x,y),n)(a(x,y),m) +(VxVyX.Y)
—(a(xy), (a(xy),n)n) +(VxVyX,Y)
—(a(x,y),0(x,y)) + (Vx Vy X, Y)

—Jau(x,y)[*+ (VxVyX,Y). 2.21)
Usando (2.20) e (2.21), obteremos (2.18). Usando (2.17) a equacdo (2.18) é equivalente a
K(x,y) — K(x,y) = (oyx,x) (oY, y) — (nx,y)* = det.o,. ]

Observacdo 2.22. Observe que a equacdo de Gauss continua vélida para uma base arbitrdria {x,y}
de T,X, pois o determinante de um operador linear € invariante por mudanca de base. Além disso, a
equagdo (2.19) fica simplificada ao considerar uma base ortonormal {e;,e;} de T,X que diagonaliza

a7y, de modo que </ye; = Aje;. Neste caso, vale a equagdo de Gauss a saber:
K(el,ez) —K'(el,ez) :7(«17(«2. (2.22)

Definicfio 2.23. Uma imersdo isométrica ¢ : X> — M> é geodésica em p € X2 se a segunda forma
fundamental « de £? é identicamente nula em p. A imersdo @ é fotalmente geodésica se ela é geodésica

para todo p € X2. A razdo desta terminologia é dada pela seguinte proposicao.

Proposicio 2.24. Uma imersdo isométrica ¢ : ¥* — M? é geodésica em p € X2 se, e somente se, toda

geodésica y de X? partindo de p é geodésica de M> em p.

Demonstragdo. Sejam y(0) = p e ¥ (0) = x. Sejam 1 uma extensio local, normal a X2, de um vetor
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normal n em p e X uma extensdo local, tangente a X2, de ¥/(¢). Como (X, n) = 0, obteremos em p,
Oc(x,x) = <dnx7x> = —<vX777X> = —X<777X> + <7776XX> = <nvaX>

Como o € simétrica, segue que @ € geodésica em p se, e somente se, para todo x € T,X, a geodésica y
de X2 que é tangente a x em p satisfaz 4 condicdo: Vy X (p) nio tem componente normal. Portanto, ¢

é geodésica em p se, e somente se, toda geodésica y de X2 partindo de p é geodésica de M> em p. [
Para o caso particular, em que M> = R3, cabe considerar a seguinte defini¢io:

Definiciio 2.25. Seja S C R? uma superficie regular com uma orientagio N. Entdo, a aplicacio

N : S — R3 toma seus valores na esfera unitdria S*. A aplicacio
N:S— S

que associa cada ponto p com o vetor normal N(p), é chamada a aplicagcdo normal de Gauss.

Note que 7),S e TN(I,,)S2 sdo paralelos, logo podemos identifica-los e entdo dN), : T,,S — T,,S. Além

disso, sendo V a conexdo riemanniana de R3, tem-se

a (Noa(t))i—o = VxN = (VxN)' = —aX, (2.23)

AN, X = <
P dt

onde o : [0,1] — S, é uma curva diferenciavel tal que oc(0) = p e &/(0) = X. Portanto,
2/N(p) = —dN,, paratodo p € S. (2.24)

Exemplo 2.26. Dado r > 0, considere S?(r) = {(x1,x2,%3) € R?: x7 +x3 +x3 = r?} a esfera cen-
trada na origem e de raio r, orientada pelo seu normal exterior N, onde N : Sz(r) — S? é dado por
N(p) = g, sendo j o vetor posicdo em S?(r). Considerando em S?(r) a métrica induzida de R, tere-
mos que a aplicacio inclusio i : S*(r) < R? é uma imersio isométrica. Em particular, 1| = A, = —%

sdo os autovalores de .27y (p). Logo, pela equagdo (2.22), tem-se

_ |
ng(r)(p) = K(el,ez) —K(61,€2) = lllz = ﬁ

Note que na equagdo anterior utilizamos que K(ey,e;) = 0.
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Exemplo 2.27 (Toro de Clifford). Seja X : R? — R*, dada por

1
X(u,v) = —=(cosu,senu,cosv,senv).

V)

Note que X € diferencidvel, pois suas funcdes coordenadas sdo diferencidveis. Além disso, por (1.2)

—senu 0
dX|y = = | &0 (2.25)
7 V2 0 —senv
0 cosv

Entdo, dX € injetiva. De fato,
1
dX| () (x,y) = E(—xsenu,xcosu, —ysenv,ycosv) = (0,0,0,0)

se, € somente se,
(
—xsenu =0,

xcosu =0,

—ysenv = 0,

(ycosy =0.

Assim,

2

x? sen® u+ x% cos® u+ y2 sen’ v+ y2 cos’

v:0<:>x2+y2=0<:>x:y20.

1
Portanto, dX(, ,) € uma imersdo para todo (u,v) € R2. Note ainda que S := X(R?) C S3, pois E(sen2 u+

cos?u+ sen?v 4 cos?v) = 1. Por (2.25), temos que os vetores X, = %(— senu,cosu,0,0) e X, =

L
V2

unitdrios a S precisamos resolver a equagao:

(0,0, —senv,cosv) formam uma base de Tx(u,)S- Para encontrar um campo de vetores 1 normais e

<n7XM> = <n7Xv> =0, para algum ne TX(u,v)S3-

Donde, 1 (u,v) = —(—cosu, —senu,cosv,senv). Note também que a matriz da métrica induzida é

1
V2
dada por:

1 1
811 = <XM7XM> = 57 822 = <XV,XV> = 5 € L= <XM7XV> = <XV,XM> =821 = 0.

Assim, e; = V/2X,, e e = v/2X,, formam uma base ortonormal de T (u,)S- Sejam V e V as conexdes

riemannianas de S® e R*, respectivamente. Entdo, por (2.15) e pela definicio da segunda forma
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fundamental o, tem-se
6)(1’] = ?Xn + (6Xn)J'S3 VX € %(83)

Logo, por (2.16)

— L ~
<dnei7€j> = <—Ve,»77>€j> = (‘Veﬂ? + (Vein) s 7ej> = —<Ve,-777€j>~

Além disso, usando (2.1) e o fato dos Fﬁ-‘j de V serem nulos, tem-se

6177 \/—qun \/— ‘ M‘l‘t,V) = —€]
Vo1 =V2Vx, 1 = V2 \ N(u,v+1) =

Portanto,
(amer,e1) = 1,(mer,er) = —1e (e, er) = (pes,er) =0.

Assim, a matriz de <7, na base {e;,e,} é dada por

o

Finalmente, pela equagdo (2.22), K(ey,e2) — 1 = —1. Consequentemente, K = 0.

Exemplo 2.28 (Grificos). Seja f : R> — R uma funcio diferencivel, considere X(x,y) = (x,y, f(x,))

a parametriza¢do natural do gréfico Gy. Entao, por (1.2)

10
X[ =10 1. (2.26)
S by

Além disso, X, = (1,0, fy) e Xy, = (0,1, f) formam uma base de Ty, ,)Gy. Calculando o produto

vetorial X, /A X, € normalizando o vetor encontrado, obtemos

n(xy ( fx7 fyv ) ( fX7 fya )
Jre+ . VIHIVAR

Note também que a matriz da métrica induzida é dada por

811:<anxx>:1+fxza 812:<anxy>:fxfy:<Xy;Xx>:gZI € g22:<Xy7Xy>:1+fy2

: _ 1 _ 1
Assim, e = \/T?Xx eey = \/Tfszy formam uma base ortonormal de Tx(x’y) Gy. Procedendo como

no Exemplo 2.27, tem-se (.o X, X,) = (—Vx 1, X,) = (1, Vx X,), analogamente para os outros casos.
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Note também que
vaXx = (anafxx)a vaXy = (Ovoafyx)y 6X’VXx = (0707fxy)a 6X)Xy = (anafyy)-
Assim, a matriz de <7, na base {X,,X,} é dada por

(g;')_l [(;zfnxx,xx) <Mnxx,xy)]
T lemX X (X, X))

onde

(gi)”" 1 [ 822 —g12] '

—821 4811

Portanto, obtemos

1 fxx fxy
LHIVAR [ fiy]
e pela equacdo (2.19) .
K(an Xy) = W(fxxfyy - fxzy) (2.27)

Em comparacio com a teoria cldssica de superficies regulares (ver M.P.do Carmo [2]), a curvatura
gaussiana em (2.27) € usualmente calculada por meio dos coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais, como segue:

2
fxxfyy —Jxy

NNy oy B 2
- EG-F?2 1_|_fx2_|_fy2 - (1+ ||Vf||2)2(fxxfyy_fxy)7 (2.28)

onde os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E=(X,X)=14f7, G=(Xp,X,) = fofy e F=(X,,X,)=1+f]

e os coeficientes da segunda forma fundamental sao

~ fox - Sy = Sy
=MV Xe) = ——22 f=(n,Vy X)) =— =22 e g=(n,Vy X)) = ——22
e=(1,Vx.Xy) =T (n,Vx, Xy) VT e g=(n,VxXy) 1+ V72

Aproveitamos para relembrar que a curvatura média de uma superficie regular pode ser calculada em

termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, como segue

_ eG=2UF+gE _ (1+ ) fue = 2hSsfiy + (14 ) fyy

2AEG-F?) 2014V 22



CAPITULO 3

Superficies minimas

O texto deste capitulo teve como base J.L.M. Barbosa; A.G. Colares [1] e uma parte de
M. Spivak [10].

3.1 Uma discussao preliminar

De modo geral, admite-se que as investigagdes sobre superficies minimas tenham comegado com
Lagrange em 1760. Ele considerou superficies em R? que sdo graficos de fungdes ¢ 2-diferencidveis

do tipo z = f(x,y). Para tais superficies, o elemento de drea é dado por
2, 2\1/2
dA = (1+f; +f;) " dxndy. 3.1)

Como no capitulo anterior, seja X(x,y) = (x,y, f(x,y)) a parametriza¢do do grifico de f com base
associada X, = (1,0, fy) e X, = (0, 1, f;). Assim,

g = (Xe,Xo) = 1417, g2= (X0, Xy) = fify = (X,,X:) =g21 € g =(X,,X,) =1+f]

donde
det(gi;) = (1+ fO(L+f1) — fiff =1+ i+ £}

Logo, como em (1.9) o elemento de area é dado por (3.1).
Lagrange estudou o problema de determinar uma superficie desse tipo com menor area possivel
entre todas as superficies que assumem valores dados na fronteira de um conjunto aberto U do plano

(com fecho compacto e fronteira suave).

Se z = f(x,y) representa uma solug@o para esse problema, consideremos uma familia de fungdes a

1-parametro z(x,y) = f(x,y) +tn(x,y), onde N é uma fungio de classe € que se anula na fronteira

51
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1/2
de U, e definimos A(t) = fU (1 + (z,))zc + (zt)§> dxdy. Segue-se que

/
At) = / ( (14 L2+ £7) + 2t (fene+ fymy) +12 (02 + 1)) )1 2dxdy. (3.2)
U

Defina p = fr,qg = fyew= (1 +p*+ qz)l/z. Usando a regra da cadeia, a equacao (3.2) fornece

A'(0) = / <§nx+%ny)dxdy.

U

Integrando por partes e observando que 1 } oy = 0, obtemos

, P )
w0 = [ (3(2) 5 (1)) o

Como z = f(x,y) representa uma solugdo para o problema, entdo A(0) é um minimo para a fungdo
A(t) e, portanto, A’(0) = 0. Isso ocorre para qualquer fun¢do 1 escolhida sob a dnica restri¢do de que

N se anule na fronteira de U. Segue-se que

d (p\, 9 (q

— (= — (=) =0.

dx (w) + dy <w>
Calculando as derivadas indicadas, obtemos

For (L4 £7) = 2fcfofoy + foy (L4 £2) = 0. (3.3)

Esta equacdo fornece a condic@o necessdria para resolver o problema proposto por Lagrange. As
solucdes da equacdo acima foram chamadas de “superficies minimas” e sdo dadas por fun¢des analiticas

reais.

Lagrange observou que uma funcao linear (cujo grifico € um plano) é claramente uma solugdo
para (3.3) e conjecturou a existéncia de solu¢des contendo qualquer curva dada como um grafico ao
longo da fronteira de U. Foi somente em 1776 que Meusnier deu uma interpretacdo geométrica para

(3.3) significando que
==

onde k| e k representam as curvaturas principais introduzidas anteriormente por Euler. Além disso,

H 0,

Meusnier também tentou encontrar solugdes para (3.3) dotadas de propriedades especiais. Por exemplo,

ele determinou as solugdes de (3.3) cujas curvas de nivel eram linhas retas, da seguinte forma.

Observe, inicialmente, que quando uma curva é dada implicitamente pela equaco f(x,y) = ¢ sua
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curvatura K pode ser calculada em termos de f e suas derivadas parciais, como segue

_ _fXXfyz + fofyfxy _fyyfxz
V£ '

3.4)

De fato, Seja a(s) = (x(s),y(s)) tal que f(x(s),y(s)) =c, i.e., &(s) é uma curva de nivel do gréfico de
f. Assuma que V f # O. Neste caso, ¢ é um valor regular, logo podemos assumir que s € 0 comprimento
de arco (ver, por exemplo, Teorema 1 p.15 em R.F. Lima[7]). Note agora que f(x(s),y(s)) = ¢ implica
fexX' + £y =0 0 que é equivalente a
(a'(s),Vf) =
Vf
VAl

Lima [7]). Entdo k(s) = (T’(s),N(s)) implica x(s) =

Seja {T(s) =ao'(s),N(s) =

—— (s ))} o diedro de Frenet de o(s). (Para mais detalhes ver R.F.

£+ " = k() |V £ (3.5)

Por outro lado, fi = fi(x(s),(s)) € fy = fi(x(s).¥(s)), de modo que  fi = fuol + fi/ e

7 fy = fuxX' + fiyy'. Assim, derivando em s a equagdo fix' + f,y’ = 0, obtemos
(fxxx/ + fxyy,)x, + fo” + (fyxx/ + fyyy,)yl + fyy,/ =0.

Usando que x’ = —iy’ na equacao anterior, a identidade (3.5) torna-se
X

f)’/

k(s)[|VfI = (fxxx/‘f’fxy)’) (fyxx +fyyy)

£
2
?2 fxx( ) +fxy jii ( ,)2+fyx( )2 ;y fyy( ) .
Como « esta parametrizada pelo comprimento de arco, segue que
)+ ()= Ui G)P+G)=1= () f—2+1 —1 — (y/)sz_xz,
fi fi V12
Assim )
KR L R 12
V XX X - .
KOIVIN == P * oy, Vi~ P TP
Portanto,

_fxxfyz‘f’zfxfyfxy _fyyfx2

Kls)= VA ’
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o que prova (3.4). Assim, € possivel reescrever a equagado (3.3) como

fxx+fyy = KHVfH3'

Se as curvas de nivel de f sdo retas, entdo Kk =0, e f € uma funcdo harmdnica; isto €, f satisfaz a
equacao
Af:fxx+fyy:()' (3.6)

E conhecido que as tinicas fun¢des harmonicas em R? que tem retas como curvas de nivel, sio dadas

por
Y=o
X — X

f(x,y) =Aarctg +B,

onde A, B, xp € yo sdo constantes. Verifica-se que o grafico de tais fun¢des € ou um plano ou uma parte
de um helicoide dado por

X — X0 = UCOSV
y—Yo=usenv
7z—B =Av.

Meusnier também encontrou o catenoide como a tinica superficie minima de revolugio em RR3.

Em 1835, Scherk descobriu outro exemplo de superficie minima, resolvendo a equagdo (3.3) para

fungdes do tipo f(x,y) = g(x) +h(y). Nesse caso, a equacdo (3.3) reduz-se a
(1+#6)%) g" @) + (148 B ) =,

o que € equivalente a
W W)
1+g(x)° 14K ()

Como x e y sdo varidveis independentes, cada lado dessa equacdo é constante. Se a € esse valor

constante, obtém-se

1 1
g(x) = —logcosax, h(y) = ——logcosay,
a a

e, portanto,

fr) = Log (C"S“’C) .

a cosay

O gréfico de f € conhecido como superficie minima de Scherk.
Scherk também tentou, sem sucesso, determinar todas as superficies regradas minimas; isto &,
aquelas superficies minimas que cont€ém uma linha reta passando por cada um de seus pontos. Esse

problema foi finalmente resolvido por Catalan em 1842, que provou que o helicdide € a Unica superficie

regrada minima em R3.

A primeira solucio geral para a equacdo da superficie minima foi dada por Weierstrass em 1866, o
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que permitiu a construcdo de exemplos de superficies minimas a partir da escolha de duas fun¢des
holomorfas. E uma consequéncia direta dessa construcao que as superficies minimas possuem funcoes

coordenadas analiticas reais.

Definicdo 3.1. Seja S C R? uma superficie regular orientdvel, com curvatura gaussiana K e elemento

de drea dA. Dizemos que a curvatura total de S é dada por

| Kaa,
S

quando essa integral estd bem definida. A curvatura total absoluta de S é definida por
/ K| dA.
S

/|K|dA<oo,
S

dizemos que S possui curvatura total absoluta finita.

Quando

3.1.1 Catenoide

O catenoide é uma superficie de revolu¢io S em R3, obtida pela rotacio da curva

o(x) = (x, acosh(il—c—kb) ),

para x € R, em torno do eixo x, onde a € constante positiva e b é qualquer nimero real. Tal superficie
1

€ sua curvatura total é

€ minima e completa. Sua curvatura gaussiana é K = — V"
a®cosh* (£ +b)

fSKdA = —4r.

De fato, consideramos o caso mais geral da rotagdo da curva o(x) = (x,y(x),0), y(x) > 0 em torno

do eixo x, ou seja,

1 0 0 X
0 cos(v) —sen(v) | | y(x)
0 sen(v) cos(v) 0

Donde, obtemos X(x,v) = (x,y(x)cos(v),y(x)sen(v)). Entdo, X, = (1,y'(x)cos(v),y (x)sen(v)) e
X, = (0, —y(x)sen(v),y(x) cos(v)) formam uma base de Ty, ,)S. Calculando o produto vetorial X; A X,
e normalizando o vetor encontrado, obtemos

1

n(x,v) = ————(y, —cosv, —senv
()= s )



56 Capitulo 3. Superficies minimas

Note também que a matriz da métrica induzida é dada por

g1 = (X, Xo) = 14+ ()%, g2 = (X0, X)) =0= (X, Xa) =821 € g2 = (Xy,X,) = )*
1 1
Temos que, e; = 1—(/)2Xx e eo — —X, formam uma base ortonormal de TX(x V)S . Procedendo
+ y ’

como no Exemplo 2.27, tem-se

/"

Ve n=—-~L—Vy n=—rl J
e M N e xx 1 VIt0)2 <\/1+(_y/)2

O (102) =y (1407)2) 7 cosi—yy (1+(/)2) 2 senv)

- 1 y’ —3/2
(eer,er) = —(Ven,e1) = — 1+ ()2 ( T+ 0/)2 + (y/)z)’” (1 + (y/>2) / +
_ (y/)zy// (1 i (y/)Z) 73/2C082V—{—

_ (y/)zy// (1 I (y/)Z) -3/2 sen’ v)

_ 1 . y// (1 +( /)2)3/2 _ y//
L+00 1+ 122\ VI+0)? (1+ ()22
Analogamente, obtemos

1

dper,er) = —(Von,er) = ———, per,er) =0.
(e, er) (Vey1,€2) SV ENTIE (e, e2)
Assim, a matriz de o7, na base {e;,e,} ¢ dada por
/!
- 0
ey
0
yWI+()?
Pela equacdo (2.19),
/!
-
K =detoy =
(1 ()22
Logo, como em (1.9), segue que
y//
KdA = — ; 3/:de/\dv
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Em particular, para y(x) = acosh (£ +b), temos

1
y' = senh <)—C+b> e y' = —cosh <f+b>.
a a a

Dai,
] 1 - -1
a? (14 senh? (£+0))? a? cosh? (X+b)
e
1 h(*+b 1
KdA::——Eg;;ii—ldxAdv:—~—wdf<f+b>dxAdu
a cosh (§+b) a a

Assim, por integracdo a sua curvatura total resulta em

/KdA = —47.
S

Teorema 3.2. Qualquer superficie minima de revolucdo em R3 é, a menos de movimento rigido de

R3, parte de um catenoide ou parte de um plano.

Demonstracdo. Por meio de um movimento rigido, podemos supor que a superficie em R é tal
que seu eixo de rotacdo coincide com o eixo x. A superficie serd entdo gerada por uma curva
o(r) = (x(1),y(1),0).

Se a fung¢@o x(¢) é constante, entdo a superficie serd um subconjunto de um plano ortogonal ao
eixo x. Caso contrério, existe um ponto 7 tal que x'(¢) # 0 em uma vizinhanga de 7. Além disso,
podemos representar o por (x, y(x),0) em uma vizinhanga do ponto ¢(fo). A parte da superficie

obtida pela rotacdo em torno do eixo x desse trecho de curva pode ser parametrizada como segue

1 0 0 X
0 cos(v) —sen(v) | | y(x)
0 sen(v) cos(v) 0
Donde,
X(x,v) = (x,y(x)cos(v),y(x)sen(v)).
Entao,
(Y Y (R P S B0,
2t =t = () SO (98~ (Ao

Ou seja, H = 0 € equivalente a
—y'+1+ () =0. (3.7)
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d
Essa equacdo pode ser integrada usando a transformagao d—y = p, da qual resulta que
X

d?y _dp dpdy dp

dx2  dx  dydx pd_y'

Substituindo isso na equacao (3.7), obtemos

dp
—yp—+1+p* =0,
dy
que por integracao, obtém-se
y=ay1+p?
Uma segunda integracio fornece agora
arcosh<2> 7 +b.
a a

Portanto,
y= acosh(E +b) .
a

Como as superficies minimas sdo analiticas reais, também o € o.. Segue-se que a curva o deve coincidir

em todo lugar com o grafico da fung@o y(x) acima. Assim, o teorema esta provado. 0

3.1.2 Helicoide

O helicoide pode ser descrito pela rotacao de uma curva em torno do eixo z, que gera a aplicagao
X : R? — R3, como segue

X(u,v) = (ucos(av), usen(av), bv),

onde a e b sdo constantes ndo nulas.

Geometricamente, o helicoide é gerado por um movimento helicoidal de R?, atuando sobre uma
linha reta paralela ao plano de rotagdo do movimento. O helicoide é uma superficie minima completa
(ver M.P. do Carmo [2] para mais detalhes).

Usando um célculo andlogo ao do catenoide, obtemos os coeficientes da primeira e segunda
formas fundamentais para provar que sua curvatura gaussiana e média (ver (2.28) e (2.29)) sdo dadas,
respectivamente, por

—a’b?
(P +ae)

Além disso, a sua curvatura total ndo € finita, de fato

/KdA / /oo a2u2+b2)3/2dudv'

H=0.
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Primeiro calculamos a integral em u:

+M_Ldu__a2b2 2
(a2u?+b2)3/277 |la|b?

o0
/KdA:/ —2laldv.
S —o0
[rar==
s

Portanto, o helicoide completo possui curvatura total infinita negativa.

Portanto,

Assim,

Como K < 0, a sua curvatura total absoluta é

[ wiaa =
s

O helicoide é também um exemplo de superficie regrada, isto €, uma superficie descrita geometrica-
mente por uma linha reta deslizando suavemente ao longo de uma curva. Para uma defini¢io precisa,
veja M. P. do Carmo [3].

Lema 3.3. Considere uma parametrizagdo regular de uma superficie regrada
X(s,0) = a(s) +1B(s),  (s,) €U CR,

satisfazendo
IB$)I=1 e (d(s),B(s))=0.
Entdo ¥* = X(U ) é uma superficie minima se, e somente se,
(& NB.a")+1 (B AB, ")y +1 (o NB,B")+1 (B AB,B") =0,
Demonstragdo. As derivadas da parametriza¢do sao

;=o' +1B', X, =0, Xs=a"+1B", Xy=p" e X, =0.

Como || ]| = 1, temos
1d
/ 2
B',B)==—|Bl-=0.

Logo, os coeficientes F' e G da primeira forma fundamental satisfazem

F={X.,X,)=(a',B)+t{B',B) =0 e G=(X;,X;)=1.
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Além disso, como X;; = 0, o coeficiente g da segunda forma fundamental é nulo. Portanto, por (2.29),

tem-se
_eG-2fF+gE e

2(EG—F?) ~ 2E

Como a parametrizagdo € regular, £ > 0. Assim, H = 0 se, e somente se, ¢ = 0.

Se
L OXAXy
XA
entao
e = (Xg,N).

A regularidade implica ||X; A X;|| > 0; logo, e = 0 se, e somente se, (X; A X;,Xg5) = 0. Agora,
X AX,=a AB+t(B'AB) e Xy=0o" +tB".
Substituindo e expandindo o produto interno, obtemos
(o NB, &y +t{B'AB, &)+t {a' AB,B")Y +1*(B'AB,B") =0.

Portanto, a igualdade acima é equivalente a H = 0. [

Teorema 3.4. Qualquer superficie regrada minima em R3 é, localmente e a menos de um movimento

rigido, parte de um plano ou parte de um helicoide.

Demonstragdo. Considere uma parametrizacao regrada regular
X(s,1) = o(s) +1B(s), (3.8)
normalizada de modo que
lo'()l =1, IB&)I=1,  (a(s),B(s)) =0.

Pelo Lema 3.3, para cada s fixado temos um polindmio em ¢ identicamente nulo. Portanto,

(o' NB,a") =0, (3.9)
(B'AB, o)+ (a/ AB,B") =0, (3.10)
(B'AB.B")=0. (3.11)

Defina
T=a e v=TAB.

Entdo {T,B,v} é um referencial ortonormal. A equagdo (3.9) mostra que 7’ = a” pertence ao plano
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gerado por T e . Como ||T|| = 1, temos (T’,T) = 0. Logo, existe uma fung¢io { tal que
T =o' = (B. (3.12)
Como B’ L B, existem fungdes a € g tais que
B =aT +qv.
Derivando (T, 8) = 0 e usando (3.12), obtemos a = —{. Assim,
B = (T +qv. (3.13)
Derivando v =T A 3, segue que
A (3.14)
Consequentemente,
B"=—C'T+q'v—(x*+¢*)B. (3.15)
Na equacdo (3.10), o primeiro termo é nulo porque o” = {f3. Portanto,
0=(TAB,B")=(v.B") =4
Logo,
q =0. (3.16)
Além disso,
B'AB=-Cv—qT.
Substituindo essa igualdade e (3.15) em (3.11), obtemos
q¢’' — &4’ =0.
Como ¢’ =0,
q¢' =0. (3.17)

Se ¢ = 0, entdo (3.14) fornece v/ = 0. Assim, v é constante e os vetores T e 3 pertencem ao plano

vetorial fixo V. A curva a e todas as geratrizes estio contidas em um mesmo plano afim. Logo, a

superficie € parte de um plano.

Suponha agora que g # 0. Pela equagdo (3.17), temos {’ = 0. Portanto, g e { sdo constantes.

Defina

a=1/82+4*>0.
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A equagdo (3.15) reduz-se a
ﬁ// — _aZﬁ.

Ap6s uma rotagio de R? e uma mudanca da origem de s, podemos escrever

B(s) = (cos(as),sen(as),0).

Como o” = {8, uma integragio fornece

o' (s) = (g sen(as), —%cos(as),b> .

As constantes nas duas primeiras coordenadas sdo nulas pela condi¢do (@', ) = 0. Como ||o/'|| = 1,

2
== +b-=1.
a2+

Integrando novamente e desprezando uma translagdo,

a(s) = (—ﬁcos(as), & sen(as),bs) .

a? a?
Definindo A = —( /a?, obtemosct(s) = (Acos(as),Asen(as),bs).
Substituindo em (3.8),
X(s,r) = ((A+1)cos(as),(A+1)sen(as),bs).
Com a mudancga de varidveis
u=A+t, v=s,

resulta

X(u,v) = (ucos(av),usen(av),bv),

que parametriza um helicoide.
Portanto, toda superficie regrada minima em R3 ¢, localmente e a menos de um movimento rigido,

parte de um plano ou parte de um helicoide. [
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3.2 A representacao de Weierstrass e os exemplos classicos

3.2.1 A representacao de Weierstrass

Definicdo 3.5. Um conjunto U C R? é simplesmente conexo se ele é conexo por caminhos e se toda

curva fechada contida em U pode ser deformada, dentro de U, até um ponto.

Seja U C R? um conjunto aberto simplesmente conexo e y : U — R3 uma imersio de classe ¢*

(k > 2) ou real analitica. A aplicacdo ¥ descreve uma superficie paramétrica em R3. Se

Il = llwell e (i, wv) =0, (3.18)

entdo ¥ € uma aplicagdo conforme (isto €, preserva angulos), a qual induz em U a métrica
ds? = A} (du® + dv?),

onde A = ||y,|| = ||yy||. Dizemos entdo que (u,v) sdo pardmetros isotérmicos para a superficie

descrita por y.

Teorema 3.6 (Existéncia de parametros isotérmicos). Seja U um conjunto aberto simplesmente conexo
e v : U — R3 uma imersdo de classe €%,k > 2 (ou real analitica). Entdo existe um difeomorfismo

@ :U — U de classe €* (ou real analitica) tal que = y o ¢ é uma aplicagio conforme.

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em M. Spivak [10].

Seja X2 uma superficie (isto é, uma variedade bidimensional de classe €¥). Suponha que X seja
conexa e orientdvel e que X : £> — R? seja uma imersio de classe €*. Pelo teorema anterior, cada
ponto p € X? possui uma vizinhanca na qual estdo definidos parimetros isotérmicos (u,v). A métrica

induzida em X2 por X serd representada, localmente, em termos desses pardmetros, por
2 2 2
ds® = A7||dz||%,

onde z = u+iv. E claro que uma mudanca de coordenadas desses pardmetros é uma aplicacio
conforme.

Como X2 é orientdvel, podemos nos restringir a uma familia de parimetros isotérmicos cujas
mudancgas de coordenadas preservam a orienta¢do do plano. Em termos da varidvel z = x + iy, isso
significa que tais mudancas de coordenadas sio holomorfas. Uma superficie X2, juntamente com tal
familia de parametros isotérmicos, ¢ chamada de superficie de Riemann.

Podemos estender a nogio de aplicacdo holomorfa para tais superficies da seguinte forma: se X2
e £? sdo superficies de Riemann, dizemos que f : X? — ¥2 é holomorfa quando cada uma de suas

representacdes, em termos de parametros isotérmicos locais (em Y2eem 22), € uma funcdo holomorfa.
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Em uma superficie de Riemann, consideramos localmente os operadores

d 1 d ; d . Jd 1[0 L d
— — — i —==|==+i=].
9z 2\Ju 'ov d7 2\du Jv
A definigdo desses operadores € tal que, se f : M — C é uma fungdo diferencidvel de valores complexos,
entdo
O s X gy =% %

df = +8v aZd +8_zd_

d d
A funcdo f € holomorfa se, e somente se, Bf 0;s 8f
Z Z

A expressdo de muitas entidades no estudo das superficies é simplificada quando considerada no

=0, dizemos que f é anti-holomorfa.

contexto das superficies de Riemann. Por exemplo, o operador de Laplace torna-se

1 /9% 9?2 4 09 0
s=5 (5t am) ~ e G

Outro exemplo é a curvatura gaussiana de ¥, que é entdo dada por
K = —AlogA.

Para uma imersdo X = (x1,X2,x3) : £> — R?, definimos AX como a fungio vetorial (Axy, Axs, Ax3).
Entao,
AX =2HN, (3.20)

onde H é a curvatura média da imersio e N : £* — S?(1) é sua aplicagdo de Gauss.

Para provar esta equagio, observamos primeiro que AX é normal a X2. De fato, segue-se de (3.18)
que

(X, Xy) = (X, X,),  (Xy,X,) =0.

Derivando, obtemos

<qu; Xu> — <XMV7XV>7 <Xvu; Xv> + <Xu7va> =0.

Portanto,
<qu + XVV7XM> - <XMV7XV> - <Xvu7Xv> =0.

De maneira andloga, mostra-se que

<qu + Xy, Xv> =0.
e, a partir disso, conclui-se que AX é normal a X2.

Recordemos que, se N € a aplica¢do de Gauss da imersdo X, com

Ny = anXy+anX, e N, =anX, +apX,,
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entdo a curvatura média é dada por

1
H= _E(all +an).

Agora, usando (3.19), obtemos
2,2<AX,N> - <qu +XVV7N> - _<Xu7Nu> - <XV7Nv>
= —ay||Xu|* — az2||Xo||* = —(a11 +axn)A* = 2HA?

provando assim (3.20).

A proposicdo a seguir € uma consequéncia imediata de (3.20).

Proposicio 3.7. Uma aplicacdo X : X> — R3 é uma imersdo minima se, e somente se, X for harménica.
8 d d [JX A2
Defina ¢ = . De (3.19) temos que (1_5 — | =— | = — AX. Logo,
dz dz\ dz 4

¢ é holomorfa se, e somente se, X for harmonica. (3.21)

Note que ¢ é uma funcio definida localmente em X2, com valores em C>. De fato, sua imagem est4

contida numa quadrica Q C C? dada pela equacio
B+ +5=0, (z21,22,23)€C>.
Para ver isso, observemos que, se ¢ = (¢, ¢, ¢3), entdo
oxiy .0xi
O = (% - W)

Por isso,

i <%)2_ 23‘« <an> Z o axk) = % (el ® = lleoll® = 2 Geu x0)) = 0.

Portanto,
3
2
Y o=
k=1
De modo semelhante, obtemos

19> = Z [9e]|* =222 (3.22)

Assim,
¢l > 0.

Agora, observemos que temos uma aplicacao ¢ definida, em termos de parametros isotérmicos, em

alguma vizinhanca de cada ponto de X2. Se z = x+iy e w = r +is sdo pardmetros isotérmicos ao redor
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de algum ponto em X2, entdo a mudanca de coordenadas w = w(z) é holomorfa, com %—V; = 0. Segue-se

que ¢ = g—fv estd relacionada a ¢ por

_ox_oxaw_ow
0= T owaz Y

Assim, se considerarmos as formas diferenciais vetoriais & = ¢dz e @& = ¢ dw, temos
~dw - .
o=0¢dz= ¢a—dz= odw=a.
Z

Isso significa que temos uma forma diferencial vetorial o definida globalmente em M, cuja expressao
local é

o= (og,m,03), com o=dz, 1<k<3.
Isso, juntamente com 3.7 e (3.21), prova o seguinte resultado.

Proposicio 3.8. Seja X : X2 — R3 uma imersdo. Entdo, o. = ¢ dz é uma forma holomorfa vetorialmente

valorizada em £? se, e somente se, X for uma imersio minima. Além disso,

Z
X:Re/a,

onde a integral é tomada ao longo de qualquer caminho de um ponto fixo até z em X2.

Quando a parte real da integral de o ao longo de qualquer caminho fechado € zero, dizemos que o
ndo tem periodos reais. A inexisténcia de periodos reais para o € facilmente vista como equivalente ao

fato de que Re ( f ‘ Ot) é independente do caminho em X2.

Teorema 3.9 (Representacdo de Weierstrass). Sejam o, 0, 03 diferenciais holomorfas em Y2 tais

que

(a) Za,g =0 (ie., localmente oy = @, dz e Z(])kz =0),
(b) Lllox|* > 0;

(c) cada oy ndo tem periodos reais em X°.

Entdo, a aplicagdo X : ¥> — R3 definida por X = (x1,x2,X3), com X, = Re(fz Otk> , k=1,2,3¢

uma imersao minima.

A condicao (c) do teorema € necessdria para garantir que Re ( f : (Xk> dependa apenas do ponto

final z. Assim, cada x; estd bem definida independentemente do caminho de py até z. E claro que

17D, . : .
¢ = — ¢ holomorfa, e portanto, X é harmodnica. Logo, X é minima. A condi¢do (b) garante que

0z

X seja uma imersao.
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E possivel dar uma descri¢io simples de todas as solugdes da equacio 0612 + 0622 + 0632 =0em X2
Para isso, suponhamos que o) # i;. (Se a; = 0y, entdo o3 = 0, e a superficie minima resultante é

um plano). Agora definimos uma forma holomorfa @ e uma fun¢cdo meromorfa g por

o3

OW=0 —ith =
8 o — 10

Localmente, se o = @ dz, entdo @ = fdz, onde f € uma funcdo holomorfa, e temos
f=01—i¢y,

__
§ ¢ — iy

Em termos de g e m, as formas a, 0 e oz podem ser reescritas como

1
Q) = 5(1 - g o,
= %(H‘gz)w, (3.23)
o3 = g0.

Portanto, a imersao minima X do teorema anterior é dada por

X1 :Re(/zoq) :Re</zé(l—g2)a)),
xzzRe(/Zocz):Re</zé(l+g2)a)), (3.24)
X3 :Re(/zag) :Re</zga)).

Se zp € um ponto onde g tem um polo de ordem m, entdo, de (3.23), € claro que @ deve ter um zero de

ordem exatamente 2m em zg, a fim de que a condi¢do (b) seja satisfeita e cada o, seja holomorfa.

Reciprocamente, suponha que tenhamos definido em X? uma fun¢do meromorfa g e uma forma
holomorfa w, cujos zeros coincidam com os polos de g, de tal modo que cada zero de ordem m de ®
corresponda a um polo de ordem 2m de g. Entdo, as formas ;, @ e a3, definidas como acima, sdo

holomorfas em X2 e satisfazem 0612 + Oczz + 0632 =0 e

1
(911 llazl* = ) llowll* = S (1 + [lgll*) | @]* > 0. (3.25)

Além disso, se tais formas oy (1 < k < 3) ndo tém periodos reais, podemos aplicar (3.24) para obter

uma imersdo minima X : £ — R3.

As equagdes (3.24) sao chamadas de formulas de representacdo de Weierstrass para superficies

minimas em R3. Essa representacido nos permite descrever um grande nimero de exemplos de
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superficies minimas. A expressdo da métrica obtida “a posteriori” para tal representacdo é

1
ds® = || f1*(1+ [lgl*)?lldz]*

A fungdo meromorfa g : £> — C U {0} que aparece na representagio de Weierstrass de uma imersio
minima X : > — R3 tem um significado geométrico importante. Para ver isso, obtenhamos uma
expressio para a aplicacdo de Gauss N : £* — S?(1) em termos da representacio de Weierstrass para
X. Localmente, em cada ponto de X2, o = ¢ dz define as fungdes ¢ e, a partir de (3.24), obtemos

entao

Xy AX, = —(Re¢r, Regr, Reg3) A (Im¢y, Im ¢, Im ¢3)

- - - 1
= —(Imgafs, Im 9361, Im9162) = 2| f1*(1+|g]*) (2Reg, 2Img, g —1).

Segue-se que

_ ( 2Reg 2Img |g|*— 1)
L+[gl?" 1+1gl*" [gl*+1/)
Se m: S?(1)\ {(0,0,1)} — R? é a projegio estereografica, entio 7o N = (Reg, Img) em cada ponto
de X2, exceto nos polos de g. Se identificarmos R? com o plano complexo C e estendermos 7 a uma
aplicacio 7 : S*(1) — CUwoo, com 7((0,0,1)) = oo, entio

ToN =g.

Isso significa que a aplicacdo g pode ser identificada com a aplica¢do de Gauss de X. Um célculo

direto usando (3.6), (3.22) e (3.25) fornece o seguinte valor para a curvatura gaussiana de ¥

K:—{ 4llgl r. (3.26)
I£11(1+1g]1)?

Como g’ é holomorfa, temos o seguinte coroldrio de (3.26):

Ou K =0 ou seus zeros sao isolados.

Nas proximas subsecgOes, utilizaremos a representacdo de Weierstrass para reobter o helicoide,

o catenoide e a superficie de Scherk. Teremos também as superficies de Enneper e Henneberg.
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3.2.2 Helicoide

Tome X? = C, g(z) = —ie* e @ = e *dz. Observe que nem g tem polos, nem ® tem zeros em C.
Pela equacdo (3.23)
o = (1 —g*)® = cosh(z) dz,

o = 4(1 +g%)o = —isenh(z)dz,
B =gmw=—idz.

Como cosh(z), senh(z) e a multiplicacdo por uma constante sdo fun¢des holomorfas em C, temos que

Yak = 0, para todo caminho fechado yem C e k = 1,2,3. Isto é, as formas o ndo possuem periodos.

A partir de (3.24), obtemos

x; =Re (/OZ cosh(z)dz) = Re(senh(z)) = cos(v) senh(u),

x; =Re (/OZ —isenh(z)dz) = Re(—i cosh(z) +i) = sen(v) senh(u),

¥ = Re (/OZ —idz) — Re(—iz) = 1.

Assim, X(u,v) = (cos(v) senh(u), sen(v)senh(u), v) descreve uma imersdo minima.

Figura 3.1. Helicoide.

Fazendo senh(u) = ¢, a imersdo X(¢,v) é exatamente o helicoide descrito anteriormente, cuja

representacdo grafica é esbogcada na Figura 3.1.



70 Capitulo 3. Superficies minimas

3.2.3 Catenoide

Tome X? = C, g(z) = —€% e @ = —e *dz. Observe que (g) nio tem polos e @ nio tem zeros em C.

De (3.23), temos
oy = senh(z)dz,

op = —icosh(z)dz,
o3 =dz.
Como cosh(z), senh(z) e a multiplicagdo por uma constante sdo fun¢des holomorfas em C, entéo

fy oy = 0, para cada caminho fechado yem C e k = 1,2, 3. Logo, as formas oy ndo possuem periodos.

A partir de (3.24), obtemos

Figura 3.2. Catenoide.

x; =Re / senh(z) dz) =Re(cosh(z) — 1) = cos(v)cosh(u) — 1,
0

x, =Re / —i cosh(z) dz) = Re(—i senh(z)) = sen(v)cosh(u),
0

Z
x3 =Re / dz) =Re(z) = u.
0

Assim, X(u,v) = (cos(v) cosh(u), sen(v) cosh(u), u) — (1,0,0). Isto é, até uma translagdo, a parame-

trizacdo do catenoide descrita anteriormente, cuja representacdo grafica € esbocada na Figura 3.2

Tal parametrizacdo cobre o plano C ao redor do catenoide infinitas vezes. Outra maneira de obter o
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o . dz. _
catenoide é a seguinte: tome X* =C—0, g(z) =z, © = —. Entdo,
z

As formas o e ap ndo possuem periodos, € 03 tem apenas um periodo imaginério puro. Usando
(3.24), obtemos

X3 = %log (* +17).

Essas equagdes descrevem o catenoide, até uma translacdo. Para ver isso, defina

p:%log(uz—l—vz) e 6:<arctan<£>>—n.

3.2.4 Superficie de Scherk

4,d
Considere o disco unitdrio D = {z € C;|z| < 1}. Tome 2> =D, g(z) =ze @ = — °  De (3.23),

1—z4
2d ] ]
“= 1+§2 N (z—lﬂ'_zl—i) @
9id : .
%= 11—52 N <Z—|l—1 _z—l1>d2’
- 1izz4dzz (%_ z22f 1) dz.

Claramente, 1, 0 € 03 ndo t€ém periodos em D. De (3.24) obtemos

x; =Re (i logﬂ) = —arg(ﬂ) ,
Z—1 z—1
z+1

obtemos

o3

1
xzzRe(ilog >:—arg(z+—1>,
Z_
2 2
7 +1 - +1
=Re| ] =1
X3 e(ogzz_l) zz—l‘

Note que
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z—l—l_z—l-l_(z—l)_\zlz—l ;22
R R ey B TR P T

Como |z|2—1 < 1 em D, temos que —37” <x;<-%, j=12, z=x1+ixn.

Também € imediato, a partir das expressdes acima, que

o que fornece

onde (x1,x,) estd restrito a (—

N

™
N

N\

'0
f
'i
/

A imersdo X : D — R3 descreve uma parte da superficie minima de Scherk mencionada na primeira
secdo. Para obter a superficie completa, consideremos g e @ definidos em £? = C\ {1,—1,i, —i}.
Aqui, as formas resultantes o e o tém perfodos reais. Seja entdo 7 : M — X2 o recobrimento universal

de X2 e definamos .

Xr =Re 7'L'*OCk , k=1,2,3.

Como 32 é simplesmente conexo, as formas 7* o nao tém periodos e, portanto, as fungdes . : 25 R

estio bem definidas, para k = 1,2,3. A imagem %(£?) pode ser obtida a partir das funcdes anteriores

. z+i z+1 . .
Xk, S€ permitirmos x| = —arg <—) , € xp = —arg <—1 , assumirem todos os valores possiveis
<—1 l—
sob a Unica restri¢do de que
COSX2
> 0.
COSX]

Isto € equivalente a considerar todo o gréfico da fungao real
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3.2.5 Superficie de Enneper
A escolha mais simples que se pode fazer para X2, ge @ é tomar X*> = C, g(z) =z, =dz.

Resulta entdo uma imersdo minima X : C — R3 dada por

X(u,v) = (u—“;+uv2, —v+v3—3—u2v, u* —v?),

| =

a qual descreve a superficie de Enneper.

Figura 3.4. Superficie de Enneper.

e
TR
LB

A superficie de Enneper é uma superficie minima completa. Sua curvatura gaussiana é

16

K=——"
(1+[z)*

onde z = u+iv.

3.2.6 Superficie de Henneberg

1
Tome X% = C\ {0}, g(z) =ze @ =2 (1 — z_4) dz. Obtemos

o1
o =(-5+5+1-2")dz,

I 1
=i ————+1-72*)dz,
=i a)

Observe que 01, 0 e a3 ndo tém periodos em X2, Entdo obtemos

=) T ) s T (@17
| 1 3Z3 ) | 2 323 3 ) 1 3 Zz .
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Agora, a partir de (3.24), obtemos

N _ Re(z—1z|%2%) o —Im(z+|z]*2%) . _Re(z|z|2—2)2
S T
Isto €,
(=2 =) =3 (1 —u? =) (1 +u? +1?)?
M= 3(u? +1?)3 ’
3uPv(1+u? +v)2(1 —u? —v?) —v3 (1 —u? —v?)3
Xy =
2 3(u2 +12)3 ’
(1 —u? —v?)2u? — (14 u? +v* )2
X3 = .
3 (u? +v?)2
1-72 1422
Agora, seja ¢(z) = e v(z) = 2 Vamos mostrar que
Z b4
1 1 —
qo(—g>:qo(z) e w(—g>:w(z)- (3.27)
De fato,
2
()
1 Z 2 1 z> I —
—— | = =(1—-— — | =—Z4+ == z),
"’( Z) T 1 ( 22)(1 =00
Z Z
e
1-22 1
¢(z) = =--z

Perceba que
o1 1 —
—ZIt+-= <—z+—> = 0(z).
Z b4

Mas queremos igualdade, nao conjugagdo. Observe que

¢(z) = 1. (P(—%) S

4

Essas duas expressdes sdo iguais porque
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Calculando:

e Lado esquerdo da igualdade:

1
(—2)zz+ <§) Z=—zk?+z=z(1—z].
e Lado direito da igualdade:

1
(Z) Z—-722=7—|z]22=7(1—|z%).

Como z(1 — |z]?) = Z(1 — |z|?) implica z = Z ou 1 — |z|*> = 0, isso s6 é vdlido em geral se estivermos

trabalhando no circulo unitirio, que é exatamente o contexto tipico da férmula (representacdo de

Weierstrass).

Portanto, assumindo |z| = 1, temos

1 2
Para a fungdo y(z) = Rk

, queremos

Procedemos como antes:

Expandindo:

Agora computando o conjugado de y(z), temos

1+z2 1 S 1 1
V(z) = =-t+z=yY(@)=|-+z =tz

Entao,
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Como antes, no circulo unitdrio |z| = 1 temos z~! = Z, entio o sinal se ajusta e obtemos, portanto,

(1) v

Como x| = %Re((p(z)g’), Xy = %Re(il//(z)3), x3 = Re(@(2)y(z)), temos que xx (—%) = x(2),

k =1,2,3. Se identificarmos X> com a esfera unitéria menos dois pontos, através da projecio estereo-

gréfica, entdo z e —l_ correspondem a pontos antipodais na esfera.

A partir de (3.2%) concluimos que X = (x,xp,x3) pode ser vista como uma aplica¢do do plano
projetivo em R3. Portanto, X(X?) é uma faixa de Mobius em R>.

Infelizmente, X ndo é regular em todo ponto; de fato, temos ¥ || 0% ||> = 0 nos pontos +1 e +i,
que sdo os Unicos pontos singulares de X. Como esses representam dois pares de pontos antipodais,
segue-se que X, considerada como uma aplicac@o no plano projetivo, é singular exatamente em dois
pontos.

Assim, X restritaa C\ {0, 1,—1, i, —i} representa uma imersdo minima que néo é completa e cuja
imagem é uma faixa de Mobius menos dois pontos. Como g(z) = z, sua aplicagdo de Gauss cobre cada

ponto de S?(1) exatamente uma vez, com excecio de seis pontos. Portanto, sua curvatura total é —47.
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