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Resumo

Na busca por meios alternativos para o ensino de matematica a modelagem se perpetua
sendo uma das agOes mais eficazes, com o propésito de modelar situagoes reais do dia
a dia, obtendo equagbes que permitem simular determinados fendmenos. Atribuindo a
esta ideologia, este trabalho apresenta a utilizacdo das funcgbes trigonométricas, mais
especificamente a transformada de Fourier, por meio de um experimento, para a obtencao
de sinais caracteristicos de amplitude de vibracdo, em sistemas dindmicos. Sendo este um
experimento de baixo custo, aplicavel no Ensino Médio-técnico, por meio de uma pratica
pedagégica. Na busca por trabalhos voltados para o ensino de fungbes periddicas do tipo
senso e cosseno, realizou-se uma revisao sistematica identificando a auséncia de publicacoes
de trabalhos que se relacionam diretamente as fungdes periddicas com a transformada de
Fourier no Ensino Médio-técnico. No entanto, na revisao sistematica, um grande niimero
de publicacées de trabalhos utilizando a série e transformada de Fourier em diversas
aplicagoes nos ramos das ciéncias e engenharias na resolucdo de problemas caracteristicos
de sinais. O método empregado neste trabalho baseou-se em um experimento, que se
utiliza de equipamentos para a geracao dos sinais caracteristicos de vibracao. Inicialmente
com o uso de uma planilha eletronica para trabalhar com fungées periddicas conhecidas,
evoluindo gradativamente para o experimento com a aplicagdoes mais especifica em sinais
de vibragdo. O estudo contribui com a pratica pedagégica que permite ensinar ao aluno,
fungoes periddicas do tipo seno e cosseno, inicialmente aplicando os conceitos basicos
das fungdes, podendo ser comparado a situacoes reais com o uso da planilha eletronica.
A préatica pedagogica proposta visa contribuir para o ensino das fung¢ées do tipo seno e
cosseno com a aplicagdo do experimento pratico, permitindo que aluno possa identificar o

uso da Matematica em aplicacGes especificas ou reais.

Palavras-chave: Modelagem matematica, transformada de Fourier, matematica aplicada,

ensino médio-técnico, experimento.



Abstract

In the search for alternative means for teaching mathematics, modeling persists as one
of the most effective actions, with the purpose of modeling real-life situations, obtaining
equations that allow simulating certain phenomena. Attributing this ideology to this
ideology, this work presents the use of trigonometric functions, more specifically the Fourier
transform, through an experiment, to obtain characteristic signals of vibration amplitude
in dynamic systems. This is a low-cost experiment, applicable in high school/technical
education, through a pedagogical practice. In the search for works focused on teaching
periodic functions of the type sense and cosine, a systematic review was carried out,
identifying the absence of publications of works that are directly related to periodic
functions with the Fourier transform in high school/technical education. However, in the
systematic review, a large number of publications of works using the Fourier series and
transform in various applications in the branches of science and engineering in solving
characteristic problems of signals. The method employed in this work was based on an
experiment that uses equipment to generate characteristic vibration signals. Initially, a
spreadsheet was used to work with known periodic functions, gradually evolving to the
experiment with more specific applications in vibration signals. The study contributes to
the pedagogical practice that allows the student to learn periodic functions of the sine and
cosine type, initially applying the basic concepts of the functions, which can be compared
to real situations with the use of the spreadsheet. The proposed pedagogical practice aims
to contribute to the teaching of sine and cosine functions with the application of the
practical experiment, allowing the student to identify the use of mathematics in specific
or real applications.

Keywords: Mathematical modeling, Fourier transform, applied mathematics, high

school/technical education, experiment.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das formas de associar, representar e até mesmo prever eventos ou fenémenos
reais sao os modelos matemaéticos que estao presentes em nosso cotidiano, a modelagem
matematica é um processo que consiste em construir modelos mateméaticos para representar
e estudar situagdes do mundo real (Araujo; Avelar, 2022).

Na constante busca por técnicas, aplicagoes e métodos diversificados que possam
proporcionar aos alunos um maior aproveitamento dos ensinamentos do professor, assim
entende-se que o método tradicional de ensino por conteido nem sempre é eficaz, visto
que em sala de aula o professor em momento de ensino, busca exemplos de aplicagdes do
conteido (Shulman, 1986).

O ensino ndo pode estar centrado apenas na transmissdo de conhecimento de um
conteudo ja pronto, deve potencializar o desenvolvimento de habilidades e estratégias, as
quais o estudante possa recorrer em situagoes dentro e fora da sala de aula. Além disso, o
ensino de Matemaética deve proporcionar ao estudante refletir sobre assuntos que estdo a
sua volta, assim tornando-o um sujeito com habilidades criticas e analiticas para analise
de dados, e, assim podendo tomar decisdes baseadas em dados reais (Schrenk; Vertuan,
2022).

O presente trabalho apresenta uma revisdo sistematica relacionada ao ensino de
Matematica, em especifico a fungdes periédicas do tipo seno e cosseno, nos anos do ensino
Médio-técnico, com o uso das fungées trigonométricas em aplicagles reais, por meio de
modelos matematicos.

O Ensino Médio teve uma transformacao que hoje tem uma base itineraria atrelada
com um nivel técnico de formagao. Pode-se definir que o Ensino Médio-técnico é o “ensino
médio articulado com Educacao Profissional e Tecnolégica de nivel Médio”, que permite
que estudantes concluam tanto o Ensino Médio regular com um titulo técnico de nivel
médio ao mesmo tempo, é uma realidade pertinente.

A escolha de estudo e da proposta da atividade experimental das funcgoes
trigonométricas no presente trabalho consiste da revisdo sistematica, da série e
transformada de Fourier, em observacdo da grande aplicacdo do modelo na &area de
conhecimento do Ensino Médio-técnico de Mecénica e Mecatronica.

A atividade experimental proposta permite que o aluno do Ensino Médio-técnico
desenvolva competéncias e habilidades em analisar dados baseados em fendmenos naturais
ou da geracao de dados a partir do sistema dindmico proposto.

A atividade proposta com o uso das fungdes periédicas do tipo seno e cosseno
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sdo estudas no segundo ano do ensino médio, segundo a BNCC - EM13MAT306 (cédigo
de classificagdo do conteido pela BNCC). A proposta aqui serd desenvolvida no terceiro
ano do ensino médio-técnico, devido as aulas de programacdo e manutengdo serem no
terceiro ano. A aplicacdo ocorre numa ETEC, escola que contem o ensino médio integrado
ao técnico, sdo alunos do terceiro ano, com uma classe com trinta e cinco alunos.

O sistema dindmico proposto na atividade experimental consiste na geracao de
dados proveniente de vibracao, entendendo que a vibragdo é um resultado de funcionamento
de uma maquina que esta presente em seu cotidiano de aprendizado no decorrer do Ensino
Médio-técnico de Mecanica e Mecatronica.

A presente definicdo consiste que a vibracdo é o movimento oscilatério de um
corpo em torno de uma posicao de equilibrio. De acordo com a Associagdo Brasileira de
Normas Técnicas,“vibracao é o movimento de um corpo em torno de uma posicao de
referéncia, de forma periédica ou ndo, causado por forcas dindmicas” (Normas Técnicas,
1987).

A grande existéncia de sistemas dindmicos no ambiente de aprendizagem do
Ensino Médio-técnico torna essencial o conhecimento do desempenho do sistema. Uma
forma de analisar o estado de funcionamento do sistema ocorre por meio da analise de
vibragdo, ou seja, da verificacdo da amplitude dos sinais de vibracao de acordo com o
padrao do sistema. O Ensino Médio-técnico deve proporcionar ao estudante oportunidades
de conhecer e poder analisar eventos ou dados coletados de fené6menos naturais e ou de
sistemas dindmicos. A utilizacdo de ferramentas ou modelos matematicas ja existentes
pode proporcionar ao estudante habilidades de analisar estes dados.

A séries e transformada de Fourier sao usadas na analise de sinais, juntamente com
o modelagem matematica apropriada. A exemplo de ferramentas lidam com a transformada
de Fourier temos o Python, Matlab, entre outros. O uso destas ferramentas para a atividade
experimental tem como objetivo, proporcionar ao aluno entender a necessidade de aprender
os conceitos basicos de Matematica nas fungées periédicas do tipo seno e cosseno, sendo
estes empregados em situagoes reais por meio de modelos ja consagrados.

O presente trabalho caracteriza-se como uma pesquisa-acdo de natureza
qualitativa, advinda de trabalho de pesquisa quantitativa, uma vez que propde uma
pratica pedagodgica, por meio de uma atividade experimental proposta para ser aplicada
no Ensino Médio-técnico. Segundo Thiollent (2011), a pesquisa-agio consiste em um tipo
de pesquisa social em que o pesquisador participa ativamente da situacdo investigada,
com o duplo objetivo de compreender o fendmeno estudado e promover transformagoes
na pratica. Assim, nesta investigacdo, o pesquisador atua como professor e observador
do processo, planejando, analisando e avaliando a proposta da atividade experimental
atrelada a prética pedagogica.

A atividade experimental se propdem a analisar, em um primeiro momento, dados

gerados a parir das proprias fungdes trigonométricas propostas no experimento, em um
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segundo momento, os dados reais sdo gerados por um sistema dindmico proposto. A escolha
dessa metodologia justifica-se pelo carater mediador e reflexivo do estudo, pois busca-se
nao sb6 descrever a atividade experimental, mas analisar criticamente sua efetividade e
potencial formativo, mediante referenciais tedricos da drea da Educacdo (Magalhdes Junior;
Batista, 2021).

Mediante a proposta do trabalho de ser mediador do método proposto para a
pratica pedagdgica, a construgdo da atividade experimental, na obtencao dos dados reais
para analise, dada a proposta baseada na experimentacdo, ou seja atividade experimental,
vinculada & pratica pedagodgica, visando o despertar do interesse do aluno no aprendizado

em Matematica com o experimento.
1.1 OBJETIVOS

o Objetivos gerais

O objetivo deste trabalho é apresentar uma pratica pedagdgica no ensino de
Matematica das fungoes periddicas do tipo seno e cosseno, voltada ao Ensino Médio-
técnico. Permitindo o aprendizado do aluno em conceitos basicos das fungées periddicas e

a observagao da aplicacao de modelos matematicos em uma aula experimental.
e Objetivos Especificos

Como objetivos especificos deste trabalho:

a) Realizar revisdo sisteméatica de trabalhos correlatos com os temas de série
de Fourier, transformada de Fourier, Ensino Médio-técnico, modelagem
matematica aplicada, fungdes peridédicas seno e cosseno.

b) Apresentar um experimento de baixo custo para geragdo e coleta de dados
caracteristicos de sistemas dindmicos.

c¢) Propor o uso de uma planilha eletrdnica na aula experimental para introduzir
os conceitos basicos das fungoes periddicas, gerar os graficos de frequéncia e

amplitudes dos sinais de uma funcao conhecida.
1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho esta organizado em seis capitulos. O capitulo 1 apresenta a
introducao que contém a motivacdo para o desenvolvimento do trabalho, um resumo da
revisao sistematica e os objetivos.

No segundo capitulo apresenta-se o referencial teérico de modelagem matematica
a sua importancia, as fungdes peridédicas que envolvem senos e cossenos, o surgimento
da série de convergéncia das fungbes senos e cossenos por Fourier e a transformada de

Fourier.
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No terceiro capitulo descrevem-se as aplicagoes da série de Fourier e da
transformada de Fourier na obtencao de fungées periédicas, bem como aplicacbes da
transformada de Fourier.

No quarto capitulo descreve-se a metodologia empregada no trabalho, a proposta
da pratica pedagogica por meio dos experimentos propostos.

No quinto capitulo estdo os resultados e as discussoes referentes aos experimentos
propostos pela pratica pedagdgica e no sexto capitulo sdo elencadas a consideragoes finais
do trabalho.
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Capitulo 2

Referencial Teédrico

A modelagem matematica é um processo que consiste em construir modelos
matematicos para representar e estudar situagées do mundo real.

A modelagem se sobressai perante a algumas atividades aplicadas no ensino médio,
devido a exemplos de situacOes reais nas quais produzem uma visdo mais realistica do
assunto abordado (Araujo; Avelar, 2022). A aplicagdo de modelagem na resolugdo de
problemas tem origens antigas e a ideia de propor equagoes que possam simular ou prever
situacOes reais é tdo antiga quanto a mateméatica (Bertone; Bassanezi; Jafelice, 2014).

A busca por modelos que possam simular situacoes reais é um grande desafio
de todas as ciéncias, pois um modelo que possa prever ou mesmo reconstruir situagoes
reais, permite trabalhar em prevengoes de falhas. A modelagem matematica no Ensino
Médio-técnico pode despertar o interesse ou a motivagao do aluno para um estudo mais
intenso de uma determinada disciplina (Schrenk; Vertuan, 2022).

Ao Ensino Médio-técnico em termos de aplicacdo de conhecimento adquirido tanto
da base técnica a qual constitui-se de componentes curriculares tais como Resisténcia dos
Materiais, Tecnologia de Manutencao, entre outros, inserida ao conhecimento do aluno
como da base comum como Lingua Portuguesa, Matematica, entre outras, uma motivagao
que perpetua é o fato de ter um significado pratico durante o ensino em sala de aula. No
Ensino Médio-técnico na modalidade mecéanica ou mecatronica, no uso de equipamentos
ou sistemas dindmicos é comum no decorrer do seu aprendizado, ndo s6 na utilizacao dos
equipamentos atrelado ao processo produtivo, mas também na manutencdo e conservagao.

Entende-se que a modelagem matematica provem de observagoes e analises de
situagoes reais, entdo em experimentos em que possam simular sistemas dindmicos, espera-
se que os experimentos de baixo custo forneca, dados a serem modelados e analisados por
modelos matematicos em que remetem ao ensino de contetiddo desenvolvido em sala de
aula (Carvalho, 2019).

Em sistemas dindmicos, o uso das fungoes periédicas como o seno e o cosseno
é uma pratica comum, pois fornece parametros como velocidade, rotagdo, frequéncia,
entre outras (Bonjorno; Giovanni; Sousa, 2016). Um dos modelos mateméticos que utiliza
dados providos de sistemas dindmicos é a transformada de Fourier, observou-se na revisao
sistematica, a grande utilizacdo do modelo no ramo de ciéncias e engenharias. Entende-se
que uma funcio periddica, assume valores dentro de seu dominio e se repetem em um
determinado periodo. Chamam-se de periédicos os fendmenos que se repetem sempre apos

o mesmo intervalo regular de tempo. Muitos deles podem ser observados na natureza como
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o movimento das marés, o movimento do Sol e da Lua e também da érbita dos planetas,
segundo Andrade (2020).

2.1 REVISAO SISTEMATICA

O termo revisdo sistematica tem como finalidade apresentar uma anélise e
uma sintese sobre uma determinada literatura, com o objetivo de responder algum
questionamento relacionado & investigacdo de um problema de pesquisa. A adog¢do de um
protocolo rigoroso permite uma revisdo segura com critérios consistentes e previamente
definidos para a selecao e anélise dos estudos investigados. De acordo com Briner e Denyer
(2012), a condugdo de uma revisdo sistemética envolve cinco etapas principais:

a) Planejamento da revisdo;

b) Identificacdo e localizagdo dos estudos relevantes;

c) Avaliacdo da qualidade e da contribuicdo dos trabalhos selecionados;

d) Anélise e sintese das evidéncias encontradas;

e) Apresentacdo e discussdo dos resultados obtidos.

Como estratégia metodoldgica, esta pesquisa adotou o modelo de revisdo
sistematica da literatura, com o objetivo de identificar e analisar a producao académica
brasileira relacionada ao tema investigado, especificamente no ambito de teses e
dissertacoes, que sera apresentada um resumo contendo os pontos principias da

metodologia aplicada.

e Pontos principais: identificagcao, avaliacao e contribuicao dos trabalhos
selecionados

A revisao sistematica das publicacoes foi realizada na base de dados da Biblioteca
Digital Brasileira de Teses e Disserta¢es — BDTD (http://bdtd.ibict.br/vufind/), com o
conectivo “transformada de Fourier”. Encontrando um total de 4.651 trabalhos publicos
publicacées que mencionam o tema, assim evidenciando a importdncia do modelo
matematico em estudo.

Dando andamento ao trabalho, adicionou-se os conectivos “transformada de
Fourier” AND “Ensino Médio-Técnico”, com o objetivo de identificar o ensino de fungGes
periédicas no médio-técnico, em particular, na area de Mecéanica e Mecatronica, por meio
da aplicagdo do modelo em questao. Nao apresentou nenhum resultado de publicacao,
assim identificando uma lacuna de trabalhos ndo publicados voltados ao ensino de fungbes
periddicas com o uso do modelo no Ensino Médio-técnico. Alterando os conectivos para
uma nova busca no banco de dados sendo “transformada de Fourier” AND “ensino médio”
foram encontrados 2 trabalhos.

Em uma nova busca no banco de dados por publicacées, sendo esta pesquisa

voltada a aplicagoes praticas nas areas de Mecéanica e Mecatronica, com os conectivos
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“transformada de Fourier” AND “Vibracao”, no periodo de 2015 a 2025, foram encontradas
38 publicacoes.

Com o critério de exclusao “vibragao como sistema dindmico”, foram selecionadas
para andlise 8 pesquisas de dissertacdo de mestrado e teses de doutorado submetidas.
Para cada trabalho apresentado pela plataforma foi realizada a leitura do titulo, das

palavras-chave e dos resumos.
e Apresentacao e discussao dos resultados obtidos da revisao sistematica

Os trabalhos que contemplaram os dois conectivos na analise foram selecionados
para leitura na integra. Os trabalhos que nao contemplaram, foram excluidos da selegao,
constituindo assim o primeiro critério de exclusao, foram contemplados 8 trabalhos para
analise.

Em resumo os trabalhos que foram selecionados para a analise, trata de verificagbes
do comportamento dos sinais obtidos por meio de coleta de dados por sensores ou
acelerdmetros. Sendo estes sinais tratados com a transformada de Fourier com o proposito
da verificacdo de pardes de comportamento da amplitude dos sinais. Apresentou-se também
uma aplicacdo das funcbes periddicas seno e cosseno voltada para o ensino médio, com o
propésito de evidenciar a sua aplicagdo na série e transformada de Fourier.

Os trabalhos serdo mencionados ao longo do texto, de forma que o objetivo aqui
é identificar a lacuna na aplicacao de ferramentas ou modelos que permitem facilitar o

ensino de fungdes peridédicas para os alunos, com aplicagoes em situagoes reais.
2.2 FUNCOES PERIODICAS: SENO E COSSENO

Definicao: Dizemos que a fungdo f : R — R é periddica quando existe um

nimero real nao nulo 7', tal que:
Ve eR, f(z+7T)=f(z),
Observe que neste caso,
VeeR, VneN, f(z)=f(z+T)=f(z+2T)="---= f(z+nT).

Por exemplo, a funcdo f : R — R tal que f(x) = sen(z) é periédica com periodo T' = 2,
pois:
f(z) = sen(z),
é periddica com periodo T = 2.
De fato, no circulo trigonométrico, um acréscimo de 27 radianos corresponde a
uma volta completa. Assim, os dngulos = e x + 27 determinam o mesmo ponto sobre a

circunferéncia. Como o seno de um angulo é a ordenada desse ponto, segue que

sen(z + 27) = sen(z),
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para todo xz € R.
De modo geral, para qualquer n € N, adicionar n voltas completas ao angulo nao

altera sua posi¢do final no circulo trigonométrico. Portanto,
sen(z + 2nm) = sen(z),

mostrando que a funcdo seno é peridédica de periodo fundamental 27.

O periodo da fungdo é o menor nimero 7" > 0 tal que f(z +T) = f(z) para
todo x, segundo Andrade (2020). Dado um niimero real ¢, representando um angulo em
radianos, a funcao seno é definida como a, coordenada y do ponto no circulo unitario

correspondente ao angulo ¢:

sen(t) =y

Figura 1 — Circulo trigonométrico

Yy
(0,1)
Gin(t) F--- P(cos(t), sin(t)
A
(—1,0) 0 cos(t)] (1,0)
(07 - 1)

Fonte: Préprio autor

Analogamente defini-se para a funcdo cosseno, um ntmero real ¢, representando
um angulo em radianos, a fungao cosseno é definida como a coordenada y do ponto no

circulo unitario correspondente ao dngulo ¢:
cos(t) =y

Dadas abaixo as principais propriedades das funcbes seno e cosseno, em particular sera

tratado conceitualmente a definicao das fungdes pares e impares na préxima segao.
o Propriedades da fungao seno e cosseno

Dominio: R

~—

a

=3
N—

Imagem: [—1, 1]
Periodo: 27

a o

Seno é impar, isto é: sen(—z) = — sen(z)
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e) Cosseno é par, isto é: cos(—z) = cos(x)

As fungdes sen(z) e cos(z) sdo periddicas, isso significa que parte do grafico se
repete de acordo com determinado periodo. No caso, um ciclo completo se da de 27 em

27, conforme mostra a fig. 2, o que equivale a dizer que o periodo dessa funcao é 27.

 Gréfico da fungéo sen(z)

Figura 2 — Grafico da funcgéo seno

sin(z)

B
3
w
3

)
IS
3

W
3
3

3

14

Fonte: Préprio autor

2.3 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Na demonstracao das integrais a seguir, precisamos de algumas identidades
trigonométricas, em especial das férmulas de transformagdo do produto de senos e cossenos
em somas de senos e cossenos. Tomemos como fatos as férmulas da soma e da diferenca do
cosseno e do seno de dois arcos a e b, tais que a,b € R. Uma demonstracao dessas férmulas
se encontra no livro de Elon Lages Lima (Lima, 1997). Temos as seguintes identidades
trigonométricas fundamentais:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b),

) cos(b) (
) cos(b) + sen(

) sen(
— b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(
) cos(
) cos(a).

IS

_+_

b)

sen(a sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a),

(
cos(
( (@) cos(b) (
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(
Somando e subtraindo membro a membro as duas primeiras expressoes, obtemos:
e Soma:

cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b).

e Subtragao:
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cos(a — b) — cos(a + b) = 2sen(a) sen(d).

Portanto, o produto dos cossenos de dois arcos, é metade da soma dos cossenos da soma

e da diferenca desses arcos, isto é,
1
cos(a) cos(b) = 2 [cos(a + b) + cos(a — b)] .

e também que, o produto dos senos de dois arcos, é a metade da diferenca dos

cossenos da soma e da diferenca desses arcos, isto é,
1
sen(a) sen(b) = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)].

Finalmente, somando as duas tltimas expressoes e dividindo por dois em ambos
os lados, temos o produto do seno pelo cosseno de dois arcos que é igual a metade da

soma dos senos da soma e da diferenga desses arcos:

sen(a) cos(b) = % [sen(a + b) +sen(a — b)] .

Da mesma forma, podemos escrever essa relacao invertendo a ordem dos termos

dentro dos parénteses, ou seja, em funcdo da diferenca e da soma desses arcos:
1
sen(a) cos(b) = 5 [sen(a — b) + sen(a + b)] .
2.4 FUNCOES PARES E IMPARES

Uma funcdo f : R — R é dita par se satisfaz f(z) = f(—=z), e é dita impar
se satisfaz f(z) = —f(—z). Essas defini¢des e propriedades podem ser encontradas, por

exemplo, em Figueiredo (2012). Por exemplo:

cos(nz) e z>" sdo funcdes pares,

2n+1

esen(nz) e x sao funcbes impares,

para todox € Ren € N.
Dessa forma, se g e h sdo fungdes pares, e r e s sdo fungdes impares, temos as

seguintes propriedades importantes:

(gh)(z) = g(z)h(z) = g(—z)h(—2) = (9h)(-2),

ou seja, o produto de duas fungoes pares é uma funcio par.

(98)(z) = g(2)s(z) = g(=2)(=s(=2)) = —g(=2)s(=2) = —(95)(-2),

isto é, o produto de uma fungao par por uma funcdo impar é uma funcao impar.

(rs)(z) = r(2)s(z) = (=r(=2))(=s(—2)) = r(-z)s(-z) = (rs)(-=),
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portanto, o produto de duas fungdes impares é uma funcéo par.

Essas propriedades sdo tteis no calculo de integrais, pois a integral de uma funcao
impar em um intervalo simétrico em relagdo ao zero é nula, e a integral de uma funcgao
par em um intervalo simétrico [—L, L] é igual ao dobro da integral no intervalo [0, L],

conforme discutido em Figueiredo (2012).
2.5 SERIE DE FOURIER

e Série de Fourier

A ideia da possibilidade de decompor uma funcao arbitraria em termos de outras
funcbes mais simples comecou por conta de Leonard Euler em 1750, e prosseguiu, com
outros matematicos. Foi somente em 1822 que Jean Baptiste Joseph Fourier fez a primeira
tentativa para provar que uma fungdo arbitraria é igual a soma de uma série trigonométrica
particular (Chiaradia, 2018).

Uma série de somas, ou simplesmente série infinita, € uma expressdo matematica

que representa a soma de uma sequéncia infinita de termos conforme equagao 2.1:

Zan=a1+a2+a3+--- (21)

n=1

Aqui, a,, representa o enésimo termo da sequéncia, e o simbolo Y (sigma) indica
a operacao de soma, uma série pode ser convergente ou divergente. Entende-se por uma
série converge se a soma infinita tende a um valor finito a medida em que mais termos
sdo adicionados; caso contrario, a série é dita divergente, segundo Anton, Bivens e Davis
(2012).

Fourier apresentou um artigo a Academia de Ciéncias da Franga tratando
do problema pratico da propagacdo do calor em barras, chapas e sélidos metalicos
afirmando que toda fungdo, nao importando quao caprichosamente fosse definida em
um intervalo [—, 7], poderia ser representada como uma soma de senos e/ou cossenos,
mais especificamente falando, essa soma seria uma série segundo Boyce e DiPrima (2017),

conforme equagdo 2.2.

% + Z (@, cosnz + b, sen nz) (2.2)
n=1

Atualmente sabemos que se uma funcao f for peridédica de periodo 27, sob certas
restrigoes, poderé ser representada pela série. De acordo com Boyce e DiPrima (2017), se

uma funcdo f admite representacdo como série de Fourier, entdo ela sera dada por
s 2 2
f(x) = % +ngl [ancos ( 7;?%) + b, sen < 7;7}30)]

onde a série obtida seria uma funcdo de periodo 2L. Obtemos a série 2.2 fazendo L = T,

que seria o caso particular abordado neste trabalho por facilitar o calculo dos coeficientes
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an e bn. Esses coeficientes sdo o assunto central da proxima sessao.
e Integrais Trigonomeétricas

No célculo dos coeficientes an e bn da série de Fourier aparecem alguns tipos de
integrais trigonométricas em que é necessario aplicar as férmulas de transformacao de
produto em somas, segundo Chiaradia (2018). Temos as seguintes integrais nas quais m e

n representam numeros inteiros.

/_ 7; sen(nx) sen(mx) dx (2.3)
/_ 7; sen(nz) cos(mz) dx (2.4)
/_7; cos(nx) cos(mz) dz (2.5)

Comecemos pela integral 2.5. Devemos transformar o produto em soma. Logo, se
m # n, entao:

/7T cos(nz) cos(mz) dz = [cos((m + n)z) + cos((m — n)z)] dz

—T

—
3 3

cos((m + n)z) dz + % /_7; cos((m — n)z) dz

—
N

—T

sen((m + n)w)r L1 [sen((m _ n)x)]i

(m+n) 2 (m —n)

| —|

2

—T

O NI NI~ N

No caso em que m = n, temos:

/7r cos(nz) cos(mz) dx = %/_: [cos((m + n)z) + cos((m — n)z)| dz

—T

= %/_: [cos(2nzx) + cos(0)] dx
= %/_: [cos(2nzx) + 1] dx

1 = 1 =
25/ cos(Zna:)dx—i-E/ 1dx

- 2] e,

2

= T.

Temos, portanto:
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0, sem #n,

—T

/ i cos(nz) cos(mz) dzr = {

w, sem=mn, Vnmé€EN.
Para a integral 2.3, aplicando a transformagdo do produto dos senos de dois arcos

dados, se m # n teremos:

/ﬂ sen(mz) sen(nzx) dr = %/_: [cos((m — n)z) — cos((m + n)x)] dx

—T

™

= %/_: cos((m — n)z) dx — %/ cos((m + n)z) dz

—T

1 [sen((m - n)x)] G [sen((m + n)x)r

T2 (m—n) 2 (m+n)
=0.
No caso em que m = n:

/ i sen(nz) sen(mx) dz =

—T

/7T [cos((m — n)z) — cos((m + n)zx)] dz
/ i [cos(0) — cos(2nz)| dz
/7T [1 — cos(2nx)] dx

/ﬂ ldz — %/W cos(2nz) dx

—T —T

ol

Il
A

Temos, entao:

™ {O, se m # n,
/ sen(nx) sen(mzx) dr =

-7 m, sem=mn, VnmeN.
Finalmente, a integral 2.4 pode ser comparada com a equacao o produto do seno

pelo cosseno de dois arcos. No caso em que m # n, temos:

/7r sen(nx) cos(mz) dx = % /_: [sen((m + n)x) + sen((m — n)x)] dx

—T

= % /_7; sen((m + n)x) dz + % /_7; sen((m — n)zx) dz

__1 lCOS((m + n)x)r B lcos((m B n)z)]:r

2| (m+n) 2| (m—n)

2
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=0.
No caso em que m = n, teremos:

/7T sen(nz) cos(mz) dz = 1 /7T [sen((m + n)x) + sen((m — n)x)] dz

—T —T

Portanto, temos que:

/ sen(nx) cos(mz)dx =0, Vnm e N.
Entao:

0, sem#n,

—T

/ i sen(nx) cos(mz) dz = {

m, sem=mn, VnmeN.

e Calculo dos Coeficientes

Suponha que uma fungdo f possa ser representada como

i (a,, cos(nz) + by, sen(nz)), (2.6)

e que a série 2.6 seja convergente para —m < x < 7. Para escrever a funcao nesse formato,
primeiramente devemos calcular os coeficientes ag, a,, e b,. Os termos dessa série costuma,
ser denominado como harmoénicos da onda senoidal fundamental.

Para calcular o coeficiente ag, basta integrar a equacdo 2.6 no intervalo [—, 7].

Aplicando as propriedades do somatério e da integral definida, teremos:

/_: f(z)dr = /_7; l% + ni::l (a, cos(nx) + b, sen(nx))] dx
= dm ‘*’/ Z a,, cos(nx) + by, sen(nx)) dzx

= %/ﬂ dx + Z/F a,, cos(nz) dx + Z/F b, sen(nz) dr
- n=1v""T n=1v""T
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Pode-se trocar a ordem do somatério com a integral devido a série ser
uniformemente convergente.

Como

/7T cos(nz)dxr =0

—T

devido & periodicidade de sen(nx) e

/7T sen(nz)dz =0

—Tr

pelo sen(nz) ser uma fungdo impar, entdo

i f(z)dz = D " 4z = agT.
[ s |

Logo, tem-se a seguinte formula para calcular o coeficiente ag:

ap = %/_T;f(x)da:

Para o coeficiente a,,, a estratégia é multiplicar ambos os membros da equacao

2.6 por cos(mz), m € N e integrar no intervalo [—m,7], obtendo:

/ f(z) cos(mz dx—/ ?cos mz dx+/ Zan cos(nz) cos(mz) dx
+ / Zb sen(nz) cos(mz) dx

_ @ T © T
=3 /_ cos(mz) dz+n§1an /_7T cos(nz) cos(mz) dx
+ Z by, / sen(nx) cos(mz) dz.

Como

/7r cos(mz)dx =0 e /7r sen(nx) cos(mz) dz = 0,

-7 -7

pelo fato de que sen(nz) cos(mz) ser uma fungdo impar e como
™
/ cos(nz) cos(mz)dr =7 quando n = m,
-7
entao
/ f(z) cos(nz) dx = a,,
o que implica em

Ay, = %/w f(z) cos(nz) dz.

—T
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Calcula-se agora o coeficiente b,. Para calcular o coeficiente b,, multiplica-se
ambos os membros da equagdo 2.6 por sen(mz), m € N, e integra-se no intervalo [—m, 7).

Tem-se, entao:

a,

/ f(z) sen(ma) dz = /_ i gosen(mm) dz
+ / Zan cos(ne) sen(me) do
+ / Zb sen(nz) sen(mz) dz
=2 /_ " sen(maz) dz + ian / cos(nz) sen(mz) dz
+Zb / sen(nz) sen(ma) de.

Como

/7T sen(mz)dr =0 e /7T cos(nz) sen(mz) dz = 0,

—T —T

pois cos(nz) sen(mz) é uma fungdo fmpar no intervalo simétrico [—, 7|, e como

/ sen(nz)sen(mz)dz =7 quando n =m,

entao
/ f(z) sen(mz) dz = b,.

Logo, tem-se a seguinte formula para calcular o coeficiente b,,:

1 T
= —/ f(z) sen(nz) dz
wJ—7
e Forma Compacta
A série de Fourier pode ser escrita em uma forma compacta, segundo Tolstov

(1976). Para tal, encontra-se C,, e ¢,, de forma que:

ay, cos(nx) + by, sen(nx) = sen(nz + ).

Pode-se escrever aplicando a férmula do seno da soma de dois arcos e multiplicando

ambos os lados por C,:

Cy sen(nz + ¢,,) = C, sen(nz) cos ¢, + Cy, sen g, cos(nzx).

Portanto, tem-se:

a, =Cpsenyp, e b, =C,cosp,.
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Tomando os quadrados e somando membro a membro, obtém-se a seguinte relacao:

a2 + b2 = C2(sen® p,, + cos® ¢,,) = C2.

Isolando C), e extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, tem-se:
C, = /a2 +b2. (2.7)
Tem-se:

a, OCpsenyp, seny,

— = = = tan
b, C,cosp, COSQ, Prs
ou seja,
a
©n = arctan (—n) . (2.8)
bn
Podemos entao escrever a série de Fourier na seguinte forma compacta:
f(z) =Co+ Z Cy sen(nz + ¢y),
n=1
onde temos
Qo
C’0 = 3a

sendo C,, e ¢, dados respectivamente pelas equagoes 2.7 e 2.8.

De forma semelhante, podemos escrever a forma compacta em termos do cosseno:

f(z)=Cy+ i C,, cos(nz + ).

n=1
Segundo Figueiredo (2012), a série de Fourier pode ser representada em termos
de senos e cossenos. E usando a férmula de Euler podemos reescrever a série de Fourier
na forma complexa.

Seja:

f(z) = % + i [an cos (?) + by, sen (%)] , (2.9)

n=1

onde f(x) é uma fungdo 2L periddica e continua,(pois o periodo fundamental de cos (’rL—””)

™

e sen (f) é 2L) onde os coeficientes a,, e b, sdo dados por:

aoz%/j:f(x)da: , an=%/j:f(x)cos(?) dxr e bnz%/j:f(z)sen(?) dzx.

Usando as relagoes de Euler:

e 4 =it et _ o—if

cos(f) = 5 sen(f) = T

onde 1°=—1,
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podemos reescrever a equagao 2.9 como:

ej'mr:c/L + e—jnﬂ'm/L ej'nxrr:/v/L _ e—jnﬂ'm/L

f(z) = % +3 lan 5 + b, %

Pode-se adotar que

_ao_ 1 L
“ = 2 2L /_Lf(m)d:c

Agrupando os termos exponenciais semelhantes, obtém-se:

16125+ 5 (o (7)o (7))

n=1

co + i (cneinﬂ'w/L + cne—inﬂ':c/L>

n=1
0 .
— Z Cnezmrx/L
n=1

onde os coeficientes complexos ¢, sdo definidos por:

Cp = i/L f(z)e~ /L dg

" 2L )t '
Assim, a forma complexa da série de Fourier representa de maneira mais compacta
e simétrica os componentes harmonicos positivos e negativos da fungdo periédica f(z).
Desta forma os coeficientes da série de Fourier de uma funcdo f pode ser calculado e

escritos no formato da série dada pela equagdo 2.6 ou na forma compacta.
¢ Série de Fourier em Tempo Discreto

Segundo Lathi (2006), a série de Fourier pode ser escrita na forma complexa em
tempo discreto que serd mencionada no préximo capitulo a titulo de amostragem para a
analise.

Lembrando que uma integral pode ser vista como o limite de uma soma de

Riemann:

[ #teyds = jim, > (e A

Quando discretizamos o tempo, escrevemos

t = nAt,

onde n é um indice inteiro.
Nesse caso, ndo fazemos mais At — 0. Em vez disso, trabalhamos diretamente

com as amostras do sinal:
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z[0], z[1],z[2], ..., z[N — 1].

Assim, a integral continua

/ " p(t) dt

é substituida por uma soma discreta

N-1
> finl
n=0
Portanto, na Série de Fourier em Tempo Discreto (DTFS), a integracdo utilizada
para calcular os coeficientes da série continua é substituida por uma soma finita sobre um
periodo do sinal.

Seja x[n] uma sequéncia periédica de periodo N. A série de Fourier discreta no

tempo pode ser escrita na forma exponencial complexa como:

N-1
zln] = Y X[k] eizﬁwk”, n=0,1,...,N—1,
k=0

onde os coeficientes X [k] sdo dados por:
1 N-1 om
X[k] — N Z x[n] e_ﬁﬁkn, k=0,1,-..,N_]_.

n=0
Nesta forma:
o X|k] s@o os coeficientes complexos da série de Fourier discreta.
o O médulo | X[k]| representa a amplitude do componente de frequéncia k.

o O argumento arg(X [k]) representa a fase do componente de frequéncia k.

Esta representacao é equivalente a forma seno-cosseno, mas é mais conveniente
para calculos computacionais, especialmente no uso da transformada discreta de Fourier
(DFT) e transformada répida de Fourier (FFT).

2.6 TRANSFORMADA DE FOURIER

e Transformada de Fourier em tempo continuo

A Série de Fourier é utilizada para representar fungoes peridédicas por meio de

uma soma de exponenciais complexas:

f(t): io: Ckeikwgt,

k=—o00
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onde wyg = 27 /T é a frequéncia angular fundamental e T é o periodo da funcéo.
Como os valores de frequéncia sdo multiplos inteiros de wg, o espectro obtido é discreto.
A medida que o periodo T aumenta, a frequéncia fundamental wo diminui, fazendo
com que as componentes espectrais fiquem cada vez mais préximas umas das outras. Dessa
forma, o espacamento entre frequéncias,
2T

Aw=w0=?,

torna-se progressivamente menor.

No limite em que o periodo tende ao infinito,

T — oo,

tem-se

wo — 0.

Nesse caso, as frequéncias discretas tornam-se infinitamente préximas,
preenchendo continuamente o eixo das frequéncias. Assim, ocorre a transicio de um
espectro discreto para um espectro continuo.

Consequentemente, a soma presente na Série de Fourier é substituida por uma
integral, resultando na Transformada de Fourier. Matematicamente, a passagem do discreto

para o continuo pode ser representada por

¥,

obtendo-se a representacao inversa

() = % [ P do.

Portanto, a Transformada de Fourier pode ser interpretada como o caso limite
da Série de Fourier quando o periodo da fungao tende ao infinito, permitindo a analise
tanto de sinais peridédicos quanto de sinais ndo periédicos integraveis. A seguinte definigdo
é apresentada por Santos (2017).

Seja f : R — C uma funcdo integravel. A transformada de Fourier de f,
denotada por F(f), é definida por:

F(f)(w) = \/%7 /_o:o f(z)e ™7 dx. (2.10)

tal que a integral dada pela equacdo 2.10 seja convergente para todo w € R.

Lembremos que, pela definicdo de integral improépria, temos:

/_Oo e f(z)dr = bll)rgo [/_(; e~ f(z) dx + /Ob e~ f(z) dm] .
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Pela férmula de Euler, sabemos que:

e~ “? = cos(wz) — isen(wz),

entdo podemos escrever a transformada de Fourier também na forma:

F(f)(w) = \/%_W /_o:o [cos(wx) — isen(wx)]f(x) dx.

Esta transformada converge do dominio do tempo para o dominio da frequéncia,
nos quais os dados podem apresentar mais relevancia para o estudo e a serem analisados.
Ao dominio na frequéncia entende-se que a sua amplitude pode resultar de variagées no
sistema dindmico nao normais, visto que variagdo pode ser entendida como vibragdo do
sistema, e quando esta acima do normal, pode trazer situagées agravantes ao sistema.

Logo, a transformada de Fourier de uma fungdo f : R — C sera real se a fungao
for par, pois a parte imagindria da transformada se anula devido a sen(wz)f(x) ser uma
funcao impar e sua integral ser zero.

Mais sobre os aspectos tedricos da transformada Fourier podem ser encontrados
em Santos (2017) e Figueiredo (2012).

o Transformada de Fourier em tempo discreto

Obtendo os dados discreto tem-se a transformada de Fourier em tempo discreto

de acordo com a equagdo, no formato de uma somatdria.

o0

X(e*) = Z x[n] e~ ™m

n=—00
Usando a identidade de Euler e~*" = cos(wn) — i sen(wn) pode-se obter a parte

real e a parte imaginaria da transformada.

e Parte real:

o0

R{X(e*)} = :X_: z[n] cos(wn)
o Parte imaginaria:
{X(e*)} = — :ij: z[n] sen(wn)

Forma contendo a parte real e imaginéria no formato dos senos e cossenos:

e e] o0

X(e¥)= > z[n]cos(wn) —i > z[n]sen(wn)

n=—oo n=—oo
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Capitulo 3

Exemplos: Série de Fourier e
Transformada de Fourier

Este capitulo tem como objetivo, exemplificar aplicagdes da série de Fourier e
transformada de Fourier. Trata-se, inicialmente, de exemplos tedricos da aplicagao. A
exemplo de série observando a conversdo de uma funcdo f(z) obtendo os coeficientes da
série e a convergéncia para a funcdo periédica. Na transformada observa-se uma funcao
pulso de onda quadrada & aplicagdo da transformada de Fourier em uma funcéo periddica,

nao mais no tempo, mas em funcao da frequéncia.
3.1 EXEMPLO DA SERIE DE FOURIER

Para um exemplo da séries de Fourier, considere f(z) = z — [z] fig. 3, onde [z]

representa o maior inteiro menor do que igual a x.

Figura 3 — Graéfico da funcdo periddica f(z) = z — [z]

f(z)

DT

Fonte: Préprio autor

Esta é uma funcdo periddica, conhecida como a funcao parte decimal de =,
ou funcdo serra dentada, com periodo 7' = 1. A partir dela, pode-se construir uma
representacdo por meio de uma soma infinita de senos e cossenos. Segundo Figueiredo
(2012), os coeficientes da série de Fourier podem ser obtidos por meio das integrais definidas
conforme nas equagoes 3.1, 3.2 e 3.3.

Como a série de Fourier de uma fungéo periédica f(z) com periodo T é dada por:

16123+ £ o () 4 e ()

onde os coeficientes sdo definidos como:
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ap = %/OT f(z)dz (3.1)
a, = %/OT f(z) cos (27;7;&) dz (3.2)
b, = %/OT f(z)sen <27;m) dz (3.3)

Como a fungdo f(z) = x — [z], é impar (concentre para —3 < z < 3), sua série

de Fourier conterd apenas senos. Efetuando os calculos necessarios para obter b, , tem-se:

f(z) = i sen(2mnz) .

1
T

N

n=1 n

Observa-se que esta série converge pontualmente para f(z) em todos os pontos de
continuidade e para a média dos limites laterais nos pontos de descontinuidade. O grafico
da fig. 6, exemplifica a funcdo f(z) = x — [z], obtida por uma série de senos e cossenos,
neste caso de senos.

A aproximacdo da funcdo f(z) = z — [z] com os 6 primeiros termos da série de

Fourier é dada por:

Ss(z) = 1 (sen(27r:c) sen(4rx)  sen(6mx) 4 sen(87x) n sen(107rx)> .

1
2 7 1 2 73 4 5

Observa-se que, quanto mais termos se adiciona a soma da série mais se aproxima
da funcdo f(z), de forma periodicamente, ou seja, a série estd convergindo para a fungio
f(z) =z —a].

Segundo Figueiredo (2012) a convergéncia da série de Fourier é para fungoes
continuas e peridédicas, vimos nos pontos de descontinuidades da fungao, como mostra as

figuras: fig. 4, fig. 5 e fig. 6.



Figura 4 — Aproximagdo de Fourier da fungdo f(z) = z — [z]
com 1 termo

0 ’ f ¥
0 1 2 3 4 5

Fonte: Préprio autor

Figura 5 — Aproximagdo de Fourier da fungdo f(z) = z — [z]
com 2 termos

f@) =2~ lz]

0 f t
0 1 2 3 4 5

Fonte: Préprio autor

Figura 6 — Aproximacéo de Fourier da funcéo f(z) = z — [z]
com 6 termos
Y

f@) =2~ lz]

Fonte: Préprio autor
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3.2 EXEMPLO DA TRANSFORMADA DE FOURIER

Como exemplo, consideremos a func¢do f de um pulso de onda quadrada fig.7
definida por:

V2m
flx)=1{ 21"
0, se |z| > T.

se |z| < T,

Figura 7 — Gréfico da funcdo f(z) definida por partes
f(=@)

H=
o
g

D
8

9 —1 ( 1 2

Fonte: Préprio autor

A fungdo f(z) é dada no dominio do tempo, enquanto sua transformada F(f)(w)
¢é dada no dominio da frequéncia. O grafico no dominio do tempo dessa fungdo é mostrado
na fig. 7, para T = 1.

Calcula-se a transformada de Fourier dessa fungdo. Como f(z) = 0 para |z| > T,
mudando os limites de integracdo, teremos:

F(f)(w e f(z

—wa v

-zl

\/ﬂ/ dz

:ﬁ/—:re dz.

Aplicando a férmula de Euler e~ = cos(wz) — i sen(wz), temos:

1 T —iwxd 1 T ; d
ﬁ/_Te T = ﬁ/ [cos(wx) —zsen(wx)] x

i (T
2T/ cos(wz) dx — o7 | sen(w:v) dx.



36

Como a integral da funcdo impar sen(wz) é nula, pois estd em um intervalo
simétrico em relagdo ao zero, e a integral da funcgdo par cos(wz) nesse intervalo é igual ao

dobro da integral de 0 a T', entao:

L d L d L " d
ﬁ/_Tcos(wx) T —igm _Tsen(wm) x = ﬁ/_Tcos(wx) x

1 /T d
_f/o cos(wzx) dz

_ sen(wT)
 Tw

Esta tltima funcao é chamada de funcédo sinc, definida como:

sen(z) .

sinc(z) =
Logo, a transformada de Fourier da funcao f é:

F(f)e) = =T

O gréfico da funcdo sinc(x) é apresentado na Figura fig. 8.

= sinc(wT).

Figura 8 — Grafico da funcéo sinc(z).

sinc(z)
0.5 |
— LA T—05r | 051 ™NL5#

Fonte: Préprio autor

3.3 EXEMPLO USANDO A TRANSFORMADA DE FOURIER NO
COMPUTADOR

A transformada de Fourier é amplamente utilizada no tratamento de sinais,
pois permite converter um sinal do dominio do tempo para o dominio da frequéncia,
possibilitando identificar as frequéncias dominantes e suas respectivas amplitudes.

A exemplo desta aplicagdo utilizou-se o algoritmo de transformada rapida de

Fourier preestabelecido no software Python, para obter as senoides abaixo estabelecidas.
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Por exemplo, seja um sinal composto por 3 harmonicas, como mostrado na figura fig. 10,
sendo as respectivas ondas:

y1 = 5 sen (27r(80x)),

y2 = 10 sen (271' 45x)),

ys = 15 sen (271' 10:1:))

com as amplitudes de y;, y» e ys respectivamente 5, 10 e 15, e as frequéncias em Hz
correspondentes a 80 Hz, 45 Hz e 10 Hz, como mostra a fig. 9.

Figura 9 — Sinal de frequéncia: alta, intermediaria e baixa

y1 = 5-sen(2p-80x)

5.0
» 254
o
=
£ 00
=3
& -2.5
5.0
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
y2 = 10-sen(2p-45x)
10
] 57
°
2
£ o
§
_5 4
—101
0.0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
y3 = 15-sen(2p-10x)
10
L
°
2
£ 0
£
_104
; ; ; i ; ; ; T ;
0.0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8
x (tempo)

Fonte: Préprio autor

Figura 10 — Composicao de um sinal com trés frequéncias
distintas

Combinac&o - Funcdes Senoidais

E

) o o> o= ala als

Y o'e o7 o'a
x (tempo)

Fonte: Préprio autor

Observando a onda composta:

Y=y1+yY2+ys
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Para iniciantes, ndo sendo facil identificar visualmente quais frequéncias compéem as
harmoénicas envolvidas, como mostra a fig. 10.

Para calcular a transformada de Fourier de uma funcao computacionalmente é
utilizada Fast Fourier Transform (FFT), que é um algoritmo eficiente para o célculo da
transformada de Fourier. Na fig. 11, tem-se um sinal composto no dominio da tempo, com
o uso da FF'T, e um pacote do Python, para a realizacdo do cédlculo, obtendo a amplitude

do sinal em fung¢do da frequéncia conforme fig. 12

Figura 11 — Sinal no Dominio do Tempo

Sinal no Dominio do Tempo

[ N W
o =] Q
L L L

Amplitude

|
—_—
o [=] o]
| | |

—30 4

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Tempo [s]

Fonte: Préprio autor

Figura 12 — Sinal no Dominio da Frequéncia

Espectro no Dominio da Frequéncia (FFT)

14 -

10 +

Amplitude

o 20 40 60 80 100
Frequéncia [Hz]

Fonte: Préprio autor

Na qual destacam-se trés frequéncias dominantes que compde o y.
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Capitulo 4

Métodos e Materiais

O presente capitulo tem como objetivo apresentar a metodologia empregada no
desenvolvimento da pratica pedagodgica, que é a construcao das atividades experimentais,

descrevendo os materiais empregados na construcao do experimento de baixo custo.
4.1 INTRODUCAO

A proposta das atividades experimentais inicialmente apresenta o embasamento
tedrico das fungoes periédicas do tipo seno e cosseno com o propédsito de motivar o
aluno pelo assunto, que é apresentada por meio de uma planilha eletrénica. Em seguida
apresenta-se a atividade experimental para gerar dados reais por meio de um sistema
dindmico com a utilizagao de equipamentos com a proposta de ser de baixo custo, tornando
o experimento acessivel, de forma que possa ser replicado.

Apés coleta de dados serd utilizado software especifico para o tratamento dos
dados, baseados na transformada de Fourier para a geracdo de parametros que possam
ser analisados baseado no real funcionamento do sistema.

A anélise dos dados proporciona ao aluno do Ensino Médio-técnico entender a
importancia do conhecimento da Matematica basica e entender o principio da aplicagao

da modelagem matematica como ferramenta aplicada.
4.2 METODOLOGIA

Metodologia é o conjunto de métodos, técnicas, procedimentos e principios
utilizados para realizar uma pesquisa, um estudo ou a execucdo de uma atividade de
forma organizada e sistemdtica (Foresti, 2008). Segundo Salvadego (2008) atividades
experimentais “nao requerem local especifico nem carga horaria e, portanto, podem ser
realizadas a qualquer momento, tanto na explicagdo de conceitos, quanto na resolugdo de
problemas, ou mesmo em uma aula exclusiva para experimentagao”.

Segundo Rocha (2021), atividades experimentais tém como objetivo pedagdgico o
aperfeicoamento dos processos de ensino e aprendizagem, tornando-os interativos, podendo
os estudantes participar de forma ativa no desenvolvimento da atividade. Sendo assim,
as atividades experimentais podem proporcionar aos estudantes, o contato direto com a
coleta de dados visando a busca pelas informagdes necessarias para a situagdo estudada.

De forma geral, entendemos atividades experimentais como uma alternativa considerada
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construtiva que pode possibilitar a interdisciplinariedade.

Assim entende-se que o objetivo pedagdgico é o que o aluno deve aprender, ele
expressa a competéncia, habilidade ou conhecimento que se pretende desenvolver. Segundo
S4 (2020), a relagdo entre as atividades didéticas e as atividades experimentais tem o

mesmo proposito, sendo este de atingir o objetivo pedagodgica de ensino.

“Desse modo podemos afirmar que o ensino de matemaética por atividade
experimental é um processo didatico desenvolvido por meio da realizacdo
de tarefas, envolvendo material concreto ou ideias, elaboradas pelo professor
com objetivo de levar estudantes ao encontro com um conhecimento,/conteddo
matematico especifico apds a realizacdo da tarefa, do registro de resultados,
analise e elaboracdo de reflexdes sobre os resultados obtidos que culmina com a
sistematizagdo ou institucionalizagdo de um contetido matemaético”. S& (2020)

o Atividade experimental

Mediante a proposta do trabalho de uma atividade experimental a partir de um
modelo matematico, definem-se as fases de uma atividade experimento segundo S4 (2020)
como sendo:

a) Organizacao

b) Apresentagio

c) Execucgdo

d) Registro
e) Andlise
f)

Consideragoes finais
e Plano de aula

Segundo Menezes (2024), o plano de aula estabelece uma estrutura, ndo engessada
mas norteadora, na qual tem-se como objetivo estabelecer uma forma estruturada para
auxiliar o professor no desenvolvimento das habilidades e competéncias dos alunos. A
seguir tem-se um modelo de uma estrutura de um plano de aula:

a) Informacdes gerais

b) Objetivos de aprendizagem

c) Contetdo

d) Metodologia/Desenvolvimento das aulas

Recursos didaticos

N IR

Avaliacao

) Extensdo / Tarefa de casa

o

h) Referéncias

Assim, com a estrutura do plano de aula e as fases da atividade experimental,

estabelece-se um vinculo entre eles, ou seja, a atividade experimental sendo um método
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do plano de aula. Ou, pode-se dizer, uma metodologia diferenciada atribuida ao plano

de aula no ensino de Matematica. Na proxima sessdo serdo definidas com mais detalhes

as fases da atividade experimental, bem como o exemplo do plano de aula da atividade

experimental proposta no trabalho.

4.3 AULA EXPERIMENTAL: PLANO DE AULA

Nesta sessdo serdo contextualizadas as fases ou roteiro de uma atividade

experimental, com um propdsito de obter mais detalhamento da atividade e entender

como ocorre cada fase, também serd definido o plano de aula contextualizando a sua

estrutura.

e Definicao das fases da atividade experimental:

1.

Organizacgao: constitui-se de organizar a turma, preferencialmente em grupos
de 4 estudantes, assim nao criando distragoes excessivas, que pode ser atribuido
a um nimero muito grande de estudantes por grupos. O docente deve dirigir as

agoes e orientar a formagao das equipes.

. Apresentacao: na apresentacao da atividade experimental compete ao docente

distribuir o material necessario para a realizagao das tarefas da atividade
experimental incluindo o roteiro da mesma. O roteiro pode ser impresso ou
disponibilizado no quadro, o que vai depender das condigoes estruturais da escola.
Para as atividades experimentais com procedimentos mais longos é preferivel que

o roteiro seja disponibilizado de forma escrita para economizar tempo.

. Execucgao: a execucdo corresponde a etapa da experimentacdo quando o

pesquisador manipula os materiais, realiza medidas e/ou célculo, compara e/ou

observa.

. Registro: corresponde ao momento da sistematizacdo das informacbes na

pesquisa cientifica. Neste momento espera-se que cada equipe registre as
informagoes obtidas durante a execucao dos procedimentos no respectivo espago

destinado no roteiro.

. Analise: espera-se que cada equipe analise as informagoes que foram registradas

e descubram uma relacao valida entre as informacoes. Este momento é crucial
para o alcance do objetivo da atividade experimental por ser o momento em que

os estudantes deverao ter o primeiro acesso a informacao desejada pelo docente.

. Consideragoes finais: o momento em que serd produzida a conclusdo oficial da

turma a partir das conclusoes que cada equipe elaborou no momento da anélise.
O momento da institucionalizacdo corresponde, grosso modo, ao momento da

elaboracao das consideragoes finais de um trabalho cientifico.
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Dentro deste contexto, as fases da atividade experimental contemplam uma
estrutura: organizagdo, anotagoes, relatos, atividades e conclusdo, todas fundamentadas

por referéncias que as tornam sustentaveis pedagogicamente.

e Definicdo da estrutura do plano de aula, em alguns tdépicos serao

apresentados exemplos:

1. InformagGes Gerais

Quadro 1 — Informagdes Gerais

Componente curricular;

Professor;
Data;

Duracao da aula.

Informagoes gerais da aula

Fonte: Elaboragdo do autor

2. Objetivos de Aprendizagem

Quadro 2 — Objetivos da Aula

Exemplo: Fungoes Trigonométricas

o Compreender o conceito de fungdo seno e
fungdo cosseno;

o Identificar o dominio, o contradominio e o
Objetivos: Descrever clara- periodo dessas funcdes;

mente o que os alunos
devem ser capazes de fazer
ao final da aula.

o Representar graficamente as fungdes seno e
COSSeNo;

e Analisar o efeito de transformagdes nas fungoes
(translagdo, amplitude e periodo);

e Aplicar os conhecimentos em situagoes-
problema (atividade experimental).

Fonte: Elaboracdo do autor



3. Contetdos

Quadro 3 — Contetddos abordados na aula

Contetudo: Liste os princi-
pais tépicos que serdao abor-
dados na aula

Circulo trigonométrico e coordenadas dos
pontos correspondentes aos angulos.

Defini¢ao de seno e cosseno.
Fungdes y = sen(z) e y = cos(z).
Propriedades: dominio, imagem e periodo.

Transformagoes: y = asen(bx +¢) +d e y =
acos(bx + ¢) + d.

Aplicacoes em fenémenos periddicos.

Fonte: Elaboracdo do autor

4. Metodologia / Desenvolvimento das Aulas

Quadro 4 — Metodologia - Construgao conceitual

Metodologia: Introducao e
Construcao conceitual

e Motivacao Tedrica: Apresentar exemplos

de fendmenos periédicos (ondas do mar,
movimento de um péndulo, corrente elétrica
alternada).

Exploragcdo Conceitual ou Exposicao
Teérica: Revisar o circulo trigonométrico.
Definir: sen(z) =y e cos(z) = y. Utilizar
softwares como GeoGebra ou Excel para
construir os graficos de sen(z) e cos(z).
Observar amplitude, periodo e comportamento
das fungbes. Apresentar exemplos de fungGes
do tipo y = asen(bz + ¢) + d. Discutir o sig-
nificado dos pardmetros: amplitude, periodo,
deslocamento horizontal (fase), deslocamento
vertical.

Atividade Pratica : Em duplas, os alunos
escolhem uma fungdo do tipo y = asen(bz +
¢) + d e constroem o grafico manualmente,
podendo este ser em papel quadriculado.

Fonte: Elaboragdo do autor




5. Recursos Didéaticos

Quadro 5 — Recursos Didéaticos

Quadro e marcadores;

Recursos Didaticos: Indique
0os materiais e recursos tec-
nolégicos que serao utiliza-
dos

Calculadora cientifica;

Computador e projetor multimidia;

Software GeoGebra ou Desmos;

Material descrito no experimento;
Folhas de atividades.

Fonte: Elaboragdo do autor

6. Avaliacao

Quadro 6 — Avaliagdo

o Diagnéstica: perguntas iniciais sobre circulo

trigonométrico.
Explique como o aprendi-

. . e Formativa: observacao da participagao e
zado serd avaliado

resolucao das atividades.

e Somativa: exercicio final com interpretacdo
de graficos e problemas contextualizados.

Fonte: Elaboragdo do autor
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7. Extensdo / Tarefa de Casa

Quadro 7 — Extensao

e Pesquisar fendmenos reais que possam ser

Espaco para notas sobre
modelados por fungdes trigonométricas.

ajustes necessarios, conside-
racoes especiais ou feedback e Criar uma funcdo seno ou cosseno que
dos alunos sobre a aula. represente um movimento periédico (exemplo:
maré, pistao, roda-gigante).

Fonte: Elaboragdo do autor

8. Referéncias

Quadro 8 — Referéncias

Liste todos os materiais de
referéncia que serdo utiliza-
dos ou recomendados para
estudo adicional.

o Citar referéncias: livros, artigos, sites, entre
outros.

Fonte: Elaboracdo do autor

Mediante as fases acima mencionadas, tanto da atividade experimental, quanto do plano de
aula, sera proposto o plano de aula estruturado, com um exemplo, que se e divide em duas
etapas. Na primeira, tem-se a estruturacdo da parte tedrica e didatica da proposta como
plano de aula, em seguida, na segunda etapa, sera estruturada a atividade experimental
em dois experimentos, um experimento em uma planilha eletronica e o outro experimento
sendo pratico com dados reais.

No préximo tépico sera apresentado um exemplo do plano de aula, contemplando a
atividade experimental em seu descritivo, os experimentos serao apresentados nos proximos

topicos.
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e Plano de aula: Com a atividade experimental

1. Informacgoes Gerais

Disciplina: [Nome da Disciplina]
Professor: [Nome do Professor]

Data: [DD/MM/AAAA]

Duracido da Aula: [X horas/minutos]

2. Objetivos de Aprendizagem

Compreender o principio da modelagem matemaética;
Compreender o conceito de fungdo seno e fungdo cosseno;

Identificar o dominio, o contradominio e o periodo dessas fungdes a partir do

experimento;
Representar graficamente as fungdes seno e cosseno;

Analisar o efeito de transformagdes nas fungoes (translagdo, amplitude e periodo).

3. Contetido

Defini¢do do principio de modelagem.

Circulo trigonométrico e coordenadas dos dngulos.
Definigcdo de seno e cosseno.

Fungoes y = sen(x) e y = cos(z).

Propriedades: dominio, imagem e periodo.

Transformacoes: y = asen(bz +¢) +d e y = acos(bzx + ¢) + d.

4. Metodologia / Desenvolvimento das aulas

Motivagdo Tedrica: Apresentar exemplos de fendmenos periédicos (ondas do

mar, movimento de um péndulo, corrente elétrica alternada).

Exploragao Conceitual ou Exposicao Tedrica:

Revisar o circulo trigonométrico, mostrando como as coordenadas de um ponto
variam com o angulo ¢.

Definir: sen(t) =y e cos(t) =y.

Utilizar softwares como GeoGebra ou Excel para construir os graficos de sen(t)
e cos(t). Observar amplitude, periodo e comportamento das fungdes.
Apresentar exemplos de fungdes do tipo y = asen(bt + ¢) + d. Discutir o
significado dos pardmetros: amplitude, periodo, deslocamento horizontal (fase) e

deslocamento vertical.
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« Atividade Experimental: Demonstragido da atividade experimental, de forma
que fique claro a aplicacao da modelagem das funcbes seno e cosseno da obtencao

dos dados reais do experimento.

5. Recursos Didaticos

Quadro e marcadores;

Calculadora cientifica,

Computador e projetor multimidia;

Software GeoGebra ou Desmos;

Material descrito na atividade experimental;

Folhas de atividades.

6. Avaliacao

« Diagndéstica: Perguntas iniciais sobre circulo trigonométrico.
o Formativa: Observacdo da participacao e resolucdo das atividades.

e« Somativa: Exercicio final com interpretagdo de graficos e problemas

contextualizados.
7. Extensdo / Tarefa de casa

o Pesquisar fen6menos reais que possam ser modelados por fungdes trigonométricas.

e Criar uma funcdo seno ou cosseno que represente um movimento periédico

(exemplos: maré, pistdo, roda-gigante).
8. Referéncias

o Listar as referéncias utilizadas como: livros, artigos, sites, entre outros.
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4.4 AULA EXPERIMENTAL: ATIVIDADE 1

O propdsito da atividade experimental é prover o contato do aluno com a
modelagem matematica em uma situagdo real. A proposta inicial é que o aluno tenha
contato com os dados obtidos inicialmente por meio de uma funcio periddica, ja definida
anteriormente, sendo ela de escolha do professor podendo ser seno ou cosseno. A primeira
parte da atividade experimental sera dividida em 2 fases: montagem da planilha e
montagem dos graficos. Estes dados serdo gerados por meio de uma planilha eletronica
conforme o quad. 9, na qual descreve o contetiido de cada coluna. Com os dados obtidos
pela planilha eletronica sera possivel realizar a analise e a construcao de graficos que
permitem verificar a amplitude e a frequéncia da fungao, por meio da transformada de
Fourier. A este exemplo trabalha-se com funcao tabelada de uma funcéo continua na qual
serd aplicada a transformada de Fourier em tempo discreto.

O quad.9 representa a planilha eletronica, pela qual serd realizado o primeiro
contato com a transformada de Fourier. Descreve-se o significado de cada coluna e a
equagao que ela contém. As colunas da planilha serao indicadas, na primeira linha, pela
sequéncia de letras de A até H, na segunda linha, serd indicado as inicias dos dados
necessario para o calculo da transformada de Fourier. Neste exemplo trabalhou-se com
a func¢do seno, com um periodo de 1 segundo com uma quantidade de 25 amostras por

periodo.

o Montagem da planilha com as formulas

Quadro 9 — Planilha Eletronica

A C | D|E F G |H

N | x | f(x) | Re | Im | Fk(Hz) | Rad/s | Amplitude
210
51| 49

Fonte: Elaboracdo do autor

Na coluna A é colocado o nimero de amostras que vai de 0 a 49, que é representada
pela letra N. Com o nuimero de amostras definidos, pode ser obtido a frequéncia de
amostragem, ou seja, um determinado nimero de amostras em um periodo 7" estabelecido.
No exemplo tem-se que N = 50 e T' = 1segundo, assim pode ser definido a frequéncia
de amostragem (F;): medida em Hz. Neste caso utilizou-se N=25, devido ao fato de ser
um ndmero pequeno de amostras e serd estabelecido para a fungdo peridédica de um ciclo

por segundo.



49

T 1
SN
A coluna B representa os valores de x acumulados, que serdo utilizados na funcao
Seno ou cosseno, entao:

= 0,04

Quadro 10 — Coluna B

A B
1 N X
2 0 =0,04- A,

Fonte: Elaboracdo do autor

Na coluna C é atribuida a fungdo seno ou cosseno, com a possibilidade de ter seus

pardmetros variaveis possibilitando novos valores, conforme mostra a equacéo 4.1.

f(z) = a+ bsen(cx) (4.1)

onde:
« a: deslocamento da fungéo (fase);
e b: amplitude da funcao;
o c: frequéncia, representa o niimero de ciclos da fungdo em um determinado periodo.

Observagao: A funcdo f(z) pode ser composta pela soma de mais de uma fungao seno,
como mostra a equagao 4.2.

f(z) = 2sen(5z) + 5sen(2z) (4.2)

Na coluna C tem-se os valores calculados da fungao periédica no ponto x, definida

por uma frequéncia de amostragem, assim obtendo os valores discretos para serem
utilizados na transformada de Fourier.

Quadro 11 — Coluna C

A C
1 | N Re
210 =b-sen(c- By)

Fonte: Elaboracdo do autor

Nas colunas D e E serdo calculados valores da transformada de Fourier por meio
de uma equacao que permite a realizacdo da somatoria de valores.
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A equacdo da transformada de Fourier parte real:

N-1

R{X(e")} = >_ fln]cos(wn)

n=0

A coluna D da planilha contém a equagdo equivalente ao somatério da equacgédo
da transformada de Fourier da parte real, onde implica em soma f[n]cos(wn) para todas

as amostras.

Quadro 12 — Coluna D

A D
1 | N Re
2 0 =SOMARPRODUTO($C$2:$C$51; COS(2*PI()*A2*(LIN($C$2:$C$51)-LIN($C$2))/50))

Fonte: Elaboragdo do autor

A equagdo da transformada de Fourier parte imaginéria:

S{X ()} = — Z_o fln] sen(wn)

A coluna E da planilha contém a equacgado equivalente ao somatério da equacao
da transformada de Fourier da parte imaginéria, que implica em soma f[n]cos(wn) para

todas as amostras.

Quadro 13 — Coluna E

A E
1 | N Im
2 0 =-SOMARPRODUTO($C$2:$C$51; SEN(2*PI()*A2*(LIN($C$2:$3C$51)-LIN($C$2))/50))

Fonte: Elaboracdo do autor

Na coluna F (F}) temos a frequéncia fisica associada ao indice N, em Hertz dada

pela equacgao abaixo:

k 1

N-At T 1004 00z

F, =

onde:
o k = indice da frequéncia (0,1,2,...,N — 1)
e N = numero total de amostras

o At = tempo entre amostras (0,04 s)
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Quadro 14 — Coluna F

Al . F
1N .. F,
20 .. | =405

Fonte: Elaboragdo do autor

A coluna G da planilha contém a equagdo equivalente & frequéncia em radianos

por segundo:

Rad/s=2-7- Fy

Quadro 15 — Coluna G

A G
1| N Rad/s
2 0| .. —2.pi Fy

Fonte: Elaboragdo do autor

A coluna H da planilha contém a equacdo equivalente & amplitude, que seria o

moédulo do nimero real mais o imaginario, tem-se médulo da parte real e parte imaginaria:

| X1 = VRe? + Im?

Quadro 16 — Coluna H

A H
1 | N Amplitude (Ay)
2 0 =SE(A2=0;2*RAIZ(D2"2 + E272)/50;2¥*RAIZ(D2"2 + E272)/(50))

Fonte: Elaboragdo do autor

Amplitude Real (Ag):

Ay = _2|])§k|

Amplitude: valor méximo que a funcdo pode atingir. A planilha permite calcular
a amplitude real Fj, estabelecida pela fungdo e a frequéncia (Hz) do sinal, ou seja, na
funcdo f(z) = a+bsen(cx) a amplitude sendo b e a frequéncia sendo c. A fig. 13 representa

a planilha eletrénica completa.
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Figura 13 — Planilha Eletronica

A B C D E F G H

1 N X F(x) Re Im  Fk(Hz) Rad/s Amplitude real

2 0 0 0,00 0,00 0,00 0 0,0 0,00
3 1 0,04 2,58 0,00 0,00 0,5 3,1 0,00
4 2 0,08 5,78 0,00 | -300,00 1 6,3 12,00
5 3 0,12 8,21 0,00 0,00 15 54 0,00
6 4 0,16 10,13 0,00 0,00 2 126 0,00
7 5 0,2 11,41 0,00 0,00 25 157 0,00
8 6 0,24 11,98 0,00 0,00 3 188 0,00
9 7 0,28 11,79 0,00 0,00 3,5 22,0 0,00

Fonte: Préprio autor

Observa-se na planilha completa na coluna (F) da frequéncia em hertz quando
N=2, temos a frequéncia igual a 1 Hz e observa-se que na coluna (H) com N=2, o valor

de 12 e os demais valores iguais a 0, onde a fungao utilizada é da equagao 4.3.

f(z) = 12sen(1z) (4.3)
o Construcgao de graficos para analise

Obtendo os dados com a planilha eletrénica pode-se montar graficos para analise,
em que o eixo x € a frequéncia e o eixo y a amplitude da funcdo ou do sinal. O grafico
f(z) terd a fungdo f(xr) = a + bsen(cx) e suas derivagdes de acordo com a prética.
No trabalho serdo apresentadas trés situagoes: f(z) = 12sen(lz); f(x) = 12sen(6z) e
f(z) = 12sen(5z) + 5sen(2z).

A fig. 14 representa a fungdo f(z) = 12sen(1x), pode-se observar que a amplitude
do grafico é a mesma da funcdo e é representada no grafico amplitude x frequéncia, os
dados de amplitude sdo obtidos por meio da transformada de Fourier.

Na fig. 15 representa a fungéo f(x) = 12sen(6x), pode-se observar que a amplitude
do grafico se manteve a mesma da funcdo e foi alterado sua frequéncia, os dados de

amplitude sdo obtidos por meio da transformada de Fourier.



Figura 14 — Amplitude e Fungéo seno f(z) = 12sen(1z)
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Fonte: Préprio autor

Figura 15 — Amplitude e funcéo seno f(z) = 12sen(6x)
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Fonte: Préprio autor
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A fig. 16 representa a fungdo f(z) = 12sen(5x) + 5sen(2z), observa-se que os
valores de amplitude e frequéncia sdo obtidos pela transformada de Fourier, no grafico
amplitude x frequéncia estao representados. No grafico na forma de uma senoide, nao é
facil observar a existéncia da soma das fungdes, mas com a transformada é possivel obter

os dados de frequéncia e amplitude das funcGes.

Figura 16 — Amplitude e soma de fungdes seno
Amplitude real x Frequéncia
14,00
12,00
10,00
2,00

6,00

Amplitude

4,00

2,00

o 1 2 2 4 5 & 7 2 2 10 11 12 12 14

—a— Amplitude real Frequéncia {Hz)

Soma de f(x)

20,00
15,00
10,00

5,00

0,00

Fix)

1,2

0
5,00

-10,00
-15,00

20,00

¥ [FsxM)

—a—fix)

Fonte: Préprio autor
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4.5 AULA EXPERIMENTAL: ATIVIDADE 2

A segunda atividade da aula experimental tem como objetivo prover dados reais de
um sistema dindmico. O sistema dindmico no experimento tem por finalidade a obtencao
de dados de aceleragao, por meio do sensor que registra a aceleracdo do sistema sensor
este MPU6050, o qual possui sensoriamento nos trés eixos (x,y e z). O objetivo é gerar
dados reais, coletados para serem analisados, por meio da transformada de Fourier, a
fig. 17 apresenta o fluxograma do sistema dinidmico.

Figura 17 — Fluxo do Experimento

Sistema Coleta Organizacao Modelagem
Dinamico de Dados dos Dados dos Dados

Fonte: Préprio autor

Para a realizacdo do experimento, serdao divididos trés passos: componentes para

o experimento, montagem dos componentes e coleta de dados.
o Passo 1: Componentes necessarios para o experimento

Para a realizagao do experimento serdo necessarios os materiais listados abaixo,
também sera necessario que no computador seja instalado o Arduino para a gravagdo do
arquivo que vai realizar a comunicacao entre o sensor e placa Arduino Uno e também que
tenha sido instalado o Python, que vai fazer uso da algoritmo da transformada de Fourier,

por meio de sua biblioteca.

Material utilizado para o experimento:
1. Computador com Arduino e Python 3.11 instalado;
2. Bomba de ar para aquaério;
3. Placa Arduino UNO;
4. Cabo com USB e terminal para fonte;
5. Sensor MPU 5060;
6. Cabos ligacdo do sensor no Arduino;

7. Fita dupla face;
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As fig. 18 e fig. 19 sao as representagoes dos materiais para o experimento. Sendo
que a fig. 19 (b) tem como finalidade, apresentar a ligacdo do sensor com a placa Arduino
Uno.

Figura 18 — Arduino Uno e o Sensor Acelerémetro

(a) Arduino Uno (b) Sensor Acelerdmetro

Fonte: Préprio autor

Figura 19 — Bomba de ar de aquario e Ligacao do Sensor

L ]

fritzing

(a) Bomba de aquario (b) Liagdo do Sensor Acelerdmetro

Fonte: Préprio autor

e Passo 2: Montagem dos Componentes

Descritivo da sequéncia para ligacdo dos componentes:
a) Ligar terminais do sensor na placa Arduino Uno de acordo com o diagrama
da fig. 19 (b).
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b) Ligagdo da placa Arduino Uno com o computador: com o cabo com o terminal
USB de um dos lados e conector de fonte do outro, liga-se no computador a
uma saida USB e a outra extremidade na placa no Arduino Uno conforme
fig. 20 (b).

c) Fixar sensor: Fixagdo do sensor na bomba de ar de aquario de acordo com a
fig. 20(a).

d) Ligagdo da bomba de ar de aqudrio: conectar a bomba de ar de aquério em
uma fonte 110 v.

e) Instalar software Arduino e Python no computador (com a placa Arduino

desligada).

Com os componentes instalados e o software, realizar os testes de funcionamento:
abrir o software Arduino e configurar a placa de acordo com o componente adquirido
(Arduino Uno) e verificar em qual porta esta conectado o cabo USB e configurar de acordo
com a instalagdo do software e ligar todo o sistema.

A verificacao de funcionamento do sensor sera realizada apds a instalacdo do

programa de leitura de dados na placa do Arduino Uno.

Figura 20 — Ligagao: sensor, bomba de ar e placa Arduino Uno

(a) Fixagio sensor na bomba de ar (b) Liagdo do sistema

Fonte: Préprio autor

o Passo 3: Coleta de Dados
Para a coleta de dados devem ser seguidas as seguintes etapas:
Primeira Etapa: Abrir o software Arduino e carregar o programa (Apéndice

A) de leitura de dados do sensor no software Arduino e gravar o programa na placa do

Arduino Uno.
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Observagao: Com o programa gravado na placa, o software Arduino pode verificar
o funcionamento do sensor ligando a bomba de aquario e observar a coleta de dados pelo

software Arduino.

Figura 21 — Coleta de dados bomba de aquario no Arduino

E) comz (disconnected) — [m] »

B value1 Evalue2 pEgvalue3 value 4 Interpolate ==

Fonte: Préprio autor

A fig. 21 apresenta os dados coletados com a bomba de aquario em funcionamento,
identificando os trés eixos como value 1, value 2 e value 3, sao valores reais de vibragao

devido ao funcionamento do sistema, coletadas pelo sensor de aceleracao.

Figura 22 — Bomba de aquéario parada

) COM3 (disconnected) - [m} >
B value 1 E@value2 pPgvalue 3 value 4 Interpolate ==
1.2
0.8
0.6
0.4
0,2
. - o P . o R _
0.2
3035 3047 3059 3071 3084

Fonte: Préprio autor

A fig. 22 apresenta os dados coletados com a bomba de aquéario parada,
identificando os trés eixos como value 1, value 2 e value 3, sdo valores reais obtidos

pelo sensor de aceleragao.
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Segunda Etapa: Abrir o software Python e carregar o programa (Apéndice B)
de leitura e coleta de dados. O programa realiza a coleta de dados e armazena em um
arquivo para ser analisado com a bomba de aquario em funcionamento, apds a coleta o

sistema pode ser desligado, pois os dados estao armazenados no arquivo.

Figura 23 — Coleta de dados Python

scriptl v

Fonte: Préprio autor

Terceira Etapa: O arquivo do Python contendo os dados, carregar o programa
de anélise de dados (Apéndice C), por meio deste programa, que utiliza a transformada
de Fourier, para obter a amplitude e frequéncia fundamental da amostra. O programa vai
gerar os graficos das fig. 24, fig. 25 e fig. 26.

Figura 24 — Dados do Eixo X - Niimero Total de Amostras

Eixo X - Tempo (reduzido + fundamental) Eixo X - FFT (2314 amostras)
T
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101 067
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-1.0 1
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1
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Tempo (s)

Fonte: Préprio autor



Figura 25 — Dados do Eixo Y - Niimero Total de Amostras

Eixo Y - Tempo (reduzido + fundamental)

Eixo Y - FFT (2314 amostras)
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Fonte: Préprio autor
Figura 26 — Dados do Eixo Z - Ntmero Total de Amostras
Eixo Z - Tempo (reduzido + fundamental) Eixo Z - FFT (2314 amostras)
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Fonte: Préprio autor
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As fig. 24, fig. 25 e fig. 26 representam os valores obtidos na coleta de dados,
que foram divididas em duas partes, uma representa os dados das amostras (tempo x
aceleragdo) e a outra representa as frequéncias e amplitudes, respectivamente (frequéncia
x amplitude). Em cada figura est4 indicado o eixo que gerou a aceleragdo e também esté

indicado a quantidade de amostras geradas pelo sistema durante o periodo de coleta.

Figura 27 — Dados do Eixo X - Nimero Reduzido de Amostras

%1 Figure 1 — ] >
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Fonte: Préprio autor

Na fig. 27 tem-se o nimero de amostras reduzido, e é apresentada a frequéncia
fundamental e sua amplitude, observa-se que a frequéncia fundamental e amplitude
apresenta-se com os mesmos valores. A transformada de Fourier permite obter a frequéncia

fundamental a partir de um niimero reduzido de amostras.

Figura 28 — Configuracao do Programa - Nimero Reduzido
de Amostras

e scriptl.py

Fonte: Préprio autor

A fig. 28 representa uma parte do programa que pode ser realizado a configuracao
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para um numero reduzido de amostras na obtencao da frequéncia fundamental.
Com os dados obtidos em aceleracao, o programa do apéndice C gera um grafico

que apresenta frequéncia x velocidade, esta indicando o deslocamento do sistema dinamico.

Figura 29 — Velocidade x Frequéncia

ISO 10816 - Velocidade (mm/s)

25+ —— Velocidade (mm/s)

— 0K (2.8)
Alerta (4.5)

20 4 —— Perigo (7.1)

15 4

10 4

Velocidade (mm/s)

0 ;_.ML_._.-\“__._A__..JL A "

T T T T
0 50 100 150 200 250
Frequéncia (Hz)

Fonte: Préprio autor

A fig. 29 apresenta o deslocamento do sistema e faz uma referéncia a norma ISO

10816, que trata dos limites de velocidades para sistemas dindmicos.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

O planejamento das aulas e suas atividades sdo de extrema importancia para
um aprendizado eficiente. Assim, observa-se o quanto um plano de aula e uma aula
experimental bem planejada tornam o ensino mais consistente, atrativo e interessante
para o aluno.

Em discuss6es nos capitulos anteriores sobre o plano de aula e a aula experimental
foram subdivididos em t6picos nos quais observou-se uma semelhanca e uma similaridade

entre ambos, no qual o quad. 17 apresenta.

Quadro 17 — Plano de Aula x Aula Experimental

Plano de Aula Aula Experimental | Plano de Aula Experimental

o Informagoes Gerais; o Informagoes Gerais;

» Contetdo; * Apresentagio; o Conteido / Apresentagio;

e Metodologia; * Execugao; o Metodologia / Execucao;

e Recursos didaticos; * Registro; e Recursos Didaticos;

o Avaliacdo » Andlise; o Avaliagdo / Anélise;

o Extensdo / Tarefa de ) S;)ir;.sideragées S Extensdo / Consideragoes
casa; Finais;

o Referéncias. o Referéncias.

Fonte: Elaboragdo do autor

Devido a esta observacao pode-se concluir que o préprio plano de aula, sendo este
por definicdo flexivel o que torna possivel a integragdo ou a juncao entre ambos, podendo
ser definido como um plano de aula experimental. Tornando o trabalho do professor mais
direcionado, sendo um guia de orientacdo para o planejamento de suas aulas.

Na atividade experimental introdutéria na qual se utiliza a planilha eletrénica
fica evidente a funcionalidade em observar os parametros das fungées periddicas como
frequéncia e amplitude, ao se aplicar a modelagem matematica utilizando a transformada

de Fourier no qual podemos observar na fig. 30, em que a identificacdo da amplitude e a
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frequéncia da senoide se apresenta como no grafico.

Figura 30 — Amplitude x Frequéncia

Amplitude real x Frequéncia

a
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Fonte: Préprio autor

Ainda na planilha eletronica o professor tem aceso & inser¢do de novos parametros,
como pode-se observar na funcdo f(z) = 12sen(5z) + 5sen(2z), facilitando o ensino das
fungoes periddicas com novos exemplos, tornando a atividade mais dindmica. Gerando
uma expectativa no aluno para a aula experimental com os equipamentos que permitem
a geracao de dados reais de vibragao, como proposto no trabalho.

Observando a definicao de vibracdo, que é o movimento de um corpo em torno de
uma posi¢do de referéncia, de forma periédica ou ndo, causado por forgas dindmicas. Um
exemplo desse movimento em que se percebe a existéncia de vibragao sdo os equipamentos
rotativos, sendo o ventilador doméstico podendo ser um deles.

Esta definicdo em Fisica é representada pelo movimento harménico simples (MHS),
que é um tipo de movimento vibratério no qual a forca que atua sobre o corpo é sempre
dirigida para a posigdo de equilibrio e é proporcional ao deslocamento do corpo em relagao
a essa posicao.

De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2016), a posi¢do de um corpo que

executa MHS pode ser descrita por uma fungado periédica do tempo, dada pela equacao:

z(t) = Acos(wt + )

Esta equagéo, z(t) representa o deslocamento do corpo em relagdo & posigdo de
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equilibrio no instante ¢, A é a amplitude do movimento, w é a frequéncia angular do
sistema, relacionada a frequéncia f por w = 27 f, e ¢ é a fase inicial, que depende das
condigoes iniciais do movimento.

A este destaque em Fisica tem-se as funcbes que foram trabalhadas na aula
experimental, na qual pode-se observar a semelhanca entre ambas.

e Funcao Periédica
f(z) = beos(cz)
» Representacio em fisica (MHS)

z(t) = Acos(wt + @)

Analisando as duas funcgbes observa-se que a amplitude do movimento
representada pela letra “A” e a amplitude da funcao periédica representada pela letra “b”
sdo de mesma relacdo, ou seja, a transformada de Fourier permite obter a amplitude em
relagdo a ambas, em contextos diferentes. Traduzindo para Fisica, temos a amplitude do
movimento, seja este entdao o deslocamento da massa associada a vibragao, sendo obtido
a frequéncia e a amplitude de deslocamento da massa.

Fazer uma analogia entre as duas equagdes permite que o professor tenha condicGes,
por meio do experimento, de ensinar as fungoes periddicas e exemplificar o uso das fungées

para obter valores relevantes em sistemas dindmicos.
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Capitulo 6

Consideracoes Gerais

O trabalho desenvolvido tem por objetivo, apresentar uma pratica pedagdgica no
ensino de Matematica das fungoes peridédicas do tipo seno e cosseno, voltada ao Ensino
Médio-técnico, por meio de uma aula experimental com um experimento de baixo custo,
permitindo a modelagem matematica dos dados coletados no experimento, por meio da
transformada de Fourier para serem analisados.

A prética pedagdgica se dividiu em dois experimentos, um consiste na utilizacao
de uma planilha eletronica, permitindo ao aluno a observagao fragmentada do modelo e
os conceitos matematicos das fungbes periédicas associados a estes fragmentos. A segunda
parte consiste no experimento pratico, onde o modelo é aplicado na integra. Na busca por
um formato para o planejamento da pratica pedagodgica, considerou-se a possibilidade da
juncao do plano de aula tradicional com a aula experimental, obtendo um plano de aula
experimental.

Como um dos objetivos do trabalho é prover que o aluno tenha contato com uma
ferramenta de modelagem matemaética, foi apresentado uma sequéncia de experimentos em
que o aluno vai tomando conhecimento da ferramenta na medida em que sdo executados,
evidenciando que um simples experimento pode conter um alto grau de conhecimento de
uma ferramenta com grande aplicabilidade em diversas areas de conhecimento das ciéncias
e engenharias.

A dindmica do experimento em uma situacdo real tem como impacto ndo sé
prover conhecimento de Matematica ao aluno, mas também em despertar no aluno o
interesse na Matematica e sua aplicagdo em situagoes reais por meio da modelagem. Com
o experimento, o aluno tem valores e dados de uma situacao real que pode ser associada
a uma série de equipamentos que fazem parte do desenvolvimento de suas habilidades e
competéncias no Ensino Médio-técnico.

A contribuicao do trabalho estd na pratica pedagodgica que permite ensinar as
funcgoes periddicas seno e cosseno por meio de um experimento de baixo custo. Isto ajuda
a traduzir de forma simples e com exemplos praticos das aplicagoes e facilitando o ensino
das funcées periddicas.

Para a continuacao deste trabalho, observa-se a importancia da aplicacdo dos
experimentos em sala de aula e os relatos dos resultados observados pelo professor apds a

aplicacao da pratica pedagdgica.
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Apéndice A — Cdédigo fonte Arduino

O codigo apresentado a seguir foi utilizado para aquisicdo dos sinais e calculo da

transformada de Fourier no Arduino.

#include <Adafruit_ADXL345_U.h>

#include <Adafruit_I2CDevice.h>

#include <Adafruit_SPIDevice.h>

#include <Adafruit_Sensor.h>

#include <arduinoFFT.h>

#include "arduinoFFT.h" // importa a biblioteca da transformada de fourier
int SAMPLES = 512; // ntimero de amostras

#define SAMPLING_FREQUENCY 10000 // Hertz

arduinoFFT FFT = arduinoFFT(); // cria o objeto FFT

unsigned int sampling_period_us;
unsigned long microseconds;
unsigned long tempo;
double vReall[128];
double vImag[128];
byte opcao;
int N, escolha = 1;
int i, j, k;
float kk;
int apodizacao[] = {
FFT_WIN_TYP_RECTANGLE,
FFT_WIN_TYP_HAMMING,
FFT_WIN_TYP_HANN,
FFT_WIN_TYP_TRIANGLE,
FFT_WIN_TYP_NUTTALL,
FFT_WIN_TYP_BLACKMAN,
FFT_WIN_TYP_BLACKMAN NUTTALL,
FFT_WIN_TYP_BLACKMAN HARRIS,
FFT_WIN_TYP_FLT_TOP,
FFT_WIN_TYP_WELCH
};
void setup() {
Serial.begin(115200) ;
sampling period_us = round(1000000 * (1.0 / SAMPLING_FREQUENCY));
}
void loop() {
if (Serial.available() > 0) {
opcao = Serial.read();
}
switch (opcao) {
case ’E’:
SAMPLES = Serial.parselnt();
escolha = Serial.parseInt();
Serial.print (SAMPLES) ;
opcao = 100;
break;
case ’A’:
tempo = millis();
for (i = 0; i < SAMPLES; i++) {



microseconds = micros();
vReal[i] = analogRead(0);
vImag[i] = 0;
while (micros() < (microseconds + sampling period_us)) { }
}
for (k = 0; k < SAMPLES; k++) {
kk = (k * 0.1);
Serial.print(kk, 6);
Serial.print(",");
Serial.println(vReall[k]); }
FFT.Windowing(vReal, SAMPLES, apodizacao[escolha], FFT_FORWARD);
FFT.Compute(vReal, vImag, SAMPLES, FFT_FORWARD);
FFT.ComplexToMagnitude(vReal, vImag, SAMPLES);
for (j = 0; j < (SAMPLES / 2); j++) {
Serial.print((j * 1.0 * SAMPLING_FREQUENCY) / SAMPLES, 1);
Serial.print(",");
Serial.println(vReall[j], 1);
}
opcao = 100;
break;
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Apéndice B — Cdédigo Python -
Aquisicao
O cb6digo apresentado a seguir foi utilizado para aquisicao dos sinais e geragao de
arquivo no Python.

import serial
import time

import numpy as np
import csv

# === CONFIGURAGOES ===

PORTA_SERIAL = ’COM4’ # Ajuste conforme necessério
BAUD_RATE = 115200

TEMPO_COLETA = 5 # segundos

# === INICIALIZA SERIAL ===

ser = serial.Serial (PORTA_SERIAL, BAUD_RATE, timeout=1)
time.sleep(2) # Aguarda Arduino iniciar

# === VARIAVEIS ===

tempo = []

ax_list, ay_list, az_list = [1, [1, [

print("Iniciando coleta...")

start_time = time.time()
while (time.time() - start_time) < TEMPO_COLETA:
try:
linha = ser.readline().decode(errors=’ignore’).strip()
if not linha:
continue
# --- Filtrar linhas no formato correto ——-
if linha.startswith("TIME,"):
partes = linha.split(",")
if len(partes) ==
try:
ax = float(partes[1])
ay = float(partes[2])
az = float(partes[3])

tempo.append (time.time() - start_time)
ax_list.append(ax)
ay_list.append(ay)
az_list.append(az)
except:
continue
except Exception as e:
print ("Erro na leitura:", e)
continue
ser.close()
print("Coleta finalizada.")

# === CONVERSAO PARA ARRAYS ===
tempo = np.array(tempo)



ax = np.array(ax_list)
ay = np.array(ay_list)
az = np.array(az_list)

if len(tempo) < 2:
print("Erro: dados insuficientes.")
exit ()

# === FUNGOES DE PROCESSAMENTQ ===
def calcular_velocidade(acel, delta_t):
# Converte aceleracio em m/s?
return np.cumsum(acel * 9.81) * delta_t

def calcular_deslocamento(vel, delta_t):
return np.cumsum(vel) * delta_t

# === DELTA T ===
delta_t = tempo[1] - tempo[0]

=== CALCULOS POR EIX0 ===
vel_x = calcular_velocidade(ax, delta_t)
vel_y = calcular_velocidade(ay, delta_t)
vel_z = calcular_velocidade(az, delta_t)

desl_x = calcular_deslocamento(vel_x, delta_t)
desl_y = calcular_deslocamento(vel_y, delta_t)
desl_z = calcular_deslocamento(vel_z, delta_t)

# === SALVAR DADOS EM CSV ===
def salvar_dados_csv(nome_arquivo="dados_mpu6050.csv") :
if len(tempo) ==
print ("Nenhum dado para salvar!")
return

with open(nome_arquivo, ’w’, newline=’’) as arquivo_csv:
writer = csv.writer(arquivo_csv)
writer.writerow([’tempo_s’, ’ax_g’, ’ay_g’, ’az_g’])
for t, x, y, z in zip(tempo, ax, ay, az):
writer.writerow([t, x, y, z])

print ("\n=== RELATORIO DE COLETA ===")

print(£f"Total de amostras coletadas: {len(tempo)l}")

print (f"Frequéncia de amostragem estimada: {1/delta_t:.1f} Hz")
print(f"Tempo total registrado: {tempo[-1]:.3f} s")

print (f"Arquivo salvo como: {nome_arquivol}")

print ("\nPrimeiras amostras:")
for i in range(min(5, len(tempo))):

print(f"{tempo[i]:.2f}s | ax={ax[i]:.3f}g | ay={ay[i]:.3f}g | az={az[i]

salvar_dados_csv()
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:.3f}g")



74

Apéndice C — Cdédigo Python -
Analise

O cédigo apresentado a seguir foi utilizado para analisar os dados coletados que

estdo no arquivo do Python.

import csv
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

try:
from scipy.signal import butter, filtfilt
SCIPY_OK = True
except ImportError:
SCIPY_OK = False
print ("Scipy nfo instalado - filtros n#o serdo aplicados.")

try:

from scipy.fft import fft, fftfreq
except ImportError:

from numpy.fft import fft, fftfreq

#

# CONFIGURAGOES

#

ARQUIVO = "dados_mpu6050.csv"
FS = 500

DT = 1/FS

G_TO_MS2 = 9.80665

LP_FREQ = 245 # filtro passa baixa
HP_FREQ = 10 # filtro passa alta
LIMIAR_AMPLITUDE = 0.1

TEMPO_COLETA = 10

NUM_CICLOS = O # nimero de ciclos desejado

#
# FUNGOES
#
def ler_dados_csv(nome_arquivo):
tempo, ax, ay, az = [1, [1, [0, [
with open(nome_arquivo, ’r’) as f:
reader = csv.DictReader(f)
for linha in reader:
t = float(linha[’tempo_s’])
if t > TEMPO_COLETA:
break
tempo . append (t)
ax.append(float(linha[’ax_g’]))
ay.append(float(linhal[’ay_g’]))
az.append(float(linha[’az_g’]))
return np.array(tempo), np.array(ax), np.array(ay), np.array(az)

def butter_filter(data, cutoff, fs, btype, order=4):
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if not SCIPY_OK:
return data
nyq = 0.5 * fs
normal = cutoff / nyq
b, a = butter(order, normal, btype=btype)
return filtfilt(b, a, data)

def aplicar_filtros(signal):
signal = butter_filter(signal, LP_FREQ, FS, "low")
signal = butter_filter(signal, HP_FREQ, FS, "high")
return signal
def calcular_fft(sinal):
N = len(sinal)
freqs = fftfreq(N, DT)[:N//2]
mags = np.abs(fft(sinal)) [:N//2] * (2/N)
return freqs, mags
def encontrar_inicio_fase(sinal):
cruzamentos = np.where(np.diff (np.sign(sinal)) > 0)[0]
return cruzamentos[0] if len(cruzamentos) > 0 else 0
def reduzir_por_ciclos(tempo, sinal, fdom, ciclos):
if ciclos <= 0 or fdom <= O:
return tempo, sinal
periodo = 1 / fdom
t_final = ciclos * periodo
idx_ini = encontrar_inicio_fase(sinal)
tempo = tempo[idx_ini:] - tempo[idx_ini]
sinal = sinal[idx_ini:]
indices = np.where(tempo <= t_final) [0]
return tempo[indices], sinal[indices]

def gerar_senoide_fundamental (amplitude, freq, tempo):
return amplitude * np.sin(2 * np.pi * freq * tempo)

def plotar_funcao_fft(tempo_red, sinal_red, freqs, fft_mags, fdom, eixo):
plt.figure(figsize=(12,5))

# --- Tempo ——-

plt.subplot(1,2,1)

plt.plot(tempo_red, sinal_red, ’b-’, label="Sinal Reduzido")
# Adiciona sendide da frequéncia fundamental

A = np.max(np.abs(sinal_red))

senoide = gerar_senoide_fundamental(A, fdom, tempo_red)
plt.plot(tempo_red, senoide, ’r--’, label=f"Senoide Fundamental {fdom:.2f} Hz")
plt.grid(True)

plt.title(f"Eixo {eixo} - Tempo (reduzido + fundamental)")
plt.xlabel("Tempo (s)")

plt.ylabel("g")

plt.legend()

# -—— FFT ---
plt.subplot(1,2,2)
plt.plot(freqs, fft_mags, ’r’)
if fdom > O:
plt.axvline(fdom, color=’b’, linestyle=’--’, label=f’Fundamental {fdom:.2f} Hz’)
plt.title(f"Eixo {eixo} - FFT ({len(sinal_red)} amostras)")
plt.grid(True)
plt.x1im(0, FS/2)
plt.legend()
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plt.tight_layout()
plt.show()

def fft_velocidade(signal_g):
N = len(signal_g)
A = fft(signal_g * G_TO_MS2)[:N//2]
freqs = fftfreq(N, DT) [:N//2]
w = 2*np.pi*fregs
w[0] = 1e-6
V=247 (1j*xw)
return freqs, np.abs(V)*(2/N)*1000 # mm/s

#
# LEITURA E FILTRO
#
tempo, ax, ay, az = ler_dados_csv(ARQUIVO)

ax = aplicar_filtros(ax)

ay = aplicar_filtros(ay)

az = aplicar_filtros(az)

#

# DETECTAR FREQUENCIA FUNDAMENTAL DO EIXO Y
#

freq_y_full, fft_y_full = calcular_fft(ay)

indices = np.where(fft_y_full >= LIMIAR_AMPLITUDE) [0]

fdom_y = freq_y_full[indices[np.argmax(fft_y_full[indices])]] if len(indices) > 0 else O
print (f"Frequéncia fundamental detectada: {fdom_y:.2f} Hz")

#
# REDUZIR TEMPO E SINAL POR CICLOS
#
tempo_xr, ax_r = reduzir_por_ciclos(tempo, ax, fdom_y, NUM_CICLOS)
tempo_yr, ay_r = reduzir_por_ciclos(tempo, ay, fdom_y, NUM_CICLOS)
tempo_zr, az_r = reduzir_por_ciclos(tempo, az, fdom_y, NUM_CICLOS)

# Igualar tamanhos

N_min = min(len(ax_r), len(ay_r), len(az_r))

ax_r, ay_r, az_r = ax_r[:N_min], ay_r[:N_min], az_r[:N_min]
tempo_r = tempo_xr[:N_min]

#
# FFT REDUZIDA
#
freq_x, fft_x = calcular_fft(ax_r)
freq y, fft_y = calcular_fft(ay_r)
freq_z, fft_z = calcular_fft(az_r)

#
# GRAFICO ISO 10816 (velocidade eixo Y)
#
freq v, V_y = fft_velocidade(ay)

valid = freq_v > 2

plt.figure(figsize=(14,6))
plt.plot(freq_v([valid]l, V_y[valid], "r", label="Velocidade (mm/s)")
plt.axhline(2.8, color="green", label="OK (2.8)")
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.grid(True)

plt
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.axhline(4.5, color="orange", label="Alerta (4.5)")
.axhline(7.1, color="red", label="Perigo (7.1)")

.title("ISO 10816 - Velocidade (mm/s)")
.xlabel("Frequéncia (Hz)")
.ylabel("Velocidade (mm/s)")

legend ()

show ()

#

# GRAFICOS X, Y, Z (tempo reduzido + FFT + senéide fundamental)

#

plotar_funcao_fft(tempo_r, ax_r, freq x, fft_x, fdom_y, "X")
plotar_funcao_fft(tempo_r, ay_r, freq y, fft_y, fdom_y, "Y")
plotar_funcao_fft(tempo_r, az_r, freq z, fft_z, fdom_y, "Z")
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