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As possibilidades sdo infinitas,

a espera de serem germinadas.

A cada passo,
cada escolha,
cada circunstincia,

pequenas segoes sdo definidas.

E mesmo quando,

em momentos de transigdo,
algo parece falhar,

ainda faz parte de algo maior,

pronto para se conectar.

Longas segoes,
escritas no espago-tempo,

ricas em detalhes.

Cada passo,
cada momento,
é importante

e indispensdvel para a construcdo do todo.

E por mais que tentemos (e talvez consigamos)
categorizar as fases e circunstancias dessa caminhada,

tudo faz parte de um tinico e grandioso objeto chamado vida.

E talvez viver seja, no fundo, uma constante acdo de feixificagdo.

(Laurinda Morais)






Resumo

A busca por propriedades globais de objetos matematicos frequentemente passa pela andlise de seus
comportamentos locais. No entanto, quando tentamos conectar dados definidos em diferentes regides
de um espago, encontramos obstru¢des que revelam informacdes topoldgicas sobre o préprio espaco.
A Teoria dos Feixes organiza informacOes matematicas definidas em regides locais de um espago,
enquanto a Cohomologia de Cech mede quando essas informagdes locais ndo podem ser combinadas
de forma consistente para formar um objeto global. Este trabalho aborda essas teorias, partindo
inicialmente dos fundamentos categdricos, incluindo categorias monoidais e 2-categorias e avancando
para teoria de feixes e para a cohomologia de Cech. Em seguida, aplicamos essas ferramentas ao
estudo de fibrados vetoriais, apresentando um modelo geométrico para a primeira classe de Chern,
a qual surge, no contexto da cohomologia de Cech, como a classe que classifica fibrados de linhas
complexos a menos de isomorfismo, fornecendo assim uma interpretacio geométrica do grupo de
cohomologia H?(X,Z). Por fim, introduzimos as gerbes como estruturas que generalizam os fibrados
de linhas em um contexto 2-categérico. Utilizando a cohomologia de Cech e a linguagem de 2-
categorias, descreve-se como as gerbes se relacionam com classes de cohomologia em grau trés,
oferecendo um modelo geométrico de H>(X,7Z).

Palavras-chave: Categorias; 2-Categorias; Teoria de Feixes; Cohomologia de Cech; Fibrados; Ger-
bes.






Abstract

The investigation for global properties of mathematical objects often relies on an understanding of
their local behavior. However, when one attempts to assemble local data from different regions of a
space, obstructions may rise, revealing intrinsic topological information about the space itself. Sheaf
Theory organizes mathematical information defined on local regions, while Cech Cohomology mea-
sures when this local information cannot be consistently combined to form a global object. This work
develop these theories, starting from categorical foundations, including monoidal categories and 2-
categories, and advancing toward sheaf theory and Cech cohomology. Subsequently, these tools are
applied to the study of vector bundles, presenting a geometric model for the first Chern class, which
arises within the context of Cech cohomology as the class that classifies complex line bundles up to
isomorphism, thus providing a geometric interpretation of the cohomology group H?(X,Z). Finally,
we introduce gerbes as structures that generalize line bundles within a 2-categorical framework. Using
Cech cohomology and the language of 2-categories, it is described how gerbes relate to third-degree

cohomology classes, offering a geometric model of H? (X,7Z).

Keywords: Categories; 2-Categories; Sheaf Theory; Cech Cohomology; Bundles; Gerbes.
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Lista de Simbolos

~: Isomorfismo.

L: Unido disjunta.

Ob(%): Classe dos objetos da categoria %

Homg (X,Y): Conjunto dos morfismos de X a Y, onde X e Y sdo objetos de €.
¢°P: Categoria oposta de €.

€ x Z: Produto de categorias ¢ e Z.

Sets: Categoria dos conjuntos.

Grp: Categoria dos grupos.

GrpAb: Categoria dos grupos abelianos.

Vecty: Categoria dos espagos vetoriais sobre o corpo K.

Top: Categoria dos espagos topoldgicos.

Cat: 2-categoria das categorias pequenas.

(¢,®,1,a,A,p): Categoria monoidal com produto ®, unidade 1, associador ¢, unitores A e p.
oxyz: (XQY)®Z = X ® (Y ®Z): Isomorfismo associador em uma categoria monoidal.
Ax : 1®X = X: Unitor 2 esquerda.

px: X®1 =+ X: Unitor 2 direita.

§X7y :X®Y = Y ®X: Isomorfismo de simetria.

Mon(%’): Categoria dos monoides em %

GL(V): Grupo dos automorfismos lineares de V.

Homg(X,Y) (em 2-categorias): Categoria pequena dos 1-morfismos de X para Y.
o : f = g: 2-morfismo de f para g.

o: Composicao (vertical ou horizontal, conforme o contexto).

®: Composi¢ao horizontal de 2-morfismos.

ar e p: Associador em uma 2-categoria fraca.

l¢: Unitor a esquerda em uma 2-categoria fraca.

r¢: Unitor a direira em uma 2-categoria fraca.

Topy: Categoria dos abertos de X, cujos morfismos sdo inclusoes.

PreFeixesy «: Categoria dos pré-feixes em X com valores na categoria ¢ .
Feixesy : Categoria dos feixes em X com valores na categoria €.

Z(U): Segdes de um pré-feixe & sobre o aberto U.
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Pyy: Morfismo de restrigdo de #(U) para Z(V).

['(Z) := Z(X): Conjunto das se¢des globais de .

P, Talo de um pré-feixe & no ponto a.

[(U,s)]q: Germe da se¢do s no ponto a.

supp(s): Suporte de uma secao s.

[+ Push-forward de um pré-feixe & pela aplicagdo f.

P Feixe associado (feixificacdo) de 2.

E: P — P Morfismo candnico para a feixificacdo.

Kerp: Kernel de um morfismo p.

Imp: Imagem de um morfismo p.

Ker” p: Kernel de um morfismo de feixes.

Im” p: Imagem de um morfismo de feixes.

L = {U;}ier: Cobertura aberta de X.

Uig-i, = Ui, N---NU;,: Intersegao de abertos de uma cobertura.

CP(4, P): p-cocadeias de Cech de £l com coeficientes em Z2.

HP (4, 2): p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de £ com coeficientes em Z.
HP (X, Z): p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de X com coeficientes em &7.
E, =~ !(x): Fibra sobre x € X.

(U, ¢): Carta local (trivializacao) de E sobre U.

f*E: Pull-back do fibrado E pela aplicagao f.

['(E): Conjunto das sec¢des globais de E.

I'(E|y): Conjunto das se¢des locais de E sobre U.

LB(X): Classes de isomorfismo de fibrados de linhas complexos sobre X.
c1(L): Primeira classe de Chern do fibrado de linhas L.

C%(U,K): Conjunto das fungdes continuas com dominio em U e contradominio K.
C>*(U): Conjunto das fungdes f: U — R suaves.

Auty (g (s): Grupo de automorfismos do objeto s na categoria & (U).

{gijx} € Z*(X,C*): 2-cociclo de Cech associado a uma gerbe com C*-band.
(As,ds): Complexo de cadeias com diferencial d.

H,(A,): n-ésimo grupo de homologia.

(A*,6°): Complexo de cocadeias com diferencial 6.

H"(A*®): n-ésimo grupo de cohomologia.



Introducao

A relagdo entre propriedades locais e globais constitui um dos temas recorrentes na matematica,
atravessando dreas como topologia, geometria e andlise. Historicamente, a dificuldade de estender
estruturas definidas localmente a todo um espaco motivou o desenvolvimento de ferramentas funda-
mentais.

A propria origem de um dos conceitos centrais deste trabalho, a Teoria dos Feixes, € um marco
histérico. Seu criador, Jean Leray (1906 - 1998), foi detido em um campo de prisioneiros na Austria
durante a Segunda Guerra Mundial. L4, temendo que seus conhecimentos em matemaética aplicada
pudessem ser usados pelos alemaes nos esforcos de guerra, optou por focar na Topologia Algébrica.

Durante esse periodo, Leray buscou generalizar, para espacos topolégicos mais gerais, teoremas
importantes da Topologia Algébrica (em especial da teoria de formas diferenciais de Elie Cartan).
Nesses esfor¢os, ele desenvolveu a ferramenta que mais tarde chamaria de feixe (faisceau), além de
sequéncias espectrais e teoria de cohomologia. Grande parte desse trabalho se tornou conhecida apos
o fim da guerra, e foi apenas por volta de 1950, depois de cinco anos que a guerra havia acabado, que
essas no¢Oes comecaram a tomar a forma que conhecemos hoje, ampliada por Henri Cartan.

Paralelamente, a Cohomologia de Cech (1893- 1960), introduzida por Eduard Cech, surgiu como
um método concreto para medir obstrucdes a essa “colagem”de dados locais por meio de coberturas
abertas. Um pouco depois, apés um desenvolvimento mais amplo da Teoria de Categorias, viu-se
necessdria uma reformulacdo categorial dessas ideias para uma forma mais simples e elegante. Essas
teorias foram unificadas e generalizadas pela linguagem categoérica, que passou a fornecer o substrato
formal necessario para tratar ndo apenas objetos, mas também suas transformacdes.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um estudo introdutorio sobre a Cohomologia de
Cech e as Gerbes, partindo dos fundamentos categdricos necessarios para o desenvolvimento dessas

teorias. A seguir, descrevemos brevemente a organizacdo de cada capitulo:

* Capitulo 1 — Introdugdo a Teoria das Categorias: Sao apresentados os conceitos fundamentais
da teoria das categorias, incluindo categorias, funtores, transformacdes naturais, equivaléncia
de categorias e adjuncdo. Define-se também a no¢do de categoria produto e bifuntores, que sao

essenciais para a definicao de categorias monoidais no capitulo seguinte.

* Capitulo 2 — Categoria Monoidal: As categorias monoidais sdo introduzidas. Elas generalizam

a ideia de produto entre objetos mateméticos. Também ¢é definido monoides em categorias
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Introducdo

monoidais, funtores monoidais e transformagdes naturais monoidais. E apresentado o Teorema
de Coeréncia de Mac Lane e as categorias monoidais simétricas. O capitulo € finalizado com a

nog¢ao de categorias enriquecidas, que serd relevante para a compreensao das 2-categorias.

* Capitulo 3 — 2-Categorias Fortes e Fracas: As 2-categorias sdo apresentadas. Elas generalizam
as categorias ao introduzir morfismos entre morfismos. Distingue-se entre 2-categorias fortes,
nas quais as composicoes sao estritamente associativas e unitais, e 2-categorias fracas (bicate-
gorias), onde essas propriedades valem apenas a menos de isomorfismos coerentes. Além disso,

sdo apresentados alguns exemplos e outras defini¢cdes andlagas as que existem para categorias.

* Capitulo 4 — Pré-feixes e Feixes: Sao introduzidos os conceitos de pré-feixe, talos, germes e
operacdes fundamentais como push-forward. Define-se os feixes e a construgao da feixificagao,
destacando as diferencas entre sequéncias exatas na categoria de pré-feixes e na categoria de
feixes, apresentando um exemplo que serd de extrema importancia para os resultados finais

desse trabalho.

* Capitulo 5 — Cohomologia de Cech: E apresentada a cohomologia de Cech, uma ferramenta que
mede a obstrucdo a colagem global de dados locais. Define-se o complexo de Cech associado
a uma cobertura aberta, os grupos de cohomologia e a independéncia da cobertura via limite
direto. Realiza-se o estudo dos feixes finos e demonstram-se resultados sobre sequéncias exatas

longas em cohomologia de Cech para espacos paracompactos.

* Capitulo 6 — Fibrados Vetoriais: As ferramentas desenvolvidas anteriormente sdo aplicadas ao
estudo de fibrados vetoriais. Definimos fibrados vetoriais, trivializa¢des locais, atlas, fungdes de
transicdo e se¢des, e exploramos algumas propriedades desses objetos. Em seguida, estabelece-
se a relacdo entre a cohomologia de Cech e a classificacdo de fibrados de linhas complexos,
mostrando que estes sio classificados pelo grupo H'!(X,C*), o qual é isomorfo a H(X,Z). Sob
certas condicdes, temos que o grupo de cohomologia de Cech H?(X,Z) é isomorfo ao grupo
de cohomologia singular H*(X,Z). Assim, obtemos um modelo geométrico para o grupo de

cohomologia H?(X,Z) por meio da primeira classe de Chern.

* Capitulo 7 — Gerbes: Nesse capitulo, generaliza-se a nocdo de fibrados de linhas para um
contexto 2-categorico, introduzindo as gerbes. Define-se pré-feixes de categorias, stacks e,
finalmente, gerbes com C*-band. Assim como os fibrados de linhas sdo classificados por
H?(X,7), as gerbes com C*-band sio classificadas por H*(X,Z), fornecendo assim um mo-

delo geométrico para a cohomologia de grau trés.

* Apéndice A — Nogdes de Algebra Homoldgica: Apresentam-se, de forma sucinta, alguns concei-
tos de algebra homoldgica, incluindo complexos de cadeias e cocadeias, grupos de homologia

e cohomologia, sequéncias exatas e homotopia de morfismos de complexos.



CAPITULO 1

Introducao a Teoria das Categorias

A teoria das categorias parte da ideia de que muitos conceitos matematicos podem ser descritos
de forma unificadas. Em vez de considerar apenas os objetos (como conjuntos, grupos ou espagos
topoldgicos), observam-se também as aplicagcdes entre eles e as relacdes que essas aplicacdes esta-
belecem, as quais podem ser associadas a diagramas de setas. Esses diagramas, que expressam a
composi¢do e a comutatividade das aplicagdes, permitem descrever de maneira uniforme conceitos
que surgem em diferentes dreas da matematica.

Este capitulo apresenta uma introdugdo a teoria das categorias, com o objetivo de estabelecer
uma base necessdria para o desenvolvimento do trabalho. Além das defini¢cOes formais, sao incluidos

alguns exemplos que auxiliam na compreensao de alguns conceitos da teoria.

1.1 Categorias

Definicao 1.1 (Categoria). Uma categoria € é definida por:
* uma classe Ob(%’) de objetos;
* para todo par X, Y € Ob(%), um conjunto Homy (X,Y) de morfismos;
* para toda tripla X,Y,Z € Ob(%’), uma fung¢ao, dita composigdo:
o:Homg(Y,Z) x Homy (X,Y) — Homy (X, Z)
tais que:
(i) se (X,Y) # (Z,W), entdo Homy (X,Y) NHomy (Z,W) = 0;
(ii) a composi¢do € associativa: ho(go f) = (hog) o f quando os dois lados forem definidos;

(iii) paratodo X € Ob(%), existe um morfismo identidade idy € Homy (X, X), ou seja, um morfismo

tal que fo idy = f e idy o g = g, quando estas composicdes forem definidas.

7
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Um morfismo f € Homy (X,Y) é denotado por f: X — Y e o objeto X é chamado de dominio,

enquanto o objeto Y € chamado de contra-dominio de f.

Observacao 1.2. O morfismo identidade de um objeto é tinico. De fato, suponha que idy e idy sejam
duas identidades de X. Entdo, temos idy o idS( = idy, uma vez que id& ¢ uma identidade; de maneira
andloga, idy oidy = id), pois idy € uma identidade. Logo, idy = idy. Assim, a identidade de um

objeto X pode ser considerada de maneira tinica e sem ambiguidade.

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos para melhor compreensao da definicao.

Exemplo 1.3. Denotamos por Sets a categoria dos conjuntos, onde os objetos sdo conjuntos, 0S
morfismos de X a Y sdo as funcdes cujo domininio é X e o contra-dominio € Y e a composicao de

dois morfismos € a propria composi¢ao de fungdes.

Exemplo 1.4. Denotamos por Grp a categoria dos grupos, definida da seguinte forma: os objetos sdao
os grupos, os morfismos entre dois objetos X e Y sdo os homomorfismos de grupos de X a Y, e a

composi¢do de dois morfismos € dada pela composicao usual de fungoes.

Exemplo 1.5. Denotamos por GrpAb a categoria dos grupos abelianos, definida de forma anédloga a

categoria Grp, mas agora considerando grupos abelianos como objetos.

Exemplo 1.6. Denotamos por Vecti , com K um corpo fixado, a categoria dos espacos vetoriais
sobre K definida da seguinte forma: os objetos sdao os espacos vetoriais sobre IK, os morfismos de X a
Y sao as funcgdes [K-lineares de X a Y e a composicao de dois morfismos coincide com a composicao

de fungdes.

Exemplo 1.7. Denotamos por Top a categoria dos espagos topoldgicos, onde os objetos sdo espagos
topoldgicos, os morfismos sdo as fungdes continuas entre os objetos e a composi¢do de morfismos

coincide com a composi¢ao de fungdes.

Definicao 1.8 (Categoria pequena). Uma categoria % € dita pequena quando a classe dos objetos é

um conjunto.

Observacao 1.9. Como exemplo de uma categoria ndo pequena temos a categoria Sets, explicitada
no Exemplo 1.3. De fato, a classe de todos os conjuntos ndo pode ser um conjunto, pois isso levaria
a contradi¢des 16gicas como o paradoxo de Russell'. Assim, Ob(Sets) é uma classe propria.

1.1.1 Isomorfismo

Em seguida, introduziremos a noc¢ao de isomorfismo entre dois objetos de uma categoria.

10 paradoxo de Russell mostra que a colego de todos os conjuntos niio pode ser um conjunto: considerando A = {x |
x ¢ x}, obtém-se a contradicio A €A < A ¢ A.
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Definicao 1.10 (Isomorfismo). Um morfismo f: X — Y é denominado isomorfismo se existir um
morfismo g: ¥ — X tal que go f =idy e fog = idy. Dois objetos X,Y € Ob(%’) sdo isomorfos se

houver um isomorfismo entre eles. Nesse caso, usamos a notagdao X ~ Y.

Se f: X — Y for um isomorfismo, entdo o morfismo inverso g: ¥ — X, que satisfaz a Defini¢ao

1.10, é necessariamente unico. De fato, suponha que g’ seja outro inverso de f. Nesse caso, temos:
g =g oidy=g'o(fog)=(g'of)og=idyog=g.

Portanto, o morfismo inverso g é tinico e pode ser denotado por f~!, assim como f pode ser denotado
por g_l.
Afirmacao 1. A nocido de isomorfismo define uma classe de equivaléncia na classe dos objetos.

Demonstragdo. Para evidenciar isso, verificaremos que a relacdo de isomorfismo satisfaz as proprie-

dades de reflexividade, simetria e transitividade.

* Reflexividade: Todo objeto X € Ob(%) € isomorfo a si mesmo. De fato, o morfismo identidade

idy : X — X é um isomorfismo. Assim, X ~ X.

» Simetria: Se X é isomorfo a Y, existe um isomorfismo f: X — Y. Por defini¢do de isomorfismo,

existe um morfismo g: ¥ — X tal que
gof=idxy e fog=idy.
Assim, g € um isomorfismo de Y para X, e podemos escrever Y ~ X.

* Transitividade: Se X ~Y eY ~Z,entdo X ~ Z. Sejam f: X — Y e g: Y — Z isomorfismos.

Por definigio, existem os inversos f~': ¥ — X e g~!: Z =Y tais que
flof=idy, fof'=idy, g log=idy, gog '=idz.

Definimos o morfismo /1 :=go f: X — Z. Oinversode hé dadopor h ™' = flog™!: Z = X,

e verificamos que
hoh™' = (gof)o(f log!)=go(fof 'og ' =goidyog ' =gog ! =idy,
hloh=(f"og No(gof)=flo(g  og)of=f"oidyof=f"of=idx.

Portanto, h: X — Z é um isomorfismo e podemos escrever X ~ Z. Assim, a relagao de isomor-
fismo € reflexiva, simétrica e transitiva, caracterizando-a como uma relacio de equivaléncia na
classe dos objetos de uma categoria. Como consequéncia, essa relagdo particiona a classe dos

objetos em classes de equivaléncia.
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Exemplo 1.11. Na categoria Sets (Exemplo 1.3), um isomorfismo € uma funcdo bijetora. Nas cate-
gorias Grp e GrpAb (Exemplos 1.4 e 1.5) é um isomorfismo de grupos. Na categoria Vecty (Exemplo

1.6) € uma funcdo linear inversivel. Na categoria Top (Exemplo 1.7) € um homeomorfismo.

Proposiciio 1.12. Sejam f: X — X' e g: ¥ = Y’ dois isomorfismos em uma categoria €. Entdo,
existe uma bijecao
®/¢: Homy(X,Y) — Homy (X', Y)

definida por
9 gogof .
Demonstragdo. Para demonstrar que O , € uma bije¢do, mostraremos que ela € injetora e sobrejetora.

o Injetividade: Sejam ¢, ¢’ € Homy (X,Y) tais que

®f7g(¢) = ®f7g(¢’/)~

Por defini¢do de Oy ,, temos
gopof ' =gog'of .

Como g e f~! sdo isomorfismos, ambos sdo morfismos invertiveis. Assim, podemos compor a

1

esquerda com g~ ' e a direita com f:

g lo(gogof of=glo(gop’ of o
Pela associatividade da composi¢do, obtemos que ¢ = ¢’. Portanto, O , € injetora.

o Sobrejetividade: Seja y € Homg (X', Y'). Precisamos encontrar um ¢ € Homy (X,Y) tal que
®f7g<¢) = W'
Por defini¢do, queremos encontrar ¢ tal que

godof ' =v.

1

Multiplicando a esquerda por g~ e a direita por f, obtemos

p=g loyof.

Como g~ ! e f sdo morfismos bem definidos e inversos dos isomorfismos, ¢ é um morfismo em

Homy (X,Y). Assim, O, é sobrejetora.
Conforme mostrado anteriormente, a inversa de ® , € dada por
-1 —1
®f7g(lV):g O‘l’of

Equivalentemente, podemos escrever

-1 _
O =Op1g

Portanto, Oy , ¢ uma bije¢do com inversa dada por ® ;-1 ,-1, concluindo a demonstragéo. [
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1.1.2 Subcategorias

Uma subcategoria ¢’ de uma categoria ¢ é uma categoria formada por alguns objetos e alguns
morfismos de %, preservando as identidades e composi¢do. A defini¢cdo formal de subcategoria é a

seguinte:

Defini¢do 1.13 (Subcategoria). Uma categoria 4" € dita subcategoria de € se:
» Ob(¢") C Ob(%);
* Homy/(X,Y) C Homg (X,Y) para todos X,Y € Ob(%¢”);

* para todos f € Homy/(X,Y) e g € Homy(Y,Z), a composi¢do go f em %’ coincide com a

composicdo em % ;
e paratodo X € Ob(%”), a identidade de X em 4" coincide com a identidade em €.

A subcategoria €” € dita cheia se ela preserva todos os morfismos entre os objetos de €”, ou seja
Homy/(X,Y) = Homy (X,Y) para quaisquer X,Y € Ob(%”).

Exemplo 1.14. A categoria GrupAb é uma subcategoria cheia da categoria Grp.

1.2 Funtores

Os funtores desempenham um papel fundamental na teoria das categorias, estabelendo uma
relacdo entre categorias distintas. Intuitivamente, um funtor pode ser compreendido como um ma-
peamento que preserva a estrutura categorica, isto €, associa objetos € morfismos de uma categoria a
objetos e morfismos, respectivamente, de outra categoria, respeitando as operacdes de composicao e

identidades.

Definicao 1.15 (Funtor). Um funtor (também chamado de funtor covariante) .% : € — 2 entre duas

categorias € definido por:
* uma fungdo . : Ob(%’) — Ob(2);
* paratodos X,Y € Ob(%), uma funcéo
Fxy: Homy (X,Y) — Homg (F (X), #(Y))

tais que, para todos X,Y,Z € Ob(%) e f: X =Y, g: Y — Z, as seguintes propriedades sdo

satisfeitas:
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(1) preservagdo da composi¢ao:
Txz2(80f) = Frz(8) o Fxy(f);
(i1) preservacgdo das identidades:
Fx x(idx) = idpx).-
Notacdo 1. Frequentemente, denotaremos a aplicagdo .%y y simplesmente por .7, subentendendo os

objetos X e Y.

Existem alguns funtores que sao chamados de esquecedores (ou funtores do esquecimento), pois
preservam a estrutura categdrica basica (objetos, morfismos € composicao), mas “esquecem’ certos
aspectos adicionais que fazem parte da estrutura matemadtica presente na categoria do dominio, sem
maped-los para a categoria do contra-dominio. O funtor do Exemplo a seguir (Exemplo 1.16) trata-se

de um funtor esquecedor.

Exemplo 1.16. Seja .% : Grp — Sets o funtor que a um grupo, ou seja, um objeto de Grp, associa
o conjunto subjacente, que € um objeto de Sets; e que a um morfismo entre dois grupos associa o

morfismo mesmo, pensado como fung¢do entre conjuntos.

Proposicao 1.17. Um funtor mapeia isomorfismos em isomorfismos. Além disso, se .% : € — & for

um funtor e f for um isomorfismo em %, entdo

Demonstragdo. Seja f: X — Y um isomorfismo em % . Por defini¢do, existe um morfismo g: ¥ — X

tal que
gof:idx & fog:idy.

Aplicando o funtor .#, obtemos:

F(g)oF(f) = F(gof) = F(idx) =idz )

F(f)oF(g)=F(fog)=F(idy) =idz(y).

Portanto, .% (f) € um isomorfismo em %, com inverso dado por .7 (g).

Como g = f~!, temos que
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1.2.1 Categoria oposta e funtores contravariantes

Em diversas situagdes, € necessario considerar funtores que invertem a direcdo dos morfismos,
os chamados funtores contravariantes. Uma abordagem natural para definir um funtor contravariante
consiste em inverter a direcdo de um morfismos, de modo que, dado um morfismo f: X — Y em
%, o correspondente em Z seja um morfismo % (f): .#(Y) — % (X). Embora essa abordagem seja
valida, € mais comum introduzir a no¢ao de categoria oposta, que nos permite formalizar a constru¢cao

de funtores contravariantes de maneira mais estruturada e intuitiva.

Definicao 1.18 (Categoria oposta). Seja 4 uma categoria. A categoria oposta €°P é definida da

seguinte maneira:
* Ob(%E°P) =0b(%);

» para X,Y € Ob(%),
Homyop (X,Y) := Homy (Y, X);

* dados f € Homyop(X,Y) e g € Homyop(Y,Z), ou seja, f: Y X e g:Z—Y em %, a
composi¢ao
gof c Homgop(X,Z)

¢ definida por
gofi=fog,

onde o lado direito € a composi¢do em .
Definicao 1.19 (Funtor contravariante). Um funtor contravariante de ¢ a & € um funtor
F . €°P — 9, ou equivalentemente, um funtor .7 : € — Z°P.
1.2.2 Isomorfismo de categorias

O isomorfismo de categorias € a no¢do mais rigida de quando duas categorias podem ser vistas
como ‘“‘iguais”. Entretanto, devido a sua rigidez, ndo se torna tao interessante quanto a no¢do de
equivaléncia de categorias (que serd abordada ainda neste capitulo), que é mais ftil devido a sua
flexibilidade.

Definicao 1.20 (Categorias isomorfas). Sejam ¢ e & categorias. Dizemos que € e ¥ sdo isomorfas,

€ escrevemos 6 ~ 9, se existem funtores

F.C—9 e b9:.9—-%C
tais que

YoF =idy e Fo¥ =idy

onde id¢ e id4 denotam os funtores identidade nas respectivas categorias.
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Isso significa que para cada objeto X € Ob(%),
9 (7 (X)) =X,
e para cada morfismo f: X — Y em ¥,

G(F () =1

Exemplo 1.21. Seja TopD a categoria cujos objetos sdo espagos topoldgicos discretos e cujos mor-

fismos sdo funcgdes continuas entre esses espagos. Defina o funtor
Z . Sets — TopD

que a cada conjunto X, associa-se o espaco topoldgico .# (X) obtido dotando X da topologia discreta;
e a cada funcdo f: X — Y, associa-se a mesma fun¢do f, agora pensada como aplica¢do continua
entre os espacos discretos .7 (X) e #(Y).

O funtor .# é um isomorfismo de categorias, cujo inverso ¢ o funtor esquecedor
Z 1 TopD — Sets,

que associa a cada espaco topoldgico discreto o seu conjunto subjacente.

1.2.3 Mergulho de categorias

Um mergulho de categorias € a forma categorial de expressar a ideia de que uma categoria pode
ser vista como uma subcategoria de outra, preservando toda a sua estrutura. Em termos formais, trata-
se de um funtor fiel que € injetivo nos objetos, de modo que os morfismos e composi¢des na categoria

original ficam refletidos sem perda na categoria maior.

Definicao 1.22 (Funtor fiel, cheio e plenamente fiel). Um funtor .% : 4 — & é dito fiel se para todos
X,Y € Ob(%), a fungao

Fxy: Homg(X,Y) - Hom % (.7 (X), 7 (Y))

¢ injetora; € dito cheio se para todos X,Y € Ob(%), Zx y € sobrejetora; e € dito plenamente fiel se é

cheio e fiel.

Definicao 1.23 (Mergulho de categorias). Sejam ¢ ¢ ¥ categorias. Um mergulho de categorias é
um funtor
F.C—>9D

que é fiel e injetor sobre objetos. Se .# for plenamente fiel, o mergulho € dito cheio.

Exemplo 1.24. Seja .% : Sets — Top o funtor definido como no Exemplo 1.21, mas pensando na
categoria Top como contradominio. O funtor .# é um mergulho cheio de categorias, cuja imagem € a

subcategoria cheia TopD de Top.
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1.3 Transformacao Natural

Na teoria das categorias, apds introduzir o conceito de funtores surge a questdo: é possivel re-
lacionar dois funtores? A resposta estd na nocao de morfismo de funtores, também conhecido como

transformagdo natural.

Definicao 1.25 (Morfismo de funtores). Dados dois funtores .7 ,%: € — 2, um morfismo de fun-

tores ou transformagdo natural ou morfismo candnico ¢: ¥ — ¢ é definido por um morfismo
P(X): F(X) =4 (X)

para cada X € Ob(%), de modo que o seguinte diagrama comute para todo morfismo f: X — Y em

€
Z(x) 2%, ¢ x)
9(f)l ()

zr) 2 4(v),

Para todo funtor .% fica definido o morfismo identidade id & : .% — %, que associa a cada objeto
X € Ob(%) o morfismo id z(x): 7 (X) — F (X).

Definicao 1.26. Sejam ., ¢, 7 : € — 2 funtores. Dados dois morfismos de funtores ¢: % — Y e
y: Y — J, definimos a composi¢cdo entre ¢ e Y por

(Yo @)(X) = y(X)op(X)
para todo X € Ob(%).

A definicdo de composicdo de morfismo de funtores permite definer a categoria de funtores,
denotada por Funct(%¢’, %), cujos objetos sdo os funtores de ¥ em Z e cujos morfismos sdo as
transformagdes naturais entre eles. Em particular, dois funtores .%,% : ¢ — & sdo isomorfos quando
0 sdo como objetos da categoria Funct(%’, &), ou seja, quando existem dois morfismos ¢: .% — ¥ e
V: Y — 7 tais que

yop=idgy e @Qoy =idy.

Um isomorfismo de funtores é chamado também de isomorfismo candnico ou isomorfismo natural.

Proposicao 1.27. Sejam .#,9: ¢ — 2 dois funtores. Seja ainda ¢@: . — % um morfismo
de funtores. ¢ é um isomorfismo se, e somente se, para todo objeto X € Ob(%’), o morfismo
O(X): F(X)— ¥4(X) é um isomorfismo.

Demonstracdo. (=) Suponha que ¢ seja um isomorfismo. Entdo existe uma transformago natural
y: 9 — F talque yo@ =idy e ¢ oy =idy. Avaliando nos componentes, temos ¥ (X) o @(X) =
idz(x) e @(X) o y(X) = idy(x) paratodo X € €. Assim, ¢(X) € um isomorfismo com inverso y(X).
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(<=) Suponha que cada @ (X) seja um isomorfismo e defina y(X) = (¢(X))~!. Para mostrar que ¥ é

uma transformagdo natural, considere um morfismo f: X — Y em %. Pela naturalidade de ¢, temos

e(Y)o F(f) =9 (f)o(X), (1.1

dado pela comutatividade do diagrama

Multiplicando (1.1) por w(Y) a esquerda e por y(X) a direita, obtemos

F(f)oyX)=yY)o%(f)
Isso garante a naturalidade de y. Como y(X) € o inverso de ¢(X) para cada X, segue que ¥ é o
inverso de ¢ na categoria de funtores. |

1.3.1 Equivaléncia de categorias

A nocdo de isomorfismo de categorias €, na pratica, muito restritiva. Se considerarmos dois
funtores .% : ¥ — Y e ¥ : 9 — % como candidatos a ’inversos” um do outro, muitas vezes nao existe
aigualdade estrita: (4 0.7 )(X) =X ou (F o¥)(Y) =Y. Em vez disso, é mais comum a situa¢do em
que o objeto (¥ 0.7 )(X) é apenas isomorfo a X. Em outras palavras, os objetos coincidem, exceto por
uma identificacdo natural, ou seja, (¢ o F)(X) é naturalmente isomorfo a X. A mesma flexibilidade
se aplicaa (F o¥)(Y) e Y. Assim, precisamos de um conceito mais abrangente para capturar quando

duas categorias sdo “estruturalmente idénticas”.

Definicao 1.28 (Equivaléncia de Categorias). Dizemos que duas categorias ¢ e & sio equivalentes

(ou que % € equivalente a &) se existem um funtor .% : ¢ — & e um funtor ¥ : ¥ — € tais que
GoF ~Ildy e Fo¥~Idy.
Neste caso, os funtores .# e ¢ sdo chamados de equivaléncias de categorias.

Teorema 1.29. Um funtor .% : ¥ — & é uma equivaléncia de categorias se, e somente se, as seguintes

condig¢des sao satisfeiras:
(i) % é plenamente fiel,

(ii) paratodo objeto Y € Ob(2) existe X € Ob(%) tal que Y ~ .7 (X).
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1.4 Adjuncao

A nog¢do de adjun¢@o é um conceito fundamental da teoria das categorias. Intuitivamente, dois
funtores ¥ : ¢ — Y ¢ 9. 9 — € sao adjuntos quando existe uma correspondéncia natural entre
morfismos .7 (X) — Y em Z e morfismos X — ¥4 (Y) em . Dizemos que .% é o adjunto a esquerda

e ¢ € o adjunto a direita.

Definicao 1.30 (Adjunto a esquerda e a direita). Sejam ¢ e Z duas categorias e sejam .% : € — 4
e¥Y: 9 — € funtores. Dizemos que .% € adjunto a esquerda de ¢, ou que ¢ € adjunto a direita de

7, se existe uma familia de bije¢des
Ox,y: HOIII@(@(X),Y) = HOIIkg(X,%(Y)),

definida para todos os objetos X € Ob(%’) e Y € Ob(2), que é natural em X e em Y. A naturalidade
significa que, para quaisquer morfismos f: X' - X em % e g: Y — Y/ em 2, o seguinte diagrama

comuta:

Homg (7 (X),Y) —" Homy(X,4(Y))
Homy (7 (f).g) Homg (f,¥(8))
Px! y!

Homg (% (X'),Y) —————— Homy (X', 9(Y")).

A familia {@y y } € chamada de isomorfismo de adjungdo.

Observacao 1.31. A naturalidade pode ser expressa da seguinte maneira: para todo f: X’ — X, todo

g: Y — Y’ e todo morfismo h: .7 (X) — Y, temos
Pxy (goho T (f) =9 (g)oexy(h)of.

1.5 Categoria Produto

Vamos definir o conceito de produto de duas categorias, que resulta na categoria produto, a qual
pode ser vista como uma extensao do conceito do produto cartesiano.
O conceito de categoria produto serd importante para os capitulos seguintes, onde serdo abordados

categoria monoidal e 2-categorias.

Definicao 1.32 (Categoria produto). Dadas duas categorias 6 e Z, a categoria produto € x 9 é

definida da seguinte maneira:

* Ob(%¢ x ) :=0b(%) x Ob(2);
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e para objetos (X.,Y), (X'.Y') € Ob(¥¢ x 2), temos Homg.gy ((X,Y),(X"Y')) :=
Homy (X, X') x Homg(Y,Y');

e dados (f,g): (X,Y) = (X",Y)Y e (f,¢): (X,Y) — (X",Y"), definimos (f',g") o (f,g) :=
(f'of,g0g).

O morfismo identidade em 4" x & para um objeto (X,Y) é dado por
idiy y) = (idx,idy),

onde idy: X — X eidy: Y — Y sdo as identidades em % e &, respectivamente.
Para qualquer morfismo (f,g): (X,Y) — (X’,Y’), temos

(f,g)o (ldX71dY) = (fag)v (idX’aidY/)o(fug) = (f?g)a

mostrando que (idy,idy) realmente cumpre o papel de identidade na categoria produto.

1.5.1 Bifuntores

Categorias produto sdo usadas para definir bifuntores, os quais sao funtores cujo dominio é uma

categoria produto, de modo que a identidade e a composi¢ao sdo preservadas.

Definicao 1.33 (Bifuntor). Sejam 4,7 e & categorias. Um bifuntor, também chamado de funtor
bindrio € um funtor .7 : ¢ x ¥ — & que ¢ funtorial em cada argumento. Explicitamente, isso signi-

fica que:

e ParatodoX € €eY € 9,
Z(idy,idy) = idz x ).
e Para morfismos f: X = X', f: X' = X"em€eg:Y =Y, ¢g:Y —-Y" em 2,
F(fof.gdog)=F(f.8)oF(f.8)

Exemplo 1.34. Seja K um corpo e Vecty a categoria de espagos vetoriais sobre K. O produto tenso-
rial define um bifuntor

®: Vecti X Vectg — Vecti.

Em objetos temos

®: Ob(Vect) x Ob(Vecty) — Ob(Vecty) (1.2)
(VW) = VaW, (1.3)
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e em morfismos lineares f: V — V' e g: W — W’ definimos

fRg:Vaw -V oW
vew e f(v)@g(w).
Paraidy: V —Veidy: W — W, temos
dy idy: VW - VW,
vw—idy (v) @idy (w) = v w.

Portanto,
idy ®idy = idygw,

mostrando que o funtor preserva identidades.

Agora, considere outro par de morfismos
ffvisvi i w s w

A composigdo no bifuntor é (f'®@g')o(fRg): VW -V W,

Para verificar a acdo em morfismos, calculamos em v @ w

Portanto, temos (' ® g') o (f®g) = (f' o f) ® (¢’ og), mostrando que o produto tensorial é real-

mente um bifuntor.

Vimos que a categoria produto, ao generalizar o produto cartesiano, oferece o ambiente natu-

ral para definir funtores bindarios, como por exemplo o produto tensorial de espacos vetoriais.

A

construgdo ¢ x Z, junto com o conceito de bifuntor, prepara o terreno para um préximo passo: for-

malizar a no¢do de produto dentro de uma categoria. E com esse objetivo que seguiremos para a

Categoria Monoidal, onde um refinamento do conceito de bifuntor define um produto que mapeia

% x € de voltaem €.
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CAPITULO 2

Categoria Monoidal

2.1 Categoria Monoidal

As categorias monoidais visam proporcionar uma generalizacio abstrata da ideia de “produto”
entre objetos matematicos. Elas fornecem um ambiente no qual € possivel trabalhar com operacdes
semelhantes ao produto cartesiano de conjuntos ou ao produto tensorial de espacos vetoriais, mas sem
depender de uma construcao especifica.

De forma intuitiva, uma categoria monoidal é uma categoria equipada com uma operacao bindria,
a qual é um bifuntor, que associa a cada par de objetos X e ¥ um novo objeto X ® Y, junto de um
objeto especial que desempenha o papel de elemento neutro. A associatividade dessa operacao e sua
compatibilidade com o objeto neutro ndo sdo estritas, mas controladas por isomorfismos naturais, de
modo que diferentes maneiras de reordenar ou agrupar os objetos conduzem a resultados essencial-
mente equivalentes.

Nesta sec@o, vamos introduzir a no¢ao de categoria monoidal, acompanhada de alguns exemplos.
Em seguida, apresentaremos também os conceitos de funtor monoidal e de transformagao natural mo-
noidal, que descrevem, respectivamente, os morfismos entre categorias monoidais e as transformacoes

naturais compativeis com as estruturas monoidais desses funtores.
Definicao 2.1 (Categoria monoidal). Uma categoria monoidal é uma quintupla
(¢,2,1,a,A,p),
composta por
* uma categoria ¢ ;
e um bifuntor ®: € x € — € chamado produto monoidal;

* um objeto 1 € € chamado unidade monoidal,

21
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* um isomorfismo natural
axyz: (XRY)®Z X2 (Y®Z) 2.1)
para quaisquer objetos X,Y,Z € € chamado isomorfismo associativo;
* isomorfismos naturais
Ax:1RX =X e py:X®1-—X (2.2)

para qualquer objeto X € ¢ chamados isomorfismo unitdrio a esquerda e isomorfismo unitdrio

a direita, respectivamente;

de modo que satisfacam os seguintes axiomas, os quais também sdo chamados de condicdes de
coeréncia:

Axioma da unidade: O seguinte diagrama é comutativo para todos os objetos X,Y € ¢

ox 1,y

(X®1) ®(1xY)

Além do mais, vale a seguinte igualdade
M=pp1:1®1 1.
Axioma do pentdgono: o diagrama pentagonal
WeX)®(Y®Z)
OCWzoXV Yx Yez
(WRX)QY)®Z W XY ®2Z)
oy x,y ®Z Wooxyz
WeEXeY)eZ X we(XoY)22)

€ comutativo para quaisquer objetos W. X Y, Z € €.

Notacao 2. Eventualmente, podemos nos referir a categoria monoidal (¢, ®,1,c,4,p) simples-

mente por categoria monoidal € .

Definicao 2.2 (Categoria monoidal estrita). Dizemos que uma categoria monoidal (¢’,®,1,a,1,p)
¢é estrita se os 1somorfismos associativo e unitarios sao identidades, isto €,
ox vz =1dxsy)ez,
Ax = idy,
px = idy,
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para quaisquer objetos X,Y,Z € €.
Observacao 2.3. Em uma categoria monoidal:

(i) A igualdade Aq = pq ndo precisa ser imposta como axioma, pois ela é uma consequéncia de
duas outras condi¢Oes fundamentais em categorias monoidais: o axioma da unidade e o axioma
do pentdgono.

(i1) Os diagramas
a1.xy

18X)8 ®(X®Y)
lm A\/lxgy
€
o
(X0Y)1 skl ® (Y ®1)
m %Y
XY

sdao comutativos. Eles sdo chamados de diagrama da unidade a esquerda e diagrama da uni-

dade a direita, respectivamente.

Exemplo 2.4. Considere a categoria Sets. Definimos um bifuntor
x : Sets X Sets — Sets

dado pelo produto cartesiano de conjuntos. Tomamos como objeto unidade um conjunto com exata-

mente um elemento,
1:={x}.
Para quaisquer conjuntos X, Y, Z, fixamos o isomorfismo associativo
oxyz: (XXY)xZ—Xx(Y xZ)
((6,3),2) — (x, (3,2))-
Além disso, para cada conjunto X, consideramos os isomorfismos de unidade

Ax: I xX —X, px: Xx1—X,

definidos por

(),x) —>x e (x,%) —>x,

respectivamente.
Os isomorfismos &, A e p sdo naturais e satisfazem as condigdes de coeréncia (axiomas do

pentagono e do tridangulo). Portanto,
(Sets, x, 1,0, 4,p)

¢ uma categoria monoidal.
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Exemplo 2.5. Seja K um corpo. A categoria Vect dos espacos vetoriais sobre K admite uma estru-

tura monoidal dada pelo bifuntor
®: Vecti x Vectig — Vecty,

que associa a cada par de espagos vetoriais (V,W) o seu produto tensorial V @ W. O objeto unidade é
o préprio corpo K, visto como espaco vetorial sobre si mesmo.

A associatividade do produto monoidal € expressa por isomorfismos naturais
(VW)U ~Ve(WeU),
enquanto as propriedades de unidade sdo dadas por isomorfismos naturais
VoK~V ~KxV.

Tais isomorfismos sdo induzidos pela propriedade universal do produto tensorial e satisfazem as

condi¢Oes de coeréncia usuais, de modo que Vectk € uma categoria monoidal.

Exemplo 2.6. (Categoria Monoidal Oposta). Para cada categoria monoidal %, a categoria oposta

¢ °P também admite uma estrutura monoidal representada pela tupla
(%Op7®0p7laa7172’717p71)7
com o funtor
QPP xECP ~ (€ x€)° ®—0p>‘€°p;

isto €, para objetos X, Y € €°P, define-se

XRPY =XQY,

—— ——

€0b(%P)  €Ob(%)
e para morfismos f € Homygop(X',X) € g € Homyop (YY) em €7 (isto é, f: X - X' eg: Y =Y/
em %), define-se

fRPg:=fRg XY =X V.

A unidade monoidal é a mesma 1. Os isomorfismos naturais a,A,p de ¥ também definem iso-

morfismos naturais em €°7 (pois sdo invertiveis em %, logo também o sdo em % °P). Portanto,

(6P, 1, a A, p_l) ¢ uma categoria monoidal.

2.2 Monoides em Categorias Monoidais

2.2.1 Monoide

Uma vez fixada a nocdo de categoria monoidal, podemos definir o conceito de monoide nesse
contexto. Intuitivamente, um monoide em uma categoria monoidal é um objeto munido de uma
operacdo de multiplicacdo e de um morfismo unidade, compativeis com a estrutura monoidal da

categoria.
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Definicao 2.7 (Monoide). Um monoide em uma categoria monoidal ¢ é uma tripla (X, i, 1) onde
* X é um objeto em %;
e 1: X ®X — X € um morfismo, chamado de multiplicac¢do;
e 1: 1 — X é um morfismo, chamado de unidade;

de modo que o diagrama da associatividade e o diagrama da unidade comutem:

X2X)X 25 X®(X®X)

lx&@u

uRX X®X
lu
Xox — % . x

1ox 22X xox &2 x o1

A

Exemplo 2.8. Seja (X, u, 1) um monoide na categoria monoidal do Exemplo 2.4, isto é, um monoide

no sentido usual da dlgebra. Associamos a X uma categoria XX definida da seguinte forma:

XX possul um unico objeto, que denotamos por x*;
* o conjunto de morfismos € dado por

Homgy (*,%) = X;

* a composi¢do de morfismos
o: Homgy (*,%) X Homgy (%, *) — Homgy (, *)
¢ definida pela multiplicagdo do monoide, isto é, xoy := U(x,y);

* o morfismo identidade de * é dado por

As axiomas de associatividade e de unidade do monoide garantem que a composicao € associativa e

que id, atua como identidade para a composicdo. Logo, XX € uma categoria.

Observacao 2.9. Toda a informac¢do do monoide X € concentrada na categoria XX, que possui um
unico objeto. Nessa construcao, os elementos de X sdo reinterpretados como endomorfismos desse

objeto, e a operagdo do monoide corresponde a composi¢ao de morfismos.
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Exemplo 2.10. Assim como no exemplo anterior, considere (X, , 1) um monoide da categoria mo-
noidal do Exemplo 2.4. Podemos considerar a categoria discreta X%, cujos objetos sdo os elementos
de X e cujos unicos morfismos sdo as identidades. Definimos uma estrutura de categoria monoidal

estrita em X% da seguinte forma:

* o produto monoidal nos objetos €é dado pela operacdao do monoide, isto €, para x,y € X, define-se
XXy = p(x,y);

* o objeto unidade € o elemento 1 € X;

¢ como todos os morfismos sao identidades, os isomorfismos de associatividade e de unidade sao

identidades.

A associatividade e a existéncia de unidade no monoide garantem que X% é uma categoria monoidal

estrita.

2.2.2 Morfismo de monoides

Assim como no caso dos monoides classicos, € natural considerar aplicacdes que preservem a
estrutura de monoide. Em uma categoria monoidal, tais aplica¢des sdo definidas como morfismos que
respeitam a multiplicagcdo e a unidade. Essa nocao permite organizar os monoides de uma categoria

monoidal em uma categoria, cujos morfismos sao os morfismos de monoides.

Definiciio 2.11 (Morfismo de monoides). Seja f € Homg (X,Y) e sejam (X, uX 1%) e (Y,u¥,1¥)

dois monoides em uma categoria monoidal %’. Definimos o morfismo de monoides
(X510 = (1Y)

de modo que a multiplicacdo e a unidade sejam preservadas, ou seja, os seguintes diagramas comutam:

xox 2 yary

'uxl l“y

x —1 oy

Dados dois morfismos de monoides

[ OGN = (vt 1) e g (Yo pt 1) = (Z,u7,17)
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a composicao

gof: (X,u*1%) = (z,u7,1%)
¢ um morfismo de monoides, pois preserva a multiplicacdo e a unidade. A multiplicagdo € preservada
pela composicdo go f, pois o diagrama

gof®gof

X®X 7®7
#xl l“z
X sof 7

comua. Ja a unidade € preservada, pois o diagrama

]l—>X

%

é comutativo.
A comutatividade dos diagramas € garantida, pelo fato de que f e g sdo morfismos de monoides.
De fato,

po(gof@gof)=u’o((gg)o(f®f))  (propriedade funtorial do produto monoidal)
=(u?o(g®g))o(f®f)  (associatividade da composigdo)
=(gopu)o(faf) (comutatividade para g, pois g é morfismo de monoides)
=go(uro(f®f)) (associatividade da composi¢do)
=go(fou¥) (comutatividade para f, pois f é morfismo de monoides)
= (gof)ouX (associatividade da composicdo)

Portanto, a condicao de preservacao da multiplicagdo € satisfeita.

Agora vamos mostrar que o diagrama de unidade comuta, ou seja, que a igualdade

(gof)ol* =17

¢é satisfeita.

Observe que

(gof)olX =go(folX) (associatividade da composi¢@o)
=gol¥ (preservagdo da unidade por f, pois f é morfismo de monoides)
=17 (preservagdo da unidade por g, pois g € morfismo de monoides)

Portanto, a condi¢do de preservacao da unidade € satisfeita.
Agora que definimos morfismos de monoides, temos que dada uma categoria monoidal %', pode-

mos definir a categoria dos monoides em € a qual denotamos por Mon(%).
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2.3 Funtores monoidais

Definicao 2.12 (Funtor monoidal). Sejam % ¢ & duas categorias monoidais. Um funtor monoidal
(F, T, Fy): € — 2
consiste de
e um funtor .% : ¢ — %,
* uma transformacao natural
Fr: FX)QF(Y)— F(XQY)
em ¥, com X,Y € Ob(%);

* um morfismo
Fo: 17 - F(17)
em 9,
tais que os axiomas da associatividade e da unidade (a direira e a esquerda) sao satisfeitos.

Associatividade: O diagrama

_@

(FX)@F(Y)®F(2Z) ——— ZX)® (F(¥)®.F7(Z))
372®37(Z)l lf/‘ (X)©F,
F(XRQY)RF(Z) X®X
F(X2Y)®2) Fa? » F(X2 (Y2 2))

¢ comutativo para quaisquer X,Y,Z € Ob(%).

Unidade a esquerda: O diagrama

’ Ag(x)
179 .7(X) ———— F(X)
%@gz(x)l P‘ (%)
F

F(19).F(X) == F(17 @X).

¢ comutativo para todo X € Ob(%).

Unidade a direira: O diagrama

¢ comutativo para todo X € Ob(%).
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Notac¢ao 3. Um funtor monoidal (.#,.%,,. %) eventualmente pode ser denotado simplesmente por
F.
Definicao 2.13 (Funtor monoidal forte e estrito). Um funtor monoidal forte é um funtor monoidal

em que os morfismos .%( e %, sdo isomorfismos. Um funtor monoidal estrito é um funtor monoidal

em que os morfismos % e .%, sdo morfismos identidade.

2.4 Transformacao natural monoidal

Assim como definimos morfismos de funtores no Capitulo 1, também podemos definir morfismos

entre funtores monoidais, os quais também sdo chamados de transformagées naturais monoidais.

Definicao 2.14 (Transformaciao natural monoidal). Sejam 7,9 : ¥ — 2 funtores monoidais.
Uma transformagdo natural monoidal 0: % — ¢ é uma transformacio natural entre os funtores

subjacentes tais que os diagramas

FX)0 F(¥) —22 L gx)09(y)

g I

Oxsy

F(X®Y) » G(XRY).
€
17 20 7(1%)
9(17)

sdo comutativos para quaisquer objetos X,Y € €.

Teorema 2.15 (Teorema de Coeréncia de Mac Lane). Para cada categoria monoidal 4, existe uma

categoria monoidal estrita %5 € uma equivaléncia monoidal
L: € — Gest
R: Coqt =€
tal que:
(1) os funtores L e R sdo functores monoidais fortes;
(i) RoL =1idy
O Teorema de Coeréncia de Mac Lane afirma que toda categoria monoidal ¢ é equivalente, no
sentido categdrico, a uma categoria monoidal estrita. Mais precisamente, existe uma categoria mo-
noidal estrita 6.4 € uma equivaléncia adjunta
L: € — Gogt
R: Gy — €
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tal que os funtores L e R sdo fortemente monoidais e satisfazem Ro L = 1.
O conteudo essencial do teorema € que todas as ambiguidades formais introduzidas pelos isomor-

fismos estruturais da categoria monoidal, em particular o isomorfismo associativo
Oxyz: (XQY)RZ—X®(Y®Z),
bem como os isomorfismos de unidade
Ax:1®X —X, Px: X®1—X,

sdo coerentes no sentido de que todo diagrama construido a partir dessas transformag¢des comuta.

2.5 Categoria monoidal simétrica

Em muitos exemplos naturais, a operacao monoidal nao depende da ordem dos fatores, no sentido
de que os objetos X ®Y e Y ® X podem ser identificados de maneira candnica. Essa situagdo é
formalizada pela no¢do de categoria monoidal simétrica, na qual existe um isomorfismo natural que

troca os fatores do produto monoidal, compativel com as estruturas de associatividade e de unidade.

Definicéo 2.16 (Categoria monoidal simétrica). Uma categoria monoidal simétrica é um par (¢, &)

em que:
* ¢ =(%¢,®,1,a,A,p) é uma categoria monoidal como na Definigdo 2.1;

& é um isomorfismo natural
Exy: XQY —Y®X

para objetos X, Y € €, chamados isomorfismo simétrico;
de modo que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:

* Axioma de simetria: O diagrama

Exy

XQY — Y ®X

idm léy’x

XY

€ comutativo para quaisquer objetos X,Y € %.

* Axioma da unidade: O diagrama

Exa

X®1T — 1®X
b
Px
X

€ comutativo para qualquer objetos X € ¢
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* Axioma do hexdgono: O diagrama

®&zy

X®(ZRY) —>X®(Y®Z)

X®RZ)Y XRY)®Z
ém B /§YX®Z
YroXeZz) — YeX)®QZ

€ comutativo para quaisquer objetos X,Y,Z € €.

Definicao 2.17 (Categoria monoidal estrita). Uma categoria monoidal € dita estrita se a categoria

monoidal subjacente € uma categoria estrita.

Definicio 2.18 (Monoide comutativo). Seja (4, &) uma categoria monoidal simétrica. Um monoide

comutativo em % é um monoide (X, i, 1) tal que o seguinte diagrama comuta:

Xox 2% xox

4 I
X —9 ,x
Definicao 2.19 (Funtor monoidal simétrico). Sejam % e & duas categorias monoidais simétricas.

Um funtor monoidal simétrico

(g,ﬁz,ffo)Z C— 9
€ um funtor monoidal tal que, para quaisquer objetos X,Y € %, o diagrama

"7<X> Z(Y)

7Y) ——— F()® (X)

K F
%l
é comutativo.

2.6 Categorias enriquecidas

Nessa secdo veremos sobre categorias enriquecidas. Uma categoria enriquecida € uma
generalizacdo das categorias usuais, permitindo que os morfismos entre objetos pertencam a uma

estrutura matematica mais geral que conjuntos (por exemplo, espagos vetoriais, grupos, etc.).

Definicao 2.20 (Categoria enriquecida). Considere 7" uma categoria monoidal. Uma ¥ -categoria

¢, também chamada de categoria enriquecida em V', consiste de:

* uma classe Ob(%’) de objetos em %’;
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* para cada par de objetos X, ¥ em %, um objeto Hom¢ (X,Y) em ¥/, chamado de objeto hom

com dominio X e contradominio Y

* para cada tripla de objetos X, Y e Z em %, um morfismo
myyz : Homg (Y, Z) @ Homy (X,Y) — Homey (X, Z)
em ¥ é chamado de composicao;
* para cada objeto X em %', um morfismo
ix : 1 — Homg (X, X)
em ¥ € chamado de identidade de X .
Tais que o diagrama associativo

(Homy (Y,Z) ® Homy (X,Y)) ®Homg(W,X) —*— Homg(Y,Z) ® ( Homg (X,Y) @ Homg (W, X))

ll@m

m®1 Homg (Y,Z) ® Homy (W,Y)
lm
Homy (X,Z) ® Homg (W, X) = > Homy (W, Z)

e o diagrama da unidade

1 ® Homg (X,Y) Homy (X,Y)® 1
iy®1 Homy (X,Y) 1ex
Homg (Y,Y) ® Homy (X,Y) Homcp (X,Y) ® Homg (X, X).

sejam comutativos para objetos W, X, Y e Z em % . Isso finaliza a definicdo de uma 7 -categoria.

A defini¢ao acima pode ser entendida como uma generalizacao direta da no¢ao usual de categoria,
na qual os conjuntos de morfismos sdo substituidos por objetos de uma categoria monoidal fixa 7.
Assim, para cada par de objetos X,Y, o objeto Hom (X,Y) € ¥ desempenha o papel do conjunto de
morfismos de X para Y.

A composi¢do de morfismos nao é mais uma aplicacio entre conjuntos, mas um morfismo em 7/,
Homy (Y,Z) ® Homy (X,Y) — Homy (X, Z),

cuja defini¢do utiliza essencialmente a estrutura monoidal de #". Do mesmo modo, as identidades sdo
codificadas por morfismos 1 — Hom¢ (X, X), onde 1 € o objeto unidade de 7.

Os diagramas de associatividade e de unidade expressam que a composicao € associativa e unital
no sentido de ¥, isto é, de maneira compativel com os isomorfismos estruturais da categoria monoi-
dal.
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Definicao 2.21. Uma 7 -categoria ¢ € dita pequena se Ob(%’) € um conjunto.

Definicao 2.22. (¥ -funtor) Sejam % ¢ Z duas ¥ -categorias. Um ¥ -funtor ¥ : € — & consiste
de:

* uma atribuicao aos objetos
Ob(%) — Ob(2)
X — Z(X),
* para cada par de objetos X, Y em %, um morfismo
Fxy: Homg (X,Y) — Homgy (% (X),.7 (Y))
em V;

tais que os seguintes dados sejam satisfeitos:

Composicdo: Para cada tripla de objetos X,Y,Z em ¥, o diagrama

Homg (Y,Z) ® Homy (X,Y) ~ » Homy (X, Z)

f@ﬁl l/

Homg (7 (Y),.Z(Z)) ® Homy (F (X), Z(Y)) —"— Homg(Z (X),Z(Z))

em ¥ € comutativo.

Identidades: Para cada objeto X pertencente a ¢, o diagrama

1 —* — Homg(X,X)

Homgy (7 (X), Z#(X)).

em ¥ € comutativo.

Além disso:
* Para #-funtores . : ¢ — Y e¥ : Y — &, a composi¢ao
GoF:. € — &
€ o ¥ -funtor definido por composicéo as atribui¢des em objetos e formando o composto

(go )Xy—gy( X),Z(Y )OJXY Homcg(X Y) — Homyg ((%oﬁ)(X),(%oﬁ)(Y))

* O ¥ -funtor identidade de ¢, denotado por 14 : € — &, é dado pela funcdo identidade em
Ob(¢’) e o morfismo identidade 1yjom,, (x,y) para objetos X, Y em €.
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A nocdo de 7 '-funtor generaliza a ideia usual de funtor para o contexto enriquecido. Intuitiva-
mente, um ¥ -funtor € uma aplicacdo entre 7 -categorias que preserva ndo apenas os objetos, mas
também a estrutura enriquecida dos morfismos.

Mais precisamente, além de enviar objetos de 4 em objetos de &, um ¥ -funtor associa a cada

objeto Hom (X,Y) um morfismo em ¥
=3ZXY: HOI’Ilgf(X,Y) _)Hom@(ﬂ(x)vﬁxy))v

de modo compativel com a composi¢ao e com as identidades. A comutatividade dos diagramas ga-
rante que a imagem da composi¢do enriquecida coincide com a composi¢do enriquecida das ima-
gens, e que as identidades sdo preservadas no sentido enriquecido, isto €, os morfismos identi-
dade ix: 1 — Homg (X,X) sdo enviados, via os morfismos estruturais do 7 -funtor, as identidades
iy(x) 11— HOm@(LgZ(X),y(X))

Assim como no caso classico, os ¥ -funtores podem ser compostos e admitem identidades, for-

mando a noc¢ao adequada de morfismo entre categorias enriquecidas.
Definicao 2.23. Sejam .7#,%: € — 2 dois ¥ -funtores.

(1) Uma ¥ -transformacdo natural 0 : % — < consiste de um morfismo
Ox: 1 — Homgy(Z# (X),¥9 (X))

em ¥, chamado de componente de 6 em X, para cada objeto X de %, tal que o diagrama

Home (X,Y) . » 1®Hom(X,Y)
ot | |oves
Hom(X,Y)®1 Homg (Z#(Y),%4(Y)) @ Homgy(F (X), F
so0: | |m
Homg (%/(X),%(¥)) @ Homy (F(X),%/(X)) m + Hom(.Z (X),%(Y))

€ comutativo para quaisquer objetos X,Y em %.

(i) A ¥ -transformacdo natural identidade de %, denotada por 1z: . % — %, é definida pelo
componente
(L#)x ==izx): 1 — Homg(F (X), 7 (X))

para cada objeto X de ¥'.

Assim como no caso das categorias ordindrias, as transformacgdes 7 -naturais admitem nocdes
naturais de composi¢do. Essas composicdes refletem a estrutura monoidal da categoria de enriqueci-
mento e permitem organizar as ¥ -categorias, os ' -funtores e as ¥ -transformacdes naturais em uma
estrutura de natureza 2-categorial. A seguir, descrevemos explicitamente as composicdes vertical e

horizontal dessas transformacoes.

(Y))
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Definicao 2.24. Seja 0: . — ¢ uma ¥ -transformagao natural entre ¥ -funtores .#,¥: € — 2.

(i) Seja ¢: ¢ = S outra ¥ -transformacao natural para um ¥ -funtor 5¢: ¢ — 2. A composi¢cdo
vertical
00: F —

¢ a ¥ -transformagdo natural cujo componente (¢0)x é dado pelo composto

(00)(x)

» Homy(.Z (X), #(X))

o ]

101 —2% . Homy(#(X), #(X))) @ Homy (F (X),9(X))).

em 7, para cada objeto X de €.

(ii) Suponhaque 8’: %' — 4’ sejauma ¥ -transformac@o natural entre ¥ -funtores %', 4': 9 — &,

onde & € uma ¥ -categoria. A composi¢cdo horizontal
000: F'oF —94 0%

é a ¥ -transformag@o natural cujo componente (6’ ® 6)x, para um objeto X de &, é definido

pela comutatividade do diagrama

(9’@9)(){)

> Homgy (% (X), (X))

At~ Hom <ﬁ’(€4(X)),%’(€4(X))) ® Homg (ﬁf(ﬁ(x»,y'(g(x»)

Tl@ﬁ"

101 — % . Homy(#(X), #(X))) ®Homgy(Z (X),%(X))).

em ¥ para todo X € Ob(%).

Ao longo deste capitulo, exploramos como as categorias monoidais permitem formalizar estrutu-
ras onde objetos podem ser multiplicados de forma coerente através de um bifuntor, generalizando
conceitos fundamentais da dlgebra cldssica para o ambiente categérico. Vimos que a introducdo de
unitores e associadores fornece a flexibilidade necessaria para lidar com operacdes que, embora nao
sejam estritamente idénticas, sao ligadas por isomorfismos naturais candnicos.

A discussdo sobre categorias enriquecidas (ou ¥ '-categorias) mostrou que a estrutura dos mor-
fismos entre dois objetos ndo precisa ser apenas um conjunto, mas pode pertencer a uma categoria
monoidal ¥. Esta mudanga de perspetiva, onde a igualdade estrita dd lugar a isomorfismos coerentes
e os morfismos ganham estrutura interna, € o passo fundamental em dire¢do a teoria de categorias de

dimensao superior.
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No proximo capitulo, avancaremos para o estudo das 2-categorias. Introduziremos os 2-
morfismos (morfismos entre morfismos) e discutiremos as distingdes fundamentais entre estruturas
fortes e fracas, consolidando a base necessdria para o estudo posterior de feixes de categorias e ger-

bes, desenvolvido no Capitulo 7 desde trabalho.



CAPITULO 3

2-categorias Fortes e Fracas

Em uma categoria usual, temos objetos, morfismos entre objetos e composi¢do de morfismos, que
é associativa e unital' de forma estrita.

Em muitas situagdes matematicas, no entanto, a associatividade e a unitalidade valem apenas a
menos de isomorfismos candnicos. Por exemplo, em teoria de homotopia ou em certas estruturas
algébricas, a composi¢do nao € estritamente associativa, mas sim associativa a menos de homotopia
ou de um isomorfismo coerente.

A teoria de categorias de dimensao superior busca generalizar a no¢ao de categoria, introduzindo
ndo apenas objetos e morfismos, mas também morfismos entre morfismos. Neste capitulo, apresen-
tamos as nogdes de 2-categorias fracas e fortes. A diferenca essencial entre as duas esta no nivel de
rigidez das operagdes de composicao e identidade.

De forma resumida, temos:

* 2-categorias fortes: a composicdo horizontal € estritamente associativa e unital.

* 2-categorias fracas: a composi¢ao horizontal € associativa e unital a menos de isomorfismos

coerentes (associador e unitores).

3.1 2-Categoria Forte

Em uma categoria usual, cada par de objetos X,Y estd associado a um conjunto Hom(X,Y) de
morfismos de X para Y. J4 em uma 2-categoria €, para cada par X,Y € Ob(€), associamos ndo um

simples conjunto, mas sim uma categoria pequena
H0m€<X 7Y )7

cujos objetos sdo os I-morfismos de X para Y, e cujos morfismos sdo chamados 2-morfismos de €.

'Dizemos que a composigio é unital quando o morfismo identidade (de um objeto) atua como elemento neutro a direita
e a esquerda. Isto é, dados f € Hom(X,Y), g € Hom(Y,X) e idy € Hom(X,X), temos foidy = f e idyog = g.

37
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Se
f,g € Ob(Homg(X,Y)),

entdo um 2-morfismo

a: f=¢g

pode ser representado graficamente por

f

N
X Ja Y.

~_ 7

8

A composi¢do dos morfismos da categoria Homg (X, Y) é chamada de composicdo vertical. Dados

f,g,h: X —=Y
a: f=g

Y:g=h,

a composicao vertical pode ser representada pelo diagrama

f f
TR T
X N Y mnnnnd> X UYOOC Y.
SE N
h h

Essa composi¢do € associativa, respeitando o fato de que Homg (X, Y) é uma categoria.
Além disso, para que o conjunto desses dados forme de fato uma 2-categoria, precisamos de uma

composicdo horizontal. Isto é, para toda tripla X,Y,Z € Ob(€), existe um bifuntor
oxyz: Homg(Y,Z) x Hom¢ (X,Y) — Home (X, Z).
Esse funtor atua tanto nos objetos quanto nos morfismos das categorias envolvidas:
* paraobjetos f: X =Y e g: Y — Z, definimos
oxyz(8 f)=gof;

visualmente, temos

* para 2-morfismos o: f; = g1 ¢ B: fo = g, o funtor envia o par (f,a) em S ® a, onde o
simbolo ® € utilizado apenas para distinguir a composi¢do horizontal da composicao vertical

entre 2-morfismos.
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Graficamente, a composi¢ao horizontal pode ser representada como

fi f2 froh
SN
X \U/ (04 Y \U, B Z s> X U,ﬁ@(x Z
\_/
81 82 82081

Dessa forma, uma 2-categoria forte € € composta por:
* objetos (ou O-morfismos);
* 1-morfismos entre objetos;

* 2-morfismos entre 1-morfismos, com duas composi¢des: vertical (dentro de cada Homg(X,Y))

e horizontal (entre diferentes pares de objetos);

de modo que esses dados satisfazem certos axiomas.

A definicao formal, € apresentada a seguir.
Definicao 3.1 (2-Categoria Forte). Uma 2-categoria forte € é definida por:
* uma classe Ob(€) de objetos, chamados 0-morfismos de €;

* para todo par X,Y € Ob(€), uma categoria pequena Homg (X ,Y), cujos objetos sdo chamados
1-morfismos de € e cujos morfismos dessa categoria sdo chamados de 2-morfismos de €; a

composic¢do € dita composigdo vertical,
* para toda tripla X,Y,Z € Ob(€), um bifuntor, dito composicdo horizontal,
o: Homg(Y,Z) x Homg (X,Y) — Homg(X,Z)
tais que:
(1) as categorias pequenas sao duas a duas disjuntas para diferentes pares de objetos;
(i) a composi¢ao horizontal € associativa, ou seja
ho(gof)=(hog)of, (yOB)Oa=yo(BOa)
sempre que forem definidas;
(iii) para todo X € Ob(€), existe um morfismo identidade idy € Ob(Hom¢(X,X)) tal que
foidy=f e idxog=g

quando essas composi¢des forem definidas;
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(iv) a composi¢ao horizontal € unital nos 2-morfismos, ou seja
idg,ooo=a e Poidy, =P
sempre que essas composi¢oes forem definidas.
Notacao 4. A classe Ob(€) é denotada por €y, enquanto a cole¢des dos 1-morfismos e a cole¢do dos

2-morfismos sdo denotadas respectivamente por € e €.

Agora vamos analisar o significado de cada parte da definicdo de 2-categoria forte.
As condi¢des de (i) a (iv) da Definicdo anterior (Definicdo 3.1) garantem que essas duas
composig¢oes interajam de modo coerente, assegurando a estrutura estrita de uma 2-categoria forte.

Analisemos os axiomas da Definicdo 3.1:

 Oitem (i) significa que para todos X,Y,Z,W € Ob(C)), se (X,Y) # (Z,W) entdo as categorias

Hom¢ (X,Y) e Homg(Z, W) ndo possuem objetos e nem morfismos em comum, ou seja

Ob(Homg (X,Y)) NOb(Homg(Z,W)) =

0,
Homyom (x,v) (f, &) NHOMpome (z,w) (1 1) = 0.
Caso isso ndo ocorra, podemos facilmente impor por construgdo tal condiga@o, rotulando (inde-

xando) esses conjuntos.

e Para o item (ii), no contexto

N RN
X Ja Y VB Z vy w
81 82 83

precisamos que a ordem com a qual aplicamos os funtores composi¢ao horizontal ndo altere o

resultado final, ou seja,

(fiofa)ofs=fio(fa0f3),
(roB)oa=yo (o).

Dito de outra forma, pedimos que os diagramas

(f3of2)ofi

X 4

\/

(g3082)081

Y
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fzo(f20f1)

m

X 4

\/

g30(g2081)

Y

sejam iguais.

* O fato de Homg (X,Y) ser uma categoria garante que para todo f: X — Y, existe um 2-morfismo

identidade
de: f=f
em ¢, tal que
aoidy =,
idiofB =P

sempre que essas composi¢des verticais estiverem bem definidas. No entanto, isso ndo garante
a existéncia do morfismo idy do item (iii). Porém, uma vez que existe idy € Ob(Hom¢ (X, X)),
a existéncia de

idigy € Hompom, (x x) (idx, idx)

¢ garantida, sendo necessario exigir em (iv) apenas que
idigy © & = @ = ot © 1d;gy,

quando estas composi¢des forem definidas. Ou seja, considerando o diagrama

idy b
X Jidigy X Ja Y
N
ldX 8
e fazendo a composi¢do horizontal, temos que os diagramas

idyof

X i

\_/

idxog

Y

/

/_\

X L Y

\_/

g
sdo iguais.



42 Capitulo 3. 2-categorias Fortes e Fracas

Lema 3.2. Considere o seguinte diagrama

1 2
P N
X 3 Y 2 Z.
I B B2

h hy

Compor verticalmente e depois horizontalmente

faofi
f 1 /—\
X IBioay Y JBromm Y4 -3 X U,([}Zo(xz)(a(ﬁloal) 7
hl h2
hyohy
¢ equivalente a compor horizontalmente e depois verticalmente
Lofi faofi
\U/ . /\\
X 82081 z 7 X JBop)o(mon) z
JBoB
hyohy hy o hy

ou seja,
(B2oa) O (Broan) = (B0 Br)o (00 au),
onde o aplicado nos 2-morfismos denotada a composi¢ado vertical e © denota a composi¢ao horizontal.

Demonstracdo. Como a composisdo horizontal é um bifuntor?, segue da definicio que a composicdo

(vertical) dos 2-morfismos € preservada, mais especificamente, temos que

(B2o) ©(Broar) =O(Broa,Broo)
= o(®O(B2:B1), Oz, 1))
=o((BOp1), (O a))
=(B0B1)o (O o).

Portanto, os diagramas resultantes sdo equivalentes. [

2 Aqui, representamos o bifuntor composicdo horizontal como ® para expressar sua a¢do nos 2-morfismos de ¢; en-
quanto o, abordado na demonstragio, se refere a composigio nas categorias Homg (Y, Z) x Homy (X,Y) e Homy (X, Z).
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Observacao 3.3. Segue do fato de que a composigcdo horizontal € um bifuntor que para quaisquer
fi:X—=Y e fouY—=>Z,

temos

idp, ©1dg =1idpof, -

Isso significa que considerando o diagrama

fi b
X ‘U’ldfl Y U,ldf2 Z
\_/
f f2

e fazendo a composicdo horizontal é equivamente a fazer a composicao dos 1-morfismos f] e f> e
aplicar o 2-morfismo identidade sobre essa composicdo, ou seja, temos que ambos os diagramas a

seguir
f2ofi

\/

J2of1
fofi

X [} idpyory Z.

\_/

faofi

sdo essencialmente iguais.

3.1.1 Exemplos

Definicao 3.4 (Homotopia). Sejam f,g: X — Y duas fun¢des continuas. Uma homotopia de f a g é
uma fun¢ado continua H: X x I — Y tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X. Nesse

caso, dizemos que f e g sdo homotdpicas.

Definicao 3.5 (Homotopia de homotopias). Sejam f,g: X — Y funcdes continuas e Hy, H; : X X I —
Y homotopias de f a g. Uma homotopia de homotopias de Hy a H relativa a X x dI é uma fungéo

continua 0: X x I xI —Y tal que
* 0(x,1,0) = Ho(x,1);

* Q(X,O,S) :f(x);
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* O(x,1,s) = g(x);
paratodoxe X et,s €.

Homotopias de homotopias definem uma relagdo de equivaléncia no conjunto das homotopias

entre duas funcdes fixadas, conforme formalizado a seguir.

Afirmacao 2. Fixem fy, fi: X — Y. Seja s o conjunto das homotopias H: X x I — Y tais que
H(x,0) = fo(x) e H(x,1) = fi(x), para todo x € X. Definimos Hy ~ H; se existe uma homotopia de
homotopias 0: X x I x [ — Y satisfazendo

0(x,1,0) = Hy(x,1), 0(x,t,1) = H(x,1),

9(x,0,s):f0(x), G(x,l,s):fl(x),

para todo x,t,s € I. Entdo ~ é uma relag@o de equivaléncia em 7.

Demonstragdo. Vamos mostrar que se trata efetivamente de uma relacdo de equivaléncia.
Reflexividade: Para H € ¢ basta tomar 0(x,t,s) := H(x,t). Entdo 6 é continua e satisfaz
0(-,-,0) =06(:,-,1) = H e as condi¢des de bordo em ¢ = 0, 1.
Simetria: Se 6 é uma homotopia de homotopias de Hy para Hj, entdo 6 (x,t,s) := 0(x,t,1 —s) é
uma homotopia de homotopias de H; para Hy, preservando as condi¢des de bordo.

Transitividade: Se 0, é de Hy para Hy e 6, € de H| para H,, definimos a concatenagdo em s

01 (x,t,2s), 0
Gz(x,t,ZS— 1),

IN
IN

1
S 2
1.

<s<

O(x,t,s) := {

=

Pela igualdade 6;(-,,1) = H; = 6,(-,~,0), a fungdo ©® ¢é continua em s = 1 e O(,,0) =
Hy, O(-,-,1) = Hy e O(x,0,s5) = fo(x), O(x,1,s) = fi(x). Assim Hy ~ H,.

Portanto ~ € reflexiva, simétrica e transitiva, logo é uma relagao de equivaléncia em .77 . |

Agora que vimos essas defini¢des, podemos definir a categoria pequena Homg,,(X,Y) tomando
como objetos as fungdes continuas de X a Y e para duas fungdes continuas f,g € Ob(Homg,,(X,Y)),
o conjunto Homyon (x.v)(f,g) € formado por classes de equivaléncias [H], onde H ¢ uma homo-
topia de f a g. Considerando [H,]: f = g e [Hy|: g = h, a composi¢do vertical [Hp|o [H)]: f=hé
definida por [H; * H}], onde

Hy«H: X xI—Y
Hy(x,2t), 0<r<

(x,t) — Hyx Hy(x,1) =
Hy(x,2t—1), $<t<

e para cada f: X — Y, a identidade [id/] € HomHom%p(Xy) (f,f) é aclasse de homotopia id;: X x
I — Y tal que ids(x,t) = f(x), para todo x € X.
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Observacdo 3.6. E essencial considerar classes de equivaléncia de homotopias, pois, caso contrario,
a composi¢ao definida acima seria apenas associativa a menos de homotopia, e a homotopia constante
ndo atuaria como identidade estrita. Chamamos de homotopia constante associada a f a aplicagc@o
idg: X x 1 — Y definida por id¢(x,#) = f(x). Sua classe de equivaléncia fornece o morfismo identi-
dade em Homg,, (X,Y).

Exemplo 3.7. A 2-categoria forte Top € definida da seguinte forma:
* Os objetos sdo espacgos topoldgicos;
* Para cada par de objetos X,Y € Ob(%op), a composi¢io horizontal
o: Homg,,(Y,Z) x Homs,, (X,Y) — Homg,, (X, Z)
associa o par (g, f) a composi¢do go f; e para

([H2],[H1]) € Homyome,, (v.2)xHome,, (x.¥) ((81,.1): (82, /2)),

ou seja,
fi 81
/‘\ /\
X VH] Y V[H] Z
\_/
f2 8

¢ associado a [Hp| ® [H,| := [H, # H,], onde

H)#H : X xI—Z
(x,1) — Hy (Hi(x,1),1).

Vamos verificar a associatividade dessa composi¢ao. Considerando

S 81 hy
X Vi)Y Vi) Z (] W
\/

) 82 hy

temos
H3#(H2#H1):XX]—>W
(X,t)'—>H3(H2<H1(X,l),t>,l‘>.

€

(H3 #Hz)#Hli XxI—W
(x,t) — Hj (Hz (Hi (x,t),t),t),

e consequentemente (Hs # Hy) # Hy = Hs # (H, # H)).
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Além disso, qualquer 2-morfismo [H]: f = g é um 2-isomorfismo, cujo inverso [H] !: g = f é
dado por H~!(x,¢) = H(x,1 —1).

Exemplo 3.8. A 2-categoria das categorias pequenas Cat é definida por:

Os objetos sdo as categorias pequenas;
Os morfismos sao funtores .% : € — Z;

Se #,9: € — 2 sao funtores, entdo os 2-morfismos de .% a & sdo os morfismos de funtores

07 =9,

Se #.,9,4: € — 2 sao funtores e a: F = Y e B: Y = H, a composicdo da categoria

pequena Homgq( (%', Z) é a composicdo de transformagdes naturais usual foa: F = I

O funtor composig¢do horizontal age nos objetos associando os funtores % : € - Y e ¥ : 9 —

& a composicdo ¥ o.¥# : 9 — & de modo usual;

Considerando dois 2-morfismos @;: F| = 9 e ¢r: ¥ = %, onde #,%: € = P e
F2,%: P — &, definimos @, © @1 : F 0 F| = 4> 09 por

(@O @1)(X) == g(41(X)) o F2(e1(X))
=% (¢1(X)) o p2(F1(X)),

onde a dltima igualdade decorre do fato de ¢@;(X): .7 (X) — % (X) ser um morfismo em Z e

do fato de ¢, ser uma transformacdo natural, pois o diagrama
»(F1(X))
Fr(F1(X)) ——— H(F1(X))

FH(01(X)) D (e1(X))

€ comutativo.

3.1.2 2-Funtores

Para definir um funtor, especifica-se uma funcdo nos objetos e outra nos morfismos, que devem

respeitar a composi¢do e as identidades. De modo analogo, um 2-funtor consiste em fungdes nos

objetos, nos 1-morfismos e também nos 2-morfismos, preservando tanto as composi¢des (horizontal

e vertical) quanto as identidades correspondentes.

Definicao 3.9 (2-funtores). Sejam §: Ob(€) — Ob(®). Um 2-funtor §: € — © é definido por

Uma fungéo §: Ob(€) — Ob(D);
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* Para todos X,Y € Ob(€), um funtor
3+ Home(X,¥) = Homo (3(X), 3(¥))
tal que

(1) Sxx(idx) = idg(x);
(i) $(fog)=F(f)oF(g),paraf: X »Yeg:Y —Z

(iii) Parao: fi=g1ePB: fr= g, comfi,g1: X >Ye fr,80: Y = Z,
S(aof) =F(a)oF(B).

Observacao 3.10. As condi¢des (ii) e (iii) podem ser expressas conjuntamente pela comutatividade

do diagrama

o

Homg (Y,Z) x Homg(X,Y) > Homg(X,Z)

Sy zxX8xy Sx.z

Homg (§(Y),§(Z)) x Homg (§(X),§(Y)) —— Homp (F(X),F(2)).

Este diagrama captura simultaneamente a preservacdo da composi¢do horizontal de 1-morfismos
(condigdo (ii)) e a preservacao da composicdo vertical de 2-morfismos (condicao (iii)).

Em outras palavras, um 2-funtor é uma aplicac@o entre 2-categorias que respeita a estrutura ca-
tegorica existente. Ele envia objetos em objetos, 1-morfismos em 1-morfismos e 2-morfismos em

2-morfismos, de modo compativel com todas as composi¢des (horizontal e vertical) e identidades.

Ao desconsiderarmos os 2-morfismos de uma 2-categoria, obtemos naturalmente uma categoria
comum. Da mesma forma, ao desconsiderarmos a a¢do do 2-funtor nos 2-morfismos, temos um
funtor. Reciprocamente, podemos interpretar qualquer categoria como uma 2-categoria particular, na
qual, para cada par de objetos, o conjunto de morfismos € visto como uma categoria pequena onde
os Unicos morfismos (2-morfismos) sdo as identidades. Sob essa identificacdo, um 2-funtor coincide

exatamente com um funtor usual.

3.1.3 Morfismos e 2-morfismos de 2-funtores

Como visto anteriormente, dadas duas categorias 4 e &, podemos formar a categoria dos funto-
res Func(¢',%). De modo andlogo, para duas 2-categorias € e ©, o conjunto dos 2-funtores € — ©
também admite uma estrutura de 2-categoria, que denotaremos por 2-Funct (€, ). Mas para estabe-

lecer a estrutura dessa categoria, precismos definir morfismo de 2-funtores e 2-morfismo de 2-funtores.
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Definicao 3.11 (Morfismo de 2-funtores). Sejam € e © 2-categorias e §,®: € — D 2-funtores. Um
morfismo de 2-funtores @: § — & consiste em atribuir, a cada objeto X € Ob(€), um 1-morfismo
@(X) € Ob(Homg (F(X),8(X))), ou seja

P(X): F(X) = 6(X)

tal que:

* Para todo 1-morfismo f: X — Y, o diagrama

€ comutativo.

* Para todo par de 1-morfismos f,g: X — Y e todo 2-morfismo & : f = g, o diagrama

P(X)
/_\
5(X) 1} 1ot &(Y)
\_/
P(X)
30| 3 5 o(n| Y s
oY)
T
3(Y) | 1o &(Y)
\/
oY)

¢ 2-comutativo, ou seja

id(p(y) OF(a)=6(a) Qid(p(X)v
com respeito a composicao (horizontal) © em D.
Definicao 3.12 (2-morfismo de 2-funtores). Sejam @,y : § — & morfismos de 2-funtores. Um

2-morfismo de 2-funtores p: @ = y & definido associando a cada X € Ob(€) um 2-morfismo
p: ¢(X) = y(X), de modo que para todos os morfismos f,g: X — Y e 2-morfismos o : f = g
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em ¢, o diagrama a seguir seja comutativo

o(X)
/\
3(X) ) &(Y)
\/
v(X)
5| Y5 s(n| Y s
oY)
T
3() yPw) &(Y)
\_/
v(Y)

ou seja,

p(Y)oOF(a) =&(a) ©p(X),
com respeito a composicao (horizontal) ® em D.
3.1.4 Definigbes Analogas

Podemos generalizar algumas das definicdes previamente apresentadas para categorias,

estendendo-as ao contexto de 2-categorias.

Definicao 3.13 (Equivaléncia entre objetos). Seja ¢ uma 2-categoria. Dizemos que dois objetos

X,Y € Ob(C) sdo equivalentes se existem morfismos

f:X—=Y,
g:Y—=X,

tais que existem 2-isomorfismos

o: gof=idy,
B: fog=idy.
Nesse caso, o morfismo f (ou g) é chamado de equivaléncia entre X e Y.

Definicao 3.14 (Equivaléncia entre 2-categorias). Duas 2-categorias € e © sdo equivalentes se
existem 2-funtores

§: €=,
B:D ¢,
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para os quais existem isomorfismos de 2-funtores

a: Gof = idg,
ﬁ! $06 =idp.

O 2-funtor § (ou ®) é chamado de equivaléncia entre €e .

Observacao 3.15. Na 2-categoria Cat, a definicdo anterior coincide com a nocdo usual de equi-

valéncia entre categorias pequenas.

Definicao 3.16 (Sub-2-categoria). Seja € uma 2-categoria. Dizemos que uma 2-categoria ® é uma

sub-2-categoria de € se:
* Ob(®) C Ob(€);

* paratodo X,Y € Ob(D), a categoria Homg (X,Y) € uma subcategoria de Home (X,Y), com as

mesmas identidades e composicoes de €.

Dizemos que © é uma sub-2-categoria 2-cheia de € se, para quaisquer X,Y € Ob(D) e f,g €
Homg (X,Y), tivermos
HomHom@ (f7g) = HomHom¢ (f7 g)

Dizemos que © é uma sub-2-categoria cheia de € se, para quaisquer X,Y € Ob(D), vale
Homg (X,Y) = Homg(X,Y).

Definicao 3.17 (Categoria produto). Dadas duas 2-categorias € e ®, definimos a categoria produto

¢ X ® como segue:
* Ob(€ x D) :=0b(¢) x Ob(D);
o para (X,X’),(Y,Y’) € Ob(€ x D), define-se
Home o ((X,X'), (Y,Y')) := Home(X,Y) x Homg (X',Y');
e para f,g € Homg(X,Y) e ', ¢’ € Homgp (X', Y’), define-se
HoMgome, o (/") (£,€")) 1= Homyem, (x v (f> ) X Homyome (xr vy (', €);
* a composi¢ao horizontal age nos 1-morfismos € dada por

(8.8)o(f. f):=(gof,&of),

enquanto nos 2-morfismos é dada por

(a,d)o(B,B) = (Boa pod)
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3.2 2-Categorias Fracas

Antes de definirmos as 2-categorias fracas, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.18. Definimos a categoria 1 em que Ob(1) = {1}, ou seja, a classe de objetos contém
apenas um elemento, e hd apenas o morfismo id; em Hom(1,1). Para qualquer que seja a categoria
%, existe apenas um funtor .% : ¥ — 1. Entretanto, um funtor ¢ : 1 — &, se trata de um funtor onde

escolhemos um objeto X € Ob(Z) para ser imagem do objeto 1 € Ob(1).
Comecamos com a defini¢ao de 2-categoria fraca, que na referéncia é chamada de bicategoria.

Definicao 3.19 (2-categoria fraca). Uma 2-categoria fraca é uma quintupla (8, 1,0,a,l,r) consis-

tindo dos seguintes dados:

* B possui uma classe Ob(B) =: By, cujos elementos sdo chamados de objetos ou 0-morfismos

em ‘B.

* Para cada par de objetos X,Y € By, existe uma categoria pequena Homy (X,Y) , onde os ob-
jetos de Homgs (X,Y) sdo chamados de -morfismos e a classe Ob(Homgy (X,Y)) é denotada
por ‘5. Os morfismos dessa categoria sao chamados de 2-morfismos, e a cole¢do de todos
os 2-morfismos é denotada por B,. As composi¢des em Homgs (X,Y) sdo ditas composicoes
verticais ¢ a identidade nessa categoria € dita 2-morfismo identidade, enquanto um isomor-
fismo nessa categoria € um 2-morfismo invertivel e o inverso € dito inverso vertical. Para cada

1-morfismo f, o 2-morfismo identidade € denotado por 1.

* Para cada objeto X € B, temos o I-morfismo identidade idy € Ob(Homgy (X, X)), o qual po-

demos identificar com o funtor
Ix: 1 — Homg(X,X),
onde 1 é a categoria do Exemplo 3.18, e 1x(1) = idy.
* Para cada tripla X,Y,Z € ‘B,
oxyz: Homg(Y,Z) x Homg (X,Y) — Homg (X, Z)

¢ um bifuntor dito composi¢do horizontal, onde oxyz(g, f) := go f (aplicado sobre objetos?) e

oxyz(B,a) := B ® a (aplicado sobre morfismos*).

 Para objetos W, X,Y,Z € B,

awx,v,z: owxz °(oxyz X idgomg (w.x)) — owrz © (idHomg (x.v) X OWxy)

3Nesse caso, sdo 1-morfismos.
4Que sdo 2-morfismos.
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¢ um isomorfismo natural chamado associador entre os funtores

Homg (Y,Z) x Homgs (X,Y) x Homg (W, X ) — Homg (W, Z).

 Para todos X,Y € By,

Ix,y: oxyy o(ly X idHomg (x,¥)) — 1Homg (x.¥)
rxy: oxxy ©(idHomg (x,v) X 1x) — 1dHomg (1)

s@o isomorfismos naturais, ditos unitor a esquerda e unitor a direira, respectivamente.

Os subscritos em o serdo frequentemente omitidos. Os subscritos em a, [ e r serdo frequentemente
usados para denotar seus componentes. Para quaisquer f € Hom®B(V,W), ¢ € Homgs(W,X), h €

Homgy (X,Y) e k € Homg (Y, Z), os dados acima devem satisfazer os dois axiomas a seguir:

* Axioma da unidade: O diagrama

g1y .f)

(golw)of » go(lwof)
ng %lf
gof
em Homgy (V,X) é comutativo.
* Axioma pentagonal: O diagrama
((koh)og)o f
Qkoh,g,f QAk.h,gof
((koh)og)o f ko(ho(gof))
ak,h,gQidf idk®ah,g,f

(ko(hog))of —— ko((hog)of)
em Homgy (V,Z) é comutativo.

Notacao 5. Eventualmente podemos nos referir a 2-categoria fraca (8, 1,0,a,[,r) simplesmente por
5.

Vamos interpretar essa definicdo. De forma anédloga ao caso das 2-categorias fortes, para cada
X,Y € Ob(*B) a composi¢do vertical em Homg(X,Y) € associativa e possui identidades, pois
Homy (X,Y) é, por si s6, uma categoria. Além disso, a composi¢ao horizontal preserva tanto as

composigdes verticais quanto os 2-morfismos identidade, uma vez que se trata de um funtor.
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Mantemos a notagdo usual: para f,g € Ob(Homy(X,Y)) escrevemos f,g: X — Y, e para um

2-morfismo o € Homygom, (x,v) (f; &) usamos a notagdo a: f = g.

As diferengas mais relevantes entre 2-categorias fortes e fracas residem na forma como a asso-
ciatividade e os morfismos identidade se comportam. Na versdo forte, essas condi¢des sao impostas
por igualdades exatas; ja na versdo fraca, elas sdo substituidas por isomorfismos naturais. Essas

transformacoes naturais sao o cerne da definicdo, e vale a pena examind-las com atengao.

* Vamos interpretar o isomorfismo associador. Considere W,X,Y,Z € Ob(8). O funtor de

composi¢ao horizontal é dado por

oxyz: Homg(Y,Z) x Homy (X,Y) — Homy (X, Z),
(f.8) — fos,
(a,B) — ax®B.

Compondo com a identidade em Homgs (W, X ), obtemos o funtor

oxyz X idpomg (w,x): Homs (Y,Z) x Homg (X,Y) x Homg (W, X) — Homg (X, Z) x Homg (W, X),

(f,8,h) — (fog, h),
(a,B,y) — (¢ ©B,7).

Compondo novamente com o funtor
owxz: Homg(X,Z) x Homg(W,X) — Homg (W, Z),
temos

owxz © (oxyz X idHomg (w,x)) : Homgp (Y, Z) x Homg (X,Y) x Homg (W, X) — Homg (W, Z),
(f,8,h) — (fog)oh,
(o, B,7) — (@O B)OY.

De maneira simétrica, temos

owyz © (Idpomgy (v,z) X owxy): Homg (Y, Z) x Home (X,Y) x Homgs (W, X) —> Homg (W, Z),
(f,8:h) — fol(goh),
(a,8,7) — a©(BOY).

Surge entdo o isomorfismo natural associador

awxyz: owxzo(oxyz X idgomg wx)) — oWrz © (idpomy (v,2) X OWXY),
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de modo que para para quaisquer 1-morfismos f € Ob(Homgy (Y,Z)), g € Ob(Homg (X,Y)) e
h € Ob(Homyg (W, X))
airen: (fog)oh— fo(goh)

¢ um 2-morfismo invertivel em Homgys (W, Z). A naturalidade de a garante a comutatividade do

diagrama
A(f.g,h)
(fog)oh “—— fo(goh)
(aeB)oY ao(Boy)
(' ogyoll — L pro (g o)

para quaisquer o: f = f/,B:g=g ey: h=H.

Agora vamos entender os unitores. Para cada X,Y € Ob(*B), temos o funtor
ly X idgomg (x,y): 1 x Homg(X,Y) — Homgy (Y,Y) x Homg (X, Y),
(1, f) — (idy, f),

(idy,o0) — (idig, , @).
Compondo com oxyy, obtemos o funtor
oxyy © (IY X idHom%(X,Y)) 1 x Hom% (X7Y) — Hom% (X,Y),

(1af)'—>idYof>

(idy, &) — idjg, © .

Exige-se entdo um isomorfismo natural

Ixy : oxyy o(1ly X idgomg (x,¥)) — 10Homgs (x,7)>
com componentes l¢: idy o f = f.
De modo anélogo, temos o funtor

oxyy © (1dgomg (x,v) X 1x): Homg(X,Y) x 1 — Homgy(X,Y)

e exigimos um isomorfismo natural

rxy : oxyy ©(idgomg (x,¥) X 1x) — idHomg (x,1)5
com componentes ry: foidx = f.

O fato de / e r serem isomorfismos naturais garante a comutatividade dos diagramas

. ly L, TF
idy o f ~— f foidy ~—f

id,'dy @Otj l o (X@ididx l l a

ldY Of/ T f/ f/ @] ldX ? f,



3.2. 2-Categorias Fracas 55

* Para compreender o diagrama

A(gidyy .f)

(goidw)o f go(idwo f)

m id, Ol

gof
do axioma da unidade, considere a seguinte situacao

b idy

V—W — 8

W—=—X,

que nos proporciona o associador

avwwx: ovwx © (owwx X idHomg (v.x)) — ovwx © (idHomg (w.x) X Ovww),

N 72

onde
7,7 : Homg(W,X) x Homg (W,W) x Homg (V,W) — Homg (V,X)

com

(g, idw, f) = (goidw)o f
V(g idw, f) = go (idw o f)

€, consequentemente, temos o 2-morfismo
(g idy.f) - (goidw)o f = go(idwof)
em Homg (V, X).
Além disso, temos a transformacgdo natural
rwx : owwx ©(idHomg (w,x) X 1w) — idHomg (w.x)»

que proporciona o morfismo
rg ~rg1): goldw =g

resultando em

S goidy

/_\
v Jide W Jbre X,

cuja composicao horizontal resulta no 2-morfismo

rg®idys: (goidw)of=gof
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em Homg (V, X).

Analogamente, obtemos

idwof 8
V l} lr W l} idg X ,
idwof 8

proporcionando o 2-morfismo
id,®l: go(idwo f) = go f.
E assim, temos
(Vg @ldf) oa(g’idwj) . (gOldW) Of
em Homgs (V,X). Assim, o diagrama da unidade comutar significa que
rg@idy = (idg O lf) 0 (g iay 1)
em Homg (V, X).

* O axioma do pentdgono afirma que, para k, h, g, f apropriados, ou seja, considerando

v LwSx Ly K7

Dizer que o diagrama a seguir comuta

((koh)og)o f
Akoh,g,f Ak.h.gof
(koh)og)o f ko (ho(gof))
ak"hﬁgQidf ideah.g,f

(ko(hog))of —— ko((hog)of)
significa a igualdade entre os 2-morfismos
Ak hgof) © Akong.f) = 10k O (g 1)) © Ak hog.p) © (@(ag) ©1dy)
em Homg (V,Z).

Observacao 3.20. De modo intuitivo, uma 2-categoria fraca flexibiliza algumas das igualdades
rigidas da 2-categoria forte, substituindo-as por isomorfismos naturais que satisfazem condi¢des de

compatibilidade. Em particular
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* a composi¢ao horizontal € apenas associativa e unital até isomorfismo natural;

* os isomorfismos a, [ e r estabelecem equivaléncias candnicas entre diferentes maneiras de com-

por ou inserir identidades;

* os axiomas da unidade e do pentdgono garantem a coeréncia das composi¢oes formadas pelos

isomorfismos a, [ e r.

Tendo isso em maos, uma defini¢do equivalente para 2-categoria forte é a seguinte: uma 2-
categoria forte é uma 2-categoria fraca (*8,1,0,a,l,r) na qual o associador a, o unitor a esquerda
[ e o unitor a direita r sdo transformagdes naturais identidade.

Assim, toda 2-categoria forte pode ser vista como uma 2-categoria fraca em que os isomorfismos

naturais de coeréncia sao identidades.

Exemplo 3.21. Seja C o corpo dos niimeros complexos. Definimos a 2-categoria fraca 2-Vectc por:

* Os objetos sdo conjuntos da forma {n}, com n inteiro ndo negativo.

* Para {m}, {n} € Ob(2-Vectc), a categoria Homy_veci. ({m},{n}) tem por objetos as n x m 2-

matrizes V = (V;;) = (V;j)nxm, onde cada V;; ¢ um espaco vetorial complexo de dimensdo finita:

Vit - Vim
Vn><m == : :

an Vnm

Um morfismo 6 : V. — V' em Homy_veer ({m},{n}) é dado por uma familia 6 = (6;;) de

/

transformagdes lineares 6;; : V;; — V;;, ou seja

‘/l‘le

PN
{my  Jeo {n}.
\V/

nxm

A identidade de V € (idy );; = idy;;, € a composigdo vertical € feita coordenada a coordenada
(908)ij = ¢ijo 6.

* Para {n} € Ob(2-Vectc), o 1-morfismo identidade id,, € Ob(Homy vecto ({n},{n})) € da

forma
C 0 --- 0
0O C --- 0
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* Sejam {m},{n},{p} € Ob(2-Vectc). O funtor de composi¢ao horizontal

Omn,p - HOM) et ({n},{p}) x Homy_vect ({m},{n}) — Homy_vect ({m},{pr})

age nos objetos associando ao par (W,xn, Vaxm) @ matriz (WV) ., cujas entradas sdo dadas

por

n
WV)ij=PWu®Vyj), 1<k<p, 1<j<m,
i=1

onde & € a soma direta e ® € o produto tensorial de espacos vetoriais complexo de dimensdo

finita.

Segue que, para

Wi Win Vi Vim
Wp><n - ’ Vn><m - 9
Wpl an Vi Vam
temos
P Wi Via) - DL (W@ Vin)
WVpsm = : :
69?:1 (Wpi & Vil) T 69?:1 (Wpi ® Vim)

Com relagdo aos morfismos, seja 8: V = V' e ¢: W = W'. A composi¢do horizontal leva o
par (6, ¢) em
0O0: WV WV

definida por

n n

n
<(p®9)kj:@ (sz®9” @ sz®V11 ED(Wk/1®Vz/]>
i=1 i=1 i

Sejam {m},{n},{p},{q} € Ob(2-Vectc) e
{m} == {n} = {p} = {q},
o associador
Amnp.g® Omng©(Onpg X i‘leomz.Vem(C (mm)) — Ompq © (idHomZ-VectC (p.q) * Omnp)

¢ tal que cada

axwy: X(WV) — (XW)V
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tem suas entradas (i, j) induzidas pelos isomorfismos

n

[(XW)V]i; = PEW); @ Vi
i=1

n o[ p
=P <€BX1k®Wki> QVij
k=1

i=1 =

n p
~ PP (X @ Wii) @ Vi
i=1 k=1
n

P
PP xu© W@ Vi))
k=1i=1

n
Xk @ (@ Wi ® Vij)

i=1

12

12
D~1I

~
I

1

I
P~

Xk @ (WV )y

»
I

—

1
X(WV)lj-

Nos isomorfismos candnicos acima, foram usados os isomorfismos candnicos de distributivi-

dade
(APB)@C~(ARC)®(BRC),
AR (B®C)~(ARB)® (A®C),
o isomorfismo de simetria
A®PB~B®FA,
e o isomorfismo de associatividade
(ARB)RC~A®(BRC).
* Sejam {m},{n} € Ob(2-Vectc). Os unitores
Imn> Omnn ©(1n X idgom, v (m,n)) o idHom, yee. (o))
Fingn® O © (1 Homs yeey (m.n)) — 1Homs veer (mm)x 1)
sdo tais que, para cada V,,«,, 0s 2-morfismos identidades
ly:id,V —V,
ry: Vid,V =V
sdo induzidos pelos isomorfismos
C®Vij=Vj~V;®C,
0®V;;~0~V;®0
0BV =V ~V;®0.

pV : (Vol{m}) = V7
pv:(Volyyy) =V,
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Com dados, 2-Vectc constitui uma 2-categoria fraca.

Em sintese, a diferenca entre as duas estruturas estd na forma como as condi¢des s@o impostas.
A 2-categoria forte € mais simples e rigorosa, pois exige que as propriedades valham por igualdades
exatas. Ja a 2-categoria fraca € mais natural e flexivel, substituindo essas igualdades por isomorfismos,
0 que a torna mais geral e abrangente. Além disso, uma 2-categoria forte €, necessariamente, uma
categoria enriquecida.

Os conceitos introduzidos neste capitulo serdo fundamentais para o estudo das gerbes, que serao
tratadas no Capitulo 7. Visto que estas sdo definidas como feixes de grupoides, sua formaliza¢do

exigird a no¢ao de 2-categorias.



CAPITULO 4

Pre-feixes e Feixes

No contexto da topologia e geometria algébrica, a constru¢do de estruturas algébricas em espagos
topoldgicos frequentemente requer a consideracdo de cole¢des de dados locais que podem ou nao ser
compativeis entre si. Para formalizar essas ideias, introduzimos os conceitos de pré-feixe e feixe.

Um pré-feixe em um espaco topoldgico X associa a cada aberto U C X um conjunto ou um objeto
com alguma estrutura algébrica (como grupo, anel ou médulo), de modo que os elementos de cada
aberto podem ser restritos a subconjuntos menores. A estrutura de pré-feixe € composta por um
sistema de restrigdes que permite mapear se¢des definidas em um aberto para secdes em subconjuntos
menores. No entanto, essas restricdes ndo garantem a compatibilidade entre secdes definidas em
diferentes abertos.

Um feixe, por outro lado, € um pré-feixe que satisfaz condi¢des adicionais de compatibilidade e
unicidade. Em um feixe, exigimos que se um conjunto de sec¢des locais € compativel em todas as
intersecoes dos abertos, entdo existe uma se¢do global que as recupera por restri¢ao. E se duas secoes
globais coincidem localmente em uma cobertura aberta, entdo elas sao idénticas globalmente.

Essas propriedades garantem que os dados locais em um feixe possam ser concatenados de ma-
neira consistente, o que nao € exigido em um pré-feixe.

Nas proximas secoes, formalizaremos essas defini¢cdes e exploraremos alguns exemplos.

4.1 Pré-feixes

Nessa se¢do iremos definir um pré-feixe, mas antes vamos fazer algumas consideragdes.
Daqui em diante, denotamos por X um espaco topoldgico fixado (a menos que sinalizado o
contrédrio). Definimos a categoria Topy tomando os abertos de X como objetos, € como morfismos as

inclusoes entre eles. Mais formalmente, se U e V sdao subconjuntos abertos de X, entdao
HomTopX(V,U) ={i:V=>U}
quando V C U, e Homryp, (V,U) = 0 caso contrério.

61
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A composi¢do € unicamente determinada, pois se W C V C U, entdo o unico morfismo de W a U
€ a composicao entre o unico morfismo de W a V e o tnico morfismo de V a U. Isso € evidente ao
considerar a composicao das inclusdes.

Ademais, fixamos uma categoria ¢, escolhida dentre as seguintes: conjuntos, grupos abelianos,
anéis comutativos, R-mdédulos, sendo R um anel fixado (em particular, K-espagos vetoriais, sendo
K um corpo fixado), R-dlgebras (em particular, K-algebras) comutativas, R-4lgebras (em particular,

K-4lgebras) comutativas unitdrias.

Definiciio 4.1. (Pré-feixe) Um pré-feixe em X, com valores em ¢, é um funtor &: Topy’ — €, tal
que Z(0) =0, sendo 0 o zero-objeto de %

De maneira clara, isso significa o seguinte: para todo U C X aberto, fica definido o objeto Z(U) €
Ob(%). Se V C U, temos o morfismo Pyy: P (U) — P (V), o qual é chamado de morfismo de

restri¢do, de modo que
i) 2(0) =0
(i) Pyy é aidentidade de Z(U);
(iii) se W C V C U, entao Pyy = Pwy o Pyy.
Como Z(0) = 0 por hipétese, 0 morfismo associado a inclusdo @ < U é o morfismo
Py P (U)— 0.
Esse morfismo € o tinico morfismo com contradominio no objeto zero de ¢, em virtude da propriedade

universal do zero-objeto’.

Observacao 4.2. A exigéncia de que Z(0) = 0 na Defini¢do 4.1 pressupde que a categoria alvo ¢
possua um zero-objeto (um objeto que seja simultaneamente inicial e terminal). E importante notar a

distin¢ao de comportamento deste objeto em diferentes contextos:

(1) Em categorias algébricas: Em categorias como a de grupos abelianos ou de R-mdédulos, o
objeto zero é o grupo ou médulo trivial {0}. Nestes casos, a restricio Py : P (U) —0€ o

unico homomorfismo existente, determinado pela propriedade de terminalidade de O.

(i1) Na categoria de conjuntos (Sets): Rigorosamente, Sets ndo possui um zero-objeto. O conjunto
vazio 0 é o objeto inicial, enquanto qualquer conjunto unitdrio {*} é um objeto terminal. No
entanto, para a teoria de feixes, 0 que se busca com a condi¢cdo & (0) = 0 é a unicidade do

morfismo de restricdo. Por essa razdo, em Sets, tratamos o conjunto unitdrio {0} como se fosse

I'Dizemos que um objeto 0 satisfaz a propriedade universal de zero-objeto se ele é simultaneamente inicial e terminal,
isto é, se para todo objeto A existe um unico morfismo A — 0 e um Unico morfismo 0 — A. Além disso, caso exista, 0
zero-objeto € tinico a menos de isomorfismo tnico.
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o zero-objeto. O fato de que Hom(X,{0}) contém exatamente um elemento para todo conjunto
X, analogamente ao que ocorre com Hom(X,0) nas demais categorias, ¢ suficiente em varias

circunstancias.

Exemplo 4.3. Seja K =R ou K = C. Para cada aberto U C X, consideramos & (U) como o conjunto
das fungdes continuas de U em K, isto é, Z(U) := C°(U,K), dotado da estrutura natural de grupo
abeliano, de anel comutativo unitdrio, de K-espaco vetorial ou de K-algebra comutativa unitaria.
Dado um aberto V C U e uma se¢do ¢ € & (U), definimos o morfismo de restricdo Pyy (@) := @|y.
Essa constru¢ao define um pré-feixe em X com valores na categoria correspondente. Se, em vez
de funcdes continuas, considerarmos todas as func¢des de U para K, o resultado continua sendo um

pré-feixe.

Notacao 6. Denotaremos por R, C e Z os feixes que, a cada aberto U C X, associam o grupo abeliano
(ou anel) das fungdes continuas com valores em R, C e Z, respectivamente. Quando consideramos

apenas fun¢des constantes em cada aberto, podemos denotd-los simplesmente por R, C e Z.

Exemplo 4.4. Seja A um objeto fixado na categoria 4. Definimos o pré-feixe constante A por
P(U) := A, para todo objeto U da categoria Topx, com U # 0, sendo os morfismos Pyy, com
V C U, iguais a identidade.

Observacao 4.5. No caso das funcdes continuas com valores em Z, como Z € discreto, todo mapea-

mento continuo € localmente constante. Assim, o feixe Z coincide com o feixe de funcdes constantes
Z.

Definicao 4.6. (Secao local e secao global) Um elemento s € & (U) é dito se¢do local (ou simples-

mente secdo) de & em U. Se U = X, a se¢do s € dita também secdo global.

Notacdo 7. Sejam s uma se¢do em Z(U) e V C U. Denotaremos sly := Pyy(s). Além disso, as
condi¢des Py = id P2(U) € Pwuy = Pwy o Pyy, paraW CV C U, temos como consequéncia que

slu = s, e (slv)lw = slw.

4.1.1 Morfismos de pré-feixes

Nesta secd@o, construiremos a categoria de pré-feixes sobre um espaco topolégico X, definindo os
morfismos correspondentes. Como um pré-feixe € um funtor, temos que um morfismo de pré-feixe é

uma transformagao natural.

Defini¢do 4.7. (Morfismo de pré-feixes) Sejam 2,2: Topy’ — ¢ dois pré-feixes. Um morfismo
de pré-feixes de & a 2 é um morfismo de funtores p: & — 2.

De maneira concreta, um morfismo p: & — 2 entre dois pré-feixes sobre X com valores em

uma categoria ¢ consiste em uma familia de morfismos

p(U): 2(U)— 2(U)
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definidos para cada aberto U C X. Esses morfismos sdo tais que, para todo aberto V C U, o diagrama

a SCgUiI' comuta:
U
p(U)

2(U) 2(U)
c@vul L@vu
2v) LY o).

Adotando a nota¢do py para o morfismo p(U), a comutatividade do diagrama pode ser expressa

da seguinte como
pv(slv) =pu(s)lv, Vse2(U).

Com isso, fica definida a categoria PreFeixesy ¢, cujos objetos sdo os pré-feixes sobre X com

valores em %, e cujos morfismos sdo os morfismos de pré-feixes.

Exemplo 4.8. Sejam A e B dois objetos de uma categoria %, e seja f: A — B um morfismo em %.
Denotemos por A e B os pré-feixes constantes associado a A e a B, respectivamente. O morfismo
f: A — Binduz entdo um morfismo de pré-feixes constantes py: A — B, cujos morfismos de pré-
feixes sdo dados por (ps)y = f para todo aberto nao vazio U C X.

Para todo V C U, a naturalidade de p; garante a comutatividade do diagrama

Aw) 2% g

Como A e B sio pré-feixes constantes, temos A(U) = A(V) = A, B(U) = B(V) = B, Ayy = ida,

Byy =idp, e (pf)u = (pf)v = f. Assim, o diagrama acima pode ser reescrito como

AN

BN

idy

B
lidg

—

AN

BN

e que comuta trivialmente.

4.1.2 Sub-pré-feixe

Ao trabalhar com pré-feixes sobre um espaco topoldgico X, pode ocorrer que certas secoes de um
pré-feixe & formem subconjuntos estaveis sob restri¢ao. Quando isso acontece em todos os abertos,
obtemos um sub-pré-feixe. Em termos praticos, basta escolher, para cada aberto U C X, um subobjeto
QU)cCc Z(U)talque,ses € 2(U)eV CU,entdo Pyy(s) € 2(V). Assim, as restri¢des de 2 sdo
simplesmente aquelas de Z.

Formalizamos esse fendmeno na defini¢do abaixo.
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Definicao 4.9. (Sub-pré-feixe) Seja &2 um pré-feixe com valores em uma categoria ¢’. Um sub-pré-

feixe de & é um pré-feixe 2 tal que:
1. para cada aberto U C X, 2(U) é um subobjeto de & (U);

2. paratodos V C U es e 2(U), arestrigio de 2 coincide com a de &, isto é,
QVU(S) = r@VU(S).

Observe que esta definicdo garante, em particular, que as restri¢oes de -2 sdo bem definidas sim-

plesmente herdando as de &?. Assim, ndao hd ambiguidade em escrever s|y tanto para & quanto para

2.

4.2 Talos e germes

Para calcular o diferencial de uma fungdo suave f: R" — R™ em um ponto a € R", € necessario
compreender o comportamento local de f em torno de a. Esse comportamento ndo se reduz apenas
ao valor pontual f(a), pois este, por si s6, ndo fornece informagdo suficiente para determinar d f(a).
Por outro lado, ndo € preciso fixar uma vizinhanga especifica U de a, ja que, qualquer que seja a
vizinhanca escolhida, podemos sempre restringi-la sem perda de informagdo a respeito de df(a).
Assim, o que chamamos de comportamento local em a corresponde a uma informacao intermedidria:
mais rica que o simples valor pontual, mas menos detalhada que toda a estrutura em uma vizinhanga
fixada.

A definicdo de talo e de germe, que apresentaremos a seguir, € justamente uma generaliza¢ao
abstrata dessa ideia, ou seja, tal como no exemplo das func¢des suaves, queremos identificar secdes que

coincidem em alguma vizinhang¢a do ponto, capturando apenas o seu comportamento local essencial.

Notacdo 8. Fixado um ponto a € X, denotamos por &, o conjunto dos pares (U, s), onde U é uma

vizinhanga abertade aem X e s € Z(U).

Introduzimos a seguinte relacio de equivaléncia em %,
(U,s) ~(V,t) < 3IW CUNV aberto, talque a € W e s|ly = t|w. 4.1)

Definicdo 4.10 (Talo e germe). O talo & em a € X é o quociente &, := P,/ ~. Um germe & em

a é um elemento do talo &,.

Assim, um germe em a € X é uma classe de equivaléncia [(U,s)], em que U C X é uma vizinhanca
abertade a e s € Z(U). Quando for necessario indicar o ponto, usamos a notagio [(U,s)],;

O talo &, se torna naturalmente um objeto de 4. Por isso, se a categoria € possui estru-
tura algébrica (como grupos, anéis ou médulos), o talo &, herda naturalmente essa estrutura. As

operacoes sao definidas sobre representantes da seguinte forma:
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* (U] +[(V,0)] = [(UNV, slyrw +tluew)];

* (U] [V,0)] = [UNV, slyrw - turw)]:

* A-[(U,s)] :=[(U, As)].
O elemento nulo de &, é o germe [(U,0)] para qualquer vizinhanga U de a; se € for a categoria dos
anéis (ou algebras) unitdrios, a unidade é o germe [(U, 1)] para qualquer vizinha U de a.

Dados um aberto U C X e um ponto a € U, cada se¢do s € (U ) define um germe em a, a saber

[(U,s)]q- Isso fornece o morfismo

n,: PU)— P,
s+ [(U,5)]a,
o qual, em geral, ndo € injetor, pois duas se¢des distintas podem coincidir em uma vizinhanca de a,
nem sobrejetor, pois um germe pode nao admitir um representante definido em todo U'.
Finalmente, para cada a € X, um morfismo de pré-feixes p : & — 2 induz canonicamente um
morfismo entre os talos
pa : c@a H Qa
(U, 9)la — [(U,pu(s))la-

o qual € um morfismo em % .

Observacao 4.11. O morfismo p, : &, — 2, esta bem definido, ou seja, nao depende do represen-
tante (U,s) escolhido. De fato, se (U,s) ~ (V,t) em Z,, existe uma vizinhanca W C UNV de a tal

que s|w = t|w. Como p é um morfismo de pré-feixes, temos
pu(s)lw = pw (slw) = pw (tlw) = pv (1) |w,

logo [(U, pu(s))]a = [(V:pv (t))]a em 2.

Definicao 4.12 (Suporte). Seja s uma se¢ao em Z(U). O suporte de s, que denotamos por supp(s),

¢ o fecho em U do subconjunto formado pelos pontos a tais que [(U, )], # O.

Proposicao 4.13. Sejam s uma se¢do de &?(U) e a um ponto de U. Temos que [(U,s)], =0 se, e

somente se, existe uma vizinhanca V de a tal que s|y = 0|y, logo s|y = 0.

Demonstracdo. O germe nulo 0 € &7, é representado pela secio nula Oy sobre qualquer aberto U que
contém a. Assim,
[(U7S)]6l =0 = [(U,S)]a = [(U7O)]a'

(=) Suponha que [(U,s)], = 0. Entéo, pela igualdade de germes, existe uma vizinhanca V C U de a
tal que

S|V =0.
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(<) Suponha que existe uma vizinhang¢a V C U de a tal que s|y = 0. Entdo

[(U,5)]a

[(Vyslv)]a
[(V,0)la
[(U,0)]a

0.
|

Como um sub-pré-feixe 2 esta contido em um pré-feixe maior &, € natural que essa inclusao
também aparega no nivel dos talos. De fato, qualquer germe de uma se¢do de 2 pode ser visto, sem

ambiguidade, como um germe da mesma se¢do em Z. Isso é formalizado na proposicdo a seguir.

Proposicao 4.14. Sejam 2 um sub-pré-feixe de & e a € X. Fica definido naturalmente o morfismo
injetor 1,: 2, — #,, dado por [(U,s)], — [(U,s)]a-

Demonstragdo. A inclusdo 2(U) C Z(U) para todo aberto U C X induz a aplicacao
la: Za = Pay - ((Us8)]a = [(Us5)]a:

Agora vamos mostrar que essa aplica¢do estd bem definida. Suponha que [(U,s)], = [(V,#)], em

2,. Entdo existe uma vizinhanga W C U NV de a tal que
S|W =1 |W
como sec¢des de 2(W). Como Z(W) C & (W), a mesma igualdade vale em &2 (W), e portanto

(U 9)]la = [(Vi1)]a

em Z,. Assim, 1, estd bem definida.
Em seguida, vamos verificar que 1, € injetora. Suponha que 1,([(U,s)]s) = t([(V,1)]s) em Z,.

Entdo existe uma vizinhanga W C U NV de a tal que
S’W =1 ‘W

como se¢des de Z(W). Mas s|w e t|w pertencem a 2(W) (pois 2 é sub-pré-feixe), de modo que a

igualdade ja ocorre em 2(W), o que implica

[(Uas)]a = [(V7t)]a

em 2,. Logo, 1, € injetora. Portanto, concluimos que 1, estd bem definida e € injetora, como desejado.
|
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4.3 Operacoes Fundamentais

4.3.1 Push-forward

Esta secdo introduz o conceito de push-forward de um pré-feixe ao longo de uma fun¢do continua.
O push-forward € uma ferramentaque permite transportar um pré-feixe definido no espaco Y para um

pré-feixe no espaco X, utilizando a pré-imagem f~! dos abertos.

Definicao 4.15. (Push-forward) Sejam f : X — Y uma fungdo continua e & Topgp — € um pré-
feixe. O push-forward f, & : Top?(p — ¢ € definido por

(f2)U):=2(f7U) e (Phvui=Ppiypy.

Fica definido o seguinte morfismo natural para todo b € Y, que em geral ndo € um isomorfismo

I (FeP) i) = P (4.2)
(U8 pp) [fI0),. (4.3)

Exemplo 4.16. Sejam X =R x (0,1) e 7: X — R dada por 7n(a,?) = a. Considere o pré-feixe R
em X. Fixemos (a,7) € X. O talo (m.R), €, em geral, bem diferente de R, ;), pois um elemento de
(mR), € representado por pares da forma (U x (0,1),¢), onde U C R é uma vizinhanca aberta de
a. Assim, apenas vizinhangas de (a,t) que sejam da forma U x (0, 1) contribuem para a defini¢do de

(m.R),4. O morfismo natural

752# (n*K>a — E(a”

ar) :
¢ dado por
TEZ*QJ) [(U X (07 1)7 (P>] = [(U X (0, 1)7 (P)] .

aplicagdo 7172‘; 0 ndo € injetora. De fato, considere classes

[(Ux(0,1),0)]a e [(Vx(0,1),¥)a,

onde ¢ e y sdo distintas em {a} x (0, 1), mas coincidem em alguma vizinhanga de (a,7) em R x (0, 1).

Assim, elas sdo distintas em (7, R),, mas seus germes em (a,t) coincidem, logo

nz#aJ)[(U X (07 1)7 (P)] = ﬂ?a,z)[(v X (07 1)7 ll/)]

Entretanto, a aplicacao n-?;,t) ¢ sobrejetora, pois dado um germe em (a,t), ele pode ser represen-
tado por uma func¢do definida em uma vizinhanga suficientemente pequena de (a,?), e tal vizinhanga
sempre contém um aberto da forma U x (0, 1). Portanto, todo germe em R(,,) admite um represen-
tante que provém de (m.R),. Em contrapartida, se estivéssemos trabalhando com fungdes analiticas

a sobrejetividade poderia falhar.
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O push-forward pode ser visto como um funtor
f«: PreFeixesy » — PreFeixesy «.

De fato, dado um morfismo p: & — 2 de pré-feixes sobre Y, define-se

(fP)u = Pr1(v)-

Além disso, temos que a identidade idx : X — X induz a identidade em PreFeixesy «, ou seja,
(idy )+ = idpreFeixesy s € dados g: Z =Y e f: ¥ — X, temos (f og)« = fx 0 g«. Como consequéncia,

se f for um homeomorfismo, entao o funtor f, € um isomorfismo de categorias.

4.3.2 Operacgoes entre pré-feixes em X

Nas categorias consideradas neste trabalho, fica definido o produto de dois objetos, que denotamos
como soma direta, pois nos casos dos grupos abelianos e dos R-mddulos, € efetivamente uma soma
direta. Além disso, exceto na categoria dos conjuntos, fica definido o produto tensorial de dois objetos
(onde o produto tensorial de grupos abelianos e de anéis comutativos € respectivamente o de Z-
modulos e de Z-dlgebras). Dessa forma, dados dois pré-feixes & ¢ 2 em X, com valores em %,

definimos os seguintes pré-feixes:
* a soma direta, isto é,

(Z202)U)=2U)s2(U)

(s,8)|v == (slv,tlv);

* 0 produto tensorial, isto €,

(Z2)U)=2U)x2(U)
(s@1)ly :=sly @1|v;

* se 2 for um sub-pré-feixe de &, sendo 2(U) um ideal de &?(U) nos casos dos anéis e das

algebras, o quociente, isto €,
(2/2)U):=2U)/2(U)
[s]lv == [slv]-
Além disso, temos os seguintes isomorfismos naturais para todo a € X:

(P®2) — P, D2, (PR2D)y — Pi22, (4.4)
(U, (s,0))] = ([(U,5)],[(U,1)]) [(U,s@n)] = [(U,s)]| @ [(U,1)].
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Os morfismos inversos sdao definidos por

Pu® 20— (P ©2D)a, |U,s) @ (V1)) — [(UNV,slurw 1luav)],

Pa® 2 — (P R2D)a, [(U,9)]@[(V,1)] — [(UNV,slyay @tlyrv)]
Subentendendo o mergulho 1,, definido na Proposicado 4.14, temos também o isomorfismo natural

(2)2)s — Pu) 24 (4.5)
(U, [s)]— [[(U,9)]].

4.3.3 Kernel, imagem e exatidao

A estrutura de categoria sobre os pré-feixes permite ndo apenas a andlise de morfismos globais,
mas também o estudo de suas propriedades algébricas intrinsecas. Nas categorias que possuem um
objeto zero e permitem a no¢do de nucleos e imagens, podemos estender esses conceitos para o
contexto de pré-feixes definindo-os de maneira pontual, ou seja, aberto a aberto. Esta secdo dedica-se
a formalizar as construc¢des de nicleo, imagem e quocientes associadas a um morfismo de pré-feixes,
estabelecendo as bases para o estudo da exatidao.

Dado um morfismo p: & — 2, excluindo a categoria dos conjuntos, ficam definidos os pré-feixes

kernel, imagem, cokernel e coimagem da seguinte maneira:
* (Ker p)(U) := Ker(py);
* (Im p)(U) := Im(py);
* (Coker p)(U) := Coker(py);
* (Coim p)(U) := Coim(py);

O kernel é um sub-pré-feixe de &, e a imagem é um sub-pré-feixe de 2. De fato, seja s €
(Kerp)(U). Isso significa que s € Z(U) e py(s) =0. Dado V C U aberto, devemos verificar que
sly € (Kerp)(V). Com efeito,

pv(slv) =pu(s)lv =0Jy =0.

Analogamente, seja s € (Imp)(U). Isso significa que s € 2(U) e existe t € Z(U) tal que py(t) =s.
Dado V C U aberto, temos

slv = pu(t)lv = pv(tlv) € (Imp)(V).
O pré-feixe Imp € sub-pré-feixe de 2, permitindo definir o cokernel

Cokerp := 2/Imp
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o qual satisfaz (Cokerp)(U) = Coker(py ), satisfazendo a definicdo. De forma andloga, definimos a
coimagem como
Coimp := & /Kerp,
com (Coimp)(U) = Z(U)/(Kerp)(U).
Um morfismo p: & — 2 € dito injetor se Ker(p) = 0, sendo 0 o pré-feixe constante induzido
pelo objeto 0 de €; sobretor se Im(p) = 2; e bijetor se é injetor e sobretor.

Segue que p € injetor/sobretor/bijetor se, € somente se,
py: Z(U) = 2(U)

¢ injetor/sobretor/bijetor para todo aberto U C X.

Observacao 4.17. Em todas as categorias consideradas, um morfismo € bijetor se, e somente se, é
um isomorfismo. Seja p bijetor. Entdo py € bijetor (logo inversivel) para todo aberto U, e podemos

definir o inverso ponto a ponto como

(P "= (pv)~ "

Dessa forma, o morfismo inverso € bem definido, garantindo que se trata de um isomorfismo de

pré-feixes.

Proposicao 4.18. Para todo morfismo de pré-feixes p: & — 2, temos que:
(i) (Kerp)q = Ker(pa);
(i) (Imp), =Im(pa);

(iii) (Cokerp), ~ Coker(p,);

(iv) (Coimp), ~ Coim(p,).

Demonstracdo. (i) Sendo Kerp um sub-pré-feixe de &, temos a inclusdo (Kerp), C &, pela

Proposicao 4.14. Seja [(U, s)] € (Kerp)4; logo, s € Ker(py). Temos que

[(U,9)] = [(U,pu(s))] = [(U,0)] = 0.

Isso mostra que (Kerp), C Ker(p,). Reciprocamente, seja [(U,s)] € Ker(p,). Isso significa que

0= pa([(U,5)]) = [(U, pu(s))]-

Pela Proposic¢do 4.13, existe V C U tal que py(s|y) = 0, isto é, s|y € Ker(py). Isso mostra que
[(U,s)] =[(V,s]y)] € (Kerp),. Portanto, (Kerp), = Ker(p,).

(ii) Sendo Imp um sub-pré-feixe de 2, temos a inclusdo (Imp), C 2, pela Proposi¢ao 4.14.
Seja [(U,py(s))] € (Imp),. Dado que [(U, py(s))] = pa([(U,s)]), vale a inclusdo (Imp), C Im(p,).
Reciprocamente, seja [(U,t)] € Im(p,). Como [(U,t)] = [(U,py(s))] para algum s € & (U), vale a
inclusao Im(p,) C (Imp),.

(ii1) e (v) Seguem dos dois itens anteriores e do isomorfismo (4.5). [ |
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Tendo definido o kernel e a imagem, podemos agora falar em sequéncias exatas de pré-feixes

sobre X. Uma sequéncia de pré-feixes e morfismos
pi-1 Pi
i P — P> P — - (4.6)
€ chamada exata se, e somente se, para todo indice i € Z, tivermos

Ker(pi) = Im(pi-1).
Pelas defini¢des de kernel e imagem, a sequéncia acima € exata se, e somente se, para todo aberto
U C X, a sequéncia de secoes
. P, Zi1(U) (pu, Zi(U) (b, Zin1(U) P, ...
formada por objetos e morfismos em ¢, € exata para todo aberto U C X.
Proposicao 4.19. Seja p: & — 2 um morfismo de pré-feixes sobre X.
(i) Se p é injetor, entdo ¥, — 2, € injetor para todo a € X.
(ii) Se p € sobrejetor, entdo &, — 2, € sobrejetor para todo a € X.
(iii) Se p é bijetor, entdo &, — 2, € bijetor para todo a € X.
(iv) Se a sequéncia (4.6) for exata, entdo a sequéncia
2 g (a) B ) Py g () P
¢ exata paratodoa € X.

Demonstragdo. (1) Por hipétese, p € injetor, o que equivale a dizer que Kerp = 0 (o pré-feixe nulo).
Pela proposicdo anterior (Proposi¢do 4.18), temos Ker(p,) = (Kerp),. Como o germe de um pré-
feixe nulo em qualquer ponto a € X é o prdprio objeto zero da categoria ¢, segue que Ker(p,) = 0.

Portanto, p,: &, — 2, ¢ um morfismo injetor.

(ii) Se p € sobrejetor, entdo Imp = 2. Aplicando o resultado para a imagem nos germes, temos
Im(p,) = (Imp),. Como (Imp), = 2,, concluimos que Im(p,) = Z,, 0 que prova a sobrejetividade
de p,.

(iii)) Um morfismo € bijetor se, e somente se, ¢ simultaneamente injetor e sobrejetor. Pelos itens
(1) e (i1) demonstrados acima, se p possui ambas as propriedades, entdo p, € injetor e sobrejetor para
todo a € X, sendo, portanto, um morfismo bijetor (e, consequentemente, um isomorfismo na categoria
©).

(iv) A exatiddo da sequéncia (4.6) no termo &; significa que Ker(p;) = Im(p;—1). Tomando o

germe em ambos os lados da igualdade para um ponto a € X arbitrario, obtemos:

(Kerpi)a = (Imp;_1)a
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Utilizando novamente a Proposi¢ao 4.18 para trocar a ordem das operagdes, a igualdade torna-se:

Ker((pi)a) = Im((pi-1)a)

Como esta condi¢do de igualdade entre o nicleo do morfismo de saida e a imagem do morfismo de

entrada € satisfeita para todo indice i € Z, a sequéncia de germes

(Pi-1)a (Pi)a
= (Pic)a — (Pi)a — (Pis1)a — -+
€ exata para todo a € X, como queriamos demonstrar. |

As reciprocas de nenhum dos itens da Proposi¢do 4.19 s@o validas. Além disso, os trés primeiros
itens permanecem verdadeiros na categoria Sets, enquanto o ultimo item exige a existéncia do kernel

de um morfismo para que o enunciado faga sentido.

4.4 Feixes

Um feixe é uma maneira de organizar informacdes que sdo definidas localmente em um espaco
topoldgico e que podem ser combinadas de forma consistente para produzir informagdes globais.
Fungdes continuas definidas em abertos de um espago sao um exemplo cldssico de feixe, mas a no¢cao
¢ muito mais geral: feixes abstraem a ideia de informagdes locais compativeis que se organizam de

maneira coerente sobre 0 espaco.

Definicao 4.20. (Feixe) Um pré-feixe .%# em X, com valores em %, € dito um feixe quando, dado um
aberto U C X e uma cobertura aberta {V;};c; de U, toda familia de se¢des s; € .% (V;), compativel nas
intersecoes V; NV, ou seja, tal que Si|V,~mVj =5 j|V,-mV,« para todos i, j € I, determina uma dnica se¢ao

s € #(U) satisfazendo s|y, = s; para todo i € I.

Quando % nio € a categoria dos conjuntos, faz sentido afirmar que uma se¢ao é nula. Assim, com

exce¢do em que ¢ ndo € a categoria Sets, temos que a Definicdo 4.20 equivale a seguinte:

Definicao 4.21. Um pré-feixe .# em X, com valores em %, é dito um feixe quando, dado um aberto

U C X e uma cobertura aberta {V;};c; de U, temos que

(i) Sese.Z(U)es|y, =0, paratodo i € I, entdo s = 0;

(ii) Se s; € Z#(V;) paratodoi €l e Si|v,-mvj = sj|ViﬂVj para todos i, j € I, entdo existe uma se¢iao
se€.Z(U) tal que s; = s|y,.

Exemplo 4.22. O pré-feixe do Exemplo 4.3 é um feixe.

Exemplo 4.23. O pré-feixe constante definido no Exemplo 4.4 ndo é um feixe. De fato, considere
U=U'LUU",onde U’ e U" sdo duas componentes conexas distintas. Consideremos a cobertura aberta
{U',U"} de U, dois elementos distintos @, € Ae o€ Z(U')e f € 2(U"). Como U' NU" =0,
o e B coincidem na intersecdo, entretanto nao € possivel encontrar uma se¢io constante em U que se

restrinja a o e B simultaneamente.
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Proposicao 4.24. Sejam .# um feixe e s, € .# (U) tais que [(U,s)], = [(U,t)], para todo a € U.

Neste caso, s = ¢. Em particular, se [(U,s)], = 0 para todo a, entdo s = 0.

Demonstragdo. Por hipétese, para todo a € U existe uma vizinhanca aberta V,, C U tal que
S|Va = t|Va'

Pela definicdo de feixe, aplicada a cobertura {V,},cy de U, existe uma tnica colagem em U das
secoes {s|v, }acv. Equivalentemente, {t|y, }4cy. Logo, s =1.
No caso particular = 0, o enunciado pode ser deduzido também a partir da Proposicao 4.13, pela

qual todo a € X admite uma vizinhanca V,, C U tal que
N |Va =0.

Pela axioma (i) da defini¢@o de feixe (ver Defini¢do 4.21), aplicada a cobertura {V, },cy, temos que
s=0. [

O coroldrio afirma que se uma secdo s € restringida a um aberto V que esta contido no comple-

mentar do seu suporte, entao essa restricdo deve ser nula.

Corolario 4.25. Sejas € Z(U) esejaV C U \ supp(s) aberto. Neste caso, temos s|y = 0.

4.4.1 Morfismos e sub-feixes

Um morfismo de feixes é definido como um morfismo de pré-feixes. Consequentemente, a cate-
goria dos feixes sobre X com valores em ¢, que denotamos por Feixesy «, € uma subcategoria cheia

da categoria PreFeixesy .

Proposicao 4.26. Sejam p,n: % — ¢ dois morfismos de feixes. Eles coincidem se, e somente se,
Pa = Na, para todo a € X. Em particular, um morfismo de feixes p: . — ¢ € nulo se, e somente se,

Pa: Fq — 9, € o morfismo nulo, para todo a € X.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que p = 1. Entdo, para todo ponto a € X, a aplicacao induzida nos

germes satisfaz

Pa((U;s]) = U, pu(s)] = [U,nu(s)] = na([U,5]);

mostrando que p, = 1N, para todo a € X.
(<) Suponhamos que p, = 1, para todo a € X. Se existisse algum aberto U C X e alguma secao
s € ZF(U) tal que py(s) # nu(s), entdo, pela Proposicdo 4.24, existiria algum ponto a € U tal que os

germes diferissem, ou seja

(U, pu(s)la # (U, (s))]a-
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Mas isso implica
Pa([U;s]) # Ma([U,5]),

o que contradiz a hipdtese de que p, = 1, para todo a € X. Portanto, deve ocorrer que py (s) = Ny (s)

para todo U e toda se¢do s, ou seja, p = 1. |

Definicao 4.27 (Sub-feixe). Um sub-feixe ¢ um sub-pré-feixe que, adicionalmente, satisfaz as

condicdes de feixe.

Proposicao 4.28. Seja .7 um feixe em X e & um sub-feixe de .#. Sejam U C X e s € F (U). Temos
que s € 4(U) se, e somente se, (U, s)]|, € 9, paratodoa € U.

Demonstracdo. (=) Se s € 4(U), entdo, por defini¢do, para todo a € U, temos
[(U,s)]qa €9,.

(<) Reciprocamente, suponhamos que [(U,s)], € ¥, para todo a € U. Por defini¢cdo de germe, para

cada ponto a € U existe um aberto V, C U contendo a e uma secdo t, € 4(V,) tal que
[(U,5)]a = [(Vasta)la-

Isso significa que existe um aberto W, C V, contendo a tal que
Slw, = talw, € 9 (W,).

Como ¢ ¢é um feixe, as se¢des locais {s|w, }scv podem ser coladas de forma tnica para formar

uma secao em U. Essa secao colada deve coincidir com s, logo

se9(U).

4.4.2 Feixificacdo

Dado um pré-feixe .7, existe uma constru¢ao candnica para transforma-lo em feixe, chamada
feixificacdo. A ideia central é que cada secdo de um feixe é determinada de forma unica pelos seus

germes em cada ponto.

Definicao 4.29. (Feixificacao) Seja & um pré-feixe em X com valores em ¢. A feixificagao de & ¢

o feixe 2!, definido da seguinte maneira:

2l (ii) ¢ € localmente induzida por uma se¢do de &2 em U

PYU) ::{(p:U—> nga

(i) @(a) € P, paratodo a € U, }

O significado da condigdo (i1) € o seguinte: para todo a € U, existem uma vizinhancga aberta V, C U de
a e uma se¢do s, € Z(V,) tais que @(b) = [(V4,54)] para todo b € V,. Enfim, definimos 3”5,(@) =
lv.
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Os elementos de P* (U) herdam a estrutura da categoria % por meio de operacdes definidas pontu-
almente, visto que cada P, é um objeto de €. A natureza de pré-feixe de P? é confirmada pela compa-
tibilidade de suas aplicacdes de restri¢do: para qualquer se¢ao ¢ € P”(U ) e para abertos W C V C U,
as condicoes de identidade (¢ |y = @) e de transitividade (¢|y|w = @|w) sdo verificadas de imediato.

Mais do que um pré-feixe, P? constitui um feixe, uma vez que sua estrutura local garante a uni-
cidade global. De fato, se uma secao ¢ esta definida em uma vizinhanga de cada ponto a € U, a sua
aplicacdo em todo o aberto U fica determinada pela colagem dessas informagdes locais.

Fica definido o morfismo natural

E: P — P (4.7)

por (Ey(s))(a) := [(U,@)]s. E assim, a imagem de &, é formada pelas secdes de 2% em U que sio

globalmente induzidas por uma se¢do de Z.
Proposicao 4.30. Seja a € X. Entdo:

(i) O morfismo &,: &, — ;@5 induzido por (4.7), € um isomorfismo e seu inverso coincide com a
aplicagcdo
& '[(U,9)] = ¢(a).

(ii) O morfismo & é um isomorfismo de pré-feixes se, € somente se, &2 é um feixe.

A feixificagdo pode ser pensada como um funtor de PreFeixesy ¢ a Feixesy . De fato, a
construcdo acima mostra o comportamento de &2 — 22!. Resta verificar o comportamento em relacdo

aos morfismos.

Definicéo 4.31. Seja p: & — Q um morfismo de pré-feixes. Definimos p?: 2% — 27 por

Vamos explicar essa definicdo. Fixando um aberto U C X, precisamos definir
pl: PNU) = 24U).

Seja ¢ € Z%(U). Por definicio, ¢(a) € &, para todo a € U. A imagem p’(¢@) precisa assumir
valores nos talos de 2, de modo que (p*(9))(a) := pa(@(a)).

Denotando por £ e €9 os morfismos naturais
Ep: P P £y 25 D

temos entao que o diagrama

(@LMQ

é@l lig
28,

@“L
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comuta.
Isto mostra que a familia de morfismos &4, variando &2, é um morfismo de funtores de

PreFeixesy « para PreFeixesy « entre a identidade e a feixificagdo.

Proposicao 4.32. (i) Se 2 é um sub-pré-feixe de &, entdo a inclusdo 1: 2 — & induz canonica-
mente um morfismo injetivo 17: 27 < 2% Em particular, 27 identifica-se naturalmente com

um sub-feixe de 2.

(ii) Se.Z é um feixe e 2 for um sub-pré-feixe de .%, entdo 2” se identifica naturalmente como um

sub-feixe de .%.
Demonstragdo. (1) Pela Definicao 4.31, o morfismo
14 T P

é a composi¢io pontual 1,, 0 qual é um mergulho candnico pela Proposicdo 4.14. Portanto, 17 também
€ um mergulho candnico.
(ii) Componto 1° com E~1: .#% — Z, conforme o item (ii) da Proposicio 4.30, obtemos um

mergulho candnico de 2° em F. |

Corolario 4.33. Sejam .7 um feixe em X e 2 um sub-pré-feixe de .%. Sejam ainda U C X um aberto

e s € .Z(U) uma segio. Temos que s € 27 se, e somente se, [(U,s)], € 2, para todo ponto a € U.

A proposicdo a seguir estabelece a caracterizagdo da feixificagdo a partir de sua propriedade uni-

versal.

Proposicao 4.34. Seja &2 um pré-feixe em X com valores em % . Para todo morfismo de pré-feixes
p: P — F,sendo .F um feixe, existe um tinico morfismo de feixes p: 2! — .Z tal que p = p o &,

ou seja, tal que o seguinte diagrama

comuta.

Demonstragdo. Seja ¢ € 2%(U). Para cada ponto a € U, escolha um aberto V, C U e uma sec¢io

sa € P(V,) cuja classe determina pontualmente a restricao @|y,. Escrevamos
Vo :=VaN V.
Para quaisquer a,b € U e todo ¢ € V,;;, vale

[Salvle = [splv,,)e = @(c),
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€, portanto,
[ov, (sa) v le = [Pv, (s5) v ] = Pe(@(c)).

Como .# ¢é um feixe, as segoes py, (sq) € py, (sp) coincidem em V,;, para quaisquer a,b € U; logo,

a familia local {py, (s4) }aev se cola numa dnica se¢do ¢ € % (U ). Definimos entdo

pu(@) :=t.

Se ¢ for induzida por alguma secdo global s € &?(U ), entdo, pelo modo como ¢ foi construido,

€, consequentemente,

Em particular, para todo a € X,
Pa = Pa© -

Como o item (i) da Proposi¢do 4.30 afirma que &, é um isomorfismo, segue que

ﬁa:pa05a_17

mostrando que cada p, é completamente determinada por p. Aplicando o item (i1) da Proposi¢do 4.32,
obtemos que o morfismo p € unicamente determinado por p.
|

4.4.3 Operacdes entre feixes

O push-forward de um feixe ¢ um feixe. De fato, considere um feixe .# sobre um espaco to-
poldgico Y e uma aplicagdo continua f: ¥ — X. Para verificar que f..# constitui um feixe em X, to-
memos um aberto U C X e uma cobertura aberta {V; }ic; de U. Por defini¢do, as se¢des s; € (f+.% ) (Vi)
correspondem a se¢des s; € .7 (f~1V;). Uma vez que f é continua, a familia {f~!V;},c; define uma
cobertura aberta de f~'U no espaco Y. A propriedade de feixe de .% garante, portanto, a existéncia de
uma tinica colagem s € .% (f~'U), o que equivale a uma tnica seciio s € (f..#)(U). Este argumento
estabelece o funtor

Jf«: Feixesy o — Feixesy «,

o qual atua como uma restri¢ao do funtor andlogo definido para pré-feixes.

Analogamente, a soma direta de dois feixes permanece um feixe, visto que as condicdes de lo-
calidade e colagem podem ser verificadas componente a componente em cada fator da soma. Em
contrapartida, é importante notar que o produto tensorial de dois feixes, em geral, ndo herda a estru-
tura de feixe (sendo apenas um pré-feixe), o que exige o processo de associar um feixe para retornar
a categoria Feixesy . Além disso, o quociente de um feixe por um sub-feixe, em geral, também néo

é um feixe.



4.4. Feixes 79

Denotando por .# &Y, .F @F 4 e .F /¥4 a soma direta, o produto tensorial e o quociente, respec-
tivamente, na categoria PreFeixesy «, podemos definir as mesmas operagdes na categoria Feixesy «

da seguinte maneira:
e Zoty .= 7Zal9,
« FFg .= (F P9,
o F7)FG = (F /PG
Além disso, na categoria dos feixes os isomorfismos candnicos (4.4) e (4.5) também sao vélidos, pois
pelo primeiro item da Proposicao 4.30, a feixificagdo respeita os germes.
4.4.4 Kernel, imagem e exatidgo

Vamos agora analisar o comportamento do kernel e da imagem de um morfismo de feixes. Mos-
traremos que o kernel de um morfismo de feixes € sempre um sub-feixe do dominio, mas a imagem,

em geral, € apenas um sub-pré-feixe do contradominio.

Proposicao 4.35. Seja p: . — ¢ um morfismo de feixes sobre X. Entao Kerp é um feixe; em

particular, € um sub-feixe de .%.

Demonstracdo. Considere, com a nota¢do da Defini¢ao 4.20, uma familia {s;};c; de se¢des de Kerp
definida sobre uma cobertura {U;};c; de um aberto U, de modo que as restricdes coincidam nas

interse¢oes. Como cada s; €, em particular, uma se¢do de .#, existe uma tnica colagem
se . Z(U)

que coincide com todas as s; nas interse¢oes. Resta verificar que s pertence ao kernel.

Para todo i € I, temos
pU(S)‘Ui = pUi<S’Ui) = pUi(Si> =0,

pois cada s; pertence ao kernel. Como ¢ ¢ um feixe, a igualdade local implica que py (s) = 0; portanto
s € Ker(py).

Assim, a colagem existe e € Unica dentro de Kerp. Se houvesse duas colagens distintas em Ker p,
elas também seriam distintas em .%, contradizendo o fato de .# ser um feixe. Logo, Kerp é um
feixe. |

Motivados por isso, introduzimos a seguinte terminologia: escrevemos Ker® p, Im” p, Coker"p
e Coim’p para os objetos correspondentes na categoria PreFeixesy «, € usaremos Ker! p, Im’ p,

Coker p, Coim’ p para os objetos correspondentes na categoria Feixesy « .

Definicao 4.36. Seja p: .# — ¢ um morfismo de feixes sobre X. Definimos:
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* Kerf p :=Ker’ p;

« Im" p := (Im"p)%;

Coker p := % /F ImF p ~ (Cokerp)’;
« Coim’p :=.7 /F Ker! p ~ (Coim®p)".

Dizemos que p € injetor na categoria Feixesy « se Ker! p = 0; dizemos que é sobrejetor se Im* p =

¢, e dizemos que é bijetor se for injetor e sobrejetor.

Devido a defini¢do de kernel, um morfismo entre feixes € injetor na categoria Feixesy ¢ se, €
somente se, possui tal propriedade quando considerado na categoria PreFeixesy . Por definigdo, es-
tendemos esta equivaléncia também a categoria dos conjuntos. Por outro lado, a sobrejetividade em
Feixesy « exige que a feixificagdo do pré-feixe imagem coincida com o contradominio; consequen-
temente, um morfismo sobrejetor entre feixes pode ndo sé-lo na categoria PreFeixesy . Veremos
adiante que a bije¢do entre feixes em Feixesy ¢ € equivalente a bije¢ao em PreFeixesy «.

Enfim, uma sequéncia de feixes e morfismos

RN AN LN LGN (4.8)

€ exata na categoria Feixesy ¢ se, € somente se,
F . __1.F .
Ker" p; =Im" p;_; paratodoi € Z,

o que equivale a
Ker’ p; = (Im” p;_;)!  paratodo i € Z;
portanto, a sequéncia poderia ndo ser exata na categoria PreFeixesy «.

Proposicao 4.37. Seja p: .% — ¢4 um morfismo de feixes sobre X.

(i) O morfismo p: .F — & € injetor em Feixesy « se, e somente se, p,: F, — 4, € injetor em ¢’

paratodoa € X.

(i) O morfismo p: F — & € sobrejetor em Feixesy « se, e somente se, p, : F, — ¥, é sobrejetor

em ¢ paratodo a € X.

(iii) O morfismo p: .7 — ¢ ¢ bijetor em Feixesy « se, e somente se, p,: .7, — ¥, é bijetor em ¢’

paratodoa € X.

(iv) A sequéncia 4.8 € exata em Feixesy ¢ se, e somente se, a sequéncia

(Pi=2)a (Pi=1)a

. iz, (yi_l)a izl (Ji)a (pi)a

(%+l>a (pi+l)a

¢ exata em ¢ paratodo a € X.
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Proposicao 4.38. Considere uma sequéncia de feixes da forma
o P n
0 —F —9 — 0.
Essa sequéncia € exata na categoria dos feixes se, e somente se, € exata na categoria dos pré-feixes.

Corolario 4.39. Seja p: .% — ¢4 morfismo de feixes. p é um isomorfismo se, e somente se, € um

isomorfismo de pré-feixes.

Observacao 4.40. Pelo Corolario 4.39, se um morfismo de feixes € bijetor, entdo ele também € bijetor
entre pré-feixes e portanto € um isomorfismo de pré-feixes, pela Observacao 4.17. Isso equivale a ser
um isomorfismo de feixes. Resumidamente, nas categorias que estamos considerando, um isomor-

fismo de feixes € um morfismo bijetor.

O exemplo a seguir ilustra uma sequéncia que apresenta exatidao quando considerada na categoria
Feixesy «, mas que falha em em ser exata quando analisada estritamente como uma sequéncia em
PreFeixesy . Este fendmeno ocorre, em geral, porque a sobrejetividade de um morfismo de feixes

ndo garante a sobrejetividade das aplica¢gdes induzidas em niveis de se¢des sobre abertos arbitrarios.
Exemplo 4.41. Seja X um espacgo localmente contratil. Considere a sequéncia de pré-feixes sobre X
0—7-1s C R C*—0

onde:

e 7 € o feixe constante dos inteiros;

» C € o feixe das funcdes continuas X — C;

o C* € o feixe das fungdes continuas X — C*;

* ¢ ainclusao.

Essa € uma sequéncia exata de feixe, pois € exata nos talos, mas ndo € uma sequéncia exata de pré
feixe, pois para abertos nao simplesmente conexos (em particular ndo sdo contrateis), temos que

existem se¢des em C* que ndo estdo na imagem de exp, ou seja, exp nao € sobrejetor.
De forma resumida, temos as seguintes situacdes para morfismos ou sequéncias de pré-feixes:
» injetividade 2, injetividade nos talos;
* sobrejetividade 2, sobrejetividade nos talos;
* bijetividade 2, bijetividade nos talos;

* exatidao 27 exatiddo nos talos.
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Enquanto que para morfismos ou sequéncias de feixes, temos:
* injetividade entre pré-feixes < injetividade entre feixes < injetividade nos talos;
* sobrejetividade entre pré-feixes ., sobrejetividade entre feixes <> sobrejetividade nos talos;
* bijetividade entre pré-feixes < bijetividade entre feixes < bijetividade nos talos;
* exatiddo entre pré-feixes 2. exatiddo entre feixes < exatiddo nos talos.

No Capitulo 5, veremos que sequéncias exatas de feixes induzem sequéncias exatas longas em
cohomologia de Cech quando o espago € paracompacto. Aplicando esse resultado a sequéncia exata

do Exemplo 4.41, podemos identificar o isomorfismo
H*(Xx,C") ~ H*(X,7).

Em particular, para k = 1, este isomorfismo nos daré a primeira classe de Chern, classificando fibra-
dos de linhas complexo e fornecendo um modelo geométrico para H?(X,Z). Para k = 2, o mesmo

principio nos conduzird as gerbes e a interpretacio geométrica de H>(X,7Z).



CAPITULO 5

Cohomologia de Cech

Neste capitulo, introduzimos a cohomologia de Cech, uma ferramenta que permite o estudo coho-
moldgico de feixes em espacos topoldgicos. A ideia central consiste em extrair invariantes globais a
partir de dados locais, organizados por meio de coberturas abertas e das secoes de um pré-feixe ou
feixe sobre suas intersecoes.

A construcdo de Cech parte de uma cobertura aberta do espaco e associa a ela um complexo de
cocadeia cujos termos sao formados pelas se¢des do feixe sobre intersecdes finitas dos abertos da
cobertura. O diferencial de Cech codifica a compatibilidade dessas secdes nas sobreposi¢cdes, € a
cohomologia resultante mede a obstrucao a colagem global de dados locais.

Os resultados desenvolvidos neste capitulo serdo fundamentais nos capitulos seguintes. Em parti-
cular, a trivialidade de certos grupos de cohomologia e os isomorfismos obtidos a partir de sequéncias
exatas longas permitirdo a descri¢do explicita de classes caracteristicas, como a primeira classe de

Chern, por meio de cociclos de Cech.

5.1 Cohomologia de Cech

Sejam & um pré-feixe em X e 4l uma cobertura aberta de X. Assuma que 4 é rotulado por um

conjunto / totalmente ordenado e defina

U; :UioﬂUi]ﬂ---ﬂUip.

0i1-ip
O Complexo de Cech de S\ com coeficientes em &7 é definido como o complexo cujo p-€simo
(p > 0) termo € o grupo abeliano
C’p(il, P) = H P (Uiy-i,)-
i0<-"<ip
Assim, uma p-cocadeia (ou cadeia de grau p) o é uma colecio {ai0i1-~~ip}’ onde cada O, ..i, €

uma secdo do pré-feixe & sobre a interse¢do dos abertos Uy, U;,, - -+, U; , ou seja

P’

Qligiy iy € P (Uig-iy)-

83
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Como os indices i, iy, ..., i, sdo tomados em ordem estritamente crescente, cada interse¢do
U.

ilq---ip

O diferencial de Cech 8P: CP(iU, ) — CP1(U,2?) é definido da seguinte forma: se o =
{ai0i1~-~ip} € ép(ﬂ, ,@), entao

aparece apenas uma vez no complexo. Isso garante que ndo hd repeticdes nas contagens.

p+1
k
(6pa)i0i1"'ip+l = Z (_1> aioil"'?k"'ip+1|Ui0i1"'ip+1’
k=0

onde i significa a omissao do k-ésimo indice.

Por exemplo, considere p =0 e o = {¢;}. Temos que a imagem de o pelo diferencial de Cech é

(00)ix = Yu,nu, — %juinu; - (5.1
Afirmacio 3. 87! 0 8? = 0 para todo p > 0.

Demonstragdo. Seja o = { @i, } um elemento de CP (8, P) e sejam iy < iy < -+ < ip42 indices

fixos. Entdo, pela defini¢ao,

p+2

(87187 ) )igoiyer = Z T(87a), 7o

p+l }
— Z Z 1) aio.-.ﬁ...fj...ipﬂ\U,-OH.,»erz

=0
p+2 l p+2 . 1
- Jz‘f)z; hL 10...11...1J...1p+2 Jz;)sz j+ zo...fj...fl...il,H
=0
Portanto,
8P osP =0

[ |
Assim, temos que Im 87 C Ker 877!, o que nos permite definir os grupos de cohomologia de Cech

Ker(57)

HP (U, 2) = Im(5P1)’

Lema 5.1. Se .% é um feixe, H°(4,.%) é isomorfo a .7 (X).
Demonstragdo. Por defini¢ao, temos
H°(4,.7) = Ker(8°),

onde

v v

8% CO,.Z7) = Clu, .2).
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Seja o € H (U, .F). Pela defini¢do da cohomologia de Cech, temos que, para todos i, k, a restri¢do

de oy a U; N Uy, coincide com a restricdo de o; a U; N Uy, ou seja,
% |v.nu, = %lunu-
Pelo segundo axioma do feixe, existe uma se¢ao global & € .7 (X) tal que
oy, =a; Vi

Assim, obtemos um morfismo

que € sobrejetivo.

Para a injetividade, considere que, pelo primeiro axioma do feixe, se duas seces o, f € C© (L)
coincidem localmente, entdo elas coincidem globalmente. Logo, o nicleo desse morfismo € trivial,
garantindo a injetividade.

Portanto, o morfismo construido € um isomorfismo. [ |

Exemplo 5.2. Seja 1 = {Uy, U}, U, } uma cobertura aberta do circulo S I tal que Uy, Uy, U, sdo arcos (e
portanto sdo contréteis) e as intersegdes U; N U sdo todas ndo vazias para i # j, mas UyNU; NU, = 0.
Consideramos a cohomologia de Cech de Ll com coeficientes no feixe constante R.

Neste caso, temos:
COWULR) =C' (WU, R) ~RER®BR, e CKU,R) =0 parak > 1,

pois ndo ha interse¢des triplas.

O unico diferencial ndo trivial €
8% C°4LR) — CHSLR),
dado por
8%(xg,x1,x2) = (X1 — X2, X2 — X0, X0 — X1 ).
Assim, os grupos de cohomologia sdo dados por:
H(4,R) = Ker(8°) ~ R,
H' (4, R) = C'(U,R)/Im(8°) ~ R.

5.1.1 Independéncia da cobertura

A priori, os grupos de cohomologia de Cech H*(4l, &?) dependem da escolha de uma cobertura
aberta ${ de X. No entanto, queremos uma no¢ao de cohomologia que dependa apenas do par (X, &),
e ndo da cobertura escolhida. Para isso, consideramos simultaneamente todas as coberturas de X e
tomamos um limite direto.

O conjunto de todas as coberturas abertas de X pode ser organizado como um conjunto parcial-

mente ordenado cosiderando a no¢ao de refinamento de uma cobertura de um espago topolédgico.
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Definicao 5.3 (Refinamento). Sejam i = {U;}ic; ¢ ¥ = {V;}c; duas coberturas abertas de um
espago X. Dizemos que U € um refinamento de 4l se existe uma fungdo f: J — I tal que V; C Uy

para todo j € J.

Na classe das coberturas abertas de X, denotamos 4 < U (ou, equivalentemente, U > 4l) se, e
somente se, U é um refinamento de (. Esta relacdo define uma ordem parcial. Intuitivamente, um
refinamento subdivide uma cobertura em conjuntos menores, mantendo a propriedade de cobrir todo
o espago. Com essa ordem definida, o conjunto das coberturas de X € dirigido, pois dadas duas
coberturas 4 e ¥ existe uma terceira que refina ambas, como por exemplo, a cobertura formada pelas
interse¢des U; NV (esse resultado serd generalizado e demonstrado posteriormente, no Lema 6.9).

Para cada cobertura 4 temos um grupo H*(4, 2?). Se 9 refina 4, existe um homomorfismo
natural

H* (3, ) — A3, 2),

obtido ao considerar cocadeias definidos em 4l como cocadeias em U. Dessa forma, os grupos
H* (4, &) formam um sistema indutivo indexado pelo conjunto dirigido das coberturas de X, e pode-
mos definir

Y x,2) = ligl-vlk(il“@).
U

Na pratica, ndo € necessario tomar o limite sobre todas as coberturas, mas apenas sobre um sub-
conjunto cofinal delas. Um subconjunto de coberturas é cofinal se, dada qualquer cobertura 4l, existe
uma cobertura ‘U no subconjunto que refina {[. Resultados gerais sobre limites diretos garantem que
limites tomados sobre subconjuntos cofinais coincidem com o limite tomado sobre todo o conjunto
dirigido. Em particular, diferentes escolhas de familias cofinas de coberturas produzem o mesmo
limite indutivo. Assim, os grupos H*(X, 2?) estio bem definidos e dependem apenas do par (X, 2),

e ndo da escolha de uma cobertura particular.

Observacao 5.4. A independéncia da cobertura obtida pelo limite direto €, em certo sentido, uma
questdo de representacdo: queremos definir grupos de cohomologia que ndo dependam de uma esco-
lha especifica de cobertura. Entretanto, o limite direto em questdao s6 € "bem comportado” (ou seja,
coincide com a cohomologia de feixes) quando o espaco X satisfaz certas condicdes topoldgicas,

como a paracompacidade.

5.1.2 Feixes Finos

Um feixe fino € um tipo especial de feixe de anéis em um espago topolégico X que tem boas
propriedades para a cohomologia de Cech. O conceito surge porque a cohomologia de Cech pode ter

mau comportamento quando o espago base ndo € paracompacto.

Definicao 5.5 (Feixe fino). Um feixe de anéis R em um espago topoldgico X € dito fino se, para
qualquer cobertura aberta localmente finita 4l = {U;},c; de X, existe uma familia {s;};c; de se¢des

globais de R tal que:
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1) Yiersi=1;

(ii) para cada i € I, existe um subconjunto compacto S; C U; tal que (s;), = 0 sempre que x ¢ S;.

Dito de outra forma, para cada x € X, existe i € I, tal que o suporte de s; estd contida em U;.

A familia {s;} é chamada de uma parti¢do da unidade subordinada a cobertura 41.

Por exemplo, o feixe de fun¢des continuas em um espaco topoldgico paracompacto € fino porque,
dado qualquer cobertura aberta localmente finita, € sempre possivel construir uma parti¢ao da unidade
usando fung¢des continuas cujos suportes sdo adequadamente controlados. Isso se deve ao fato de
que espacos paracompactos admitem particdes da unidade subordinadas a qualquer cobertura aberta
localmente finita.

De maneira semelhante, o feixe de fungdes suaves em uma variedade diferencidvel também ¢é
fino. Em variedades suaves, é possivel construir particdes da unidade formadas por fungdes suaves
subordinadas a uma cobertura aberta, garantindo a existéncia das secoes exigidas pela defini¢do de
feixe fino. Essa propriedade € essencial na teoria de feixes, pois permite técnicas como a resolugdo
de problemas locais através de extensdes globais.

Por outro lado, os feixes de fungdes analiticas reais ou complexas ndo sao finos. Isso ocorre
porque, ao contrario das fungdes suaves, as fungdes analiticas sdo altamente restritivas: se uma fungao
analitica se anula em um conjunto com um ponto de acumulagdo, entdo ela € identicamente nula em
sua regido de definicdo. Essa rigidez impede a constru¢do de particdes da unidade formadas por

fungdes analiticas, tornando impossivel satisfazer a condicao de feixe fino.

Definicao 5.6 (Feixe aciclico). Um feixe .# de grupos abelianos em um espago topoldgico X € dito

aciclico se

.

HYX,#)=0 parak>0.

Proposicao 5.7. Seja R um feixe fino de anéis em um espago paracompacto X. Entdo, todo feixe .#

de R-moddulos € aciclico.

Demonstracdo. Seja $4 = {U;}ic; uma cobertura aberta localmente finita de X, e seja {p;}ic; uma
particio da unidade de R subordinada a {1. Para qualquer cocadeia o € C? (U, .#), definimos o ope-
rador ¢

q . — (s s _ Ol s s
(‘P a)l()"'lq—l - Z Pj%jig-iy Z Pj i jiy---ig 1 +
Jjel Jjel
Jj<ip ip<j<iy

Para demonstrar que .# ¢ aciclico, verificamos que @6 + 6 ¢ = id.
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Seja & € C4(8;. ). Por definigdo':

k
(pa l() lq 1 Z ) Z pjal() lk 1jlk lq 1 (52)
k=0 i1 <J<iy
q
igiy = Z (5.3)
Portanto:
(5.2) q+1 .
((PSOC),'O...,'q = Z(—l) Z pj(6a>i0'“ik71jik'“iq
k=0 i1 <Jj<iy
q+1 1
(5.3) k k
- (_1) Z p] <Z< ) l()"'lh~~~lk 1 ik lq+<_1) aiO“'iq
k=0 i <Jj<iy h=0
h+1
+ Z &y 'ik1jik"'fh"'iq>
_ k+h
o Z (_1> Z P& i+ i i1 ik g aiO"'iq Z Pj
0<h<k—1 ip—1<Jj<iy JFi0,-lg
k+h+1
+ Y (-1 Y Pt i Sprig
k<h<gq i—1<J<ig
_ k+h
- Z ( 1> Z p] i+ Ip - ik—1 ik lq_Z Z pjalo “ih—2 Jinig
0<h<k—-2 Ip—1 <Jj<ig 1<hip_1<j<ip
?’1
+ai0"'iq(1_pi0_"'_piq)
k+h+1
_Z Z PjCliy---iy, Vint1- lq+ Z Z pj& i0lj— ljlk"'lh'“lq
h<qip_1<j<ip k+1<h<q i1 <j<ig
3
Ademais:
q
(5.3) h
(Boa)yi, 2 Y (-1 (pa), s,
h=0
q h—1
(5.2) h k
= Z(—l) (Z(_l) Z p] 10 lk lllk'“lh“'lq
h=0 k=0 i1 <Jj<iy
q+1 ol
_|_
+ Y (-1) Y P i,
k=h-+2 I <J<ig

q h—1
:hz‘b(—l)h<2(—1)k Z P;j;.. A1 ige-Tig

k=0 i1 <Jj<iy

h
+(=D" Y i@y jipeig (= 1) Pi, Ol

ip—1<J<ip
L q+1 .
o , 1)t
+(=1) Z Pj Ctig-wipy_y jip1-ig T Z (=1) Z PG iy iy iy
in<j<ipti k=h+2 ip—1 <Jj<ig

'Na férmula (5.2), fica subentendido o fato que as condigdes i_| < je j < ig sdo sempre verificadas.
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(SQDO‘)iomiq: Z ( 1)k+h Z P;j& i+ k1 Ji++inig Z Z PjClig---ip_y jip sy -

If+l§h§q I <J<iy h=0i_1<j<iy B
N
+ Oligeiy (Pig + -+ Pi)
e
+ Z Z Pjig-weiyy _y jiyy i T Z (_1)k+h+] Z Pj®ig..iyeveip_y i “ig
We=h+1>1 0 <j<iy k>h+2 1 <Jj<ig

J/

P
Agora, observe que
Nn=-M

B=—A

v = (X,'O...l'q —12.
Logo,
(péa+00a)i,.i, = Oiy-..i,,

ou mais especificamente, definido o operador
09: CIUL, M) — CI7 Y (U,.4),

temos

5q_1og0q+(pq+106 ld“ (u%)

ou seja, ¢ é um operador de homotopia entre a identidade e o morfismo zero. A representacio desses

morfismos pode ser vista por meio do seguinte diagrama:

S sy O Sa, ) s sy 2L
q+l
o 2
S sy B G ) < Sani Ly 2L

Consequentemente, se o € Ker 6%, temos

3 (¢(a)) = a,

ou seja, & € Im§9~!, o que implica que H9(4,.#) = 0 para todo g > 0.
Como em um espago paracompacto as coberturas localmente finitas sdo cofinais na familia de
todas as coberturas, podemos tomar o limite direto dessas coberturas, obtendo assim H9(X,.#) =

para g > 0. [ |
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5.1.3 Sequéncias exatas longas em cohomologia de Cech

Nessa secao serd mostrado que, quando X é paracompacto, qualquer sequéncia exata de feixes

induz uma sequéncia exata longa correspondente em cohomologia de Cech.

Lema 5.8. Seja X um espago topoldgico qualquer e seja
02 522 522" 50 (5.4)
uma sequéncia exata de pre-feixes em X. Entdo existe uma sequéncia exata

0-H'X,2)—-HX,2)-AX,2") - H'(X,7') - -
— HYX,2') - B*X,2) - B*(X,2") - H*"\(X, ') — - -

Demonstragdo. Para cada cobertura aberta { de X, temos que a sequéncia exata de pré-feixes (5.4)

induz uma sequéncia exata de complexos diferenciais de Cech
0—C*(U, P = C* (U, P2) = C* (U, 2") =0,

onde C* (81, 2'), C* (4, 2) e C* (4, ") representam os complexos diferenciais de Cech associados
aos pré-feixes &', P e ", respectivamente. A exatidio segue do fato de que a sequéncia de pré-

feixes € exata em cada aberto U; logo em cada grau dos complexos de Cech.

0-eigs
Agora, ao calcular a cohomologia de Cech desses complexos diferenciais, obtemos uma sequéncia

exata longa (a direita) de cohomologia de Cech para cada cobertura aberta ${
0—H(WU,2) - H' WU, 2) - AU 2" - A (U, P — -

Finalmente, passando ao limite direto sobre o conjunto dirigido das coberturas abertas de X, or-

denado por refinamento, obtemos a sequéncia exata longa de cohomologia de Cech
0 —)[:]0<XH@/) —)I:/I()(X,(@) —)HO(X“@”) —)I‘VI1<X,¢@/) N
[

Lema 5.9. Seja X um espago topoldgico paracompacto, & um pré-feixe em X cujo feixe associado
é o feixe nulo. Seja £ uma cobertura aberta de X e seja o € C¥ (U, &2). Existe um refinamento U de
il tal que T(or) = 0, onde

7: CK U, 2) — CK(p, 2)

¢ o morfismo induzido por restri¢ao.

Demonstragcdo. Como, por hipétese, o feixe associado P & o feixe nulo, toda secdo de & ¢é lo-
calmente nula. Em particular, para cada componente de ¢, existe uma cobertura aberta na qual sua

restricao se anula.
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Como X é paracompacto (em particular, normal), dada a cobertura ${ = {U;}cs, existe um re-
finamento U = {V;};c; tal que V; C U; para todo i € I, e tal que todas as restrigdes das secdes que
compdem ¢ se anulam sobre as intersecdes correspondentes de elementos de . Assim, ao restringir

o ao refinamento Y, obtemos () = 0. |

Lema 5.10. Seja 2 um pré-feixe em um espaco X, e seja 2! o feixe associado. Existe uma sequéncia

exata de pré-feixes
059 =P P90
com
28— 95 —0.

Demonstragdo. Definimos 2; como o pré-feixe do nicleo do morfismo candnico ¢: & — 2%, ou

seja, paraU € X,
2,(U) =Ker(Z(U) — 2%U))

Isso significa que 2 (U) consiste nas se¢des de &2 sobre U que sdo localmente nulas no feixe asso-

ciado. Como essas se¢oes desaparecem ao passar para o feixe associado, temos
29 =0,
Definimos 2, como o pré-feixe do cokernel de @, ou seja,
2,(U) = coker(P2(U) — P%(U)) = 2*(U)/Im(2(U)).

Isso mede a “’falha”de & em ser sobrejetivo sobre seu feixe associado. Como qualquer secido de 2,

ja pertence a um feixe, ao passar para germes, tudo se anula, garantindo que:
h_
2;=0.
Agora verificamos a exatidao da sequéncia:

* 0 —» 2] — & é exata porque 2 € o nucleo de ¢.
o P — "¢ aaplicagio candnica.
o P 9, — 0 é exata porque 2> mede precisamente a falha de &2 em ser sobrejetivo sobre

P,

Portanto, conseguimos construir a sequéncia exata desejada. [
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O resultado a seguir (Proposicao 5.11) essencialmente mostra que a cohomologia de Cech de um
pré-feixe € invariante sob a operacdo de feixe associado quando o espaco é paracompacto. Isso €
importante porque, em espacos paracompactos, a passagem de um pré-feixe ao seu feixe associado
ndo altera a cohomologia, ou seja, os grupos de cohomologia calculados a partir de 2 e de 2" sdo

isomorfos.

Proposicéo 5.11. Seja & um pré-feixe em um espaco paracompacto X, e seja F?7 o feixe associado.
Para todo k > 0, o morfismo natural H*(X, 22) — H*(X, 2?") é um isomorfismo.

Demonstragdo. Pelo Lema 5.10 existe uma sequéncia exata de pré-feixes
O%Ql—x@—m@“—u@z—m
com
24 = 95 =0. (5.5)
Isso da origem a

021 -7 -0, 09 L — 2,0, (5.6)
onde 7 é o pré-feixe quociente %, isto é, o pré-feixe U — %. Pelo Lema 5.9, o isomorfismo
(5.5) implica 2, = H (X,2) = H (X,2,) = 0. Entdo, tomando as sequéncias exatas longas de

cohomologia a partir das sequéncias exatas (5.6), obtemos o isomorfismo desejado. |

O Teorema 5.12, que serd apresentado logo a seguir, constitui um resultado fundamental neste
trabalho. Ele serd utilizado nos capitulos posteriores, e, em conjunto com o fato de que certos grupos
de cohomologia de Cech sao triviais, permitird estabelecer isomorfismos de grande relevancia para

alguns dos resultados finais.
Teorema 5.12. Seja
0-F = F—-7"-0

uma sequéncia exata de feixes em um espaco paracompacto X. Existe uma sequéncia exata longa de

grupos de cohomologia de Cech

0—-HX,7)-H'X,7) - H X, 7" - H'(X,7") - -
— HYX,7") - B"X, %) - "X, Z") - B*"\(X, %) — - .

Demonstracdo. Consideremos o pré-feixe quociente

P=F|F
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Por construcao, o feixe associado satisfaz &/ 1~ 70 que nos da uma sequéncia exata de pré-feixes
0—F - F P 0.

Pelo Lema 5.4, essa sequéncia de pré-feixes induz uma sequéncia exata longa de cohomologia de
Cech
0 —)]—VIO(XVQZ/) —)[-V]O(X’g;) —>I‘VIO(X,32> _}IjIl(X’y/) .

Finalmente, usando o isomorfismo
HY(X,2) ~ A*(X,.#") paratodo k > 0,
obtém-se a sequéncia exata longa desejada. [

A trivialidade de certos grupos de cohomologia e os isomorfismos obtidos a partir de sequéncias
exatas longas permitem utilizar cociclos de Cech como uma ferramenta para apresentar a primeira

classe de Chern, como sera feito no proximo capitulo.
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CAPITULO 6

Fibrados Vetoriais

Neste capitulo, introduziremos o conceito de fibrado vetorial, que constitui um dos pilares funda-
mentais da geometria diferencial e da topologia algébrica. Intuitivamente, um fibrado vetorial sobre
um espago base X pode ser visualizado como a atribuicdo continua, a cada ponto de X, de um espaco
vetorial.

Embora o exemplo mais simples de tal estrutura seja o produto cartesiano X x V (o fibrado trivial),
a riqueza da teoria reside também na existéncia de fibrados “torcidos”, que sao localmente simples,
mas possuem uma topologia global distinta. Iniciaremos o estudo estabelecendo as defini¢cdes formais
e as propriedades que permitem tratar essas estruturas tanto do ponto de vista local, por meio de

trivializacoes e atlas, quanto do ponto de vista global, através de morfismos e secoes.

6.1 Definicoes e propriedades fundamentais

Definicao 6.1 (Fibrado vetorial). Sejam X um espaco topoldgico conexo e V um espago vetorial de

dimensao finita. Um fibrado vetorial sobre X com fibra tipica V € definido pelos seguintes dados:

* um espaco topoldgico E e uma funcao continua sobrejetora 7: E — X;

* uma estrutura de espaco vetorial em 7! (x) para todo x € X;
tais que:
(i) para cada ponto x € X, existe uma vizinhanga aberta U C X contendo x € um homeomorfismo
oy: ' (U)—=UxV
tal que para todoy € U, ¢y (n~1(y)) = {y} x V;
(i1) paratodoy € U, arestri¢do
OUlz1(y: T (y) — {y} xV

¢ um isomorfismo linear de espacgos vetoriais.

95
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Se X nado for conexo, um fibrado vetorial sobre X € definido por um fibrado vetorial sobre cada

componente conexa de X.

Observacao 6.2. A propriedade (ii) da Defini¢do 6.1 implica que a aplicacdo

ool
Pl T () — {ypxV
€ um isomorfismo entre espacos vetoriais, visto que a mesma, sendo um homeomorfismo, € bijetiva.

Definicao 6.3 (Fibra, espaco total e espaco base). Seja 7: E — X um fibrado vetorial com fibra
tipica V. Para cada ponto x € X, a fibra de E sobre x é o conjunto 7! (x) = {e € E; n(e) = x},

denotado por E,. O espago E é chamado de espaco total, e X, de espaco base.

A partir de agora, uma vez definido um fibrado vetorial 7: E — X com fibra tipica V, passaremos,
eventualmente, a nos referir a ele simplesmente pelo espaco total E, subentendendo os demais dados

associados a sua defini¢do. Além disso, consideraremos X conexo, a menos que sinalizado o contrario.

Definiciio 6.4 (Carta local ou trivializacdo local). Sejam U C X é um abertoe ¢: 7' (U) = U xV
€ um homeomorfismo, tais que as condicdes (1) e (i1) da Defini¢do 6.1 sdo satisfeitas. Uma carta local
(ou trivializagdo local) de um fibrado w: E — X é o par (U, ¢). Se x € U, diz-se também que (U, ¢)

é uma carta local em x.

Definicao 6.5 (Atlas). Um arlas de um fibrado 7 : E — X é uma familia &y = {(U;, ¢;) }ics de cartas

locais tal que 4 = {U;}ics € uma cobertura aberta de X.

Observaciio 6.6. Seja 7: E — X um fibrado vetorial. A topologia de cada fibra E, = 77! (x),
quando considerada como subespaco topolégico de E, coincide com a estrutura de espago ve-
torial de dimensdo finita. Isso se deve ao fato de que, conforme a condicdo (3) da Definicao
6.1, para todo y € X, existe uma trivializagio local ¢y : 7~ (U) — U x V, cuja restri¢io a fibra,

du

pativel com a estrutura vetorial de V.

i) By = {y} xV >~ V, € um homeomorfismo. Dessa forma, a topologia herdada de E é com-

Definicao 6.7 (Posto de um fibrado vetorial). Seja 7: £ — X um fibrado vetorial. Para cada ponto
X0 € X, adimensao do espaco vetorial ! (x0) € chamada de posto de E em x( e é denotada por rk, E.
Esse valor depende apenas da componente conexa de xo. Em particular, se X for conexo, o posto é

constante e denotado simplesmente por rk E.
Definicao 6.8 (Fibrado de linhas). Um fibrado de linhas é um fibrado vetorial de posto 1.

De maneira andloga a classe das coberturas abertas de X, na classe dos atlas de um fibrado vetorial

n: E — X, existe uma ordem parcial definida da seguinte forma: dadas duas familias

Py = {(Ui, (Pi)}i617
Yy = {(Vj,¥)}jer,
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definimos ®g < Wy se, e somente se, 1 < U e, denotando por f: J — I a funcdo que verifica a

condi¢do de refinamento,

V= @sj)lv;, paratodo j€J.

O resultado a seguir (Lema 6.9) assegurar que dado qualquer nimero finito de fibrados vetoriais
sobre 0 mesmo espaco base, existe um refinamento comum a todos eles, de modo que podemos

trabalhar com trivializagcdes locais compativeis aos fibrados vetoriais considerados.

Lema 6.9. Dado um fibrado vetorial 7: £ — X, existe um atlas de £. Além disso, dada uma familia

finita de fibrados vetoriais Ey,...,E, — X, com atlas
1 n
o)) ... o
existe um refinamento comum 4 < &, ..., 4, e atlas lP(l), e ,‘P&" ) tais que

CI)&) < ‘P(i), paratodoi=1,...,n.

Demonstracdo. Dado w: E — X , para cada ponto x € X, existe uma carta local (Uy, ¢,) conforme o
item (3) da Defini¢do 6.1. A familia {(U,, @) }rex constitui, portanto, um atlas de E.
Sejam agora Ey,...,E, — X fibrados vetoriais com atlas

q)g) ={Ujij @itijerys  J=1.oon.

J

Para cada x € X e cada j = 1,...,n, existe um indice 7;(x) € /; tal que x € Uj.f,-(x)' Definimos entdo
Ui =Uljo)0 N -
A familia 81 = {U, },ex é, por construgdo, um refinamento comum das coberturas 4y, ..., LL,.
Para cada j =1,...,n, definimos

ll/j’x = (P]JJ(X) |Ux7

e consideramos os atlas refinados

‘Pg) = {(UX7 Wj,x)}xeX-

Por construcao, temos @g ) < ‘I’g ) paracada j=1,...,n, como queriamos demonstrar. [ |
J

Definicao 6.10 (Morfismo de fibrados vetoriais). Sejam 7: E — X e n’': F — Y fibrados vetoriais

com fibras tipicas V e W, respectivamente.

* Um morfismo de fibrados vetoriais de E em F é um par de fungdes continuas (f,g), onde

fiE—Feg: X—Ytalque:
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- m'o f = gom, e consequentemente, f(Ex) C Fy(y) para todo x € X;

— flE,: Ex = Fy(y) € linear para todo x € X.

Isso equivale a dizer que o diagrama a seguir comuta, sendo f linear em cada fibra:

Ef

T

X

F
J*

—
g
— Y.

* No caso particular em que X =Y, um morfismo de fibrados vetoriais sobre X de E em F' é um

par da forma (f,idx), onde f: E — F é uma funcdo continua tal que:

- 7' o f = 7, e consequentemente, f(Ey) C F, para todo x € X;

- flg,: Ex — F é linear paratodo x € X.

Isso equivale ao seguinte diagrama comutativo:

E ! , F

N

X.

Em ambos os casos, um isomorfismo é um morfismo invertivel. Ou seja, ¢ um morfismo (f, g) tal

que existe um morfismo inverso (f~!, g~!) satisfazendo

(f~' e o(f.8) = (idg,idx),
(fvg)o(filvgil) - (ldF71dY>

Com essa nocao de morfismo, fica definida a categoria FibVect dos fibrados vetoriais. Fixado
um espaco topoldgico X, consideramos entdo a subcategoria (ndo cheia) dos fibrados vetoriais sobre
X, denotada por FibVecty. Associada a essa, definimos ainda a categoria Vecty, cujos objetos sao
precisamente as classes de isomorfismo de fibrados vetoriais sobre X. Quando a fibra tipica for

fixada, denotamos por Vecty (V).

Definicao 6.11 (Fibrado produto, trivial e trivializacao). Sejam X um espaco topoldgico conexo e

V um espaco vetorial.

* Chamamos de fibrado vetorial produto com fibra V o fibrado

T: XXV —=X

(x,v) — x.
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* Um fibrado vetorial 7: E — X com fibra tipica V € dito trivial se for isomorfo sobre X ao
fibrado produto X x V.

Um isomorfismo desse tipo € chamado de trivializacdo de E.

Equivalentemente, uma frivializagcdo de E é uma aplicag@o continua
fiE—=XXV
tal que:
* T = projy o f (onde projy € a projecao sobre X);
* paratodo x € X, arestri¢do f|g : Ex — {x} XV é um isomorfismo linear.

Observacao 6.12. O homeomorfismo ¢y mencionado no item (3) da Defini¢do 6.1 é um isomorfismo,
sobre o aberto U C X, entre a restri¢do E|y e o fibrado produto correspondente. Assim, por defini¢do,

um fibrado vetorial é localmente trivial, ou seja, localmente isomorfo a um produto.

Exemplo 6.13. Um exemplo de fibrado de linhas real trivial sobre S! é o cilindro
E=S'"xR,

com a projecao

n:S'xR— !

(x,1) — x.

Aqui, para cada x € S!. afibra é
7l (x) = {x} xR~R,

e o fibrado é globalmente um produto, o que significa que ndo ha torcdo nenhuma, ao contrario do

caso da fita de Mobius.

Exemplo 6.14. Um exemplo de fibrado de linhas real ndo trivial sobre S' é a faixa de Mobius. Ele

pode ser definido como o quociente

E

([0, 1] xR)/ ~,
onde (0,7) ~ (1,—1), t € R, e a projecdo

n:E— S

([x,2]) — Paiad
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Definicao 6.15 (Restricao de um fibrado). Seja 7: E — X um fibrado vetorial. Seja Y C X um
subespago topoldgico. A restrigdo de E a Y, denotada por E|y, € o fibrado

ool
7F|ﬂ—l(y).7f (Y)—)Y,
obtido por restri¢do do dominio e contradominio de 7.

A nogao de subfibrado vetorial formaliza a ideia de escolher, em cada fibra de um fibrado vetorial,

um subespaco vetorial que varie de modo compativel com a estrutura de fibrado.

Definicdo 6.16 (Subfibrado vetorial). Sejam 7: E — X e ': F — X dois fibrados vetoriais sobre

X. Dizemos que F é um subfibrado vetorial de E se existe um morfismo
fiF—=E,
tal que f € injetor. Equivalentemente, temos que cada restri¢do f|r, : Fy — Ey € injetiva.

Isso significa que, ao restringirmos um fibrado a um subconjunto ¥ C X (onde X € o espago base),
estamos apenas considerando as fibras sobre os pontos de Y. Por outro lado, ao tratarmos de um

subfibrado, estamos restringindo cada fibra a um subespago vetorial.

Definicao 6.17 (Fibrado produto). Seja (f,g) uma par de fungdes continuas onde f: X — Z e
g: Y — Z. Definimos o fibrado produto entre X e Y como

X xzY :={(xy) € X xY;f(x) =g(»)}-

Notacao 9. O produto fibrado nao depende apenas de Z, mas também das funcdes f e g. Assim,

quando necessdrio, escreveremos explicitamente X xé’g Y.

A seguir, definiremos fibrado pull-back. Esse fibrado consiste em uma constru¢do que permite
“transportar”’ um fibrado ao longo de uma aplicacao entre espacos, produzindo um novo fibrado cujo

espaco base muda, mas cujas fibras sao herdadas do fibrado original.

Definicao 6.18 (Fibrado pull-back). Seja f: Y — X uma aplicacdo continua, e seja 7: £ — X um
fibrado vetorial com fibra tipica V. O fibrado pull-back de E ao longo de f é o fibrado 7’: f*E — Y,
definido por

[E=Exx!Y:={(ay) € ExY|a(a)= ()},

e '(a,y) :=y.
Verificaremos que f*E é um fibrado vetorial com a mesma fibra tipica V. De fato, paratodoy €Y,

a fibra (f*E)y € canonicamente isomorfa a E (), pois

(f"E)y = Eg(y) x {y} = Ey(y).
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2

Fixando y € Y, seja (U, ¢) uma carta local de E em f(y). Como f é continua, U’ := f~'(U) C Y é
aberto. Definimos uma carta local (U’, ¢') de f*E por

o ()" WU = U xV,
da seguinte forma: seja ay(,) € Ef(;) =~ (f*E);. Seja @(ag()) = (f(z),v). Entdo
0'(ay:0) = (20).
Equivalentemente,
¢'(a) = (7'(a), my 0 9(a)),
onde wy: U XV —V é aprojecdo de U x V sobre V.
Observacao 6.19. Existe um morfismo natural de fibrados vetoriais
f: f'E > E
(a,y) —a

que cobre f. Ou seja, o seguinte diagrama comuta

O pull-back ao longo de f define um funtor
f*: FibVecty — FibVecty.
que atua da seguinte forma:

* Sobre objetos: dado um fibrado vetorial 7: E — X com fibra tipica V, f*(7) := 7/, onde
7' f*E — Y é o fibrado pull-back de E através de f.

* Sobre morfismos: dado um morfismo de fibrados vetoriais ¢ : E — F sobre X, o pull-back
ffo: f*E — f*F é definido por

fro(ay) = (9(a),y).
Esse é um morfismo de fibrados vetoriais sobre Y que cobre a identidade de Y.

Observacao 6.20. Dizer que um morfismo de fibrados vetoriais f*¢@: f*E — f*F cobre a identidade

de Y significa que o seguinte diagrama comuta:

rE L2 pop

n}* El ln’}* P
Y ——Y
ldy
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Isto é, temos
Tpp o f Q= Tpup.
Como f*¢(a,y) = (¢(a),y) e T p(¢(a),y) =y, concluimos que
nppo fo(a,y) =y = mpp(a,y),

para todo (a,y) € f*E. Assim, o morfismo f*¢ preserva a base Y.

6.2 Funcoes e secoes de transicao

Vimos na secdo anterior que um fibrado vetorial €, por definicao, localmente trivial. Isso significa
que, embora o fibrado como um todo possa ter uma estrutura topoldgica complexa, ele pode ser de-
composto em pedagcos menores que se comportam como produtos cartesianos simples. Surge, entdo,
uma questao natural: como essas trivializacdes locais se relacionam nas regides onde seus dominios
se sobrepdem?

Nesta secdo, estudaremos as funcdes de transicdo, que sdo aplicagdes que descrevem precisa-
mente essa mudanca de coordenadas entre duas cartas locais. Essas fun¢des ndo apenas garantem a
consisténcia da estrutura de espago vetorial ao longo de todo o fibrado, mas carregam em si toda a
informacao necessaria para reconstruir o fibrado e determinar sua topologia global. Complementar-
mente, exploraremos o conceito de secdes, que formalizam a ideia de escolher um vetor em cada fibra

de maneira continua.

6.2.1 Secoes

Nesta sec¢do, introduziremos a nocao de se¢ao de um fibrado vetorial. Intuitivamente, uma secao

pode ser vista como uma escolha continua de um vetor em cada fibra do fibrado.

Definicao 6.21 (Secao global). Seja 7: E — X um fibrado vetorial. Uma se¢do global (ou simples-

mente secdo) de E é uma fungdo continua s: X — E tal que mos = idy.

Definicao 6.22 (Secao local). Seja U C X um aberto. Uma se¢do local de E é uma funcdo continua

s: U — E tal que mos =idy. Caso x € U, s € dita se¢do local em x.

Notacao 10. O conjunto das se¢des de E é denotado por I'(E), enquanto o conjunto das se¢des locais
de E definidas sobre um aberto U C X é denotado por I'(E|y), onde E|y =z~ (U).

Lema 6.23. Sejam 7: E — X um fibrado vetorial com fibra tipica V e (U, ¢) uma carta local de E.
A carta ¢ induz uma bijegio entre I'(E|y) e CO(U,V).
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Demonstragdo. Sejam s € I'(E|y) e x € U. Temos que @(s(x)) = (x,v(x)), onde v(x) € V, e portanto

fica definida a fung¢do v: U — V, a qual € continua pois resulta da composi¢ao da funcdo continua
@pos: U—UXxV

com a proje¢do (também continua)

projy: U XV = V.

Reciprocamente, dada uma fun¢do continua v: U — V, podemos definir uma fungdo

s:U—E

x> s(x) == @7 (x,v(x)),
cuja continuidade decorre da continuidade de v e (p_]. Além disso,

m(s(x)) = m(9~" (x,v(x))) =x,

de modo que s € uma secdo local do fibrado E sobre U.

Portanto, concluimos que hd uma bijecio entre I'(E|y) e CO(U,V). [

Definicao 6.24 (Push-forward de seces). Sejam 7: E — X e n': F — Y fibrados vetoriais € seja

f: E — F um morfismo de fibrados que cobre g: X — Y, ou seja, o diagrama

E—".Xx

| l#

T

¢ comutativo; equivalentemente 7’ o f = go . Dado um aberto U C Y, o morfismo f induz um

foi D(El 1) — T(F| )
1

s fosog

morfismo de C*(U)-médulos

o qual é chamado de push-forward de secoes.
Em particular, se f for um morfismo sobre X (isto €, g = idy), obtemos um morfismo
f«:T(Ely) = T(Fly).

Se f for um isomorfismo de fibrados, entdo f, é também um isomorfismo, e denotamos seu inverso
por
* L -1
[ =0

O Lema 6.23 € um caso particular dessa constru¢do, aplicado ao isomorfismo local

©: Ely =>UXYV,
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pois, via a identificagio I'(E|y) ~ CO(U ,V), o push-forward induzido por ¢ coincide com a aplica¢do
que envia uma se¢io s € I'(E|y) na fungdo continua v € CO(U,V) dada por ¢ o s(x) = (x,v(x)).

Todo fibrado vetorial 7: E — X admite uma secao global nula, dada por

so: X - E

x> Oy,

onde 0, denota o vetor nulo na fibra E,. Além disso, se x € X satisfaz rk, E > 0, entdo podemos
construir uma se¢do local de E em uma vizinhanga de x que seja nao nula em nenhum ponto. Com
efeito, tomando uma carta local (U, @) de E ao redor de x, com ¢: E|y — U x V, escolhemos um

vetor v € V com v # 0 e definimos, para qualquer y € U,

s() =@~ (0 ).

Trata-se de uma sec¢ao local de E sobre U, que ndo se anula em nenhum ponto. Em termos do Lema
6.23, s é exatamente a secdo associada a funcdo constante v: U — V. A partir dessa observacao,

obtém-se o seguinte lema.

Lema 6.25. Sejam X um espaco topoldgico normal e 7: E — X um fibrado vetorial. Entdo para cada
ponto x € X e cada vetor a € E, existe uma se¢@o global s € I'(E) tal que s(x) = a. Em particular, se
o posto do fibrado em x é positivo (isto é, rk,E > 0), entdo existe uma se¢do global s € I'(E) tal que
s(x) # 0 (todavia, pode acontecer que qualquer secdo global seja nula pelo menos em um ponto de
X).

Demonstragdo. Sejax € X e sejaa € E,. Como w: E — X € um fibrado vetorial, existe um aberto

U C X contendo x e um homeomorfismo de trivializacao
o:m ' (U)=UxV

tal que T = projy; o @. Pelo fato de ¢ ser uma trivializagdo, existe um vetor v € V tal que ¢(a) = (x,v).

Definimos uma seg¢do local s € I'(E|y) por

s() =9 (),

para todo y € U. Essa é uma secao continua (pois ¢ é continua) em U, e satisfaz s(x) = a.
Como X é normal, existe uma fungdo de Urysohn f: X — [0, 1] tal que o suporte de p estd contido
em U, ou seja, existe uma vizinhanga U’ de x tal que U’ C U e f(X\U') ={0} e f(x) = 1.
Definimos entdo a se¢do global t € I'(E) por

_ W) s(y), seyel’,
t()’)_{oy, seye X \U',

onde 0, denota o vetor nulo da fibra E,.
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A continuidade de ¢ decorre do fato de que s e f sdo continuas em U’, e que fora de U’ temos
t =0, com transi¢@o suave garantida pela defini¢do de suporte compacto de f. Assim, s € I'(E) é uma
secdo global tal que #(x) = s(x) = a.

Em particular, se rk, E > 0, entdo existe algum a € E, tal que a # 0. Pela construgdo acima, existe
s € T'(E) tal que s(x) = a # 0. [

O Teorema a seguir (Teorema 6.26) € um resultado de topologia geral que garante a possibilidade
de estender funcdes continuas definidas em subconjuntos fechados de um espaco normal para todo o

espaco sem perder continuidade. Ele serd utilizado na demonstracao do Lema 6.27.

Teorema 6.26 (Teorema de Extensao de Tietze). Sejam X um espaco normal e Y C X um subcon-
junto fechado. Entdo qualquer fung¢do continua f: Y — [a,b], onde [a,b] C R é um intervalo fechado,
admite uma extensdo continua F': X — [a,b]. Além disso, qualquer fung¢do continua f: ¥ — R pode

ser extendida a uma func¢do continua F': X — R definida em todo X.
Demonstragdo. Ver [7]. |

Lema 6.27. Sejam X um espago paracompacto, ¥ C X um subconjunto fechado e 7: E — X um
fibrado vetorial com fibra V. Nessas condigdes, se s € I'(E|y), entdo é possivel estender s a uma
secdo S € I'(E).

Demonstragcdo. Seja x € X. Escolhemos uma carta local (Uy, @y) de E em torno de x. Como X € pa-
racompacto, € normal, e portanto, regular. Assim, podemos tomar uma carta local refinada (U;, (Pxfu;)

tal que
Ul CU,.
Se U.NY # 0, pelo Lema 6.23 a se¢do s|yiny corresponde a uma fungdo continua
fo:UlNY =V,

onde V ~ R" ou C", apés fixar uma base da fibra.
Como F)Q ¢ fechado e X é paracompacto (logo normal), pelo Teorema de Extensdo de Tietze

(Teorema 6.26) podemos estender f, a uma fun¢do continua
Fo: X—R" ou F:X—C"
a qual define uma secdo local Sy € I'(E|y,) satisfazendo
Sxluiny = slurny -

Se U; NY = 0, definimos simplesmente F;, = 0.
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Como X é normal, existe uma parti¢cdo da unidade { ¢, } xcx subordinada a cobertura 1’ = {U/} \cx.

Definimos entdo uma secao global

S=Y 0.5 €T(E).

xeX
Por construgio, temos
Sy = [ ¥ .5, ’ (Y 6 )s=s.
xeX Y xeX
Portanto, s pode ser estendida a uma secao global S. |

Podemos observar que o Lema 6.25 é um caso particular do Lema 6.27. Basta tomar ¥ = {x},
considerado com a topologia do subespago, e definir s: ¥ — E|y pela condi¢@o s(x) = a, para um
vetor fixado a € E,. Pelo Lema 6.27, essa sec¢do local s se estende a uma se¢do global S € I'(E) com
S(x) = a, exatamente como enunciado no Lema 6.25. Note, porém, que no Lema 6.25 € suficiente
supor que X seja normal.

O proximo lema formaliza a ideia de que a independéncia linear de uma familia de se¢des € uma
condi¢cdo aberta. Em outras palavras, se em um ponto x € U as sec¢des sy,...,S; sdo linearmente

independentes na fibra E,, entdo elas continuam independentes em toda uma vizinhanga aberta de x.

Lema 6.28. Sejam 7: E — X um fibrado vetorial com fibra tipica V, U C X um aberto e sy, ...,5; €

['(E|y) se¢des locais. Definimos
A:={xeU]|{si(x),...,5(x)} é uma familia linearmente independente em E, }.

Entao A é aberto em U.

Demonstracdo. Seja x € A e (U’, @) uma carta local de E em x, com U’ C U. Aplicando a carta @
e escolhendo uma base de V, identificamos E | com U’ x R” (ou U’ x C"). Assim, cada sec¢do s; se

€SCreve como

si(y) = (»,vi(y)) paratodoyeU’,

comv;: U — R" (ou C") fungdes continuas.

A familia {v(y),...,v(y)} é linearmente independente se, e somente se, a matriz

My =[vi(y) -~ v(y)] € M(n,k)

tem posto k.

O conjunto das matrizes de posto k é aberto em M(n,k), pois existem indices /,J tais que a
submatriz My ; € quadrada k X k e tem determinante ndo nulo. Como o determinante € continuo,
existe uma vizinhanca de M, em M (n,k) na qual M;; continua invertivel, logo todas as matrizes

nesse aberto tém posto k.
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A aplicacdo

®: U' — M(n,k)
y=®(y) = [vi(y) - ()]

é continua, pois cada v; é continuo. Assim, ®~! da vizinhanca aberta de My, € uma vizinhanga
aberta de x em U’ e consequentemente em U. Com isso, temos que para qualquer x € A, existe

uma vizinhanca aberta de x contida em U C A. Portanto, A € aberto. [ |

O lema a seguir dd um critério simples para saber quando um fibrado vetorial € trivial: ele mostra
que um fibrado de posto n sobre um espaco conexo € trivial exatamente quando podemos encontrar
n secoes globais que, em cada ponto, formam uma familia linearmente independente na fibra. Além
disso, ao fixarmos uma base da fibra tipica V, toda trivializacdo de E determina uma familia de
secoes globais com essa propriedade, e reciprocamente, toda tal familia de se¢cdes d4 origem a uma

trivializacdo de E.

Lema 6.29. Seja X um espago topoldgico conexo e seja 7: E — X um fibrado vetorial de posto n,
com fibra tipica V. Entao E ¢ trivial se, e somente se, existem se¢des globais sy,...,s, € ['(E) tais
que, para todo x € X, os vetores

51(x), ..., 80(x) € Ex

sdo linearmente independentes (em particular, sdo todos nao nulos). Além disso, fixando uma base de
V, obtemos uma bijecao canodnica entre o conjunto das trivializagdes de E e o conjunto das familias

de secdes (s1,...,s,) que satisfazem a propriedade acima.

Demonstragdo. (=) Suponha inicialmente que o fibrado E € trivial, ou seja, existe um isomorfismo
de fibrados
¢o:E—=XXxV.

Fixando uma base (ajy,...,a,) de V, definimos, para cadai = 1,...,n, uma sec¢do global s; € I'(E) por

si(x) == o (x,a;).

Como ¢ € continua e linear nas fibras, cada s; € uma sec@o continua, e para todo x € X temos

(p(si(x)) = (xvai)v

de modo que os vetores si(x),...,s,(x) sdo a imagem inversa de uma base de V e, portanto, sdo
linearmente independentes em E|.
(<) Reciprocamente, suponha que existem se¢des globais s1,...,s, € I'(E) tais que, para todo x € X,
os vetores s1(x),...,s,(x) € Ex sdo linearmente independentes. Fixando uma base (ay,...,a,) de V,
definimos a aplicacdo

¢o:E—XXV
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por

O(A1s1(x) + -+ Apsn(x)) := (x,A1a; + - -+ Apan)).

Por fim, a correspondéncia construida acima define uma bijecao entre o conjunto das trivializagdes
de E e o conjunto das familias de secdes (s1,...,5,) que sdo linearmente independentes em cada fibra,

uma vez que os dois procedimentos sdo inversos entre si quando a base (ay,...,a,) deV é fixada. W

Lema 6.30. Seja 7: E — X um fibrado vetorial com fibra tipica V, e seja F C E um subconjunto
tal que, para cada x € X, F, := FNE, é um subespaco vetorial de E,. A aplica¢do m|p: F — X,
munida da topologia induzida e F; da estrutura de espago vetorial induzida, ¢ um subfibrado vetorial
de E se, e somente se, para todo x € X, existem uma vizinhanga aberta U C X de x e r secOes locais
s1,...,8» € I(E|y), pontualmente independentes, tais que {s{(y),...,s,(y)} € uma base de F, para

todo y € U. Em particular, isso implica que a dimensao de F, € localmente constante em x.

Demonstracdo. (=) Suponha que F seja um subfibrado vetorial de E. Entdo, para cada x € X,
existe uma carta local de F' em torno de x. Essa carta é equivalente a escolha de r se¢des locais
S1y...,8 € I'(F|y), pontualmente independentes, que formam uma base de cada fibra Fj, y € U.
Portanto a condicdo € satisfeita.

(<) Reciprocamente, suponha que para cada x € X existe uma vizinhanga aberta U e r segdes

St,-..,8 €I(E|y) tais que {s1(y),...,s-(y)} é base de F;, para todo y € U. Definimos a aplicacdo

(8 F|U — U XRr7 ¢ Zaisi(y) = (ya (a17"'7ar))‘
i=1

Por hipétese, a escrita
p
v = Z a;si(y)
i=1

¢ unica para cada v € F;, logo ¢ ¢ bijetora e linear em cada fibra. As coordenadas (aj,...,a,) de-
pendem continuamente de v porque as secOes s; sdo continuas: escrevendo uma trivializagdo local de
E|y ~U xV (Lema 6.23), as se¢Oes s; correspondem a fung¢des continuas U — V e, ao expressar es-
sas funcodes na base de V, obtém-se matrizes cujas entradas sao fungdes continuas em y; a recuperacao
dos coeficientes a; € entdo dada por uma aplicacao linear (inversa de uma matriz) cujas entradas va-
riam continuamente em y por ser inversa de uma matriz continua com determinante ndo nulo. Dessa

forma ¢ € continua e sua inversa

0 (0 (ar,....ar)) = gais,-@)

também ¢é continua, portanto ¢ é um homeomorfismo entre F|y e U x R”.
Assim, F|y é trivial de posto r, e as trivializacdes locais obtidas cobrem X, provando que F é um
subfibrado vetorial de posto r. A afirmacdo sobre a dimensdo localmente constante segue imediata-

mente. u
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Proposicao 6.31. Sejam 7: E — X um fibrado vetorial com fibra tipica V e F C E um subfibrado
vetorial com fibra tipica W. Supondo, a menos de isomorfismo, que W C V, podemos escolher um

atlas de E tal que as restricoes a F' das cartas formam um atlas de F.

Demonstracdo. Para cada x € X, seja (U, @) uma carta local de F em x. A carta equivale a escolha
de r se¢des locais

S1yeeoySp: U—F

pontualmente independentes, sendo r = rky . No ponto x, completamos a base de F; a uma base de
E, escolhendo vetores a,41,...,ay, € E; tais que s1(x),...,s(x),ar+1,...,a, forma uma base de E,
(aqui m =1k, E).

Como E é um fibrado vetorial, existe uma carta (U’, ) de E no ponto x, onde U’ C U é um aberto
contendo x e

v:Ely — U xV

¢ compativel com a proje¢@o, tal que, escolhendo convenientemente y, podemos supor y(a;) = (x,v;),
parai=r—+1,...,m, para certos vetores fixos v, 1,...,v, € V.

Definimos se¢des §,41,---,5m € ['(E|yr) por
si(y) = vl yw), i=r+1,....myeU’.
Pela trivializacdo y, podemos escrever também
w(si()) = v(y),  Jj=1...,nyel,
para certas fungdes continuas vy, ...,v, : U’ — V. No ponto y = x, temos
Vi), V(X)) Vit 1y o5 Vi

formando uma base de V, porque sdo justamente as coordenadas em V' da base de E, escolhida acima.

Pelo Lema 6.28, a propriedade de ser familia linearmente independente € aberta, ou seja, como
{vi(x), .o vr(X), Vg1, ooy Vit
é base em V, existe uma vizinhanga U” C U’ de x tal que, para todo y € U”,

{Vl(y)a"'7vr(y)avr+17'-~:vm}

continua sendo base de V. Isso equivale a dizer que, para todoy € U”, {s1(y),...,sm(y)} é uma base
de Ey, e, em particular, {s;(y),...,s,(y)} € uma base de F,.

Assim, a aplicag¢do

m
¥: E|yr — U" xV, ‘P(Zam(y)) = (y,(at,...,am))
i=1
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¢ uma trivializacdo local de E sobre U”, e sua restri¢do a F,
. "
‘P‘F|U”' Flyn — U" x W,

€ uma trivializagdo local de F'. Repetindo esse procedimento para cada ponto x € X, obtemos um atlas

de E tal que as restri¢des das cartas a F' formam um atlas de F'. |

Corolario 6.32. Sejam 7 : E — X um fibrado vetorial com fibra V e F C E um subconjunto tal que
F, C Ex é um subespago vetorial para todo x € X. Entdo 7|r : F — X, sendo F dotado da topologia
induzida e F, da estrutura de espago vetorial induzida, é um subfibrado vetorial de E se, e somente
se, existir um atlas de E tal que as restricdes a F' das cartas formam um atlas de um fibrado vetorial
(com fibra tipica W C V a menos de isomorfismo). Em particular, isso implica que a dimensao de F;

¢ localmente constante em x.

Demonstragdo. (=) E consequéncia imediata da Proposicio 6.31.
(<=) Por hipétese existe um atlas de F, portanto F é um fibrado vetorial. E claro que o mergulho

i : F — E € um morfismo injetor de fibrados vetoriais, portanto ' € um subfibrado vetorialde £ W

6.2.2 Fungdes de transicao

Assumiremos a partir de agora que X € conexo. Para um espaco arbitrario, podemos aplicar todos
os argumentos que apresentaremos separadamente em cada componente conexa. Além disso, sempre
que falarmos em isomorfismos de fibrados subentende-se que se tratam de isomorfismos sobre X.

Nosso objetivo serd formalizar a nocao de funcdes de transic@o, entender as condicdes de compati-
bilidade que elas devem satisfazer e exemplificar como essas fun¢des permitem classificar e comparar
fibrados vetoriais sobre X.

Considere um fibrado vetorial 7: E — X de posto n, com um atlas {(U;, ¢;) }ic;. Fixemos dois

indices i, j € I tais que a interse¢do U;; = U;NU; seja ndo vazia. As trivializacOes locais
Q;: ﬂ_l(Ui) —U;xV e (e ﬂ_l(Uj) —>Uj xV

induzem uma aplicacao
- —1.
Qij:=@jo@, UjxV—U;jxV.
Como ¢;; € um isomorfismo de fibrados triviais sobre a base U;;, ele ndo altera a componente na base;

em outras palavras, para cada x € Uj; fica definido um automorfismo linear de V, denotado por (;;)x,

tal que
@ij(x,v) = (%, (ij)x(v))-
Dessa forma, dado um ponto p € E,, tal que ¢(p) = (x,v), a represecdo correspondente em U; serd

@;(p) = (%, @ij)x(v))-
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Definicao 6.33 (Funcao de transicao). Sejam 7: £ — X um fibrado vetorial munido com o atlas
{Ui, ¢i) }ici. ParaU;; = U;NU; # 0, 0 mapa

q~),'j2 U,'j — GL(V) (6.1)

x = (@ij)x (6.2)

¢ chamado de fungdo de transi¢do associada as trivializagdes (U;, ¢;) e (Uj, @;).

6.3 Cohomologia de Cech e fibrados de linhas

Nessa secdo considere X um espago topoldgico paracompacto e C o espago vetorial de dimensao
1 sobre o corpo dos complexos C. Os resultados a seguir também valem no caso real, quando a fibra
tipica € o espaco vetorial R de dimensao 1 sobre RR.

Seja X um espaco conexo, e seja il = {U; };c; uma cobertura aberta de X fixada.

Considere o feixe de grupos abelianos C*, onde, para cada aberto U C X, temos

C*(U):={f: U — C* continuas}.

Seja : E — X um fibrado de linhas complexo, ou seja, para cada x € X, a fibra satisfaz 7! (x) ~

C. Suponha fixado um atlas de trivializa¢des locais {(U;, ¢;) }icr, com
@i N (Uy) = Ui x C.
Em cada interse¢do U; NUj, as trivializagdes sdo relacionadas por uma fung¢io de transi¢ao
@ij =00 ' Uj;xC—U;xC,

a qual € da forma
(Pij(x> v) = (x, (pij(x) V),

para uma fungdo continua ¢;;: U;; — C*, ou seja, ¢;; € C*(Ujj).
Podemos interpretar a fun¢do ¢;; como a mudanca de uma base local para outra. Por exemplo, se
s; € uma secdo local trivial sobre U;, entdo s; := @;; - 5; define a mesma se¢do em U; N U, mas expressa

na base correspondente a ;. Assim, temos
sj(x) = @ij(x) - si(x),

0 que mostra explicitamente como @;; relaciona as bases locais em U; e U;.

Em interseg¢des triplas U; NU; N Uy := U jx, consideramos a composi¢ao

Pijo Qo Qi = Pjo @ opog logogr! =id. (6.3)
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Note que, como

010 Qjr 0 Pri(x,v) = (x, Pij(x) - Pjx(x) - Pri(x) - v)
(6.3)
="(x,v),

temos
@ij(x) - Pjr(x) - Pri(x) =1, Vx € Ujr. (6.4)

1 .

Além disso, como @; = (pizl, temos que @y; = @, e como C* € um grupo abeliano, a equagdo

(6.4) coincide com a imagem de @;; pelo operador diferencial de Cech
st Cl(u,C*) — C*(U,C").
De fato,

1 PV [
(6" @)ijk =P Py - Pij
= Qij - Pj - Pri
(6.4)
= Y
~ o~ ~ ~—1 ~ .
onde Q;j, P, Qi € ¢, sdo restritas a Uj .
Portanto, o conjunto de fungdes de transigdo {;;}; jer satisfaz a condi¢do de cociclo de grau 1 de

Cech, isto é,
(@) € 2! (L,C).
Isso prova a seguinte Proposicao:

Proposicao 6.34. Seja w: E — X um fibrado vetorial de linhas, onde X é um espaco paracompacto
e conexo. Seja 4 = {U;}ic; uma cobertura aberta de X. As fungdes de transi¢do ¢;; induzem um
cociclo Z' (44,C*) € C'(44,C*) na Cohomologia de Cech.

Teorema 6.35. Seja w: E — X um fibrado vetorial de linhas com fibra tipica C. E € trivial, se, e

somente se, ¢;; € Z' (4, C*) é um cobordo.

Demonstracdo. (=) Suponha que E seja um fibrado trivial, ou seja, existe um homeomorfismo
¢o: FE = X x C. Do Lema 6.29 temos que existe uma se¢do global s: X — E nunca nula, de modo

que podemos definir ¢ da seguinte forma:

¢:E=>XxC
A-s(x) = (x,A)

Temos que se x € U;;, entdo podemos escrever

si(x) = @ij(x)s(x). (6.5)
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Além disso, existem fung¢des coninuas @;: U; — C* e ¢;: U; — C* tais que

si(x) = @i(x)s(x) e (6.6)
5j(x) = 9j(x)s(x) (6.7)
Substituindo (6.6) e (6.7) em (6.5), temos
s#£0
¢;(x)s(x) = ¢;;(x)@; (x)s(x) = @i(x) = @ij(x) P;(x)
— ¢ij(x) = pi(x) ;' (x)
Isso significa que quando E ¢ trivial, {¢;;} é um cobordo.
(<) Reciprocamente, se @;; € Z'(U,C*) é um cobordo, entio pode ser expresso como
Pj=i-9; (6.8)

para certas funcdes @; e @; definidas nos abertos U; e U, respectivamente. Sendo {¢;} € CO (L, CY).
Defina

= (pl._lsi e ij = QDJ-_]SJ'. (6.9)
Suponhamos que §; = ¢;;3;. Dai,

—1 = 1
= @; Qijsj=PijP; 's;
Sj#()

== 0= ¢ 0j0i

@ R L |
Qij=¢; ¢jPi¢;

:>¢,-j:1.

Mas isso implica que §; = §; em U;;, para quaisquer i, j € I tal que U;; # 0. Com isso concluimos que

existe § global nunca nula, e portanto o fibrado E € trivial. |

Concluimos, portanto, que a partir de um fibrado de linhas podemos associar um cociclo de Cech
com valores no feixe C*. Este cociclo é um cobordo se, e somente se, o fibrado é trivial. Assim, a
classe de cohomologia associada mede precisamente a obstrucao a trivializagcdo do fibrado. Em outras
palavras, a cohomologia de Cech com coeficientes em C* classifica os fibrados de linhas complexos
sobre X, a menos de isomorfismo. Fibrados com mesma classe de cohomologia sao isomorfos, € o

fibrado trivial corresponde a classe nula.

Observacdo 6.36. O grupo de cohomologia H'(X,C*) estd naturalmente relacionado ao grupo dos
fibrados de linhas complexos sobre X, cujas classes de isomorfismo formam um grupo abeliano sob

o produto tensorial. Essa identificacdo serd explorada com mais detalhes posteriormente.
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Considerando dois fibrados isomorfos, podemos mostrar que os cociclos correspondentes sao
homdlogos, ou seja, diferem por um cobordo. Reciprocamente, se temos dois fibrados e os cociclos
induzidos diferem por um cobordo, podemos construir um isomorfismo entre os fibrados.

A classe de cohomologia de ¢;;, sendo @;; o cociclo induzido por um atlas qualquer, corresponde
a classe de isomorfismo do fibrado de linhas. E portanto, cohomologia de Cech de grau 1 do feixe C*

classifica os fibrados de posto 1.

Afirmacao 4. (LBy(X),®) é um grupo abeliano.

Demonstracdo. Devemos verificar os axiomas de grupo abeliano:
Elemento neutro:

O fibrado trivial 1 = X x C atua como identidade. De fato, para qualquer fibrado de linhas L,

temos:
(L®1l)y~L,C~L,.

O isomorfismo € dado por:

VeoC—V
VRA— Ay

Em particular, v&® 1 — v.
Elemento inverso:
Para cada [L] € LBy(X), temos [L] ! = [LV], onde LV = Hom(L, 1) é o fibrado dual. Pontualmente:

(L) = (Ly)” = Hom(L,,C).
Afirmamos que L ® LV ~ 1. De fato, defina:
a: Lol X xC
o : L, (L) —C
Ve r—g(v)
Este mapa ¢ linear em cada fibra' e fornece um isomorfismo de fibrados. Portanto:
LeL]=[1]=[L"]=[L]".

Associatividade e comutatividade:
Seguem das propriedades do produto tensorial de espagos vetoriais, aplicadas fibra a fibra.
Morfismo de grupos:

Considere a aplicagao:
@ : LBy(X) — H'(4,C*)
L] —~ {eij}]

I'Segue da definicdo de produto tensorial.
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onde {¢;;} sdo as fungdes de transigdo de L.

Para L =1 =X x C, escolha a se¢do global s(x) = (x, 1), com s|y,(x) = s;(x) = (x,1). Entdo
si(x) = @;j(x)sj(x),Vx e Ui = @;j(x) = 1,Vi, j € I.

Portanto, [1] — [{1}] = 1.
Agora, se L e L' tem fungdes de transi¢do {¢;;} e {y;;} respectivamente, entdo L® L' tem fungdes

de transicdo {¢;;y;;}. Logo:

(L] @ [L]) = [{oijwij}] = {oi}] - {wij}] = 2([L]) - D(L]).

Portanto, ® é um homomorfismo de grupos.
Como & & bijetor (pelo Lema 6.37) e H'(4,C*) é um grupo abeliano, segue que (LBy(X),®)

também é um grupo abeliano. [

Lema 6.37. Seja X um espaco paracompacto. Existe uma bije¢do natural
®: LB(X) — H'(X,C"),

onde LB(X) representa as classes de isomorfimos de fibrados de linhas complexos sobre X e

H'(X,C*) é o grupo de cohomologia de Cech de grau 1 com coeficientes em C*.

Demonstracdo. Seja $4 = {U;}ic; uma cobertura aberta de X fixada. Vamos definir

®y: LBy(X) — H'(4,C")
L] — [ i},
onde LBy (X) é o grupo formado pelas classes de isomorfismos dos fibrados de linhas complexos

sobre X que sdo triviais em cada U;.

Dada [L] € LBg(X), escolhemos um atlas {(U;, ¢;) }icy de L, o que é equivale

Sobrejetividade: Dado um cociclo {@;;} € Z!(81,C*), construimos o fibrado de linhas
L (Uuixc)/ ~
icl

onde (x,z); ~ (x, ¢;j(x)z)j parax € U;NU;, com (x,z); € U; x C e (x,¢;;(x)z)j € Uj x C. A condi¢do
de cociclo garante que ~ € relagdo de equivaléncia. De fato, como as fungdes @;; satisfazem as

identidades

=1, (6.10)
0ij = ;i (6.11)
Ok = @ij@jr  em Uy, (6.12)
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temos que as relacdo de reflexividade e simetria sdo satisfeitas pelas igualdades (6.10) e (6.11), res-

pectivamente, enquanto que a transitividade € satisfeita por (6.12), pois se

(x,2)i~ (x,2); e (x,2);~ (x,2"),

onde

?=@ij(x)z e ' =@ux)7,
temos que

= @k (x) @i (x)z =y Pir(x)z
e portanto

(X,Z)i ~ <X,Z//)k7
0 que prova a transitividade.
Além disso, podemos munir o quociente L da projecado m([x,z];) = x.

Para cada i € I, definimos

¢ :UixC— Ly, (6.13)
(x,2) = [x,2]; (6.14)

onde [x,z]; denota a classe de equivaléncia do ponto (x,z) no quociente L = (| J;U; x C) / ~.

Temos que ¢; leva cada ponto (x,z) do espaco trivial U; x C para o ponto correspondente no
fibrado L que estd na fibra L, e tem coordenada z na trivializagdo sobre U;.

Em outras palavras, ¢; nos diz como identificar o espaco trivial U; x C com a parte do fibrado L

que esta sobre U;, ou seja as aplicagdes do tipo

Q;: UiXC—>L|Ui

(x,2) = [x,2];,

sdo trivializagdes locais com fungdes de transi¢do dadas por @;;. Assim, L € um fibrado de linhas cuja
imagem por @ é exatamente [{;;}]. Logo Py € sobrejetiva.
®: LB(X) — H'(X,C*) estd bem definido.

Agora, vamos mostrar que se L e L' sdo fibrados de linhas isomorfos, entéo os cociclos de Cech
associados @;; e ¢/ ; sdo cohomologos.

Seja f: L — L' um isomorfismo de fibrados de linhas. Seja {{ uma cobertura aberta de X que
trivializa ambos os fibrados. Escolha se¢des locais nao nulas s; de L sobre U;, e sg de L’ sobre U;.

As fungdes de transigdo sdo dadas por ;;, ¢/ i uinU;— C*, de modo que
S,':(T)iij € S;:(ﬁ;js; (6.15)

em U;NU;.
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Como f é um isomorfismo fibra a fibra, existe A;: U; — C* tal que
f(si) = Ais;. (6.16)
Calculando de f(s;) usando a relag@o de transi¢do em L, temos que
si=@isi = f(si) = F(@ijsj) = @ij f(55) = Pij A;sy. (6.17)
E usando as expressoes (6.15) e (6.16), temos

f(S,') = 7L,~s§ = li(f)/ S/-. (618)

ij
Comparando (6.17) e (6.18) temos que
BijAjs; = i @S

/

[ € nao nulo, obtemos

Como s
Gijhj = Ai ;.
Logo
(pij(pi/j_l = lilj_la

onde A; e A jfl sdo restritas a Uj;. Isso mostra que @;; e ;; diferem pelo cobordo da 0-cocadeia (4;),

portanto representam a mesma classe em H'(X,C*). Assim, ® estd bem definida.

Injetividade de ®: LB(X) — H'(X,C").
Agora vamos mostrar que se ®(L) = ®(L'), entdo L ~ L.
Sejam @;; e ¢! ; os cociclos de Cech associados a L e L', respectivamente. Suponha que exista uma

0-cocadeia (4;), com A;: U; — C*, tal que:
o = A7 @A
i i QijAj-
Sejam s; e s} se¢des locais ndo nulas de L e L’ sobre U, respectivamente, satisfazendo
~ / /
Si:(pl'ij, Sl':(Pl'ij.
Defina f localmente em U; por
f(Si) = li S;. (619)

Precisamos verificar compatibilidade em U; NU;.

Como s; = ®ijsj:

F(si) = f(@ijsj) = @ijf (sj) = @ijA;s’. (6.20)
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Mas s; = @/;5;, logo 5, = (@; j)_lsg. Substituindo temos
F(si) = @ijAi(@],)~"si
Da hipétese, ¢;; = A @ijA;, entdo
(@) =2; 'y A
Substituindo (6.22) em (6.21),

@ik~ (A7 @i da)si = Dsi,

6.21)

(6.22)

(6.23)

e assim, as expressoes (6.19) e (6.21) coincidem, logo f estd bem definido e com isso concluimos que

f é um isomorfismo fibra a fibra (pois A; # 0) que comuta com as projec¢des, logo L ~ L'. Portanto,

® € injetiva.

6.4 Primeira Classe de Chern

Considere a sequéncia exata de feixe do Exemplo 4.41
0—7-1 C R Ccr—0,

onde 7 é a inclusio e exp(z) = **¥,

Pelo Teorema 5.12, temos que existe a sequéncia exata longa em cohomologia de Cech

0—HX,2)— H°X,C) - H°(X,C*) - H'(X,2) - H'(X,C)---
—)[:Ik<X,Z) —)[:Ik<X,Q) %Flk(ng*) _>I§k+l<Xaz) _>[:Ik+l(X7Q) T

Mas como C admite particio da unidade, segue que H*(X,C) é aciclico, ou seja
H*(X,C) =0, paratodok > 0.
Logo, por exatiddo, temos o isomorfismo
H*(X,C*) ~ H*(X,7), paratodok > 0.
Como visto anteriormente,
(LBy(X),®) ~ H'(X,C*) ~ H*(X,Z)
onde H?(X,7Z) representa a primeira classe de Chern, ou seja

[L] — c1[L].

Com isso, temos que os fibrados de linhas proporcionam um modelo geométrico de H?(X,Z).
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6.4.1 Calculo da primeira classe de Chern

Agora, vamos ver concretamente como calcular a primeira classe de Chern. Suponha que 4l é uma
boa cobertura fixada de X.

Em cada intersego U;;, temos as fungdes de transigdo ¢;;, de modo que {¢;;} € Z'(X,C*), e a
classe de cohomologia correspondente [{@;;}] € H'(X,C*) classifica os fibrados de linhas complexos
moédulo isomorfismo.

Vamos encontrar o0 morfismo de conexao
o: H'(X,C*) = H*(X,Z).
Para isso, considere o seguinte morfismo de sequéncias exatas curtas de complexos de Cech:

0 —— Cl(x,z) —2 ¢'(x,C) =225 ¢'(X,C*) —— 0

s s L
0 —— C2(X,Z) —2 &(x,C) =22 2(x,C*) — 0.

Como exp € sobrejetor e a cobertura € boa, admite um levantamento local das fung¢des de transi¢ao,

ou seja, dada uma fungdo de transicdo ¢;; € C'(X,C*), existe {y;;} € C'(X,C) tal que
exp(Vij) = @ij, emUjj.
Aplicando o operador cobordo 8, obtemos em U jx que

5€Xpl V/)ijk

expy ((8y)ijx) = (
= (00)ijk
=1.

Isto significa que (0y);jx toma valores no nicleo de exp, ou seja, em 27iZ. Recordando a inclusio

y: Z — C dada por y(n) = n, segue que existe {c¢; s} € C*(X,Z) tal que

(6W)ijk = y(cijk)-

Como 8% = 3§08 =0 e yé um morfismo de complexos, a familia {c;;} € de fato um 2-cociclo em
72(X,7Z). Definimos entio

o([{ij}]) := [{ein}) € H* (X, 2),

o qual € precisamente um morfismo de conexao.

De forma mais concreta, escolhendo secdes locais ndo nulas s; em cada U; e escrevendo

si = @ijsj, emUj,
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tomamos ramos continuos do logaritmo em cada Uj;; e definimos y;; = log ¢;;. Entdo, em Uj j,
Vij + Yk — Wik = 2Tinji,

comn;j € Z. A classe [{n;x}] € H*(X,Z) é exatamente c; ([L]), a primeira classe de Chern do fibrado
de linhas L determinado por {¢;;}.
A afirmacgdo a seguir mostra como o produto tensorial de fibrados de linhas se reflete neste con-

texto cohomoldgico.

Afirmacao 5. O isomorfismo
o: H(X,C") = H*(X,Z)

envia a classe de isomorfismo do fibrado de linhas [L] na sua primeira classe de Chern c;(L). Em
particular, a operacio de tensor de fibrados de linhas corresponde 2 soma de classes em H?(X,Z),
fazendo de (LBy(X),®) um modelo geométrico para H>(X,Z).

Demonstracdo. Sejam L; e L, dois fibrados de linhas sobre X, definidos, respectivamente, pelas

funcgdes de transi¢ao

{oij}, {wj}eZ'(x,C).
O fibrado tensorial L; ® L, € definido pelas fun¢des de transicao

{ojyij} € 2 (x,C).
Escolhendo levantamentos locais
0ij, Bij € C'(X,C) tais que exp(oy)) = @iy, exp(Bi) = Wiy,
temos para o produto tensorial
exp(aij+ Bij) = exp(aij) exp(Bij) = @ijyij.

Aplicando &, obtemos:

(8(0t+B))ijic = (8)iju+ (8B)ijk = Y(cli)) +v(ciy)

D (2)
= V(Cijk ""C,’jk),
onde cl(Jl,z e 01(]212 sdo os cociclos inteiros associados a L; e L. Logo, o cociclo associado a L} ® L, é
dado por
(l®2) _ (1) | (2)
Cijk = Cijk T Cijis
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o que implica, passando a cohomologia,
c1(Li ®Ly) =c1(Ly) 41 (Ly) € HX (X, 7).
Assim, o homomorfismo
cr: H'(X,C" — H*(X,7)

€ um isomorfismo de grupos abelianos, e o conjunto dos fibrados de linhas

sobre X com o produto tensorial forma o grupo

(LBU.(X)7®) Zﬁl(Xv(C*)a

de modo que

c1([L1 ® La]) = c1([L1]) + e1 ([La))-

Portanto, os fibrados de linhas complexos fornecem um modelo geométrico de H?(X,Z), com a soma

de classes correspondendo ao produto tensorial. [ |

Quando X paracompacto e admite boa cobertura, temos o isomorfismo
H"(X,7) ~ H"(X;7),
onde H"(X;7) representa o grupo de cohomologia singular de grau n. Em particular, temos
H*(X,Z) ~ H*(X;Z).

A construcio anterior mostra que o grupo (LBy, ®) é isomorfo a H' (X, C*), e através do isomorfismo

c1 obtemos um modelo geométrico do grupo H?(X;Z).
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CAPITULO 7

Gerbes

Os fibrados de linhas complexos, como vimos, sdo objetos geométricos classificados (a menos de
isomorfismo) pela primeira classe de Chern em H?(X,Z). Eles descrevem, de certa forma, o “torci-
mento” de um produto trivial X x C ao longo do espago base. Mas o que acontece quando queremos
ir além? Existe um objeto geométrico que seja classificado pelo proximo grupo de cohomologia,
H3(X,7)?

A resposta é sim: essas sdo as gerbes. Informalmente, uma gerbe pode ser vista como um objeto
que associa a cada aberto U C X uma categoria (mais precisamente, um grupoide), em vez de apenas
um conjunto de secoes.

Veremos ainda o conceito de C*-band: uma estrutura que identifica, de forma compativel, os gru-
pos de automorfismos dos objetos locais com o feixe C*. Isso permite associar a gerbe um invariante
cohomolégico anédlogo a primeira classe de Chern. Mais precisamente, a falha de compatibilidade dos
isomorfismos de transicdio d4 origem a um 2-cociclo com valores em C*, cuja classe em H?(X,C*)
corresponde, por meio de isomorfismos, a uma classe de H>(X,Z). Este capitulo é dedicado a cons-

truir essa classe de maneira explicita, utilizando as ferramentas de cohomologia de Cech.

7.1 Pré-feixe de categorias

Definicao 7.1 (Pseudo-funtor). Seja 4 uma categoria e & uma 2-categoria. Um pseudo-funtor
F 1€ — 2 ¢é definido por:

* uma fungdo .% : Ob(%¢) — Ob(2);
* paratodos X,Y € Ob(%), uma funcéo
Z: Homy(X,Y) — Homg(F (X),.Z(Y)),

tal que

L@XJ( (idx) = idg(x)

123
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tais que, paratodos X,Y,Z€Ob(%)e f: X —»Y eg: Y — Z, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

e existe um 2-isomorfismo

gt F(g)o F(f) = F(gof)
de modo que o seguinte diagrama comute

idg oo, s
F(h)oF(g)o F(f) ————— F(h)oF(gof)

ah,gGide(f) ah,gOf

F(hog)o T (f) — =L 5 F(hogof).

equivalentemente, podemos considerar o diagrama comutativo

F(hogof)

Definicao 7.2 (Pré-feixe de categorias). Um pré-feixe de categorias em X é um pseudo-funtor

2. Topy — Cat, onde Cat ¢ a 2-categoria das categorias pequenas (Ver Exemplo 3.8).
Concretamente, temos que a defini¢do de pré-feixe de categorias implica que
* para cada aberto U C X associamos uma categoria pequena & (U);

* se V C U sdo abertos, existe o funtor de restricdo
QVUZ QZ(U) — Q(V);
e se W CV C U, existe o isomorfismo de funtores

Pwvy: Pwy o Pyy = Py, (7.1)

satisfazendo as coeréncias de um pseudo-funtor.

Notacao 11. Usaremos a mesma notacao de restricdo empregada no contexto dos feixes. Em parti-
cular, dado um objeto (o qual eventualmente serd denotado por objeto-se¢do) a € (U ), denotamos

por aly o objeto Py (a) e, dado um morfismo ¢: a — b em (U ), denotamos por @|y : aly — bly
o morfismo Py (@).
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A coeréncia pode ser expressa pela comutatividade do diagrama

Pwvu(a)lz
alvlwlz ———— alwlz
Pwazu (aly )l lngZU (a)
Pzvu(a)

alylz ——— alz.
Definicao 7.3 (Grupoide). Um grupoide é uma categoria onde todo morfismo € um isomorfismo.

Dada a nogdo de pré-feixe de categorias, podemos pedir, em particular, que cada & (U) seja um

grupoide, para todo aberto U C X, entdo podemos definir pré-stack.
Definicao 7.4 (Pré-stack). Um pré-stack em X é um pré-feixe de grupoides.

Considere um pré-feixe (ou pré-stack) &7 de categorias em X, abertos U;,U; C X e objetos
acO0b(Z(U;)) e beOb(Z(U))). (7.2)

Definimos o pré-feixe de conjuntos Homf;f em U;; = U;NU; de modo que para todo V C U;; associ-

amos o conjunto

Hom*y (V) := Hom vy (aly,bly),  V CU.

Equivalentemente, dado um aberto U = U;; C X, fica definido o pré-feixe

Homag,’b: Top;)]p — Sets

Vi— Homy(v)(a’V;b‘V>7

onde os objetos de Top(l)]p sdo os abertos de X que estdao contidos em U.
Se W C V C U, e considerando a e b objetos-secdoes como em (7.2), temos, pelo isomorfismo de

restricdo Pyyy (definido em (7.1)), que
Pwy(a) ~ Pyy o Pyy(a),

ou seja, alw ~ aly|w-.
Além disso, como aly e b|y sdo ambos objetos da categoria &?(V), podemos considerar um mor-
) , " . Lo . b
fismo @: aly — by, o qual, em particular, ¢ uma se¢fo associada ao pré-feixe de conjuntos Homf;},

aplicadoem V C U, ou seja, ¢ € Hom%7 (V). Temos, portanto, a restri¢ao
@lw: alvlw — blv|w.
Compondo com o isomorfismo de restricio Py vy, podemos definir o morfismo

ollw: alw — blw
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como

@llw := Pwvu(b) o @lw o Pwyu(a)
Podemos observar essa constru¢ao por meio do diagrama comutativo

o]
alylw ————— bly|w

Pwyy(a)! T’: flgzwvu (b)

alw — blw.
[w ollw [w

Proposi¢iio 7.5. Sejam a € Ob(Z(U;)), b € Ob(F(U;)) objetos e sejam Z,W,V,U abertos de X tais
que ZCW CV CU, comU = Ujj. Considere um morfismo ¢: aly — bly em & (V) e defina

ollw € Hom‘;}f?(W) pela construcao padrao de restri¢cao via os isomorfismos de coeréncia, isto €

(pHW = QZWVU(b) O(p’W e} t@WVU(a)ill a|W — b’W

Entdo, para a restri¢do a Z vale

ollz=(ollw)lz.

7.2 Feixe de categorias

Defini¢do 7.6 (Dado de descida). Seja {V;};c; uma cobertura de um aberto U C X. Um dado de

descida consiste em:
* objetos a; € Z(V;),Viel,
* isomorfismos
@i ailv; — ajlv;;
» compatibilidades
@ikllvize © @ijllvije = Oikllvije-
Dizemos que o dado de descida é efetivo se existem Unicos, a menos de isomorfismo:

cac 2U);

¢ isomorfismos
y;: aly, — a;

tais que

®ij = Yjlv, o (llfilv,‘j)fl- (7.3)

A unicidade a menos de isomorfismo significa que se existem outro objeto ' € Z(U) e ou-
/.o o~ . .~ ~ . .
tros morfismos y!: a'|y, — a; que satisfazem a condigdo (7.3), entdo existe um isomorfismo

®:a—d tal que y o ® = .
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Definicao 7.7 (Feixe de categorias). Um feixe de categorias em X é um pré-feixe de categorias no

qual todo dado de descida € efetivo e todo pré-feixe Hom%’ ¢ um feixe.

Definicao 7.8 (Stack). Um stack é um feixe de grupoides.

7.3 Gerbe

Definicao 7.9 (Gerbe). Uma gerbe é um stack .# em X tal que

* Z é localmente nio vazio, ou seja, para todo x € X, existe uma vizinhanca aberta U de x, de
modo que Ob(.# (U)) # 0;

* dois objetos quaisquer sdo localmente isomorfos, ou seja, para quaisquer a € Ob(F(U)) e
b€ Ob(F(V)), sendo UNV # 0, e para todo x € UNV, existe W C UNYV vizinhanga de x tal

que alw =~ blw.

Considere um espago topolégico X e um C*-fibrado principal P. Podemos identificar esse fibrado
principal com o feixe de conjuntos .% formado pelas se¢des locais de P, dotado da agdo de C*. Mais

precisamente, dado um aberto U em X, definimos
F(U)={s: U— P|y secdes},

de modo que a restri¢ao € definida por Fyy(s) := s|y. Ademais, considerando uma se¢io s € .# (U)

e uma fungdo continua ou suave f € C*(U), fica definida a sec¢o

N~
cr P
A acdo é compativel com as restri¢cdes, ou seja
(f)lv = flv-slv.
Portanto, fica definido o morfismo de feixes
FxC =7

Pode ser verificado facilmente que (fg)s = f(gs)e 1-s=s.
Além disso, .7 (U) é um C*(U)-torsor, ou seja, dadas duas se¢des s,7 € .7 (U), existe uma tnica
funcdo f € C*(U) tal que t = s- f. Por isso, uma secdo s fixada induz uma bije¢do entre .Z (U) e

C*(U).
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Analogamente ao que vimos na secio 6.3, fixando uma cobertura aberta 4 de X e uma familia de
secdes locais, podemos associar esse fibrado a um cociclo de Cech g4 € ZH(CH).

Resumindo, um C*-fibrado principal é equivalente a feixe de conjuntos com estrutura de C*-
torsor. Como esses fibrados principais coincidem essencialmente com os vetoriais, sao classificados
por H? (X,Z). Agora, vamos introduzir o conceito de gerbes com C*-band. Esses objetos geométricos

serdo classificados por H3(X,Z).

Definicao 7.10 (¢-cobertura). Seja ¢ uma gerbe em X. Uma ¥-cobertura de X é uma boa cober-
tura! {U;};es de X tal que

* 4(U;) # 0, paratodo i € I
* paratodos i,j €I ea € Ob(¥(U;)), existe b € Ob(¥4(U;)) tal que
a|U,‘j = blUija

caso U;; # 0. Em particular, se i = j, entdo a ~ b, ou seja, dois objetos quaisquer em um aberto

sdo 1somorfos.

Essencialmente, isso significa que a cada aberto da cobertura fixada associamos uma categoria
cuja familia de objetos ndo € vazia e dois objetos quaisquer sobre o mesmo aberto sdo sempre iso-
morfos; e dois objetos sobre abertos distintos tornam-se isomorfos ao restringirmos aos abertos de

intersecdo (quando essa € ndo vazia).

Observacao 7.11. Se X € uma variedade suave ou um CW—-complexo finito, entdo X admite boas co-
berturas e, mais ainda, a familia das boas coberturas de X é cofinal no conjunto de todas as coberturas

abertas de X.

Proposicao 7.12. Seja X um espaco em que a familia das boas coberturas € cofinal. Neste caso, para

todo gerbe ¢, existe uma ¢-cobertura.

Demonstracdo. Como ¢ é uma gerbe sobre X, ela é, por defini¢do, localmente nao-vazia. Isto signi-

fica em particular que existe uma cobertura aberta ${ = {U;};c; de X tal que, paratodo i € I,
¢ (Ui) # 0,

e mais ainda: quaisquer dois objetos definidos numa vizinhanga comum tornam-se isomorfos depois
de uma refinamento adequado.

Seja U = {V;} je; um refinamento de £l que € uma boa cobertura. Vamos verificar que 0 ¢ uma -
cobertura. Primeiramente vamos verificar a ndo vacuidade nos abertos V;. Dado j € J existe i € I com
V; C U; (porque U € refinamento de {). Como ¥ (U;) # 0, restrigindo um objeto de ¢ (U;) obtemos
um objeto em ¥ (V;). Logo ¢(V;) # 0 para todo j.

'Uma boa cobertura significa que qualquer aberto da cobertura e quaisquer intersecio entre os abertos é contratil.
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Agora, vamos verificar que dois objetos tornam-se isomorfos nas interse¢oes. Sejam j, k€ J e
considere
a € Ob (g(Vj», e beOb (%(Vk))

Se Vjx = V;NV, = 0 ndo hd nada a provar. Suponhamos V. # 0.
Como ¢ € localmente conexa, existe uma boa cobertura {Wy }gea de Vi tal que, para cada Wy,

as restricoes a\Wa e b\Wa sao isomorfas. Isto é, para cada & € A, existe um isomorfismo
(P(X: a‘Wa —>_ b’Wa

Como {V;}jc; é uma boa cobertura, em particular Vi € contritil e, portanto, conexo. Assim,
quaisquer duas interse¢des Wy M W ndo-vazias também sdo conexas. Pelos axiomas de gerbe (que €
um tipo especifico de stack), temos que os isomorfismos @ ¢ g coincidem nas interse¢oes, pois dois
morfismos entre as mesmas restricdes sobre um aberto conexo que coincidem sobre um refinamento
devem ser isomorfas.

Portanto, os ¢y colam em um tnico isomorfismo global
¢: alek — b‘ij'

Assim, para quaisquer a € 4(V;) e b € 4(Vy), suas restrigdes a Vi sdo isomorfas sempre que Vi
¢ ndo-vazio.

Logo, {V;} jes satisfaz as duas condi¢des da defini¢do de &-cobertura: ¢ uma boa cobertura, cada
V; tem objetos e quaisquer dois objetos sobre V; e Vj tornam-se isomorfos sobre as interse¢oes V.

Portanto, existe uma ¢-cobertura de X. |

Ao trabalhar com uma gerbe ¢ sobre um espago X, fixamos uma band, que controla seus au-
tomorfismos locais. No caso que nos interessa, essa band é o feixe C*. Essa escolha permitird, no
resultado seguinte, relacionar naturalmente esse feixe com os automorfismos de cada objeto local.

Assim, introduzimos a defini¢do de C*-band.
Defini¢ao 7.13 (C*-band). Seja ¢ uma gerbe em X. Uma C*-band em ¢ é formada por:
* uma ¥-cobertura {U; }icr;
* paratodo i € I, um objeto s; € 4(U;) fixado, e um isomorfismo de feixes de grupos
0;: C'y, — Auty (g, (si),
tais que, para todos 7, j € I e objetos 5; € Ob(¥4(U;)), s; € Ob(¥4(U;)), qualquer isomorfismo
Vij: siluy — sjluy,
satisfaz a relagdo de compatibilidade
(©))u,; (f) o wij =i 0 (8;)u, (f), (7.4)

paratodo f € Q*(U,‘j), onde (®i)Uij : Q*(Uij) — Autg(uij)(si’(]ij).
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Equivalentemente, o diagrama

(©,)u, ()
silU[j E— Si‘U,'j

ll’ijl lll’ij

Sj|Uij W Sj‘Uij

)

comuta.

7.3.1 Algumas propriedades

Uma vez escolhida uma C*-band na gerbe ¢, cada objeto local s definido em um aberto U C X

vem acompanhado de um isomorfismo natural entre C*(U) e o grupo de automorfismos de s.

Proposicao 7.14. Seja ¢4 uma gerbe sobre X munida de uma C*-band definida em uma ¥-cobertura
{Ui}ier. Para todo aberto U C X e para todo objeto s € Ob (% (U )) (quando existir), existe um 1so-
morfismo de grupos

0;: C(U) — Autgy)(s),

onde Auty ;) (s) denota o grupo dos automorfismos de s na categoria ¢ (U).

Demonstra¢do. Como a C*-band foi dada em uma ¢ -cobertura fixada {U; } s, temos para cada i um
objeto fixo s; € Ob(¥ (U;)) e um isomorfismo de grupos ®;: C*(U;) — Auty g, (si). Além disso, para
cada interse¢do ndo vazia U;; = U;NU; escolhemos um isomorfismo ;; : Si|U,~j s j|Ui_j que satisfaz

as compatibilidades de C*-band

O;(lu; o Wij = Wijo®i(f)lu;,  (VfeC(Uiy)). (7.5)

Seja agora um aberto arbitrdrio U C X e suponha dado um objeto s € 4 (U). Queremos construir
um isomorfismo de grupos 6; : C*(U) — Auty ) (s).

Como {U;}icr é uma ¢-cobertura, para cada x € U existe algum indice i tal que x € U NUj;, de
modo que ¥ (U NU;) # 0, pois, por hipétese de &-cobertura, existe s; € ¢ (U;), e assim podemos
tomamos s;|yny; € ¢4 (U NU;). Cubra U por abertos da forma V; := U NU; (ignoramos os indices para
os quais a intersecao € vazia). Para cada indice relevante temos, por hipotese de gerbe, que os objetos

s|v; e sily, sdo isomorfos de modo que podemos escolher isomorfismos
iz slv, — silv;-

Dado g € C*(U), denote por gly, € C*(V;) sua restricdo. Pela definicdo de C*-band, temos o
automorfismo ®;(glv;) € Auty(y,(si|v;). Transportando esse automorfismo para s|y; via ¢; obtemos o

automorfismo

05i(g) = ¢; ' 0@i(glv,) o di € Autgy(slv,) (7.6)
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Verificaremos agora que estd bem definida. Precisamos mostrar que as defini¢des (7.6) coincidem
nas interse¢des V;; = V;NV; = U NU;j; isto garante que os automorfismos locais colam e definem um
automorfismo global de s sobre U.

Considere a sobreposi¢do V;;. Observamos duas maneiras de obter um automorfismo de S|V,~J- a

partir de g:
* via o indice i: §S7i(g)|Vij = ¢i_l‘vij O®i(g|Vij) © ¢i’Vij;
* via o indice j: 6; j(g)|v; = ¢j_1 vi; 0 0;(glvi;) 0 djlvi;-

Para comparar esses dois morfismos, escrevemos a relagdo entre @; € ¢; usando os isomorfismos V;;
da band: como Si|v,~j €Ss; |Vij descrevem a mesma band nas intersecoes, existe a igualdade (por defini¢ao

das escolhas)
Oilvi; = Wijlvi, 0 Bilv,- (7.7)
Usando (7.7) e a compatibilidade da band (7.5) obtemos

Y ~1

6s,i(8)lvi; = ¢; v, 2O (glvi;) © 9jlv;
=0, v, 05 v, 0 9(glv,) 0 Wijlvi; 0 Oilv,
= ¢571|Vij O®i(g"/ij) o (Pi“/ij

= é;,i(g)"/z‘j'

Assim as duas descrigdes locais coincidem sobre V;; para todo par (i, j).
Pelas igualdades verificadas nas intersecoes, as secdes locais 55,( f) € Autg(y, (s|v;) colam a um

automorfismo global 6;(f) € Auty y)(s). Fazendo isto para cada f € C*(U) obtém-se uma aplicag@o

0, : Q*(U) = Autg(U)(S)
f—0s(f).

Por construgao esta aplicagido ¢ um homomorfismo de grupos, pois a operagdo em Aut(s) corresponde
ponto a ponto a opera¢do em C* e a composi¢ao com as ¢; preserva produtos e inversos.

Resta mostrar que 65 € um isomorfismo. Mas isto € imediato, pois a propriedade local de band
garante que, para cada i, a restri¢do 6|y, : C*(Vi) — Autg(y,) (s|v;) coincide (através do isomorfismo
¢;) com o isomorfismo dado pela band ©;: C*(V;) = AUtg(\/i)(Si|\/,»)- Assim 6, é localmente um
isomorfismo de grupos; como ambos os lados sdo feixes (ou simplesmente pela verificacao direta da

bijecdo usando as escolhas locais), concluimos que 6; € um isomorfismo global. |

Seja ¢ uma gerbe com C*-band em X. Para dar um C*-band, tomamos {U;},c; uma &-cobertura;
temos s; € Ob(¥4(U;)) e

®ij: Si|Uij — sj|Uij7
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para todo i € I, e temos o isomorfismo (de grupos)
Q;: Q*(Ui) i) Aut(si).

Agora considere um espaco X, e U;,U;, Uy abertos de X, com U;jx # D e

si€Ob(G(Uy),  s,€0b(4(U))), s €Ob@(Uy)).

temos as fungdes de transi¢do @;;, @jx, € Pi.

Sobre o aberto U; i, temos 0s isomorfismos
Qik© Qij, Pix- Si|U,-jk — Sk|Usji -
Como ¢ € um stack, a composi¢do
Oijk = Qjk © Qij © Qg

€ um automorfismo de si|u, ;. isto €, @k € Aut(sg|u;,,)-

Agora, como a gerbe possui C*-band, o isomorfismo
Oiji: C*(Uij) — Aut(se|u;;,)

¢ bijetivo. Portanto, existe um tnico
gijk € C*(Uij)

tal que
ijk = O ik (8iji)-
Substituindo a defini¢do de @; i, obtemos
Oijk(ijk) = @jxo Pijo (@) "
Multiplicando a direita por @;;, obtemos a identidade fundamental
Pjk © Pij = Ok (8ijk) © Pik-
Afirmacao 6. Os elementos g; ;. satisfazem a condig¢do de cociclo de Cech
-1 -1 _
8 jkl 8k 8ijl 8ijk = L.
em U; i, ou seja,
{gijn} € Z2(X,C).

e portanto, [{g;jx}] € uma classe em H*(X,C").
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Demonstragao. Sejam U;, U, Uy, U; abertos da ¢-cobertura tais que U; ji; # 0. Queremos mostrar que
gk 8 &iji & = 1 em C* (Uijnr)-
Partimos da identidade fundamental que define os g; j:
@k © @ij = O ijk(gijk) o i em Ujjy, (7.8)

onde Oy ;jx: C*(Ujji) = AUt(Sk|U,-jk) ¢ o isomorfismo fornecido pela C*-band.

Analogamente, sobre U ji; temos

P o Qi =Op ju(gju) o @i emUjy. (7.9)
Sobre U;j; temos
Qjio@;; =0y ;i(giji)ou emUj. (7.10)
E sobre Uj; temos
Ot © Pik = Op ik (i) oy em Uyy. (7.11)

Considere agora a composi¢do @y o @ o @;; em U;j;. Calculamos esta composigdo de duas
formas distintas.

Por um lado, utilizando (7.9) e em seguida (7.10), obtemos

P 0 Pk © Qi = (O jui(&jr) © Pjr) © P

= Oy ju(gjnt) © (@j10 i)

= O ju(gju) © (Oru(8iji) © Pir)

= Ok (8w - &ijt) © Vit
onde O, ; ji; denota a restri¢ao do isomorfismo ®; a U; j;, que coincide com 0y i | Uy © COM O | Ui
sobre a interse¢ao.

Por outro lado, utilizando (7.8) e em seguida (7.11), obtemos
Oxi © Qi © Pij = P © (Opijk (8ijie) © Pik)
= (@1 0O ik (gijk)) © Pik-

Agora, a propriedade de compatibilidade (7.4) da C*-band nos da

Ot © O ik (8ijk) = Oriki(8ijk) © Prr em Uy,

pois Oy ; jk(gi k) € um automorfismo de Sk|Uijk €, a0 compor com ¢, obtemos um automorfismo de
St1|u,, que corresponde a g;jx via @y .

Portanto,
@i © Pk © @i = Oy it (&ijk) © Pu © Pik

= Opii(giji) © (Orii(gin) © Pir)
= Oy ki (8ijk - ki) © Pit-
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Igualando as duas expressdes obtidas para @ © @i o @, temos
Oyijk1(& ki - 8iji) © Vit = Opijui(gijk - i) © Qi em Ujjxy.
Como ¢@;; é um isomorfismo, obtemos
Oyijni(gju - giji) = Ouijki(&ijk - i) em Ujju.

Finalmente, como 0, ;x; € um isomorfismo de grupos, temos

8jki - &ijl = &ijk - &kl em Ujjky,

reorganizando, obtemos a condicao de cociclo
o lg o=l U
8 jkl 8k 8ijl8ijk = em Ujji,

como queriamos demonstrar. |

7.4 Calculo da classe de cohomologia de uma gerbe com C*-
band

Assim como fizemos para os fibrados de linhas na Se¢do 6.4.1, vamos agora descrever explicita-
mente como associar uma classe de cohomologia em H>(X,Z) a uma gerbe com C*-band.
Seja 4 uma gerbe sobre X munida de uma C*-band. Fixemos uma ¢-cobertura {U;};c; de X e

objetos s; € 4 (U;). Em cada intersecdo U;; = U; N U; # 0, escolhemos isomorfismos
@ij - Si|Uij — Sj‘Uij'
Sobre as interse¢des triplas U; jx = U;NU; N Uy # 0, consideramos a composi¢io
Ok = (Pizl CQjkoPij: Si|Uijk — Si|Uijk7

que € um automorfismo de s;|y, ;.-

Como a gerbe possui C*-band, temos o isomorfismo
®;: C*(Upj) — Aut(silu,,)-
Portanto, existe um tinico g;jx € C*(U;jx) tal que
Qijk = 0;(gijk)-
Explicitamente, escrevemos

0y o@iopi;=0i(gij) em Uyj.
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Equivalentemente,
®jk 0 @ij = Oi(gijx) o Pi  em Uy
Os elementos g; j; satisfazem a condig@o de 2-cociclo de Cech
L Ty | U
8jkl* 8k *8ijl " 8ijk = em Uj i,

ou seja, {gijx} € Z*(X,C*).

Agora, considere a sequéncia exata de feixes
0—7zZ-5Cc e —o.
Como C € aciclico, temos o isomorfismo
H*(X,C*) ~H3(X,Z).

Para obter explicitamente a classe em H>(X,Z), escolhemos levantamentos locais y;; € C!(X,C)

tais que
exp(yij) = ¢i; emU;;.
Sobre as intersecoes triplas, temos
exp ((SW)ijk) = (09)ijk = gijk-

Como g;jx € C*(Ujjx) estd no niicleo de exp, temos que (O y); jx assume valores em 27iZ. Escrevemos

(OW)ijk = 2mi- hyj,

com h;j € Z. A familia {h;;} € um 3-cociclo em Z3(X,7). Sua classe de cohomologia

c(4) = [{hij}] € H (X, Z)

€ o invariante associado a gerbe ¥.
De forma mais concreta, escolhendo os isomorfismos ¢;; € os levantamentos ;;, obtemos em Uj

a relacdo
Vij+ Wik — Wix = 27 - hyj,

com h;jx € Z. A classe {h;j;} em H3 (X,Z) é exatamente o invariante que classifica a gerbe.
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7.5 Algumas consideracoes

De modo andlogo ao que fizemos para fibrados de linhas no Capitulo 6, temos que um cociclo
{gijx} € Z*(X,C*) é um cobordo se, e somente se, a gerbe correspondente € trivial. Assim como nos
fibrados de linhas, onde a classe [{¢;;}] € H'(X,C*) media a obstrugdo  trivializagio, aqui a classe
[{gijc}t] € H?(X,C*) mede a obstrugio correspondente para gerbes.

Seguindo o mesmo procedimento adotado para fibrados de linhas, onde obtivemos o isomorfismo
H'(X,C") ~H*(X,Z),
temos agora, através da sequéncia exata de feixes e do fato de C ser aciclico, o isomorfismo
H*(X,C*)~H*(X,Z).

Este isomorfismo nos permite concluir que as classes de isomorfismo de gerbes com C*-band sobre
X estio em correspondéncia biunivoca com os elementos de H>(X,Z), assim como os fibrados de
linhas sdo classificados por sua primeira classe de Chern em H?(X,Z).

Considerando que, para espacos que admitem boa cobertura, a cohomologia de Cech coincide
com a cohomologia singular, concluimos que o grupo das classes de isomorfismo de gerbes com C*-
band sobre X é isomorfo a H3(X,7Z). Assim, as gerbes fornecem a interpretacio geométrica para este
grupo.

O mesmo principio pode ser estendido para n-gerbes. Nesse contexto, trabalha-se com uma (n +

1)-categoria, e uma n-gerbe é classificada por uma classe em H"*!(X,C*), e através do isomorfismo
H™ (X, C") ~ H"™2(X,7),

obtemos um modelo geométrico para o grupo de cohomologia H"*2(X,Z). Dessa forma, a hierar-
quia de gerbes fornece uma interpretagdo geométrica para todos os grupos de cohomologia de grau

superior, generalizando a correspondéncia entre fibrados de linhas e H*(X,Z).



APENDICE A

Nocoes de Algebra Homolédgica

A dlgebra homoldgica surgiu na topologia algébrica como uma forma de estudar espagos to-
poldgicos usando estruturas algébricas. Neste capitulo, vamos apenas introduzir alguns conceitos

basicos dessa teoria.

A.1  Complexo de (co)cadeias e (co)homologia

Nesta secao e nas subsequentes, trabalharemos no contexto da categoria dos grupos abelianos (ou,
de modo equivalente, dos Z-mddulos). No entanto, todas as defini¢des e resultados apresentados sao
igualmente vélidos na categoria dos R-mddulos, onde R € um anel comutativo unitdrio previamente
fixado.

Defini¢ao A.1 (Complexo de cadeias). Um complexo de cadeias (As,ds) é uma sequéncia de grupos

abelianos e morfismos de grupos abelianos da seguinte forma:
NN Ay W R S B (A1)
satisfazendo a condicao
di0diy1 =0,

para todo i € Z. Os morfismos d; sdo chamados de morfismos de bordo, ¢ os elementos de A; sdo

chamados de cadeias de grau i.
A condigdo d; 00,11 = 0 equivale a
Im(d;41) C Ker(d;).
o que possibilita a seguinte defnicao:
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Definicao A.2 (Grupo de homologia). Os grupos de homologia do complexo de cadeias A.1 sdo

definidos como os quocientes:

_ Ker(d))
H;(As) = (@)

Além disso, definimos:
Zi(As) :=Ker(d;),
Bi(As) :=Im(ds1),

€ consequentemente,

Bi(As)

Os elemento de Z;(A.) sdo chamados de ciclos de grau i, os grupos B;(As) sdo chamados bordos de

Hi(A.) =

grau i e os grupos H;(As) sdo chamados de classes de homologia de grau i.

Observe que B;(As) C Z;i(As) C A;, 0 que implica que todo bordo de grau i é, necessariamente,
um ciclo do mesmo grau e, analogamente, todo ciclo de grau i € uma cadeia desse grau. Uma classe
de homologia [a] € H;(A,) é representada por um ciclo a, ou seja, uma cadeia a € A; tal que dja = 0.

Além disso, duas cadeias a e a’ representam a mesma classe de homologia, isto é,

se, € somente se, existe uma cadeia b € A; 1 tal que
/
a=a+ ai-l—lb?

ou equivalentemente,

a— a/ = (9,~+1b,

0 que nos permite dizer que os ciclos a e a’ sio homélogos quando diferem por um bordo.
Em seguida, apresentaremos os morfismos entre complexos de cadeias, e posteriormente definire-

mos a categoria correspondente.

Definicio A.3 (Morfismo de complexos de cadeias). Dados dois complexos de cadeias (A, d2) €
(B,,0B), um morfismo de complexos de cadeias @ : (Ae,d2) — (Be,d8) é uma sequéncia de morfis-

mos de grupos abelianos @;: A; — B; para cada grau i, tal que o seguinte diagrama comuta:

2, P A s
"4 Ai1 < Aj < Appl — -
(Pi—ll l(Pi l(Pi-H
951 of ailil ailiz
- < B,'_l < A,‘ < BI-H < -

ou seja, para todo i, tem-se

@109 =9 oq.
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Com isso, definimos a categoria CompCad , cuja classe de objetos € formada pelos complexos de
cadeias e cujos morfismos sdo os morfismos de complexos de cadeias.

O grupo de homologia H; foi definido a partir de um objeto da categoria CompCad. Agora,
definiremos a acdo correspondente nos morfismos. Dado um morfismo @, : (Ae,d2) — (Be, %),

definimos o morfismo induzido entre grupos de homologia
¢si: Hi(As) — Hi(B.) (A2)
de forma natural por

¢«.i([a]) = [@i(a)],
onde [a] denota a classe de homologia representada pelo ciclo a € A;.

Afirmacao 7. O morfismo A.2 estd bem definido

Demonstragdo. Queremos mostar que se a € Z;(As), entdo ¢;(a) € Z;j(B,). Ou seja, vamos garantir
que a imagem de um ciclo ainda é um ciclo.

Seja a € Z;(A.), entdo 9 (a) = 0. Pela comutatividade do diagrama, temos:

% (pi(a)) = ¢i_1(0(a)) = @i_1(0) =0.

Portanto, ¢;(a) € Z;(B.), ou seja, a imagem de um ciclo é um ciclo.
Agora, vamos verificar que se a,a’ € A; sdo tais que [a] = [d'], entdo [@;(a)] = [@i(d’)]. Queremos
garantir que a relacdo de equivaléncia na homologia € preservada pelo morfismo.

Se [a] = [d'], entdo existe b € A;y tal que:
a/ =a-+ 8;3_1 (b)
Aplicando o morfismo ¢;, obtemos:

0i(d") = gi(a+ {1 (b)) = gi(a) + @;(3, ().

Pela comutatividade do diagrama:

@i(911(b)) = %1 (@i1 (b))

Assim, temos:
0i(d) = @i(a) + 9551 (@i 1 (b))

Logo, [¢;(d")] = [@i(a)], ou seja, a relagdo de equivaléncia na homologia é preservada.
Concluimos, portanto, que o morfismo @, ; estd bem definido, pois ele respeita a estrutura de ciclo

e a relacdo de equivaléncia entre classes de homologia. |
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Assim, obtemos uma sequéncia de funtores (um para cada i € Z):
H; : CompCad — GrpAb.

Para tratar todos os graus simultaneamente, definimos SeqGrpAb como a categoria das sequéncias
de grupos abelianos indexados por Z, onde os objetos sdo sequéncias de grupos abelianos {G;};cz, e
os morfismos séo sequéncias de morfismos { @; };cz.

A categoria SeqGrAb pode ser vista como uma subcategoria plena de CompCad, ji que uma
sequéncia pode ser interpretada como um complexo de cadeias em que todos os morfismos de bordo
sdo nulos.

Os grupos de homologia induzem entao o funtor:
H, : CompCad — SeqGrAb.

Invertendo o sentido das setas, obtemos a no¢ao dual de cohomologia.

Definicao A.4 (Complexo de cocadeias). Um complexo de cocadeias € uma sequéncia de morfismos

de grupos abelianos da forma:

. i—1 .St .
SRS SN S (A.3)
satisfazendo &% o §'~! = 0 para todo i € Z. Os morfimos &; sio chamados de morfismos de cobordo ,

e os elementos de A; sdo chamados de cocadeias de grau i.
De maneira analoga temos as seguites defini¢oes:

Definicao A.5 (Grupo de cohomologia). Os grupos de cohomologia do complexo de cocadeias A.3

sdo definidos como os quocientes

~ Ker (&'
i )

Além disso, definimos
Z'(A®) := Ker(8"),
B'(A®) :=Im(5")

H'(A®) = ggi%

Os elemento de Z;(As) sdo chamados de cociclos de grau i, os grupos B;(As) sdo chamados cobordos

de grau i e os grupos H;(A,) sdo chamados de classes de cohomologia de grau i.

De forma andloga ao que fizemos para complexos de cadeias, podemos definir morfismos entre

complexos de cocadeias, e assim ficam definidos a categoria CompCocad e o funtor covariante

H*®: CompCocad — SeqGrAb.
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A.2 Sequéncias Exatas

Definicao A.6 (Sequéncia de morfismo). Uma sequéncia de morfismos de grupos abelianos é uma
sequéncia da forma:

. i—1 i i+1
NUS AN U N/ L IR A (A.4)

Dizemos que essa sequéncia é exata se

Ker(¢') = Im(¢" ")
paratodo i € Z.

Quando o conjunto de indices € Z a sequéncia exata é chamada de sequéncia exata longa. Veremos
em breve outros casos semelhantes. Naturalmente, € possivel inverter o sentido das setas.

Uma sequéncia exata longa € um caso particular de um complexo de (co)cadeias, em que 0s
grupos de (co)homologia sdo todos nulos (portanto, podemos interpretar os morfismos ¢; como J;
ou &'). Isso significa que, dado um complexo de (co)cadeias, os grupos de (co)homologia medem a
obstrucdo a exatiddo. A nocao de morfismo de complexos de (co)cadeias se restringe as sequéncias
exatas longas, definindo a categoria SeqExL, onde os objetos sao sequéncias exatas longas de grupos
abelianos e os morfismos sao morfismos de sequéncias exatas longas.

A categoria SeqExL é uma subcategoria plena de CompCad ou CompCocad, dependendo da
direcdo das setas.

Podemos também restringir os conjuntos de indices, considerando sequéncias dos seguintes tipos:

Finitas:

A Al oA

Infinitas a direita:

A Al A%

Infinitas a esquerda:

e AT AT 5 A0

Infinitas em ambas as direcoes:

oo AT A A

Definicao A.7 (Sequéncia exata curta). Uma sequéncia exata curta é uma sequéncia exata finita da

forma

05ALBE C—0.

Nesse caso, i é, necessariamente injetor e 7 sobrejetor.
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A.3 Operacoes entre complexos de (co)cadeias

Ao lidarmos com complexos de cadeias e cocadeias, € natural considerar operacdes que relaci-
onam diferentes complexos ou que combinam suas estruturas. Tais operacdes sao essenciais para
a constru¢do de novos complexos. Nesta secdo, introduziremos algumas operacdes fundamentais
entre complexos de (co)cadeias, explorando suas propriedades e aplicagdes no contexto da dlgebra
homoldgica.

Consideremos dois morfismos de complexos de cadeias @s, Ws : (As,d.)) — (Bs,d2). Definimos
o morfismo soma @, + W, somando ¢, € ¥, em cada grau n. Essa soma resulta em um morfismo de

complexos. De fato, temos:

(Qn+ W) o rl?+1 =@uo 8;14+1 + Yo 1?+1
= a;?—i-l O QPuy1+ ar?—i—l O VYpt1

= f+1 O (@t + Wnt1).

Assim, o conjunto dos morfismos de (A.,d2) para (B.,d5) possui naturalmente a estrutura de um
grupo abeliano. Além disso, essa estrutura € compativel com a composicao de morfismos. Em outras

palavras, para morfismos definidos, temos:

Po0 (Yo +1Mo) = (PeoWe) + (QeoMe),
(@e+We)oNe = (Qa0Me) + (Yoo Ne).

A soma direta e o produto direto de uma familia de complexos sdo definidos aplicando a soma
direta ou o produto direto de grupos abelianos em cada grau.

Além disso, dado um morfismo @, : (As,92) — (Be, d2), podemos definir o kernel correspondente
por (Ker¢), := Ker(¢,), restringindo os morfismos de bordo. A restri¢do é bem definida, pois se

a € Ker(@,1), entdo 92 a € Ker(¢,). Com efeito:

Pu(3 1) = 32,1 (911 (a))
= 3%,,(0) = 0.

Analogamente, definimos a imagem, o cokernel e a coimagem.

A.4 Homotopia de morfismo de complexo de (co)cadeias

Em 4lgebra homoldgica, a no¢do de homotopia entre morfismos de complexos desempenha um
papel fundamental na anélise da estrutura dos complexos e na defini¢ao de equivaléncias. Dois mor-
fismos de complexos sdao ditos homot6picos se suas diferencas podem ser expressas através de um
operador especifico, denominado operador de homotopia. Esta constru¢do permite relacionar com-

plexos aparentemente distintos, estabelecendo uma equivaléncia mais fraca que a isomorfia, mas que
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ainda preserva informacdes essenciais sobre a homologia e a cohomologia dos complexos envolvidos.

A seguir, formalizaremos a definicao de homotopia.

Definicio A.8 (Homotopia). Sejam @,, W, : (A,,92) — (B,,d2) morfismos de complexos de cadeias.
Uma homotopia de ¢, a Y, € uma sequéncia de morfismos de grupos abelianos P, : A, — B, tal

que:
B A
Op — Yy = n+1opn+Pn7108n .

Se existe uma homotopia entre @, € W,, dizemos que esses morfismos sao homotépicos.

O conceito de homotopia define uma relagdo de equivaléncia, e com isso, podemos definir a
categoria CompCadH, onde os objetos sdo complexos de cadeia, e os morfismos sdo classes de equi-

valéncia de morfismo de complexos de cadeias a menos de homotopia.

A.5 Consideracoes

As definicdes e propriedades discutidas neste apéndice constituem uma linguagem universal. Nao
nos aprofundamos em uma teoria especifica, como a (co)homologia simplicial, singular ou de De
Rham, mas sim nas estruturas que elas compartilham. Neste nivel de generalidade, o complexo de
cadeias funciona como uma “méquina” algébrica: ndo importa se as cadeias representam triangulos
em uma superficie ou formas diferenciais em uma variedade, o processo de tomar o quociente do
nucleo pela imagem permanece o mesmo. A (co)homologia atua, portanto, como uma ferramenta de
diagndstico que detecta “buracos” ou obstru¢cdes em diferentes contextos matematicos. Aqui apre-
sentamos uma base tedrica, que fornece um vocabuldrio necessdrio para explorar ramificacdes da
topologia algébrica e da geometria, onde essas estruturas abstratas adquiram conteido geométrico e

intuitivo concreto.
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Coimagem, 70, 142
Cokernel, 70, 142
Complexo
de cadeias, 137
de Cech, 83
de cocadeias, 140
Composicao
horizontal, 35, 51
vertical, 35, 51
Ctegoria

dos funtores, 15

Dado
de descida, 126

de descida efetivo, 126

Diferencial de Cech, 84

Equivaléncia, 49, 50
de categorias, 16

Espaco base, 96

Espaco total, 96

Feixe, 73
aciclico, 87
fino, 86
de categorias, 127
Feixificacdo, 75
Fibra, 96
tipica, 95
Fibrado
de linhas, 96
pull-back, 100
produto, 98, 100
trivial, 98
vetorial, 95
Funtor, 11
monoidal estrito, 29
monoidal forte, 29

binério, 18

cheio, 14
contravariante, 13
covariante, 11

de restri¢do, 124

fiel, 14

monoidal, 28
monoidal simétrico, 31

plenamente fiel, 14

Funcdo de transicao, 111

Gerbe, 127
Germe, 65
Grupo

de cohomologia, 140
de homologia, 138

Homotopia, 143

de fun¢des continuas, 43

de homotopias, 43

Imagem, 70, 142

Isomorfismo, 9, 98

simétrico, 30
associativo, 22
candnico, 15
de adjuncdo, 17
natural, 15, 30

Kernel, 70, 142

Mergulho

cheio, 14

de categorias, 14

Monoide, 25

comutativo, 31

Morfismo
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de bordo, 137
de cobordo, 140
de pré-feixes, 63

de restri¢do, 62



candnico, 15

de 2-funtores, 47

de complexos de cadeias, 138

de feixes, 74

de fibrados vetoriais, 97
de funtores, 15

de funtores monoidais, 29
de monoides, 26
identidade, 15

Posto de um fibrado vetorial, 96
Produto

monoidal, 21
Pré-feixe, 62

constante, 63
Pseudo-funtor, 123
Push-forward, 68, 103

Refinamento, 86

Sequéncia

exata, 141

exata curta, 141

exata de pré-feixe, 72

exata longa, 141

de morfismo, 141
Secao, 63

global, 63, 102

local, 63, 102
Stack, 127
Sub-2-categoria, 50
Sub-feixe, 75
Sub-pré-feixe, 64
Subcategoria, 11
Subfibrado, 100
Suporte, 66

Talo, 65
Torsor, 127

Transformacgao

natural, 15

natural monoidal, 29
Trivializagao, 98

local, 96

Unidade monoidal, 21
Unitor
a direira, 52

a esquerda, 52
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