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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo do calculo funcional holomorfo associado ao problema

d

a—? =div(aq - grad(u)) + bq - grad(u) + cqu+ f(u), t>0,x€Q,
d

a—b; = divr(ar- gradp(u)) + br - gradp-(u) —ag - grad(u) - v+ cru+g(u), t>0,x€9dQ,
u = ugp, t=0,xeQ,

no qual Q C R” é um subconjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira I' = dQ de classe C*.
Nosso objetivo principal € mostrar que o operador setorial associado ao problema acima possui um
célculo funcional H., limitado e, para isso, utilizaremos ferramentas presentes no cilculo de Boutet

de Monvel, assim como alguns conceitos de Andlise Funcional.

Palavras-chave: Cilculo funcional, problemas de contorno, equagdes parabdlicas, operadores pseu-

dodiferenciais, Boutet de Monvel.
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Abstract

This work aims to study the holomorphic functional calculus associated with the problem

d

a—? =div(aq - grad(u)) + bq - grad(u) + cqu+ f(u), t>0,xeQ,
d

a—l: = divr(ar - gradp(u)) + br- gradp(u) —aq - grad(u) - v +cru+g(u), t>0,x € JQ,
M:l/l()7 t:O,XEQ,

where Q C R” is a bounded and connected open set with C* boundary I' = dQ. Our main goal is
to show that the sectorial operator associated with the above problem has a bounded H.. functional
calculus and, for this purpose, we will utilize tools from the Boutet de Monvel calculus, as well as

concepts from Functional Analysis.

Keywords: Functional calculus, boundary value problem, parabolic equations, pseudo-differential

operators, Boutet de Monvel.
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Lista de Simbolos

1) (&)= (1 + |§|2)% para { € R".

2) (EA)=(1+|E*+ \/1]2)%, para& e R"e A € C.

3) d& =(2m)"dE.

4) % denota o operador transformada de Fourier, definido por

F(u)(E) = / =8 u(x) dx.

n

Também utilizaremos a notagdo u(§) = .7 (u)(§).

5) .~ ! denota a transformada de Fourier inversa, dada por

(2;),1 /Rne"x'éu(é)dé = /R eeu(g)dg.

F W) =

6) 7. ¢ denota a tranformada de Fourier parcial, definida por
yleéf U= / eiix,'g/u(X/,Xn> dx’.
Rr—1
Também utilizaremos a notagdo (&', x,) = Fy_eru.
7) Ar denota o operador de Laplace-Beltrami, definido por Arf = —divr gradr-f.
8) R’ e R" denotam os conjuntos

"= {x=(,x) eR"Y = (x1,...,%,_1) €R" L x, = 0}.
Precisaremos também dos seguintes espagos:

1) Z(X,Y) denota o espaco de todos os operadores lineares e limitados 7 : X — Y. Se X =7,

escrevemos apenas .2 (X).

2) LP(Q), 1 < p < oo, denota o espaco das fungdes mensurdveis f : Q — C tais que

171, = ( / !f(x)!”dx); o
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3) Hy(R"), 1< p<oescR,denota o espago das fungdes f : R" — C tais que

~

Dy f =77 (€0 7(E)] e L ®Y).

4) O espago H3(R") serd denotado apenas por H*(R").
5) H}(Q) denota o fecho do espago C°(Q) em H! (R").
6) B, (R"), 1 < p,q<eeseER,denota o espago de Besov, formado pelas fungdes f € .7/ (R")

tais que
1

- g
17115, ey = (szjsq H‘Pj(Dx)fHZp(Rn)> <%
=

no qual {;} ;>0 é uma parti¢io da unidade.



Introducao

Considere o seguinte problema

J

a—L; =div(aq - grad(u)) + b - grad(u) + cou + f(u), t>0,x€Q,

J

S = divr(ar- gradp () + br-- gradp () — ag - grad(u) - v+ cru-+ glu), 1> 0,5 € 0Q, M
U = U, t:O,xéﬁ,

no qual Q C R” é um subconjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira I' = dQ de classe C*.
Observe que o problema acima pode ser reformulado como u/(¢) + Au(t) = F(u), no qual F(u) =
(f(u),g(u)) e A: HX(Q)NHZ(T) — LP(Q) & LP(T') é dada por

A <—d1v(ag -grad) — bq - grad — cq 0 ) . )

ag - grad-v —divr(ar - gradp) — br- gradp — cr

Barostichi e Lopes provaram em [3] existéncia e regularidade de solucdes globais do problema

acima, assim como a setorialidade do operador A.

Nosso objetivo neste trabalho serd o estudo do calculo funcional do operador A, visando, entre
outras coisas, o estudo de espacos de interpolacdo complexos associados a (1). Para isso, trabalhamos
primeiramente em garantir a existéncia de poténcia fraciondria limitada para o operador A definido
em (2) por meio do estudo de seu calculo funcional. Isto €, nosso primeiro passo serd mostrar que o
operador A possui célculo funcional H.. limitado, ou seja, satisfaz || f(A)|| ¢ x) < C||f| ;- para certa
classe de fun¢des holomorfas limitadas, e entdo concluir que 0 mesmo possui poténcia fraciondria

limitada. Os principais conceitos aqui citados serdo apresentados com mais detalhes no capitulo 1.

Para ilustrar nossos resultados, considere inicialmente X um espago de Hilbert com norma ||- ||
e um produto interno (-,-) e seja A : D(A) C X — X um operador linear ndo limitado, fechado e
densamente definido em X com dominio D(A). Assuma também que A seja autoadjunto e positivo
definido. Considere entdo o seguinte problema de evolugao linear e homogéneo:
w+Au = 0, >0,
u(0) = w

Denotando X = D(A%), a € R, segue pelos resultados da referéncia [16] que X, forma uma escala

1



2 Introducdo

de espagos de Hilbert. E em particular, para 0 < o« < 8 < 1, as inclusdes
DA)=X, CXg CXe CXo=X

sdo continuas. Mais ainda, como A é autoadjunto e positivo definido, segue pelo Teorema 4.36 da
referéncia [18] que D(A%) = [X,D(A)],.

A igualdade anterior ndo € trivial quando tratamos de operadores associados a problemas com
condicdes de contorno dindmicas na fronteira. Por este motivo, o capitulo 2 ilustra, a partir de um
problema ja conhecido, uma possivel abordagem para o caso citado anteriormente. Como motivagao,
vejamos a seguir um exemplo mais simples no qual possuimos um operador definido no espaco de
Hilbert H?(R").

Exemplo 0.1. Considere o operador A = 1 — A : H*(R") — L?(R"). Por meio do uso de ferramentas
de andlise funcional é possivel vermos que A € um operador autoadjunto e positivo definido, e por
isso setorial e possui célculo funcional H.. limitado (vide referéncia [22], capitulo 16). No entanto,
tal resultado também pode ser obtido através do estudo do resolvente R(A,A). De fato, se u € H*(R")

e (A —A)u = f, obtemos pela transformada de Fourier que
RAAS = A=A =7 (A=1-gP)F) = [ S —1-1R) 78
para A € C\R*. Mais ainda, se ReA < 0, segue pelo Teorema de Plancherel que

A=) "l 2y = H%l (@—1—@2)*1?) =t |a-1-1gh)7'

L2(R")
1] 22 R

L2(Rn)

< "=

1+ |/l|
0 que mostra que A € setorial.

Agora, seja @y com 0 < wy < 5. Como o espectro 6(A) estd contido no eixo real positivo, tem-se
em particular que A é um operador setorial com angulo @w,. Dado o tal que wy < @ < 7, considere o

espaco H..(Xg), definido em 1.21. Recordamos que, para toda i € H..(Z), um calculo funcional de

_ Zim,/rh(/l)(x _A)lda,

no qual I' € uma curva como a ilustrada na figura 1.1.

A pode ser definido por

Vejamos que o operador A = 1 — A possui cdlculo funcional H., limitado. Com efeito, sejam
feL*R") e h € Hu(Xp). Temos que

h(1—A)f = ﬁ/rh(l)(l—lnLA)lfd/l

— 5 0 ([ s 1- g g ) ar

_ / ”efx-éi / hA)(A—1—|EP) " dAF(E) &

27wi Jr



Introducdo 3

= 7 (g AR 1 P 0D )

Aplicando o Teorema de Plancherel, obtemos que

N = |7 (e [ R —1—EP) AT :
-8y = |7 (5 [ -1-gptafo)|
- em oL [ -1- ey tane)|
N 2mi I f LZ(R”)
2
= em [ [ia-1- 18P )| g
2
= em [ [ | F@Re

Note que podemos trocar a curva I" por outra fechada I em torno de 1+ |£|?, como ilustra a figura a

seguir.

l—‘l

1+[EP

Figura 1: Curva I,

Assim, segue por aplicacdo da formula integral de Cauchy que

=800y = €[5 o1 e dt| 1F@PaE

= [ na—-1-1EP)17(E)PdE
< ClPIZ A2

2
| |

e portanto concluimos que A = 1 — A possui calculo funcional H. limitado.

O presente trabalho estd organizado como segue. No Capitulo 1, apresentamos alguns dos princi-
pais conceitos utilizados ao longo do texto, como interpolacdo complexa, setorialidade de operadores
e calculo funcional. No Capitulo 2, estudamos um caso particular do problema (1) com coeficientes
constantes com o objetivo de encontrarmos uma possivel abordagem para o caso geral; este dltimo é
estudado com mais detalhes no Capitulo 3, onde apresentamos o principal resultado deste trabalho,

enunciado a seguir:



4 Introducdo

Teorema 0.2. Sejam ® € (0,7] e Agyy : Hg(Q) ﬂHg(F) — LP(Q) & LP(T) 0 operador definido por

Aaux =

_ (div(agq - grad) +bq - grad +cq 0
0 divr(ar - gradp) +br-gradr+cr /)

f(Aan) || < Co |l flleo para f € Heo(Zo) €

Entdo Agux possui cdlculo funcional He limitado, isto é,

para uma constante Cg > 0, no qual

1
f(Aaux) — 2_7” s f(ﬂ‘)(A _Aaux)_ldla

para toda f € Ho(Z).

O Apéndice A apresenta os conceitos de operadores pseudodiferenciais e parametrizes de opera-

dores elipticos e o Apéndice B apresenta brevemente os elementos do calculo de Boutet de Monvel.



CAPITULO 1

Preliminares

Apresentamos neste capitulo alguns dos principais conceitos e resultados preliminares que serao
utilizados ao longo do texto. Todos os resultados aqui citados foram retirados das referéncias [18] e
[22].

1.1 Interpolacao complexa

Iniciamos com algumas defini¢cdes presentes nos capitulos 1 e 2 da referéncia [18].

Definicio 1.1. Sejam X, Y espacos de Banach. Dizemos que (X,Y) é um par de interpolagio se ambos
X e Y estdo imersos continuamente em um espago vetorial topolégico Hausdorff #". Neste caso, a

intersecdo X NY é um subespaco vetorial de 7" e é um espago de Banach com a norma
Vllxry = max{[[v]ly, [[vily}-

Mais ainda, a soma X +Y = {x+y;x € X,y € Y} é um subespago vetorial de ¥ e é munido da

norma

Wllesy = _inf |l + bl

X+y=v
Definicio 1.2. Se (X,Y) é um par de interpolagdo, entdo um espago intermedidrio é dado por qualquer
espaco de Banach E que satisfaz
XNYCECX+Y.

Notagido: Dado um operador linear 7 : X +Y — X + Y, dizemos que T € Z(X)N.Z(Y) se sua

restricdo a X pertence a .Z(X) e sua restricdo a Y pertence a .2 (Y).

Definicao 1.3. Um espaco de interpolacdo E entre X e Y € um espaco intermedidrio tal que, para todo
TeZX)NZL(Y),arestricio de T a E pertence a .Z(E).

5



6 Capitulo 1. Preliminares

Isto implica o seguinte resultado.

Lema 1.4. Seja (X,Y) um par de interpolagdo e seja E um espago de interpolacdo entre X e Y. Entdo
existe uma constante C > 0 tal que, para cada operador linear T : X +Y — X +Y com T| v €Z(X)
e T‘Y € Z(Y), temos que

1Tl g < Cmax {IIT o), 1Ty }-

A demonstra¢do do lema acima pode ser encontrada na introdu¢do da referéncia [18].

Seja (X,Y) um par de interpolagdo de espagos de Banach complexos.

Definicdo 1.5. Considere a faixa S = {z =x+iy € C; 0 <x < 1}. Denotamos por .% (X,Y) o espago
de todas as funcdes f : S — X 4 Y tais que

1. f € analitica no interior de S e continua e limitada até a fronteira, com valores em X +Y;

2.t f(it) € Ch(R,X), t — f(1+it) € Ch(RY), e

A1l = max{supnf(ir)nx, sup | (1 +it>||y} <o
teR teR
Definicdo 1.6. Para cada 6 € [0, 1], definimos

[X7Y]9 = {f(e);fegf(X,Y)},

||a||[x,y]9 = feg&y)nfny(x,)/)-

f(8)=a

O conjunto [X,Y]g é isomorfo ao espaco quociente .# (X,Y)/.4g, no qual 4y é o subconjunto de
Z (X,Y) formado pelas fungdes que se anulam em z = 6. Como .43 é fechado, o espaco quociente é

de Banach, e portanto [X,Y]g é um espaco de Banach.

Sao vdlidas as seguintes propriedades.

1. Paracada 6 € (0,1), vale a igualdade [X,Y]g = [V, X]1_0-
2. Se Y =X entdo [X,X]g = X, com normas idénticas.

3. Paracadar € Re cada f € F(X,Y), temos que f(6 +it) € [X,Y]g para cada 6 € (0,1) e

também

17(8 +it)ll x y1p = 7 (O] x v, -

Proposicao 1.7. Seja 6 € (0,1). Temos que

XNY C[X,Y]g CX+Y.



1.2. Poténcias de operadores positivos 7

A demonstra¢do da proposicao anterior pode ser encontrada na pagina 50 da referéncia [18].

O resultado a seguir garante que os espacos [X, Y]y sdo espagos de interpolagdo. Sua demonstra¢do

pode ser encontrada na pagina 51 da referéncia [18].

Teorema 1.8. Sejam (X1,Y)) e (Xa,Y2) pares de interpolacdo complexos. Se T é um operador linear
talque T € L (X1,X)N.ZL(Y1,Y2), entdo a restri¢io de T a [X;,Y)]g pertence a £ ([X1,Y1]g,[X2,Y2]0)
para cada 0 € (0,1). Mais ainda,
1-6 0
1Tl (1%, 110,00, 1200) < <||T||g(x1,x2)> <||T”$(Y1,Y2)> : (L.1)

Corolario 1.9. Para cada 6 € (0,1), temos que

1-6 0
H}’H[x,y}e < [yllx " [I¥lly (1.2)

paratodoy € XNY.

Finalizamos a se¢do com um exemplo extraido da referéncia [18].

Exemplo 1.10. Seja (Q, ) um espaco de medida no qual u é uma medida o-finita, e sejam 1 <
Po,P1 < oo, 0< 6 < 1. Entdo

1 1-6 6
LP(Q),LP(Q)]g = LP(Q), — = + =,
[LP@). L1 (@)l =10(Q),  — ===+~

e suas normas coincidem. Caso pg = o ou p| = oo, a afirmacdo permanece vdlida se considerarmos a

convengo 1 /oo = 0.

1.2 Poténcias de operadores positivos

Os resultados e defini¢Oes presentes nesta secao foram extraidos dos capitulos 1 e 4 das referéncias
[22] e [18], respectivamente. Ao longo desta secdo, X denotard um espago vetorial complexo de

Banach.

Definicao 1.11. Seja A : D(A) — X um operador linear fechado e densamente definido em X. Entdo
seu conjunto resolvente p(A) é definido como o conjunto de todos os nimeros complexos A tais que
(A —A) possui uma inversa limitada (A —A)~! € Z(X). A funcio (A —A)~! definida para A € p(A)
¢ chamada de resolvente de A. Mais ainda, o complemento de p(A) é chamado de espectro de A e é

denotado por 6(A).

Definicdo 1.12. Dizemos que um operador linear A : D(A) C X — X € positivo se o conjunto resol-

vente de A contém (—eo,0] e se existe M > 0 tal que

IR(AA) 2x) < A <o. (1.3)

L+ Al
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Se A : X — X é um operador positivo e limitado, entdo a poté€ncias A%, para z € C, sdo definidas
por
A = L_/AZR(A,AMA,
27i Jy
no qual y é uma curva suave por partes positivamente orientada contornando ¢(A), sem passar por

(—o0,0], com indice 1 em relagéo a todo elemento de G(A).

Para definirmos A? para o caso em que A € um operador ndo limitado, precisamos do lema a seguir.

Lema 1.13. Seja A um operador positivo. Entdo o conjunto resolvente de A contém o conjunto
ReA|+1 1
A= {A € C:ReA <0, [ImA| < %}u{z eC;[A| < M}’

no qual M é o mesmo da Defini¢do 1.3, e para cada 6y € (0,arctan 1 /M), ro € (0,1/M), existe My >0

tal que
My

1+[A]
para todo A € C com |A| <o, e para todo A € C comReA <0e|ImA|/|ReA| < tgb.

IR(A,A)]| <

Nos resultados a seguir, vamos fixar um operador A positivo. Para 6 € (n/2, ), r > 0, considere
a curva ¥, g definida por
1 2 3
Yo = — r(,G) - 7’579) + '}’r(yg);

() 03

5 ; EpiB s £ (2)
6 €% S30 parametrizadas por z = Ee'” e z=Ee

9 respectivamente, para & > r,e ¥, €0

no qual ¥,

circulo parametrizado por z = re'"l, para —0 < 1 < 0. Desta forma, podemos definir A% para Rez < 0

por meio de uma integral de Dunford.

Definicao 1.14. Fixe quaisquer r € (0,1/M), 6 € (m —arctan1/M, ). Para Re < 0, defina

o __ L o4
A% = %,e/l R(A,A)dA. (1.4)

Como A + A*R(A,A) = A%(Al —A)~! ¢ analitica em A\ (—oo,0] com valores em .Z(X), a

integral € um elemento de -Z’(X) independente de r e 6.

Proposicao 1.15. Sdo vdlidas as seguintes propriedades.

1. Para o« = —n, n € N, o operador definido em (1.4) coincide com A™" (n-ésima poténcia do

inverso de A),
2. ParaRez < —k, k € N, a imagem de A® estd contida no dominio D(A¥) e

AFATx = A, x e X.
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3. ParaRez < 0 e x € D(AY), k € N, temos que A*x € D(A¥) e

AZARx = ARA%y.

4. Para Rezj,Rezp <0, temos que
AZ A% :AzlJrZz.

A demonstracdo da proposi¢c@o anterior pode ser encontrada nas paginas 88 e 89 da referéncia
[18].

Segue do item (4) da Proposi¢@o 1.15 que A € injetor, pois se Ax=0en € N étal que —n < Rez,
entdo A™"x = A7""?A% = 0, e portanto x = 0. Logo, é possivel definir A* para Rea > 0 como o

inverso de A~%. Vejamos a seguir uma defini¢do mais geral, que funciona também para Re o = 0.
Definicao 1.16. Sejam 0 < Rea < n e n € N. Definimos

D(A%) = {xe X;A% "x e D(A")}, A% =A"A%"x.

O operador A%* é independente de n € N. De fato, se m > n > Re«, temos pelo item (4) da
Proposicao 1.15 que

A(X—mx — An—onc—nx,

e se n > m, a mesma igualdade segue do item (2) tomando z = o —n e k = n—m. Logo, A% "x €
D(A™) se, e somente se, A" A% "x € D(A™), isto é, A% "x € D(A").

Se oo = 0, obtemos pela defini¢io que A° = I. Mais ainda, se Re & > 0, temos que
DA% =A"%(X), A%=(A"%"L

De fato, A*""x € D(A") = Im(A™") se, e somente se, existe y € X tal que A*"x =A""y. Como A™"

¢ injetor, entdo y é tnico e, por defini¢do, A%x = A"A%"x = y. Mais ainda,
ATTATYY = ATAT Ty = AT Ay = A,

e portanto x = A~ %y pertence & imagem de A=% e A% = (A~%)~ 1,

7z z

Seja Rea > 0. Como A% possui inversa limitada, entdo A% é um operador fechado e D(A?%) é
um espaco de Banach munido da norma do grafico. Como A% possui inversa limitada, sua norma do

grafico € equivalente a

x i [|A%]]

que usualmente € considerada a norma canénica de D(A%).
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Observacdo 1.17. Se Reax =0, i.e. @ =it comt € R, entdo A" é a inversa de A~" no sentido que,
para cada x € D(A"), A"x € D(A™") e A="Alx = x.

De fato, se x € D(A™), entdo A"~ 'x € D(A) e A”x = A(A"~'x) por defini¢do. Logo,
ATTIA = ATTIAL AT e = A ATTTIAT = A A 2 = A" 'k € D(A),
e portanto A”x € D(A™") e A7"Ax = x,

De forma geral, os operadores A" ndo sdo limitados. No entanto, sio operadores fechados, uma
vez que A~ ¢ limitado, A é fechado e A” = A- A=+, Logo, D(A") é um espaco de Banach

munido da norma do grifico de A”.

Segue da defini¢do anterior que, se 0 < Rea < n € N, o dominio D(A") estd imerso continuamente
em D(A%). De fato, para cada x € D(A"), temos pelo item (3) da Proposigao 1.15 que A*""x € D(A")
e também

A% =A"AY"x = A¥T A,

de forma que
1A% ]| < JA[[JA"x]].

Tal propriedade € generalizada no pr6ximo teorema.

Teorema 1.18. Sejam o, B € C tais que Re B < Re .. Entdo D(A%) C D(AP) e, para cada x € D(A%),
APx = AB=%A%x. Mais ainda, para cada x € D(A%), temos que APx € D(A%*B) e A% BAPx = A%y
Reciprocamente, se x € D(AP) e APx € D(A%~P), entdo x € D(A%) e também A% PABx = A%,

A demonstragdo do resultado anterior pode ser encontrada na pagina 91 da referéncia [18].

1.3 Calculo funcional

Os conceitos e resultados apresentados nesta se¢do serdo essenciais para a abordagem que serd uti-
lizada ao longo deste texto, com €nfase no conceito de cdlculo funcional; os mesmos foram extraidos

dos capitulos 1, 2 e 16 da referéncia [22].
Iniciamos com algumas defini¢cdes que serdo amplamente utilizadas ao longo do texto.

Definicio 1.19. Seja X um espaco de Banach com norma || - || e seja A : D(A) — X um operador linear
fechado e densamente definido em X. Suponha que o espectro de A esteja contido em um setor aberto
Y, de forma que

6(A) CXy={A eC;larg)| < w}, (1.5)

para 0 < w < 7, e que seu resolvente seja tal que
M

ik (1.6)

IA—a) 1 <
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para A ¢ ¥, com alguma constante M > 1. Se A é um operador com tais propriedades, dizemos entdo

que A € um operador setorial de X.

Segue da condigdo (1.5) que a origem ndo pertence a 6(A), e portanto A possui uma inversa

limitada A~! em X. Como exemplo, vimos na Introdugio que o operador 1 — A : H?(R") — L?(R") é

um operador setorial de L*(R").

Definicao 1.20. Sejam A um operador linear limitado de X e 6(A) seu espectro. Para qualquer fun¢io

f que seja analitica em um dominio simplesmente conexo D contendo ¢ (A), definimos

fA)= 5 Lo -a)az. (L.7)

no qual C é uma curva de Jordan retificivel em D contornando ¢ (A) positivamente orientada. O
operador f(A) é chamado de célculo funcional de A em relagdo a f, e a integral é chamada de integral
de Dunford.

A integral acima € definida em .Z’(X), de forma que f(A) é um operador linear limitado em X.

Mais ainda, a defini¢ao de f(A) independe da escolha da curva C.

As defini¢Oes a seguir serdo necessdrias para determinarmos quando um operador A € tal que
D(A%) e [X,D(A)]g coincidem para 0 < 6 < 1.

Definicao 1.21. Sejam X um espaco de Banach com norma || -|| e A : D(A) — X um operador setorial
de X com angulo 0 < w4 < 7. Para qualquer angulo @ tal que w4 < ® < 7, Ho(X) denota a dlgebra
de Banach formada por todas as fungdes holomorfas e limitadas definidas no setor X, munidas da

norma

Iflle = sup |[£(A)],

A€Z

para f € Ho.(X). Mais ainda, denotamos por H..(X) 0 subespaco de He.(X,) definido por

Ho(X0) = {f € Ho(Zo); | f(X)] < CIA]Y (14 |A])"*"f paraalgum C > 0e vy >0}.

Assim, para qualquer funcdo em H..(Z), um cilculo funcional de A pode ser definido pela inte-

gral
1) = o [0 —a) " a 18)

no espaco .Z(X), no qual ' =T_UTyUTI, com Iy dada por A = §¢'?, para —@’ < ¢ < @', e 'y

dadas por A = pe™®, para § < p < o, nos quais @’ denota qualquer angulo tal que Wy < @' < @ €
—1 ..
0 denota qualquer constante tal que 0 < § < HA‘I H . A figura a seguir ilustra o setor X e a curva

I.
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Figura 1.1: Setor X e curva I

Como f(A)(A2 —A)~! éintegravel em T, entdo f(A) é um operador limitado em X, e portanto sua

defini¢do independe da escolha do contorno I' contornando ¢ (A). Mais ainda, dadas f,g € I-OIDO(Z@),
temos que (f +8)(A) = f(A) +g(A) e (fg)(A) = f(A)g(A).

Se a aplicagdo f — f(A) se estende de Hoo(Xp) a -Z(X) como um homomorfismo limitado de
algebra de Banach, entio dizemos que A possui calculo funcional H. limitado em X,. Por defini¢ao,

se A possui célculo funcional H., limitado, entdo a estimativa
1A < Co I fll 1=z » (1.9)
para f € Ho(Xy), vale para alguma constante Cg > 0, assim como as propriedades
(f+8)(A) = f(A)+8(A) e (fe)(A) = f(A)g(A),

para f,g € Hw(Lg). Caso (1.9) valha para toda f € H.., entdo pode-se provar que A possui célculo

funcional H.. limitado.

Teorema 1.22. Sejam X um espago de Banach reflexivo e A : D(A) — X um operador setorial de X

com dngulo 0 < wy < 1. Se A* denota a adjunta de A, considere as seguintes condicoes:

1. Sejaly: A = peiia’, 0 < p < oo, um contorno em forma de V, no qual s < @ < 1. A condi¢do
S AP (2004 4G ldl < Cog IFI G
comF € X,G € X*, évdlida para todo expoente 0 < 0 < 1 para alguma constante Cy g > 0.
2. Em qualquer dominio X, com Wy < ® < 7, A possui um cdlculo funcional Hs limitado.

3. As poténcias imagindrias AY sdo limitadas em X e satisfazem as estimativas HAiy H < NebBbl,

comy € R, para algum expoente B > 0 e alguma constante N > 1.

4. Para cada 0 < 0 < 1, D(A?) = [X,D(A)]g e D(A*®) = [X*,D(A*)]|g com equivaléncia de nor-

mas.
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Entdo os itens 1 e 2 sdo equivalentes. Mais ainda, 1 e 2 implicam 3 e 3 implica 4.

Uma demonstrag@o para o resultado anterior pode ser encontrada nas paginas 543 e 544 da refe-

réncia [22].
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CAPITULO 2

Problema com coeficientes constantes

2.1 Formulacao

Vamos considerar o seguinte problema:

— 4 u; —Auy = f, t>0,xeRY,

aaut ou 2D
2 1 -1

—_— —A —_— = t>0,xeR"

5 +up ruy + on g, )X )

no qual f € L*(R%) e g€ L>(R"™!). Se y: H*(R") — H3 (R"~!) denota o operador trago, considere
0 espaco

H* (RO NH* (R = {(u,v) € H*(RL) @ H*(R" ) y(u) = v},

que é subespago fechado de H? (R%)®H 2(R"™1). O problema acima pode ser reformulado como

d (u up\ _(f
040

no qual A : H*(RL)NH?(R"™1) — L*(R") @ L*(R"~!) € dado por

P N I L L S (5 R I (2.3)

- % 1-Ar) ~\ 0 1—Ar %o_a‘”‘ ' '
0 d
Neste caso, note que 11 = (0,...,—1), de forma que % =-3 “ .
Xn

A fim de obtermos um calculo funcional para A, vamos analisar o operador Ay, € entdo utilizar
dois resultados sobre perturbacdes. O primeiro, enunciado a seguir, pode ser encontrado na pagina
123 da referéncia [22].

15
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Teorema 2.1. Sejam A : D(A) — X um operador setorial com dngulo wy < 5 e B: D(B) — X um

operador linear tal que, para algum 0 <v <1,
IBa™ | <, (24)

para alguma constante C > 0. Entdo A+ B : D(A) — X é um operador setorial com dngulo @ > @j.

O segundo resultado pode ser encontrado na pagina 255 da referéncia [15].

Teorema 2.2. Seja A : D(A) — X um operador setorial com cdlculo funcional Hw limitado em X e
assuma que 0 € p(A). Seja 6 € [0,1) e suponha B : D(B) — X um operador linear em X que satisfaca
D(A) C D(B) e

IBxl < c||a'=2x] . (2.5)

para todo x € D(A), no qual C > 0. Entdo v+ A+ B possui cdlculo funcional H limitado em X para

v > 0 suficientemente grande.

Assumindo que Ayyx possua cdlculo cdlculo funcional H. limitado, vejamos que, a menos de uma
constante, o mesmo resultado vale para o operador A. Com efeito, observe que as condi¢des (2.4) e

(2.5) sdo equivalentes. Mais ainda, se X = L*>(R") @ L*(R""!) e B =P, com P(u, You) = <O, g;;)

podemos tomar
D(P) = H3 "8 (R%)NHTE(R") D HA(RY) NHA(R"™!) = D(Auw)

para € > 0 suficientemente pequeno. Como A,k possui cdlculo funcional H. limitado, segue pelo

Teorema 1.22 que

D(A®

) = (PR @ L2 (R ), D(Aaux)]o = [LP(RY) & L2 (R 1), H (R NHAR" o
Mais ainda, sabemos pelos resultados obtidos em [3] por Barostichi e Lopes que
IA(RY) & L2(R™), HA(RY) N HA (R = H24(RY) NH2(R")

para a > }1. Assim, obtemos que

PG, o)l e yorz ety = H ( )

L2(R)BL2(R-1) Han L2(R-1)

= Cllul gy, <€ (IR gy + 00 )
— Cllwnl

1

) H§+£(Rn—1)

= Cl[(u, you)| [L2(R)@L2(R*) HA (R )NHA(R)]3_ ¢
4

[N}

3, ¢

_‘_7
_ c‘ AL (s 30)




2.2. Cdlculo do resolvente de Ay 17

e portanto segue dos resultados anteriores que A = Ayyux + P € setorial e que A 4 v possui célculo

funcional H. limitado para v > 0 suficientemente grande.

O préximo passo, portanto, serd mostrar que o operador A,yx possui cdlculo funcional H., limitado.

Para isso, precisamos primeiramente analisar a expressdo de seu resolvente, como faremos a seguir.

2.2 Calculo do resolvente de A,y

-1 . .
Para obtermos o resolvente (A —Ayux)” de Ayux, escrevemos primeiramente

(20 I-A 0 \_ (A—-1+A 0
M_Aa‘”‘_(o A)‘( 0 l—Ar>_( 0 7L—1+Ar)' (26)

(70" i) (1) =)

se, e somente se, (A — 1 +A)u= fe (A—1+Ar)v=g. Logo,v= (A —1+Ar) g

Note que

Seja A € C\ [1,0) e seja y € . (R) tal que y(¢) = 1 em uma vizinhanga da origem. Considere
o operador % : ' (R"~!) — . (R".) definido por

Hop =75 (W(EA)9(E)),

no qual (&',|A|2) = (1+|&'[2+]A|)2, dado que (£/,A) = (1+|E’2+|A|?)2. Note que os resultados
do Teorema B.6 permanecem validos neste caso, isto é, % pode ser estendido a um operador continuo
(também denotado por %) de H 2 (R™1) a H'(R") tal que % é a inversa & direita do operador trago
Y:HY(R"Y) — H 2 (R*~1). Munidos desta definicdo, temos que

(A —14+A)(u—Ho(v)) = f— (A —14+4)(Hov),

no qual
(u—Ho(v))

—Ho(v)

Rr—1 =u Rr—1 Rr—1 :v_’}/o%(‘}) :V—V:O,
e portanto u — #p(v) € H*(R") NHI(R™). Seja Ap : D(Ap) — L*(R%) o operador definido por
Apu = Au, no qual D(Ap) = HZ(Ri) ﬂH(} (R%). Comoooperador A —1+A=A—1+Ap: HZ(R[L) N

H}(R%) — L*(R™) € invertivel e
(A=1+A)(u—A(v)) = (A = 1+Ap)(u— T (v)) = f — (A = 1+A)(H(v)),

obtemos que
u—Ho(v) = (A —14+4p)~" (f = (A = 1+4)H4(v)).

Com isso, obtemos a seguinte expressao para o resolvente de Ayyx:
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(uv) =((A=1+4Ap) ' f=(A=1+Ap) ' (A =1+ A) (A —1+Ar) " 'g))
~1

(2.7)
+4((A—1+Ar) 'g),(A—14+Ar) " 'g).

Com o objetivo de simplificar a andlise do resolvente de A,ux, veremos a seguir uma reformulagao
=N

para o termo (A — 1+ Ap)~!. Para isso, vamos definir o operador K, : ./ (R""!) — .#(R,) por
_ LA IEP-A) D x, A
Ky o() = L, ( el ““"(p(&’)) , 28)

no qual a raiz quadrada é tomada considerando o ramo principal da fun¢do logaritmo. Vejamos que

Ky satisfaz a seguinte generaliza¢do do Teorema B.4.

Teorema 2.3. Considere o operador Ky : /' (R'™1) — #(R',) definido como acima. Valem:

1. WKy@ = ¢ para ¢ € /(R 1);
2. (A=14+A)Ky@ =0para ¢ € (R 1),

3. Ky se estende a uma aplicagdo continua (denotada também por Ky) de H m—3 (R 1) a H"(R™)
para todo m € Ny. Mais ainda, a primeira identidade se estende a toda ¢ € H %(R”’l) ea

segunda identidade se estende a toda ¢ € H -3 (RN,

Demonstragdo. De fato, observe que

_ _ 23 A
WKyp = gé\é’lwx’ (e (1+|E']7 =) 2 x, (51))

S

Mais ainda, (A — 1+ A)Ky¢ = 0, pois
/ L e
A—1+MKyp = (A—1+4) (%{féx/ (e‘“*5 'Z‘W"w(é’)»
’ 1 e
= Fl (mrrap ) (PG )

= (A1 [EP) + (L EP = A)) e HE PR g ey
= 0.

A existéncia de extensdo continua segue de forma andloga ao que foi feito na demonstracido do

Teorema B.4, que pode ser encontrada na pagina 224 da referéncia [12].

Considere entao o problema
{(l—l—kA)u:femR’}r

2.9
u=0emR"!x{0}. -
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Se R’} e R” denotam os conjuntos

= {x=,x) €RLX = (x1,...,%,1) ER" L x, =0,

e r~ operadores de restri¢do de R" a R’} e aR" , respectivamente, definidos por rfu=u

+

sejam r* R

E sejam e™ e e~ operadores de extensdo por zero definidos por

n
oty — uem R,
Oem R"\R%,

Seja i =rt (A —1+A)"let f € H*(R"). Se u é solugdo do problema (2.9), entdo z = u —u é

solucdo do problema

(A—14+A)z=0em R’
| (2.10)
z=@emR""" x {0},
no qual ¢ = —yrt (A —1+A)"let f = —ya, pois
A=1+Au-%) = A—1+Au—-rt(A—14+A)"tety)
= A=14+ANu—A—1+A)r"A—1+A)"letf
= f—f=0
e Yo(u—1u) = yu— yu = —Yu. Pela generaliza¢do obtida no Teorema 2.3, temos que
2=Kyp=—Kypr (A —1+A)"tetf
€ solucao do problema (2.10). Escrevendo u = u + z, obtemos que
u=r"A—1+A)"teTf—Kyprt(A —1+A) et f € HA(RY)
€ solucao do problema (2.9). Isto é,
A—1+Ap) 'f=rTA—14+A) et f—KyprT (A —1+A) et f. (2.11)

2.3 Setorialidade de A,y

Utilizando a expressdo do resolvente de A,yx encontrada na Se¢do 2.2, dada por

R(A,Aax)(f,8) = (A= 14Ap) ' f = (A= 1+Ap) " (A = 1+A)(H((A—1+Ar) "))
+ (A —1+Ar) 'g), (A —1+Ar) 'g),

mostraremos a seguir o seguinte teorema.
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Teorema 2.4. Seja Ay, : H*(RL)NH*(R™!) — L2(R%) & L?(R"™1) 0 operador definido por

A url _ (1-A 0 U
aux us N 0 1— A[‘ us '
Entdo para qualquer @ € (0, 7|, 0 operador Ay, € setorial com dngulo ®. Em particular, 6(Aguy) C

[1,00) e para todo @ € (0,7, existe Cq > 1 tal que

Co

R;LaAaux S—a
IR Awdl < 7770

paratodo A € C\ Ly, no qual £ = {A € C;|argA| < o}

Nos célculos a seguir, utilizaremos a notagdao
Tl = | p(E)ds

para g € L>(R"), no qual d& = (27) "d& e a integral acima é entendida como um limite em L? de

integrais truncadas, isto €,

| e Se@ras = lim [ ig(E)de.

R=eo J|E|<R

Uma notagdo andloga também serd utilizada para .7, no qual x',&" € R"~ 1

ng /9

Demonstra¢do. Vamos supor que @ € (0,7) e A € C\ £p. De maneira andloga ao que fizemos no
Exemplo 0.1, podemos ver que o operador (A — 1+ Ar)_1 € setorial e possui cdlculo funcional H.
limitado. Estudando os demais termos que compdem o resolvente R(A,Ayux ), veremos que Aayx € um

operador setorial.

Passo 1: Para o termo .#(A — 1 +Ar)~!, note que

oA -1+80)7"e = Fal, WIE IAP)x)F (A =1+4r)"'g) (€1)]
= Falo W@ hu - 1-1g B EE) .

e portanto
A2 1+ 80) e = | ol [ RIS R = 1-1E B EE] L
= [Tzt [ iabmaa - 11 2 @), . 0 o
=m0 Hl//(<€’,!7t!%>xn)(/1—l—Ié’lz)’1§(§’) —
= et [ g A -1 1) 8| dnde’

Fazendo a mudanga de variavel y = (&’, |?L|%>xn = (14|&")2+ |/l])%xn obtemos

H%( _1+AF g”LZ R”
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n « 1 HOIPN
- et ( / |w<y>|2dy) (+IEP+AN 21 EF) P REd’
< o el
(A e
uma vez que y € . (R 1),
Passo 2: Agora, sabemos que o termo (A — 1 +Ap)~! pode ser expresso como
A—14+Ap) ' f=rTA—1+A) et f—KyprT (A —1+A) " TeT .
Para o primeiro termo a direita na igualdade acima, temos que
IR =148 ) < [[A=1+8)"e" fll 2
C
< 147 ||e+fHL2(R")
C
R 11l 2 ey -
Para o segundo termo, vemos primeiramente que, dado ¢ € . (R 1),
, 1
ko) = gL, [ 8P RG]
! 1 ~
= PPl [P (e ) g5
= 5 [P, (e e
no qual
s (e*e*”é/'z_mx") - / ¥ onbng (8RR 20 gy
n n O
oo . , 1
_ / en(—i&—(1HEP-1)2) g0
0
= (&+(+EP -1
Logo,
L1~
Kyp(x) = 7 (i + (1+1E'2 - 1)) 7'(&)] (2.12)
Mais ainda, sabemos que
e e B N RO
RV!
ol ([O-1-gP-8) e saE) e

=Fal </R(7L —1- y&’yz—nzﬂe?f(&’,n)dn) :
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e portanto temos de (2.12) e (2.13) que

Kyport(A—1+A)"tetf

1

= 7P ([ 1-1g R e )|
Aplicando o Teorema de Plancherel, obtemos que

Kt (2= 14 8) 7 £

2
1

= |z aigr-nh T ([G-1-1gR -t TE man)

L2 (]R” )
2

1 / S
< e LA 1t e man| g

< Lo (L -1-gP-nd2an ) ([ 17 nPan ) a:

C 2
< WHJC”H(R")a

0 que mostra a desigualdade desejada para o termo (A — 1 +Ap)~!.

Passo 3: Considere agora o termo (A — 1 +Ap) ™' (A — 14+ A)#(A — 1+ Ar)~!. Do anterior,

temos que

A—1+Ap) "A—1+A) A —1+Ap) !
= rTA—14+A)"te" (A —14+A) A —1+Ap)"!
—Kyport (A —1+A)TeT (A —14+A) (A —1+Ap) !
= Q_KY’YOQ7
no qual Q =r"(A —14+A)" et (A —1+A)# (A —1+Ar)~!. Vejamos que o termo e (A — 1 +A) f

pode ser expresso como
e"A—1+A)f=(A—1+A)(e" f)—Rf,

no qual

Rf = axnf

Xx,=0 an + f}xn:Oaxn 6xn .

De fato, comegamos observando que se f : R, — R, et f = f ¢ H denota a funcdo Heaviside,
entdo f(x)H(x) = et f(x). Assim,

<17 ~ (L) w-+s00,

de forma que
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De forma geral, obtemos que

Ale"f) =e"(Af) + 0k, f

X, =0 5xn + f‘xn =0 axn 6xn :
Logo,
(A=1+A)(e"f) = (A=1)(e"f)+A(e"f)
= HA-10A)+ [t BN + (], o8+ 1y, P )]
= A=A+ (S oBi + P )

Do anterior, temos que
Q0 = r"TA—14+A)"tetA—14+A) A —1+Ar)™!
= rTA-1+A) " [A-1+A)e" —R] A(A—1+Ap) !
= A —1+A0) "' —rT(A—14+A)""RA(A —14+Ap) !, (2.14)

no qual

RAA—1+Ar) ' =0, (A —1+Ar) Y| 8, + (A —1+Ap)"!

X, =0

Ok, Ox,, -

x,=0

Estudando os termos da expressao anterior, obtemos que

Ho—1+a0)""g|, o = Tl [W(E AR -1-1EP)8(E)]

= Z5L (A 1-1EP)RE))],

x,=0

e também,
Qe oA =140 e, o = Tl (€AW ) (-1 - 1) ()]
= Fl [ YOG -1 1P EE)

Y

x,=0

pois Y € constante em uma vizinhanga da origem. Logo,
RAA —1+4r) g =T, [(A—1-1E"7)"8(&")] 0,8,
e portanto segue que

(A —1+A)*1R%(A—1+Ar)*1g
= rF(A—14+A)" ( et (A= 1=18')7'8(E")] 94,85,
= (a-1- ) E (Tl (A -1 1)

N———

(67) 9u,3,))

Q'°)
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= rF (A-1-|EH)7! Wg,l (A —1—1&"1%)7'8(£")x,6x,])
= rrF (A -1-EP) T A -1 &) '8(8Nig,) .

Desta forma, obtemos que

IIrW”((%—l—!&\z)*( — €)1 én)HLan
< [ (A-1-ER) T A -1 g (é i) |2z

= [ [la-1-igpa- \é\ &)i|" dgde’
C /

< T e BEOF [ |& - é%zdé”dé
C

< m“gﬂy(w—l)'

Por (2.14), sabemos que Q = (A — 1 +Ar) ' —rt (A —1+A)"'RH#H(A —1+Ar)~!, e portanto
segue a desigualdade desejada. Por fim, precisamos analisar o termo Ky} Q. Dos cilculos anteriores,

sabemos que

Ky00g = Kyo [#o(A—1+Ar)" —r"(A—1+4)"RA A~ 1 +Ar)‘1} (8)

= Kyp[Ao(A —1+Ar) g—rtF ! ((1—1—|€|2)_1( —[&'1%)~"8(&"ign)]
= Ky(A—1+A0) "¢ Kypr" 7 (A= 1-1EP) (A~ 1 |E]7)7'5(E")i)
= (Ql_Q2)g7
no qual
ng:Ky(;L—1+Ar)_l
e

028 = Kytor* 7 (A= 1 [EP) " (A — 1 |&'P)'8(E)ic)
Recordando que, por (2.12), Ky pode ser expresso como
Ko =7 |16+ (1+1EP - 2)1)7'5(&)]

obtemos que

1

Qg = F |G+ (14PN P (A-1+80)'g) (&)
= @&+ (+EP =MD A1) e

Logo,

10l = |7 a6+ arEP-2H a1 1) e |

L*(R")
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= @+ asigr-ahH a1 e

L2(R")
1 2
- /R &0+ (1182 =20 A= 1= 18 '8(8")| dé

= [ ([ aigp-ntag )i - - g e Pag

C 2
< e 181l72(Rn-1y -

Por fim, para estimar Q,, observamos que
Tort F (A -1 [E7) (A —1-1&"1) " 5(&")ign)
= /R A1 EP) T A= 1 |E' )R8 ikt
= [ a1 A - E ) B i
= Fl | [l 118 R inan].
R
isto €,
Org =7 [+ (4 1EF - M) (=118 P=nd) (A1~ ) g€ iman.
Como as integrais acima sio entendidas como limites em L? de integrais truncadas, isto &,

R .
1 EN2 a2\ . m _
‘/R(/l 1|81 =n")""indn AEEO/M_l_@/\z_nzd”‘ 0,

concluimos que O»g = 0.

Com isso, concluimos que o operador A,k € setorial.

2.4 Calculo funcional H., limitado

O que faremos a seguir serd mostrar como os termos obtidos na expressao do resolvente de Ayyx
podem ser vistos como operadores mais gerais, de forma a simplificar o estudo de cada termo. Para
isso, utilizaremos as ferramentas presentes no célculo de Boutet de Monvel. As defini¢des e prin-
cipais resultados que utilizaremos a respeito deste topico estdo presentes no Apéndice B, e podem
ser encontradas com mais detalhes na referéncia [12]. A partir das generalizacdes obtidas para cada

termo, serd possivel provar o seguinte resultado:

Teorema 2.5. Sejam @ € (0, 7] e Agyx 0 operador definido como no Teorema 2.4. Entdo Agyx possui

cdlculo funcional He limitado, isto é,

1/ (Aawe)ll < Co [ f]oo (2.15)
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para toda f € Ho(Ze) € para uma constante Cgy > 0, no qual, para f € H.o(Xg), temos
1
Aax) = =— | FA)A —Auw) " HdA.
FAa) = 7 [ SOV =)

Observe que obtivemos um operador pseudodiferencial de fronteira de ordem —2, dado por S(A) =
(A —1+Ar)~!. Mais ainda, podemos ver que %) é um operador de Poisson de ordem zero. Com

efeito, lembremos que
_ 1 ~
Ao = Fgl, (w((€ 1Hm) 6(@))
= [y () 8Ehag
Rm=
no qual y € . (R) é tal que y(r) = 1 em uma vizinhanga de zero. Observamos primeiramente que

D y((E A1) = W((E A E A7) xd,

5w e = W& A A g -

e, de forma mais geral, obtemos por indugdo que existe { € C2°(R) tal que

98 [W(E IAIw) | = WUE A1 ) (&' A2 71,

(& 1A12) 2,

Mais ainda, temos que

Ko w((E, A12)x0) = CE A wE ((E A2 ) (E |4 |2) K
e assim
DK DEW((E AR | < 9 A12))(E ) FK e,
com ¢ € C2(R), isto é, % é um operador de Poisson de ordem zero. Segue portanto do Teorema

B.15 que o termo #y(A — 1 +Ar)~! é um operador de Poisson de ordem —2.
Como vimos anteriormente, o termo (A — 1 +Ap)~! pode ser expresso como
A—1+Ap) ' f=rTA—14+A) e f—KprT(A —1+A) et f,
no qual Ky : .7 (R" 1) — .#(R}) é um operador definido por
Ky o) rs Zl,, (0P P )
que se estende a uma aplica¢do continua (também denotada por Ky) de H m—3 Ry aH™ (R%.), para

todo m € N.

Considere P(1) = (A — 1+ A)~! e observe que P(1) é um operador pseudodiferencial de ordem
—2 que satisfaz a condic@o de transmissao definida em B.7, por ser a parametriz de um operador

diferencial eliptico. Utilizando a notagdo P, f = r"Pe™ f, segue do anterior que podemos escrever

(A—14Ap) ' f=PL(A)f —KyP+(A) .
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Novamente utilizando o Teorema B.15, vemos que 1Py (A ) é um operador trago de ordem —2. De
forma semelhante ao operador %, temos que Ky é um operador de Poisson de ordem zero, e portanto
KyYoP+(A) é um operador de Green G(1) de ordem —2. Concluimos assim que (A —1+Ap)~! =
Pi(A)+G(A).

Por fim, as observacgdes anteriores nos permitem escrever
(A= 1+Ap) (A= 1+A) (A= 1+Ar) ") = (P-(A) +GA)(A —1+A)H4S(A)
e concluir, ainda pelo Teorema B.15, que o termo (A — 1 4+Ap) ' (A — 1 +A) % ((A —1+Ap)~ 1)
pode ser visto como um operador de Poisson de ordem —2.

Vimos que Agyx € um operador setorial com angulo @Wyux < % Para qualquer o tal que wyx < @ <
7, considere o espaco H.. (X ) definido em 1.21. Recordamos que, para qualquer fungéo f € IfIw(Zw),

um célculo funcional de A,,x pode ser definido como

L o
FAaw) = 7 [ £ = Au) " ah,

noqual I'=I"_UTI'gUI'y é definida assim como no Exemplo 0.1.

Conhecendo os termos do resolvente R(A,Aaux ), N0sso proximo passo serd ver que Ayyx possui

célculo funcional H. limitado. Para isso, enunciamos agora dois lemas extraidos da referéncia [7].

Lema 2.6. Seja 1 < p < oo. Entdo existe uma constante C = C(p,n,R) tal que, se k(x,t,&,s) tem

suporte em |x| < R e satisfaz
1

<
S+
Bl <n—1e|al <n, entdo ||Op” (k)| o(1rn) < C, no qual

&P | DeDEk(x.1,E.9)

para s,t >0,

OP" (Ruxr) = [ [ Skl & )i, ) dE ds,
0 JR"
parax,E eR" et scR

Lema 2.7. Suponha que k(x,t,&,s,A) se anule para |x| > R e que exista uma constante positiva c tal

que
—c(t+s i 1\ 1—m=
Dﬁ‘ng) < e <lHIGIA (£ 4|4 ) = 1Bl

param > 1, |o| < ne|B| < n. Entdo para cada 1 < p < oo, existe uma constante C,, dependendo de

p, ¢, R e ntal que

HOp" ( / wwk(x,z,é,s,ucM) < CylWllmis,).

Hz(m(mn))

para Y € Hw(Xy), no qual Xy = {7 € C;z £ 0 e |argz| < @} e, para @ < 6, T" € o contorno definido

—te™®,  —o< <0
g(l‘): i0
te'”, 0<t <o

pela funcdo
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Os trés lemas apresentados a seguir, assim como suas demonstracdes, sdo reformulacdes dos
Lemas 2.6 e 2.7. Em particular, o lema a seguir apresenta uma reformulacdo para o Lema 2.7, cujo

enunciado e demonstragdo podem ser encontrados na pagina 120 da referéncia [7].

Lema 2.8. Seja 1 < p < oo e suponha que g(x',x,,yn,&', 1) seja symbol-kernel de um operador de
Green de ordem d < —1 tal que

o1yl Dl DR DEDE,

Drﬂ,g(xl7xn7yn7 5171)‘ S C<€/,A>d_kl+k2_|m_ll+lz

para |¢|,|B| < n e para alguma constante C > 0. Entdo existe uma constante C tal que

o ([ vt nar)| <l
r Z(LP(R"))

para toda Y € He.

Demonstracdo. Assumindo as hipéteses acima, temos que

(54 n)DBEDY, [ nyn & W)k | < 201 yi- [ (& 2) P an
C1E Pyl [ (&) Pleayian

C Wl [ (2)"1ar]
C" ¥l

IN

IN

IN

isto €,
,§/||B|

e portanto o resultado segue do Lema 2.6.

B , , < Clvll-
Dx,Dé,/Fw(l)g(x,xn,ymé ,l)dl’ =t

O resultado acima pdde ser obtido gracas ao Lema 2.6 e garante que certos tipos de operadores
de Green de ordem —2 possuem cdlculo funcional H., limitado. Para lidarmos com operadores de
Poisson de ordem —2, precisamos da seguinte reformulacao do Lema 2.6. Como anteriormente, sua
demonstracdo segue de forma andloga a do Lema 2.6, a qual pode ser encontrada na pigina 119 da

referéncia [7].

Lema 2.9. Seja 1 < p < o0 e suponha k(x',x,,&’, 1) tal que

1
x,+1

&Pl DEDE k(¥ 20, &', A)| <

para x <n—1lela| <n. Entdo existe uma constante C > 0 tal que ||OP(k)|| & ;pmny) < C.
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Demonstragdo. Para cada x, > 0, defina k, (x',&',1) = k(x',x,,&',1). Por hipétese, temos que
| |IB] DO‘DB (xn + Dy, (¥, €, )’ < 1, e portanto ky,(-,-,A) € SY ,(R""! x R"~1). Pelo Teorema

A.26, sabemos que OP(k,, ) se estende a um operador em .Z’(L?), e portanto podemos concluir que

C

0P Cks, . 8", )| 200y < 7

Assim, dada f € LP(R""1), segue que

|OPU(Y 50, &', ) £ () = | [ kg R g

lor @)

Lr(R?)

1
// 1‘OP ) (x’)}pdx'dxn)p
Rl’l

(
_ (/ 0P (K, ) £ 117 s )
u

IN

p 1
P
p
(5 ) W )

Nl @y -

IN

Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado, o qual apresenta uma reformulacdo para o

Lema 2.7 para o caso em que k representa um symbol-kernel de um operador de Poisson:

Lema 2.10. Seja 1 < p < oo. Suponha k(x',x,,E',A) symbol-kernel de um operador de Poisson de

ordem d < —1 e suponha que exista uma constante C > 0 tal que
4Dk DEDEDGK(Y 6,8/, 2)] < C(E/ Al

para |¢|,|B| < n. Entdo existe uma constante C > 0 tal que

Jop ([ wiantrn.gayar)|  <clv-
r ZL(LP)
para toda Y € H...

Demonstracdo. Assumindo as hipdteses acima, temos que

(15088208, [ WOOkKxn g W)k < Clg Pl [ (€21 Pan
CIENP Iyl [ (&)71812)" a2

Clwle- [ (2)%]a2]
" [y

IN

IN

IN
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isto €,
|§/||ﬁ\

e portanto o resultado segue do Lema 2.9.

DIDY, [ WAk 8 A d2 | < Clvll-
r

1+ x,

Dos resultados anteriores, podemos provar o Teorema 2.5.

Demonstracdo do Teorema 2.5. Vimos na secdo anterior que, com exce¢ao do termo de fronteira
S(A)=(A—1+Ar)~! e dotermo P, (1) = r (A —1+A)"le", os demais termos que compde o
resolvente de Ayyx podem ser vistos como operadores de Poisson ou de Green de ordem —2. Assim,

se k(x',xn,&’, 1) é 0 symbol-kernel de um operador de Poisson de ordem —2, temos para toda i € He,

que
‘Jj/mmommﬁ%gCMﬁMH _ i_opa/mmmﬁMgﬁmd{w
27i Jr 2(12) 2n r Z(L2)
< ClAllp-

O mesmo vale para um operador de Green de ordem —2, como visto acima. Por fim, a andlise para os
termos Py (A) e S(A) segue assim como na demonstragido do Exemplo 0.1, neste dltimo caso sendo

necessario apenas substituir L?(R") por L2(R"~!). n

Com isso, provamos que A,ux possui cdlculo funcional H. limitado. Mais ainda, concluimos pelos
Teoremas 2.1 e 2.2 que A = Aaux + P € setorial e que A 4 v possui cdlculo funcional H. limitado em
L*(R%) @ L?(R""1) para v > 0 suficientemente grande. Renomeando o operador A + V apenas como

A, vemos que os resultados anteriores provam o seguinte teorema:

Teorema 2.11. Seja A : H*(R") NH*(R"™ 1) — L2(R") & L*(R" ) 0 operador dado por

A I+v—-A 0 516
2 14v-ar) (2.16)

an

Entdo existe R > 0 tal que, se v > R, A possui cdlculo funcional Hs limitado.

Mais ainda, podemos concluir pelo Teorema 1.22 que
D(A®) = [L(RY) @ L2 (R" ), D(A)]o = [I2(RY) © 2(R"), HA(RY) N H2(R" )]

para quaisquer 0 < 6 < 1.



CAPITULO 3

Caso geral

3.1 Formulacao

Consideramos aqui o problema

d

8_? =div(aq - grad(u)) + bg - grad(u) + cou+ f(u), t>0,x€Q,

ou 3.1)
Fri divr(ar - gradp(u)) + br - gradp(u) —aq - grad(u) - v +cru+g(u), t>0,x€dQ,

u = ugp, t=0,xeQ,

no qual Q C R” é um subconjunto aberto, limitado e conexo e I' = dQ é de classe C*. Assumimos
que ag : Q — R™" bg : Q — R" e cq : Q — R sio fungdes em C* e, para cada x € Q, aq(x) pode
ser identificada com a matriz (aq ;;(x)); ;. Mais ainda, supomos que ag ;;'&7 > al€|? e ar;;E"E" >
al&’|?, para alguma constante a > 0.

Assim, considere o operador A : HI%(Q) ﬁH[%(F) — LP(Q) & LP(I") dado por

Ay — div(ag - gradu) + bg - gradu + cqu
o divr(ar - gradpu) + br - gradru — ag - gradu- v+cru )

Sabemos do Teorema 11 e da Proposi¢do 13 do artigo [3] que existe C > 0 tal que C + A € positivo
e setorial, com
0(A) CLy={A eC;larg)| < o}

para 0 < @ < 7. Nosso objetivo serd mostrar que existe ¢ > 0 tal que ¢ + A possui cdlculo funcional

H.. limitado.

Como fizemos no caso com coeficientes constantes, consideramos A = A,yx + P, no qual

A div(ag - grad) + bg - grad + cq 0 (3.2)
e 0 divr(ar - gradp) + br - gradp+cr )’ '

31
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0 0
P= (ag-grad- v O) ’ 3-3)
e Aaux : H3(Q)NHH(I) — LP(Q) & LP ().

Sabemos também do artigo [3] que P : Hg‘ ﬂHl‘j‘ — LP@LP, para |l + 119 < o < 2, é limitado, isto
& [[Pullpeyrr < Cllull pac)- Logo, se Aqux possuir célculo funcional H.. limitado, entdo teremos pelo

teorema de perturbagdo 2.2 que A = Ayyx + P também possui cdlculo funcional H.. limitado.

Logo, € suficiente mostrarmos que A,ux possui calculo funcional H.. limitado, isto é, que

1f (Aaw) | < Co || f1]oo

para f € Ho(Xg), no qual f(Aaux) € definido por

— 1 _ —1
f(Aaux) - 2_7_“//\]((1)(l Aaux) d)L,

assim como na expressao (1.8). Para isso, € necessario primeiramente conhecermos o resolvente
(A —Aaux)~!. Do artigo [3] sabemos que existe R > 0 tal que, para todo A com ReA < R, vale a
igualdade

(4 _AauX)_1 (f,8) (3.4)
= ((A+A40p) ' (f = (A +A)EA) (A +Ar)'g)) + EA) (A +Ar) 'g), (A +Ar)'g).,

no qual
Ag =div(ag - grad) +bg - grad+cq, Ar = divr(ar-gradp) + br - gradp + cr

€ Ag p denota a restri¢do
AQ,D =Ag: H;D(Q) — LP(Q>

onde H§7D(Q) ={u € Hg(Q);y(u) = 0}. Tal como apresentado na Proposi¢do 3 do artigo [3],

s+1
&(A) : UserB),,(I') = User H,, (L) € um operador linear cujas restri¢des &'(A) : By, ,(I') — H, " (Q)N
1
B;; ”(Q) sdo bem definidas e limitadas para todo s € R e tal que, para s > 0, &(A4) é a inversa a di-
reita do operador trago ¥, isto €, ¥(& (u)) = u para toda u € By, ,(I"). Mas como H)(I") C B}, ¥(T') para

€ > 0, entdo podemos considerar u € H IS,(F)

Observe agora que o termo (A +Ar)~!' é um operador pseudodiferencial de ordem —2. Dos
resultados da referéncia [21], temos que (4 +AQ’D)_1 pode ser visto como uma soma P, + G, na
qual P, denota um operador pseudodiferencial que satisfaz a condi¢do de transmissdo e G denota um

operador de Green, ambos de ordem —2. Mais ainda, podemos tomar & (4 ) localmente como

EM)g =75, (VUEAF))S(E)).
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no qual (&', |A|%> = (14 |&")> + VL|)% e y € .7(R) étal que y(r) = 1 em uma vizinhanga de zero.
Neste caso, ja vimos na se¢do 2.4 que &(A) = % : H? (R 1) — H'(R™) é um operador de Poisson

de ordem zero. Mas do Teorema 3.11 da referéncia [14], segue que &(A) se estende a um ope-
1 1

rador de Poisson continuo de B),,(I') em H;JFE(Q) F‘IB;;F (). Desta forma, segue da Tabela B.1
que &(A)(A +Ar)~! é um operador de Poisson de ordem —2. Analogamente, obtemos que (A -+
AQ)&(A)(A +Ar)~! é de Poisson de ordem zero, € portanto (A +Aq p) (A +Aq)& (1) (A +Ar) !

€ um operador de Poisson de ordem —2.

Desta forma, vemos que o resolvente (4 — Auux)~' pode ser expresso por meio de operadores de

Boutet de Monvel, isto é,

(A —Auwx) ' (f:8) = (Pr(A)f +G(A) f +K(2)8,S(A)g) -

Ou seja, para mostrarmos que

)l =

1 1
w2 [ SR = Aw) k| <l

vamos estudar .

— AYM(A)dA

o | Fam)
para M(A) =S(A),G(A),K(A) e Pi(A). Por simplicidade, vamos assumir a principio que Q = R”,
comdQ=R"1 ¢ que os coeficientes aq,bq,cq € ar,br,cr em (3.1) sdo de classe Cy’, isto €, sdo de
classe C™ com derivadas limitadas. O caso em que Q C R" é um aberto limitado e suave segue por

localizagao.

3.2 Calculo funcional H., limitado
Teorema 3.1. Sejam @ € (0,7] e Agyy : HI%(Q) ﬂHI%(l") — LP(Q) @ LP(T) 0 operador definido por

(div(ag -grad) +bg - grad +cq 0 )
Agux = — .

0 divr(ar - gradr) + br - gradp +cr

Entdo Agyx possui cdlculo funcional He limitado, isto é, || f(Aaux)|| < Co || fll. para f € Ho(Xw) €

para uma constante Cg > 0, no qual

1

f(Aaux) — 2_7” s f(ﬂ‘)(A _Aaux)_ldla

para toda f € Ho(Z).

Demonstragdo. Vamos separar a demonstra¢do em quatro passos.

1

Passo 1: Iniciamos pelo termo S(A) = (A +Ar)~". Como Ar é eliptico, vamos denotar S(A)

por (A —OP(a))~", no qual @ é um sfmbolo eliptico por pardmetros em S’ﬁo(]R"_l x R 1), isto &,
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A —a(x,&)| > C,|A|m ) para A € £, e & € R". Neste caso, m = 2, mas a constru¢do a seguir

ainda € valida para qualquer m > 0. Pelo Teorema A.22 e pela igualdade (A.11), podemos escrever
(A —OP(a))"' = OP((A —a)~") +OP(r),
no qual (A —a)~ ' € SR xR" 1 2y)ere S (R xR* ! £,). Ou seja,
[ r@)sar = [ 72 —0pa)

— [ #2)0P()ar+ [ f(2)OP((2~a) ")aA
= () +Ur).

&)= [ f(a)r(x.&,2%)da.

entdo, para quaisquer o, 8 € Ngfl, temos que

Afirmacao: Se

0231y (x,6)] < Cap Il (&) P!

Assumindo a afirmacdo acima verdadeira, temos que, para um certo M € Ny,

f()L)OP(r)d/lH _ Hop(/ F(A gmwz)'
Zo ZL(LP) Z(Lr)
= [|OP(rs(x, &) 1)
Bl B
< Cmﬁ“,%i;MV@ 9L ry(x.)
< C|fllz>

e portanto obtemos a desigualdade desejada para o termo (). Vejamos agora que a afirmacéo é de

fato verdadeira. Primeiramente, temos que

by =
-/ fma“aﬁ( &.0%)d2

®

993 = a“aﬁ/ (x,E, A #)dA

pois r € S~ isto &, ]8x“8£r\ < C(&)~1-IBl Fazendo as mudancas de varidveis A = pe'® e entio

o .
s = pm na integral anterior, obtemos

[ stpenaa (xgpre)eap| = | [ r(smeagolr (x.guse)msntas
< Clfl- [ (&Pt as
= Clflle [ (@) ) s
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IN

cnfnU¢A”<wmwg>wsmlds
C1 £l &)#,

IN

0 que prova a afirmacgio.

Para o termo (II), considere o conjunto X, ¢ = {1 € Zg;|A| < 2[a(x,&)[}. Como a aplicagdo
A= (A —ap(x,&))~! é analitica, entdo para cada (x,&) € R"~! x R*~!, existe uma vizinhanga V C
R x R"™ 1 de (x,&) tal que

1) = [ FA)OP(A—atr£) ak =0P ([ f3)(Aax£)"aA)

(0]

- OP(/ fuxx—a@@»—wx),
b
para todo (y,7n) em V. Considere agora a funcao

ay = / FAYA —a(x, &))" dr.

)

Entéo para todos a, 3 € Ngfl, temos que

209 ay| < CIfll- (&)

De fato, note que
_ 1 8xa

(A —a) ' =A—-a)%da=(A—a) T

de forma que
_ _ 1 1 _
02 —a) | <Cl(A —a) " [(&, IA]m) (&, IAm)" = Cl(A —a)~ '],
dado que a € ST, (R"~! x R"~1) & eliptico por pardmetros. Note ainda que

ded(A—a)t = o ((/1 —a)—IfX_“a>

_ ((l _a>_1la§_aa) ;Lax_aa +(ha)! (aéaxa(?l—jl;axaaéo

dra o.a  Odgda  dwadsa
_ -1 3 x §0x xaog
= (A-a) (l—al—a+l—a+(l—a)2)
B 858xa 28xa8§a
- (@—ﬂv*'<x—aﬁ)’

€ portanto

aé ova 5 8xa8§ a
A—ap  “(h—ap

pois [dsa| < C(E)™, |9zal < C(E)™", 9z dal < CE)™ Ve |(A—a) ! < C(E, [A]m) ™.

|0:0:(A —a)™!| < <Cl(A—a)t|(E),
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Deste modo, procedendo por indugdo e supondo que ]8)53/85“’ (A—a)~!| <Cl(A —a) |(E) 1

para || < |ot|, obtemos

2orh-a)!| = |oF'of (20:2—a))
— |0 A —a)! (iﬁfz +2 3{“‘%?2) ’
< af/ag’(x—a)—l% +2 8,?’85‘/(1—a)‘1(i§ia;§lz
LR E e o] os
LB i)

no qual 8)2/85’(1—@_1‘ <Cl(A—a)~'|(E)lole
0y0ga
B'—yyo'—c _9x9E
or 785 2—a
B'—v\(oa' —o 96 —130'—0—Q B/ —y—§
< 0702(A —a)~'a ol O 0sa
a 5§§—y(p<§—c( 6 )( % ))é ( ) 5 ( ‘5)‘
B'=v\(a'—o — - a'—o— Iy
S 0 T (| W L B
ey ¥ (PN, ) -0 e egeee,

0<p'—yp<a'—oc

com &' — 0 — @+ 1| < |d|. Para o dltimo termo da segunda soma em (3.5), temos que

oadga
B —yqya'—c P49
CIRC

BB

S<p'—yo<a’—c

95709 7%(9adza)|.

Do anterior, obtemos que

afag(a—a)*lj

IN

Cl(2 — )| (&) olg) ~lolgym-ta'=o—or
Cl(r _a)*l‘Z@y\a’*dfwl\*ldlflwl
< CA—a) (&),

IA

pois —|a' — o — @+ 1| —|o| — |¢| < —m — |a|. Logo, obtemos que

0P ogas| =

120089 —a(x.8)) " d2
z

x,6
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7|(X| —a)
< ClIfl-(€) /MIM )~!|dA|
< Clfllp= (&) a(x, &) sup [(A—a)7!],
lezxﬁg

no qual |a(x, & )| € propocional ao perfmetro da regido X, z. Sabemos ainda que |a(x, &) (A —a(x,§ N <

C, pois
L m
A —a(x,8)] > C(E,|A[")" e

la(x,&)| < CEY™ < C(E, |Alm)",
isto €,
la(x, E)(A —a(x, &))" | < CLE,|A[m)™(E, |A|m) ™ =C.

Logo, |(3?)f3 8g‘a 7| < C|Ifll = (€) 7% e portanto a desigualdade procurada para (1) segue por aplicagio

do Teorema de Mikhlin A.27, de forma andloga ao que fizemos para o termo (I).
Passo 2: Seja G(A) operador de Green de classe zero e ordem p < 0, i.e. G(A) = OPG(g), com
symbol-kernel g € S*~1(R"~!,.7, . | ¥,), ou seja,

< CE )\t I=ktK —mtm'—|a 3.6
LRy xRy) S (&',m) , (3.6)

EDE D DEDY e

no qual 1 = AH. Vejamos que, para f € Hw (%), vale a desigualdade

1
32 FRI0PG)3) a2 —10PG)| i < Cllflimnys BT
‘ 27wi Jx, P || f Hf(Lp(R+)) L*(Ze)
no qual 7 € definido por
1
hy = z—m/zwf(l)g(l)dl.

Em outras palavras, vejamos que

|OPG(hp)u]| 1y < ClF My el ooy

para u € LP(R™). Para isso, comecamos mostrando que /1y € 89 ((R"~! x R"™!) para x, e y, fixos,

isto €,
C

Xpn+Yn

98 aghy| < EN Al

para entdo concluirmos pelo Teorema A.26 que OP(/i7) se estende a um operador em £ (LP(R"1)).

De fato, fazendo a mudanca de varidvel A = n~#, obtemos

_ g
hf - 27n/£(»f<)t’)g(x7§ 71‘7-)6717)}1’1)61;L
1

- ﬁ// f<n7u)g(xl7€/an>xn7)’n>(_.u>niuildrla
i)y



38

Capitulo 3. Caso geral

de forma que

38aghs| <CIlflu- [ [oRoge( &' poxuy)| 0 dp.

Vamos considerar dois casos separadamente.

i) Suponha |et| > 1. Como g € S*~1(R"! 7, | %), entdo

Logo,

IN

<

(xo+yn)|08 9ggl < (&', pyri=1-lel —c(e pyr-lel,

Boaa,(y & “Hlgp < /m@— )
ax/aglg(x’g 7p7'xn’yn) p dp_c 0 Xpn+Yn
C

| E e e g do

— [Tl o g do

¢ /m<§/>|al<6>ua6uld6

Xn+Yn Jo

Cl<5/>f|oﬂ| /0°°<G>_1_a io

Xn =+ Yn
C//<é/>—\oc\
Xn+Yn

r

para |ot| > 1. Na primeira igualdade acima usamos a mudanga de varidvel p = (£')o, e na

segunda usamos que

(€)= (1+[EP+(1+|EF)0Y): = (1+[EP)(1+06%)2 = (E) (o).

Logo,

C

n—lal
oy (8071

o agn,| <

ii) Suponha || = 0. Entdo |g(x',E",p,%n,yn)| < C{(xn +yu)(E',p))2(E", p)TH. De fato, note

que

(ot €007 = (L4 (b€ 0)%)

> C(1+(E ) +32(E p)Y)

Como g € S*"I(R"!,.7, ,, %), sabemos que

€ portanto

(% + ) g &' o yn)| < CEE )2,

(L&' p)* +yn (€, p))|g (v &', ya) | < C'(E" p)H T
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Logo,

’g(xlvglvl)?xn?yn)‘ S Cl(l+x%<€l7p>2+y%<€/7p>2)71<€/7p>”+1
< M ya)(&p))HE  p) .

N

Desta forma, temos que

lhy| <

IN

IN

IA

Clfl [ 18 Epoimn) o dp

Clflli [ (Gt (E'p)) 28 p) H4p# ap

Clll- [ (G +3n) (€ E)0) >E L (E)0) H(E) o (E) do
Clll [ (€01 ) M) gy #oH o

Clfli [ ()00 2 do
Clflle- [ (@) € ) ) o
Clflu-

Xn+ Yn

Considere agora u € LP(IR".). Por defini¢do, temos que

OPG(hp)u = / (L E )i (E ) dynd !
Rn— R,

— /0 (/]Rn1eix/.g/hf(xl,5/7x”’yn)bi(§/’yn)d»§/) dyn
- /OOP(hf)(x',xn,yn,D/)u(x’,yn)dyn.

Observe que, se v € LP(Q,LP(Q)), entio

de forma que

Mluraay = ( [, M, )

1

»
||v||LP(Q,LP(Q) (/ / v(x,y ‘pdydx> = HVHLP (QxQ) -

Segue do anterior e do Teorema A.26 que

1OPG(hy)ul| Ly g ) = |OPGh)ull s, o))

/0 OP(hy) (X', Xp, Y0, D' u(x' ,y) dyn

(£

LP(Ry s, LP(RY 1))

p 5
dx,
LP(R”’I)

/0 OP (7 s) (x', X, Y, D' Ju (X', ) dyn
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IN

(/Om </000 1OPCh ) (' 5y, D Jut (', 3) HUJ(Rn—l) dyn)pdxn> E 1

< ([(] cuf||mw)<xn+yn>—l||u<-,yn>||Lp(Rn_l)dyn) )
o0 oo p
S A U e P Y

Mas note que

<=

Ll ey = (sl

no qual H denota o operador integral singular conhecido como transformada de Hilbert, que é um
operador continuo em LP (R ) para 1 < p < . Mais detalhes sobre a transformada de Hilbert podem

ser encontrados na referéncia [1]. Assim, podemos concluir que

1
o P P
|0PG ()| gy < CllFlimie) (/O (H(||u(.,yn)HLp(Rn_l)>‘ dxn)p

= CllA e |[H (NuCorn) )

< Ol 1ullrer)

LP(Ry)

0 que nos permite obter a desigualdade desejada para o termo G(A).

Passo 3: Seja K(A) operador de Poisson de classe zero e ordem u < —2, i.e. K(1) = OPK(k),
com symbol-kernel k € Sflfl (R"-1,. 7, %), ou seja,

k k' B Y / —k+K — ||~
ADRLDIDEDLK] . | S CEEL AT,

no qual 7 = A*. Analogamente ao que fizemos para o operador G(1), vamos mostrar que, se

1 1
o /E F(A)OPK(k)(1)d2 = OPK (% /Z w f(/l)k(/l)d)t) — OPK(k/),
no qual |
kr =577 L AR R,
entao
HOPK(kf)||g(Lp(Rn—l),Lp(R1)) S Clfllg=(zq)- (3-8)

Fazendo uma mudanca de varidveis, obtemos

1 1

b = 5t Jo FORWE A dd = | —pf (kG ),

de forma que

‘359§5kf‘ﬁc\|fllw/0 R oSk(x' &' p,xa)|p~"dp.

Assim como fizemos para o caso anterior, vamos estudar a integral acima separadamente para os

casosem que || > le |a| =
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i) Suponha || > 1. Como kaﬁ(?“k < C(E, p)H-lal=k entio

(1+3,) |05 0%K| < Ci{E p)P1% +Cy (€ p)i=t o,
de forma que
fog ! p)Hle ! p\H—1-lof C o er \u—lal
Oy Ofk| < T+ (<<§ P +(E p) )g Ty e
Logo,
(o] _ B C oo B B )
/0 ’859%1’ Hldp < /0 (& .p)1*p~#ap
C ” - - —u— —y—
= o [ @) o e g do
/ /7|a| .
Xn 0
C//
< .
1 4x,

ii) Suponha || =0e sejam s =g+t comz € (0,1) e g € N. Entdo

xohagk| < (& pyr-ale = (1), e

X1 19Pogk| < c(g’ pyr—at-lel — ().

Fazendo (I)'~/(II)", obtemos que

xz(l—z)xglqﬂ)zafagk < C<§/,p>u—|a|7(q(17t)+(q+l)t) _ C<€/,p>uf|a|fs,

ou seja,

xdkogk| < C(g' pyrlols

para todo s € R. Assim,
oo C %} _ o
/ < — [ (& pp i dp
0 x5 Jo
C [~ _ _ e
= < [ G o)y o (g do
x5 Jo
Cl
C//

Pt
Xn

(E) o) do

IN

<
Com isso, concluimos que kr € S ,(R"~! x R"~1) e portanto segue do Teorema A.26 que OP (k)
é um operador em £ (LP(R""!)), para 1 < p < eo. Logo, se u € LP(R""!), temos que

OPK (k)u(x, 1) = / k(o o, EN(E") E.

Rn—1
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Por fim, vimos que ‘Bﬁkf’ < C||f|l;=x,* para todo s € Ry. Desta forma, tomando 0 < € < %,
temos que |x5dvks| < C'||f]| = € [xnOyvks| < C" | f]| 1=, de forma que (x, +x5)|dvks| < C||f]];, isto

€,

C w
[
Xn
ovkr| <
ks < — - < Ui
——= sex, <1.
x5

Logo, segue do anterior que

P
|[OPK ()t e ( [|OP(k (xn) Jual | o1y dxn)
» ,
= ||f”L°° (Zo) H”” Lp (R 1)dx
S (/ Sp d.xn+/ Xn) HfHLoo (Zo) ||MHLP RA— 1)
< C

||fHL°° o) ¥l @r-1)
1

desde que € < —.
p

Passo 4: Por fim, vamos analisar o termo P, (A). Lembramos que, para u € L”(R") e P(A) =
OP(p) satisfazendo a condigio de transmissdo, com p = p(x,E,1) em S2(R" x R*, %), entio
P.(Mu=r"P(L)eTu=rtOP(p)etu. Assim,

/ FAPL(A)udr = F(A)rtOP(p)etudA = rt ( f(?L)OP(p)eJrudl) .
Yo Yo Xo

Usando o que obtivemos para o termo S(A ), podemos concluir que

'ﬁ [ 5P hudn _ %ﬁ ( / f(z)op@)emdx)
Zo L (RY) T Zo LP(RY)
1
< - +
< ‘ - /wa(l)OP(p)e ud?LHM(Rn)
<

CI1F = le* ]

= Cllfll = lull g -

Dos itens acima, concluimos que A,yx possui calculo funcional He limitado.

Segue portanto do resultado anterior e do Teorema 2.2 que o operador ¢ +A também possui cdlculo
funcional H. limitado para ¢ > 0 suficientemente grande. Renomeando o operador ¢+ A apenas como

A, concluimos do Teorema 1.22 que

D(A%) = [LP(R}) & LP(R""),D(A)], = [Lp(Rﬁ)@L”(R”_l),HIE(Ri)OHIE(R”‘I)]G.
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3.3 Localizacao

Os resultados da secdo anterior foram obtidos assumindo que Q = R’} e dQ = R"!. Nosso
objetivo € generalizar os resultados obtidos anteriormente, agora para o caso em que Q C R" é um
aberto limitado e conexo com fronteira I' = dQ de classe C*. A construg¢do apresentada a seguir
possui como inspiragdo aquela apresentada no capitulo 8 da referéncia [12] por Gerd Grubb para

encontrar uma parametriz de um operador eliptico em uma variedade suave e compacta.

Seja Q C R” um aberto definido como acima. Considere o operador Ayyx : Hl% (Q) ﬁHI%(F ) —
LP(Q) @ LP(T") definido por

Ao div(agq - grad) + bg - grad + cq 0
aux 0 divr(ar - gradp) + br - gradp + cr

Denotando —div(aq - grad) — bq - grad — cq e —divr(ar - gradp) — br - gradp — cr por Py e S,

respectivamente, e tomando A € A, considere o operador

_(A=P. 0
’l_Aa“"_( 0 /I—S)'

Dos resultados da secd@o anterior, sabemos que o operador A,y possui resolvente R(A,A,yx) dado

(A —Py 0 71_ P, +Gy K
R(A’vAauX) - ( 0 )L_S) - ( 0 Sl .

Lembrando que o cdlculo funcional f(A,ux) de Aaux é dado por

por

1
27i

f(Aaux) = f( ) (laAaux)d)n

vejamos que Ay possui cédlculo funcional H., limitado, ou seja, || f(Aaux)|| < Co ||f|l.- Para isso,
sejam {U,} < j<y cobertura aberta de Q e {y;} <<, parti¢do da unidade associada a esta cobertura.
Com isso, podemos encontrar {6;}i<;<; em C5(U;) tal que, para cada j =1,...,J, 6;(x) =1 em
uma vizinhanga do suporte de y;. Seja {k Ui—V; }1 <j<yum atlas para , no qual V; C R’ para

cada j.

Desta forma, se y; = (¥, ;| ), entdo

R(A,Awx) = Y R(A,Aaw)¥Wj = Y OiR(A, Aax)Wj+ Y (1 —0)R(A,Aaux) W, (3.9)
J<J J<J Jj<J
ou seja,
1
fla) = 5 [ 1) L 0k Aw) vk + 5 [ (3) X (1= 0)R(h Auw) 2
27i Jx, =7

= (I)+ ().
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Vamos estudar cada termo separadamente.
Para a parcela (II), sabemos pelo Lema 7.9 da referéncia [12] que Ry = Y (1 — 0;)R(A,Auux) V;
J<J
denota um operador regularizante, isto é, um operador integral com nucleo em

FAC(QxQ))  F(A,C7(QxIQ))
<y(/1,cw(ag x Q) F(A,C7(IQ x ag») ’

ou seja,
R, = (R/Ln Rmz)
Ry Rym)’

Ry = [ (R y)uty)dy

onde D=Qse j=1eD =T se j=2. Mais ainda, para cada r;;, vale a estimativa

no qual

95020Pri(A,x,3)| < Cwia) ™.

Assim, observe que
1
P »
dx) ,

p

HR/MIL‘HU(Q) - (/Q‘/Qm(lax’)’)u(y)dy

no qual

p

] [meutya] < ey

/Q u(y)dy

Y™ 11y el o
_ P
= QA ull g

IN

‘ p

para % -l-(]} = 1. Logo,

1

~N\ol5111P g
(fctm 10 il g )

1
= @71 ([l dr)”
= o 1“ller (@)

A =N
= CA) 719l

IN

HRA,H“HLP(Q)

Com isso, concluimos que

|| F0R, ud2

IA

L @R 10 ) 42

Lr(Q)

IN

—N
Cll iy [, ()7 d2
< Nl lullpie

N
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e portanto obtemos a desigualdade desejada para o termo Ry ;. Para os demais termos, a desigualdade

segue de forma andloga.

Para o termo (I), observe que cada parcela 0;R(A,Aqux) ¥, € levada para V; C R como
OiR(A,Aaux)Wj(uok;)o kj_l. Utilizando as notac¢des éj e ; para denotar 6 o kj_1 e yok: !, respecti-

vamente, temos que

Y 6;R(A, Aaux)Wju =Y [O;R(A,Aaux) Wju] 0k;j.

JsJ <J

Utilizando os resultados obtidos na secdo anterior, concluimos que

H/ f()t) Z ejRULaAaux)I»Ujud}L = ‘ f(l) Z [éjR(;LaAaux)‘/?j”} ijd)L
Lo J<J LP(Q)xLP(T) o = LP(Q)xLP(T)
< Z / f(/l) [éjR(;L,Aaux)lT/ju] ijdl
j<I X LP(Q)xLP(T)

< CllAlle el @) rriry

De (I) e (I) concluimos que o operador A,yx possui cdlculo funcional H., limitado.

Logo, assim como fizemos na se¢do anterior, podemos concluir pelo Teorema 2.2 que o operador
A = ¢+ A possui cilculo funcional H.. limitado para ¢ > 0 suficientemente grande, e portanto segue

do Teorema 1.22 que

D(A%) = [LP(Q) & LP(T),D(A)], = [LP(Q) & L (1), Hy (Q) NH,(T)] .
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APENDICE A

Operadores pseudodiferenciais

Todos os resultados e defini¢des apresentados neste capitulo foram extraidos da referéncia [1].
Seja P = Y| q|<m Ca(x)dy* um operador diferencial linear com coeficientes constantes e considere a

transformada de Fourier .# dada por

o~

FUNE = FE) = [ e fx)an
para f € .(R"), de forma que sua inversa .# ~! seja da forma

F gl = [ ele)a

-~

para g(&) = f(&), no qual d§ = (2m)"d&. O operador P pode entdo ser expresso como

Pu(x) = Y ca(x)0fF " [u](x)

o <m

= ¥ caldf [ eSa)as

|a[<m

_ ‘Aéneﬁf Y. calx)(i&)“u(§)ds

|o|<m
= / e plx, §)A(E) g,
Rn

no qual p(x,&) = ¥ |q<mca(x)(i§)* denota o simbolo do operador P. Logo, o estudo das proprie-
dades de um operador diferencial linear pode ser reduzido ao estudo de seu simbolo, sendo esta a

motivacdo para a defini¢do de simbolo para o caso de operadores pseudodiferenciais.

Antes de apresentarmos as primeiras defini¢cdes a respeito de simbolos pseudodiferenciais, preci-

samos relembrar algumas defini¢des e resultados.

Definicdo A.1 (Espago de Schwartz). O espago . (R") das fungdes suaves de decrescimento rapido

€ o conjunto de todas as fungdes suaves f : R" — C tais que, para todos a € Njj e N € Ny, existe uma

47
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constante Cy v tal que
102 ()] < Con(1+ )~ (A.1)

uniformemente em x € R". Se f € .7 (R") e m € N, definimos a seminorma

|flmr = sup  sup [x*9f f(x)].

lot|+|B|<mxeR"

Lema A.2. Seja C;’Oly

junto de todas as funcoes suaves f : R" — C tais que, para todo a € N[}, existem mg € Ng e Cq >0

(R™) o conjunto das funcdes suaves limitadas polinomialmente, isto é, o con-

com
|05 ()] < Ca (1 +|x])™

para todo x € R". Entdo para cada f € C,,, (R") e g € S (R"), temos que fg € S/ (R").

Definicao A.3. Um espaco vetorial V € chamado de espaco de Fréchet se existe uma sequéncia de

seminormas (p,)men satisfazendo as condigdes a seguir.

1. (Pm)men € uma sequéncia crescente: py,(f) < ppu+1(f) paratodom e Ne f € V;
2. (pm)men separa pontos: para qualquer f # 0, existe m € N tal que p,,(f) # 0;
3. V é completo: toda sequéncia de Cauchy (f;) jeny converge para alguma f € V.

Teorema A.4. Sejam I C R um intervalo aberto e f : R" x I — C uma funcdo tal que
1. para cada x € R", a fungdo t — f(x,t) € diferencidvel em I;
2. paracadat € I, a fun¢do x — f(x,t) € diferencidvel em R";

3. existe uma fungdo F € L'(R") tal que |9, f(x,t)| < F(x) para quase todo x € R".

Entdo, a aplicacdo
t—g(t) i/ flx,t)dx, tel,
Rn

¢ diferencidvel em I e, para todo t € I, vale

&) = /]R At dx

A.1 Classes de simbolos

Definicao A.5. Sejam m € R e n,N € N. Entdo S’I"O(RN x R™) é o espago vetorial de todas as fungdes

suaves p : RN x R" — C tais que

0298 p(x,8)| < Cop(1+1ED)" 1 (A2)
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para todos @ € NJ}, B € N{)V , no qual Cy, g € independente de x € RN e de &€ € R". Uma funcio
pE S’l’fO(RN x R™) é chamada de simbolo pseudodiferencial e m é chamada de ordem de p. Mais
ainda,
STo(RY xR™) = | STo(RY xR"),
meR
Sio RY xR = (1) ST (RN x R").
meR

Definicio A.6. Se p € S7'((R" x R") € um simbolo, entdo

P.DIF(W) = OP(p)f () = [ € p(x E)F(E)dE, paratodore R, (A3

define o operador pseudodiferencial associado, no qual f : R” — C é uma fun¢do apropriada e dé =
(2m)"dE.

Se f €.7(R"), entdo f € .7 (R"). Pelo Lema A.2, temos que p(x, &) f(&) € (R") em relagdo a
& para cada x € R" fixado, e portanto a integral em (A.3) existe e p(x,D,)f estd bem definida.

Exemplo A.7. Seja

5) = Z C(X(x)éav

\a\gm
com x,& € R”, um polindmio em & de ordem m € Ny com coeficientes suaves cq € C;’(R") para todo
|| <m. Entdo p € ST,(R" xR") e
p(x,Dy)f = Z ca(x)DY f

|a|<m

paratoda f € .(R"). De fato, sejam 7, 8 € Nj;. Note que

1P p(x.E)| = | ¥ dPeatr)ale

|a|<m

< Cyp(1+1E)" ",

pois cq (x) € C;’(R") e, para cada |a| < m,

07E%| < CyalE® 7| < Cpalg[ .
Mais ainda,
p(x,Dy)f = ﬁ_l( Z ca(x)gaf ) <Z Ca |a| )a]?(é)>
|Ot|§m \OC\<m
= ( Z Ca D“f) Z Ca Daf
ot <m lot|<m

Portanto, todo operador diferencial linear com coeficientes suaves e limitados € um operador
pseudodiferencial. Em particular, o Laplaciano A = 8)?] 44 8311 € um operador pseudodiferencial

com simbolo —|& 2.
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Exemplo A.8. A fungio (£) = /14 |&|2 é um simbolo pseudodiferencial de ordem 1. Como 14 |€|?

€ o simbolo de 1 — A, entdo o operador pseudodiferencial associado
Df = [ &4\ 1+1EPTE)aE

pode ser considerado como a “raiz quadrada” de 1 — A. Denotamos (D) = v/1 —A. De forma mais

geral, vejamos que (§)™ € ST, para todo m € R e (D)™ = (1 —A)7, isto é,
020 (1+1E17)% | < Cop(1+E[)" 1
para todos ¢, 8 € Njj. Para isso, seja & € Njj e considere a fungdo
fla.x) = (@+[x?)?, acRxeR",
e note que f € positivamente homogénea de grau m. Dai,
9% f(Aa,Ax) = A" 1% 9% £ (a,x)

€ portanto

08 f(a,x)| < (@)1 sup (9% f(a,x)| < Clot,m)|(a,x)"~ 1.
|(a.x)|=1

Como f(a,&) = (1+|E?)% sea= 1, entdo
O£ (14 1E1*) %] < Cla,m)[(1,6)" 1" < C(ot,m)(1+[E])" 1%,

e portanto (1+|E[2)2 e ST

Podemos definir uma familia de seminormas em S’l’fO(RN x R") relacionada a familia de desigual-
dades (A.2). Seja

(m) - DYDP 1 —m+|o| A4
pl; o i‘;@ ¢DIp(x )| (1+]8]) (A.4)
EcR”

para k € N. O supremo acima € a menor constante Cq, g tal que (A.2) vale para todos x € RN, & e R"
e o € NI, B € NY fixados.
O espago ST, munido de tais seminormas € um espago de Fréchet.

Observagdo A.9. A fungdo (1+ |€|) nas estimativas (A.2) pode ser substituida por (£) = \/1+|&|?

sem alterar as classes dos simbolos, uma vez que

VIHIER < (1+]E]) < V2 /1+(E2

Proposicdo A.10. Sejam p; € Srln'é(]R” xR"), m;j €R, j=1,2, e considere
p(x,f) :pl(xag)p2<x7§)> x»é € R".

Entdo p € S'I"%)erz (R* x R™). Mais ainda, para todo k € Ny, existe uma constante Cy dependendo
apenas de k e n tal que
J’_
Pl < Gl | pal
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Demonstragdo. Sejam o, B € Njj. Segue da férmula de Leibniz que

IWlp(&) = 3¢ [p1(x.6)p2(x,8)]

-
L ()E s s

Como p; € STy e pa € Sy, entdo
109 p1(%,&)| < Coy(1+E))" 711 e |92 0P Tpa(x,6)| < Cop(1418])™ 1%
paratodos Y < e 6 < o, no qual —|o| — | — 0| = —(|o|+ | — o]) = —|&|. Logo,
10207 p(x,&)| < Cop(1+[E[)ymHm 1,

e portanto p € Smﬁ'm2 (R™ x R"). Mais ainda,

]\m1+m2 = max sup

loc,|Bl<k eV
EeR”

max sup ¥ Y (y) (g)wgagpl(x@nag“afsz(x,@!

|l |B|<k)é€RN y<Bo<a
eR

DEDEp(x,£)|(1+]g )~ mm) e

IN

(g

IA

Cilp1 |k lpz\k m2)

Teorema A.11. Seja p € ST, (R" x R"), m € R, um simbolo pseudodiferencial. Entdo
p(x,Dy) : S (R") —» L (R")
€ uma aplicagdo limitada. Mais precisamente, para cada k € N existe uma constante C;, > 0 tal que
|p(x,Dx) f k7 < Ck|P|;(<m)\f’m+2(n+1)+k,y
para toda f € . (R").

Lema A.12 (Desigualdade de Peetre). Seja (§) = (1+& \2)%, & € R™. Entdo para todo s € R vale a
desigualdade

(&) <okl —myblmys,  E.nern.
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A.2 Integrais oscilatorias

Sabemos pelo A.11 que a composigéo de dois operadores pseudodiferenciais pj (x,Dy) € p2(x,Dy)

€ um operador bem definido e limitado
p1(x,Dx)pa(x,Dyx) : L (R") — L (R"),

mas no entanto, ndo sabemos se este é também um operador pseudodiferencial, isto €, se existe um

simbolo p € ST((R" x R") tal que
p('x7DX) - pl(anx)pZ(anx>-

Considere os operadores

pr(eD)g() = [ piemgman = [ [ &0 p (xmgly)dyan

P D)W= [ [ e (0 8)f()dzdt.

Seguindo com o célculo de maneira informal, obtemos para g(y) = pa(x,Dy) f }x que

.
P D25 00fw) = [f i) ([ 0 nrierazaz ) ayan
= [[[] e I E N py ) a3, 6) £ (2) dydn dz .
Usando a substituicio ¥’ = y—x e &' = 1 — &, obtemos
peDIpD)f = [feé( ] / (5.8 +Epalo X, )0 e ) fe)dadt
= [ (e g g ¥ i) Fiera,
Logo, o simbolo de p; (x, Dx)pa(x, Dy) seria dado por

(p1#p2) (x / / (6, & + & palx o, E)dXdE'. (A.5)

A integral acima ndo necessariamente existe no sentido classico, e por este motivo € necessario

defini-la como uma integral oscilatoria:

OS// (0, & + &) pa(x+x, E)dx'at’
= hm//% ex',e&")e ™ py (x,E + ENpa(x+ ¥, E)dX at’,

no qual y € . (R" x R") com x/(0,0) = 1. Para isto, precisamos da defini¢do a seguir.
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Definicdo A.13. O espaco das amplitudes 7" (R” x R"), m,T € R, é o conjunto das fung¢des suaves

a:R"xR" — C tais que

059 aly,m)| < Cap(1+[n])" (14 |y])"
uniformemente em y,) € R” para todos o, 8 € Njj. Mais ainda, seja

|a|gm = max  sup (1+lnl)_’"(l+|y|)_T!9$3ﬁa(y,n)l, keN,
T |al+Bl<kynern Y

a sequéncia associada de seminormas mondtona crescente.

O espago AT'(R" x R") € um espago de Fréchet. Mais ainda, temos que S7'((R" x R") C " (R" x
R") continuamente, isto €, para cada k € N, existem / = [(k) € N e C; > 0 tais que
Pl s < Gelpligy

para todo p € S%) . De fato, se k € N, entdo

ne = max sup (1+[n])"0%3Bp(y,
oo = max sup (1+n) 13500 p)

< max_sup (1) " H9gP plvn
‘a‘+|B‘§ky7neRn( ‘ D ’ n-y ( )‘

m)
= |l
e daf segue a continuidade da inclusao.

Teorema A.14. Seja a € " (R" x R"), com m,t € R, e seja x € ./ (R" x R") com x(0,0) = 1.

Entdo
OS-/ / e Ma(y,n)dydn = lim / / x(ey,en)e " Ma(y,m)dydn
existe e

Os-[[ e atym)dyan = [[e010) 2 (0y) () 2D, a(rm)dydn, (A6

no qual 1,I' € Ny sdo escolhidos de forma que 21 > n+m e 2I' > n+ 7T e o integrando estd em

L' (R" x R"). Em particular, a defini¢do néo depende da escolha de ) e

‘Os-//e"'y'"a(y,n)dydn‘ < Curlal gm 2141)s (A7)
no qual Cy, > 0 ndo depende de a.
Corolario A.15. Seja {a;} jen C 2" (R" X R") uma sequéncia limitada tal que, para cada y,n € R",
lim 97 9)a;(v.1) = I a(y. )
para todos a, 3 € Njj e algum a € o' (R" x R"). Entdo

lim Os-//e_iy'naj(y,n)dydn = Os-//e_iy'”a(y,n)dydn.

Joree
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Exemplo A.16. Seja u € C;*(R"). Entdo a(y,n) = ™ Mu(y) € 7 (R" xR") e

OS// ()M (y) dydn

estd bem definido. Se y é uma fun¢io em . (R") tal que y(0) = 1, tomamos x(y,n) = y(y)y(n),

de forma que

Os // =Ny () dydn = OS—// e YN My (y) dydn

= hm//x (ey,em)e’ ™) Mu(y) dydn

= iim w(ey)u(y)(/( )n‘”(gr’)dn)

o . —n 1 X

= lim [ wlevuty) 9["’(8>

— lim [ (et ey)utr—e)F YY) d
£—0

= [u 7 i)y

= u(x)Z[7 ' [y])(0)

= u(x)y(0) = u(x),
pois lime o w(&(x—&y'))u(x —&y') = w(0)u(x) = u(x). Formalmente, obtemos que .% ~'[.Z [u]] = u
para toda u € C;’(R").

Lema A.17. Sejam a € Z"(R" xR"), m,T € R, e o € Nj}. Entdo
Os-[[ ¢ My%ay,m)dvn = Os- > 1Dga(y,n) dyan,
Os-//e_iy'”naa(y,n)dydn = Os—//e_iy'”DS‘a(y,n)dydn-

Teorema A.18 (Teorema de Fubini para integrais oscilatérias). Seja a € @7 (R" x R**), m, T € R,
n,k € N. Entdo

blm) = OS'// e ¥ Ma(y,y' ,n,n')dy dn' € " (R" xR"),
no qual a integracdo é em relacio a R* x R¥, e

O AR b(y,n) = OS-//e_iyl'”’ayaaﬁa(y,y’, n,n")dy'an’. (A.8)

OS_////eiy-niy/'n/a(y,y',n,n')dydy’d‘n an’
— OS—//eiy~77 (Os_//eiy/.n/a(%y/,n,n,)dy,dn/> dydrl_

Note que a integral oscilatdria Os—/ / / / acima € entendida como

Mais ainda,

Os- [ 010 a((y, '), (.05, ) (1,
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A.3 Composicao

Podemos agora formalizar os célculos realizados para a composi¢do de operadores pseudodife-

renciais. Se p é um simbolo pseudodiferencial em ST (R" x R"), entdo
plDu = [ px&as)as

= [([er e ptmemtar) a
= Os// G p(x, E)u(x+ ) dx' dE (A.9)

para toda u € (R"). De fato, note que pu € «"(R" x R"), uma vez que p € S7';(R" x R") C
AJ'(R" xR") e u € .#(R"). Tomando x(x,&) = @(x)@(§), com ¢ € 7 (R") tal que ¢(0) =

obtemos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

ppn = [ ([ b entra )
— /( lim =25 o6 0 (ey)p(e8)p(x, & u ()dy)dﬁ

£—0

_ /(nm/ W EGE (o) p(eE)p(n,Eu <>dy)dé,

lim,
pois @(ey)u(y) € L' (R"). Mais ainda,
[ (1im [ e e otev)oteipt Eutray ) a
= [ (meeu@nd) [ S ptut v )
= [ (time @t ) Floul(2) )

= lim [ (" 4e(&)p(x,&) Flgen(E) ) &,

pois @ € 7 (R"), p € ST'o(R" X R") ¢ F [@eu] (&) = (Pe 1) (&), com || @e ] gy < 1011 oy |0 | =

Logo,
D= limy [ ([ e 56" glen)p(et)ptx Sty ay )

()72 (D) (e7)e™> p(ey)p(e8)p(x 5)u(y)dy>d<§

(/

= tim [ (([(©) e e 0, (plenioled)pn Eut)ay )
(/
(/

e—0
= lim (&) He 0D (@(ey)p(e€)p(x, & )u(y))dy) €
= tim [ ([© e300 (plet N p(e ol o)) a )



56 Apéndice A. Operadores pseudodiferenciais

= lim ( / () 72De)* (e 9)(E) D) (9l (x+2)p(e8) p(x, &l +)) dx') as

= [[ e g>2” ()2 D0 (plx. Julx+x)] ) d'd
= Os// BT Yu(x+x')dx' d&.

Sejam p; € S'I%(R” x R™), ps € S’lnf)(R” x R") e u € . (R"). Usando a representa¢do acima e o

Teorema A.18, obtemos que

p1(%.D2)pa(x, Dy)u
— Os // i€ (1, (Os—// e—fX”f’p2<x+x',5'>u(x+x’+x”)dx"d§’) dx dt
_ Os—/ / / / e ETE (0 E) pa (ko E V(x4 ¥ + XY dE d dE
= O[] 10 pr (& 4 mypa e E () dE dyn
- Os// —ivd! (OS// =N (& 1) pa(x g)dx'dn> u(x+y)dydé’
= OS// Epitpa(x, € u(x+y) dydg,

no qual pi#p, ¢ definido como em (A.5).

Teorema A.19. Sejam p; € S’%(R" xR") e py € S’{%(R" x R™) dois simbolos pseudodiferenciais.
Entdo existe p\#p, € S'lanrml (R" x R") tal que

p1<x,Dx)p2(x,Dx) = (pl#pz)(anx)'

Mais ainda, p\#p, possui a expansdo assintotica

pi#p2(x,6) ~ ) ;85191( xE)DIpa(x,6), (A-10)
aeNG

isto é,
1 _
pi#pa(x,§) — ). 1% P1(x.§)Dp2(x, &) € STETN (R X R")

|| <N

para todo N € N.

O resultado anterior nos permite concluir que a composi¢ao de dois operadores pseudodiferenciais
¢ também um operador pseudodiferencial. Em particular, tomando N = 1 na expansdo assintotica,

obtemos que
pl#p2(x75):pl(x7£)p2<x7§)+r(x>§)7 (A.11)

no qual r(x,&) € 7L (R" x R").
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A.4 Operadores pseudodiferenciais elipticos e parametrizes

Defini¢ao A.20. Um simbolo p € S’l’fo(R” x R™), m € R, é chamado eliptico se existem C,R > 0 tais

que
Ip(x,8)[ = ClS[™ (A.12)
para todos |§| > R, x € R”™.

Exemplo A.21. Seja p(&) = |€|? o simbolo do operador —A. Entio p é um simbolo eliptico de ordem
m = 2. Mais ainda, ¢(§) = (§)", m € R, é um simbolo eliptico de ordem m, pois (§) < (1+|&|) <
V2(E).

Teorema A.22. Seja p € S7'((R" x R"), m € R. Sdo equivalentes:
a) O simbolo p é eliptico;

b) Existe um simbolo g € S| (R" x R") tal que p(x,Dy)q(x,Dyx) = I+ r(x,Dx), no qual r €
S| o(R* x R™);

¢) Para cada N € N, existem qy.,q) € S0 (R" x R") tais que
p(x,Dy)gn(x,Dy) = I+ ry(x,Dy),
qn(x,Dx)p(x,Dx) =1 +ry(x,Dy),
nos quais ry,ry € Si{)v(R” x R™).
O teorema anterior implica o seguinte resultado:

Proposicao A.23. Seja p € S (R" x R"), m € R. Entdo p é um simbolo eliptico se, e somente se,

existe um simbolo g.. € S| o/(R" x R") tal que
P(x,Dx)qoo(x,Dy) = I+ reo(x,Dy), (A.13)

comr € S| 7 (R" xR").

Neste caso, o simbolo g.. ¢ chamado de parametriz do operador p(x, Dy).

Finalizamos esta se¢do com alguns resultados a respeito de operadores pseudodiferenciais. Os

mesmos podem ser encontrados na referéncia [1].
Teorema A.24. Seja p € ST ((R" xR"). Entdo p(x,Dyx), definida como

p(x, Dy)u(x) = Os—/ / e p(x, E)ulx +x') dx dt (A.14)
para u € C;(R"), é um operador linear e limitado

p(x,Dy) : Cp (R") — Cy (R™).
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Teorema A.25 (Unicidade do simbolo). Sejam p,q € SfO(R” x R™). Se p(x,Dx)u = q(x,Dy)u para
toda u € S (R"), entdo p(x,§) = q(x,&).

Teorema A.26. Sejam p € S(l) oR"xR") e 1 < q < oo Entdo p(x,Dyx) (primeiramente definido em
S (R")) se estende a um operador linear limitado p(x,Dy) : L1(R") — L1(R").

Teorema A.27 (Teorema do multiplicador de Mikhlin). Seja m : R"\ {0} — C uma fungdo continu-

amente diferencidvel n+ 2 vezes tal que
0fm(&)] < Alg| 71 (A.15)
para todo & # 0 e || < n+2. Entdo para todo 1 < p < o0 0 operador m(Dy), definido por
m(D)f = FHm(x) £(8)]
para toda f € . (R"), se estende a um operador linear e limitado
m(Dy) : LP(R") — LP(R").

Proposicao A.28. Sejam m como no Teorema A.27 e A > 0 como em (A.15). Entdo para cada

1 < p < oo, existe uma constante C,, > 0, independente de A, tal que

[|m(Dx) ”f(u(]}gn)) < CLA. (A.16)



APENDICE B

Calculo de Boutet de Monvel

Utilizamos [12], [13] e [17] como principais referéncias para o estudo do célculo de Boutet de
Monvel neste trabalho, de forma que todos os resultados apresentados a seguir foram extraidos das

mesmas.

B.1 Definicoes e resultados preliminares

Iniciamos com algumas defini¢cdes presentes nos capitulos 7 e 9 da referéncia [12].

Definiciio B.1. O espago S¢(R” x R",R") dos simbolos poli-homogéneos de grau d é definido como
o conjunto de simbolos p(X,&) € S‘IIO(R” x R",R") para os quais existe uma sequéncia de fungdes
pa—1(X, &) € C((R" x R") x R") para [ € Ny satisfazendo:

1. Cada fungdo p,_; é positivamente homogénea de grau d — [ em & para |E| > 1;

2. p possui a expansao assintotica

PX,E)~ Y pa_i(X,E) em S o(R" x R",R"), (B.1)
1eNp

isto é, para qualquer compacto K C ¥, quaisquer multi-indices a € N, 8 € Ng/ e qualquer

M € N, existe uma constante ¢, g » ¢ tal que para todos (X, &) € K x R",

Dng pX,E) — Y pai(X.E) || < capux(E)TIUM, (B.2)

0<i<M

Como pdde ser observado na introdugao deste texto, a transformada de Fourier foi uma ferramenta

de grande utilidade para o tratamento do operador 1 — A em R”. No entanto, caso o operador seja

59
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considerado em R’} , precisamos do conceito de transformada de Fourier parcial. Para isso, vejamos

antes algumas definicdes e notacoes.

Vamos denotar o operador restri¢do de R" a R". por r*, e o operador restri¢do de R" a R” por r,

no qual
= {x=(x) eRX = (x1,...,x,-1) € R x, = 0}.

Utilizaremos também a notacdo
rou = u’Q, e em particular, Pt = rRY (B.3)

definida para u € 2'(R"). Os operadores de extensio por zero eq, em particular e™ = eRr €€ =epn,

sdo definidos para funcdes f em € por

femQ, 4
le:{Oem]R”\.Q, c e :eRi. (B4)

Mais ainda, consideramos os seguintes espacos de fungdes suaves em @1:
Co)®y) =r*Cr(RY), Z(RY) =r" 7 (R"), (B.5)
no qual " € definido em (B.3).

Definicao B.2. Dadau €. (@i ), definimos sua transformada de Fourier parcial na varidvel ¥’ € R"~!

como
Foosen=1(E',x,) :/ 1e*"xl"glu(x',xn)dx’.
R
Teorema B.3. Sejam € N. Para 0 < j <m—1, a aplicagdo traco
yiu(x x,) D){nu(x/,O)

de C (R',) a C3(R"™1) se estende por continuidade a uma aplicagdo linear sobrejetora, também

chamada de 7;, de H" (R".) em H™ i3 (R,
Teorema B.4. Considere o operador de Poisson Ky : ./ (R"™') — #(R'}), definido por
Ky o) 75 (e_@/)x”(ﬁ(é/)) . (B.6)
Valem:
1. YKy = @ para ¢ € S (R"1);
2. (I-A)Kyp =0para ¢ € S(R"1);

3. Ky se estende a uma aplicagdo continua (denotada também por Ky) de H m—3 (R™ 1 a H"(R™)
para todo m € Ny. Mais ainda, a primeira identidade se estende a toda ¢ € H %(R”_l) ea

segunda identidade se estende a toda ¢ € H -3 (R 1),
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Antes de enunciarmos os proéximo teorema, precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao B.5. Para cada m € N, definimos o operador traco de Cauchy associado a m por

1o

n m(mpn = m—j—1 mn—1
P =| | HE) S [T R,

: j=

Yn—1

Teorema B.6. Seja v € % (R) com y(t) = 1 em uma vizinhanga de zero. Definimos o operador de
Poisson %), definido em . (R"=1Y" com valores em . (R',.), por

<%/(m)q) = H0Q0+ " Hm—1Qm-1,

para ¢ = (@0, .., o 1), no qual

50, =75 (w56

para cada j=0,...,m— 1. Entdo

Py K my® =@, @ €. (R)™

Mais ainda, %/(m) pode ser estendido a um operador continuo (também denotado por Ji/(m) ) de
HT:’II H"i—2 (R"1Y a H™(R™) que também satisfaz a igualdade anterior para toda
¢ Ty B /m3 (R),

B.2 Operadores de Boutet de Monvel

Iniciamos esta secdo apresentando os elementos necessdrios para a introducao do célculo de Bou-
tet de Monvel. Todos os resultados e defini¢des apresentados aqui foram extraidos do capitulo 10 da

referéncia [12].

Se P ¢ um operador pseudodiferencial em R", seu truncamento (ou restricdo) ao subconjunto
Q =R’ € definido por

P.u = r"Pe*u, também denotado por ER’}r uou Pou, B.7)

no qual, assim como definidas em (B.3) e (B.4), r* restringe 2'(R") a Z'(R".), e e* estende fungdes
localmente integréveis em R’ por zero em R” . Observe que r restringe ao interior de @1, de forma

que as singularidades suportadas em x,, = 0 desaparecem. Identificamos C° (Ei) como subespago de

7' (R"),

Defini¢do B.7. Dizemos que um operador P satisfaz a propriedade de transmissdo em relagdo a R’
se Py “preserva C™ até a fronteira”, ou seja, se Prr leva Cp (R',) em C=(R"}). Esta propriedade

também € conhecida como condi¢ao de transmissao.
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Segundo Grubb [12], Boutet de Monvel mostrou em 1966 uma condi¢@o necessdria e suficiente
para que um simbolo poli-homogéneo p(x,&) ~ ¥ en, Pa—1(x, &) defina um operador OP(p) com a
propriedade de transmissdo em relagdo a R’ . Ela afirma que os termos homogéneos p,;_; devem

possuir a propriedade de simetria
DEDEpy1(x,0,0,—&,) = ™ 1¥0DEDEp, (x',0,0,&,) (B.8)
para |&,| > 1 e quaisquer indices a, 3, 1.

Exemplo B.8. Seja P(x,D,) = Y cq(x)D¥% um operador diferencial de ordem d. Observe que seu
lor|<d
simbolo p(x, &) pode ser expresso como

d d
p(x, &)= Z Cocgazz Z Ca(x)éa:lzépd—l(x?é)a

| <d 1=0|a|=d—1
no qual

pd—l(xlv()voa_én) = Z C(X(xlao)(_(()?én))a

lot|=d—1

= (D)"Y calx,0)(0,6,)

|o|=d—1
= (_1)d_lpd—l(x/70707€n)'

Isto é, pg_;(x',0,0,&,) é homogéneo de grau d — [ em &, e portanto
DEDgpd—l(xlv O; 07 _gn) = (_l)dilimpd—l (X/, O; 07 gn)
Logo, o operador P possui a propriedade de transmissdo em relagdo a R’} .

Exemplo B.9. Uma parametriz ¢(x,&) para um operador diferencial eliptico P de ordem d possui
a propriedade de transmissdo, uma vez que os termos da expansio g,_; sdo fungdes racionais de &.

Mais ainda, g(x, ) satisfaz
q-d-1(x, =) = (=1)""g-a-1(x§) (B.9)

para |&| > 1 e para todo 1, garantindo a propriedade de transmissdo para qualquer dire¢do tomada

COmo Xxj,.

Vamos agora introduzir as seguintes notagdes: Ri L =Ry xRy, @i L= Ry xRie.” (@i )=
rirt 7 (R?), no qual r indica a restricio a {z > 0}. Relembrando (B.5), temos também que

Cho) (R}) =r*Co(R") e #(RY) = r*.7(R"). Utilizaremos aqui as abreviagdes:
= =2
y(R+):y+ € Y(R++):y++. (BIO)

Definicao B.10. Sejam d € R e E um aberto em R"
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1. Oespago Sﬁ{o(E,R”_l .7, ) consiste no espaco das fungdes f(X,x,,E") € C*(E xR, x R*™1),

pertencendo a .¥; em relagfo a x,,, tal que para todos o, 8, k, K/,

< nd+L—k+k —| o '
g, S OO , (B.11)

kDX DEDE F(X 2, &)

com fungdes continuas ¢(X). Mais ainda, dizemos que f possui a expansio assintética f ~
Yien, fa_sem S1 O(H,R” I, se existir uma sequéncia de fungdes f;_; pertencentes a
Siol(_,]R" 1)) tal que

f~_ Z fd—l € S?’_()M<37Rn_lay+)
<M
para qualquer M € Np.
2. O subespaco Sd(E, R"~1,.#,) dos elementos poli-homogéneos consiste no espago das funcdes
fe S1 0(.., R~ .7, ) que possuem expansdes assintdticas f ~ Yien, f4_; nas quais as fungdes

fa—1 possuem a propriedade de quasi-homogeneidade

- 1 ~
Fa-i (X,Ixmz&’) = AT (X x, &) (B.12)
parad >1e|E'| > 1.

3. O espago S¢ O(Z,R”_l,,VJFJF) consiste no espago das fungdes g(X,x,,yn, &) € C(E x R++ X
R"™ 1), pertencentes a ., . em relag@o a (x,,y,), tais que para todos a, B, k, k' ,m,m’,

< C(X)<€/>d+1—k+k’—m+m’—|a\‘ (B.13)

k k' myym B
an ynD D Dg/g(x xnaynaé) LZ(R?H_)_

Aqui, dizemos que g possui a expansdo assintotica § ~ Y ey, 8q—; em S‘I{O(E,R”_I,erJr)

quando existem fungdes g;_; € Sffol (2,R"1,.7, ,) tais que

3= Y a1 €S MERT, A1)
<M

para qualquer M € Nj.

4. O subespaco S¢(Z,R"!,.7, ) dos elementos poli-homogéneos consiste no espaco das fun-
coes g € S‘f O(E,R"_I,Y++) que possuem expansoes assintéticas § ~ ) jcn, 41 Nas quais as

funcgdes g,_; possuem a propriedade de quasi-homogeneidade

1 1
a1 (qun,zymlé’) AT g (X%, ns € (B.14)

paral >1el|&'| > 1.
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Fungdes com as propriedades da Definicdo B.10 s@o chamadas de symbol-kernels. As proprie-
dades das func¢des poderiam também ser formuladas de forma equivalente em termos de norma do

supremo, isto &, f € SfO(E,]R”_I,YJF) se, e somente se,

su% xﬁDanng,f(xl,xn,f') < e(X)(ENdHI kK=l (B.15)
Xp>

Daqui em diante, vamos assumir que todos os simbolos de operadores pseudodiferenciais de or-
dem inteira mencionados satisfazem a condigdo de transmissdo. Utilizamos a notag¢do p(x',&’,D,) or
OP,(p(x,&)) para denotarmos um operador em R no qual a definicdo de operador pseudodiferencial
dada em A.6 se aplica apenas em relagdo a (x,,&,), e denotamos por OP(p(x,&)) um operador em

R~ no qual a definicdo de operador pseudodiferencial se aplica em relagio a (', EN.

Munidos das defini¢des anteriores, podemos entdo introduzir os elementos do cédlculo de Boutet

de Monvel. Vamos considerar sistemas da forma

GHEN @)Y
(0)\ ™+ +
o = (P+T+G I;) VN (B.16)
CSO(Rn_l)M C<>°<Rn71)M’

nos quais P € um operador pseudodiferencial em R"; 7' € um operador trago, indo de R’} a R K é
chamado de operador de Poisson, indo de R"~! a R’ ; S € um operador pseudodiferencial em R 1 e

G € um operador em R’ chamado de operador singular de Green.

Como exemplo, considere o seguinte problema de valor de contorno em um aberto limitado Q C

R", com fronteira dQ suave, que pode ser encontrado na referéncia [13]:

Pu= femQ,

Tu= @ em dQ, (B.17)

no qual P pode ser tomado como o operador —A e Tu = Yyu = u‘ 50 Neste caso, teriamos sistemas

P+
= (7). B

da forma

paraM=0eM >0,¢e
o 1= (0:+G K) (B.19)

quando %7 possui inversa, no qual G e K sdo chamados de operadores de Green e de Poisson, respec-

tivamente, e Q1 é um operador pseudodiferencial.

Apresentamos a seguir a definicdo de cada um dos elementos em (B.16).

Definicao B.11. Um operador traco de ordem d € R e classe r € Ny é um operador da forma

Tu= Y Sjy+T), (B.20)

0<j<r—1
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no qual y; denota o operador trago usual dado por (yju)(x’') = D)jc'nu(x’ ,0), S é um operador pseudo-

diferencial em R"~! de ordem d — j e

()= [

" e"X"ﬁ’/O P (20, &) E' 3 dx dE', (B.21)

com 7’ € §{ ((R* 1, R""!,.7,); A fung@o 7' ¢ chamada de symbol-kernel de T’.

Definicao B.12. Um operador de Poisson de ordem d € um operador definido por
(Ko)(¥oxn) = [ VR 0 8)0E) (B.22)
Rn-
no qual o symbol-kernel k € S‘ll_ol (R R 7,).

Exemplo B.13. Seja y € ¥ (R) tal que y(¢) = 1 em uma vizinhanga da origem. O operador .%#j,
definido por

_ l A~ iv .E! l o~
oo =7y (w (€L 12190%) &) = [ €y (1Al ) 9(&) a8,
€ um operador de Poisson de ordem zero, como observamos na secao 2.4.

Definicao B.14. Um operador singular de Green G de ordem d € R e classe r € Ny é um operador da

forma
G= )Y Kyy+G, (B.23)

0<j<r—1
no qual cada K; € um operador de Poisson de ordem d — j e

(Gu)x) = [

Rn_leixl'é//o g xn,yn, ENU(E ,yn) dyn d&’, (B.24)

no qual o symbol-kernel g’ € S‘llz)l (R-1L R 7, 1),

Veremos a seguir um resultado a respeito das composi¢des dos operadores na varidvel x;,.

Teorema B.15. Considere um simbolo pseudodiferencial p(x',0,&',&,) e symbol-kernels do tipo
traco, de Poisson e de Green dados por t(x',x,,E"), k(x',x,,E") e §(x',x4,yn,E") de ordem d, e
7'(xX %0, EN), K (X, %0, E") € & (X, X, ym, E) de ordem d', todos de classe zero. Seja d” = d +d'. Temos

entdo as seguintes propriedades de composicdo:

1. Se p éde ordem O((&,)~"), entdo Yo OPy(p)+ = OPT,(7"), no qual " (X' ,x,,&") = p(x',0,&', —x))|

é um symbol-kernel de ordem d e classe zero;
2. %OPK, (k) =s", no qual s" (x',&") = k(x',0,E") é um simbolo pseudodiferencial de ordem d;

3. WOPG,(g) =OPT,(7"), no qual 7" (X', yn,&") = §(x',0,y,,&") é um symbol-kernel do tipo trago

de ordem d e classe zero;

x,>0
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. OPK,,(k) OPT, (') = OPG,(g"), no qual §" (', xn,yn,E") = k(x', %, ENF' (X', Y, E') € um symbol-

kernel de Green de ordem d" e classe zero;

. OPT,(f) OPK,, (k') = 5", um simbolo pseudodiferencial de ordem d" definido por

6N = [T EOR (45, E)
0

. OPG,(g) OPK,, (k') = OPK,,(K"), de ordem d" e definido por

l}//(x/7xn7 €/> = /O g(xl7xn>)’n7 €/>l}/(xlayn; él)dyn;

. OPT,(7) OPG,(g") = OPT, ("), de ordem d" e classe zero, e definida por

{es)

7y, &) = /0 F 0 N8 (K0, yims €') ot

. OPG,,(g) OPG,(g") = OPG,(g"), de ordem d" e classe zero, e definida por

&' (W w3, E') = /0 B0 sz ENE (s 2y € iz

. Para todos l,m € Ny, temos que

xiDﬁOPKn(l;(xl,xn,él))(p = OPKn(XZD;Z]}(X/,Xn,gl))(p,
XQDZZOPGn(g(x/,xn7Yna§/))” = OPGn(XilDZZg(X/,xn,yn,6/))M,

com operadores resultantes de ordem d — [ + m.

Uma demonstracao para o resultado anterior pode ser encontrada na referéncia [12].

B.3 Boutet de Monvel com parametros

Apresentamos brevemente nesta se¢do os elementos do cédlculo de Boutet de Monvel dependente

de parametros. Todos os resultados e definicdes aqui citados foram extraidos da referéncia [17]. O

conjunto de pardmetros dos operadores serd um cone aberto denotado por A C R/, isto é, p € A

implica que p € A para todo t > 0.

Definicdo B.16. O espago S™(R" x R",A) de simbolos dependentes de pardmetros de ordem m € R

consiste em todas as fungdes p € C*(R" x R" x A) tais que

9Pl p(x,E,A)| < Cypy(€, A)mIoI=1

para (x,&,A) e R" x R" x A.
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Um simbolo p define um operador pseudodiferencial dependente de pardmetros OP(p)(4) : .7 (R") —
< (R") pela formula

OP(p)(A)u(x) = (27f)"/ei"'gp(x,é,/l)ﬁ(i)dé-
Definiciio B.17. Dizemos que p ¢ um simbolo cldssico se existem simbolos p(,,_ ;) € S™=J (R™ x
R™ A), para j € Ny, tais que:
1. Para quaisquer 7 > 1 ¢ |(§,A)| > 1, temos que p(,— j) (x,28,tA) ="/ p,,_y(x,&,A);
2. Temos a expansdo assinttica p ~ Y7o P j), isto &, p — ZN 0 Pm—j) €S™ “N(R" x R", A)
para todo N € Ny.
O subconjunto de tais stmbolos é denotado por S7/(R" x R",A).

Definicsio B.18. Considere um simbolo p € S7)(R" xR", A), m € Z, escrito como fungdo de (x',x,,&’,&,, 1) €
R*™ 1 x R x R* ! x R x A. Dizemos que p satisfaz a condi¢do de transmissdo se p ~ YioP(m—j) e

se, para todo k € Ny e todo o € Ng”, tivermos que

DY, D% 3 P (¥,0,0,1,0) = (=1)"/~1%ID¥ DE ;) pijy (+,0,0,—1,0).

Neste caso, o operador P(A)4 =" OP(p)(A)et : ' (RL) — .7 (R™) estd bem definido.

Definicdo B.19. Denotamos por S"(R"~!,.7, A), com m € R, o espaco de todas as fungdes f €
C*(R* ! xRy x R*! x A) tais que

¢ DY D DY 7 %, €', 2) < Gt oy (& AYHIH L,

LN(R‘FXn)
O subconjunto SZ}(R”*I,YJF,A) consiste de todas as fungdes f com uma expansio assintdtica f ~
Yo f(m, j)» isto €, existem fungdes f(m, j) € S"I(R"L,. 7, A), j € Ny, tais que f — Z?’;OI ~(m, j) €
sm=N(R*1 .7, A) paratodo N € Ny e
1 o

Fon- (xl’?x’“t‘ﬁ/’m) =" fly (20,1
parar > 1,[(E,A)] > 1.

De forma similar, S”(R"~!,.#, ., A) denota o espaco de todas as fun¢des g em

c” (R”‘l X R3_+ x R x A) tais que

Lp! DX pP Dg,Dyg(x Xy Y /WA

Antly, Py,

L= (R2

*nom)
/ m—+2—k+k'—I1+1'—|a’|—
< G pylShA) o=,

Podemos enfim definir os operadores do cdlculo de Boutet de Monvel para o caso com parametros.
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Definicdo B.20. Sejam A € A,m e Red € Nj.

1. Um operador de Poisson dependente de pardmetros de ordem m cldssico é uma familia de
operadores K (1) : #(R""!) — 7 (R™) associados a k € §" ' (R"~1,.#, | A) da forma

KAl o) = [ "SR . 8 A)(E) '
R-
Para k ~ Y7 ki1 j)- definimos k(,,_1) (¥, &', Dy, A) : C — 7 (Ry) por

];(m—l)(xl7 élanaA')(v) = V%(m—l)(xlvxnv 5/7)')'

2. Um operador trago dependente de pardmetros de ordem m e classe d é uma familia de operado-
res T(A): (R%) — . (R"1) da forma

d—1
T(A)= _ZOS,-(A)yj +T'(A),
J:

no qual S;(A) é um operador pseudodiferencial dependente de parametro de ordem m — j em
R=leT'(A): S (RL) — . (R" 1) é da forma

T'(A)u(x') = /R T, 82 (T ) (E )

com7 € S™(R" .7 A). Paraf ~ Y70 (m—j)» definimos 7,y (x', &', Dy, A) : S (Ry) — C por
Ty (6, &', Dy, A Ju = / fomy (62, & A ) u () vy
R,

3. Um operador singular de Green dependente de parametro de ordem m e classe d € uma familia
de operadores G(1) : /(R") + ./ (R") da forma

ZK’ )Y+ G (A),

no qual K’ sdo operadores de Poisson de ordem m —j e G'(A) : .7 (R™) —» S (R%) é um

operador da forma
G M) = [ [ g ) (Fa ) (€ o)
.

com g € S '(R"1,S, ., A). Definimos o operador gm—1) (&, &', Dy, A) : S (Ry) = S (RY)
por

d—1

g(m_l)(xl’él’D’“k)u(x”) = Z]};(mflfl)(xlaxnaélal)Dinu(O)

=0
+/R g(m—l)(x/7xn7)’na§/7A‘)u(yn)dYn-
+
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Observagdo B.21. Dado um simbolo p € S7/(R" x R",A) que satisfaz a condi¢do de transmissdo,

associamos a este o operador p (x',0,E’'.D,,4) : .7 (R ) — .7 (Ry) definido por

p+(x/,0,§/,Dn,7L)u(xn):/Reix"g"p(xl,O,5',§n7l)e/ﬁt(§n)d§n.

Definicao B.22. Sejam ny,n,,n3,n4 € No. O conjunto de operadores cldssicos de Boutet de Monvel
dependentes de parametro em R’ , denotado por %,’,'ﬁ’fflz,nw“ (R",A), param € Z e d € Ny, ou apenas

por 2™ (R", A), consiste em todos os operadores .7 dados por

(P +G(A) K(Q)
o <“‘(+ ) SO

nos quais P é um operador pseudodiferencial de ordem m satisfazendo a condi¢do de transmissdo, G

: ©® — ©® ,
y(Rn—l )”2 y(Rn—l )”4

) 7 (R 7 (RL)"
€ um operador singular de Green de ordem m e classe d, K é um operador de Poisson de ordem m, T

€ um operador do tipo trago de ordem m e classe d e S € um operador pseudodiferencial de ordem m,

todos dependentes de parametros em suas respectivas classes.

Defini¢sio B.23. Para cada s € R, definimos o operador (D)* : .'(R") — .'(R") como o operador
pseudodiferencial de simbolo & € R" — (£)°. Mais ainda, escrevemos @;(D)u = OP(¢@;)u.

1. O espago potencial de Bessel Hy(R") = {u € //(R");(D)*u € LP(R")}, para | < p < oo e

s € R, é o espago de Banach com a norma HuHHz(Rn) = (D) || Lo (-

2. O espago de Besov B),,(R"), para s € R e 1 < p,q < o, € 0 espago de Banach de todas as
distribui¢des temperadas f € ./ (R") tais que

1

) q
. i q
HfHBf,q(]R”) = (Z 27°P H‘Pj(Dx)fHLp(Rn)> < oo,
=0

Os operadores do cdlculo de Boutet de Monvel com parametros satisfazem ainda as propriedades

de composi¢cao mencionadas anteriormente. Como forma de ilustrar brevemente como se dao tais

composi¢des, vamos analisar K(A)T (A ) para o caso em que K(A) e T(A) sdo de classe zero.

Sejam v € .7 (R"1), ¢ € .#(R" 1) tal que ¢(0) = 1 e defina @¢ () = @(&u). Entdo um operador

K(A) pode ser expresso como

KOWEon) = [ R 8 A)0E )
R—
— / eix"é/lé(x’,xn,é’,l)/ e_in/.él\/(n/)dn/dgl
Rr—1 Rr—1
— / 1 / leixl,é/efin/,é/ lim (p(gn/)(p(ggl)]”{(xl’xmg/’l)v(n/) dn/dél
Rl JRr=

£—0

= [ e i) ([ e e iy’ a
Rr-1 e—0 Rr—1
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= [ tim p(eE (51, £ 2)F (9ev) () E

uma vez que @zv € L'(R""1) e portanto pudemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada.

Como @ € . (R" 1) e |.Z (@ev)| = |@e * V], temos que

|17 (9ev) |l = [|@e * V]|, = [Vl || @e |, < o=

Mais ainda, segue do Lema A.2 que k. € .7 (R""!). Assim, segue novamente por aplicagio do

Teorema da Convergéncia Dominada que

KApW.) = fim [ ] e gen)p(e8 )R . & A)v(n') dna
Rr=t JR—

e—0

~ lim /R /R e (e (y+2)) @(eEN(Y 30, & AWy + ) dydE!

£e—0

_ oS.// e R 20, E AWy +X) dydE.

A iltima igualdade acima se deve ao fato de que k(x',x,,-,A)v(- +x') € Z™(R*! x R"~!) para

m,T € R, o que pode ser visto através da férmula de Leibniz.

Analogamente, se T(1) é um operador trago de classe zero e u € . (R™), entdo

T(Mu(x) = /]Rnl /Omeix/'y/f(xl,xn,él,l) (Poseru) (&' ,xn) dx, dE'

- / lim [ €8 p(eE (X %0 &', A) Forsir (ett) (E' ) iy AE”
Rr—1e—0

0
= dim [ e (E) e 5 & Al ) i
e—=0JRr-1 J0 Rr—1
= lim/ / (pg(.ﬁ')(pg(z—l—x')eié/'z/ F(X 20, & N u(z + X x) doxy dz dE'
e—0 JRr—1 JRr—1 0

= Os—//e_"él'z/ F( xn, & M u(z+ X', x) dx, dzdE'
0
e do mesmo modo, se G(A) é um operador de Green de classe zero, temos que
Gut) = [ [T i E2) (P ()

— Os-[[[ e [ g s € A+, 30) v 2l
0
Do anterior, segue pelo Teorema de Fubini para integrais oscilatérias A.18 que

KT (A)u(x) = O [[[ e € k(w8 2)

R 8 Ay 4 5 iz g dy e
0

= OS_////e—in.y_igll,wic(x/’xmn +§//,A)

/ fy+x' %, " Au(w+x',5,) di, dyd€"” dwdn
0
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= OS-//eiéﬁvw /oo <OS—//€in'yl}(xlgxnan +6//71)5()’4—)6/,)@”éll,l)dydn> dfn
0

u(w+x',%5,) dwd€”
= G(A)u(x),

no qual G(1) é um operador de Poisson com symbol-kernel g’ dado por
¢ 030, E'2) = O [ MR s £/ A5+, 50, £ 2) .

De forma mais geral, temos o seguinte resultado a respeito da composi¢do de operadores do

calculo de Boutet de Monvel com pardmetros. O mesmo pode ser encontrado nas pdginas 1156 e
1157 da referéncia [17].

Teorema B.24. Sejam A € By, . (M,A), BE Byt o 1 (M A). Entdo AB€ By & (M,A),
no qual d’ = max{m' +d,d'}. De modo similar, se A € @ngl’E&Fz (M,A) eBec ‘@Igo,Fo,Ehﬂ (M,A),
entdo AB € ,@go Fo By iy (M A).

A tabela a seguir ilustra as composi¢oes de operadores de Boutet de Monvel com parametros.
Sejam P,, G, K, T e S como na defini¢io B.22 e P, G, K', T' ¢ §' de ordem m’, com G' ¢ T’
de classe d’. Todas as composi¢des apresentadas na seguinte tabela sdo de ordem m +m' e classe
max{m’ +d,d'}, quando fizer sentido.

T o Gl T//
T o K/ S//

ng’" (R"1,5,A)
SZ;er (Rnfl % Rnfl,/\)
SZ;-!—m’ (Rn—l % Rr—1 ,A)

Sz-i-m (Rn_l,S+,A)

SoS | S
SoT" | T"(A

tipo symbol-kernel
P.oP, | PI(A) | SR xR, A)
ProG | G'(A) | S"T (RS, A)
P oK | K"(A) | S IR S, A)
GoG' | G"(A) | SN RS LA
GoP, | G"(A) | "R S, A)
GoKk' | K"(2) SZJrrtlLl(Rn_laS-i-,A)
KoT' | G"(A) | st ,—1 (R™1.8, 1, A)
KoS | K"(A) | S Y (Rr-1 S, A)
ToP, | T"(X) | S"" (RIS, A)
(4)
(1)
)
)

Tabela B.1: Composigdes de operadores de Boutet de Monvel.
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